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Abstract

This thesis proposes two new distributions, called as A Size Baised Piosson
Gamma Lindley (SBPGaL)and zero truncated Poisson Quasi-Lindley . Va-
rious statistical properties, moment method, maximum likelihood estimation, mean
deviations and limiting distribution of extreme order statistics is established. An ap-
plication of the model to a real data set is presented finally and compared with the
fit attained by some other well-known one and two parameters distributions.

Keywords : Size biased distributions, Poisson Gamma Lindley distribution, Pois-

son Lindley distribution, Zero-Truncated Poisson Quasi-Lindley distribution.



Résumé

Dans cette thése, nous nous introduisons deux nouvelles distributions nommées
Size Baised Poisson Gamma Lindley (SBPGaL) et Poisson Quasi-Lindley
zéro tronquée . Diverses propriétés statistiques ont été données a savoir : la méthode
du moment, 'estimation du maximum de vraisemblance. Une simulation de biais
et l'erreur quadratique moyenne des estimateurs sont obtenus par la méthode du
maximum de vraisemblance. Enfin, une étude comparative entre les distributions a

un et deux parameétres a été discutée.

Mots-clés : distributions Size biased, Distribution de Poisson Gamma Lindley,

Distribution de Poisson Lindley, Poisson Quasi-Lindley zéro tronquée.
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Introduction

De nombreux domaines de la connaissance pratique s’appuient sur 1’étude de
collections homogenes d’objets ou de personnes. La statistique est un ensemble de
méthodes permettant de dégager les caractéristiques ou la répartition de ces objets
en fonction de critéres d’étude déterminés.

L’analyse de survie est usuellement définie comme I’étude du délai de la survenue
au cours du temps d’un événement d’intérét, comme une panne de machine dans le
domaine de la fiabilité, ou un déceés, une rechute ou une rémission dans le domaine
médical. Dans le cadre de cette thése, nous considérons que I’événement d’intérét
est le déces. La caractéristique principale des données de survie est la présence de «
données incompletes » lorsque I’événement d’intérét n’a pas encore été observé a la
fin de I’analyse. Ces données sont dites censurées.

Soit X une variable aléatoire suivant la distribution & un parametre avec la fonc-

tion de densité ,
9 1 —0x
flx;0) = L+6 (1)

0, sinon

Introduit par Lindley (1958). Cette distribution a suscité l'intérét de nombreux cher-
cheurs et a été généralisée plusieurs fois par divers auteurs.

En raison de I'existence d’un seul paramétre, la distribution de Lindley ne fournit
pas suffisamment de flexibilité pour analyser différents types de données a vie. Pour

augmenter la flexibilité a des fins de modélisation, il sera utile d’envisager d’autres
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alternatives de cette distribution.

En premier lieu, Sankaran (1970) utilisé (1) lorsque le parameétre suit une loi de
Poisson pour dériver leur distribution de Poisson Lindley (PLD). Par ailleurs, certains
chercheurs ont proposé de nouvelles classes de distributions basées sur des modifica-
tions de la distribution de Lindley, y compris leurs propriétés. L’idée principale est
toujours dirigée en intégrant les anciennes distributions & des structures plus flexibles
voir (Ghitany et al. (2008, a), Mahmoudi and Zakerzadeh (2010), Dolati (2010), As-
gharzadeh et al. (2013).

Récemment, Zeghdoudi et al. (2017,2018,...) ont introduit des nouvelles distribu-
tions de durée de vie en utilisant les modéles de mélange et en combinant la distri-
bution de Poisson et autres distributions & deux parameétres (Pseudo Lindley, Quasi
Lindley et Gamma Lindley) qui apportera un plus a la littérature existant sur la mo-
délisation des données de survie, des sciences biologiques et des sciences actuarielles.

Ainsi, ils ont réussi a trouver des nouvelles distributions discrétes nommées respec-
tivement les distributions Poisson Pseudo Lindley, Poisson Quasi Lindley et Poisson
Gamma Lindley.

Pour augmenter la flexibilité & des fins de modélisation, il sera utile d’envisager
d’autres alternatives de ces distributions.

Les distributions Size Baised, constituent un cas particulier de la forme plus géné-
rale connue sous le nom de distributions pondérées. Introduites pour la premiére fois

par Fisher (1934) pour modéliser la détermination biais, les distributions pondérées
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ont ensuite été formalisées dans une théorie unificatrice par Rao (1965). De telles
distributions apparaissent naturellement dans la pratique lorsque les observations
d’un échantillon sont enregistrées avec une probabilité inégale, telle que la probabilité
proportionnelle a dessins de taille (PPT). En bref, si la variable aléatoire X a la distri-
bution f(x;#), avec paramétres inconnus 6, la distribution pondérée correspondante

est de la forme

w(z)f(x;0)
E(w(X))

[ (@,0) =
ot w(z) est une fonction de pondération non négative telle que E(w(X)) existe.
Un cas particulier des distributions pondérées, les distributions biaisées par la taille
est proposé par Rao (1965) lorsque la fonction pondérée est de la forme w(z) = 27,
appelée distribution d’ordre biaisé par la taille 3, ou f = 1 ou 8 = 2 , appelé longueur

respectivement & base de zones et & zones biaisées. Par conséquent, la densité de la

distribution biaisée en longueur est définie par

fo=——-, —00<z<00. (2)

Les distributions pondérées ont de nombreuses applications, nous tenons a citer
quelques-uns des résultats les plus récents sur les size baised.

Warren (1975) a été le premier a les appliquer dans le cadre de ’échantillonnage
de cellules de bois. Van Deusen (1986) est arrivé indépendamment a la théorie de la

distribution biaisée par la taille et 'appliquer a la distribution appropriée des don-
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nées de diameétre a hauteur d’homme (DHP) issues d’inventaires par échantillonnage
horizontal (HPS) (Grosenbaugh, 1958).

Par la suite, Lappi et Bailey (1987) ont utilisé des distributions pondérées pour
analyser les données d’incrément de diameétre HPS. Plus récemment, des distributions
pondérées ont été utilisées par Magnussen et Al. (1999) pour récupérer la distribution
des hauteurs de la canopée a partir de mesures au scanner laser. En écologie, Dennis et
Patil (1984) utilisent des méthodes stochastiques. équations différentielles pour arriver
a une distribution gamma pondérée en tant que fonction de densité de probabilité
stationnaire (PDF) pour un modeéle de population stochastique avec des effets de
prédation. Dans les pécheries, Taillie et Al. (1995) ont modélisé des populations de
stocks de poissons utilisant des distributions pondérées. Récemment, Ghitany et al
(2008) ont introduit une distribution de durée de vie nommeée distribution Size biased

Poisson Lindley, ou la fonction de densité de la variable aléatoire X est donnée par :

0* x(x+0+2)
= ’x_

fsBPL (x, 9)

Dans cette theése, nous introduisons une nouvelle distribution de durée de vie en
utilisant les modeles pondérés (Size Baised) donné par la relation (2).

Notre projet de recherche est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des certaines définitions et certains
résultats sur les probabilités qui nous utilisons par la suite.

Dans le chapitre 2, nous faisons une synthése des résultats sur les nouvelles dis-
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tributions : Poisson Lindley, Size biased Poisson Lindley, Poisson Pseudo Lindley et
Poisson Quasi Lindley dont on donne quelques propriétés.

Le chapitre 3, se focalise sur la nouvelle distribution & deux paramétres (size baised
Poisson Gamma Lindley) dont on donne quelques propriétés a savoir : Moments,
Estimation, méthode des moments, estimation du maximum de vraisemblance et la
distribution de limitation des statistiques d’ordre extréme. Plusieurs simulations sont
établies pour examiner le biais et I'erreur quadratique moyenne des estimateurs des
parametres obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance et leur application
dans I’analyse de survie. Par ailleurs, une comparaison des distributions est obtenue.

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons a la nouvelle distribution tronqué nommé
la distribution de Poisson Quasi-lindley zéro tronquée qui est une extension de I’article
de Seghier F.Z. et Zaghdoudi. H.(2020) dont nous donnons quelques propriétés tel
que la fonction de masse, les moments. Nous nous intéressons aussi a ’estimation
des parametres de cette distribution nous utilisons deux méthodes, la méthode des
moments et la méthode du maximum de vraisemblance. Nous finalisons ce chapitre

avec une application par des données réelles.
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Chapitre 1

Généralités et quelques notions

probabiliste

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et certaines propriétés de la
théorie des probabilités que nous utiliserons dans cette thése. Nous commencons tout
d’abord par rappeler quelques définitions de base (variables aléatoires discrétes, Fonc-
tion de répartition, moments, fonction génératrice). Ensuite nous donnons quelques
concepts nécessaires a 1’étude de ’analyse de survie, telles que les fonctions de survie
et de risque, Comme illustration, nous introduisons la notion d’estimateur et nous
définissons les propriétés essentielles que doit vérifier un estimateur. Enfin, dans les
situations ou il n’y a pas d’estimateur évident, on est amené a recourir a une méthode
de construction d'un estimateur, les deux méthodes que nous présenterons ici étant

celles du maximum de vraisemblance et des moments.
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Nous supposerons tout au long de cette thése que X est une variable aléatoire

positive ou nulle discréete.

1.1 variables aléatoires discrétes

La théorie des probabilités a pour objet ’étude des phénomeénes aléatoires ou
du moins considérés comme tels par I’observateur. Pour cela on introduit le concept
d’expérience aléatoire dont I’ensemble des résultats possibles constitue 1’ensemble
fondamental, noté habituellement €2. On parle de variable aléatoire (abréviation :
v.a.) lorsque les résultats sont numeériques, c¢’est-a-dire que €2 est identique a tout ou

partie de ’ensemble des nombres réels R.

Définition 1.1 les variables aléatoires discrétes pour lesquelles ’ensemble €2 des ré-
sultats possibles est un ensemble discret de valeurs numériques xi, Ta, ..., Ty, ... fini ou

infini (typiquement : l’ensemble des entiers naturels).

1.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition est I'instrument de référence pour définir de facon unifiée
la loi de probabilité d’'une variable aléatoire qu’elle soit discréte ou continue. Si cette

fonction est connue, il est possible de calculer la probabilité de tout intervalle et donc,
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en pratique, de tout événement. C’est pourquoi c’est elle qui est donnée dans les tables

des lois de probabilité.

Définition 1.2 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition de

X, que l'on note Fyx, la fonction définie sur R par :
Fx(z) =P(X <x).

La valeur prise par la fonction de répartition au point x est donc la probabilité
de I’événement | — oo, z|. En anglais on Iappelle «cumulative distribution function»

par analogie avec la notion de fréquence cumulée en statistique descriptive.

1.3 Moments d’une variable aléatoire discréte

En plus des moyenne, qui sont les caractéristiques de position, on utilise également
certaines autres caractéristiques des répartitions. les moments sont les plus courantes
de ces caractéristiques.

Dans les applications pratiques le plus souvent ou utilise les moments initiaux et

les moments centrés.

1.3.1 Moment ordinaire

Le moment ordinaire (initial) d’ordre r € N de X est défini, s'il existe, par :

po=E(X") => 2"P[X =a].

zel
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1.3.2 Moment factoriel

Un moment factoriel est un moment particulier, utilisé notamment dans I’étude
d’une loi discrete
On appelle moment factoriel d’ordre r de la variable aléatoire X , ou r est un

entier positif , la valeur ( si elle existe)

1oy = B(X),

avec Xy = X(X —1)(X —2)...(X —r+1),our=1,23,... est 'ordre du moment.

Pour la conversion d’'un moment factoriel en un moment ordinaire, la relation est

!

II”L"’" = ZS (T,j) :u(j)v pour 1 = 1727
j=1

ou les coefficients S(r, j) sont les nombres de Stirling de deuxiéme espéce [30]

Pour des moments dont 'ordre » = 1, 2, 3, 4 on peut déduire les relations suivantes :

By = Hays

!

Mo = Iyt Hay,

’

My = i)+ Sk T Ky,

’

fa = iy T 6pzy + gy 1y

Avant de donner la définition du moment centré introduisons la notion de variable
aléatoire cenrée.

Soit une variable aléatoire X d’espérance mathématique py = E (X). On apelle
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variable aléatoire centrée associée a X la différence
X -E(X).

Il est facile de voir que ’espérance mathématique d’une variable aléatoire centrée

est nulle. En effet pour une variable discréte on a :

n

E(X-EBX)) = ) (5-EX))p

i=1

= sz'pi —E (X) Zpi
i=1 i=1

— E(X)-E(X)=0.

Dans le cas continu on a le méme résultat.

1.3.3 Moment centré

Le moment centré d’ordre » € N de X est défini, s’il existe, par :

n

pr=B(X -EX)]) =3 [# - EX)] p:

i=1
Il est évident que pour toute vatiable aléatoire X, le moment centré d’ordre 1 est

nul :

m=E(X ~E(X)]) =0,

car I'espérance mathématique d’une variable centrée est toujour nulle.

Cherchons les relation entre les moments centrés et initiaux de différents ordres.
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Considérons maintenant le moment centrés deux :

n

py = B(X-EXP) =Y (z—u) n

i=1
n , n , 2 n
= fopz - 2#12%‘% + (Ml) sz'
i=1 i=1 i=1
! / 2 ’ 2
=y —2 (lh) + (Nl)
! ! 2
= M2 (Nl) :
D’une maniére analogue pour le moments centré trois on obtient :

p = BIX-BXP) =Y (5 i) n

L ! L / 2 L ! 3
= > alpi =3y alpi+3 (M1> > wipi - <M1) > pi
i=1 i=1 i=1 i=1
/ ! / / 3
= M3_3M2'M1+2(N1) :
Les expressions pour fi,, (5 ... etc. peuvent étre obtenues d’'une maniére analogue.

Pour les moments centrés d’une variable aléatoire quelconque X on a donc :

py = 0,

! ! 2
Ho = M2_</~L1>7

li ! ! i 3
p3 = u3—3u2-u1+2(u1> :

i ! ! i i 2 ! 4
Py = u4—4u3'u1+6u2‘(u1) —3(u1) ,

L’espérance mathématique i, et la variance ., sont le caractéristiques le plus

souvent utilisées d’une répartition. Elles caractérisent ses traits essentiels, a savoir sa
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position et son degré de dispersion. pour en donner une desciption plus détaillée, on
fait appel a des moments d’ordre supérieur.
Le moment centré trois caractérise I’asymétrie d’une répartition. on appelle alors

coefficient d’asymétrie (skewness) la quantité :

Le moment centré quatre sera a caractériser I'aplatissement de la courbe de répar-
tition. cette propriété de la répartition est donnée par le coefficient d’aplatissement.

on appelle alors coefficient d’aplatissement (kurtosis) la quantité :

1.4 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments nous intéresse dans la mesure ou elle peut
faciliter le calcul des moments d’une loi. Cependant son existence -et donc son usage-
sera limitée aux lois dont la densité (éventuellement la fonction de probabilité) décroit
plus vite qu’une exponentielle & l'infini. Nous supposons ci-aprés qu’elle existe au

moins au voisinage de 0 et que la loi admet des moments de tous ordres.
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Définition 1.3 On appelle fonction génératrice des moments de la v.a. X, si elle

existe, la fonction :

Gx(t) = E(etX).
C’est une fonction de ¢ par la variable X introduite dans la fonction aléatoire e**X.

Proposition 1.4 Le moment d’ordre r de la v.a. X est donné par :

e = GR(0),
ot G(XT) est la dérivée d’ordre r de Gx.

En particulier ’espérance mathématique (u,) de X est la valeur de la dérivée

premiere G'X pour t = 0.

1.5 Distribution d’une durée de survie

Pour mener & bien une analyse de survie sur population, il est nécessaire de
connaitre pour chaque patient quelques données.

— La date d’origine est la date a partir de laquelle le patient est observé. Dans
notre cas, cela correspondra a la date de diagnostic de cancer. Dans le cadre d’essais
cliniques, il peut s’agir de la date d’entrée dans 1’étude.

— La date des derniéres nouvelles est la date la plus récente a laquelle on a recueilli
des informations sur le patient. A cette date, nous disposons du statut aux derniéres

nouvelles. Dans notre cas, cela signifie que ’on sait si le patient est vivant ou décédé.
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— La date de point est commune & tous les individus de la cohorte puisqu’il s’agit
de la date d’arreét de l’étude. A partir de cette date, on ne tient plus compte des
informations dont on peut éventuellement disposer sur certains patients.

Ces données nous permettent de calculer le recul, qui est le délai entre la date
d’origine et la date de point.

Enfin, il est possible de calculer le temps de suivi qui est la durée entre la date
d’origine et

— la date des derniéres nouvelles si celle-ci est antérieure a la date de point ;

— la date de point sinon.

La durée de survie est la durée entre la date d’origine et la survenue de I’événement
d’intérét, c’est-a-dire du déces. Elle correspond au temps de suivi lorsque le déces est
observé avant la date de point.

Soit X une variable aléatoire positive ou nulle représentant une durée de survie.
Définissons les fonctions qui caractérisent la loi de probabilité de X. Notons que
chacune d’entre elles peut étre obtenue a partir de I’'une des autres.

Deux fonctions décrivant la distribution des temps de survie, qui sont d’importance
centrale dans ’analyse des données de survie : la fonction de survie et la fonction de

risque.
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1.5.1 Fonction de survie S(t)

Définition 1.5 La fonction de survie est, pourt fixé, la probabilité de survivre jusqu’a
[instant t, c’est a dire :

S(t)=P(X >t); t>0.

Définition 1.6 La fonction de répartition F fait correspondre o un temps t la pro-

babilité de décéder avant le tempst :

1.5.2 Fonction de risque h(t) (taux de hasard)

Le risque instantané h (x) (ou taux d’incidence), pour ¢ fixé caractérise la proba-
bilité de mourir dans un petit intervalle de temps aprés ¢, conditionnellement au fait
d’avoir survécu jusqu’au temps ¢ (c’est-a-dire le risque de mort instantané pour ceux
qui ont survécu) :

1Pt < X <t+ALX >t
ht) = Jim TS il >4

At—0 At PIX > ]
B hmiIP’[t<X<t+At,X>t]
C At0At 1 -PX <1

1 Ryt + A~ Fxld
At—0 At 1-— FX [t]

1.5.3 Le concept de censure

La spécificité des données de survie est que ’on dispose de « données incomplétes

» dans le sens ou le déceés n’est pas forcément observé durant le temps de suivi.
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Plusieurs types de censure existent et nous nous limiterons, dans le cadre de cette
theése, & la censure dite censure aléatoire & droite.

Soit C; une variable aléatoire positive ou nulle représentant le temps de censure
pour le patient i et T; sa durée de survie. La durée T; est dite censurée a droite si
C; < T

Le temps d’observation du patient i est alors U; := min(T;,C;) et son statut est

donné par d; := 1(;,<c,) qui vaut 1 si le patient est décédé et 0 s’il est censuré.

1.6 Estimation

Dans cette section nous considérerons toujours, méme si des développements ana-
logues sont possibles dans d’autres circonstances, que z1, xs, ..., ©, sont des réalisations
d’un n échantillon aléatoire X;, Xo, ..., X,,.

La théorie de I'estimation étudie les propriétés des estimations et des méthodes
générales d’estimation comme celle dite du «maximum de vraisemblance». L’objectif
est de comparer les lois d’échantillonnage des «estimateurs» pour établir des pré-
férences lorsque plusieurs choix se présentent. La notion d’estimateur est la notion
centrale de ce chapitre alors méme qu’elle ne se définit pas formellement en termes

mathématiques.
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1.6.1 Définition d’un estimateur

On a donc construit un modele statistique ou la v.a. X suit une loi Py et pour se
faire une idée de la valeur inconnue du paramétre ¢ qui détermine la loi de proba-
bilité, on utilise un échantillon de cette loi. A partir des valeurs observées a1, ..., Tp
on calcule ensuite une certaine valeur numérique que ’on considérera comme une
valeur approchée de # et qu’on appellera une estimation de 6. La régle qui permettra

d’effectuer ce calcul est un estimateur, dont la définition précise est la suivante.

Définition 1.7 Un estimateur de 0 est une application T,, de E™ (E C R ou R¥)
dans F (F C R ou R¥) qui a un échantillon (Xi,...,X,) de la loi Py associe une
variable aléatoire réelle (ou plusieurs dans le cas d’un paramétre multidimensionnel)

dont on peut déterminer la loi de probabilité.

Nous allons maintenant définir les propriétés essentielles que doit vérifier un esti-

mateur.

1.6.2 Propriétés d’un estimateur
Biais d’un estimateur

Définition 1.8 Soit une v. a. X de loi de fonction de probabilité P(x;0) ou 0 € © C
R. Soit X1, Xs..., X,, un n échantillon issu de cette loi et T,, un estimateur de 6. On

appelle biais de T,, pour 6 la valeur :

be(T,) = Eo(T3,) — 6.
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Si by(T,,) = 0 quel que soit 0 € O, on dit que T,, est sans biais pour 6.

Cependant, cette propriété peut ne pas étre strictement vérifiée, le biais diminuant
seulement quand la taille d’échantillon augmente. Ceci correspond & la définition

suivante.

Définition 1.9 Un estimateur T, de 0 est dit asymptotiquement sans biais si pour
tout 0 de :

Ey(T,,) — 0 quand n — oc.

Convergence d’un estimateur

Intuitivement, on est amené a penser que si la taille de I’échantillon augmente,
I'information sur le paramétre 6 va augmenter et donc l'estimateur devrait d’une
certaine maniére se «rapprocher» de la valeur de . Cet estimateur étant une v.a., la
formulation mathématique de cette notion intuitive va faire appel & la convergence
en probabilité d’une suite de v.a. : T, prendra des valeurs proches de 6 avec une
probabilité d’autant plus proche de un que la taille d’échantillon n sera grande. Ceci

conduit & la définition suivante.

Définition 1.10 Un estimateur T,, est convergent si la suite de v.a. (T,,) converge

en probabilité vers la valeur du paramétre, c’est-a-dire pour tout 6 de :

T, 50 o Py(|T,—0<e)—1, Ve>0, n— oo

& Po(|T, — 0] > ¢) — 0.
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Il existe un moyen en général simple de vérifier cette propriété de convergence,
a partir de conditions suffisantes faisant intervenir les deux premiers moments de

I’estimateur, et que nous énoncons dans le théoréeme ci-apres.

Théoréme 1.11 [20] Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers zéro est

convergent :
Eo(T},) = 0 i
=T, — 0.
Vo(T,) — 0

Variance et erreur quadratique moyenne d’un estimateur

La variance Vjy(T,,) de 'estimateur est un critére important dans la mesure ou elle
caractérise la dispersion des valeurs de T}, dans I'univers des échantillons possibles.
Toutefois il s’agit de la dispersion autour de Ey(7,,) et non pas autour de 6. Pour
prendre en compte ’écart par rapport & 6 on introduit le critére d’erreur quadratique

moyenne.

Définition 1.12 On appelle erreur quadratique moyenne de T, par rapport a 6, la

valeur, notée EQMy(T,), définie par :

EQMy(T,,) = Eo[(T, — 0)°],

et l'on a :

EQM@(Tn) = [bO(Tn)]Z + V9<Tn)'

En effet :
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Bo[(T — 0)*] = Bo[{T0, — Bo(T0) + Bo(T5,) — 0}]
= Bo[{T0. — Bo(T0) }*] + [Bo(T0) — 0]? + 2B [T, — By (T, )] [Bo(T,) — 0]
= Vo(T,) + [be(T},))?

car Ey[T,, — Eo(T},)] = 0.

1.6.3 Normalité asymptotique

On admettra le théoréme central limite (TCL) et la méthode Delta (D) suivants :

Théoréme 1.13 (Théoréme central limite)
Si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi, admettant des moments

d’ordres un et deux notés = B(X,,) et 0> = V(X,,), alors :

X, —

vn

N (0,1).

. Xn— . . PSP
La, suite \/n="= converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Méthode Delta
Soient une suite de variables aléatoires X, Xs, ..., X,, d’espérance 6 et d’écart-type
o Si (X, —0) 5 N (0,0%), et une fonction g dérivable telle que ¢’ (6) # 0. Dans

ce cas la méthode delta donne :
Vinlg (X.) =g (0)) 5 N (0,02 | (0)] )

Définition 1.14 Soit 6 un estimateur du paramétre 0 de la loi Py d’une v. a. observée

X. On suppose qu’il existe deux suites de fonctions réelles strictement positives, a =
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a, (0) et b=0,(0) telles que :

0—a
b

L N(0,1).

On dit alors que 0 est un estimateur asymptotiquement normal.

1.7 Meéthodes de construction d’un estimateur

Dans les situations ot il n’y a pas d’estimateur évident, on est amené & recourir
a une méthode de construction d’un estimateur, les deux méthodes que nous présen-

terons ici étant celles du maximum de vraisemblance et des moments.

1.7.1 Meéthode du maximum de vraisemblance
Définition 1.15 On appelle vraisemblance (likelihood) de l’échantillon (X1, ..., X,)
la loi de probabilité de ce n-uple, notée L(xy,...,x,;0), et définie par :
L(xy,...,x,;0) = HP(Xi = 1),
i=1

ot X est une v.a. discréte.

La vraisemblance L(x1,...,z,;0) représente la probabilité d’observer le n-uple
(21, ..., z,) pour une valeur fixée de . Dans la situation inverse ici oul on a observé
(x1, ..., x,) sans connaitre la valeur de @, on va attribuer a 6 la valeur qui parait la plus

vraisemblable, compte tenu de I’observation dont on dispose, c’est-a-dire celle qui va
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lui attribuer la plus forte probabilité. On se fixe donc la régle suivante : & (z1, ..., z,)
fixé, on considére la vraisemblance L comme une fonction de 6 et on attribue a 6 la

valeur qui maximise cette fonction. D’ou la définition suivante :

Définition 1.16 On appelle estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) toute

fonction 0, de (21, ..., Tp) qui vérifie :

L (xl, ey Ty @n> = mazxL(xy, ..., 2,;0).
0c0

Quand 0 = (04, ...,04) € O et que toutes les dérivées partielles ci-dessous existent,

~

0, est solution du systéme d’équations appelées équations de vraisemblance :

Vi ed{l,..,d}, %lnL(@;xl, ey ) = 0,
j

Ou
2

0
870?111[/(9;.’171, 737”) < 0.

Dans ce cas, on le résout par des méthodes numériques, comme la méthode de

Fisher Scoring.

1.7.2 Meéthode des Moments

L’idée de base est d’estimer une espérance mathématique par une moyenne empi-
rique, une variance par une variance empirique, etc...
Autrement dit, si § = E(X), alors estimateur de # par la méthode des moments

est
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Plus généralement, pour 6 € O, si E(X) = ¢(f), ou ¢ est une fonction inversible,

alors 'estimateur de 0 par la méthode des moments est :

1.8 Quelques lois de probabilités discrétes usuelles

Si on améliore la compréhension et ’analyse d’un phénoméne complexe par ’'intro-
duction d’un modeéle qui la simplifie, celui-ci ne doit cependant pas étre trop éloigné
de la réalité. Nous allons présenter ici les principaux modéles qui peuvent étre retenus

pour une modélisation aléatoire.

1.8.1 Loi binomiale

Si on effectue n épreuves successives indépendantes ol on note & chaque fois
la réalisation ou non d’un certain événement A, on obtient une suite de la forme
AAAAA.AAA. A cet événement élémentaire w on associe le nombre X (w) de réali-
sations de A.

On définit ainsi une v.a. X qui suit une loi bindmiale de parametres n et p = P(A)

, caractérisée par X (Q2) = {0,1,...,n} et pour k € X(Q) :

Px(X =k)=Chp*(1—p)" ", (1.1)
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car C* est le nombre d’échantillons de taille n comportant exactement k événe-
ments A, de probabilité p*, indépendamment de lordre, et donc n — k événements A,
de probabilité (1—p)"~*. On écrit X ~ B(n, p). Pour calculer facilement les moments

de cette loi, nous allons associer a chaque épreuve i, 1 < ¢ < n, une v.a. de Bernoulli :

1 si A est réalisé
X; =
0 si A est réalisé

On peut alors écrire :

X=X +Xo+ ..+ X,,

d’oll on déduit aisément :

et

1.8.2 Loi géométrique ou de Pascal

On effectue des épreuves successives indépendantes jusqu’a la réalisation d’un
événement particulier A et on note X le nombre (aléatoire) d’épreuves effectuées. On
définit ainsi une v.a. & valeurs entieres de loi géométrique, ou de Pascal. A chaque
épreuve est associé I’ensemble fondamental Q = {A, A} et 'événement {X = k} pour

k € N* est représenté par une suite de k — 1 événements A, terminée par I’événement
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A AA
—
k-1

Si on pose p = P(A), la probabilité de cet événement est :
Px(X =k) =p(l-p)*, (1.2)

d’ou on déduit :

B(X) = hp(1 = p)t = 1,

et

1.8.3 Loi de Poisson

Une v. a. X suit une loi de Poisson de parametre A > 0 si c’est une variable a
valeurs entiéres, X (2) = N, donc avec une infinité de valeurs possibles, de probabilité :

f)\)\k
IP’X(X:k;):eT, keN, (1.3)

loi qui ne dépend que d'un seul parameétre réel positif, avec I'écriture symbolique
X ~ P(N).

On déduit aisément :

00 [e'e} )\k oo )\k-,l
— — — oA — \p—A —
k=0 k=1 k=1

et

Var(X) = B(X?) — (B(X))* = \.
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1.8.4 Loi bindmiale négative

On effectue cette fois des épreuves successives indépendantes jusqu’a ce que n
événements A soient réalisés et on note Y le nombre (aléatoire) d’épreuves effectuées.
L’événement {Y = y}, pour tout entier y > n , est représenté par une suite de la
forme :

AAA..AA..AA
—_—
y—1

qui comporte n—1 réalisations de ’événement A au cours des y — 1 premiéres épreuves

et qui se conclut par un événement A. On en déduit la probabilité individuelle :
Py(Y =y)=Cpip"(1—p)™" y=>n. (1.4)

Pour obtenir sans calculs les moments de Y, nous allons décomposer la suite des
épreuves en n séquences se terminant toutes par un événement A, associant & chacune
de ces séquences une v. a. de Pascal X;, 1 <17 < n, qui représente le nombre d’épreuves
nécessaires pour que le i-éme événement A soit réalisé, en comptant & partir de la

réalisation du précédent A :

AALAAAAAA.AA.AA

Xl X2 Xn

Ceci permet de définir la loi de Y, dite loi binémiale négative, comme somme de

lois de Pascal indépendantes et de méme parametre p :

Y=X1+Xo0+ ..+ X,.
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On en déduit alors facilement :

et

1.9 Distributions de Size biased

Les distributions biaisées par la taille *Size Biased™ constituent un cas particulier
de la forme plus générale connue sous le nom de distributions pondérées introduit
pour la premiére fois par Fisher (1934) pour modéliser la détermination biais, ensuite
les distributions pondérées ont été formalisées dans une théorie unificatrice par Rao
(1965). De telles distributions apparaissent naturellement dans la pratique lorsque
les observations d’'un échantillon sont enregistrées avec une probabilité inégale, telle
que de probabilité proportionnelle & dessins de taille (PPT). En bref, si la variable
aléatoire X a une densité Py(z;0), avec paramétres inconnus 6, la densité pondérée

correspondante est de la forme Size-biased distributions de forme :

ap(o-
Pl(w79>:Wa

ol z¢ est une fonction de pondération non négative telle que ,u; existe. Un cas par-
ticulier des distributions pondérées, les distributions biaisées par la taille est proposé

par Rao (1965) lorsque la fonction pondérée est de la forme 2, appelée distribution
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d’ordre biaisé par la taille o, ot @ = 1 ou o = 2, appelé longueur respectivement a
base de zones et a zones biaisées. Par conséquent, la densité de la distribution biaisée

en longueur est défini par :

Py (z,0) = —mPO(,x; 9)7 (1.5)
M
p=B(X) =) P (x;0), (1.6)

est la moyenne de la distribution original.

1.9.1 Quelques Size-biased distributions discrétes

Dans cette section, nous avons obtenu quelques distributions de size-biased (biaisées

par la taille) discretes, en utilisant les équations (1.5) et (1.6).

Size-biased Binomial Distribution (SBBD)

La fonction de masse de la distribution de size biased binomiale (SBBD) peut étre

obtenue comme suit :

zC¥p*(1 — p)"—*
np
Crip" ' (1 —p)" ™™, x=12, ..

P(X = z)=

La moyenne et la variance de la distribution (SBBD) peuvent étre obtenues et



sont données comme suit :

o np+1

Ml - 1_p7
_ np+p

STy

La fonction génératrice de moment de la distribution SBB est donnée par :
Gx(t)=E (™) =€ (1-p)"*" (1- pet)f(nﬂ) :

Size- biased Poisson Distribution (SBPD)
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La fonction de masse de la distribution de size biased binomiale (SBPD) peut étre

obtenue comme suit :

N leA

P(X:x)—m, r=1,2

3 g oee

La moyenne et la variance de la distribution (SBPD) peuvent étre obtenues et

sont données comme suit :

/ np+ 1
_ —

np+p

(1-p)*

La fonction génératrice de moment de la distribution SBP est donnée par :

Gx (t)=E () =€ (1- )" (1-— pet)f(nﬂ) :
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Size-biased Negative Binomial Distribution (SBNBD)

La fonction de masse de la distribution de size biased binomiale (SBNBD) peut

étre obtenue comme suit :
P(X=z)=Cil p" '(1—p", z=1,2..

La moyenne et la variance de la distribution (SBNBD) peuvent étre obtenues et

sont données comme suit :

o omp+1
1—p’

np +p

(1-p)*

La fonction génératrice de moment de la distribution SBNB est donnée par :

Gx (t)=E(e") =¢€' (1 - p)" (1- pet)_(nH) :
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Chapitre 2

Quelques nouvelles distribution

discrétes et ses applications

Dans ce chapitre on collecte des nouvelles distributions discrétes dont on donne
quelques propriétés & savoir : moments et mesure connexe, estimation du méthode
des moments, estimation du maximum de vraisemblance. Plusieurs simulations sont
établies pour examiner le biais et I'erreur quadratique moyenne des estimateurs des
parametres obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance et leur application

dans ’analyse de survie.
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2.1 Distribution Poisson Lindley

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la distribu-
tion de Poisson et une distribution due a Lindley. Cette distribution a été introduite
par Sankaran (1970) [32] pour modéliser des données de comptage.

Supposons que le paramétre A de la distribution de Poisson & une distribution

appartenant & la famille exponentielle de distribution donnée par :

dF(\) = e*®h(N)B(®)d\,

@) = [ X0y

_ B(@) /6(<I>—1))\)\a:d)\+6/6(¢—1)A)\x+1d/\
0 0

- mw i)

Alors on remplace ¢ par —6 on trouve :

P, () = 92w
x (6 + 1):c+3 )

La fonction de masse de Poisson Lindley (PLD) est :

r+24+06
prD(l';9> =P, (6) :92((9+—1)gc+3), z=0,1,.., 0> 0. (2.1)
La fonction de répartition correspondante est :
0> +30+1—0
Fpip(z) =1— 220 =0 g1, 60 (2.2)

(0 + 1)CE+3
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2.1.1 Moments et Mesures Connexes

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution Poisson-Lindley peut étre obtenu

en tant que :

' E(E(X™|))) /[Zw - ] h(\; 0)dA

Py =

> oo )\x 02

— ro=AT . —0A

_ / Soare Sl e (N e P
0 z=0

= i 7)\" ieAL (14N e Pax
g+1 (x —1)! '

0 r=r

En prenant y =z —r, on a

, 2 fo [ v
ey = 0+1/A [Ze i

0 y=0

(A De ax

02 00
_ r 1 —6A
9+1/)\ (A + 1)e~™an,

0

nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distribution

PL comme :

/ (@ +r+1)

= ; =1,2,3,... 2.3
:U(r) <6+1>9r ) r ) “y Yy ( )

En substituant » = 1,2,3 et 4 dans (2.3), les quatre premiers moments factoriels
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de PLD peuvent étre obtenus comme :

/ 0+ 2

PO = g+ 1)
C . 2(0+43)
Hor = @y
r . 6(0+4)
o =
. 24(0+5)
Far = g+ 1)

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’origine,

les quatre premiers moments d’origine de la distribution PL sont donnés par :

;042

= g0y

o 0+2 2(0+3)

o= 90+ TP+

;042 6(0+3)  6(0+4)

B = 90+1) o+ PO+

, 0+2 14(60+3) 36(0+4) 24(0+5)

H3 = ) 3 + = .
g@+1) o0°0+1) @O+1) 6*0O+1)

En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution PL sont obtenues comme suit :

0> +46° + 660 + 2

S VI
20+ 1) (0+2) - 0*(0+2)(0+3)
Hs = (0 +2)° ’
C3(0P+40° 160 +2) +2(0+1)° [(0+3)° — 3] — 0" (0+2) [(6+4)° - 3]
fa = 6" (0 + 2)° '

Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1//;), le coefficient
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de Kurtosis (/3,) de PLD (2.1) sont obtenues comme suit :

VO +40% + 60 + 2

V= 0+ 2 ’

VB =

)

200+ 1) (04+2)— 0% +2)(0+3)
200 +1)° 620 +2)]?
2(0+1)°[(0+3)*—3] —0*(0+2) [(0+4)° - 3]

By=3+ 2
[2(0+1)° 0% (0 +2)]

2.1.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution PL est obtenue comme
suit :

o0

Gx(t) = E(t%)=> t*P(z;0)
62 > t \" > t \°
RTERIE Ef(m) “2*9);(@)
* 240t

0+1(0+1—1t)
La fonction génératrice de moment de la distribution PL (2.1) est donnée par :

62 240—¢
0+1(0+1—et)

GX (t) =E (etX) =
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2.1.3 Estimation
Maximum de vraisemblance

Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X,,, de la distribution de Poisson Lind-

ley discrete (2.1), la fonction de logvraisemblance est :

In L(z;; 5,0) :2n1n9—n(f+3)1n(1+9)—l—Zln[azH—H%—Q].

=1

Sankaran [32] a montré que 'estimateur de la méthode du maximum de vraisemblance
0 de 6 est une solution de I’équation :

Ol L(x;,0) 2n T+ 3 1 B
) in+9+2 =0

(2.4)

=1

Sankaran [32] a déclaré que la résolution de 1’équation (2.4) est équivalente a la
résolution d’un polynome de degré (n + 1), et ’équation (2.4) peuvent avoir plusieurs
solutions. Dans ce qui suit, on montre que I’équation (2.4) a une solution unique pour

tout n.

Théoréme 2.1 [13] L’estimateur du mazximum de vraisemblance 0 de 6 est unique

pour tout n.

Démonstration. 'équation (2.4) est équivalent a

5(9)=2n—nze_z<fvi+1)9

)Ty,
P T; + 60+ 2

La fonction & () est strictement décroissante en 6, puisque

n

€ (0) =z -y THD@TY




45

Comme ¢ (0) = 2n et & (c0) = —00, il en résulte que £ (#) traversera I’axe 6 qu'une

seule fois, c’est-a-dire il existe un unique 0 tel que & (@) =0. m

~

Remarque 2.2 Bien qu’efficace de [’estimateur du maximum de vraisemblance 0
mais ce dernier n'est pas simple obtenu et il peut étre suffisant pour des raisons

pratiques d’utiliser ’estimation des moments.

Méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X 1, .-+, Xy, de la distribution de Poisson Lind-

ley discréte (2.1), 'estimateur des moments (MoM) de 0 est :

(X -1+ /(X -1 +8X
2X

Orronr = . X > 0. (2.5)
Le théoréeme suivant montre que ’estimateur 0 Mmonm de 6 est positivement biaisé.

Théoréme 2.3 [13] L estimateur Onrons de 0 est positivement biaisée, c’est-a-dire

E<§>—9>0.

N - (4 [(+_1)2
Démonstration. Soit 6 =g (X), et g(t) = =D+ zt(t DEL )

Comme

" 1 33+ 152+ 9t + 1
[(t—1)* +8t]°

alors g(t) est strictement convexe.

Ainsi, par I'inégalité de Jensen, on a

E(9(X)) >g[E(X)].
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Enfin, étant donné que

on obtient

Le théoréme suivant donne la loi limite de @ Mol -

Théoréme 2.4 [13] L’estimateur 9MOM de 0 est convergeant et asymptotiquement

normal :
Vi (Barorr = 8) 5 N (0,92 (9))

Ou
0% (0 +1)% (0° + 46> + 60 + 2)

9? (0) = 2
(6° + 460 + 2)

Démonstration. Convergence :
Etant donné p < oo, X ER . aussi, puisque ¢ (t) est une fonction continue a t = p,
S P .
alors g (X) — g (n), C'est-a-dire

- P
Orrons — 0.

Asymptotique normal :

Comme 02 < oo, par le théoréme central limite, on a :

Vi (X —p) BN (0,0%).
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En outre, puisque g (1) est différentiable et ¢ (1) # 0, par la méthode Delta, on a
Vi (g(X) —g(w) >N (0, [g' (u)]2 02) -
Enfin, étant donné que
9 (X) = Ortorr, 9 (1) = 0,

et

: ~1 1+ 3pu 0% (0 + 1)

g ()=5 |1+ =g

2.1.4 Simulation

Dans ce paragraphe, on étudie le comportement des estimateurs MoM pour une
taille d’échantillon n fini : La simulation est réalisée pour chaque couple (#;n), ou
0= %, 1,3 et n = 20, 40, 60, 80, 100.

Alors on a ’algorithme suivant :

- Choisissez les valeurs initiales de 6y pour spécifier la distribution de PLD ;
- Choisir la taille de I’échantillon n ;

- Générer N échantillons indépendants de taille n de PLD(0);

- Calculer les estimateurs 0, de 0 pour chacun des N échantillons;

- Calculer :

(1) La moyenne des estimateurs obtenus sur tous les NV échantillons

1N /A
biais moyen (0) = NZ <@i - @0> :
i=1



(17) L’erreur quadratique moyenne EQM des estimations simulées

EQM () = %% (éi - @0>2.

=1

Tableau 2.1 : les biais moyens de I’estimateur 0

n 0= =1 0=3

1
3

20 | 0.011908 | 0.064915 | 0.588291

40 | 0.005658 | 0.033095 | 0.230338

60 | 0.003531 | 0.021611 | 0.149065

80 | 0.002471 | 0.014849 | 0.107402

100 | 0.001887 | 0.011892 | 0.083455
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Tableau 2.2 : la moyenne EQM de 'estimateur 0

0=1 0=3

1
n 9—3

20 | 0.004637 0.080496 | 4.424323

40 | 0.002104 0.032186 | 0.963864

60 | 0.001349 0.020220 | 0.538328

80 | 0.000999 0.014581 | 0.366871

100 | 0.00077800 | 0.011507 | 0.278360

Remarque 2.5 (i) Le tableau 2.1 présente un biais positif, comme indiqué dans le
théoréeme 2.1.2. Le tableau montre également que le biais diminue (augmente) quand
n(0) augmente (respectivement).

(1i) Le tableau 2.2 montre que l’erreur quadratique moyenne diminue (aug-

mente)lorsque n(0) augmente respectivement.

2.2 Distribution de Size Baised poisson Lindley

Dans cette section, on introduit la distribution de taille biaisée Poisson Lindley,
cette distribution a été introduite par Ghitany M.E. (2008) [12], et étudier ses pro-
priétés de base. Plusieurs propriétés de cette distribution telles que les moments, la
mesure de I'asymétrie, le kurtosis, la fonction génératrice de moments, la fonction gé-

nératrice de caractéristiques, le coefficient de la variation, de la fonction de survie et
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de la fonction de risque qui sont dérivés pour comprendre plus briévement la structure
de la distribution proposée.

En utilisant (1.1), (1.2) et (2.1), la fonction de masse de la distribution biaisée (size
biased) de Poisson Lindley (SBPL) avec le parameétres € peut étre obtenue comme
suit :

0> x(x+0+2)

0) = P, (2;0) = L 2=1,2,..,0>0. 2.6
fsppr (x,0) 1 (50) 012 (1+6>x+2 z (2.6)

La fonction des probabilité de SBPL a été obtenu en mélangeant une distribution
biaisée (size biased) de Poisson [12]| avec la distribution biaisée de Lindley.
Supposons que le parameétre A de la distribution biaisés de Poisson d’une fonction

de probabilité définit par :

)\I*l
— oA . —
glx| ) =e (x_l)!,x—l,Z,B,...,6’>O. (2.7)
Lorsque son parameétre A suit la distribution biaisée (size biased) de Lindley

(SBLD) ayant la fonction de masse suivante :

93
0+2

h(\;0) = A1+N)e ™ A>0, 60>0. (2.8)

Ainsi, la fonction de densité de probabilité de la distribution SBPL peut étre



obtenu comme suit :

P (x;0)

Qui est la distribution biaisée par la taille de Poisson-Lindley (SBPLD).

o0

/ g (x| \) A 0)dA

0

. N
T z)eu» XA D
0
6° y
(9+2 = 1)'/ (W7 a7) ey
0
x(r+1)
0+2 { 14 6)"+ 1+9)“”+21
(x+60+2)

r=1,2,...,0>0.

9+2 (1+9)%’+2 ’

2.2.1 Moments et mesures connexes

o1

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution SBPL peut étre obtenu en tant

que :

E(E (X)) _/[ z" —A—_ll - h(X; 0)dX

z — 1)
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En prenant y =x —r, on a :

, 0 [ 5 N ”
T— o . 1 —
1) 9+2//\ Zoy+r ] AN+ 1)e™ " dA
A =
_ 7 7X" A7) (A4 1)e”dA
0+2 '

Nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distri-

bution SBPL comme :

, r (@ +r+2 r0(0+r—+1
iy = RO AE 00t D 29)

En substituant r = 1,2,3 et 4 dans (2.9), les quatre premiers moments factoriels

de SBPLD peuvent étre obtenus comme :

o = Gy
;407 (33—2)+ 180 (28 — 1) + 248
Hoy = 0% (23(1+ 0) — 0) ’
;1807 (48 —3) + 960 (28 — 1) + 1208
He = 0% (28(1+ 0) — 0) ’
y 960 (53 — 4) + 6000 (23 — 1) + 7208
@

0" (2B(1+6) — 0)
Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’origine,

les quatre premiers moments d’origine de la distribution SBPL sont donnés par :

) 2(0+3)

me= I gy

, 6(0+3) 6(0+4)

N ET TR
J = 1+14(9+3) 36(0+4) 24(0+5)

3 0(0+2)  *0+2) 6 O+2)

, 30(0+3)  126(0+4) 240(0+5) 120(0 +6)
py = 1+

0(0+2)  0*0O+2)  FO+2) O +2)
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En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution SBPGaL sont obtenues comme suit :

2 (6° + 66 + 1260 + 6)
0% (0 + 2)

Y

Mo =

0° + 100" 4 420° + 8460% + 720 + 24,
0% (0 + 2)°
07 + 220° + 1846° + 7800* + 18006° + 225662 + 14400 + 360
0 (0 +2)*

H3 =

Mg =

Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1/f;), le coefficient

de Kurtosis (,) de SBPLD (2.6) sont obtenues comme suit :

\/2 (6° + 667 + 120 1 6)
0> + 460 4+ 6 ’

CV =

VB = 6° + 100" + 4267 + 846 + 729 + 24
V(P 602+ 120+ 6)°
07 4 2260° + 18460° + 7800* 4 18006° + 22566> + 14400 + 360
2 (6% + 66° + 1260 + 6)”

9

By =
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2.2.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution SBPL est obtenue comme

suit :

@ﬁ):E@ﬂ:fﬁPmﬁ

B 6 . r(z+0+2)
T (0+2) Z;t(1+m“2
6? =Lt \ - t \*
= Groarer X <m> W”gx(m)
6 t(O+2—1)

0+2)(14+60)>O+1—-1t)7*
La fonction génératrice de moment de la distribution SBPL (2.6) est donnée par :

6 e (0+2—¢)

Gx () =E(e7) = O+2)(1+0)2 (0+1—et)

2.2.3 Estimation du paramétre
Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Soient X; ~ SBPLD(f), i = 1,n, n variables aléatoires. Soit f, la fréquence
k
observée dans ’échantillon correspondant & X =z (x = 1,2,3, ..., k) tel que Z fo=
=1

n, ol k est la plus grande valeur observée ayant une fréquence non nulle. On a :

0> x(x+0+2)

P (z:0) =
(23 9) 9+2(1+m“2’x

=12,...,606 > 0.
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La fonction de vraisemblance sera :

03 n 1 k ;
L(xi;9)=(0+2> . H[m2+x(0+2)}w.
fZ(x'i‘Q)x:l

(0 +1)e=1

La fonction de log-vraisemblance est :

93
0+2

In L(x; ) :nln( )—fo(x+2)1n(1+0)+2f$ln (2 +2(0+2)].

La dérivation de In L(x; 6) par rapport a 6 est :

k

OmL 3n  n  n(2+X) 3 fa
o0 0 0+2 (146) (z+0+2)

r=1

L’estimation de maximum vraisemblance (MV), 0 de 0 est la solution de I'équation

%L@L = 0 et est donnée par la solution de I’équation non linéaire.
Donc

dlnL  3n n n(2+7) i Je
(

o — — 2 = 2.11
06 g 60+2 (1+96) x+0+2) 0 (2.11)

r=1

ot X est la moyenne de I’échantillon. Ghitany et Mutairi (2008) ont montré que

Pestimateur 6 de MV de 6 est cohérent et asymptotiquement normal.

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X,,, de la distribution SBPL, en uti-

lisant le premier moment z;. On a :

;0P +40+6
M="90 12
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Assimiler le premier moment originale & la moyenne de ’échantillon, 1’estimateur

6 de 0 et donné par :

; 2- X+ X +2X -2 _

, X > 1.
X -1

Notons que u’l = X =1 si et seulement si z; = 1 pour tous i = 1,2, ..., n.

Théoréme 2.6 [12] L’estimateur Orrons de O est positivement biaisée.

Démonstration. Soit 6 =W (X), et () = ZEHVER2 04 5
Comme

"

v (1)

144 32— 6+ 2(8 + 2t — 2) V2 + 2t — 2 -
— / ,
2

(t—1)° (12 + 2t — 2)
alors W(t) est strictement convexe.

Ainsi, par I'inégalité de Jensen, on a
E (¥ (X)) > ¥ [E (X)].

Enfin, étant donné que

E(W(Y)):W(u):@(%> )

on obtient

E (9M0M) > 0.

Le théoréme suivant donne la loi limite de 6 Mol -
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Théoréme 2.7 [12] L’estimateur éMoM de 0 est convergeant et asymptotiquement

normal :
Vi (Barorr = 8) 2 N (0,92 (9))

Ou
0% (0 +2)* (6° + 60 + 126 + 6)
2 (6> + 660 + 6) '

9% () =

Démonstration. Convergence :

Etant donné ;1 < oo, X 5 . aussi, puisque W (¢) est une fonction continue a

t = p, alors ¥ (X) L (), c’est-a-dire
éMoM E’ 0.

Asymptotique normal :

Comme 02 < oo, par le théoréme central limite, on a :
Vi (X =) S N(0,0%).

En outre, puisque ¥ (1) est différentiable et W' (1) # 0, par la méthode Delta, on a



o8

et

(b —1)* /2 +2p — 2 2 (0> +60+6)

coL 12— +2u—2 020 +2)°

U (1)

2.2.4 Simulation

Dans ce paragraphe, on étudie le comportement des estimateurs MoM pour une
taille d’échantillon n fini : La simulation est réalisée pour chaque couple (0;n), ou
0 =0.5,2,8 et n = 20,40, 60, 80, 100.

Alors on a l'algorithme suivant :

- Choisissez les valeurs initiales de 6y pour spécifier la distribution de SBPL;
- Choisir la taille de I’échantillon n ;

- Générer N échantillons indépendants de taille n de SBPLD(6);

- Calculer les estimateurs 0,y de 0 pour chacun des N échantillons;

- Calculer :

(7) La moyenne des estimateurs obtenus sur tous les N échantillons

biais moyen (0) =

ié(éi—@o).

=] =

(17) L’erreur quadratique moyenne EQM des estimations simulées

EQM (8) = %% (éi - @0)2.

=1



Tableau 2.3 : les biais moyens de I'estimateur 0

n |60=05 |6=2 0 =38

20 | 0.012466 | 0.119956 | 2.182868
40 | 0.006323 | 0.051995 | 0.963021
60 | 0.004458 | 0.037846 | 0.591916
80 | 0.003854 | 0.028590 | 0.424201
100 | 0.003365 | 0.023547 | 0.343903

Tableau 2.4 : la moyenne EQM de 'estimateur 0

n |0=05 |0=2 |0=38
20 | 0.007049 | 0.311509 | 47.847213
40 | 0.003294 | 0.119653 | 14.948719
60 | 0.002130 | 0.076943 | 6.867637
80 | 0.001625 | 0.056354 | 4.081337
100 | 0.001276 | 0.044042 | 3.122239

99

Remarque 2.8 (i) Le tableau 2.3. présente un biais positif, comme indiqué dans le

théoréme 2.2.1. Le tableau montre également que le biais diminue (augmente) quand

n(0) augmente (respectivement).

(1) Le tableau 2.4. montre que lerreur quadratique moyenne diminue (aug-

mente )lorsque n(6) augmente respectivement.
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2.3 Distribution de Poisson Pseudo Lindley

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la distri-
bution de Poisson et une distribution due & Pseudo Lindley.[54]

On a dF()\) = e’ h(A)B(®)dA\ou h(\) = (B—1—®\ ) et B(®) = _7@.

Alors la distribution de Poisson composée est :

P@ - [Srarw

0
o)

B(® F;
— ‘i' ) (6 o 1) /e(q)l))\)\wd)\ 4 (_(p) /e(él)AAw+1d)\
' 0 0

g<1—5—<1>ﬁ—<1>x)
ﬂ (l_q))x+2 :

Alors on remplace ® par —f on trouve :

P, (0) 0 (B—l%—@ﬁ—i—@x)'

(0 +1)"+

La fonction de masse de la distribution de Poisson-Pseudo Lindley (PPsLD) est :

05 —1+08+0a

Pppsp(2;0,8) = B 1)

x=0,1,..., 0>0,3>1. (2.12)

La fonction de répartition correspondante est :

0B+ 0x+0+8
B+

FPPL(.CE):l r=0,1,..., 0 >0,8> 1. (213)

Remarque 2.9 S5i [ = 0+1, cette distribution est la distribution de Poisson Lindley.
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2.3.1 Moments et Mesures connexes

Le moment factoriel d’ordre  de la distribution Poisson Pseudo Lindley peut étre

obtenu en tant que :

N

= / Zxre_’\%] : %(5 — 146\ e Pdx
0 z=0 ’

000 . o0 B A\ET 0
EO/A [2::6 A(x_r)!]~(ﬁ—1+«9)\)e A

En prenant y =z —r, on a :

oy = B/AT[ e ]-(6—1+0)\)e‘”d)\

| ca

= B/)\’" (B—140)) e dx
0

o0

{ —1) / Ne P\ + 0 / A0 g\
0

{r'( —1) 0r'(r+ )}

w3 e wl

nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distribution

PPsL comme :

’ T'(0+7')

[L(T) = W, T = 1,2,3, (214)

En substituant r = 1,2, 3 et 4 dans (2.14), les quatre premiers moments factoriels
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de PPsL peuvent étre obtenus comme :

/ B 6+1
Hay = —‘95 )

/ 2(6+2)
K2 W7
;o 6(0+3)
Ky = W,

/ 24 (0 +4)
Ky = W

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’origine,

les quatre premiers moments d’origine de la distribution PPsL sont donnés par :

/ Bg+1

My = W)

. 0B+0+28+4

Ho = Gﬁ )

, +1 6(8+2 6(0+3

PR A R )

;o B+l 14(B+2)  36(0+3) 24(0+4)
H3 = 9/6 026 936 + 946

En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution PPsL sont obtenues comme suit :

2 2 .
o (P ),
200+ 1) (0+2) - 0°(0+2)(0+3)
s = (0 +2) ’
C3(0P+40°+60+2) +2(0+1)° [(0+3)° — 3] — 0" (0+2) [(0+4)* — 3]
fa = 616 +2)" '

Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1/[3;), le coefficient

de Kurtosis (35) de PPsLD (2.12) sont obtenues comme suit :

CV =

VOB 4+ 0233 + 0262+ 820+ B2+ B0+ 26 — 1
g+1 ’
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200+ 1) (0+2)—60*(0+2)(0+3)
200 +1)° 620 +2)]?

2(0+1)°[(0+3)*—3] —0*(0+2) [(0+4)° - ]

[2(0+1)*—6%(0+2)]

VB =

)

By =3+

2.3.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution PPsL est obtenue comme

suit :
Gx(t) = E(¥) :itXP(:L’;@,ﬁ)
r=1
0

EICES (5_1%5);(%)192@(%)
9

(1-B)t+08+p—1
B (0+1-1)7

T

La fonction génératrice de moment de la distribution PPsL (2.12) est donnée par :

(1-p)e+06+p5—1

o 0
Gx O =B() =5 Gri—ap

2.3.3 Estimation
Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire Xj, ..., X,,, de la distribution de Poisson
Pseudo Lindley (2.12), en utilisant les moments d’ordre 1 et 2 respectivement on

a

, B+l 0+28+08+4
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2 N ., . ! ’ .
On résout ce systéme non linéaire pour tous py, > 0, 1, > 0, pour trouver les estima-

teurs des moments Opsonr €t B0 de 0 et S respectivement comme suit :

N \@ !
eMOM - _1 + 7 = 19
V =20
By =L
MOM /‘/1071

L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ~ PPsLD(0,(3),i = 1,n , n variables aléatoires.La fonction de logvrai-

semblance est :

In L(z;;0) = nln% —n(T+2)In(1+0)+ iln(ﬁ + 06 — 1+ 0x;). (2.15)
i=1

Les dérivées de In L(z;; 6, ) par rapport a 6 et § sont :

n

Olnl(z;0,8)  n T+2 B+ x;

00 N 5_"(1+9)+Zi:1(6+96—1+9wi>’ (2.16)
Olnl(z; B,0)  —n O 1+6
—5 = 5 "2 Grmoiee) (217)

i=1
Les deux équations (2.16) et (2.17) ne peut pas résoudre directement, on doit

utiliser la méthode de Fisher Scoring, on a :

9%Lnl(x;;8,0)  0%Lnl(x;8,0) é —9 OLnl(x;;5,0)
962 8003 0 . 0 (2 18)
92 Lnl(z;;8,0)  82Lnl(x;;3,0) B . 6 OLnl(x;;8,0)
dpo0 B2 b=00 0 o
/B:/Bo -

1% 0
5260
L’équation (2.18) peut se résoudre de fagon itérative ou 6, 5, sont les valeurs

initiales de 6, (.
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Les estimateurs dans le cas de I'observation unique (disons z;) pour le vecteur de

paramétre (6, 3) peut étre écrit comme suit :

lnl(x;@,ﬁ):ln%—(x+2)1n(1+9)—|—1n(6—|—9ﬁ—1—1—6’3:).

2.3.4 Simulations

Dans cette section, nous étudions le comportement des estimateurs MoM pour
un échantillon de taille (n) finis. L’étude de la simulation est effectuée pour chaque
triplet (0, 8;n) de la distribution PPsLD, ou § = 0.5,1.5,2,3,6 5 = 1.5,2,3,6 et

n = 10, 30, 50, avec :
1Y /4
biais moyen (©) < NZ (@i - @0) ;

EQM (©) <

1=
/N
g)
|
@
o
N——
[\]

1
N



Tableau 2.5 : Biais

66

moyenne des estimations simulées

6=05p8=1.5 6=15p8=1.5 6=38=15

biais (0) biais (B8) < biais (0) biais (B) < biais (0) biais (B) <
n=10 | —2.4074x 102  —0.13148 —0.082 —0.106 —0.2 —0.0875
n=30 | —8.0247x 1073  —4.3827x 1072 | —2.7333x10"2 | —3.5333x 10" 2 | —6.6667 x 10°2  —2.9167 x 102
n=>50 | —4.8148 x 1073  —2.6296 x 1072 | —0.0164 —0.0212 —0.04 —0.0175

6=3,8=2 6=3,8=3 6=3,8=6

biais (0) biais (B) < biais (0) biais (B) < biais (0) biais (B) <
n=10 | —0.20625 —0.13438 —0.2125 —0.23125 —0.21875 —0.52813
n=30 | —0.06875 —4.4792x 1072 | —7.0833x10"2 | —7.7083 x 10”2 | —7.2917 x 10~2 | —0.17604
n =50 | —0.04125 —2.6875 x 1072 | —0.0425 —0.046 25 —0.04375 —0.105 63

6=05p8=2 0=2p38=2 0=6,8=2

biais (0) biais (B) < biais (0) biais (B) < biais (0) biais (B) <
n=10 | —2.2222x10~2  —0.17778 —0.12222 —0.144 44 —0.483 67 —0.12041
n=30 | —7.4074x 1073 —5.9259 x 1072 | —4.0741 x 1072  —4.8148 x 1072 —0.16122 —4.0136 x 1072
n =50 | —4.4444 x 1073  —3.5556 x 1072 | —2.4444 x 10°2  —2.8889 x 102 —9.6735 x 1072 —2.4082 x 102

Tableau 2.6 : Erreur quadratique moyenne des estimations simulées

6=0508=15 6=15,8=15 6=3,8=1.5

EQM (6) EQM (B) < EQM (6) EQM (B) < EQM (6) EQM (B) <
n=10 | 5.7956 x 10~3  0.17287 0.067 24 0.11236 0.4 7.6563 x 102
n=230 | 1.9319 x 10~3 5.7625 x 102 | 2.2413 x 102 3.7453 x 10~2 | 0.13333 2.5521 x 102
n=50 | 1.1591 x 10~3 3.4575 x 102 | 1.3448 x 102 2.2472 x 1072 | 0.08 1.5313 x 102

6=3,3=2 0=3,3=3 0=3,83=6

EQM (6) BEQM (B) < EQM (6) EQM (B) < EQM (6) EQM (B) <
n=10 | 0.42539 0.18057 0.451 56 0.53477 0.478 52 2.7892
n=30 | 0.14180 6.0189 x 102 | 0.15052 0.17826 0.15951 0.929 72
n=>50 | 85078 x 1072 3.6113 x 1072 | 9.0313 x 102 0.106 95 9.5703 x 102 | 0.55783

6=05,8=2 0=2p8=2 0=6,8=2

EQM () EQM (8) < EQM (9) EQM (8) < EQM (9) EQM (8) <
n=10 | 4.9383x 1073  0.31605 0.149 38 0.208 64 2.3394 0.144 98
n=30 | 1.6461 x 1073 0.105 35 4.9794 x 102 6.9547 x 1072 | 0.7798 4.8327 x 1072
n=>50 | 9.8765x 10~ * 6.3210 x 1072 | 2.9877 x 102 4.1728 x 1072 | 0.46788 2.8996 x 102
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Remarque 2.10 selon les tableaux 2.5. et 2.6. on remarque que :

- le biais de (9) et le biais de (B) diminué si (6,3) augmente.

2.4 Distribution Poisson Quasi Lindley

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la distri-

bution de Poisson et une distribution quasi Lindley. [15]
-

alors la
B+1

On a dF(\) = e*h(N)B(®)dA, ou h(\) = B + O et B(D) =

distribution poisson composée est :

o0

e AN
P(3) = / L ar(y

0

_ B((I)) B/e(q)—l))\)\xd)\_’_ (_@) /e(fb—l))\Ax-i—ldA
0 0

z!

—® (m1—¢y—¢@+10
B+1 (1— @)™ '

Alors on remplace ® par —f on trouve :

Py (0)

0 (5a+ﬂy+wx+n)
R (1+0)" ‘

Alors la fonction de masse de la distribution Poisson-Quasi Lindley est donnée :

0(8 + 0 + B0 + 0x)
(1+8)(146)""

fPQL(IL';Q,ﬁ) = r=0,1,..., 0>0, 8> —1. (219)

Remarque 2.11 Si 6 = (3, cette distribution est la distribution Poisson Lindley.



On peut déterminer facilement la fonction de répartition pour PQL

Fpor (230, 8) =

_ B4+20+ 80 +0x+1

(1+6)(1+6)""

,$:0,

2.4.1 Moments et Mesures connexes

1,..., 0>0,6>—1.
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(2.20)

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution Poisson Quasi Lindley peut étre

obtenu en tant que :

Ky =

E(E(X"|N) 7[2

] h(\; 0)dA

/ Zxre_A%T - % (B4 0X) e d\
0 =0 ’

0 b r - - o -0
(1+ﬁ)/)\ [;e T (B +0X) e PN,

0

En prenant y =x —r, on a :

4 7 [ - AN —0A
N> eS| (B4 0X) e PN
(1+5) per A
A (B + 0N) e dx
0
0 B/)\r 9>\d>\—|—¢9/)\r+1 —GAd)\
(1+5) /
0 [ T!B Hr' (r+ 1)}
(1 +ﬁ) _er—l—l 97‘+2
r [B r+l
(1+05) [6" 0"
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Nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distri-

bution PPsL comme :

o rl(BHr41)

= =1,2,3,.. 2.21
K 1+p)0 r==5449 (221)

En substituant r = 1,2, 3 et 4 dans (2.21), les quatre premiers moments factoriels

de PQL peuvent étre obtenus comme :

. 24
o = B0
. 2(8+3)
he = e
. 6(B+4)
o T a ) e
. 24(B+5)
o = Ty e

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’origine,

les quatre premiers moments d’origine de la distribution PQL sont donnés par :

o B2

My = —9(54'1)7

;o 0B+20+28+6
Mo = 92(5+1) )

, 0+2  6(B+3)  6(3+4)
B = 90+ 1+50  (1+5)0°
o p+2 14(8+3) 36(8+4) 24(B8+5)
B = 9B+ A+pE  A+5)6  (1+5)6"

En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution PQL sont obtenues comme suit :

2448+ B+ 0(B+2)(1+B)
Ho = T

?
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200+ 1) (0+2) - 0°(0+2)(0+3)
Hs = 6 (0 1 2)° ’
3(0°+407+60+2) +2(0+1)°[(0+3)°—3] —0*(0+2) [(0+4)* - 3]

0 (0 +2)*

Ha =
Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1//3;), le coefficient

de Kurtosis (,) de PQL (2.19) sont obtenues comme suit :

\/2+45+6 +0(5+2)(1+5)
B+1 ’
\/5—1:2(9+1)4(0+2)—93(0+2)§9+3)
[2(0+1)> 0% (0 +2)]°
2(0+1)°[(0+3)*—3] —0* (0 +2) [(0+4)° - 3]
[2(60+1)°—6°(0+2)]

)

By =3+

2.4.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution PQL est obtenue comme

suit :

Gx(t) = E(t) = itXP(x;H,ﬁ)

9 oo xX t xr
T (1+8)(1+0) 6+0+%;(1+9) +92x(1+0>
05t + 62

(L4 B) (t+ 6t —t2)
La fonction génératrice de moment de la distribution PQL (2.19) est donnée par :

03¢t + 6*
(14 5) (et + et —e2t)

GX (t) =E (etX) =
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2.4.3 Fonction de survie et Fonction de hasard
Soit

20 6-+0 1
Spor(x) =1 — Fpqr(z) = Bz n ;) (Bl :Q)ﬁ:g

et

PO T Fpgr(x)  B+20+80+0z+1

la fonction de survie et hasard respective.

2.4.4 Estimations

Estimation par le maximum de vraisemblance

Dans cette partie on discute les points d’estimation pour les parameétres de PQL (6, 3) .Soit
la fonction log-vraisemblance pour une seule observation (dite z;) pour le vecteur de

paramétre (6, 3) peut étre écrit comme suit :
Inl(z;0,8) =In0+In(f+0+p00+0x)—In(1+ 5)—2In(1 +60)—xzIn(1+6), (2.22)

la dérivation de Ini(z; 0, 3) par rapport a 0 et [ est :

Mlebd) = o (gplhe ) -2 (2.23)
90 9 B+ 60+ B6+ 0x 1+6’ '

Olni(x;0,6) 1+0 1

9B (ﬁ+e+69+0x> 1+5 220

L’estimateur de maximum de vraisemblance 8 de 6 et B de [ est obtenu par la

résolution de systéme non liniére

—N—
) <)
L)

|2L 8=

B_H—w
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Estimations par la méthode des moments

Utilisant /i, et p le premier et le deuxiéme moment de la distribution PQL, on a

Ml1 248

 (1+B)0

{0 e, (225)
27 T 2B+

ou ,u; = [y + (,ull)2 et ., est la variance. on résoudre ce systéme non liniére on trouve
le couple (@, B) ,ou (@, B) > ( pour toute py > 0, u’l > (. La solution du systeme

non liniére (2.25) donne :

2 — Oy}
Opy — 1

(u;—//1>62—4u'19+2:0 et 0=

il est facile d’avoir que la solution de :
(M;—Ml) 0 — 4,0 +2 =0

est

0=——— <2M1 +\/§\//v‘,1 _N,2+2/~Ll12) , 8Ly — pg # 0,
M1 — Ho

alors

H_ 1 ’ o 7\ 2
0=—rts (2u1+\/§\/u1 u2+2(u1))
A_2—9,u,l
a_éu'lfi'
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2.4.5 Simulation

Dans cette section, nous étudions le comportement des estimateurs M oM pour un
échantillon de taille (n) finis. Une étude de simulation comporte les étapes suivantes
est effectuée pour chaque triple (6, a;n), ou § = 0.01,a = 0.1,0.01,1 et pour @ =
0.5,0 = 0.05,1,5 et n = 10, 30, 50.

- Choisir les valeurs initiale de 6y, ap pour les éléments correspondants du vecteur
de © = (0, o) pour spécifier la distribution PQL.

- choisir la taille de 1’échantillon 7 ;

- générer N échantillon indépendantes de taille n & partir de PQL(6, «);

- Calculer Pestimation MM ©,, de O, pour chacun de N échantillons ;

- Calculer la moyenne des estimateurs obtenus sur tous les N échantillon,

1 /.
bais moyen (0) = NZ (@i - @0>

=1

et lerreur quadratique moyenne



Tableau 2.7 : Biais moyenne des estimations simulées.

6 =0.01,8 =0.1 6 =0.01,8 = 0.01 0 =0.01,8=1

biais (8) biais (8) biais (8) biais (8) biais (8) biais (8)
n =10 | 0.00002556 -0.0056129 | 0.0000025 -0.00050509 | 0.000264 -0.088393
n=30 | 0.00000852 -0.00187096 | 0.000000833 -0.000168363 | 0.000088 -0.02946433
n=50 | 0.000005112  -0.00112258 | 0.0000005 -0.000101018 | 0.0000528 -0.0176786

6 =0.053=0.5 0=1,=05 0=5p3=05

biais (0) biais (8) biais (0) biais (8) biais (0) biais (8)
n=10 | 0.0006842 -0.038232 | 0.02743 -0.061022 0.5756 -0.11132
n =30 | 0.00029806 -0.012744 | 0.009143333 -0.02034066 | 0.1918666 -0.0371066
n =50 | 0.00013684 -0.0076464 | 0.005486 -0.0122044 | 0.11512 -0.022264

Tableau 2.8 : Biais moyenne des estimations simulées

6 =0.01,8=0.1 6 =0.01,3 = 0.01 0=0.01,8=1

EQM (0) EQM (B) EQM (6) EQM (B) EQM (6) EQM (B)
n=10 | 0.0000000066  0.000315046 | 6.3 101! 0.0000025511 | 0.000000697  0.078133224
n =30 | 0.0000000022  0.000105015 | 2 10~ 0.0000008504 | 0.0000002323  0.026044408
n=50 | 0.0000000013  0.000063009 | 10-11 0.0000005102 | 0.0000001394  0.015626644

6 =0.053=0.5 0=1,8=05 0=5p8=05

EQM (6) EQM (8) EQM (6) EQM (8) BEQM (6) EQM (8)
n=10 | 0.0000046813  0.01461685 | 0.00752404 0.03723684 | 3.3131536 0.123921424
n=30 | 0.0000015604  0.00487228 | 0.002508016 0.0124228 110438453 0.041307141
n =50 | 0.0000009363  0.00292337 | 0.001504809 0.00744736 | 0.66263072  0.024784284

Remarque 2.12 - selon les tableaux 2.7, ’estimateur 0 est positivement biaisée

avec bias(0) — 0 pour § — 0, et B est négativement biaisée avec bias(5) — 0 pour

g —0.

- selon les tableaux 2.8, EQM (0) et EQM () — 0 ou 6 — 0 et n — 0.

74
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Chapitre 3

Distribution size biased
Poisson-Gamma Lindley et ses

applications

La qualité des procédures utilisées dans une analyse statistique dépend forte-
ment sur le modele de probabilité supposé ou la distribution. A cause de cela, des
efforts considérables ont été déployés dans le développement de grandes classes de
distributions de probabilité standard ainsi que des méthodologies statistiques perti-
nentes. Cependant, il reste beaucoup de problémes importants ot les données réelles
ne suivent aucune des modeles de probabilité standard.

Dans ce chapitre on introduit une nouvelle distribution a deux parameétres ot on

va étudier quelques propriétés comme : moments, estimation du moments, estimation
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du maximum de vraisemblance. Des simulations sont établies pour examiner le biais et
I’erreur quadratique moyenne des estimateurs des parameétres obtenus par la méthode
du maximum de vraisemblance et leur application dans I’analyse de survie.

Une application du modéle & un ensemble de données réelles est finalement pré-

sentée et comparée a ’ajustement obtenu par certaines autres distributions.

3.1 Distribution Poisson Gamma Lindley

En (2020), Nedjar et Zeghdoudi ont introduit une autre distribution discréte ap-
pelée la distribution de Poisson Gamma Lindley. On présnte dans ce qui suit quelques
aspects statistiques congernant cette distribution.

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la distri-
bution de Poisson et une distribution Gamma-Lindley.[27]

on a dF(A\) = e’ h(\)B(®)dA, ot h(\) = 1+ ) et B(P) = %, alors la

distribution poisson composée est (voir Sankaran (1970)) :

@ - | P

0
00 o)

_ B(@) /e(é—l))\)\xd)\+6/€(‘P—1)A)\x+ld)\
0

z!
0

- 5 (1<I>i - (1 _(1q)_+@6)f+j 5)




7

alors on remplace ® par —6 on trouve :

(BB x+B(1+0)+1
Fa6)= B( (1+6)"" )

alors la fonction de densité Poisson-Gamma Lindley est donnée :

02
fPGaL($;0a6) = E (

(B+59—9)x+5(1—|—9)+1)
(146)"" ’
onz=0,1,..,0>0, 8> -%

140"

Remarque 3.1 si § =1, cette distribution est la distribution Poisson-Lindley.

On peut déterminer facilement la fonction de répartition pour PGalL

9(ﬁ+59—9)x+262ﬁ+30ﬁ+5—92)’ (32)

FPGaL(x;eaﬁ):l_ ( ﬁ(1+9)m+3

onz=01,.,0>0 5>

3.1.1 Fonction de survie et Fonction de hasard

Soit
_ 2 . 2
Spcar(®) =1 — Fpgar(z) = dhd e)ﬁx(jji)éjg 0o h=0 :
et
frea(x) _ 0°((B+B0—0)z+B(1+06)+1)

hpear(z) = — Fpaar(t)  0(B+PB0—0)z+20°B+308+ 03— 6>

la fonction de survie et hasard respective.
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3.1.2 Moments et mesures connexes

Proposition 3.2 Soit X1, X», ..., X,, les n variable aléatoires indépendante de la

distribution PGaL(0, 3). Alors la fonction génératrice des moments de S = >, | X;,

Gs(t) = (ﬁ) (1 : iﬁ;_ﬁet—)?et)”,

> 1+08+8—t
BA+0) 1+60—1)7

est donnée par

d’ot

Gx(t) = B(eY) =

Corollaire 3.3 Soit X ~ PGaL(0,«), l’espérance et la variance pour X est :

., —0+28(1+0 . —40 + 808 + 2660% + 65 — 62
BOY) = i = gttt B = gy = BT (3
3 02 3 2 n2 2 2 2 2
VGT(X):M:QGB—96+69ﬁ—06—0 + 66083 +25' (3.4)

02ﬂ2 (1 + 0)2

3.1.3 Estimations

Estimation par le maximum de vraisemblance

Dans cette partie on discute les points d’estimation pour les parameétres de PGalL (6, 3) .
Soit la fonction log-vraisemblance pour une seule observation (dite z;) pour le
vecteur de parameétre (6, 5) peut étre écrit comme suit :
2 n

Inl(z;;6,5) :nln%— (nX +3)In(1+6)+> In[(B+ 80— 60)z; + B (1+6) +1],

=1
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la dérivation de Inl(x;; 0, 3) par rapport a 6 et [3 est :

Olnl(z;;0,8)  2n X+3 - (B-1z;+ 8
o0 _7_”<1+9)+Z(5+ﬁ6—9)xi+ﬁ(1+9)+1 (35)
Olnl(z;;0,8) 2n (1+0)(1+z)
I 26+59 0)zi+B(1+0)+1 89)

Les deux équations (3.5) et (3.6) ne peut pas résoudre directement, on doit utiliser

la méthode de Fisher Scoring, on a :

?Inl(z;;0,8)  02Inl(x;;0,8) é .y Olnl(z;;6,0)
862 80013 0 . 80 ( 3 7)
821nl(zi;0,8) 02Inl(z:;0,8) B ~ 3 dlnl(zs;8,0)
9po0 0p? b=00 0 9p
/B:/Bo

B=Bo
L’équation (3.7) peut se résoudre de fagon itérative ou 6y, 5, sont les valeurs

initiales de 6, 5. Pour des raisons pratiques, on va utiliser ’observation singuliére ou

unique.

Estimations par la méthode des moments

Utilisant 1, et ,ulz le premier et le deuxiéme moment de la distribution PGal., on

_ —0+28(146)

M1 = T65(110)
{ 1 —404+805+2860%+65—62 (3'8)
Ho = 023(1+0)

/ 2 . ..
OU fly = iy + (,ul) et 15 est la variance. on résoudre ce systéme non liniére on trouve
le couple (/9\, 3) ,ol 5,3 > 0 pour toute py > 0, ,u'1 > 0. La solution du systéme non

liniere (3.8) donne :

>
I

-, (2//1 + \/5\///1 — o + 2 (ui)2>

o 0
p= 20— 11, 0(1+6)+2
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3.2 Distribution de Size-Biased de Poisson-Gamma

Lindley

Soit Py (z;0, 3) la distribution originale définit dans (3.1) avec un support des

entiers non négative, alors ¢a verssion biaisée a la taille (size biased) est définit par :

r Py (xé 9;5)

Py (7;0;8) = 7
1

) (3-9)

ot j; = B(X) = Y 2P, (x;0; 3) est la moyenne de la distribution originale (PGaLD).
=0
En utilisant (3.1) et (3.9), la fonction de masse de la distribution biaisée (size

biased) de Poisson-Gamma Lindley (SBPGaL) avec des parameétres 6, [ peut étre

obtenu comme suit :

Py (2:0:0) — 0* BO(1+0) x((B+B0—-0)x+p(1+0)+1)

B—0+28(1+0) (604 1)"*3
B 6 z((B+B0—0)x+B(1+6)+1)
=0+ 2B8(1+0) 60+ 1) ‘
Alors
o 63 z((B+PO—0)x+B(1+0)+1)
Py (z;0;8) = 02515 0) 011 : (3.10)

L1 —6+28(146) _ 0
Ol [y = —ggirig) et =123,..,0>00> 5.

La figure suivante présente la forme de la fonction de probabilité pour différentes

valeurs des parameétres 6 et (3.
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0,2

0,1

0,2
0,1

SBPGLD SBPGLD
0,5 0,5
0,4 0.4
« (theta beta)=(0.5,0.5) * (theta,beta)=(1,1)
z 0,3 5 0,3
& 02 2 02
0,1 LI S o1
* e, * e,
a : 0 PP
5 10 15 10 15
X X
SBPGLD SBPGLD
0,5 0,5
04 * (thets,beta)=(1,2) 0.4 * (thets,beta)=(1,3)
~- 03 - 03 ' '
z z
a o

10 13

Figure.3.1. La représentation graphique de la distribution de Size biased Poisson

Gamma Lindley pour differentes valeurs de 0 et (3.

La nature et le comportement la distribution SBPGaL. pour la variation des va-

leurs des parameétres et sont expliqués graphiquement a la figure (3.1). Il ressort des

graphiques du la fonction des probabilités de la distribution SBPGaL que celui-ci

décroit de facon monotone lorsque les valeurs des parameétres et sont croissantes.

Remarque 3.4 Lorsque 8 = 1, on peut déduit fagilement que la distribution donner

par (3.10) revient & la distribution Poisson Lindley .

La fonction de probabilité de SBPGalL a été obtenu en mélangeant une distribution

de size biased Poisson [29] (G.P. Patil, C.R. Rao,1978) avec une distribution proposée.
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Supposons que le parameétre A de la distribution de size biased Poisson (SBP)

d’une fonction de probabilité définit par :

L r=1,2,3,...,0>0 (3.11)

Lorsque son paramétre A suit la distribution de size biased Gamma Lindley (SB-

GaLD) ayant la fonction de masse suivante :

3 —OX\
CNBHBI=OA+E Ve g g0 g (312

h(X:6,8) = 28(1+6) — 6 1+6

Ainsi, la fonction de masse de SBPGaLD est obtenue en tant que :

Py (2:0:0) = / g (x| \)h(X:6, B)dA

93

R ICE AR GAR L

o~~——8 o~—3

= (25(1 + 9)9_ 9) (a: — 1)! Ao~ (0 gy + (5 + 30 — 9)/)\x+1€—(1+9),\d)\
= i [ o (B+ B0 — O)a! (x + 1)}
(26(1+6) —0) (x—1)! [(1+0)""" 11077
= il {w<1+9) (5+59—9)x(:¢+1)]
(2B(1+0) = 0) [ (1 +6)"* e
— & {I((6+60—0)x+5(1+9)+1)}
(28(1+06)—0) 0+ 1):c+2 ,

onxr=123,..,0>05>%.
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3.2.1 Moments et mesures connexes

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution SBPGal. peut étre obtenu en tant

que :

o0

pey = BE(X / [Zaf A—] - h(X; 0, B)dX

B Ly AT *N(B + BO — )X + 1)e= P
= /[ZI Agc—1 ] 28(1+6) -0 a\
0

o0

93 . s B
- )X [Z

0

/\( _ T)!] M(B 4 B0 — O)X + 1)e "d\

o)

) 1+0 —9/ g [Z;“_A(f_ r);] (B4 50 = O)A + L)e~"dA,

En prenant y =x —r,on a:

)
T i A" [ (y+r)e 2]-((ﬁ+59—9)x+1)e—9*@
y=0

T 1 —GAd/\
1+0 — NA+7)((B+50—0)A+1)e

0
{
= L/X‘((ﬁ + B0 — O\ + (r(B+ B0 —0) + 1) X+ r)e " dA

28(1+0)—0 A

P {(B4+B0—0)(r+1)(r+2)+ (r(B+80—0)+1)0(r+1)+r6°]
28(1+0)—0)0 '

Nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distri-

bution SBPGL comme :

,r! [(B+B80—0)(r+1)(r+2)+ (r(B+80—0)+1)0(r+1)+r6?]
Py = 2B(1+0)—0)6

. (3.13)
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En substituant r = 1,2, 3 et 4 dans (3.13), les quatre premiers moments factoriels

de SBPGaLLD peuvent étre obtenus comme :

0> (28 — 1) +40 (28 — 1) + 64

Fo = 0(28(1+0) — 0) ’
;40P (33 —2)+ 180 (28 — 1) + 248
Hoy = 0% (23(1 1 0) — 0) ’
;1867 (48 —3) +960 (28 — 1) + 12083
He = 0% (25(1+ 0) — 0) ’
;9607 (58 — 4) + 6000 (28 — 1) + 7208
e = 0T (25(1+ 0) — 0) '

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’origine,

les quatre premiers moments d’origine de la distribution SBPGalL sont donnés par :

;P28 -1)+40(28—1)+68
b= 0(28(1+0) — 0) ’
: 0% (28 — 1) + 46% (58 — 3) + 66 (78 — 3) + 2413

Ha = 0% (25(1+ 0) — 0) !
;0P (28—1)+46° (118 — 7) + 607 (318 — 18) + 246 (118 — 4) + 12083
Hs = 0° (26(1+ 0) — 0) ’
0° (28 — 1) + 46" (233 — 15) + 306° (238 — 15) + 1206° (153 — 8)
, +1200 (168 — 5) + 7208
Ky =

0* (26(1 +6) — 0)
En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution SBPGal. sont obtenues comme suit :

207 (687 — T8 +2) +20° (1867 — 138 + 1) 4 120 (35° — §) + 123°
N 62 (2B(1 +0) — 0)°

22

I
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20° (125° — 2058 4 118 — 2) + 20" (72° — 948% + 353 — 3)

+46° (845° — 8253% + 218 — 2) + 467 (965° — 633% + 93)

+7260 (38° — %) + 48p°
0° (26(1 +6) — 6)°

H3 =

207 (248* — 526° + 415° + 153 + 2)
+26° (98983* — 9963° + 7608% — 2533 + 31)
+46° (12008* — 209453 + 12733% — 3113 + 24)
+80* (14108* — 195753° + 8715% — 13253 + 3)
+166° (9053* — 932 4 27053% — 1883)

+166° (6783" — 4495° + 6357)

+3260 (1308* — 4553°) + 7205*
0" (28(1+6) — 0)*

My =

Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1/[3;), le coefficient

de Kurtosis (/3,) de SBPGaLD (3.10) sont obtenues comme suit :

V20% (652 — 76 +2) +26% (1887 — 135 + 1) + 120 (35 — ) + 1268

cv= 62 (28 — 1)+ 460 (28 — 1) + 63 ’
20° (128° — 208 4+ 1158 — 2) + 20* (723° — 945 + 353 — 3)
+46° (845° — 827 + 218 — 2) + 46” (9653° — 633> + 93)
+720 (38° — %) + 485°
Vi =

3
2

(20° (68% — 78 +2) + 267 (186° — 133+ 1) + 126 (35° — B) + 125%)
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207 (243* — 528° + 4158% + 155 + 2)
+26° (98983* — 9963° + 7603> — 2533 + 31)
+46° (12008* — 209453 + 12733% — 3113 + 24)
+80* (14108* — 195753° + 8715% — 13253 + 3)
+166° (9053* — 932° 4 2703% — 188)
+166° (6783" — 4495° + 633°)

+320 (1308* — 453°%) + 7205*

(20° (687 — 78 +2) + 20 (1867 — 133 + 1) + 120 (38> — 8) + 128%)*

By

3.2.2 Propriétés statistiques de SBPGaLD

Nous donnons maintenant quelques propriétés de base de la distribution SBPGalL.

I) Pour tout z, on peut déduit que :

P1($+1;9;5)_< 1 ><1+1) {1+ (6+56—9)
Py (z;0;3)  \1+60 x (B+B0—0)z+5(1+60)+1]"

est une fonction décroissante dans x, alors la distribution SBPGal est unimodal.
(voir Johnson, Kotz and Kemp (2005)).
IT) La fonction génératrice de probabilité de la distribution SBPGaL est obtenue

comme suit :

Gy (t) =B (t5) = S 6P (2365 8)

r=1
- (25(1+0)0—30)(9+1)2 |:(ﬁ + 66 B 0) ;:11'2 (ﬁ)x + (B (1 + 0) + 1) ;x (ﬁ)x

_ 03 (B+B0-0)t(O+1+)(1+6) | (BA+6)+1)1(1+6)
T (28(1+0)—6)(6+1)2 (0+1—t)3 (6+1—1)?
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_ 03¢ (8+B0—0)(0+1+4t) + (B+B+1)
T (28(1+9)-6)(6+1) (0+1—t)3 (0+1—1)2

La fonction génératrice de moment de la distribution SBPGaL (3.10) est donnée

par :

Gy (t) = B (¢X) = 0! [(5+59—9)(9+1+et)+(ﬁ+59+1)

@B(1+0)-0)(@+1) (0+1—e) (0+1— ety

3.2.3 Estimation du paramétre

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Soient X; ~ SBPGaLD(0,3), i = 1,n, n variables aléatoires. On a :

63 z((B+PO—0)z+F(1+60)+1)

P (w;6.6) = —0+23(1+6) (6 + 1) ’

ounzxr=123,..60>0, ﬁ>1+9
La fonction de vraisemblance sera :

93 n n
L(“e’ﬁ):(w(ue)—e 9+ ) 9+1

z:l

(B+B0—0)x;+5+p0+1).
La fonction de logvraisemblance est :

InL(xz;0,8) = 3nln(d) —nln(28(1+60)—0) —2nln((1+6))

+> Inzi+ > In((B+B0—0)zi+B+B0+1)—> xiln(1+6),
i=1 1=1 =1

la dérivation de In L(z; 0, 5) par rapport a 0 et [ est :

OlmL  2n(1+0) i (1+0)x; +(1+0)
- (

ap _25(1+9)—9 — ﬁ+59—9)xi+ﬁ+59+1:0’ (3.14)
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OlnL  3n n (26 —1) n (24 X) i (B—=1)x; +
— (B + B0 —

90 0 " 28(1+60)—0 1+9 0)x; + [+ 50+ 1

donc

81nL_3_n+ n(28—1) n(2+X) i( (B-1Dzi +

90 8 TBU0)-08 (140 G- m+ Il
(3.15)

ou X est la moyenne de I’échantillon.

Les estimateurs du maximum vraisemblance des deux parameétres 6 et § sont les

Oln L(z;0,5) 0 Oln L(x:0,8) _ =0

solutions de 1’équation 50 33

Les deux équations (3.14) et (3.15) ne peut pas résoudre directement, on doit

utiliser la méthode Fisher Scoring, on a :

WL 3n  n(@2p-1" n(2+X) Z”: (B8 —1)z; + B)?
00* ¢ (2/3(1+9)—9)2 1+9 — 5+50 0)x; + 5+ B0+ 1)
(3.16)
821112L: dn (14 6) _i (1+0)z;+ (1+0))? ) (3.17)
op (28(1+0)—10) (B+B0—0)x;+ 5+ p0+1)

n

0?In L o —2n ($Z+1)2
R CEI TR A Dy e pw

Les équations suivantes pour 6 et J peuvent étre résolues

2InL 9%InlL 9_0 Oln L
902 9608 ol o0
9*InL  9InL | B—B dlnL
9500 GYE b=0o 0 op R
B=Bq ‘?_90

Ou 60y et B, sont les valeurs initiales de 6 et /3 respectivement.
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Aprés les simplifications, nous trouvons qu’il n’y a pas des solutions théoriques
de ce systéme. Donc, nous utilisons les méthodes numériques pour obtenir les valeurs
approximées aux estimateurs de maximum de vraisemblance 6 et 3 des parameétres 6

et [ respectivement.

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X,,, de la distribution SBPGaL, en

1. . / N ’
utilisant le premier moment ji; et le deuxiéme moment z,. On a :

1 02%(2B—1)+460(26—1)+683
Hy = 026(1+0)—0)

: (3.19)
1 03(28—1)+4602(58—3)+60(75—3)+2453
Ha = 02 (23(1+6)—0)

N ’ 7\ 2 . , N ]
Oou [y = [y + (,ul) et py et la variance. Nous résolvons ce systéme non linéaire. On

retrouve le couple (9,3), ou (@, [3) > 0 pour tous ;/1 >0, puy > 0.

;P (28 —1)+46(28—-1)+68 5 0%, — 6% + 40
= 0(25(1+0) — 0) ~ 20 (67 +6) —26° — 80— 6
Alors
B 0%, — 0% 4 40

211y (07 +0) — 20> —80 — 6
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3.2.4 Simulation

Dans cette section, On procéde & des simulations pour obtenir des estimateurs des
parameétres de la distribution SBPGal. développés dans les sections précédentes. On
va générer la distribution de SBPGalL. de parameétres 6, 3 pour plusieurs valeurs.

Nous étudions le comportement des estimateurs MV pour un échantillon de taille
(n) finis. Une étude de simulation comporte les étapes suivantes est effectuée pour
chaque triple (n;0, ), ou § = 0.1, 0.5, 5 et § = 0.2, 0.5, 2 et n = 20, 50, 100.

- Choisir les valeurs initiale de 6y, 3, pour les éléments correspondants du vecteur
de © = (6, B) pour spécifier la distribution SBPGal.

- Choisir la taille de I’échantillon n ;

- Générer N échantillon indépendantes de taille n a partir de SBPGaL(0, 5);

- Calculer Pestimation MV ©,, de O, pour chacun de N échantillons ;

- Calculer la moyenne des estimateurs obtenus sur tous les N échantillon,

==

biais moyen (0) =

N A

5 (600
i=1

et lerreur quadratique moyenne

QM (6) = 13- (6 00’

1=1



Tableau 3.1 : Biais moyenne des

estimations simulées.

6=0.1,8=0.2

6=0.1,8=0.5

0=01,8=2

biais (0) biais (B) biais (0) biais (B) biais (0) biais (B)
n = 20 0.002 0.085 0.086 0.0086 0.025 —0.014
n =50 0.0006 0.042 2.5 x 1072 0.001 1.6 x 10~2 —0.001
n = 100 0.0001 0.0071 4% 103 0.0006 0.01 —0.0008

6=0.1,8=2 0=0508=2 0="508=2

biais (0) biais (B) biais (0) biais (B) biais (0) biais (B)
n = 20 2x 1074 —0.005 1072 —0.03 0.092 —0.056
n = 50 0.6 x 1074 —0.01 2 x 1073 —0.013 0.022 —0.01
n = 100 5x 1072 —0.006 10~4 —0.0064 0.007 —0.008

6=5,8=0.2 0=0.508=0.5 0=0.1,8=0.5

biais (0) biais (B) biais (0) biais (B) biais (0) biais (B)
n =20 0.45 —0.426 0.015 —0.0049 0.0005 —0.024
n = 50 0.12 —0.122 3.3x 103 —0.0029 1.2 x 1074 —0.073
n = 100 0.05 —0.067 0.0001 —0.0004 0.00002 —0.0005

Tableau 3.2 : Erreur quadratique moyenne des estimations simulées.

0=0.1,8=0.2 6=0.1,8=0.5 6=01,8=2
EQM (9) EQM (8) | EQM (9) EQM (8) | EQM () EQM (8)
n =20 0.8 x 10~% 1.76 0.14 0.0011 0.017 0.00252
n =50 2.1 x10~° 0.23 0.03 2.7x107% | 2.1x 1073 0.0013
n=100 | 4x 106 0.03 0.002 0.00001 0.0003 0.0006
0=01,8=2 6=0508=2 6=58=2
EQM (9) EQM (B) | EQM (9) EQM (B) EQM (9) EQM (B)
n =20 1.2 x 1076 0.046 0.0005 0.024 0.142 0.035
n =50 2.8 x 1077 0.012 1.1 x 1074 0.0075 0.051 0.015
n=100 | 1078 0.006 0.00002 0.0003 0.008 0.005
6=583=02 6=0.5,8=0.5 6=0.1,8=0.5
EQM (9) EQM (B) | EQM (9) EQM (B) EQM (9) EQM (B)
n =20 3.0 3.6 1.1 x 1073 0.001 1x10°° 0.08
n =50 0.5 0.7 0.4 x 1073 0.0003 3x 1076 0.002
n =100 | 0.06 0.08 0.00006 0.00004 2 x 106 0.0004

91
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Remarque 3.5 - Le tableau 3.1 montre que 0 est positivement biaisé et que le
biais(0) — 0, 0 — 0, et B est négativement biaisé si f > 0,5 et le biais(5) — 0,
8 —0etf—D0.

- Le tableau 3.2 montre que EQM () et EQM(B) — 0, pour § — 0 et n — oc.

3.3 Application aux ensembles de données réelles

Dans cette section. Nous illustrons I'applicabilité de la distribution SBPGalL. sur
I’ensemble des donnes réelles des individus infectés par le virus Nipah (world health
organization source).

Le tableau 3.3. représente les donnés de durée de survie (par mois) de 56 indivi-
dus de Kerala (état indien) infectés par le virus Nipah en 2017, ou on a comparé entre
la distribution de Poisson (PD), la distribution Poisson Lindley (PLD), la distribution
Poisson Pseudo Lindley (PPsLD), la distribution Poisson Quasi Lindley (PQLD) et
la distribution SBPGaLD.

Selon le tableau 3.3, on peut observer que la distribution SBPGal. donne la plus
petite valeur de x? lorsqu’on compare avec les autres distributions et par conséquent

un meilleur ajustement des donnés.
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Nombre de | Fréquence | PD | PLD | PPsLD | PQLD | SBPGalLD

particules | observées | o=o7s | 6=18081 | 8=60277 | =157 b =153

attachées B=o02383 | h=59 | B=075
0 33 26.45 | 31.49 23.03 31.85 32.56
1 12 19.84 | 14.17 25.54 13.83 13.522
2 6 7.44 6.09 6.08 5.94 5.84
3 3 1.86 2.54 1.13 2.53 2.51
4 1 0.35 1.04 0.19 1.07 1.08
5 1 0.05 0.42 0.03 0.45 0.47

Total 56 56 56 56 56 56
2 24.1 | 1.289 | 49.405 1.057 0.756

Tableau 3.3. Comparaisons des fréquences observées

Les fonctions de masse des probabilités ajustés correspondants de PD, PPsLD,
PQLD et SBPGaLD ainsi que les points de données d’origine pour I’ensemble de

données du tableau 3.3 sont donnés a la figure 3.2.
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33

Real Data

20
—FPD

25 ——POLD

—5BPGaLD
20
PPsLD

15

10

Figure 3.2. Comparaison des différents modeles OBS, PD, PQLD, PPsLD et SBPGalLD

Pour donner une signification & cette comparaison, on utilise les valeurs de log-
vraisemblance négatives (—LL), le critere d’information Akaike (AIC') Le critére d’in-
formation d’Akaike corrigé (AIC¢) et le critére d’information Bayésienne (BIC') qui

sont définis par :

AIC = —2LL +2g . AICc—= AIC + 244+ 1)

et  BIC = —2LL+ qlog(n)
n—q—1

ol ¢ est le nombre de parameétres estimés et n est la taille de ’échantillon.[1]
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0 3 —LL AIC AICc BIC
PD 0.75 71.58235 | 145.1647 | 145.2388 | 147.1901
PLD 1.8081 66.9821 | 135.9642 | 136.0383 | 137.9896
PPsLD 6.9277 | 0.2383 | 77.03363 | 158.0673 | 158.2937 | 162.118
PQLD 153 | 593 | 66.92797 | 137.8559 | 138.0824 | 141.9066
SBPGaLD | 1.53 | 0.75 | 12.784 | 29.568 | 29.9442 | 33.6187

Tableau 3.4. Estimations du maximum de vraisemblance,

valeurs statistiques AIC, AICC, BIC.

Le log-vraisemblance négatif (—log L), le critére d’information Akaike (AIC),
le critére d’information Akaike corrigé (AIC¢c) et le critére d’information Bayesien
(BIC') sont donnés aussi dans le tableau 3.4.

Dans le tableau 3.4, les valeurs du log-vraisemblance négatif sont minimales pour
SBPGaLD par rapport & PQLD, PPsLD, PLD et PD. Selon les valeurs de 'AIC,
de PAICc et du BIC, le meilleur modeéle de prévision et de génération de données
plausible est le SBPGaLD. Notre distribution peut donc étre considérée comme un

modeéle important pour les données de science biologique.
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Chapitre 4

Nouvelle distribution tronquée a

zéro et ses applications

4.1 Introduction

Les distributions tronquées sont utilisées assez efficacement lorsqu’une variable
aléatoire est restreinte pour étre observée sur une plage donnée. et ces situations sont
courantes dans divers domaines. Par exemple, dans I’analyse de survie, les défaillances
de la période de garantie peut ne pas étre compté. Les articles peuvent également étre
remplacés aprés un certain temps suivant la politique de remplacement, de sorte que
les défaillances de la article soient ignorés.

De nombreux chercheurs, attirés par le probléme de ’analyse de telles données

tronquées rencontrées dans divers disciplines, ont proposé les versions tronquées des
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distributions statistiques habituelles. En (2010), S. E. Ahmed, C. Castro-Kuriss, E.
Flores, V. Leiva et A. Sanhueza ont discuté de I'application de la version tronquée
de la distribution de Birnbaum-Saunders (BS) pour améliorer un modeéle actuariel
de prévision, en particulier pour la modélisation des données provenant de paiements
d’assurance établissant une franchise. Aban ,Meerschaert, Panorska en (2006) et Za-
ninetti, M. Ferraro en (2008) ont discuté de 'application de la distribution de Pareto
tronquée a ’analyse statistique de masses d’étoiles et de diameétres d’astéroides. La
distribution de Weibull tronquée s’est avérée étre appliquée dans divers domaines, par
exemple pour analyser les données de diameétre des arbres, tronquer le seuil spécif-
fique, pour prédire la distribution en hauteur de petits arbres sur la base de données
de balayage laser incomplétes, pour modéliser la distribution en diamétre de la forét.
, pour caractériser la distribution de la taille du feu observé au Portugal, pour des
données sismologiques, sur 1’évolution des profondeurs de la fosse sur une conduite
d’eau, etc. En (2011) T. Zhang, M. Xie basé sur la distribution tronquée de Weibull.
En (2014), S.K.Singh, U.Singh, et V.K.Sharma ont étudié la verssion tronquée de la
distribution de Lindley, ainssi que ces caractéristique statistique tellque les moment,
la fonction quantile et les estimateurs du maximum de vraisemblance pour différentes
cas de troncature.

Dans la théorie des probabilités, les distributions tronquées a zéro sont certaines
distributions discrétes prenant en charge ’ensemble des entiers positifs. Les distri-

butions zéro tronquées sont des modeéles appropriés pour la modélisation de données
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lorsque les données & modéliser proviennent d’'un mécanisme qui génére des données
a compte nul. Prenons comme des exemples, les nombres enregistrés d’infraction au
code de la route pour les conducteurs au cours d’une certaine période ot nous avons
constaté qu’il n'y aura aucune trace de ceux qui n’ont pas regu de billets (Rider,
(1953)), le nombre de cas de choléra dans un ménage que I’appareil d’observation
n’est activé que lorsqu’il y a un cas (Dahiya et Gross, (1973)).

En (2015), Shanker R, Hagos F et Sujatha S. ont mené une étude approfondie sur
la comparaison entre la distribution zéro tronquée Poisson et la distribution Poisson
Lindley en ce qui concerne leurs applications dans des ensembles de données excluant
le zéro et ont montré qu’en démographie et en sciences biologiques, le zero tronquée
Poisson Lindley donne un meilleur ajustement que le zero tonquée Poisson. tandis que
dans les sciences sociales, la distribution zero tronquée de Poisson donne un meilleur
ajustement que la distribution zéro tronquée Poisson Lindley.

Dans ce chapitre, nous nous proposons une nouvelle distribution de durée de survie
basée sur les modéles tronqués cette distribution est nommeée la distribution de Poison
Quasi-Lindley tronquée a zéro. Cette distribution dépend de deux parameétres, I'un

est un parametre de forme et autre c’est un parametre d’échelle.[44]

4.2 Modéles zero tronquées discrétes

Dans cette section, nous nous intéressons a quelques distribution discrétes tronqués

a zéro a un seul parameétre, tel que la distribution de poisson tronqué a zéro et la



99

distribution de poisson lindley tronqué a zéro.
Soit Py (x;0) la distribution originale avec un support des entiers non négative,
alors ¢a verssion tronquée par un zéro (Zéro truncated) est définit par :
Py (z;0)

4.2.1 Distribution zero tronquée Poisson

En utilisant (4.1) et la fonction de masse de probabilité de la distribution de Pois-
son (1.3) on peut déduire la distribution zéro tronquée de Poisson (Z7'PD) comme

suit :
01‘

P(z;0) = m;

z=1,2,3,.., 0>0. (4.2)

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution ZTP peut étre obtenu en tant

que :

’ QTBG
Py = o — 1

(4.3)

En substituant r = 1,2, 3 et 4 dans (4.3), les quatre premiers moments factoriels de
ZTPD peuvent étre obtenus et, puis en utilisant la relation entre les moments factoriels

et les moments d’origine, les quatre premiers moments d’origine de la distribution ZTP
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sont donnés par :

’ o 969
/“LI - 66 17
’ 069
= 0+1
/’LZ e@ _ 1 < + ) Y
/1/3 — 60_1((9 +39+1),
i = 2 e o+ 1)
4 ef —1 '

En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution ZTP sont obtenues comme suit :

N2:‘72: !

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Soient X; ~ ZTPD(0), i = 1,n, n variables aléatoires. L’estimateur du maximum

vraisemblance 6 de 6 est donné par la solution de I’équation non linéaire suivante :
(X)) —X =0

o X est la moyenne de I’échantillon.

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X,,, de la distribution ZTP, en utilisant
le premier moment 4, . L’estimateur du moment 0 de 0 est donné par la solution de

I’équation non linéaire suivante :

(X —0)~X =0
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ol X est la moyenne de I’échantillon.

Ainsi, MV et MOM donnent tous deux la méme estimation du parameétre 6 de

ZTPD (4.2).

4.2.2 Distribution zéro tronquée Poisson Lindley

A parti de (4.1) et la fonction de masse de probabilité de la distribution de Pois-

son Lindley (2.1) on peut déduire la distribution zéro tronquée de Poisson Lindley

(ZTPLD) comme suit :

0 z+0+2
02 +30+1 (0+1)7

P(x;0) r=1,23,.. 60>0 (4.4)

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution ZTPL peut étre obtenu en tant

que :

;o O+ D) (r+04+1)
S RS VI

r=1,2,3,.. (4.5)

En substituant » = 1,2,3 et 4 dans (4.5), les quatre premiers moments factoriels
de ZTPLD peuvent étre obtenus et, puis en utilisant la relation entre les moments

factoriels et les moments d’origine, les quatre premiers moments d’origine de la dis-
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tribution ZTPL sont donnés par :

;L 0+ (r+2)
) (N VR
: (0 +1)% (6> + 40 + 6)

SN (T )

;o (04 1) (6% + 807 + 246 + 24)

o = 6% (0> +30+1)

iy (0 +1)% (0* + 166° + 786% + 1686 + 120)
L=

6* (92 + 30 + 1)
En utilisant la relation entre les moments de 'origine et les moments centrés de

la distribution ZTPL sont obtenues comme suit :

L, (012 +a0+6) [0+’ 2\
P T T P a0+ 1)  \0(0+30+1)

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Soient X; ~ ZTPLD(f), i = 1,n, n variables aléatoires. L’estimateur du maxi-
mum vraisemblance § de 6 est donné par la solution de I'équation non linéaire sui-

vante :

2n n(20+3) nX = 1

0 +30+1 0+1 Sa+0+2

ou X est la moyenne de I’échantillon.

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X7, ..., X,,, de la distribution ZTPL, en utili-
sant le premier moment y; . L’estimateur du moment 0 de 0 est donné par la solution

de I’équation non linéaire suivante :
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(X-1)+(BX-4)0°+(X-5)0-2=0; X >1

ou X est la moyenne de I’échantillon.

4.3 Distribution Poisson Quasi-Lindley zéro tron-
quée

Dans cette section, la distribution Poisson Quasi-Lindley zéro tronquée (ZTPQL)
a été introduite avec ses propriétés statistiques, y compris 1’expression générale des
probabilités, les moments, les parameétres de la distribution du Quasi-Lindley de Pois-
son tronquée par un zéro ont été estimées a 'aide de méthode des moments. Une
application du modeéle & un ensemble de données réelles est finalement présentée et
comparée a I’ajustement obtenu par certaines autres distributions.

Soit Py(x;0, ) la distribution original définit dans (2.19) avec un support des

entiers non négative, alors c¢a version tronquée a zéro est définit par :

,  By(x0,8)
P((E,G,ﬂ)——1_PO(O;9,B),$—1,2,.. (4.6)

A partir de (2.19) et (4.6) , on peut déduire la distribution zero tronquée de Poisson

Quasi-Lindley avec :

GOB+B+0+02) 93 9501420434080

P@b.0) = s srom@r

(4.7)
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Remarque 4.1 Lorsque 5 = 0, on peut déduit fagilement que la distribution donner

par (4.7) revient a la distribution zero tronquated Poisson Lindley.

La fonction des probabilité de ZTPQLD a été obtenu en mélangeant une distribu-

tion de size-biased de Poisson [29] avec une distribution proposé. Comme le parameétre

de la distribution de Poisson suppose des valeurs non négatives, il a été supposé que

le parameétre de la distribution de Poisson suit une distribution continue ayant des

valeurs de support non négatives.

Supposons que le paramétre A de la distribution size-biased de Poisson d’une

fonction de probabilité définit par :

e A\t

glxz| )= x=1,2,3,.,A>0

(x — 1)
suit une distribution continue ayant la fonction de masse suivante :

0
1420+ 3+ 65

h(X\;0,5) = (0B +B+0)+0(O+1)N\e ™

ouA>0,0>0,1+20+3+63>0.

Ainsi, la fonction de masse de ZTPQLD est obtenue en tant que :

[e.o]

P(X = a:):/g(x])\).h(A,H,ﬂ)dA

0

(1+29+6+95 ) (z —1)!

= / @+D)X +OB+B+0) A e
0

(4.8)

(4.9)

(9+1))\d)\

()

(1+204+5+68)(x—1) 0+ 1) 0 +1)F

0 { Oz (05+6+0)}
(1+20+8+68) | (0+1) (0+1)°

0 [9(9+) (x+1) (H+8+06)T
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onr=1,23,..,0>01+20+5+65>0.
La figure suivante présente la forme de la fonction de probabilité pour différents

valeurs des paramétres 0 et 3.

oA Pmif of ZTPOLD at atfa= 5 [+ Pmf of ZTPOLD =t afa=1
. —s—theta=05 . —#—theta=03
05 | —a—theta=1 05 ] —m— theta=1
—h—thets=13 \ —a—theta=13
Tos —#—thata=z2 — —— theta=2
—#—theta=25 =3 —#—theta=25
—i—theta=3 —&— theta=3
g2 02
B 0

[ 2z 4 a a io 12
= ®
L] Pmf of ZTPOLD at alfa=10 04 Pmf of ZTPOLD ot aifa=20
-4 .
—4—theta=035 § —#— theta=03
0.5 i — theta=1 05 ' —B theta=1
\ —a— theta=15 \ —a—theta=15
i
]
= ! —s—theta=2 - —s— thata=2
= [ o4
—s—theta=2 5 —#—theta=2 5
—&— thata=3 —&— theta=3

Figure.4.1. La représentation graphique de la distribution zéro tronquée Poisson

Quasi Lindley pour differentes valeurs de 6 et [3.
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4.3.1 Moments et mesures connexes

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution ZTPQL peut étre obtenu en tant

que :
/ Tl Tei)\)\$_1-
ey = / Zm(x_l)' (X0, 8)d\
0 x=1 "
B 7 _ifé_wl ’ (05 + 8+ 6) +0(0+1) A e dA
B —" (=) 1+20+5+68

r—r

i re (;\_ r)!] OB+ B+0)+0(041) N e Mdx

6 /)\7‘1
14204+ p5+005
0

FEn prenant y =z —r, on a :

_ —/\)‘_y Y
Pay = 1+29+5+95/[ yo(y+r)e y!].[(95+6+0)+9(9+1)A]e d\

N7 ((08+B+0)+0(0+1)N) e Mdr

1+2«9+B+95/

r r—1 Y
1+29+5+950/()‘ +rX T (08 +B+60)+0(0+1)N) e dA

O+1)>(r+B+1)
97‘

r!
1+20+3+6p

nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distribution

ZTPQL comme :

O+1)>(r+3+1)
97‘

’ rl
Ry = 1520+ 8+ 0

(4.10)

En substituant r = 1,2, 3 et 4 dans (4.10), les quatre premiers moments factoriels
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de ZTPQL peuvent étre obtenus comme :

;o 0+ 1) (B+2)

PO = 9+ 20+ 5+ 08)
. (0+1)(2(8+3))
o = 21120+ 5+ 6p)
;o 0+ 12 (6(8+4)
Mo = 1120+ 5+ 68)

, (0+1)*(24(8+5))
0* (1+20+ B +6p3)

puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’origine, les

quatre premiers moments d’origine de la distribution ZTPQL sont donnés par :

;o (0+1)(B+2)
M= 91120+ 5+0p)
;o O+ OB +2)+2(8+3))

Ha = (1120151 068)

: O+1)°(0*(B+2)+60(3+3)+6(8+4))

Ha = P (1+20+ 05+ 08)

i - (0+1)° (60°(B+2) + 146> (B + 3) + 360 (B + 4) + 24 (8 + 5))
=

0* (1+20+ 3 +08)

En utilisant la relation entre les moments de l'origine et les moments centrés de

la distribution ZTPQL sont obtenues comme suit :

O+1)*(0(8+58+6)+2 (8 +43+2))
0> (1420+ 3 +08)°

Mo =

" 0° (B° + 7> + 165 + 12) + 6% (458° + 28% 4+ 5953 + 38)
+

0 (56° + 638% + 5453 + 22) + (26° + 126 + 123 + 4)
0° (1420 + 3 +68)°

M3 =



(0 +1)°

0° (8" + 95 + 3087 + 445 + 24)
+6* (128* + 11453 + 3893% + 5723 + 308)
6° (395 + 24353° + 90753° + 14973 + 686)
+6 (558" + 2523° + 8963° + 15083 + 554)

0 (368" + 1863 + 48053 + 6363 + 192)

+ (98" + 726° + 13267 + 963 + 24)

Mg =

0* (14 20+ 3 +68)"
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le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1/f3;), le coefficient de

Kurtosis (3,) de ZTPQL (4.7) sont obtenues comme suit :

CV =

0° (B° + 7* + 163 + 12) + 6% (458° + 28 4+ 593 + 38)

0 (56° + 636 + 5458 + 22) + (26° + 126 + 123 + 4)

\/9(52+5/3+6)+2(52+4B+2)
(0 +1)(6+2)

VB =

+6* (128* + 1148° + 3895° + 57203 + 308)

+6% (558" + 25253° + 896> + 15083 + 554)

0+ 1) (0(52+56+6)+2(52+4ﬂ+2))%

0° (8" + 9B + 3087 + 448 + 24)

0° (395" + 2435° + 9075% + 149703 + 686)

0 (365" + 18643 + 480° + 6363 + 192)

+ (98* + 728% + 13287 + 963 + 24)

By ==

O+1)% (0 (82 +58+6) +2 (82 +48+2))°
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4.3.2 Propriétés statistiques de ZTPQLD

Nous donnons maintenant quelques propriétés de base de la distribution ZTPQL.

I) Pour tout = et avec (4.7), on peut déduit que :

P(z+1,0,p) 1 0

P.0.8) 140| T W@BtAT0)

est une fonction décroissante dans x, alors la distribution ZTPQL est unimodal.(voir
Johnson, Kotz and Kemp (2005)).
IT)La fonction génératrice de probabilité de la distribution ZTPQL est obtenue

comme suit :

0

Gx () =B () = 1+20+ 8+ 063

(95+5+9)§; (ﬁ)—l—@ix <ﬁ)]

Donc, la fonction génératrice de probabilité de la distribution ZTPQL est :

Gy (1 Ot {(06+ﬁ+0) (0 + 1))2]

T+ 2048+408 | O+1—0) (@41t

La fonction génératrice de moment de la ZTPQL est donc donnée par :

Cx (1) = B () et [(eﬁww) 0(0+1) ]

T2+ 5408 | (0+1—¢) (941 et)
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4.3.3 Estimation du paramétre
Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

On considére un n-échantillon X7, Xs,...X,, de la distribution tronquée définit

dans (4.7) .La fonction de maximum de vraisemblance est donc :

08+ 5+ 0+ Ox;
(6+1) i

L(x;0,8) = (1+29+B+95) !

i=1
Et le logarithme de la vraisemblance est :
InL(z;0,8) = nln(0) —nln(1+20+54+65) + > In(05+ 5+ 60+ 0z;) —
In(0+1) >0, v

Les dérivées de In L (x;; 0, §) par rapport a 6 et 3 sont :

OlnL(z;0,8)  n n (5 +2) nX = 1+ 8+

00 - 5_1+29+B—|—9ﬁ_(9+1)+Z<05+5+0+0xg4>11)
oL (x;0,8) 0+1

B N 1+20+6+96 2(96+5+0+9@) (4.12)

Les estimateurs du maximum vraisemblance des deux parameétres 6 et § sont les

. 92 . Oln L(xz;0,8) __ Oln L(z;0,8) __
solutions de I’équation 2o =0, 35 = 0.

Les deux équations (4.11) et (4.12) ne peut pas résoudre directement, on doit

utiliser la méthode Fisher Scoring, on a :

Ful__n, n@+d nX 5~ (mtf+1)?

07 (1420+5168° (11067 2(9%+ﬁ+@9+9)2 (4.13)
PmL _ n(1+0’ K (1+0)
o3 (14+20+6+068)° ;(9%4—54-594—9)2 (4.14)
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2 2 n .
Il WL Z zi+ 1 (4.15)

0008 — 0pI0 (1 +29+5+95 (Ox; + B+ B0 + 0)?

Les équations suivantes pour 0 et B peuvent étre résolues

?InL 9%InlL é_e OlnL
902 000B ol o0
?InL 9InL . B_ﬁ OlnL
0p00 o2 6=0o 0 oB A
B8=Bo ‘?:'90

ou 6y et [, sont les valeurs initiales de et 3 respectivement.

Aprés les simplifications, on trouve qui’il n’y a pas des solutions théoriques de ce
systeme. Donc, on utilise les méthodes numérique pour obtenir les valeurs approxi-
méees aux estimateurs de maximum de vraisemblance 6 et B des paramétres 0 et 3

respectivement.

Estimations par la méthode des Moments

Comme la distribution de ZTPQL définit dans (4.7) de deux parameétres 6 et 3
a estimé, la méthode du moment est basée sur I’équation du rapport entre les deux

premiéres probabilités et la moyenne. De (4.7) nous avons :

B 005+ + 20)
=20 51 08) (01 1)
Et
905+ B+ 30)
P2 =

(1+20+3+08)(0+1)°

En prenant le rapport de ces probabilités, on obtient :

p2_ (08+8+30)
p (0+1)(08+ 3+ 20)
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Apreés une petite simplification algébrique, I’équation ci-dessus se réduit a :

30p1 — 20 (0 + 1) py
64+1) =
BO ) == G+ —m

(4.16)

Encore une fois, en simplifiant I’expression de la moyenne de ZTPQL, on obtient :

:292(1—u)—|—6(4—u)—|—2

p(O+1) 0—0-1)

(4.17)

Maintenant, en assimilant les équations (4.16) et (4.17), nous obtenons une équa-

tion quadratique de  comme :
AP* +BO+C =0 (4.18)

Tellque
A=(1—p)p+(2—p)p2
y B=(u=1)p1+(4—p)ps (4.19)

CZQ(Pl—pz)

D’aprés ’équation (4.18) , lestimateur de moment du paramétre § peut étre ob-

\

tenu de :

—B+vB?—-4AC

0= 24

(4.20)

En remplacant la moyenne de la population x4 par la moyenne correspondante X
et p1 et po de I’échantillon des probabilités respectives de I’ensemble de données, les
valeurs de A, B et C' dans (4.19) peuvent étre obtenues et le remplacement de ces
valeurs par (4.20) donnera 'estimateur des moments 6 du parameétre #. Aprés avoir

obtenu l'estimateur des moments de 6, Pestimateur des moments 3 de (8 peut étre
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obtenu par :
~ 1 3(9])1 — 20 (9 + 1)p2:|
= 4.21
= 20
ou bien
X 1 [20°(1—p)+0(4—p)+2
= 4.22
P 9—1—1{ (u — 6 —1) } (422)

4.4 Application aux ensembles de données réelles

Une comparaison de la qualité de 1’ajustement des distributions ZTP, ZTPL,
ZTPPsL et ZTPQL a été établie pour un ensemble de données di & Finney et Var-
ley (1955), qui ont considéré un certain nombre de fleurs et le nombre d’oeufs des
mouches dans chaque fleur.

Selon le tableau 4.1, on peut observer que la distribution ZTPQL donne la plus
petite valeur de x? lorsqu’on compare avec les autres distributions et par conséquent
nous donne le meilleur ajustement des donnés.

Pour donner une signification a cette comparaison, on utilise les valeurs de log-
vraisemblance négatives (—LL), le critére d’information Akaike (AIC') Le critére d’in-
formation d’Akaike corrigé (AIC¢c) et le critére d'information Bayésienne (BIC').

Dans le tableau 4.1, les valeurs du log-vraisemblance négatif sont minimales pour
ZTPQLD par rapport a ZTPPsLD, ZTPLD et ZTPD. Selon les valeurs de ''AIC, de

PAICC et du BIC, le meilleur modeéle de prévision et de génération de données
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plausible est le ZTPQLD. Notre distribution peut donc étre considérée comme un

modele important pour les données de science biologique.

Nombrede | Fréquence | ZTPD | ZTPLD | ZTPPsLD | ZTPQLD
particules | observées 9=28604 | &=0,7186 & = 1.0208 h=1,24
attachées B = 0.4237 B =087
1 22 15.3 26.8 20.8 23.1
2 18 21.8 19.8 22.3 18.2
3 18 20.8 14.0 17 18.1
4 11 14.9 9.5 11.3 10.5
) 9 8.5 6.3 7.1 8.1
6 6 4.0 4.2 4.20 5.7
7 3 1.7 2.7 2.5 3.3
8 0 0.6 1.7 1.4 0.2
9 1 0.4 3.0 1 0.8
Total 88 88 88 88 88
6.648 3.780 3.744 0.443
—2log L 333.09 | 334.76 165.24 123.34
AIC 336.76 | 335.09 334.48 142.43
AICC 335.14 | 336.80 334.62 142.57
BIC 335.04 | 336.70 334.37 132.29
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Tableau 4.1 : Comparaisons des fréquences observées.

Les fonctions de masse des probabilités ajustés correspondants de ZTPD, ZTPLD
et ZTPQLD ainsi que les points de données d’origine pour ’ensemble de données du

tableau 4.1 sont donnés a la figure 4.2.

30

26 2 —— OBS
' -0~ ZTPD

22

18

14

10

figure 4.2. Comparaison des différents modeles OBS, ZTPD, ZTPLD et ZTPQLD
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Conclusion et Perspectives

Ainsi, nous avons réussi a introduire deux nouvelles distributions nommeées Size
Baised Poisson Gamma Lindley (SBPGalL) et Poisson Quasi-Lindley zéro
tronquée (ZTPQLD). L’estimation de ses parameétres a été discutée en utilisant
la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments. Nous avons
réalisé des simulations pour examiner le biais et I’erreur quadratique moyenne des
estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres ce qui nous a permis de
montrer 'efficacité de nos deux distributions. Plusieurs applications du modéle & un
ensemble de données réelles sont enfin présentées et comparées a ’ajustement obtenu
par quelques autres paramétres bien connus.

Nous pourrons dans nos recherches futures utiliser d’autres distributions & savoir :
-Poisson XLindley processus distribution with applications.
-Size baised Poisson Pseudo Lindley distribution and its applications.

-Zero-truncated Poisson Gamma-Lindley distribution and its applications.
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