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Résumé

Cette thèse porte sur l’étude du problème inverse d’identification d’une portion de frontière

γ ⊂ Γ1 d’une bande (localement perturbée) Ω, de frontière ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, à partir des don-

nées de Cauchy sur Γ0 d’une fonction harmonique u dans Ω. Cela conduit à l’étude d’un

problème direct (de Dirichlet) dans H1(Ω). Par la méthode variationnelle on montre qu’il

est bien posé, et par la méthode des équations intégrales on construit la solution sous forme

d’un potentiel combiné simple et double couche. Pour l’identification de l’arc on montre un

résultat d’unicité, c’est-à-dire qu’une paire de données de Cauchy sur la partie accessible

Γ0 détermine uniquement la partie manquante γ de la frontière, et on dérive un système

d’équations intégrales non linéaires équivalent à notre problème inverse. Nous présentons

des exemples numériques pour le problème direct et le problème inverse.

Mots clés : Problème inverse géométrique, Fonction de Green, Méthode des équations in-

tégrales.



Abstract

This thesis is dedicated to the study of the inverse problem of determining geometric shape

of a part γ of the boundary of a perturbed strip Ω from a pair of Cauchy data on Γ0 of a

harmonic function u in Ω. This leads to the study of a direct Dirichlet problem in H1(Ω),

using the variational method we show that it is well posed, and by integral equation method

we seek the solution in the form of combined double- and single-layer potentials. For the

identification of the arc, we prove a uniqueness result, that is, a pair of Cauchy data on the

accessible part Γ0 uniquely determines the missing part γ of the boundary, and we derive a

system of nonlinear integral equations equivalent to our inverse problem. We present nu-

merical examples for both the direct and the inverse problem.

Keywords : Geometric inverse problem, Green’s function, Integral equation method.
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Introduction générale

Problèmes inverses

Un problème inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramètres

(ou inconnues) d’un modèle doivent être identifiées à partir d’observations (ou mesures) du

phénomène. C’est également en quelques sortes le contraire d’un problème direct : suppo-

sons que l’on dispose d’un modèle. Si on se fixe des valeurs pour les paramètres du modèle,

on peut alors faire tourner le modèle, en déduire une trajectoire, et l’observer. Il s’agit du

problème direct. Le problème inverse consiste à remonter le schéma : connaissant les ob-

servations, le but est de retrouver les valeurs des paramètres (Auroux, [1]).

Le terme problème inverse est apparu dans les années 1960 en géophysique, mais de

nombreux problèmes qui peuvent être classés dans ce domaine ont été étudiés longtemps

auparavant. Après leur «classifcation» dans les années 1960, ils deviennent un domaine de

recherche actif au milieu des années 1970 après le travail classique de A.N. Tikhonov et V.

Arsenin [23]. Au cours des années 1980 et 1990 l’étude des problèmes inverses a connu un

développement très important. Cela est du à la richesse du sujet et au fait que ces problèmes

sont réellement présents dans de nombreux domaines scientifiques. Par exemple [6] :

• l’ingénierie (détecter une surface de corrosion),

• l’imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X),

• l’ingénierie pétrolière (prospection par des méthodes sismiques, magnétiques, identi-

fication des perméabilités dans un réservoir),

• l’hydrogéologie (identification des perméabilités hydrauliques),
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• la chimie (détermination des constantes de réaction),

• le traitement d’image (restauration d’images floues),

• le radar et l’acoustique sous-marine (détermination de la forme d’un obstacle).

Du point de vue mathématique, ces problèmes se répartissent en deux grands groupes. D’une

part, il y a les problèmes linéaires qui se ramènent à la résolution d’une équation intégrale

de première espèce dans le cas continu ou à la résolution d’un système dans le cas discret. Le

recours à l’analyse fonctionnelle et à l’algèbre linéaire permet d’obtenir des résultats précis

et des algorithmes efficaces. D’autre part, il y a les problèmes non-linéaires, qui sont le plus

souvent des questions d’estimation de paramètres dans des équations différentielles ou aux

dérivées partielles. Les problèmes non-linéaires peuvent se diviser en deux catégories selon

le paramètre que l’on cherche à estimer est un vecteur ou une fonction. Les problèmes non-

linéaires sont plus difficile, et il existe moins de résultats généraux (Kern, [14]).

Problèmes mal-posés et régularisation

Les problèmes inverses sont souvent classés dans la catégorie des problèmes mal-posés

introduites par HADAMARD au début du dernier sciècle. Considérons l’équation opération-

nelle suivante :

Bu= z, u ∈ E, z ∈ F, (1)

où E et F sont deux espaces normés et B : E→ F est un opérateur.

On dit que le problème (1) est bien posé au sens d’HADAMARD si pour tout u ∈ E la

solution existe, elle est unique et elle dépend continûment des données. Si l’une de ces condi-

tions n’est pas satisfaite le problème est considéré comme mal-posé. L’existence et l’unicité

de la solution correspondent respectivement à la surjectivité et l’injectivité de l’opérateur B.

L’instabilité du problème correspond à la non-continuité de l’opérateur B, dans cette situa-

tion de petites perturbations dans la donnée z peuvent mener à des solutions radicalement

différentes, ce comportement est particulièrement gênant puisque la donnée z est obtenue

par l’intermédiaire d’observations. La mesure de z est donc souvent entachée d’erreurs.
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La physique mathématique a longtemps ignoré les problèmes mal posés, les considérant soit

dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La réalité actuelle est

toute autre : le caractère fondamentalement mal posé de certains problèmes est reconnu et

motive de nombreuses recherches en mathématiques [2]. Pour surmonter ce caractère mal

posé il existe ce qu’on appelle techniques de régularisation.

Régulariser un problème mal posé, c’est le remplacer par un autre, bien posé, de sorte

que l’erreur commise soit compensée par le gain de stabilité. Dans la littérature mathéma-

tique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour résoudre les problèmes mal

posés, à savoir la méthode de Tikhonov, la troncature spectrale pour les problèmes linéaires,

la méthode de Landweber et les méthodes itératives pour les problèmes non-linéaires.

Organisation de la thèse

Le problème inverse d’identification de frontière qu’on rencontre en ingénierie (détec-

ter une surface de corrosion) et qui est mal-posé sera notre principale préoccupation par

la suite. On s’intéresse plus pécisément à l’étude du problème inverse d’identification d’une

portion de frontière γ ⊂ Γ1 d’une bande (localement perturbée) Ω, de frontière ∂Ω= Γ0∪Γ1,

à partir des données de Cauchy sur Γ0 d’une fonction harmonique u dans Ω. La thèse est

composée de 3 chapitres et une conclusion :

Dans le premier chapitre "Préliminaires" on rappelle les outils nécessaires à une bonne

compréhension de ce travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du problème direct qui est scindé en trois

sections principales. Dans la première on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité de

la solution. La représentation de la solution à l’aide des potentiels simple et double couches

en utilisant la méthode des équations intégrales fera l’objet de la deuxième section. Des

résultats numériques validant l’étude théorique sont exposés dans la troisième section.

A l’égard du troisième chapitre, il est réparti en quatre sections. Dans la première on

montre un résultat d’unicité. L’objet de la deuxième section est de montrer l’équivalence

entre le problème inverse et une équation intégrale non-linéaire. Nous proposons un algo-

rithme de reconstruction dans la troisième section. La quatrième section est consacrée aux

tests numériques et aux discussions.
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Dans la "Conclusion" on rappelle les différentes contributions apportées par cette thèse

ainsi que les perspectives envisagées.

Les résultats obtenus généralisent les travaux de Cakoni, Kress et Rundel [5, 17] et

Nachaoui [21]. Notre problème présente des difficultés supplémentaires non seulement à

cause de la non-linéarité mais aussi à cause du caractère non borné du domaine.

vii



Chapitre 1

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques définitions, notions et résultats qui se-

ront utilisés tout au long de ce travail ou qui seront nécessaires à une bonne compréhension

de celui-ci.

1.1 Espaces fonctionnels

Soit Ω un ouvert de R2. On note :

• C(Ω) = { f : Ω→ R, f continue}, si f est bornée on pose ‖ f ‖∞ =max
x∈Ω
| f (x)| .

• Cm(Ω), m ∈ N∗ : L’espace des fonctions m fois continûment différentiables sur Ω.

• C∞(Ω) =
⋂

m∈N Cm(Ω).

• Cc(Ω) = { f ∈ C(Ω) telle que f (x) = 0 ∀x ∈ Ω \ K , où K ⊂ Ω est un compact}.

• CB(Ω) : L’espace des fonctions continues et bornées.

• D(R) : L’espace des fonctions C∞ sur R et à support compact dans R (espace des

fonctions tests).

• D
′
(R) : Le dual topologique de D(R) (espace des distributions).

• S(R) : L’espace des fonctions à décroissance rapide sur R.

• S
′
(R) : Le dual topologique de S(R) ou espace des distributions tempérées sur R (es-

pace de Schwartz).
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• C0,α(Ω) =

�

f ∈ C(Ω); sup
x 6=y

| f (x)− f (y)|
|x−y|α <∞

�

: L’espace des fonctions hölderiennes.

Définition 1.1.1 Soit p ∈ R avec 1≤ p <∞,

Lp = { f : Ω→ R, mesurable telle que

∫

Ω

| f (x)|p d x <∞},

muni de la norme

‖ f ‖Lp =

�∫

Ω

| f (x)|p
�

1
p

.

Si p =∞

L∞ = { f : Ω→ R, mesurable et ∃C ≥ 0 tel que | f (x)| ≤ C p.p sur Ω}.

Définition 1.1.2 Si ψ ∈ L1(R), on définit sa transformée de Fourier par

F (ψ)(ξ) =
1
p

2π

∫ +∞

−∞
ψ(s)e−isξds, ξ ∈ R,

et la transformée de Fourier inverse sur R est donnée par

F (Òψ)(s) =
1
p

2π

∫ +∞

−∞

Òψ(s)eisξdξ, s ∈ R.

Remarque 1.1.1 (Voir [22])

F : S→ S est un isomorphisme et










Òψ









L2
= ‖ψ‖L2 .

De plus si ψ ∈ L2(R), on déduit par densité la relation de Parseval










Òψ









L2
= ‖ψ‖L2 ,

(S est dense dans L2).

Définition 1.1.3 (Série de Fourier)
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Soit ϕ ∈ L2[0,2π], la série
∞
∑

m=−∞

ameimt (1.1)

où

am :=
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(t)e−imt d t,

est appelée série de Fourier de ϕ, ses coefficients am sont appelés coefficients de Fourier de ϕ.

Définition 1.1.4 (Ouvert régulier)

On appellera ouvert régulier de classe C k de Rn un ouvert Ω tel que, pour tout point m ∈ ∂Ω

on peut trouver

a) un système de coordonnées orthonormales (y1, ..., yn) (on désignera par m′ [resp.mn] les

n− 1 premières [resp. la dernière] coordonnée de m),

b) un ouvertω ∈ Rn−1 contenant m′ et un intervalle ]a, b[ contenant mn (on désignera par

B le "cylindre" de Rn s’écrivant ω×]a, b[ dans les coordonnées (y)),

c) une application Φ de classe C k deω dans ]a, b[ telle que, dans le système de coordonnées

(y), on ait

Ω∩ B = {y ∈ω×]a, b[, yn > Φ(y′)}.

Cette définition exprime que Ω se comporte comme le surgraphe d’une fonction régulière

au voisinage de chaque point de sa frontière. Elle affirme notamment que ∂Ω est une hy-

persurface de Rn (voir [3] section A.2) mais elle assure en outre que Ω est situé localement

du même côté de sa frontière.

1.1.1 Espaces de Sobolev

Définition 1.1.5 Pour tout s ∈ R, nous définissions l’espace de Sobolev

H s(R) = { f ∈ S
′
(R),

�

1+ ξ2
�

s
2
bf ∈ L2(R)},

muni de la norme

‖ f ‖Hs =

�∫

R

�

1+ ξ2
�s
�

�

�

bf (ξ)
�

�

�

2
dξ

�
1
2

.
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Pour s = 0, on note

‖ f ‖L2(R) := ‖ f ‖0.

Remarque 1.1.2 Si s ≥ 0, alors H s(R) ⊂ L2(R).

Définition 1.1.6 (H s[0, 2π])

Soit 0 ≤ s <∞. Par H s[0,2π] on désigne l’espace de toutes les fonctions ϕ ∈ L2[0, 2π] avec

la propriété
∞
∑

m=−∞

(1+m2)s |am|
2 <∞,

pour les coefficients de Fourier am de ϕ. L’espace H s[0, 2π] s’appelle espace de Sobolev. Notons

que H0[0, 2π] coïncide avec L2[0, 2π].

L’espace de Sobolev H s(Γ )

Soit Γ la frontière d’un domaine borné simplement connexe D ⊂ R2 de classe C k, k ∈ N.

A l’aide d’une paramétrisation régulière 2π-périodique et k-fois continument différentiable

Γ = {z(t) : t ∈ [0, 2π]},

pour 0≤ s ≤ k, on peut définir l’espace Sobolev H s(Γ ) comme l’espace de toutes les fonctions

ϕ ∈ L2(Γ ) avec la propriété que ϕ◦z ∈ H s[0, 2π], avec ϕ◦z(t) = ϕ(z(t)), t ∈ R. Le produit

scalaire et la norme sur H s(Γ ) sont définis à travers le produit scalaire sur H s[0,2π] par

(ϕ,ψ)Hs(Γ ) := (ϕ ◦ z,ψ ◦ z)Hs[0,2π].

Sans perte de généralité, on a limité le domaine du paramètre à l’intervalle [0, 2π]. Ce-

pendant, nous devons permettre la possibilité de différentes représentations paramétriques

régulières pour la courbe de frontière. Par conséquent, on va montrer que notre définition

est invariante en ce qui concerne la paramétrisation.

Théorème 1.1.1 (Voir [16] p.152) Soient z et z̃ deux paramétrisations régulières 2π pério-

diques de la frontière Γ d’un domaine borné simplement connexe D ∈ R2 de classe C k, k ∈ N,

i.e.,

Γ = {z(t) : t ∈ [0,2π]} et Γ = {z̃(t) : t ∈ [0, 2π]}.

4



Alors pour 0≤ s ≤ k les espaces de Sobolev

H s(Γ ) := {ϕ ∈ L2(Γ ) : ϕ ◦ z ∈ H s[0,2π]},

avec le produit scalaire

(ϕ,ψ)Hs(Γ ) = (ϕ ◦ z,ψ ◦ z)Hs[0,2π],

et

H̃ s(Γ ) := {ϕ ∈ L2(Γ ) : ϕ ◦ z̃ ∈ H s[0,2π]}

avec le produit scalaire

(ϕ,ψ)H̃s(Γ ) = (ϕ ◦ z̃,ψ ◦ z̃)Hs[0,2π],

sont isomorphes.

Soit γ ⊂ Γ une courbe ouverte, on définit

H̃ s(γ) := {ϕ ∈ H s(Γ ) : suppϕ ⊂ γ̄},

et H̃−s(γ) est le dual topologique de H̃ s(γ).

1.2 Théorie du potentiel

La solution des problèmes aux limites pour les équations aux dérivées partielles est

l’un des plus importants domaines d’application pour les équations intégrales. Dans la se-

conde moitié du XIXe siècle, le traitement systématique des problèmes aux limites a été à

l’origine du développement systématique de la théorie des équations intégrales. Une inter-

action fructueuse s’est développée entre ces deux domaines des mathématiques appliquées.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les idées principales de ce domaine en définissant

les fonctions harmoniques et les potentiels de surface. Le lecteur intéressé à une étude plus

approfondie de la théorie du potentiel est invité à consulter les ouvrages ([16],[8]).
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1.2.1 Fonctions harmoniques

On commence par un bref aperçu des propriétés de base des fonctions harmoniques

remontant à la théorie du potentiel au début du 19ème siècle, avec des contributions de

Dirichlet, Gauss, Green, Riemann et Weierstrass.

Définition 1.2.1 Une fonction u à valeurs réelles deux fois continûment différentiable définie

sur un espace D ⊂ R2, est dite harmonique si elle satisfait l’équation de Laplace

∆u= 0,

où

∆u=
2
∑

j=1

∂ 2u
∂ x2

j

.

Les fonctions harmoniques décrivent les distributions de température indépendantes du

temps, les potentiels des champs électrostatiques et magnéto-statiques, et les potentiels de

vitesse des écoulements incompressibles de fluide irrotationnel.

La plupart des propriétés de base des fonctions harmoniques peuvent être déduites

de la solution fondamentale introduite dans le théorème suivant. Rappelons que par |x | on

note la norme euclidienne d’un vecteur x ∈ R2.

Théorème 1.2.1 La fonction

Φ(x , y) :=
1

2π
ln

1
|x − y|

, (1.2)

définie pour tout x 6= y dans R2, est dite la solution fondamentale de l’équation de

Laplace. La fonction Φ est harmonique dans R2\{y} pour y ∈ R2 fixé. La fonction Φ vérifie au

sens des distributions

∆xΦ(x , y) = δ(x − y).

Théorème 1.2.2 (Premier théorème de Green)

Soit D un domaine borné de la classe C1 et soit n le vecteur normal unitaire à la frontière ∂ D

dirigé vers l’extérieur de D. Alors, pour u ∈ C1(D̄) et v ∈ C2(D̄), nous avons :

∫

D

(u∆v +∇u∇v)d x =

∫

∂ D

u
∂ v
∂ n

ds. (1.3)
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Théorème 1.2.3 (Deuxième théorème de Green) Pour u, v ∈ C2(D̄) nous avons :

∫

D

(u∆v − v∆u)d x =

∫

∂ D

(u
∂ v
∂ n
− v
∂ u
∂ n
)ds. (1.4)

Théorème 1.2.4 (Formule de Green)

Soit D comme défini dans le théorème (1.2.2) et soit u ∈ C2(D̄) une fonction harmonique dans

D. Alors

u(x) =

∫

∂ D

{
∂ u
∂ n
(y)Φ(x , y)− u(y)

∂Φ(x , y)
∂ n(y)

}ds(y), x ∈ D. (1.5)

Théorème 1.2.5 Les fonctions harmoniques sont analytiques.

Théorème 1.2.6 (Théorème de la moyenne)

Soit u une fonction harmonique dans une boule ouverte

B (x , r) = {y ∈ R2 : |y − x |< r}

avec la frontière Ω [x , r], et continue dans la boule fermée B [x , r]. Alors

u(x) =
1
πr2

∫

B[x ,r]

u(y)d y =
1
πr

∫

Ω(x ,r)

u(y)ds(y), (1.6)

i.e. la valeur de u au centre de la boule est égale aux valeurs moyennes de l’intégrale sur la boule

et sa surface de frontière.

Théorème 1.2.7 (Principe du minimum-maximum)

Une fonction harmonique sur un domaine D ouvert connexe ne peut atteindre son maximum

ou son minimum en un point intérieur que si elle est constante.

Corollaire 1.2.1 Soit D un domaine borné et u une fonction harmonique dans D et continue

dans D̄. Alors u atteint ses bornes sur la frontière de D.

Remarque 1.2.1 Le fondement des méthodes d’équations intégrales est constitué par une for-

mule explicite permettant de déduire la solution du problème dans tout le domaine de sa connais-

sance sur le bord.

En utilisant les théorèmes de Green ( 1.2.2, 1.2.3), on peut trouver la formule de représentation

intégrale pour la solution de l’équation de Laplace.
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Théorème 1.2.8 (Formule de représentation intégrale)

Soit u ∈ C2(D)∩ C1(D̄) la solution de l’équation de Laplace

∆u= 0 dans D.

Alors

u(x) =

∫

∂ D

§

u(y)
∂Φ(x , y)
∂ n(y)

−Φ(x , y)
∂ u(y)
∂ n(y)

ª

ds(y), (1.7)

où Φ(x , y) est la solution fondamentale de l’équation de Laplace définie par (1.2).

Théorème 1.2.9 ( Holmgren)(voir [16])

Soit D comme défini dans le théorème (1.2.2) et soit u ∈ C2(D)∩C1(D̄) la solution de l’équation

de Laplace dans D telle que

u=
∂ u
∂ n
= 0 sur Σ

pour un arc ouvert Σ ⊂ Γ . Alors u= 0 dans D.

1.2.2 Potentiels simple et double couche

Définition 1.2.2 Étant donné une fonction ϕ ∈ C(∂ D), les fonctions

u(x) :=

∫

∂ D

ϕ(y)Φ(x , y)ds(y), x ∈ D, (1.8)

et

v(x) :=

∫

∂ D

ϕ(y)
∂Φ(x , y)
∂ n(y)

ds(y), x ∈ Rm\∂ D, (1.9)

sont appelées, potentiel simple couche et double couche respectivement avec la densitéϕ. En deux

dimensions, parfois, pour des raisons évidentes, nous les appellerons potentiel logarithmique

simple couche et potentiel logarithmique double couche.

Pour y ∈ Rm fixé, la solution fondamentale u = Φ(., y) représente le potentiel d’une source

ponctuelle d’unité située au point y, i.e., gradxΦ(x , y) donne le champ de force de cette

source ponctuelle agissant au point x . Le potentiel simple couche est obtenu en répartissant

des sources ponctuelles sur la frontière ∂ D. Pour h > 0, par le théorème de la moyenne
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nous avons

Φ(x , y + hµ(y))−Φ(x , y − hµ(y)) = 2hµ(y).∇Φ(x , y + θhµ(y)),

pour θ = θ (y) ∈ [−1,1]. Donc le potentiel double couche peut être interprété comme la

limite h→ 0 de la superposition des potentiels uh et u−h avec les densités ϕ/2h sur ∂ Dh et

−ϕ/2h sur ∂ D−h, respectivement, i.e., le potentiel double couche est obtenu en distribuant

des dipôles sur la frontière ∂ D.

Tant que pour tout x /∈ ∂ D on peut permuter l’intégration et la différentiation, les potentiels

simple et double couche représentent des fonctions harmoniques dans D et Rm\D̄.

Pour la solution des problèmes aux limites, on doit étudier le comportement des potentiels

sur la frontière ∂ D où les intégrales deviennent singulières. Le comportement sur la frontière

est exprimé par les théorèmes suivants (relations de sauts).

Théorème 1.2.10 Soit ∂ D de classe C2 et ϕ ∈ C(∂ D). Alors, le potentiel simple couche u de

densité ϕ est continu dans Rm. Sur la frontière nous avons

u(x) =

∫

∂ D

ϕ(y)Φ(x , y)ds(y), x ∈ ∂ D, (1.10)

où l’intégrale existe en tant qu’intégrale impropre.

Théorème 1.2.11 Soit ∂ D de classe C2, le potentiel double couche v avec la densité continue

ϕ est prolongeable par continuité de D à D̄ et de Rm\D̄ à Rm\D avec les valeurs aux limites

v±(x) :=

∫

∂ D

ϕ(y)
∂Φ(x , y)
∂ µ(y)

ds(y)±
1
2
ϕ(x), x ∈ ∂ D, (1.11)

où

v±(x) := lim
h→+0

v(x ± hµ(x)),

et où l’intégrale existe en tant qu’intégrale impropre.

Théorème 1.2.12 Soit ∂ D de classe C2. Alors pour le potentiel simple couche u avec la densité
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continue ϕ nous avons

∂ u±
∂ µ
(x) :=

∫

∂ D

ϕ(y)
∂Φ(x , y)
∂ µ(x)

ds(y)∓
1
2
ϕ(x), x ∈ ∂ D, (1.12)

où
∂ u±
∂ µ
(x) := lim

h→+0
µ(x).∇u(x ± hµ(x)),

doit être compris dans le sens d’une convergence uniforme sur ∂ D et où l’intégrale existe en tant

qu’intégrale impropre.

Théorème 1.2.13 Soit ∂ D de classe C2. Alors le potentiel double couche v avec la densité

continue ϕ satisfait

lim
h→+0

µ(x).{∇v(x + hµ(x))−∇v(x − hµ(x))}= 0, (1.13)

uniformément pour tout x ∈ ∂ D.

1.3 Fonction de Green de la bande

C’est la fonction localement intégrable G((x , y), (ξ,η)) qui satisfait au sens des dis-

tributions l’équation ∆G = δ(x − ξ, y − η) dans Ω0 = {(x , y) ∈ R2/0 < y < 1} avec la

condition de Dirichlet G|y=0 = G|y=1 = 0. Elle est donnée par l’expression(voir [19])

G((x , y), (ξ,η)) =
1

4π
log

�

coshπ(x − ξ)− cosπ(y +η)
coshπ(x − ξ)− cosπ(y −η)

�

(1.14)

et admet le comportement asymptotique suivant :

G((x , y), (ξ,η)) = −
1

2π
log r +

1
4π

log
�

4sinπη
π

�

+O(r) (1.15)

lorsque r =
p

(x − ξ)2 + (y −η)2→ 0

G((x , y), (ξ,η)) = O
�

1
|x |

�

, si |x | → +∞ ( uniformément par rapport à y ∈ [0, 1]),

(1.16)
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et

∂ G
∂ x
((x , y), (ξ,η)) = O(e−π|x |) si |x | → +∞ ( uniformément par rapport à y ∈ [0, 1]).

(1.17)

Démonstration Soit X = (x , y), X ′ = (ξ,η), et supposons que G(X , X ′) se décompose

comme suit

G(X , X ′) = −
1

2π
log r + g(X , X ′)

avec g ∈ C∞(Ω0), Ω0 = R×]0,1[. X ′ ∈ Ω0 étant fixé, on note

∆=
∂ 2

∂ x2
+
∂ 2

∂ y2
.

Il est facile de vérifier que ∆G = 0 si X 6= X ′, en effet

∂ 2G
∂ x2

=
π

4

�

1− coshπ(x − ξ)cosπ(y +η)
(coshπ(x − ξ)− cosπ(y +η))2

−
1− coshπ(x − ξ)cosπ(y −η)
(coshπ(x − ξ)− cosπ(y −η))2

�

= −
∂ 2G
∂ y2

.

Montrons que ∆G = δ(X − X ′) c.à.d

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈G,∆ϕ〉= ϕ(X ′).

En effet

〈G,∆ϕ〉=
∫

D

G∆ϕd xd y, suppϕ ⊂ D,

∫

D

G∆ϕ = lim
ε→0

∫

Dε

G∆ϕ, Dε = D\B(X ′,ε).

∫

Dε

G∆ϕ =

∫

Dε

ϕ∆G +

∫

Sε

�

G
∂ ϕ

∂ r
−ϕ

∂ G
∂ r

�

ds, Sε = ∂ B(X ′,ε).

=

∫

Sε

�

G0
∂ ϕ

∂ r
−ϕ

∂ G0

∂ r

�

ds+

∫

Sε

�

g
∂ ϕ

∂ r
−ϕ

∂ g
∂ r

�

ds

= I1(ε) + I2(ε) + I3(ε)

avec

lim
ε→0

I1(ε) = 0 car lim
r→0

r log(r) = 0 (ds = rdθ ).
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lim
ε→0

I3(ε) = 0 car g ∈ C1(B̄(X ′,ε)), (g(x)' c1 + c2r).

I2(ε) = −
∫

Sε

ϕ
∂ G0

∂ r
ds =

1
2π

∫ 2π

0

eϕ(ε,θ )dθ , eϕ(r,θ ) = ϕ(ξ+ rcosθ ,η+ rsinθ ),

alors

lim
ε→0

I2(ε) = ϕ(ξ,η).

Remarque 1.3.1 Pour construire la fonction de Green, on peut utiliser l’application conforme :

φ : z → ez de la bande {0 ≤ Imz ≤ π} sur le demi-plan {Imw ≥ 0}. La fonction de Green G0

du demi-plan est donnée par (obtenu à partir de Φ par reflexion) :

G0(z, w) = −
1

2π
ln
�

�

�

z −w
z − w̄

�

�

�= Φ(z, w)−Φ(z, w̄)

avec

z = (x , y) = x + i y, w= (ξ,η) = ξ+ iη.

Alors la fonction de Green de la bande est donnée par

G(z, w) = G0(φ(z),φ(w)) = −
1

2π
ln

�

�

�

�

ez − ew

ez − ew̄

�

�

�

�

= −
1

2π
ln

�

�

�

�

�

sinh
�

z−w
2

�

sinh
�

z−w̄
2

�

�

�

�

�

�

= −
1

4π
ln

¨

cosh2
� x−ξ

2

�

− cos2
� y−η

2

�

cosh2
� x−ξ

2

�

− cos2
� y+η

2

�

«

= −
1

4π
ln
§

cosh (x − ξ)− cos (y −η)
cosh (x − ξ)− cos (y +η)

ª

.

1.4 Problèmes linéaires mal posés et régularisation

Définition 1.4.1 (La notion de problème bien posé au sens de Hadamard)

Soit A : U ⊂ X → V ⊂ Y un opérateur borné, X et Y deux espaces de Banach. L’équation

Aϕ = f , (1.18)
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est dite bien posée si A : U → V est bijective. L’opérateur inverse A−1 : V → U est alors continu.

Sinon, on dit que l’équation est mal posée. Autrement dit, un problème est bien posé si les trois

conditions sont satisfaites : une solution existe, la solution est unique et la solution dépend

continûment de la donnée f . Le cas le plus fréquent dans l’étude des problèmes mal posés est le

cas d’instabilité quand la troisième condition n’est pas vérifiée. Pour surmonter cette difficulté,

on va proposer des méthodes de régularisation pour approcher l’opérateur inverse non borné

A−1 : A(X )→ X par un opérateur linéaire borné R : Y → X .

Définition 1.4.2 Soit A : X → Y un opérateur linéaire borné inversible, une famille d’opéra-

teurs linéaires bornés Rα : Y → X ,α > 0, avec la propriété de la convergence simple

lim
α→0

RαAϕ = ϕ

pour tout ϕ ∈ X , Rα est appelé un schéma de régularisation pour l’opérateur A,α est appelé le

paramètre de régularisation.

Supposons que f δ est une donnée perturbée (bruitée). Le schéma de régularisation se rap-

proche de la solution ϕ de (1.18) par la solution régularisée

ϕδ
α

:= Rα f δ.

Alors, par l’inégalité triangulaire, on obtient l’estimation de l’erreur d’approximation





ϕδ
α
−ϕ





≤ δ ‖Rα‖+ ‖RαAϕ −ϕ‖ .

Définition 1.4.3 Une stratégie pour un schéma de régularisation Rα,α > 0, i.e, le choix du

paramètre de régularisationα= α(δ) en fonction de l’erreur δ et la donnée f δ, est dite régulière

si pour tout f ∈ A(X ) et tout f δ ∈ Y avec




 f δ − f




≤ δ, nous avons

Rα(δ) f
δ→ A−1 f , lorsque δ→ 0.

Définition 1.4.4 (Principe de Morozov)
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Le paramètre de régularisation α pour l’erreur δ doit être choisi de telle sorte que





ARα f δ − f




= τδ,

avec un paramètre fixe τ≥ 1.

Ce principe stipule que le résidu n’excède pas (en norme L2) l’amplitude du bruit δ. Il est

montré dans le monographe [15] que ce principe est une stratégie régulière (convergente).

Décomposition en valeurs singulières SVD

La décomposition SVD est un outil particulièrement approprié pour la résolution du

problème des moindres carrés. Étant donné Ax ≈ b, avec A ∈ Rm×n et rang de A égal à

r ≤ p = min(m, n), la solution du problème des moindres carrés peut s’écrire

x = UΣV ′b ou bien x =
r
∑

i=1

u′i b

σi
vi,

où les matrices UΣV ′b sont celles de la décomposition singulière de A= UΣV ′b. A partir de

la décomposition en valeurs singulières de la matrice A, on déduit que (A′A)−1 = VΣ−2
r V ′ où

Σr = diag(σ1, ...,σ2), alors il est possible d’expliciter un élément particulier de la matrice

S = (A′A)−1 comme

si j =
n
∑

k=1

vi,kv j,k

σ2
k

.

Construction d’une méthode de régularisation admissible

Soit X , Y deux espaces de Hilbert. A : X −→ Y un opérateur compact et soit {µ j, u j, v j}

le système singulier de A. Si y ∈ R(A), la solution de Ax = y est donnée par le théorème de

Picard comme :

x =
∞
∑

j=1

1
µ j
(y, v j)u j, x := A−1 y, A−1 ' Rα.

Remarque 1.4.1 L’amplification d’erreur sur y,




y − yδ




 ≤ δ, est du aux fréquences élevées

(
1
µ j
→∞).
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On construit une régularisation en atténuant le facteur
1
µ j

.

Théorème 1.4.1 (Voir [15])

Soit A : X → Y un opérateur compact avec le système singulier {µ j, u j, v j} et soit

q : [0,+∞[×(0,‖A‖)→ R

une fonction avec les propriétés

1. |q(α,µ)| ≤ 1, pour tout α > 0 et 0< µ≤ ‖A‖ ,

2. pour tout α > 0, il existe c(α) tel que

|q(α,µ)| ≤ c(α)µ, pour tout 0< µ≤ ‖A‖ ,

3. limα→0 q(α,µ) = 1, pour tout 0< µ≤ ‖A‖ .

Alors l’opérateur Rα : Y → X ,α > 0, défini par

Rα y =
∞
∑

j=1

q(α,µ j)

µ j
(y, v j)u j,

est une stratégie de régularisation avec ‖Rα‖ ≤ c(α). Un choix α = α(δ) est admissible si

α(δ)→ 0 et δc(α(δ))→ 0 lorsque δ → 0. La fonction q s’appelle un filtre de régularisation

pour A.

Théorème 1.4.2 (Voir [15])

Les trois fonctions suivantes satisfont les hypothèses (1), (2) et (3) du théorème (1.4.1),

a) q(α,µ) =
µ2

(α+µ2)
(filtre de Tikhonov).

b) q(α,µ) = 1− (1− aµ2)1/α, pour 0< a < 1/‖A‖2 .

c) Soit q défini par

q(α,µ) =







1 µ2 ≥ α,

0 µ2 < α

(filtre de la SVD tronquée).
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Par conséquent, toutes les fonctions q définies en (a), (b) et (c) sont des filtres de régularisation

conduisant à des stratégies de régularisation optimales.

1.5 Moindres carrés non-linéaires

1.5.1 Cadre abstrait

Soit X , Y deux espaces de Hilbert, F : D(F) ⊂ X −→ Y un opérateur continu. On veut

résoudre l’équation

F(x) = y,

avec une donnée perturbée yδ tel que ‖y− yδ‖ ≤ δ. Soit x∗ la solution exacte, ie F(x∗) = y .

La fonctionnelle non linéaire de Tikhonov est donnée par

Jα,δ(x) = ‖F(x)− yδ‖2 +α‖x − x0‖2 (1.19)

On considère le problème de minimisation

Jα,δ(x) =min{Jα,δ(z), z ∈ D(F)}.

Théorème 1.5.1 (voir [9]) Supposons que F est faiblement fermée. Alors la fonctionnelle de

Tikhonov (1.19) possède un minimum global pour tout α > 0.

On note xδ
α

un minimiseur de Jα,δ.

Supposons que D(F) est convexe, soit yδ tel que ‖y − yδ‖ ≤ δ et x+ solution x0-minimale

au sens suivant

‖x+ − x0‖=min{‖x − x0‖/F(x) = y}

Sous ces hypothèses, on a le théorème de convergence suivant.

Théorème 1.5.2 (voir [9]) Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites

(i) F est Fréchet différentiable,

(ii) Il existe γ > 0 tel que ‖F ′(x+)− F ′(x)‖ ≤ γ‖x+ − x‖, pour tout x ∈ D(F)
⋂

B(x+,ε).
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(iii) Il existe w ∈ Y satisfaisant x+ − x0 = F ′(x+)∗w et

(iv) γ‖w‖< 1 .

Alors pour le choix α∼ δ, on obtient

‖xδ
α
− x+‖= O(

p

δ) et ‖F(xδ
α
)− yδ‖= O(δ).

Méthode de Levenberg-Marquardt

Cette méthode consiste à itérer la procédure :

• x0 approximation initiale

• xn+1 = xn + hn où hn est solution de l’équation

A∗nAnhn +αnhn = A∗n(y
δ − F(xn))

avec

A∗n = F ′(xn).

1.5.2 Le principe de l’écart

Arrêt du procédé dès le premier entier N = N(δ) pour lequel

‖F(xδN )− yδ‖ ≤ τδ, (τ > 1). (1.20)

Principe de Morozov : αn est solution de l’équation

‖F ′(xδ
αn
)hδn + F(xδ

αn
)− yδ‖= ρ‖F(xδ

αn
)− yδ‖ (1.21)

avec 0< ρ < 1 prédéfini.

Dans la pratique, on choisit le paramètre

αn = α0 .
1
2n

.
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1.5.3 Convergence

Théorème 1.5.3 (voir [11])

L’algorithme de Levenberg-Marquardt est convergent si la condition de non linéarité suivante

est satisfaite

‖F(x2)− F(x1)− F ′(x1)(x2 − x1)‖ ≤ c‖x1 − x2‖‖F(x1)− F(x2)‖, (1.22)

pour ‖x1 − x2‖ petit.

1.6 Dérivée de Fréchet

L’équation non-linéaire est souvent approchée par sa linéarisation autour d’une solu-

tion particulière, par exemple la méthode de Newton (ou méthode de descente). Pour cette

raison, nous introduisons la définition et les propriétés de base de la dérivée de Fréchet.

Définition 1.6.1 (Fréchet différentiabilité)

Soit X , Y deux espaces normés et soit U un sous ensemble ouvert de X . L’application A : U → Y

est dite Fréchet-différentiable au point ϕ ∈ U s’il existe un opérateur linéaire borné A′[ϕ] :

X → Y telle que




A(ϕ + h)− A(ϕ)− A′[ϕ]h




= o(‖h‖),

uniformément quand ‖h‖ → 0. A′[ϕ] est appelé la dérivée de Fréchet de A en ϕ. A est dite

Fréchet- différentiable sur U si elle est Fréchet-différentiable en tout point ϕ ∈ U.

Nous énonçons quelques propriétés de base de la dérivée de Fréchet.

Théorème 1.6.1 Soit A : U → X → Y Fréchet-différentiable et soit Z un espace normé

1. La dérivée de Fréchet de A est uniquement déterminée.

2. Si B : U → Y est Fréchet-différentiable, alors λ1A+ λ2B est Fréchet-différentiable pour

tout λ1,λ2 ∈ C et

(λ1A+λ2B)[ϕ] = λ1A′[ϕ] +λ2B′[ϕ], ϕ ∈ U .
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3. Si B : Y → Z est Fréchet-différentiable, alors B ◦ A : U → Z est Fréchet-différentiable et

(B ◦ A)′[ϕ] = B′[A(ϕ)]A′[ϕ], ϕ ∈ U .

4. Supposons que A : U → Y = L(E) est différentiable et A(ϕ) est inversible (isomorphisme)

pour tout ϕ ∈ U, alors l’application B(ϕ) = A−1(ϕ) est Fréchet-différentiable et

B′[ϕ] = −B(ϕ)A′[ϕ]B(ϕ), ϕ ∈ U .

Démonstration La preuve des trois premiers cas peuvent être trouvée, par exemple, dans

[7], pp.103-106. La dernière propriété a été prouvée dans [13].

Le théorème suivant montre que le caractère mal-posé du problème non linéaire est hérité

par sa linéarisation.

Définition 1.6.2 (Opérateur complètement continu)

Soit X et Y deux espaces de Banach et soit A : X → Y un opérateur linéaire, on dit que A

est complètement continu si l’image de toute suite faiblement convergente de X est une suite

uniformément convergente dans Y.

Théorème 1.6.2 Soit A : U ∈ X → Y un opérateur complètement continu d’un sous ensemble

ouvert U d’un espace normé X vers un espace de Banach Y et on suppose que A est Fréchet

différentiable au point ψ ∈ U. Alors la dérivée A′
ψ

est compacte.

Démonstration La preuve est basée sur le fait qu’un sous-ensemble d’un espace de Banach

est relativement compact si et seulement s’il est totalement borné. Pour plus de détails, voir

le théorème 4.19 dans [13].

Exemples

Dérivée d’un opérateur intégral non linéaire

Théorème 1.6.3 Soit D un ouvert de R3, et soit f (x , y, z) une fonction réelle de 3 variables

de classe C1(D), A une fonction g ∈ C1([a, b]) on associe la fonction F définie par l’intégrale

F(x) =

∫ b

a

f (x , y, g(y))d y, x ∈ [c, d].
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L’opérateur non linéaire

F : V →W
g→F

avec V et W deux espaces fonctionnels (par exemple V = C1([a, b]), W = C([c, d])), possède

les propriétés suivantes :

1. F est différentiable

2. L’opérateur dérivée Aw= DF (g; w) est donné par

(Aw)(x) =

∫ b

a

∂ f (x , y, g(y))
∂ z

w(y)d y, x ∈ [c, d] (1.23)

Démonstration Nous avonsF : V →W
g→F

,F est différentiable en g s’il existe K ∈ L (V, W )

tel que

lim
h→0

‖F (g + h)−F (g)− Kh‖W

‖h‖
= 0.

On note Kh= Kgh= DF (g; h), la formule de Taylor montre que













f (., ., g + h)− f (., ., g)− h
∂ f (., ., g)
∂ z













∞
≤ C ‖h‖2

∞ , C =
1
2





D2 f






∞ . (1.24)

Si on note

Kgh(x) =

∫ b

a

∂ f (x , y, g(y))
∂ z

h(y)d y,

alors (1.24) entraine





F (g + h)−F (g)− Kgh






∞ ≤ C ′ ‖h‖2
∞ , C ′ = 2a× C .

Ce qui prouve le théorème 1. �

Théorème 1.6.4 Soit f (x , y, z, d) une fonction réelle de 4 variables de classe C2(D), D ouvert

de R4. A une fonction g ∈ C2([a, b]) on lui associe la fonction F1 définie par une intégrale

F1(x) =

∫ b

a

f (x , y, g(y), g ′(y))d y, x ∈ [c, d].
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On étudie l’opérateur non linéaire

F1 : V →W
g→F1

avec V et W deux espaces fonctionnels (par exemple V = C1([a, b]), W = C([c, d])), alors on

a

1. F1 est différentiable

2. L’opérateur dérivée DF1(g; w) est donné par

DF1(g; h)(x) =

∫ b

a

∂ f1(x , y, g(y), g ′(y))
∂ z

h(y)d y+

∫ b

a

∂ f1(x , y, g(y), g ′(y))
∂ z′

h′(y)d y,

Démonstration Nous avons

F1(x) =

∫ b

a

f (x , y, g(y), g ′(y))d y, x ∈ [c, d],

en utilisant la formule de Taylor, on aura

f1(., ., g + h, g ′ + h′)− f1(., ., g, g ′) =
∂ f1(., ., g, g ′)

∂ z
h+

∂ f1(., ., g, g ′)
∂ z′

h′ + o ‖h‖2
C1 .

Si on note par

(K1gh)(x) =

∫ b

a

�

∂ f1(x , y, g(y), g ′(y))
∂ z

h(y) +
∂ f1(x , y, g(y), g ′(y))

∂ z′
h′(y)

�

d y,

on aura




F1(g + h)−F1(g)− K1gh






∞ ≤ C ‖h‖2
C1

alors F1 est différentiable et l’opérateur dérivée DF1(g; w) est donné par

DF1(g; h)(x) =

∫ b

a

∂ f1(x , y, g(y), g ′(y))
∂ z

h(y)d y +

∫ b

a

∂ f1(x , y, g(y), g ′(y))
∂ z′

h′(y)d y.

ce qui achève la démonstration. �
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Cas particulier : F2 : C1
0 [a, b]→ C[a, b]

F2(x) =

∫ b

a

f (x , y, g(y))g ′(y)d y, x ∈ [c, d],

f est de classe C1. Alors

DF2(g; h)(x) =

∫ b

a

∂ f (x , y, g(y))
∂ z

g ′(y)h(y)d y +

∫ b

a

f (x , y, g(y))h′(y)d y

DF2(g; h)(x) =

∫ b

a

�

∂ f (x , y, g(y))
∂ z

g ′(y)−
∂ f (x , y, g(y))

∂ y
−
∂ f (x , y, g(y))

∂ z

�

h(y)d y.

(1.25)
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Chapitre 2

Problème direct

2.1 Position du problème

On considère le domaine Ω ⊂ R2 défini par

Ω= {(x , y) ∈ R2 : 0< y < 1− h(x)} (2.1)

où h : R→ [0, 1] est une fonction continue qui est une paramétrisation d’une perturbation

locale d’une bande Ω0 = {(x , y) ∈ R2 : 0 < y < 1}. On suppose qu’il existe a > 0 et

0< b < 1 tel que h ∈ C2[−a, a] et satisfait

1) h(x) = 0 si |x | ≥ a; 2) 0≤ h(x)≤ b si |x | ≤ a.

La frontière Γ de Ω est décomposée comme suit Γ = Γ0∪Γ1 avec Γ0∩Γ1 = ; et Γ1 = Γ−1 ∪γ∪Γ
+
1

tels que Γ+1 = {(x , 1); x > a}, Γ−1 = {(x , 1); x < −a} (voir Figure 1) et γ est l’arc

γ= {(x , y) ∈ R2; y = 1− h(x), |x | ≤ a}.

Considérons le problème aux limites suivant : étant donné f ∈ H3/2(R), trouver u ∈ H1(Ω)
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satisfaisant :


















4u= 0 dans Ω;

u= f sur Γ0;

u= 0 sur Γ1.

(2.2)

On montre qu’il existe un relèvement u f ∈ H2(Ω). Puis on montre qu’il existe une solution

unique u tel que v = u − u f est dans l’espace H1
0(∆,Ω) = {v ∈ H1

0(Ω);∆v ∈ L2(Ω)}. Pour

le calcul numérique on utilise l’approche intégrale. On représente la solution à l’aide des

potentiels, définis sur l’arc γ, avec un noyau faisant intervenir la fonction de Green du La-

placien dans la bande Ω0 = R×]0,1[.

-
x

6y

Ω

Γ1
γ

0

A B

Γ0

Figure 1 : Domain Ω

2.2 Existence et unicité

On va montrer que le problème direct (2.2) est bien posé.

Théorème 2.2.1 Supposons que f ∈ H3/2(R). Alors

1. il existe un relèvement u f ∈ H2(Ω) tel que u f (x , 0) = f (x), u f (x , 1) = 0.

2. le problème (2.2) possède une solution unique u ∈ H1(Ω).

3. la solution u ∈ H2
loc(Ω).

Démonstration

1. En utilisant la transformée de Fourier de la fonction f on définit u f par

u f (x , y) = w0(x , y)ϕ0(y)

24



où

w0(x , y) =F−1(e−y|ξ|
bf (ξ))

et ϕ0 est une fonction de troncature de classe C2[0,1] telle que

ϕ0(y) =







1, si 0< y < b/2,

0, si b < y < 1.
(2.3)

Il est facile de voir que u f ∈ H2(Ω) et u f (x , 0) = f (x).

2. On pose v = u−u f et F = −∆u f ∈ L2(Ω), alors v satisfait le problème avec la condition

de Dirichlet homogène :






4v = F dans Ω;

v = 0 sur Γ .
(2.4)

La forme bilinéaire a(v, w) =
∫

Ω
∇v∇wd xd y , v, w ∈ H1

0(Ω), est coercive puisqueΩ est

borné dans la direction des y . Par le théorème de Lax-Milgram, il existe une solution

faible unique v ∈ H1
0(Ω), de plus ‖v‖H1 ≤ C ‖F‖L2 (voir [4]).

3. Maintenant on va montrer que v ∈ H2
loc(Ω). Les coins A et B de Γ1 ont un angle inférieur

à π, alors d’après la théorie de régularité v ∈ H2(ΩR), ΩR = {(x , y) ∈ Ω; |x | ≤ R}, pour

tout R≥ a (voir [10]). �

Théorème 2.2.2 La fonction f 7→ g = ∂ u
∂ y (x , 0), où u est la solution du problème Dirichlet

(2.2), est continue de H3/2(R) dans L2(R).

Démonstration D’après le (théorème 2.2.1 propriété 3) g ∈ L2
loc(R). Il suffit de montrer

que g est dans L2(R0,+∞) pour R0 ≥ a + 1. Soit v ∈ H1
0(Ω) la solution de (2.4). On pose

w = θ (x)v où θ ∈ C2(R) est une fonction de troncature telle que θ (x) = 0 pour x ≤ a et

θ (x) = 1 pour x ≥ R0. Alors w satisfait l’équation







4w= F1, dans Ω+a =]a,+∞[×]0, 1[;

w= 0, sur Γ+a = ∂Ω
+
a .

(2.5)

avec

F1 = θ F + vθ ′′ + 2θ ′
∂ v
∂ x
∈ L2(Ω+a ).
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‖F1‖L2 ≤ ‖F‖L2 + ‖θ‖C2[a,R],

‖u‖H1(Ω) ≤ CR‖F‖L2 ≤ CR‖ f ‖H3/2 .

On peut supposer dans (2.5) que a = 0 (après une translation dans la direction des x) et

utilisant la transformée de Fourier sinus

bw(ξ, y) =

√

√ 2
π

∫ ∞

0

w(x , y) sin (ξx)d x , bF1(ξ, y) =

√

√ 2
π

∫ ∞

0

F1(x , y) sin (ξx)d x ,

on obtient l’équation différentielle du second ordre en y







bw y y − ξ2
bw= bF1(ξ, y), y ∈]0, 1[,

bw(ξ, 0) = 0, bw(ξ, 1) = 0,
(2.6)

avec la solution

bw(ξ, y) =

∫ 1

0

G(ξ, y, z)bF1(ξ, z)dz,

où G(ξ, y, z) est la fonction de Green

G(ξ, y, z) =
1

ξ coshξ







sinh(ξz) sinh(ξ(1− y)), z ≤ y;

sinh(ξy) sinh(ξ(1− z)), z ≥ y.
(2.7)

Alors
∂ bw
∂ y
(ξ, 0) =

−1
coshξ

∫ 1

0

sinh(ξ(1− z))bF1(ξ, z)dz,

ce qui implique que

∀ξ≥ 0,

�

�

�

�

∂ bw
∂ y
(ξ, 0)

�

�

�

�

2

≤
∫ 1

0

|bF1(ξ, z)|2dz,

d’où












∂ w
∂ y
(·, 0)













L2(0,+∞)
≤ ‖F1‖L2((0,+∞)×]0,1[).

D’autre part nous avons

‖F1‖L2((R,+∞)×]0,1[) ≤ 2‖‖θ‖C2(‖F‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω))

≤ C1‖F‖L2(Ω) ≤ C2‖ f ‖H3/2(R),
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et comme w= v pour x ≥ R0 et v = u− u f , alors on obtient

g(x) =
∂ w
∂ y
(x , 0) +

∂ u f

∂ y
(x , 0), x ≥ R0

on en déduit que

‖g‖L2 ≤ C2‖ f ‖H3/2 + ‖ f ′‖0 ≤ C3‖ f ‖H3/2 .

Ce qu’il fallait démontrer. �

Le théorème suivant est un résultat d’unicité du problème direct (2.2) dans H1
loc(Ω).

Théorème 2.2.3 (Unicité) Supposons que u ∈ H1
loc(Ω) satisfait























4u= 0 dans Ω,

γ0(u) = 0 sur Γ ,
∫ 1

0

|u(x , y)|2d y → 0 lorsque |x | → +∞.

(2.8)

Alors u= 0.

Démonstration

1. Dans la demi-bande Ω+a =]a,+∞[×]0, 1[, u a la représentation

u(x , y) =
∞
∑

n=1

sin(nπy)
�

Ane−nπ(x−a) + Bnenπ(x−a)
�

,

alors

∀R> a,

∫ 1

0

|u(R, y)|2d y =
2
π

∞
∑

n=1

�

Ane−nπ(R−a) + Bnenπ(R−a)
�2

.

Si R→ +∞ on en déduit que, pour tout n ∈ N∗

lim
R→+∞

[Ane−nπ(R−a) + Bnenπ(R−a)] = 0,

donc ∀n≥ 1, Bn = 0 et An =
2
π

∫ 1

0
u(a, y) sin(nπy)d y .

Alors pour tout |x | ≥ R et y ∈ [0, 1], on en déduit l’estimation,

|u(x , y)|+
�

�

�

�

∂ u
∂ x
(x , y)

�

�

�

�

≤ C(a)‖u‖H1(Ωa)e
−πR. (2.9)
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2. On suppose que (2.8) est vérifié. On applique le deuxième théorème de Green sur

ΩR = {(x , y) ∈ Ω; |x |< R}, pour R≥ a, on a

∫

ΩR

|∇u|2d xd y =

∫ 1

0

�

u
∂ u
∂ x

�

�

�

�

x=R

+ u
∂ u
∂ x

�

�

�

�

x=−R

�

d y.

L’inégalité (2.9) implique que

∫

ΩR

|∇u|2d xd y = O(e−2πR).

Lorsque R→ +∞, on en déduit que ∇u = 0 dans Ω, et donc u est constante dans Ω.

Comme γ0(u) = 0, il s’ensuit que u= 0 dans Ω. �

2.3 Problème non perturbé

On appelle problème non perturbé le problème posé dans la bande Ω0 = R×]0,1[ :

(P0)







4u0 = 0 dans Ω0,

u0(x , 0) = f (x), u0(x , 1) = 0, ∀x ∈ R.
(2.10)

Pour la construction de la solution on utilise la transformée de Fourier partielle par

rapport à x . On pose bf (ξ) = (F f )(ξ), bu0(ξ, y) =F (u0(., y)), on suppose que f ∈ L2(R) et

u0 ∈ H2
loc(Ω0)∩H1(Ω0). Le problème P0 est alors équivalent à



















−ξ2
Òu0 + Òu0 y y = 0, 0< y < 1

Òu0(ξ, 0) = bf (ξ),

Òu0(ξ, 1) = 0.

On résout l’équation pour tout ξ ∈ R fixé, la solution générale s’écrit

Òu0(ξ, y) = C1 sinhξ(1− y) + C2 coshξ(1− y), C1 = C1(ξ), C2 = C2(ξ).

Pour déterminer C1 et C2, on utilise les conditions aux limites,
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nous avons

Òu0(ξ, 1) = 0⇒ C2 = 0,

d’autre part

Òu0(ξ, 0) = bf (ξ),

ce qui entraine

C1(ξ) =
bf (ξ)

sinhξ
.

Donc

Òu0(ξ, y) =
sinhξ(1− y)

sinhξ
bf (ξ).

Si on note

a(ξ, y) =
sinh(ξ(1− y))

sinhξ
,

alors

Òu0(ξ, y) = a(ξ, y)bf (ξ).

Donc la solution formelle du problème est donnée par

u0(x , y) =
1
p

2π

∫ +∞

−∞
a(ξ, y)bf (ξ)ei xξdξ. (2.11)

Proposition 2.3.1 Supposons que f ∈ H3/2(R). Alors u0 ∈ H2(Ω0) et

(i) ‖u0‖H2(Ω0) ≤ C‖ f ‖H3/2(R),

(ii)













∂ u0

∂ y
(x , o)













L2(R)
≤ C‖ f ‖L2(R).

Démonstration

(i) On utilise le comportement asymptotique de a(ξ, y) :

a(ξ, y)' 1− y, si ξ→ 0 et a(ξ, y)' e−y|ξ| si |ξ| → +∞.

En effet, par exemple nous avons

∫

Ω0

�

�

�

�

∂ 2u0

∂ x2

�

�

�

�

2

d xd y =

∫

R
ξ4|bf (ξ)|2

�

∫ 1

0

|a(ξ, y)|2d y

�

dξ
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et
∫ 1

0

|a(ξ, y)|2d y ≤
∫ 1

0

e−2y|ξ|d y ≤
1

2|ξ|
.

Alors
∫

Ω0

�

�

�

�

∂ 2u0

∂ x2

�

�

�

�

2

d xd y ≤
∫

R
|ξ|3|bf (ξ)|2dξ≤ ‖ f ‖H3/2(R).

(ii) Nous avons Ó∂ u0
∂ y (ξ, 0) = −(ξ cothξ)bf (ξ). Comme la fonction ξ 7→ ξ cothξ est bornée

sur R alors












∂ u0

∂ y
(x , 0)













L2(R)
≤ C‖ f ‖0.

�

2.4 Méthode des équations intégrales

Soit u une solution du problème (2.2) et u0 la solution du problème non perturbé (P0)

. Posons v0 = u− u0, alors v0 ∈ H1(Ω)∩H2
loc(Ω) est solution du problème suivant































4v0 = 0 dans Ω,

v0 = 0 sur Γ0,

v0 = −u0 sur γ,

v0 = 0 sur Γ1 \ γ.

(2.12)

On applique la formule de Green aux fonctions harmoniques v0 et G(., (ξ,η)) fonction de

Green de la bande Ω0 définie par (1.14) dans le domaine ΩR,ε = ΩR\B((ξ,η),ε) avec

0< ε < η, ΩR = {(x , y) ∈ Ω : |x |< R}

(voir Figure 2), on obtient

∫

∂ΩR,ε

�

v0
∂ G
∂ n
− G

∂ v0

∂ n

�

ds = 0.

La fonction v0 ∈ H1(Ω) satisfait la propriété de décroissance dans (2.8). Puis de la preuve
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du théorème (2.2.3), (partie 1, estimation (2.9)), on en déduit que

lim
R→+∞

∫ 1

0

�

|v0(±R, y)|2 + |
∂ v0

∂ x
(±R, y)|2

�

d y = 0,

et (1.16)-(1.17) conduit à la limite

lim
R→+∞

∫ 1

0

(v0
∂ G
∂ x
− G

∂ v0

∂ x
)|x=±Rd y = 0. (2.13)

Alors, lorsque R→ +∞ et ε→ 0, on obtient la formule de représentation intégrale

v0(ξ,η) =

∫

γ

�

v0
∂ G
∂ n
− G

∂ v0

∂ n

�

ds, (ξ,η) ∈ Ω. (2.14)

Posons ψ = ∂ v0
∂ n |γ qui est inconnue, et q = −v0|γ = u0|γ connue via (2.11). Lorsque

(ξ,η) tend vers un point (t, 1 − h(t)) de γ, on obtient l’équation intégrale de première

espèce

Sψ=
1
2

q+ D(q) sur γ, (2.15)
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avec l’opérateur intégral S (resp. D) de la théorie du potentiel simple couche (resp.double

couche) définis pour M ∈ γ par

Sψ(M) =

∫

γ

G(M , M ′)ψ(M ′)ds(M ′), (2.16)

Dq(M) =

∫

γ

∂ G
∂ n
(M , M ′)q(M ′)ds(M ′), (2.17)

respectivement.

La solvabilité de (2.15) découle de la théorie du potentiel développée dans le cadre des

espaces de Sobolev H̃ s(γ), s > 1/2, (voir [18, 16, 20, 5]). Une fois l’équation (2.15) est

résolue, on a la solution

v0(M) =

∫

γ

�

q(M ′)
∂ G
∂ n
(M , M ′)− G(M , M ′)ψ(M ′)

�

ds(M ′), M ∈ Ω. (2.18)

Pour la solution numérique de l’équation intégrale (2.15), une paramétrisation de γ est

nécessaire.

2.4.1 Paramétrisation de l’équation intégrale

Afin d’utiliser les résultats de l’équation intégrale sur un contour, on considère l’exten-

sion γ̃ de γ définie par γ̃ = γ ∪ γ+, où γ+ = {(x , 1 + h(x)),−a < x < a}. On prolonge la

donnée q sur γ+ par symétrie q(x , 1+h(x)) = −q(x , 1−h(x)) et à l’aide de la paramétrisation

de γ̃

z(t) = (x(t), y(t)), 0≤ t ≤ 2π

on transforme (2.15) comme suit

1
2π

∫ 2π

0

L(t, s)ϕ(s)ds = 2q(t) +
1
2

∫ 2π

0

M(t, s)q(s)ds, 0≤ t ≤ 2π (2.19)

où

ϕ(t) =ψ(z(t))|z′(t)|, q(t) = q(z(t))
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et

L(t, s) = log
�

coshπ(x(t)− x(s))− cosπ(y(t)− y(s))
coshπ(x(t)− x(s))− cosπ(y(t) + y(s))

�

, (2.20)

M(t, s) =
sinhπ(x(t)− x(s))y ′(s)− sinπ(y(t) + y(s))x ′(s)

coshπ(x(t)− x(s))− cosπ(y(t) + y(s))

+
− sinhπ(x(t)− x(s))y ′(s) + sinπ(y(t)− y(s))x ′(s)

coshπ(x(t)− x(s))− cosπ(y(t)− y(s))
.

(2.21)

Pour la discrétisation des opérateurs intégraux, on note que le noyau L(t, s) peut être dé-

composé sous la forme

L(t, s) = log
�

4sin2
� t − s

2

��

+ k(t, s), (2.22)

où k et M sont réguliers avec des valeurs diagonales

k(t, t) = log

�

4 sin2πy(t)
|z′(t)|2

�

(2.23)

et

M(t, t) =
−x ′′(t)y ′(t) + y ′′(t)x ′(t)

|z′(t)|2
− cot(πy(t))x ′(t). (2.24)

On a utilisé la limite

lim
s→t

log

�

2 sin( t−s
2 )

t − s

�

= 0.

On écrit l’équation (2.19) sous forme opérationnelle

(A+ K)ϕ = q+ Bq, (2.25)

avec

Aϕ(t) =
1

2π

∫ 2π

0

h

log
�

4sin2
� t − s

2

��

− 2
i

ϕ(s)ds, 0≤ t ≤ 2π (2.26)

et

Kϕ(t) =
1

2π

∫ 2π

0

[k(t, s) + 2]ϕ(s)ds, Bq(t) =

∫ 2π

0

M(t, s)q(s)ds, 0≤ t ≤ 2π. (2.27)

Les propriétés des opérateurs A, K et B sont données par le lemme suivant (voir Kress
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[16]).

Lemme 2.4.1 Pour tout r ≥ 0, on a :

• L’opérateur A : H r[0, 2π]→ H r+1[0, 2π] est borné et bijectif.

• L’opérateurs K est compact de H r[0, 2π] dans H r+1[0,2π].

• B est borné dans H r+1[0,2π].

Les potentiels S et D définis dans (2.16) ont les propriétés suivantes (voir [16]).

Lemme 2.4.2 Le potentiel simple-couche est un opérateur linéaire borné de H̃−1/2(γ) dans

H1
loc(Ω). Le potentiel double-couche est un opérateur linéaire borné de H̃1/2(γ) dans H1

loc(Ω).

Théorème 2.4.1 L’équation intégrale (2.25) possède une solution unique i.e N(A+ K) = {0}.

Démonstration Supposons que (A+K)ϕ = 0. On associe à ϕ le potentiel v0(M) défini par

l’intégrale (2.18) ( avec q = 0). En utilisant le (lemme 2.4.2) et le comportement asymptô-

tique de G(M , M ′) lorsque |x | → +∞ (voir (1.16)-(1.17)), on peut montrer que v0 satisfait

le théorème d’unicité (2.2.3). Donc v0 = 0 dans Ω, il s’ensuit que ψ = ∂ v0
∂ n |γ = 0, donc

ϕ(t) =ψ(z(t))|z′(t)|= 0.

2.4.2 Méthode de Nyström

Dans cette partie, on utilise la méthode de Nyström pour l’approximation numérique

de l’équation intégrale (2.25) de première espèce avec des noyaux faiblement singuliers.

En suivant (Kress [16]), on construit des quadratures numériques pour l’intégrale impropre

(Qϕ)(t) =
1

2π

∫ 2π

0

log
h

4 sin2
� t − s

2

�i

ϕ(s)ds? (2.28)

en remplaçant la fonction périodique continue ϕ par son polynôme d’interpolation trigono-

métrique décrit dans ([16], sect. 11.3). En utilisant la base de Lagrange (L j), on obtient

(Qnϕ)(t)'
2n−1
∑

j=0

Rn
j (t)ϕ(t j), t j =

jπ
n

, (2.29)

34



avec les poids de quadrature

Rn
j (t) =

1
2π

∫ 2π

0

log
h

4 sin2
� t − s

2

�i

L j(s)ds, j = 0, ..., 2n− 1. (2.30)

Plus précisément nous avons Rn
j (tk) = Rn

| j−k| tel que

Rn
j = −

1
n

¨

n−1
∑

m=1

1
m

cos
�

mj
π

�

+
(−1) j

2n
, j = 0, ..., 2n− 1

«

. (2.31)

Ainsi, nous avons le système algébrique

2n−1
∑

j=0

�

Rn
|i− j| +

1
n

k(t i, t j)
�

ϕ(t j) = 2q(t i) +
1

2n

2n−1
∑

j=0

M(t i, t j)q(t j), i = 0, ..., 2n− 1. (2.32)

Remarque 2.4.1 Dans le calcul numérique, on approche l’intégrale de Fourier (2.11) par le

polynôme trigonométrique

u0n(x , y) = π
n
∑

j=−n

a(ξ j, y) f̂ (ξ j)e
i xξ j , ξ j = jπ. (2.33)

En particulier si f (x) = qa(x − x0), où qa est une fonction paire (gaussienne), alors

f̂ (ξ) = eiξx0 q̂a(ξ),

et nous avons

u0n(x , y) = π
n+1
∑

j=1

H j(y) cos(π j(x − x0)), (2.34)

où

H j(y) = a(ξ j, y)q̂a(ξ j). (2.35)
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FIGURE 2.1 – (Gauche) Solution ϕ de l’équation intégrale (2.25), (Droite) Lignes de niveau
de la solution v0 donnée par (2.18) dans le domaine ΩR, R= 4.

2.5 Résultats numériques

Pour illustrer nos résultats numériquement, on considère la condition aux limites f (t)

et la paramétrisation de l’arc h(t) comme suit :

f (t) = a1 exp(−c1(t − t1)
2 + a2 exp(−c2(t − t2)

2),

avec a1 = 3, c1 = 2, a2 = 1, c2 = 1, t1 = −1, t2 = 1, et

h(t) = H(a2 − t2)× [(t − t0)
2 + b],

avec a = 2, b = 1, H = 0.03, t0 = 1.

Dans la discrétisation, on utilise les paramètres :

a = 2, n = 80 qui est le nombre de points dans [0,π], et x j = a cos( jπ
n ), j = 1, · · · , n, les

points de [−a, a].

Dans l’approximation de l’intégrale de Fourier (2.33), on utilise l’intervalle ξ ∈ [0,ξmax]

avec ξmax = Mπ, M = n/2 et les points ξ j =
jπ
2 , j = 1, · · · , n. Les figures (2.1) et (2.2)

montrent les résultats de la simulation.
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FIGURE 2.2 – (Gauche) Lignes de niveau de la Solution u0 du problème non perturbé,
(Droite) Lignes de niveau de la solution u= v0 + u0 du problème direct (2.2).
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Chapitre 3

Problème inverse

On est concerné par le problème inverse suivant : soit u une fonction harmonique dans

Ω, étant donné f := u|Γ0 et g := ∂ u
∂ y |Γ0 , g ∈ L2(R), déterminer h(x) la paramétrisation de γ,

telle que

γ : y = 1− h(x), −a ≤ x ≤ a.

On commence par donner le théorème d’unicité.

3.1 Unicité de la solution

Théorème 3.1.1 Soient Ω1 et Ω2 deux bandes (perturbées) avec deux arcs de frontière γ1 et

γ2 de classe C2, respectivement. Notons par u1 et u2 les solutions du problème (2.2) avec les

domaines Ω1 et Ω2, respectivement, et supposons que

u1 = u2 et
∂ u1

∂ y
=
∂ u2

∂ y
sur Γ0.

Alors γ1 = γ2 à condition que f 6= 0.

Démonstration

• Supposons que Ω1 6= Ω2 et soit u = u1 − u2, alors ∆u = 0 dans Ω12 = Ω1 ∩ Ω2 et

u|y=0 =
∂ u
∂ y |y=0. Le théorème de Holmgren (1.2.9) implique que u= 0 dans le voisinage

de l’axe y = 0, et par analyticité u1 = u2 dans Ω12.
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FIGURE 3.1 –

• Sans nuire à la généralité, on peut supposer que l’ouvert W = Ω2 \ Ω̄1 est connexe

et non vide (voir Figure 3.1). Alors d’après les conditions aux limites on peut déduire

que u2 = 0 sur le bord de W . Le principe du maximum pour les fonctions harmoniques

implique que u2 = 0 dans W et par analyticité il s’ensuit que u2 = 0 dans Ω2. Or ceci

contredit le fait que f n’est pas identiquement nulle. Ce qui achève la preuve. �

3.2 L’équation intégrale non-linéaire

Nous allons montrer que le problème inverse est équivalent à un système d’équations

intégrales non-linéaires. Pour cela on utilise la représentation intégrale (2.18), alors l’équa-

tion g = ∂ v0
∂ y |Γ0 s’écrit

H ′q−Hψ=g (3.1)

où

Hψ(x) =
∫ a

−a

ψ(x ′)H(x , x ′, 1− h(x ′))ω(x ′)d x ′, ω(x ′) =
Æ

1+ h′2(x ′), (3.2)

avec

H(x , x ′, y ′) =
∂ G
∂ y
((x , y), (x ′, y ′))

�

�

�

�

y=0

, (3.3)
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et

H ′q(x) =

∫ a

−a

q(x ′)H ′(x , x ′, h(x ′))d x ′ (3.4)

avec

H ′(x , x ′, h(x ′)) =
∂ H
∂ x ′
(x , x ′, 1− h(x ′))h′(x ′) +

∂ H
∂ y ′
(x , x ′, 1− h(x ′)). (3.5)

Alors on obtient le système

S(h)ψ=
1
2

q+ D(h)q, q(x) = u0(x , 1− h(x)) (3.6)

H ′(h)q−H (h)ψ=g. (3.7)

Le système (3.6)-(3.7) est linéaire par rapport à ψ et non linéaire par rapport à h. On

remarque que H et H ′ sont de classe C∞ en x avec une décroissance rapide e−π|x |, comme

h ∈ C1[−a, a], alors g ∈ C∞(R) décroit comme |g(x)|= O(e−π|x |).

3.3 Algorithme de reconstruction

Nous proposons la méthode itérative suivante (méthode de Gauss-Newton) pour ré-

soudre approximativement le système (3.6)-(3.7). Il s’agit d’une linéarisation partielle du

système par rapport à la variable h : la paramétrisation de l’arc γ, étant donné une approxi-

mation h0, on résout d’abord l’équation linéaire

S(h0)ψ=
1
2

q0 + D(h0)q0, q0(x) = u0(x , 1− h0(x)) (3.8)

par rapport à ψ, puis pour ψ fixé, on remplace (3.7) par l’équation linéarisé

DH ′(h0; wq0)− DH (h0; wψ)=H (h0)ψ−H ′(h0)q0 + g (3.9)

que nous devons résoudre pour w afin d’améliorer l’approximation de la frontière donnée

par la paramétrisation h dans la nouvelle approximation donnée par h= h0+w. La méthode

consiste à itérer cette procédure. Pour une étude plus approfondie de la méthode de Newton

régularisée pour des problèmes non linéaires mal posés, en général, on se réfère à [9], voir
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aussi le § 1.5 chapitre 1.

Les dérivées de Fréchet DH (h; k) et DH ′(h; k) peuvent être trouvées en dérivant leurs

noyaux par rapport à h, leurs représentations sont données dans l’annexe A .

L’équation (3.6) est résolue par la méthode de Nyström. Puisque les opérateurs intégraux

DH ′ et DH ont des noyaux dans L2(R×] − a, a[), ils sont compacts de L2(] − a, a[) vers

L2(R), par conséquent l’équation intégrale (3.9) est mal posée et nécessite une régularisa-

tion. On utilise une méthode de régularisation basée sur la méthode des moindres carrés

[15]. Dans la mise en oeuvre on a utilisé la bibliothèque de Hansen [12] pour résoudre

l’équation mal posée discrète (3.9). Notre algorithme comprend les étapes suivantes :

Etape 1 : On utilise les donneés exactes h et f , pour calculer une donnée de Cauchy

g en résolvant l’équation intégrale (2.19) et en utilisant l’équation (3.1).

Etape 2 : En perturbe la donnée gδ = g +δε(t), où ε(t) est un bruit gaussien.

Etape 3 : Initialisation h= h0 et on fixe les paramètres m , n du problème discret.

Etape 4 : pour i t = 1 à i termax faire

- calculer q0(x) = u0(x , 1− h(x)) et résoudre l’équation (3.8) par la méthode de Nys-

tröm

- Résoudre l’équation linéarisée (3.9) pour w en utilisant l’algorithme des moindres

carrés

- mettre h= h0 +w

3.4 Exemples numériques

Dans cette dernière section, on présente quelques résultats numériques pour illustrer

la précision et l’efficacité de la méthode de reconstruction décrite dans la section précédente.

Nous avons choisi trois profils de γ pour tester notre algorithme de reconstruction.

Exemple 1. h1(x) = 0.2(1− x2

4 ), −2≤ x ≤ 2.

Exemple 2. h2(x) = 0.03(4− x2)(1+ x2), −2≤ x ≤ 2.

Exemple 3. h3(x) = 0.01(4− x2)(2− 2x + x2), −2≤ x ≤ 2.
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L’approximation initiale a été prise h0(x) = 0.5.hex dans la majorité des exemples.

Les données de Cauchy ( f , g) ont été obtenues en résolvant le problème de Dirichlet dans

Ω (voir Fig. 3.2), avec la condition aux limites u= f avec

f (t) = 3e−2t2
.

Dans les exemples on approche la fonction h pour l’arc de frontière inconnue γ(t) = (a cos t, 1−

h(t)), t ∈ [0,π], par un polynôme trigonométrique

h(t)≈ sin t

�

a0 +
m
∑

k=1

ak cos kt + bk sin kt

�

.

Dans tous les tests nous avons utilisé n = 50(n = 40 pour l’exemple 1) points de maillage

y j = a cos( jπ
n ), j = 0, · · · , n, pour l’arc γ(y) = (y, 1 − h(y)) (n = 150 pour les données

simulées) et x i = −2a + i 2a
n , i = 0, · · · , 2n, points de collocation. L’équation linéaire (3.9)

est réduite à un système ((2n+1)×(2m+1)). Ensuite, le problème se transforme en problème

pour déterminer 2m+ 1 coefficients {a0, (ak, bk), k = 1, · · · , m} de l’approximation.

Vu le caractère mal posé, ce système linéaire approximatif est résolu via l’algorithme des

moindres carrés lsqr_b.m d’après le package de Hansen "Regularization tools" [12].

Pour obtenir des données bruitées, on ajoute un bruit aléatoire de niveau donné δ (par

rapport à la norme L2 des données) aux données simulées g comme

gδ(t) = g(t) +δ‖g‖2σ(t)

où σ(t) représente des nombres aléatoires uniformément répartis sur l’intervalle (−1; 1).

Dans les figures (3.3-3.6), nous présentons les résultats numériques des exemples 1, 2 et

3 respectivement, impliquant à la fois des données exactes et des données bruitées. Les

reconstructions sont obtenues après une itération pour tous les exemples. Les expériences

numériques montrent des reconstructions plutôt satisfaisantes sous les restrictions :

• 0≤ h(x)≤ 0.2,

• avec l’approximation initiale appropriée h0,

• m= p le degré du polynôme qui interpole h (p = 2 pour h1 et p = 4 pour h2 et h3).
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FIGURE 3.2 – Données de Cauchy calculées par l’algorithme direct, fonction f (Gauche),
fonction g pour l’exemple 1 (Droite).

FIGURE 3.3 – Reconstruction de h1 après une itération pour des données exactes (Gauche),
et des données bruitées avec δ = 0.05 (Droite).

• 0≤ δ ≤ 0.1.

On remarque qu’avec une approximation initiale arbitraire (en particulier pour h0 = 0),

l’algorithme ne parvient pas à reconstruire la frontière. En général, la qualité de la recons-

truction est affectée par la forme de γ et du choix de h0 (voir Fig. 3.6). Comme prévu, la

première itération est stable avec l’ajout du bruit aléatoire.
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FIGURE 3.4 – Reconstruction de h2 après une itération pour des données exactes (Gauche),
et des données bruitées avec δ = 0.05 (Droite).

FIGURE 3.5 – Reconstruction de h3 après une itération pour des données exactes (Gauche),
et des données bruitées avec δ = 0.05 (Droite).

FIGURE 3.6 – Reconstruction de h3 après une itération pour des données exactes avec diffé-
rentes courbes initiales h0

44



Conclusion

Au terme de cette thèse, nous estimons que les résultats présentés contribueront au

développement de l’étude des problèmes inverses géométriques, en ouvrant de nouveaux

horizons à la recherche scientifique sur cette thématique émergente. Après avoir présenté

les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail,

• Nous avons étudié le problème direct d’une manière systématique en utilisant la mé-

thode des équations intégrales, on a discrétisé le système par la méthode de quadra-

ture avec des exemples numériques.

• Le problème inverse est réduit à un système non-linéaire, nous avons approché (par-

tiellement) ce système par la méthode itérative de Gauss Newton.

• Nous avons approché l’arc inconnu γ de la frontière par quelques modes de Fourier,

le système mal conditionné d’équations linéaires algébriques qu’on a trouvé a été ré-

gularisé par la méthode des moindres carrés.

• Nous avons obtenu des résultats numériques satisfaisantes pour le problème inverse

avec des données exactes et bruitées avec une approximation initiale appropriée, mais

si l’approximation initiale est arbitraire l’algorithme a une difficulté de reconstruire la

solution. La qualité de la reconstruction dépend de la forme de γ. Des recherches

supplémentaires sont nécessaires pour améliorer les performances de l’algorithme de

reconstruction de la frontière. Il est nécessaire d’introduire des traitements de régu-

larisation supplémentaires comme le choix de la paramétrisation de la fonction h,

l’approximation initiale h0 et le test d’arrêt pour stopper les itérations.
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Annexe

Noyaux des opérateurs intégraux

On commence par donner les expressions des noyaux des opérateurs intégraux non

linéairesH etH ′ et leurs dérivées. Suite aux définitions (3.3)-(3.5) on en déduit la formule

H(x , x ′, y ′) =
1
2

�

sinπy ′

coshπ(x − x ′)− cosπy ′

�

, (3.10)

�

∂ H
∂ x ′

,
∂ H
∂ y ′

�

(x , x ′, y ′) =
π

2

�

sinπy ′ sinhπ(x − x ′)
(coshπ(x − x ′)− cosπy ′)2

,
cosπy ′ coshπ(x − x ′)− 1
(coshπ(x − x ′)− cosπy ′)2

�

,

(3.11)

et

H ′(x , x ′, h(x ′)) =
∂ H
∂ x ′
(x , x ′, 1− h(x ′))h′(x ′) +

∂ H
∂ y ′
(x , x ′, 1− h(x ′)). (3.12)

Les dérivées de Fréchet des opérateurs intégraux H et H ′ par rapport à h peuvent être

obtenues en dérivant leurs noyaux par rapport à h (voir (1.23)-(1.25)). Plus précisément

nous avons

DH (h; k)(x) =
π

2

∫ a

−a

�

cosπh(x ′) coshπ(x − x ′)− 1

(coshπ(x − x ′) + cosπh(x ′))2

�

k(x ′)ω(x ′)d x ′, ω(x ′) =
Æ

1+ h′2(x ′),

(3.13)
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and

DH ′(h; k)(x) =

∫ a

−a

��

∂ 2H
∂ y ′2

(x , x ′, 1− h(x ′))−
∂ 2H
∂ x ′2

(x , x ′, 1− h(x ′))
�

q(x ′)

−
∂ H
∂ x ′
(x , x ′, 1− h(x ′))q′(x ′)

�

k(x ′)d x ′

=

∫ a

−a

�

K1(x , x ′)q(x ′)− K2(x , x ′)q′(x ′)
�

k(x ′)d x ′.

(3.14)

avec

K1(x , x ′) = −2π2 ×
sinπh(x ′) sinh2π(x − x ′)

(coshπ(x − x ′) + cosπh(x ′))3
(3.15)

et

K2(x , x ′) =
π

2
×

sinπh(x ′) sinhπ(x − x ′)

(coshπ(x − x ′) + cosπh(x ′))2
. (3.16)

Dans les équations précédentes, nous supposons que h ∈ C1[−a, a] et h(±a) = 0, par consé-

quent q ∈ C1[−a, a]. Pour simplifier, on suppose dans la différenciation que ω(x ′) est indé-

pendant de h, i.e dépend de h0 de l’étape précédente.
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