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Résumeé

Cette these porte sur ’étude du probléme inverse d’identification d’une portion de frontiere
y C I} d’'une bande (localement perturbée) 2, de frontiere dQ2 = I, UT}, a partir des don-
nées de Cauchy sur I, d'une fonction harmonique u dans . Cela conduit a I'étude d’'un
probléme direct (de Dirichlet) dans H!(Q). Par la méthode variationnelle on montre qu'il
est bien posé, et par la méthode des équations intégrales on construit la solution sous forme
d’un potentiel combiné simple et double couche. Pour l'identification de I'arc on montre un
résultat d’unicité, c’est-a-dire qu'une paire de données de Cauchy sur la partie accessible
[, détermine uniquement la partie manquante y de la frontiére, et on dérive un systéme
d’équations intégrales non linéaires équivalent a notre probléme inverse. Nous présentons

des exemples numériques pour le probleme direct et le probleme inverse.

Mots clés : Probleme inverse géométrique, Fonction de Green, Méthode des équations in-

tégrales.



Abstract

This thesis is dedicated to the study of the inverse problem of determining geometric shape
of a part y of the boundary of a perturbed strip Q2 from a pair of Cauchy data on I of a
harmonic function u in Q. This leads to the study of a direct Dirichlet problem in H(),
using the variational method we show that it is well posed, and by integral equation method
we seek the solution in the form of combined double- and single-layer potentials. For the
identification of the arc, we prove a uniqueness result, that is, a pair of Cauchy data on the
accessible part I}, uniquely determines the missing part y of the boundary, and we derive a
system of nonlinear integral equations equivalent to our inverse problem. We present nu-

merical examples for both the direct and the inverse problem.

Keywords : Geometric inverse problem, Green’s function, Integral equation method.
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Introduction générale

Problémes inverses

Un probleme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains parametres
(ou inconnues) d’'un modeéle doivent étre identifiées a partir d’'observations (ou mesures) du
phénomeéne. C’est également en quelques sortes le contraire d'un probléme direct : suppo-
sons que I'on dispose d’un modele. Si on se fixe des valeurs pour les parametres du modele,
on peut alors faire tourner le modele, en déduire une trajectoire, et 'observer. 1l s’agit du
probleme direct. Le probleme inverse consiste a remonter le schéma : connaissant les ob-

servations, le but est de retrouver les valeurs des parameétres (Auroux, [1]]).

Le terme probléme inverse est apparu dans les années 1960 en géophysique, mais de
nombreux problemes qui peuvent étre classés dans ce domaine ont été étudiés longtemps
auparavant. Apres leur «classifcation» dans les années 1960, ils deviennent un domaine de
recherche actif au milieu des années 1970 apres le travail classique de A.N. Tikhonov et V.
Arsenin [23]]. Au cours des années 1980 et 1990 I’étude des problemes inverses a connu un
développement tres important. Cela est du a la richesse du sujet et au fait que ces problemes

sont réellement présents dans de nombreux domaines scientifiques. Par exemple [[6] :

I'ingénierie (détecter une surface de corrosion),

e I'imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X),

I'ingénierie pétroliére (prospection par des méthodes sismiques, magnétiques, identi-

fication des perméabilités dans un réservoir),

I'hydrogéologie (identification des perméabilités hydrauliques),

iv



e la chimie (détermination des constantes de réaction),
o le traitement d’'image (restauration d’images floues),
e le radar et 'acoustique sous-marine (détermination de la forme d’un obstacle).

Du point de vue mathématique, ces problemes se répartissent en deux grands groupes. D’une
part, il y a les problémes linéaires qui se ramenent a la résolution d’'une équation intégrale
de premiere espéce dans le cas continu ou a la résolution d’'un systeme dans le cas discret. Le
recours a 'analyse fonctionnelle et a 'algebre linéaire permet d’obtenir des résultats précis
et des algorithmes efficaces. D’autre part, il y a les problémes non-linéaires, qui sont le plus
souvent des questions d’estimation de parameétres dans des équations différentielles ou aux
dérivées partielles. Les problemes non-linéaires peuvent se diviser en deux catégories selon
le parametre que 'on cherche a estimer est un vecteur ou une fonction. Les problemes non-

linéaires sont plus difficile, et il existe moins de résultats généraux (Kern, [[14]]).

Problemes mal-posés et régularisation

Les problemes inverses sont souvent classés dans la catégorie des probléemes mal-posés
introduites par HADAMARD au début du dernier sciécle. Considérons 1’équation opération-
nelle suivante :

Bu=3z, u€kE, g€F, (D

ou E et F sont deux espaces normés et B : E — F est un opérateur.

On dit que le probleme ((1) est bien posé au sens ’HADAMARD si pour tout u € E la
solution existe, elle est unique et elle dépend continiment des données. Si'une de ces condi-
tions n’est pas satisfaite le probleme est considéré comme mal-posé. L'existence et l'unicité
de la solution correspondent respectivement a la surjectivité et I'injectivité de 'opérateur B.
L'instabilité du probleme correspond a la non-continuité de 'opérateur B, dans cette situa-
tion de petites perturbations dans la donnée z peuvent mener a des solutions radicalement
différentes, ce comportement est particuliérement génant puisque la donnée z est obtenue

par l'intermédiaire d’observations. La mesure de z est donc souvent entachée d’erreurs.



La physique mathématique a longtemps ignoré les probléemes mal posés, les considérant soit
dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La réalité actuelle est
toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains problemes est reconnu et
motive de nombreuses recherches en mathématiques [2/]. Pour surmonter ce caractére mal
posé il existe ce qu’on appelle techniques de régularisation.

Régulariser un probleme mal posé, c’est le remplacer par un autre, bien posé, de sorte
que l'erreur commise soit compensée par le gain de stabilité. Dans la littérature mathéma-
tique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour résoudre les problémes mal
posés, a savoir la méthode de Tikhonov, la troncature spectrale pour les problemes linéaires,

la méthode de Landweber et les méthodes itératives pour les problemes non-linéaires.

Organisation de la these

Le probléme inverse d’identification de frontiere qu’on rencontre en ingénierie (détec-
ter une surface de corrosion) et qui est mal-posé sera notre principale préoccupation par
la suite. On s’intéresse plus pécisément a I'étude du probleme inverse d’identification d’'une
portion de frontiere y C I} d’'une bande (localement perturbée) 2, de frontiere 9Q = [[,UI],
a partir des données de Cauchy sur I, d'une fonction harmonique u dans . La these est
composée de 3 chapitres et une conclusion :

Dans le premier chapitre "Préliminaires" on rappelle les outils nécessaires a une bonne
compréhension de ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude du probleme direct qui est scindé en trois
sections principales. Dans la premiere on s’intéresse a I'étude de l'existence et I'unicité de
la solution. La représentation de la solution a I'aide des potentiels simple et double couches
en utilisant la méthode des équations intégrales fera l'objet de la deuxiéme section. Des
résultats numériques validant I’étude théorique sont exposés dans la troisieme section.

A I'égard du troisiéme chapitre, il est réparti en quatre sections. Dans la premiére on
montre un résultat d’unicité. L'objet de la deuxiéme section est de montrer 'équivalence
entre le probleme inverse et une équation intégrale non-linéaire. Nous proposons un algo-
rithme de reconstruction dans la troisiéme section. La quatrieme section est consacrée aux

tests numériques et aux discussions.
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Dans la "Conclusion" on rappelle les différentes contributions apportées par cette these
ainsi que les perspectives envisagées.

Les résultats obtenus généralisent les travaux de Cakoni, Kress et Rundel [5, [17] et
Nachaoui [21]]. Notre probleme présente des difficultés supplémentaires non seulement a

cause de la non-linéarité mais aussi a cause du caractére non borné du domaine.
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Chapitre 1

Préliminaires

L'objectif de ce chapitre est de rappeler quelques définitions, notions et résultats qui se-
ront utilisés tout au long de ce travail ou qui seront nécessaires a une bonne compréhension

de celui-ci.

1.1 Espaces fonctionnels

Soit Q un ouvert de R?. On note :
e C(Q)={f :Q2—> R, fcontinue}, si f est bornée on pose ||f ||, = max |f(x)].
e C™(2), m € N*: L'espace des fonctions m fois continiment différentiables sur (2.
o C®(Q) =),y C"().
o C.(2)={f €C(2) telleque f(x)=0Vxe€Q\K, ou K C est un compact}.
e C3(Q) : Lespace des fonctions continues et bornées.

e D(R) : L'espace des fonctions C° sur R et a support compact dans R (espace des

fonctions tests).
¢ D'(R) : Le dual topologique de D(R) (espace des distributions).
e S(R) : Lespace des fonctions a décroissance rapide sur R.

e S'(R) : Le dual topologique de S(R) ou espace des distributions tempérées sur R (es-

pace de Schwartz).



o COYQ) = { f ec(); sup% < oo} : L'espace des fonctions holderiennes.
X#y

Définition 1.1.1 Soit p€ R avec 1 < p < 00,
LP ={f : Q —> R, mesurable telle quef If (x)|P dx < o0},
Q

muni de la norme )

1l = U If(X)Ip)P .

Sip=o00
L® ={f :Q—> R, mesurable et 3C > 0 tel que |f(x)| < C p.p sur Q}.
Définition 1.1.2 Si v € LY(R), on définit sa transformée de Fourier par
1 +00
FW)&)=——= (s)e™%ds, £ €R,
P)(E V=) Y 3
et la transformée de Fourier inverse sur R est donnée par
1 +00
FW)s)=— P(s)e™dE, s eR.
Y oA Y 3

Remarque 1.1.1 (Voir [22]])

& S — S est un isomorphisme et

]|, =t
L2

De plus si 1) € L*(R), on déduit par densité la relation de Parseval

], = 1 hes,
L2

(S est dense dans L2).

Définition 1.1.3 (Série de Fourier)



Soit ¢ € L2[0,27], la série

oo

Z a,e™ (1.1

m=—o0

ol

1 2
a, = —f p(t)e ™mtdt,
27 J,

est appelée série de Fourier de , ses coefficients a,, sont appelés coefficients de Fourier de .

Définition 1.1.4 (Ouvert régulier)
On appellera ouvert régulier de classe C* de R"™ un ouvert 2 tel que, pour tout point m € 95

on peut trouver

a) un systéme de coordonnées orthonormales (y+, ..., ¥,) (on désignera par m/ [resp.m,, ] les

n— 1 premiéres [resp. la derniére | coordonnée de m),

b) un ouvert w € R"! contenant m/ et un intervalle ]a, b[ contenant m,, (on désignera par

B le "cylindre" de R" s’écrivant wx ]a, b[ dans les coordonnées (y)),

¢) une application ® de classe C* de w dans ]a, b[ telle que, dans le systéme de coordonnées

(), on ait

QNB={y €wx]a,b[, y,> oy}

Cette définition exprime que 2 se comporte comme le surgraphe d’une fonction réguliere
au voisinage de chaque point de sa frontiére. Elle affirme notamment que 92 est une hy-
persurface de R" (voir [3]] section A.2) mais elle assure en outre que € est situé localement

du méme co6té de sa frontiere.

1.1.1 Espaces de Sobolev

Définition 1.1.5 Pour tout s € R, nous définissions Uespace de Sobolev

H®R)={f €S R), (1+&2) f eLA(R)},

1 Il = UR(l +&2)

muni de la norme X

zdg)i.

£




Pour s =0, on note

||f||L2(R) = £l

Remarque 1.1.2 Sis >0, alors H*(R) c L?(R).

Définition 1.1.6 (H®[0,27])
Soit 0 < s < 00. Par H*[0,27] on désigne U'espace de toutes les fonctions ¢ € 1[0, 27t] avec
la propriété

oo
2 2
D @+m?Ya,l’ < oo,
m=—oo

pour les coefficients de Fourier a,, de ¢. Lespace H°[0,21] s’appelle espace de Sobolev. Notons

que H°[0,27] coincide avec L2[0, 27].

L’espace de Sobolev H*(T)

Soit I' 1a frontiére d’'un domaine borné simplement connexe D C R? de classe C, k € N.

ATaide d’'une paramétrisation réguliere 27t-périodique et k-fois continument différentiable
I={z(t):te[0,27]},

pour 0 < s < k, on peut définir I’espace Sobolev H*(I') comme ’espace de toutes les fonctions
¢ € L%(T) avec la propriété que poz € H*[0,2m], avec poz(t) = p(z(t)), t € R. Le produit

scalaire et la norme sur H*(T') sont définis a travers le produit scalaire sur H*[0,27] par

(¢,¢)Hs(r) =(poz,vY OZ)HS[O,ZTE]'

Sans perte de généralité, on a limité le domaine du parametre a l'intervalle [0,27]. Ce-
pendant, nous devons permettre la possibilité de différentes représentations paramétriques
régulieres pour la courbe de frontiere. Par conséquent, on va montrer que notre définition

est invariante en ce qui concerne la paramétrisation.

Théoréme 1.1.1 (Voir [[16/] p.152) Soient z et Z deux paramétrisations réguliéres 27 pério-
diques de la frontiére T' d’'un domaine borné simplement connexe D € R? de classe C¥, k € N,
ie.,

I'={z(t):t€[0,2n]} et T ={2(t):t €[0,21]}.
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Alors pour 0 < s < k les espaces de Sobolev
HY(T) :={p € L*(I"): p oz € H’[0,27]},

avec le produit scalaire

(SO,IL’)HS(F) =(poz,y OZ)HS[O,ZTE]’

et

() :={p € L*(I"): p o2 € H[0,27]}

avec le produit scalaire

(‘PJIJ)FIS(F) =(poZ, og)HS[o,zn]:

sont isomorphes.

Soit y C T" une courbe ouverte, on définit
H(y) := {¢ € H'(T) : suppy C 7},

et H™*(y) est le dual topologique de H*(y).

1.2 Théorie du potentiel

La solution des problemes aux limites pour les équations aux dérivées partielles est
I'un des plus importants domaines d’application pour les équations intégrales. Dans la se-
conde moitié du XIXe siecle, le traitement systématique des problemes aux limites a été a
I'origine du développement systématique de la théorie des équations intégrales. Une inter-
action fructueuse s’est développée entre ces deux domaines des mathématiques appliquées.
L'objectif de ce chapitre est de présenter les idées principales de ce domaine en définissant
les fonctions harmoniques et les potentiels de surface. Le lecteur intéressé a une étude plus

approfondie de la théorie du potentiel est invité a consulter les ouvrages ([[16]],[8]]).



1.2.1 Fonctions harmoniques

On commence par un bref apercu des propriétés de base des fonctions harmoniques
remontant a la théorie du potentiel au début du 19eme siecle, avec des contributions de

Dirichlet, Gauss, Green, Riemann et Weierstrass.

Définition 1.2.1 Une fonction u a valeurs réelles deux fois continiiment différentiable définie

sur un espace D C R?, est dite harmonique si elle satisfait 'équation de Laplace

Les fonctions harmoniques décrivent les distributions de température indépendantes du
temps, les potentiels des champs électrostatiques et magnéto-statiques, et les potentiels de
vitesse des écoulements incompressibles de fluide irrotationnel.

La plupart des propriétés de base des fonctions harmoniques peuvent étre déduites
de la solution fondamentale introduite dans le théoréme suivant. Rappelons que par |x| on

note la norme euclidienne d’un vecteur x € R?.

Théoreme 1.2.1 La fonction

1 1
®(x,y):=—1In

, 1.2
27 Myl (1-2)

définie pour tout x # y dans R?, est dite la solution fondamentale de Uéquation de
Laplace. La fonction & est harmonique dans R*\{y} pour y € R? fixé. La fonction ® vérifie au

sens des distributions
A®(x,y)=06(x—y).

Théoréme 1.2.2 (Premier théoréme de Green)
Soit D un domaine borné de la classe C* et soit n le vecteur normal unitaire a la frontiére 2D

dirigé vers Uextérieur de D. Alors, pour u € C(D) et v € C%(D), nous avons :

(uAV + VuVv)dx = uﬁds. (1.3)
D op 9N

6



Théoréme 1.2.3 (Deuxiéme théoréme de Green) Pour u,v € C*(D) nous avons :

J (uAv —vAu)dx = J (uQ — v—)ds (1.4)

Théoréme 1.2.4 (Formule de Green)
Soit D comme défini dans le théoréeme et soit u € C*(D) une fonction harmonique dans

D. Alors
2%(x,y)
an(y)

Théoreme 1.2.5 Les fonctions harmoniques sont analytiques.

u(x) = J (4020, )~ u(y) Jds(y), x €D. 1.5)
oD

Théoreme 1.2.6 (Théoréme de la moyenne)

Soit u une fonction harmonique dans une boule ouverte
B(x,r)={y €R?*:|y—x|<r}
avec la frontiére Q[ x,r], et continue dans la boule fermée B[ x,r]. Alors

1 1
u(x) = EJ u(y)dy = p u(y)ds(y), (1.6)
B[x,r]

Q(x,r)

i.e. la valeur de u au centre de la boule est égale aux valeurs moyennes de lintégrale sur la boule

et sa surface de frontiére.

Théoreme 1.2.7 (Principe du minimum-maximum)
Une fonction harmonique sur un domaine D ouvert connexe ne peut atteindre son maximum

ou son minimum en un point intérieur que si elle est constante.

Corollaire 1.2.1 Soit D un domaine borné et u une fonction harmonique dans D et continue

dans D. Alors u atteint ses bornes sur la frontiére de D.

Remarque 1.2.1 Le fondement des méthodes d’équations intégrales est constitué par une for-
mule explicite permettant de déduire la solution du probléme dans tout le domaine de sa connais-
sance sur le bord.

En utilisant les théorémes de Green ( [1.2.3), on peut trouver la formule de représentation

intégrale pour la solution de 'équation de Laplace.

7



Théoréme 1.2.8 (Formule de représentation intégrale)

Soit u € C*(D) N C*(D) la solution de Uéquation de Laplace

Au=0 dans D.

Alors

_ 0®(x,y) du(y)
u(x) = L D{u(y) s @(x,y)an(y)}ds(y), w7

ot ®(x, y) est la solution fondamentale de Iéquation de Laplace définie par (1.2)).

Théoréme 1.2.9 ( Holmgren) (voir [16]])
Soit D comme défini dans le théoréme et soit u € C*(D)NCY(D) la solution de Uéquation
de Laplace dans D telle que

du

u=—=0 sur 2
on

pour un arc ouvert % C I'. Alors u = 0 dans D.

1.2.2 Potentiels simple et double couche

Définition 1.2.2 Etant donné une fonction ¢ € C(3D), les fonctions

u(x) := J ¢(¥)2(x,y)ds(y), x €D, (1.8)
aD
et
v(x):= f cp(y)%ds(y), x € R™\dD, (1.9)
oD n(y)

sont appelées, potentiel simple couche et double couche respectivement avec la densité ¢. En deux
dimensions, parfois, pour des raisons évidentes, nous les appellerons potentiel logarithmique

simple couche et potentiel logarithmique double couche.

Pour y € R™ fixé, la solution fondamentale u = &(., y) représente le potentiel d’'une source
ponctuelle d’unité située au point y, i.e., grad, ®(x, y) donne le champ de force de cette
source ponctuelle agissant au point x. Le potentiel simple couche est obtenu en répartissant

des sources ponctuelles sur la frontiere dD. Pour h > 0, par le théoréme de la moyenne



nous avons

®(x,y + hu(y)) —®(x,y —hu(y)) = 2hu(y).Ve(x, y + 0hu(y)),

pour 8 = O(y) € [—1,1]. Donc le potentiel double couche peut étre interprété comme la
limite h — 0 de la superposition des potentiels u;, et u_, avec les densités ¢ /2h sur 9D, et
—/2h sur 8 D_,, respectivement, i.e., le potentiel double couche est obtenu en distribuant
des dipdles sur la frontiére 0 D.

Tant que pour tout x ¢ d D on peut permuter I'intégration et la différentiation, les potentiels
simple et double couche représentent des fonctions harmoniques dans D et R™\D.

Pour la solution des problemes aux limites, on doit étudier le comportement des potentiels
sur la frontiere d D ou les intégrales deviennent singuliéres. Le comportement sur la frontiere

est exprimé par les théorémes suivants (relations de sauts).

Théoréme 1.2.10 Soit 3D de classe C? et ¢ € C(8D). Alors, le potentiel simple couche u de

densité ¢ est continu dans R™. Sur la frontiére nous avons

u(x) = J p(y)®(x,y)ds(y), x €D, (1.10)
aD

ou l'intégrale existe en tant qu’intégrale impropre.

Théoréme 1.2.11 Soit 9D de classe C?, le potentiel double couche v avec la densité continue

¢ est prolongeable par continuité de D a D et de R™\D a R™\D avec les valeurs aux limites

va(x) = f e 453y Lp(x), xea, (1.11)
oD u(y) 2

ou

ve(x) := lim v(x £ hu(x)),

et ou l'intégrale existe en tant qu’intégrale impropre.

Théoréme 1.2.12 Soit 3D de classe C. Alors pour le potentiel simple couche u avec la densité



continue @ nous avons

881:;,: (x):= LD (p(}/)%dsw) ¥ %tp(x), x € 9D, (1.12)

ol
du,
ou

(x) := lim p(x).Vu(x £ hu(x)),

doit étre compris dans le sens d’'une convergence uniforme sur 0 D et ot l'intégrale existe en tant

qu’intégrale impropre.

Théoréme 1.2.13 Soit 3D de classe C?. Alors le potentiel double couche v avec la densité

continue  satisfait
Jim () {Vv(x +hu(x)) — Vv(x —hu(x))} =0, (1.13)

uniformément pour tout x € dD.

1.3 Fonction de Green de la bande

C’est la fonction localement intégrable G((x,y),(&,n)) qui satisfait au sens des dis-
tributions 'équation AG = &(x — &,y —n) dans Q, = {(x,y) € R*/0 < y < 1} avec la

condition de Dirichlet G|,_, = G|,-; = 0. Elle est donnée par 'expression(voir [19]])

1 coshn(x—i)—cosn(y+n)]
G((x,y),(E,n)=—1 1.14
(Ge, ), (&, m) 4 Og[coshn(x—g)—cos (y—m) ( )
et admet le comportement asymptotique suivant :
1 1 4sinm
G(Gx, ), (€ ) == logr + . log 27 ) 4 0(r) (1.15)
27 41

lorsque r = v/(x —&)2+(y —1n)2 — 0

1
G((x,y),(E,n))=0 (ﬁ) , Si |x| = +00 (uniformément par rapport a y €[0,1]),
x
(1.16)
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et

Z—i((x,y), (£,1)) = 0(e ™) si |x| = 4+ 00 (uniformément par rapport a y €[0,1]).
(1.17)
Démonstration Soit X = (x,y), X’ = (&, n), et supposons que G(X,X’) se décompose
comme suit

1
GX,X')=——1Ilogr + g(X,X")
2T

avec g € C*°(9), 2, =Rx]0,1[. X’ € Q, étant fixé, on note

02 0*
=——4+—.
ox2 Jdy2

I est facile de vérifier que AG = 0 si X # X', en effet

9°G _m ( 1—coshn(x —&)cosn(y +n) 1—coshn(x —&)cosn(y —n) ) %G

x2 4 (coshmt(x —&)—cosm(y +n))? B (coshmt(x —&)—cosm(y —n))? - _3_)/2'

Montrons que AG = §(X —X’) c.a.d

Yo € D(Q), (G,Ap)=pX).

En effet
(G,Ap) =J GAypdxdy, suppy CD,
D
fGAgozlimf GAy, D.=D\B(X',¢).
D e—0 D,
%,
GAp=| @AG+ (G—(p—goa—G)ds, S, =90B(X',€).
b D s or or
do 3G0) ( oy 8g)
= | (Gozt—p=2)d L _pZt)d
-L( °ar (par St s. gar S06’1‘ ’
=I,(€) + I,(e) + I5(¢)
avec

lir%Il(e) =0 car lir%rlog(r) =0 (ds=rd0).

11



lirréIB(e) =0 car g€ CYBX,€)), (g(x)~c,+cyr).

8G 27
L(e)= —f Lpa—rods = %f p(e,0)dO, @(r,0)=@(&+rcosd,n+rsind),
S, 0

alors

limI,(e) = ¢ (&, ).

Remarque 1.3.1 Pour construire la fonction de Green, on peut utiliser Uapplication conforme :
¢ : 2z — e® de la bande {0 < Imz < 7t} sur le demi-plan {Imw > 0}. La fonction de Green G,

du demi-plan est donnée par (obtenu a partir de ® par reflexion) :

1
Go(z,w) = o In ‘ g‘ =d(z,w)—d(z,w)

p4
Z_
avec

z=(x,y)=x+iy, w=(&,n)=&+in.

Alors la fonction de Green de la bande est donnée par

6 w) = Gy, o) =—In|" =
B 1 sinh(%)
- 2m sinh (552)

2
1 {coshz(g—g)—cosz(%)}
coshz(xz;g)—cosz(%)
. _iln{cosh(x—g)—cos(y—n)}
47 cosh(x—&)—cos(y+1n) )}

1.4 Problemes linéaires mal posés et régularisation

Définition 1.4.1 (La notion de probléme bien posé au sens de Hadamard)

Soit A: U C X — V CY un opérateur borné, X et Y deux espaces de Banach. Léquation

12



est dite bien posée si A: U — V est bijective. Lopérateur inverse A™' : V. — U est alors continu.
Sinon, on dit que U'équation est mal posée. Autrement dit, un probléme est bien posé si les trois
conditions sont satisfaites : une solution existe, la solution est unique et la solution dépend
continitment de la donnée f. Le cas le plus fréquent dans U’étude des problemes mal posés est le
cas d’instabilité quand la troisiéme condition n’est pas vérifiée. Pour surmonter cette difficulte,
on va proposer des méthodes de régularisation pour approcher Uopérateur inverse non borné

A7l : A(X) — X par un opérateur linéaire borné R: Y — X.

Définition 1.4.2 Soit A: X — Y un opérateur linéaire borné inversible, une famille d’opéra-

teurs linéaires bornés R, : Y — X, a > 0, avec la propriété de la convergence simple
limR,Ap = ¢
a—0

pour tout ¢ € X, R, est appelé un schéma de régularisation pour Uopérateur A, a est appelé le

paramétre de régularisation.

Supposons que f° est une donnée perturbée (bruitée). Le schéma de régularisation se rap-

proche de la solution ¢ de (1.18) par la solution régularisée
5. 5
¢, =R, fe.
Alors, par I'inégalité triangulaire, on obtient I'estimation de l'erreur d’approximation

|02 —¢| < & IR + IR, AP — .

Définition 1.4.3 Une stratégie pour un schéma de régularisation R,,a > 0, i.e, le choix du
paramétre de régularisation a = a(8) en fonction de Uerreur § et la donnée f°, est dite réguliére

si pour tout f € A(X) et tout f° €Y avec ||f5 —f || < &, nous avons
Ra(5)f5 —A'f, lorsque & —O.

Définition 1.4.4 (Principe de Morozov)
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Le paramétre de régularisation a pour Uerreur 6 doit étre choisi de telle sorte que
AR, f°—fll=76
Q. >

avec un parametre fixe T > 1.

Ce principe stipule que le résidu n’excéde pas (en norme L?) 'amplitude du bruit &. Il est

montré dans le monographe [[15] que ce principe est une stratégie réguliére (convergente).

Décomposition en valeurs singulieres SVD

La décomposition SVD est un outil particulierement approprié pour la résolution du
probléme des moindres carrés. Etant donné Ax ~ b, avec A € R™" et rang de A égal a
r < p = min(m,n), la solution du probléme des moindres carrés peut s’écrire

u'b

x=UXV’b oubien x= ) —v,

i1 i

ou les matrices UXV’b sont celles de la décomposition singuliére de A= UXV’b. A partir de
la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice A, on déduit que (A’A)~! = VZ_ZV’ ou
. =diag(oy,...,0,), alors il est possible d’expliciter un élément particulier de la matrice

S = (A’A)"! comme

_ lkv]k
l]
k=1

Construction d’une méthode de régularisation admissible

Soit X, Y deux espaces de Hilbert. A: X — Y un opérateur compact et soit {u;,u;, v;}
le systéme singulier de A. Si y € R(A), la solution de Ax = y est donnée par le théoreme de

Picard comme :

S -1 -1
Z— (y,vju;, x :=A"y, A ~R,.
o My

Remarque 1.4.1 Lamplification d’erreur sur y, | y—y° || < 0, est du aux fréquences élevées

(+ - o0).

M

14



. , .. ; 1
On construit une régularisation en atténuant le facteur —.
M

Théoréme 1.4.1 (Voir [15]])

Soit A: X — Y un opérateur compact avec le systéme singulier {u;, u;, v;} et soit
q :[0,+00[x(0,[|Al) = R

une fonction avec les propriétés
1. |q(a, )| <1, pourtout a>0 et 0<u<|A|,

2. pour tout a > 0, il existe c(a) tel que

lq(a, )| < c(@)u, pourtout 0 < pu < ||Al,

3. lim,_,,q(a,u) =1, pourtout 0<u < ||A]l.

Alors Uopérateur R, : Y — X, a > 0, défini par

o q(a, u;)
Ry =Y. (v,

j=1 j

est une stratégie de régularisation avec ||R,|| < c(a). Un choix a = a(&) est admissible si

a(6) = 0et 6c(a(d)) — 0 lorsque 6 — 0. La fonction q s’appelle un filtre de régularisation

pour A

Théoréme 1.4.2 (Voir [15]])

Les trois fonctions suivantes satisfont les hypothéses (1), (2) et (3) du théoréme (1.4.1)),

U2

(a+u?)

b) qla,u)=1—(1—au?)** pour 0 <a<1/|Al*.

a) qla,u)= (filtre de Tikhonov).

c) Soit q défini par

q(a,u) =

(filtre de la SVD tronquée).
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Par conséquent, toutes les fonctions q définies en (a), (b) et (c) sont des filtres de régularisation

conduisant a des stratégies de régularisation optimales.

1.5 Moindres carrés non-linéaires

1.5.1 Cadre abstrait

Soit X,Y deux espaces de Hilbert, F : D(F) C X — Y un opérateur continu. On veut

résoudre I'équation

F(x)=y,

avec une donnée perturbée y° tel que ||y —y?°|| < . Soit x* la solution exacte, ie F(x*) = y.

La fonctionnelle non linéaire de Tikhonov est donnée par
Ja5(x) = IF(x) = y°II* + allx — x> (1.19)
On considere le probleme de minimisation

Ja,ﬁ(x) = min{‘]a,ﬁ(z): z € D(F)}

Théoreme 1.5.1 (voir [[9]) Supposons que F est faiblement fermée. Alors la fonctionnelle de

Tikhonov posseéde un minimum global pour tout a > 0.

On note xg un minimiseur de J, 5.

Supposons que D(F) est convexe, soit y° tel que ||y — y°|| < & et x* solution x,-minimale

au sens suivant

[l* = x|l = min{[lx — x|l /F (x) = y}
Sous ces hypotheses, on a le théoréme de convergence suivant.

Théoréme 1.5.2 (voir [9]]) Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites

(i) F est Fréchet différentiable,

(i) Il existe y > O tel que ||F'(x*) — F'(x)|| < yllx* —x||, pour tout x € D(F)(B(x*, €).
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(iii) Il existe w € Y satisfaisant x* — x, = F'(x*)*w et
) yliwl <1.

Alors pour le choix o ~ &, on obtient
I8 —x*||=0(v/8) et [F(x®)—y°| =0(5).

Méthode de Levenberg-Marquardt

Cette méthode consiste a itérer la procédure :
® X, approximation initiale

® X,.; =X,+h, ouh, est solution de I'équation
* A% 19
AnAnhn + anhn _An(.y - F(xn))

avec

AT =F'(x,).

1.5.2 Le principe de I’écart

Arrét du procédé des le premier entier N = N(6) pour lequel
IF(x)—y°ll <76, (v>1). (1.20)
Principe de Morozov : a,, est solution de I'équation
IF"(x Yhy + F(x3 )= y°ll = plIF(x] )= y°ll (1.21)

avec 0 < p < 1 prédéfini.

Dans la pratique, on choisit le parametre
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1.5.3 Convergence

Théoréme 1.5.3 (voir [11]))

Lalgorithme de Levenberg-Marquardt est convergent si la condition de non linéarité suivante

est satisfaite
IF (x2) = F (1) — F'( ) (e, — )l < cllxey = xallIIF () — F (e, (1.22)

pour ||x; — x,|| petit.

1.6 Dérivée de Fréchet

L’équation non-linéaire est souvent approchée par sa linéarisation autour d'une solu-
tion particuliere, par exemple la méthode de Newton (ou méthode de descente). Pour cette

raison, nous introduisons la définition et les propriétés de base de la dérivée de Fréchet.

Définition 1.6.1 (Fréchet différentiabilité)
Soit X, Y deux espaces normés et soit U un sous ensemble ouvert de X. Lapplication A: U = Y
est dite Fréchet-différentiable au point ¢ € U s’il existe un opérateur linéaire borné A'[¢] :

X =Y telle que
||ACe +h)—A(p)—ATe1h|| = o(lIAl),

uniformément quand ||h|| — 0. A'[p] est appelé la dérivée de Fréchet de A en . A est dite

Fréchet- différentiable sur U si elle est Fréchet-différentiable en tout point ¢ € U.

Nous énoncons quelques propriétés de base de la dérivée de Fréchet.
Théoréme 1.6.1 Soit A: U — X — Y Fréchet-différentiable et soit Z un espace normé
1. La dérivée de Fréchet de A est uniquement déterminée.

2. SiB: U — Y est Fréchet-différentiable, alors A;A+ A,B est Fréchet-différentiable pour

tout A, A, € Cet

(MA+A,B) @]l =1 ATel+A,B (], p€U.
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3. SiB:Y — Z est Fréchet-différentiable, alors Bo A : U — Z est Fréchet-différentiable et
(BoA)[¢]=BTA(9)ATe], v €U.

4. Supposons que A: U — Y = L(E) est différentiable et A() est inversible (isomorphisme)

pour tout ¢ € U, alors Uapplication B(¢) = A~ () est Fréchet-différentiable et
B'l¢]=—B(p)AT¢lB(¢), ¢ €U.

Démonstration La preuve des trois premiers cas peuvent étre trouvée, par exemple, dans
[7], pp.103-106. La derniére propriété a été prouvée dans [13]].
Le théoreme suivant montre que le caractere mal-posé du probleme non linéaire est hérité

par sa linéarisation.

Définition 1.6.2 (Opérateur complétement continu)
Soit X et Y deux espaces de Banach et soit A : X — Y un opérateur linéaire, on dit que A
est complétement continu si l'image de toute suite faiblement convergente de X est une suite

uniformément convergente dans Y.

Théoreme 1.6.2 Soit A: U € X — Y un opérateur complétement continu d’un sous ensemble
ouvert U d’un espace normé X vers un espace de Banach Y et on suppose que A est Fréchet

différentiable au point 1 € U. Alors la dérivée A’w est compacte.

Démonstration La preuve est basée sur le fait qu'un sous-ensemble d’un espace de Banach
est relativement compact si et seulement s’il est totalement borné. Pour plus de détails, voir

le théoréme 4.19 dans [[13]].

Exemples

Dérivée d’un opérateur intégral non linéaire

Théoréme 1.6.3 Soit D un ouvert de R®, et soit f(x,y,z) une fonction réelle de 3 variables

de classe C'(D), A une fonction g € C'([a, b]) on associe la fonction F définie par Uintégrale

b
F(x)=J flx,y,8(y)dy, x€[c,d].
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Lopérateur non linéaire

F VoW

g§—F

avec V et W deux espaces fonctionnels (par exemple V.= C'([a, b]), W = C([c,d])), posséde

les propriétés suivantes :

1. & est différentiable

2. Lopérateur dérivée Aw = DZ (g; w) est donné par

b
(Aw)(x) = f of (x’g;g(y ))w(y)dy,xe[c,d] (1.23)

Démonstration Nous avons &% :V —>FW, Z est différentiable en g s'il existe K € £(V, W)
g—)

tel que
| 1 (g + ) — F(g) —Khll,
im

=0.
h—0 IRl

On note Kh = K,h = DZ(g; h), la formule de Taylor montre que

5 8) 1
gt -rCa0-n D) <omi,, c=Zpl..  aze
Si on note ,
af(x,y,8(y))
&mw=] T80y,

. Z

alors ((1.24) entraine
|#(g +h)— F(g)— K|, < C'lInl%,, ¢ =2axcC.

Ce qui prouve le théoreme 1. |

Théoréme 1.6.4 Soit f(x, y,z,d) une fonction réelle de 4 variables de classe C*(D), D ouvert

de R*. A une fonction g € C*([a, b]) on lui associe la fonction F, définie par une intégrale

b
Fl(x):f f,y,8(y), g (yNdy, x€lc,dl.
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On étudie Uopérateur non linéaire

F1:V->W

§—F

avec V et W deux espaces fonctionnels (par exemple V.= C'([a, b]), W = C([c,d])), alors on

a

1. Z, est différentiable

2. Lopérateur dérivée D.Z,(g;w) est donné par

" 0f0x,y,8(¥), 8 ()
Jz'

" 8f(x,y,8(¥), 8 ()

h'(y)d
e (y)dy,

DZ,(g;h)(x) = J

a

h(y)dy+J

a

Démonstration Nous avons

b
Fl(X)=f f(x,y,8(), &' (y)dy, xe€lc,d],

en utilisant la formule de Taylor, on aura

0fi(s8.8),  Bfils.g8
Filong +h g + W)= il g g) = D880y SNl 88z,
Si on note par
P rafi(x,y,8(), ¢ of,(x,y,8(), ¢
(Klgh)(X)=f ( filx,y g(zy) &N,y PHl yg?/) g(y))h,(y))dy,

on aura

|7.(g + 1) — Z1(g) — Ky hl|, < ClIRIZ,

alors Z, est différentiable et 'opérateur dérivée DZ,(g;w) est donné par

" 0£10x,y,8(0), 8 ()
o0z’

" 8f0x,y,2(¥), &' ()
0z

DZ,(g;h)(x) = J h'(y)dy.

a

h(y)dy + f

a

ce qui acheve la démonstration. O
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Cas particulier : F, : C;[a,b] — C[a, b]

b
Fz(x):f fle,y,8(¥)g'(y)dy, x€lc,d],

f est de classe C!. Alors

" of(x,y,8(x))
0z

b
DZ,(g;h)(x) = f g’(y)h(y)dy+f fle,y,g(yR (y)dy

a

_9f(x,y,8(y))  3f(x,y,8(¥))
dy 0%

b(é‘f(x,y,g(y)) ,

p(eimn = | (220D Jnody.

a

(1.25)
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Chapitre 2

Probleme direct

2.1 Position du probleme

On consideére le domaine Q C R? défini par
Q={(x,y)€R*: 0<y <1—h(x)} (2.1)

ol h : R — [0, 1] est une fonction continue qui est une paramétrisation d’une perturbation
locale d’'une bande Q, = {(x,y) € R : 0 < y < 1}. On suppose qu’il existe a > 0 et

0 < b <1 tel que h € C*[—a,a] et satisfait
1) h(x)=0si|x|>a; 2)0<h(x)<bsil|x|<a.

La frontiere I' de Q2 est décomposée comme suit I' = [, UT; avec [,NT} =P et I} = I UyUI;
tels que I = {(x,1); x>a}, I ={(x,1); x <—a} (voir Figure 1) et y est I'arc

r={(x,y) €R% y =1—h(x), Ix|<a}.

Considérons le probléme aux limites suivant : étant donné f € H>/?(R), trouver u € H'(2)
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satisfaisant :
Au=0 dansQ;

u=f  surly; (2.2)

u=0 sur I3.

On montre qu’il existe un relevement u; € H 2(Q). Puis on montre qu’il existe une solution
unique u tel que v = u—u; est dans I'espace H (A, Q) = {v € H}(Q); Av € L*(Q)}. Pour
le calcul numérique on utilise 'approche intégrale. On représente la solution a 'aide des
potentiels, définis sur 'arc y, avec un noyau faisant intervenir la fonction de Green du La-

placien dans la bande Q, = Rx]0, 1[.

Figure 1 : Domain Q2

2.2 Existence et unicité

On va montrer que le probleme direct est bien posé.
Théoreéme 2.2.1 Supposons que f € H*?(R). Alors
1. il existe un relevement u; € H?(Q) tel que us(x,0) = f(x), us(x,1)=0.
2. le probléeme posséde une solution unique u € H'(Q).
3. la solution u € H?, (€2).
Démonstration

1. En utilisant la transformée de Fourier de la fonction f on définit u, par

us(x,y) =wo(x, y)po(y)
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ou

wo(x,y) = F (eI (£)

et ¢, est une fonction de troncature de classe C%[0, 1] telle que

1, si0<y<b/2,
eo(y) = (2.3)
0, sib<y<l.

11 est facile de voir que u; € H?(Q) et us(x,0) = f(x).

. Onposev =u—u; et F = —Au; € L*(£2), alors v satisfait le probléme avec la condition

de Dirichlet homogene :

Av=F dans Q;
(2.4)

v=20 sur I'.

La forme bilinéaire a(v,w) = f q VvVwdxdy,v,w € Hé (£2), est coercive puisque 2 est
borné dans la direction des y. Par le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution

faible unique v € H} (), de plus ||v||y: < CI|F|l;> (voir [4]).

. Maintenant on va montrer que v € H ZZOC(Q). Les coins A et B de I; ont un angle inférieur
a m, alors d’aprés la théorie de régularité v € H*(Qg), Qr = {(x, y) € Q; |x| <R}, pour

tout R > a (voir [10]). O

Théoreme 2.2.2 La fonction f — g = g—;‘,(x,O), ol u est la solution du probléme Dirichlet

2.2, est continue de H3*(R) dans L*(R).

Démonstration D’aprés le (théoréme propriété 3) g € L2 (R). Il suffit de montrer

que g est dans L*(R,, +00) pour R, > a + 1. Soit v € H}(2) la solution de (2.4). On pose

w = 0(x)v o1 O € C?(R) est une fonction de troncature telle que 0(x) = 0 pour x < a et

O(x) =1 pour x > R,,. Alors w satisfait 'équation

Aw=F,, dansQ =]a,+0o0o[x]0,1[;
(2.5)
w=0, sur I'" = 0Q7.

)
F,=0F +v0" + 29’8—V e L)
X
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IF 2 < 1E 152 + 161l czpa ps

”u”Hl(Q) < GrllF 2 < GRllf llgre-

On peut supposer dans (2.5) que a = 0 (aprés une translation dans la direction des x) et

utilisant la transformée de Fourier sinus

W(&J’):\JEJ W(XJ’)Sin(gx)dX: I/:\1(£,}’):\JEJ F1(X:J’)Sin(§x)d3f,
0 0

on obtient 'équation différentielle du second ordre en y

l’T}yy — &= 1?1(5,)’), y €]0,1[,

(2.6)
w(&,0) =0, w(g,1) =0,
avec la solution )
W(gz.y) = f G(ga y;z)ﬁl(gxz)dzz
0
ou G(&,y,z) est la fonction de Green
inh inh(&(1 — ;
G(E gy o L] SREDSINE =), 5y o
& cosh & sinh(£y)sinh(§(1—z2)), z=>y.
Alors
2% e oy=— [ sinh(e1 )Rz,
oy = coshE 0sm 2))F,(&,2)dz,

ce qui implique que

o S
Vg > O) ‘_(53 O) < J |F1(€:Z)|2dzy
oy 0
d’ou
ow
—(,0) < IF1 12204 00)x10,10)-
H y 12(0,4+00)

D’autre part nous avons

IF1 12z 100yx10.0p) < 2lOc2CIF || 20y + ttllzr2q))

< GlIF |l < Collf sy
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et comme w =V pour X = R, et v =u—uy, alors on obtient
2 du
g() = Z2(x,0)+ == (x,0), xRy
dy dy

on en déduit que

lgll2 < Collf sz + WIf Mo < Csllf e

Ce qu’il fallait démontrer. a

Le théoreme suivant est un résultat d’unicité du probleme direct II dans H' (Q).

loc

Théoréme 2.2.3 (Unicité) Supposons que u € H;, () satisfait

Au=0 dans €,

{ To(u) =0 sur T, (2.8)

1
f lu(x, y)|*dy — 0 lorsque |x| — +o00.
\ Jo

Alors u=0.
Démonstration

1. Dans la demi-bande Q! =]a,+00[x]0, 1[, u a la représentation

oo

u(x7 )’) = Z Sll’l(nﬂy) (Ane_nn(x_a) + Bnenﬁ(x—a)) )

n=1

alors
o

1
2
VR>a, f [u(R, y)Pdy = = (A,e""®0 4 B e R-w)”,
Vi
0

n=1

Si R — +00 on en déduit que, pour tout n € N*
lim [A,e 00 4 5, -0] o,

doncVn>1,B,=0etA, = %fol u(a,y)sin(nmy)dy.

Alors pour tout |x| >R et y €[0,1], on en déduit I'estimation,

|u(x, y)l + < C(@)lullpa e™ (2.9)

du
E(XJ.)/)
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2. On suppose que (2.8) est vérifié. On applique le deuxiéme théoréme de Green sur

Qr ={(x,y)€Q;|x| <R}, pourR>a, ona

Y bu
f |Vu|2dxdy:J (u—
O 0 ax

LU'inégalité (2.9) implique que

J |Vul’dxdy = 0(e *™).
o

Lorsque R — 4+ 00, on en déduit que Vu = 0 dans €2, et donc u est constante dans .

Comme y,(u) = 0, il s’ensuit que u = 0 dans . O

2.3 Probleme non perturbé

On appelle probléeme non perturbé le probléeme posé dans la bande 2, = Rx]0, 1 :

Auy,=0 dans £,
(Py) (2.10)

Up(x,0) = f(x), uy(x,1)=0, Vx eR.

Pour la construction de la solution on utilise la transformée de Fourier partielle par

rapport a x. On pose fA(E) =(Zf)E), uy(&,y) = Z(uy(.,y)), on suppose que f € L*(R) et

Uy € H. (Q0) NH'(). Le probléme P, est alors équivalent &

—&21y + 1y, =0, 0<y<l1
iy(E,0) = £(&),
5(E,1) = 0.

On résout I’équation pour tout £ € R fixé, la solution générale s’écrit

uo(E,y) = CysinhE(1—y) + Cycosh&(1—y), C; =Ci(&),C, = Cy(8).

Pour déterminer C; et C,, on utilise les conditions aux limites,
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nous avons

1,(£,1)=0=C, =0,

d’autre part

5(E,0) = £(&),

ce qui entraine

C(8)= S’Zﬁ)g
Donc
@) = T @)
Si on note
alg.y) =T
alors

38, y) = a(&, ) ().
Donc la solution formelle du probleme est donnée par
1 +00
uy(x,y) = —— a(g, y)f(£)e™*¢dE.
o(x,¥) mﬁm (&, ¥)f (§)e™~d&

Proposition 2.3.1 Supposons que f € H¥?(R). Alors u, € H*(,) et
(D) luollizey < Cllf sy,

(id) H%(’“O)

< ClIf llLzw)-
L2(R)

Démonstration

(i) On utilise le comportement asymptotique de a(&,y) :

a(g,y)=1—y,si £—=0 et a(g,y)xe™ silg]— +oo.

En effet, par exemple nous avons

2 1
f dxdy = f NP U |a(§,y)|2dy) dg
Qo R 0

29
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et

1 1
1
a(&, y)I*d SJ e @lldy < —.
JOI &, y)*dy i y 2]

Alors
2%u,
Jx?

2
dxdy SJ |§|3|f(§)|2d§ < £ lgarzqmy-
R

)

(ii) Nous avons %—l;f(é ,0) = —(&coth& )f(é ). Comme la fonction &£ — & coth & est bornée

sur R alors
ou,

E(xa O)

< Clif llo-

L2(R)

2.4 Méthode des équations intégrales

Soit u une solution du probleme (2.2)) et u, la solution du probleme non perturbé (P,)

2

i (£2) est solution du probleme suivant

. Posons v, = u—uy, alors vy € H'(Q)NH

Avy=0 dansQ,

vo=0 sur I,
{ ° (2.12)

| %0 =0 sur I \ 7.

On applique la formule de Green aux fonctions harmoniques v, et G(.,(&,n)) fonction de

Green de la bande Q, définie par (1.14) dans le domaine Q; . = Qz\B((&,n), €) avec
0<e<n, Q={(x,y)eQ: |x| <R}

(voir Figure 2), on obtient

0
J (Voa_G—G—VO)dSZO.
9%, on on

La fonction v, € H'(Q2) satisfait la propriété de décroissance dans (2.8)). Puis de la preuve

30



4

du théoreme (2.2.3)), (partie 1, estimation (2.9)), on en déduit que

R—+

1
2
lim J (IR P+ 1526, | dy =0,
S dx
et (1.16)-(1.17) conduit a la limite
FI:
lim J (o3, =G V0)|x dy =0. (2.13)

R—+o00

Alors, lorsque R — +00 et € — 0, on obtient la formule de représentation intégrale

oG ov
Vo(g, n):J ( a__Ga_O)dS, (‘g)lr’) eN. (2-]—4)
Y
Posons ) = | qui est inconnue, et ¢ = —v,|, = |, connue via (2.11). Lorsque

(&,m) tend vers un point (t,1 — h(t)) de y, on obtient ’équation intégrale de premiere

espece

1
Sy = Eq + D(q) sur v, (2.15)

31



avec l'opérateur intégral S (resp. D) de la théorie du potentiel simple couche (resp.double

couche) définis pour M € y par

SyY(M) = J G(M, M )Y(M")ds(M"), (2.16)

Y

Dq(M) = J 2—3(M,M’)q(M’)ds(M’), (2.17)
Y

respectivement.
La solvabilité de (2.15) découle de la théorie du potentiel développée dans le cadre des
espaces de Sobolev H(y),s > 1/2, (voir [[18, [16, 20, [5]). Une fois 'équation (2.15) est

résolue, on a la solution
/ aG / / / /
vo(M) = J (s S0 M) - Gou ) )asu), Meq. 219
Y

Pour la solution numérique de I'équation intégrale (2.15]), une paramétrisation de y est

nécessaire.

2.4.1 Paramétrisation de I’équation intégrale

Afin d’utiliser les résultats de '’équation intégrale sur un contour, on considere I'exten-
sion ¥ de y définie par ¥ = y Uy, ot y* = {(x,1 + h(x)),—a < x < a}. On prolonge la
donnée g sur y* par symétrie g(x, 1+h(x)) = —q(x,1—h(x)) et a 'aide de la paramétrisation

de ¥
z2(t) =(x(t),y(t)), 0<t<2m

on transforme (2.15)) comme suit

27 27
if L(t,s)p(s)ds = 2q(t) + lj M(t,s)q(s)ds, 0<t<2m (2.19)
27 J, 2 ),

ou

o(t) =)', q(t) =q(=(t)
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et

cosh (x(t) = x(s)) — cos m(y (t)_y(s))]’ (2.20)

cosh w(x(t) —x(s)) —cos(y(t)+ y(s))

sinh 7t(x(t) — x(s))y’(s) —sin t(y (t) + y(s))x'(s)

~ cosht(x(t)—x(s)) —cos (y(t) + y(s)) (2.21)
—sinh 7t(x(t) —x(s))y’(s) + sint(y(t) — y(s))x'(s) )

cosh w(x(t) — x(s)) —cosm(y(t)—y(s))

Pour la discrétisation des opérateurs intégraux, on note que le noyau L(t,s) peut étre dé-

L(t,s) zlog[

M(t,s)=

composé sous la forme
L(t,s) zlog(4sin2(%)) +k(t,s), (2.22)

ou k et M sont réguliers avec des valeurs diagonales

4sin® y(t)
k(t,t)=1 _ 2.23
(¢, 1) og( Z(OF (2.23)
et
—x" (W (1) + v (x'(t
M(t, 1) = DY OFYHOXND oy, (2.24)
|2(t)]2
On a utilisé la limite
2sin(&2
limlog[ﬁ] =0.
st t—s
On écrit I’équation (|2.19)) sous forme opérationnelle
(A+K)p =q+Bq, (2.25)
avec
1 2r t—s
Ap(t) = —J [log (4sin2 (—)) —2] p(s)ds, 0<t<2m (2.26)
2T o 2
et

2n 2m
Ko(t) = %f [k(t,s) + 2] (s)ds, Bq(t)= J M(t,s)q(s)ds, 0<t<2m (2.27)
0 0

Les propriétés des opérateurs A, K et B sont données par le lemme suivant (voir Kress
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[16]).
Lemme 2.4.1 Pour toutr >0,ona:
e Lopérateur A: H'[0,2n] — H™"[0,2m] est borné et bijectif.
e Lopérateurs K est compact de H'[0,27] dans H™*'[0, 27t].
e B est borné dans H™*'[0,2n].
Les potentiels S et D définis dans ont les propriétés suivantes (voir [[16]]).

Lemme 2.4.2 Le potentiel simple-couche est un opérateur linéaire borné de H='/?(y) dans

Hl

loc

(). Le potentiel double-couche est un opérateur linéaire borné de H/*(y) dans H lloc(Q).
Théoréme 2.4.1 Léquation intégrale posséde une solution unique i.e N(A+ K) = {0}.

Démonstration Supposons que (A+K)p = 0. On associe a ¢ le potentiel v,(M) défini par
Iintégrale (2.18) ( avec g = 0). En utilisant le (lemme [2.4.2) et le comportement asympto-
tique de G(M, M’) lorsque |x| — +oo (voir (1.16)-(1.17)), on peut montrer que v, satisfait

v

52|, = 0, donc

le théoréeme d’unicité (2.2.3). Donc v, = 0 dans 2, il s’ensuit que ¢ =

o(t) =y (z(0))l="(t)| = 0.

2.4.2 Méthode de Nystrom

Dans cette partie, on utilise la méthode de Nystrom pour 'approximation numérique
de I’équation intégrale (2.25]) de premiere espece avec des noyaux faiblement singuliers.

En suivant (Kress [[16]]), on construit des quadratures numériques pour l'intégrale impropre

27

(Qcp)(t)Z% f log[4sin2(?)]gﬁ(s)ds? (2.28)

0

en remplacant la fonction périodique continue ¢ par son polynome d’interpolation trigono-

métrique décrit dans ([16]], sect. 11.3). En utilisant la base de Lagrange (L;), on obtient

2n—1 .
CROGEDWHGHIGEEC (2.29)
j=0

34



avec les poids de quadrature

27
1 -
RY(t) = — log[4sin2 (—5)] L(s)ds, j=0,..,2n—1. (2.30)
J 2n J, 2

Plus précisément nous avons Rg?(tk) =R}, tel que

n—1

L1 1 (mi), Y
Rj_—;{zacos(?)+ o ]—O,...,Zn—l}. (2.31)

m=1
Ainsi, nous avons le systeme algébrique

2n—1 2n—1

1 1
>, (Rﬁ._jl + —k(t, tj)) o(t) =2q(t) + - ZOI M(t;,t)q(t;), i =0,..,2n—1. (2.32)
p=

Jj=0

Remarque 2.4.1 Dans le calcul numérique, on approche Uintégrale de Fourier par le

polynéme trigonométrique

o, (6, y) =1 ) a(€,y)f ()™, & = jm. (2.33)

j=—n

En particulier si f (x) = q,(x —x,), ott q, est une fonction paire (gaussienne), alors
f(&)=eq,(8),

et nous avons

n+1
o, (x, ) = 7 Y H,(y) cos(mj(x — x,)), (2.34)
j=1
olt
Hj(.)’) :a(gj:y)é\Ia(gj)- (2.35)
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FIGURE 2.1 — (Gauche) Solution ¢ de I’équation intégrale (2.25)), (Droite) Lignes de niveau
de la solution v, donnée par ([2.18]) dans le domaine g, R = 4.

2.5 Résultats numériques

Pour illustrer nos résultats numériquement, on considére la condition aux limites f (t)

et la paramétrisation de I'arc h(t) comme suit :
f(t) = ay exp(—c;(t — t,)* + ay exp(—c,(t — t,)%),
aveca; =3,¢;=2,a,=1,¢c,=1,t; =—1,t, =1, et
h(t) =H(a®— %) x [(t — t,)* + b],

aveca=2,b=1,H=0.03, t,=1.

Dans la discrétisation, on utilise les parametres :

a =2, n = 80 qui est le nombre de points dans [0, ], et x; = acos(%), j=1,---,n,les
points de [—a, a].

Dans I'approximation de l'intégrale de Fourier (2.33), on utilise I'intervalle & € [0,&,,,,]

avec &, = Mm, M = n/2 et les points £; = %”, j=1,---,n. Les figures ll et ll

montrent les résultats de la simulation.
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FIGURE 2.2 — (Gauche) Lignes de niveau de la Solution u, du probleme non perturbé,
(Droite) Lignes de niveau de la solution u = v, + u, du probleme direct (2.2).
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Chapitre 3

Probleme inverse

On est concerné par le probléme inverse suivant : soit u une fonction harmonique dans
Q, étant donné f :=ul; et g := g—;lro, g € L*(R), déterminer h(x) la paramétrisation de 7,
telle que

y:y=1—h(x), —a<x<a.

On commence par donner le théoreme d’unicité.

3.1 Unicité de la solution

Théoreme 3.1.1 Soient 2, et 2, deux bandes (perturbées) avec deux arcs de frontiére y, et
v, de classe C?, respectivement. Notons par u; et u, les solutions du probléme avec les

domaines 2, et 2, respectivement, et supposons que

. du; Jdu, r
u, =u, et — =—= sur [,.
1= Uy 3y 3y 0

Alors y, = v, a condition que f # 0.
Démonstration

e Supposons que Q; # Q, et soit u = u; — u,, alors Au = 0 dans Q,, = Q; NN, et

uly—o = g—; |, =o- Le théoreme de Holmgren (/1.2.9) implique que u = 0 dans le voisinage

de I'axe y =0, et par analyticité u; = u, dans Q,.
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e Sans nuire a la généralité, on peut supposer que louvert W = €, \ Q, est connexe
et non vide (voir Figure [3.I). Alors d’aprés les conditions aux limites on peut déduire
que u, = 0 sur le bord de W. Le principe du maximum pour les fonctions harmoniques
implique que u, = 0 dans W et par analyticité il s’ensuit que u, = 0 dans ,. Or ceci

contredit le fait que f n’est pas identiquement nulle. Ce qui acheve la preuve. O

3.2 IL’équation intégrale non-linéaire

Nous allons montrer que le probleme inverse est équivalent a un systeme d’équations
intégrales non-linéaires. Pour cela on utilise la représentation intégrale (2.18)), alors I’équa-

: 2 o
tion g = 7|y, sécrit

H'q— Y=g 3.1)
ou
FP(x) = Y(xH(x,x",1—h(x))w(x)dx’, w(x’)=+/14+h2(x), (3.2)
avec
/ / aG / /
H(X,X:J’): a_((X,}’),(X;J’)) 5 (33)
Yy y=0
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et

#'q(x) = J q(x)H'(x,x’,h(x"))dx’ (3.4)

—a
avec

H G, ', () = S e, ', 1= hO DR () + j—f,(x,x’, 1—h(x).  (3.5)

Alors on obtient le systeme
1
S(h)p = 5q+D(h)g, q(x)=uolx,1—h(x)) (3.6)

' (h)q — 7 (h))p=g. (3.7)

Le systéme (3.6)-(3.7) est linéaire par rapport a v et non linéaire par rapport a h. On
remarque que H et H' sont de classe C° en x avec une décroissance rapide e ™!, comme

h € C'[—a,a], alors g € C°°(R) décroit comme |g(x)| = O(e ™).

3.3 Algorithme de reconstruction

Nous proposons la méthode itérative suivante (méthode de Gauss-Newton) pour ré-
soudre approximativement le systeme (3.6)-(3.7). Il s’agit d'une linéarisation partielle du
systéme par rapport a la variable h : la paramétrisation de l'arc y, étant donné une approxi-

mation h, on résout d’abord I'’équation linéaire
(oW = 30+ DM, o) = pCx, 1= hof(x) 38)
par rapport a v, puis pour 1 fixé, on remplace par I'équation linéarisé
D' (ho;wqo) — D (hos wip)= 7 (ho )y — #'(ho)qo + & (3.9)

que nous devons résoudre pour w afin d’améliorer I'approximation de la frontiére donnée
par la paramétrisation h dans la nouvelle approximation donnée par h = h,+w. La méthode
consiste a itérer cette procédure. Pour une étude plus approfondie de la méthode de Newton

régularisée pour des problémes non linéaires mal posés, en général, on se réfere a [[9]], voir
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aussi le §[1.5] chapitre 1.

Les dérivées de Fréchet D#(h;k) et D##'(h; k) peuvent étre trouvées en dérivant leurs
noyaux par rapport a h, leurs représentations sont données dans 'annexe A .

L’équation (3.6) est résolue par la méthode de Nystrom. Puisque les opérateurs intégraux
D' et D ont des noyaux dans L2(Rx]—a,a[), ils sont compacts de L*(] — a,a[) vers
L?(R), par conséquent 'équation intégrale (3.9)) est mal posée et nécessite une régularisa-
tion. On utilise une méthode de régularisation basée sur la méthode des moindres carrés
[15]. Dans la mise en oeuvre on a utilisé la bibliotheque de Hansen [[12] pour résoudre

’équation mal posée discrete (3.9)). Notre algorithme comprend les étapes suivantes :

Etape 1 : On utilise les donneés exactes h et f, pour calculer une donnée de Cauchy

g en résolvant 'équation intégrale (2.19) et en utilisant 'équation (3.1)).
Etape 2 : En perturbe la donnée g5 = g + 6¢(t), ou £(t) est un bruit gaussien.
Etape 3 : Initialisation h = h et on fixe les parametres m , n du probleme discret.

Etape 4 : pour it =1 a itermax faire

- calculer qo(x) = uy(x, 1 —h(x)) et résoudre I'équation par la méthode de Nys-
trom

- Résoudre I'équation linéarisée pour w en utilisant 'algorithme des moindres
carrés

-mettre h =hy+w

3.4 Exemples numériques

Dans cette derniere section, on présente quelques résultats numériques pour illustrer
la précision et I'efficacité de la méthode de reconstruction décrite dans la section précédente.
Nous avons choisi trois profils de y pour tester notre algorithme de reconstruction.
Exemple 1. hy(x)=0.2(1— XTZ), —2<x<2
Exemple 2. h,(x) =0.03(4 —x?)(1+x?),2<x < 2.

Exemple 3. h;(x) = 0.01(4—x?)(2—2x +x2),—2< x < 2.
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L’approximation initiale a été prise h,(x) = 0.5.h,, dans la majorité des exemples.
Les données de Cauchy (f, g) ont été obtenues en résolvant le probleme de Dirichlet dans

Q (voir Fig. [3.2), avec la condition aux limites u = f avec

fle)=3e".

Dans les exemples on approche la fonction h pour I’arc de frontiere inconnue y(t) = (acost, 1—

h(t)), t € [0, ], par un polynéme trigonométrique

h(t) ~ sint (ao + Zak coskt + by sin kt) .

k=1

Dans tous les tests nous avons utilisé n = 50(n = 40 pour I'exemple 1) points de maillage
Y = acos(%), j=0,---,n, pour l'arc v(y) = (y,1 —h(y)) (n = 150 pour les données
simulées) et x; = —2a + i%‘l, i =0,---,2n, points de collocation. U'équation linéaire (3.9
est réduite a un systeme ((2n+1)x(2m+1)). Ensuite, le probléme se transforme en probleme
pour déterminer 2m + 1 coefficients {a, (a;, by),k = 1,---,m} de 'approximation.

Vu le caractere mal posé, ce systeme linéaire approximatif est résolu via I'algorithme des
moindres carrés Isqr_b.m d’aprées le package de Hansen "Regularization tools" [12].

Pour obtenir des données bruitées, on ajoute un bruit aléatoire de niveau donné 6 (par

rapport a la norme I.? des données) aux données simulées g comme

gs(t) = g(t) +dllgll,o(t)

ol o(t) représente des nombres aléatoires uniformément répartis sur I'intervalle (—1;1).

Dans les figures (3.33.6), nous présentons les résultats numériques des exemples 1, 2 et
3 respectivement, impliquant a la fois des données exactes et des données bruitées. Les
reconstructions sont obtenues apres une itération pour tous les exemples. Les expériences

numériques montrent des reconstructions plutot satisfaisantes sous les restrictions :
e 0<h(x)<0.2,
e avec approximation initiale appropriée h,,
e m = p le degré du polyndéme qui interpole h (p = 2 pour h; et p =4 pour h, et hs).
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A

FIGURE 3.2 — Données de Cauchy calculées par I'algorithme direct,

fonction g pour 'exemple 1 (Droite).

fonction f (Gauche),

(1

01

005

leqr, n=40

e
. '

(1

005

lzgr, n=40, &=0.05

e
. '

FIGURE 3.3 — Reconstruction de h; apres une itération pour des données exactes (Gauche),

et des données bruitées avec & = 0.05 (Droite).

e 0<06<0.1.

On remarque qu’avec une approximation initiale arbitraire (en particulier pour h, = 0),

'algorithme ne parvient pas a reconstruire la frontiére. En général, la qualité de la recons-

truction est affectée par la forme de y et du choix de h, (voir Fig.[3.6). Comme prévu, la

premiere itération est stable avec I'ajout du bruit aléatoire.
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FIGURE 3.4 — Reconstruction de h, apres une itération pour des données exactes (Gauche),
et des données bruitées avec & = 0.05 (Droite).

FIGURE 3.5 — Reconstruction de h; aprés une itération pour des données exactes (Gauche),
et des données bruitées avec & = 0.05 (Droite).

FIGURE 3.6 — Reconstruction de h; apres une itération pour des données exactes avec diffé-

rentes courbes initiales h,,
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Conclusion

Au terme de cette these, nous estimons que les résultats présentés contribueront au
développement de I'étude des problemes inverses géométriques, en ouvrant de nouveaux
horizons a la recherche scientifique sur cette thématique émergente. Aprés avoir présenté

les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail,

e Nous avons étudié le probleme direct d'une maniere systématique en utilisant la mé-
thode des équations intégrales, on a discrétisé le systeme par la méthode de quadra-

ture avec des exemples numériques.

e Le probléme inverse est réduit a un systéme non-linéaire, nous avons approché (par-

tiellement) ce systéme par la méthode itérative de Gauss Newton.

e Nous avons approché I'arc inconnu y de la frontiére par quelques modes de Fourier,
le systeme mal conditionné d’équations linéaires algébriques qu’'on a trouvé a été ré-

gularisé par la méthode des moindres carrés.

e Nous avons obtenu des résultats numériques satisfaisantes pour le probleme inverse
avec des données exactes et bruitées avec une approximation initiale appropriée, mais
si 'approximation initiale est arbitraire I'algorithme a une difficulté de reconstruire la
solution. La qualité de la reconstruction dépend de la forme de y. Des recherches
supplémentaires sont nécessaires pour améliorer les performances de 1’algorithme de
reconstruction de la frontiere. Il est nécessaire d’introduire des traitements de régu-
larisation supplémentaires comme le choix de la paramétrisation de la fonction h,

I'approximation initiale h, et le test d’arrét pour stopper les itérations.
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Annexe

Noyaux des opérateurs intégraux

On commence par donner les expressions des noyaux des opérateurs intégraux non

linéaires 5 et s’ et leurs dérivées. Suite aux définitions (3.3))-(3.5)) on en déduit la formule

., 1 sinmy’
H(x,x’, = - s 3.10
(3,7 ) 2 [coshn(x—x’)—cosrcy’] ( )

J0H OH , . T sin ty’ sinh t(x — x”) cosmty’coshmm(x —x")—1
(x,x",y") = 5 )

ax"’ a_y’ (cosh t(x —x") —cos my’)2’ (cosh t(x — x’) — cos y’)?
(3.11)
et
H'(x,x’,h(x")) = %(x, x',1—h(x")h'(x') + %(x, x',1—h(x"). (3.12)
X Y

Les dérivées de Fréchet des opérateurs intégraux s# et ' par rapport a h peuvent étre
obtenues en dérivant leurs noyaux par rapport a h (voir (1.23)-(1.25)). Plus précisément

nous avons

. _n “[ cosmh(x’)coshm(x —x')—1 , e N TR
DA (s k)(x) = 2 J [(cosh 7(x —x’) + cos nh(x’))z] K)eldx, o) PR,
(3.13)

—a
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and

D' (h; k)(x) :J [(gyz(x,xg—h(x’))_ le/iz(X,X’Jl—h(x’)))q(X/)

— %(x, x',1— h(x’))q’(x’)] k(x")dx’ (3.14)

= J [K1 G, x")g (") = Ky, x)g' (x") ] k(x")dx'.

—a

avec
. h / . h2 !
K, (e,x') = —27% sin th(x") sinh® t(x — x") i (3.15)
(cosh w(x — x’) + cos wh(x’))
et
K, (x,x') = T sin th(x’) sinh (x — x”) N (3.16)
2 (coshm(x —x’)+ cos th(x’))

Dans les équations précédentes, nous supposons que h € C'[—a,a] et h(£a) = 0, par consé-
quent q € C'[—a, a]. Pour simplifier, on suppose dans la différenciation que w(x") est indé-

pendant de h, i.e dépend de h, de I'étape précédente.
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