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Résumé

Cette these traite le probléme de la modélisation des données de durées de vie en ana-
lyse statistique. Elle est consacrée particulierement & une généralisation de la distribution
classique de Weibull introduite par Xie et al. (2002) appelée "modéle Extension de Weibull
(EW)". Nous proposons, dans un premier temps, la construction de tests d’ajustement du
type du chi-deux modifié basés sur la statistique NRR pour ce modéle dans le cas de don-
nées complétes et de données censurées a droite. Dans un deuxiéme temps, on construit un
modele a temps de vie accéléré dont la distribution de base est une Extension de Weibull
(EW-AFT). Ensuite on introduit un modéle & taux de hasards proportionnels (EW-PH) dont
la fonction du taux de hasard est celle d’une distribution Extension de Weibull. Apres I’étude
des caractéristiques statistiques de ces distributions, on construit des tests d’ajustement du
type du chi-deux modifié pour ces deux modéles dans le cas ol les paramétres sont inconnus
et les données censurées a droite. Une importante étude par simulations numériques et des

applications réelles ont été proposées pour confirmer les résultats obtenus dans ce travail.

Mots-clés : Analyse de survie, Données censurées, Modeéle extension de Weibull, Modeéle
de temps de défaillance accéléré, Modele de Cox, Statistique NRR, Tests d’ajustement du

type du Chi-deux..



Abstract

This thesis deals with the problem of the modeling of lifetimes data in statistical analysis.
It is devoted particularly to a generalization of the classical Weibull distribution, introduced
by Xie et al. (2002), and so-called the Weibull Extension Model (EW). First, we propose the
construction of modified chi-squared type goodness-of-fit tests based on the NRR statistic
for this model in both of complete and right censored data. Secondly, we construct an
accelerated lifetime model with this distribution as baseline (EW-AFT). Then, we introduce
a proportional hazards model (EW-PH) with a Weibull Extension rate baseline function.
After studying the statistical characteristics of these distributions, we construct modified
chi-squared goodness-of-fit tests for these models when the parameters are unknown and
data are right censored. An important study by numerical simulations and applications to

real data have been proposed to confirm the results obtained in this work.

Keywords : Accelerated failure time model, Censored data, Chi-squared type goodness-
of- fit test, Extension Weibull distribution, Hazard ratio (HR), NRR statistic, Survival

analysis.
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Introduction générale

Résoudre les problémes auxquels on est confronté, est une activité qui a une histoire
aussi ancienne que la race humaine. De nombreux types de modeles ont été utilisés pour y
faire face. Il s’agit notamment des modeéles physiques, des modéles descriptifs et des modeéles
mathématiques. L’utilisation de modéles mathématiques est relativement récente. Initiale-
ment, les modéles mathématiques ont été utilisés pour résoudre des problémes des sciences
physiques (par exemple, prédire le mouvement des planétes, le calendrier des marées hautes
et basses), mais ces deux derniers siécles, les modeéles mathématiques ont été largement uti-
lisés pour résoudre les problémes biologiques (modéliser les informations disponibles sur des
protéines, sur des geénes, I’étude de ’ADN;...), en sciences sociales (les enquétes d’emploi,
la dynamique des populations,...), en ingénieurie pour 1’étude de la fiabilité des composants
des systémes, en analyse de survie pour ’étude des effets des schémas thérapeutiques sur les
patients ou n’importe quel évenement ayant un effet sur la santé des patients. Les modéles
mathématiques interviennent dans toutes les disciplines et tous les secteurs.

Un modéle paramétrique approprié est souvent intéressant dans ’analyse des données de
survie, car il fournit un apercu des caractéristiques des temps de défaillance et des fonctions
de risque.

La distribution de Weibull (1951) est 1'une des familles les plus utilisées pour la modé-
lisation de telles données. Cependant ce modeéle & deux parameétres est inadéquat lorsque la

forme du risque est unimodale ou en baignoire.
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Diverses techniques paramétriques ont été développées pour intégrer une grande variété
de modeéles dans ’analyse de survie. Certains des modéles paramétriques proposés ont intro-
duit un paramétre de forme dans la distribution classique de Weibull pour tenir compte des
différentes formes de la fonction du taux de hasard. L’un des premiers modéles de ce type a
été proposé par Kalbfleisch (Kalbfleisch et Prentice 1980). Mudholkar et Srivastava (1993)
ont introduit une version exponentielle du modele de Weibull qui comprend un parameétre de
forme supplémentaire. Ces modeéles flexibles sont capables de générer une grande variété de
formes de risque fréquemment observées, y compris unimodale et en baignoire. Mudholkar,
Srivastava et Kollia (1996) ont proposé une autre généralisation du modele de Weibull, qui
est capable de générer des types similaires de formes de risque comme le modéle exponentié,
mais le support de la distribution devient dépendant de I’espace des parametres. Une généra-
lisation & quatre parametres de la distribution de Weibull a été introduite par Jeong (2006)
a partir des distributions stables proposées par Hougaard (1986), induites par le modele de
fragilité semi-paramétrique. Ce modéle peut aussi étre considéré comme une généralisation
du modele de Mudholkar et al. (1996).

Une monographie de Murthy et al. (2004) et le manuel de Rinne (2008) contiennent
presque toutes les généralisations concernant la distribution weibull. Lai et al. (2011) four-
nissent également une vue d’ensemble sur le sujet. Gusmao et al. (2009) ont proposé une
distribution Weibull inverse généralisée en ajoutant un autre parametre v & la distribution
Weibull inverse standard. Bebbington et al. (2007a) ont présenté une distribution Weibull-
Flexible simple et trés utilisée dans I’étude de fiabilité des pompes de réacteurs secondaires
(Bebbington et al. 2007a), et dans 1’étude de la mortalité humaine (Bebbington et al. 2007b).
La littérature statistique montre que les généralisations de la distribution de Weibull sont
appliquées aux données de cancer de la téte et du cou, le cancer du sein, les taux de dé-
faillance de composants mécaniques, pannes accidentelles des systémes parmi tant d’autres
données de survie.

Parmi ces nouvelles distributions, nous avons considéré une généralisation proposée par

Xie et al.(2002) appeléé "modele Extension de Weibull EW". Cette distribution peut étre
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considérée comme une généralisation du modele proposé par Chen (2000) ainsi que celle de
la distribution puissance exponentielle étudiée par Smith et Bain (1975). Dans leurs travaux,
Tang et al. (2004) ont étudié les propriétés statistiques de la distribution EW, tandis que
Gupta et al. (2008) ont utilisé les méthodes de Monte Carlo pour une analyse bayésienne et
des tests graphiques pour montrer I’adéquation de ce modele & des données réelles. Ils ont
montré que cette distribution & trois parameétres dont deux sont des parameétres de forme,
permet de caractériser beaucoup plus de durées de vie que la distribution classique de Weibull
et ses domaines d’application sont trés nombreux.

En fiabilité, dans les tests de vie accélérés (ALT), pour mesurer les taux de défaillance
en un temps court, on met le matériel sous des conditions appelées stress pour accélérer
le processus provoquant les défaillances, les modéles utilisés sont dits modeéles & temps de
vie accéléré AFT (accelerated failure time). Ces stress sont représentés par des covariables
qui interviennent sur les fonctions d’intérét du modele. Les modeéles AFT sont proposés
en alternative aux modeéles & risques proportionnels PH (proportional hazards) de Cox
(1972), largement répandus en analyse de survie, particuliérement en épidémiologie et aussi
en industrie pour les tests de vie accélérés (ALT'). Dans ces modeéles, les fonctions d’intérét
dépendent aussi de covariables qui peuvent influencer la survie. Les modeéles PH exigent la
proportionnalité des taux de hasard des individus, ce qui n’est pas le cas dans les modéles
AFT.

Dans ce travail, nous introduisons dans un premier temps un modeéle & temps de vie
accélérée (EW — AFT) dont la distribution de base est une Extension de Weibull. Ensuite
on construit un modele a taux proportionnels (EW — PH) dont la fonction du taux de
hasard est celle d’'une distribution Extension de Weibull. Aprés I’étude des caractéristiques
statistiques de ces distributions, nous construisons des tests d’ajustement du type du chi-
deux modifié pour ces modeéles dans le cas ou les paramétres sont inconnus et les données
censurées a droite.

Tout d’abord, on se propose de construire un test d’ajustement du type du chi-deux

modifié pour le modeéle "extension de Weibull" dans le cas ot les données sont complétes et
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les parameétres inconnus. Ce test est basé sur la statistique de Nikulin-Rao-Robson (NRR)
proposée séparément par Nikulin(1973) et Rao et Robson (1974). Basée sur I'estimateur du
maximum de vraisemblance sur les données initiales, cette statistique Y2 est une modification
naturelle du test classique X? du chi-deux.

Ensuite, on développe un autre test d’ajustement pour ce modele dans le cas ot les para-
metres sont inconnus et les données censurées a droite. Nous utilisons ’approche proposée par
Bagdonavicius et Nikulin (2011), basée sur les estimateurs du maximum de vraisemblance
sur les données non groupées. Ce test du type du chi-deux modifié Y;? est une modification
de la statistique NRR qui tient compte aussi bien des paramétres inconnus que de la cen-
sure. Aussi, nous construisons des tests d’ajustement du type du chi-deux modifié basés
sur cette statistique pour les modeles proposés (EW — AFT) et (EW — PH). Nous cal-
culons les estimateurs du maximum de vraisemblance en cas de censure droite et tous les
éléments constituant les critéres de test. Nous menons une étude par simulation numérique

trés importante. On termine par des applications sur des données réelles.

Le manuscrit est composé de quatre chapitres.

On débute par une étude détaillée du modele extension de Weibull (EW) proposé par Xie
et al. (2002). Les propriétés mathématiques, les caractéristiques du modele et 1’estimation
des parametres inconnus dans le cas de données complétes et le cas de données censurées
sont présentées.

Dans le deuxiéme chapitre, aprés un historique sur les tests du chi-deux, on développe la
statistique Y2 de Nikulin-Rao-Robson (NRR) et sa modification Y,? proposée Bagdonavicius
et Nikulin (2011) pour données censurées a droite. Ensuite, on construit des tests d’ajuste-
ment du type du chi-deux modifié, basé sur la statistique NRR et sur sa modification pour
le modele extension de Weibull dans le cas de données complétes et de données censurées.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons la construction d’un modéle de durée de vie
a temps de vie accéléré dont la fonction de base est une extension de Weibull qu’on appelle
(EW — AFT). Nous présentons une étude du modele, fonction de fiabilité, fonction risque

selon ses différentes formes. Nous utilisons la méthode du maximum de vraisemblance sur les
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données initiales pour estimer les parameétres inconnus du modéle, en tenant compte de la
censure. Ensuite on construit pour celui-ci, un test d’ajustement du type du chi-deux modifié
dans le cas de censure droite. Une étude par simulations numériques a été proposée pour
montrer la maniabilité du test proposé.

Quand au dernier chapitre, il est consacré a la construction d’un modele PH & risques
proportionnels, dont la distribution de base est une extension de Weibull, noté (EW — PH).
Comme pour les autres modéles, on commense par la présentation des propriétés statistiques
et 'estimation des parametres inconnus par la méthode du maximum de vraisemblance sur
les données initiales en présence de censure droite, ensuite on construit un test d’adéquation
pour ajuster une série d’observations a ce type de modéle. On termine par des simulations

numériques et des applications & des données réelles qui confirment les résultats obtenus.



CHAPITRE 1

Présentation du modeéle Extension de Weibull (EW)
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1.1. Fonction de répartition et densité

Parmi les généralisations de la distribution de Weibull, on s’intéresse a celle proposée par
Xie et al.(2002) appelée "modele Extension de Weibull EW". Cette distribution peut étre
considérée comme une généralisation du modele proposé par Chen (2000) ainsi que celle de
la distribution puissance exponentielle étudiée par Smith et Bain (1975). Le modele EW a
trois parameétres dont deux sont des parameétres de forme, permet de caractériser beaucoup
plus de durées de vie que la distribution classique de Weibull et ses domaines d’application
sont nombreux et divers. La forme de la fonction du taux de hasard peut étre croissante ou
en baignoire. Dans leurs travaux, Tang et al. (2004) ont étudié les propriétés statistiques
de cette distribution, tandis que Gupta et al. (2008) ont utilisé les méthodes de Monte
Carlo pour une analyse bayésienne et des tests graphiques pour montrer I’adéquation de ce
modeéle a des données réelles. Cependant les tests d’ajustement n’ont pas été suffisamment
développés dans la littérature statistique. Dans ce chapitre, nous commencons par présenter
la distribution extension de Weibull et ses différentes formes de fonction de risque, ensuite
on calcule les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres inconnus a partir

des données initiales dans le cas complet et en présence de censure aléatoire droite.

1.1 Fonction de répartition et densité

La fonction de répartition du modele extension de Weibull notée EW |, caractérisée par

a > 0 le parameétre d’échelle et v, A > 0 les parameétres de forme, est donnée par :

F(t)=1—exp {—Aa(e%)” - 1)} (1.1)

La fonction de densité de probabilité est

t t t\y
10 =nEr e { - aa - ) (12)
o a
Pour simuler une variable provenant de la distribution EW | nous utilisons 1’équation :
In(1 —wu), 1
t=[a"In(l - ——=)]>
a7 In(1 — )

ot u suit la distribution uniforme U(0, 1).
11



1.2. La fonction de survie et le taux de hasard

Quelques exemples de la densité EW sont présentés respectivement dans les figures (1.1)

et (1.2).

© 7 = gamma=04
—— gamma=0.8
w e
— gamma=1.5
< 4
(o] —
o -

Fig. 1.1. Densité de la distribution EW pour le parametre de forme ~(0.4;0.8; 1.5)

avec o« = 3.5 et A = 2..

o
o~ ] = lamda=2
= |amda=1.5
2 - — lamda=38
< ]
0
o
.

o _
= 5 T T T T

0 2 4 6 8

Fig. 1.2. Densité de la distribution EW pour le parameétre de forme v = 0.8

avec o = 3.5 et différentes valeurs de .

1.2 La fonction de survie et le taux de hasard

La fonction de survie du modéle I'extension de Weibull est donnée par

S(t) = exp {—Aa(e%)” - 1)} (1.3)
12



1.2. La fonction de survie et le taux de hasard

Sa fonction de hazard est donnée par :

«

t t
hit) = M (e { (27} (1.4
o
Des graphes du taux de hasard de cette distribution EW sont présentés respectivement

dans les figures (1.3) et (1.4).

= lambda=0.4
—— lambda=18
lambda=1.2

10 16 20 25
I

5
|

0
I

Fig. 1.3. Taux de hasard pour v = 0.8 avec différentes valeurs de « et \.

¥ — gamma=0.4
— gamma=0.8
7 - gamma=1.2
L= —
oo —
o
. —

Fig. 1.4. Taux de hasard pour les valeurs de 7(0.4;0.8;1.2)

avec a = 3.5 et A = 2.

Nous remarquons que :
— Siy > 1, le taux de panne de la distribution EW est croissant.
— Si0 <y <1, letaux de panne de la distribution EW est décroissant.
Ces différentes formes lui permettent d’étre utilisée dans des applications de fiabilité

et de I'analyse de survie.
13



1.3. Fonction de hasard cumulé

1.3 Fonction de hasard cumulé

La fonction de hasard cumulé du modéle extension de weibull EW se calcule facilement

en utilisant (1.3),

H(t) = —In{S()}

H(t) = —In{exp {—)\oz(e(i)7 — 1)}}

Donc

H(t) = da(e) —1) (1.5)

1.4 L’espérance et la variance

L’éspérance est définie comme

E(T) = 7OtdF(t) = 705(t)dt - 7Oexp {—Aa(e(i)” - 1)} dt

Comme pour la distribution de Weibull, le calcul ci-dessus nécessite I'intégration numé-

rique.
La variance peut étre obtenue par les formules suivantes :

V(T) = E(T?) — E(T)?

+o0 +o0

V(T) = /t2dF(t) — E(T)* = 2/tS(t)dt — E(T)?

V(T) = 2/texp {—Aa(e%)” - 1)} dt — E(T)?

14



1.5. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données complétes

1.5 Estimation du maximum de vraisemblance en cas

de données complétes

1.5.1 Estimation du maximum de vraisemblance

Soit une variable aléatoire t ~ EW (6) de vecteur de parameétres § = («,y, A). Afin de
calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres inconnus de cette

distribution, on a besoin de la fonction de vraisemblance donnée par 1’équation suivante :

n

L(t,0) = Hf(ti,e)

n

2.0 = [ e { (G + 2a1 - 60}

=1

Et 'expression de la fonction log-vraisemblance est :

= Zlnf(ti,é)

) =SSyt exp { (L) aar - )

Pour notre distribution EW, les fonctions de score sont obtenues comme suit :

8[(0) —ny t; 7 (Liyr (Lyv 7(%)7
e = o + — +n)\+Z)\7()ea —Xela) — =0

Puisque, nous ne pouvons pas trouver les formules explicites des estimateurs du maximum
de vraisemblance des parameétres, nous utilisons alors des méthodes numeériques telles que la

méthode de Newton Raphson, la méthode de Monte Carlo, ’algorithme BB ou autres.

15



1.6. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

1.5.2 Simulations cas de données complétes

On considére le modele EW. Les données ont été simulées N = 10,000 fois (avec les
tailles des échantillons n = 30; n = 50; n = 100; n = 250; n = 500 ) et les valeurs des para-
metres o = 0.8,y = 2.5, A = 3.5. En utilisant le logiciel R et I'algorithme Barzilai-Borwein
(BB) (Ravi, 2009) pour les calculs des moyennes des valeurs simulées des estimateurs du
maximum de vraisemblance &, 7, A des parameétres et leurs erreurs quadratiques moyennes

(notées MSE), nous obtenons les résultats présentés dans la table 1.

N =10,000 | n=30 | n=50 | n=100 | n =250 | n =500
&) 0.8087 | 0.8210 | 0.7916 0.7939 0.7922
MSE 7.59.e75 | 0.0004 | 6.99.¢7 | 3.60.e7% | 6.03.¢7%
~ 2.4964 | 2.5341 | 2.4730 2.4770 2.5164
MSFE 1.25.e7® | 0.0011 | 0.00072 | 0.0005 0.0002
hy 3.7150 | 3.5069 | 3.5906 3.5165 3.5018
MSE 0.0462 | 4.87.e75 | 0.0082 0.0002 | 3.25.e7%

-~

Tab .1. Estimateurs du maximum de vraisemblance (a,7, \) des parameétres et leurs erreurs

quadratiques moyennes.

Du tableau 1, nous pouvons remarquer que les estimateurs du maximum de vraisemblance

sont convergents.

1.6 Estimation du maximum de vraisemblance en cas

de données censurées

1.6.1 Estimation du maximum de vraisemblance

Considérons cette fois-ci le cas ol les données peuvent étre censurées a droite. Soit une
variable aléatoire T distribuée selon une loi EW de vecteur de paramétres 6 = (o, 7, A)T.

Chaque individu ¢ est supposé avoir une durée de vie T; et un temps de censure C;, ou 7T; et
16



1.6. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

C; sont des variables aléatoires indépendantes. Supposons que les données sont constituées
de n observations indépendantes t; = min(7;, C;) pour ¢ = 1,...,n. La censure est supposée

non informative, alors la distribution de C; ne dépend pas des paramétres inconnus de T;.

La fonction de vraisemblance dans le cas de données censurées peut étre donnée par :

n

L(t,0) = [ [ £ (t:, 0)S " (t:,0),6: = Lz,<c,y

i=1
La fonction log-vraisemblance est :

n

I(t,0) = iai In f(t;,0) + > (1—6;) InS(t;, )

i=1

Comme

-

(,9)
(Z,9)

Alors I’équation de la log-vraisemblance devient :

h(t,0) =

n

1(t,0) = d;iInh(t;,0) + > InS(t;,0)
i=1 i=1
Dans notre cas, 1’équation de la log-vraisemblance est :
10) = > 5P (o Texp { (2} 4 S tnfexp {~Aaet® - 1))
, i=1 @ . i=1

Les fonctions de score pour les parameétres «,y et A sont données par :

123

8l(9) B = 1—7v '7(0,)7 . (Lyy t; N (B
8—04_;61[ - > ]+izl[ Ae 1)+>\7(a)€ ]=0

%79) - izn;éi[% +1In (%) + <%)vln (g)] +§;[—/\a (g)”ln <%> 6(%)7] 0
T = Y+ Yl -] =0

Pour résoudre le systéme de fonctions de score, assez compliquées, on fait appel aux méthodes

o~

numériques, telles que la méthode de Monte Carlo, l’algorithme BB ou autres.

17



1.6. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

1.6.2 Simulations cas de données censurées

On considére le modeéle EW. Les données ont été simulées N = 10,000 fois (avec les
tailles des échantillons n = 30; n = 50; n = 100; n = 250; n = 500 ) et les valeurs des para-
meétres o = 0.87,v = 3.5, A\ = 1.5. En utilisant le logiciel R et 'algorithme Barzilai-Borwein
(BB) (Ravi. V 2009) pour les calculs, les moyennes des valeurs simulées des estimateurs du
maximum de vraisemblance &, 7, A des parameétres et leurs erreurs quadratiques moyennes

(notées MSE) sont calculées et présentées dans la table 2.

N =10,000 | n=30 |n=50|n=100| n=250 | n=500
a 0.8821 | 0.9078 | 0.9021 0.8810 0.8743
MSE 9.85.¢7% | 0.0008 | 0.0005 | 4.25.¢7% | 2.14.e7%
~ 3.6429 | 3.5879 | 3.5427 3.5078 3.4953
MSE 0.0204 | 0.0077 | 0.00205 | 5.27.e7% | 2.14.¢7%
h) 1.4824 | 1.5698 | 1.5318 1.4739 1.4430
MSE 0.0003 | 0.0048 | 0.0010 0.0006 0.0003

~

Tab .2. Estimateurs du maximum de vraisemblance (a,7, \) des paramétres et leurs

erreurs quadratiques moyennes (données censurées)

Du tableau 2, nous pouvons remarquer que les erreurs quadratiques moyennes sont trés

faibles ce qui confirme la convergence des estimateurs du maximum de vraisemblance.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans le cas de données complétes, diverses techniques sont utilisées pour vérifier I’adé-
quation de modeéles mathématiques & des données issues de I'observation. Les tests les plus
répandus sont ceux basés sur la statistique du chi-deux de Pearson. Néanmoins, ceux-ci ne
peuvent étre appliqués dans toutes les situations, particuliérement quand les parameéttes du
modele sont inconnus ou bien quand les données sont censurées. Depuis la moitié du siecle
dernier, les chercheurs ont commencé a proposer des modifications des statistiquess exis-
tentes pour tenir compte des parameétres inconnus d’une part et de la censure d’autre part.
Pour les données complétes, Nikulin (1973) et Rao et Robson (1974) ont proposé séparément
une statistique connue aujourd’hui sous le nom de la statistique NRR (Nikulin-Rao-Robson).
Ce test statistique qui suit une distribution du chi-deux, est une modification naturelle de
la statistique de Pearson.

Si en plus des parameétres inconnus, les données sont censurées, les tests classiques sont
inadéquats pour vérifier une hypothése Hj selon laquelle une suite d’observations provient
d’une famille paramétrique F'(t). Habib et Thomas (1986) ont considéré les modifications na-
turelles de la statistique NRR. Ces tests sont basés sur les différences entre deux estimateurs
des probabilités, I'un est basé sur ’estimateur de Kaplan-Meier, I’autre basé sur les estima-
teurs du maximum de vraisemblance des parameétres inconnus de la fonction de distribution
cumulative du modele testé. Quand & Bagdonavic¢ius et Nikulin (2011), Bagdonavicius et
al. (2013), ils ont proposé une modification de la statistique NRR qui tient compte de la
censure aléatoire droite. Cette statistique, basée sur les estimateurs du maximum de vrai-
semblance sur les données initiales, suit également & la limite une distribution du chi-deux.
Pour plus de détails sur la construction de ces statistiques, on peut voir Voinov et al. (2013).
Ces techniques ont été utilisées pour ajuster des observations aux modéles AFT de Weibull,
log-normal et loglogistique (Bagdonavicius et al. 2013), au modele inverse Weibull généralisé
(Goual et Seddik-Ameur 2014), a la distribution de Birbaurm Saunders (Nikulin et Tran

2013), au modele a risques concurrents de Bertholon (Chouia et Seddik-Ameur 2017).
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2.2. Nikulin-Rao-Robson test pour données complétes

Dans ce travail nous construisons des tests d’ajustement du type du chi-deux modifié
pour le modele extension de Weibull (EW) dans le cas de données complétes et dans le cas
de la censure aléatoire droite et les paramétres inconnus. On se base sur la statistique NRR
pour le cas de données complétes. En présence de censure, on se base sur la modification de

la statistique NRR proposée par Bagdonavicius et Nikulin (2011).

2.2 Nikulin-Rao-Robson test pour données complétes

Pour tester I’hypothése Hy selon laquelle T4, 7T5,---, T, , un n-échantillon est issu d’une
famille paramétrique F'(t,0)
Hop{ﬂgt\Ho}:F(t,e), tZO,
o 0 = (01,0, ..... QS)T € © C R® représente le vecteur de parameétres inconnus, Nikulin
(1973) et Rao et Robson (1974) ont proposé Y? la statistique NRR définie comme suit :
Les observations 17, Ts, -+, T;, sont groupées en r sous-intervalles I, I5,---, [,, mutuellement
disjoints I; =|a;_1,q;], ou j =1, 7.

Les bornes a; des intervalles /; sont obtenues telles que
(1]' 1
p;(0) = /f(t,@)dt = -, ji=12..r
r
aj—1

Alors

a; = F! (‘%),jzl,r—l.

Si v = (v1,v,,1,)T est le vecteur des fréquences obtenu par le regroupement de données
dans ces intervalles [;

vi=card{i: T, € I;,i=1,2,3,....n}

La statistique NRR est donnée par

ou

2(0) = XT(6)..(6) avec X, (0) = vy — npy(0) Vr_npr<0))T
X2(0) = XT(0)X,,(0) X ( )22< @) 7 /np,(0)



2.3. Nikulin-Rao-Robson statistique pour le modele Extension de Weibull

J (0) est la matrice d’information pour les données groupées définie par

7= J(6) = B(O)TB(0) avec B(0) [ L9, (9>]

Vp;(0) 99,
~ ~ A~ ~ T ~ r U ap] (971)
L (en) - (L1 (en) Ly <9n) o L (9n)) avec Ly (en) D N B /A A T
‘= pi 9
I,,(0,,) représente la matrice d’information de Fisher estimée et 6, est estimateur du
maximum de vraisemblance du vecteur § des paramétres. La statistique Y2 suit a la limte

une distribution du chi-carré x2 ; avec (r — 1) degrés de liberté.

2.3 Nikulin-Rao-Robson statistique pour le modéle Ex-
tension de Weibull

Considérons un échantillon 7' = (T}, T, .....T;,)". Pour vérifier si ces données sont dis-
tribuées selon le modele extension de Weibull, P(T; < t) = Fgw(t,0), avec des paramétres
inconnus 6 = (a,7,A\)?, on construit un test d’ajustement du chi-deux en adaptant la sta-
tistique NRR développée dans la section précédente.

Les données sont regroupées dans des intervalles /;. Sous I’hypothéese nulle Hy, les limites

a; de ces intervalles sont obtenues comme suit :
) n(1—2),, L
a; = Fy (2) alors, a; = (a”In(1 — M))w

La forme de la statistique X2 (6,,) pour I'extension Weibull peut étre déduite de sa fonc-

tion de fiabilité S(¢), car
pj = Few (a;) — Few (a;-1) = S(a;—1) — S(a;)

d’ou
.

5 I (=) 1 (v —nfS(a;-1) — S(ay)])?
R P I R

j=1 j=1

Le vecteur (v;), représente les fréquences observées obtenues dans ce groupement.
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2.3. Nikulin-Rao-Robson statistique pour le modele Extension de Weibull

2.3.1 Calcul de la matrice d’information des données groupées

J(0)

A

o T N
Les composants de la matrice symétrique estimée .J <9> =B (9) B(#) sont obtenus de

la maniére suivante :

1 0p;.s 1 ap 1 0p
Jll—z (aoj) _Z ] 33_2_(8;)27
J J
1 ,0p;. , Op; 1 ,0p;. ,0p;
ho=dn =3 GG e =dn = (GG
1 0p;.  Op;
Jog = J32 = EJ: (87])(8_;)

7j=1 7=1 7j=1
J(0) = B(0)" B(6), B(0) = (bjk(0)),
.:Lapj(e) 1 r k=1 S
7k \/p_j 80 ) PRERE) ) PRERE)
On a obtenu les quantités (ux),«s pour la distribution extension de Weibull sous une forme
simple :
Jp;(0) a;— a;_
up = P = ()= A1) - 1) + (U )]
a; a;
~S(a) - Alexpt (27}~ 1)+ (2)h(ay)
Op;(0) a1, a;— a;. o a;
i = 2 =~ 2,8 (a0) () + () 2ha,)S(a) n(2)
Ip;(0) a1, aj .
ujs = P80 — —afexp{ (1))~ 1)S(0; 1) + alesp{(L)7} ~ 1)S(ay)
ou

S(a;) = emp{ )\a( - 1)}
S(a;) est la fonction de la fiabilité et h(a;) la fonction du taux de risque de la distribution

EW.
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2.3. Nikulin-Rao-Robson statistique pour le modele Extension de Weibull

2.3.2 Calcul de la matrice d’information de Fisher /(0)

Les éléments de la matrice d’information de Fisher définie par :

0*In f(t,0)

Ln(0)er = — B 90,00,

sont nécessaires pour la construction de la statistique Y. Aprés plusieurs simplifications, on

obtient tous les éléments :

OU0) _nty—1) g~ (@) bty =7 () + 1)

oz a2 — " I i ]
S0 (o () () () ()
?l0) n
oN: )2

o~ o - 2o () m () e ()

2U0)  0%(0) “ (%) ti\’
daoN  ONda ”*;[_h(m P (E) ]

Les estimateurs du maximum de vraisemblance 8,, des parametres inconnus de la distribution
EW sont calculés sur les données initiales. La statistique Y2 ne dépend pas des paramétres, on
peut donc utiliser la matrice d’information de Fisher estimée I, (@n> . Toutes les composantes
de la statistique Y2 , pour la distribution extension de Weibull sont fournies, par conséquent

Y2 peut étre déduite facilement.

2.3.3 Simulation (NRR statistique Y?)

Pour appuyer les résultats obtenus dans ce travail, on meéne une étude intensive par simu-
lations numériques. Ainsi, pour tester I’hypothése nulle Hy qu’un échantillon appartienne au

modele extension de Weibull, nous calculons Y? la statistique NRR de 10,000 échantillons
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2.3. Nikulin-Rao-Robson statistique pour le modele Extension de Weibull

simulés avec des tailles n = 30; n = 50; n = 100; n = 250; n = 500, respectivement. Pour
différents niveaux théoriques (¢ = 0.02, 0.05 , 0.01 , 0.1), on calcule la moyenne des nombres
de non-rejet de I’hypothése nulle, lorsque Y,> < x?(r — 1) puis, nous présentons les résultats

des niveaux empiriques et théoriques correspondants dans la Table 3.

N =10,000 | e=0.02 | e=0.05]|e=0.01|e=0.1

n = 30 0.9828 | 0.9517 | 0.9953 | 0.9061

n = 50 0.9824 | 0.9576 | 0.9932 | 0.9039

n = 100 0.9818 | 0.9522 | 0.9912 | 0.9019

n = 250 0.9809 | 0.9501 0.9921 | 0.9009

n = 500 0.9801 0.9499 | 0.9909 | 0.8999

Tab.3. niveaux empiriques et niveaux théoriques correspondants (e = 0.02 , 0.05 , 0.01 , 0.1)

Comme il peut étre vu, les valeurs des niveaux empiriques calculés sont trés proches de
ceux de leurs niveaux théoriques correspondants. Donc, nous concluons que le test proposé

est bien adapté a la distribution extension de Weibull.

2.3.4 Application a des données réelles

Nous considérons les durées de vie de 50 appareils, fournies par Aarset (1987) et étudiées

par d’autres auteurs. Pour tester ’hypothése nulle Hy que ces données (tableau 4)

01021 1 1 1 1 2 3 6

7 11 12 18 18 18 18 18 21 32
36 40 45 46 47 50 55 60 63 63
67 67 67 67 72 75 79 82 82 83

84 84 84 8 8 8 8 8 86 &6

Tab 4. Durée de vie de 50 appareils d’Aarset (1987).
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2.4. Tests d’ajustement classiques

sont ajustées par une distribution extension de weibull , nous utilisons la statistique NRR
obtenue dans ce travail. En utilisant le logiciel R et ’algorithme Barzilai-Borwein (BB) (Ravi,
2009), nous calculons d’abord les estimateurs du maximum de vraisemblance & = 101.0917
, ¥ = 0.8402 , A = 0.01388 des parametres inconnus «, v, A. La matrice d’information Fisher

estimée est alors

0.0002546459 —0.0255712941  6.2368342619

I(0) = [ —0.0255712941 —94.14084510  2220.92706251

6.2368342619  2220.92706251 —2.592642¢ + 05

Les quantités W et Xfl(é) sont obtenues

W= %LT 0,) (I, <9n> .y (@n>)*1L (en) — 0.001128842 ; X2(h) = 8.8

On déduit alors la valeur de Y,> = 8.798871. Pour niveau de signification ¢ = 0.02, la
valeur critique est x2 (5 — 1) = 11.6678, alors, la statistique NRR Y,? est inférieure a la

valeur critique, ceci nous permet de dire que ces données correspondent convenablement au

modeéle extension de weibull.

2.4 Tests d’ajustement classiques

Quand les parameétres sont connus, il existe des tests d’ajustement basés sur les différences
entre les fonctions de répartition théoriques et les fonctions de répartition empiriques. Nous

en citons les plus courament utilsés.

2.4.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

Ce test est basé sur la plus grande distance verticale entre la fonction de répartition
empirique F,,(t) et la fonction de distribution théorique F'(t).

La statistique est

KS = Sup|F(t70)_Fn(t)|

= max(F(t,0) — (i — 1)/n) V (i/n — F(t:,0))
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2.5. Tests d’ajustement pour données censurées

avec (t;)1,., un n-échantillon que 'on veut ajuster a la distribution F'(¢). Pour un seuil
e donné, si la valeur de la statistique K.S est supérieure au point critique, nous rejetons

I'hypothése nulle [voir Bolshev et Smirnov (1983)].

2.4.2 Test d’Anderson—Darling

La statistique d’Anderson - Darling (AD) est définie par la quantité :

n

— —p— 22 {2’ InF(t;,0) + (1 — QZ; 1) In(1 - F(tiﬁ))}

Si la valeur du test statistique AD est supérieure au point critique, nous rejetons ’hypo-

thése nulle.

2.4.3 Test de Cramer-Von Mises

La statistique w? de Cramér-Von Mises peut s’écrire :

2 — 1 2
Sw (t:,0) —
12n+iz{ 2n }

De méme, on rejette ’hypothése nulle Hy, si la valeur calculée est supérieure a la valeur

critique.

2.5 Tests d’ajustement pour données censurées

Pour vérifier 'adéquation du modele extension de Weibull quand les parameétres sont
inconnus et les données censurées, on utilise ’approche proposée par Bagdonavicius et Ni-
kulin (2011), Bagdonavicius et al. (2013) que nous développons dans ce paragraphe. C’est
un test du type du chi-deux modifié basé sur une modification de la statistique NRR dont
la distribution est un chi-deux.

Soit ’échantillon
(t1;51)7(t2762) 7"7(1:717571) (21)
ou

ti ="T; N Ci, 0; = Lr<on
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2.5. Tests d’ajustement pour données censurées

Supposons que les durées de vie T;,T5,...,T;, sont n variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées. La fonction de densité de T; appartient & une famille paramétrique

{f(t,0),0 € ® C R"}.et le taux de hasard cumulé est noté par :

H(t,&):—lnS(t,G):/th(u,Q)du

La fonction de la log-vraisemblance est :

= 6;Inh(t;,0)+ Y InS(t;,0) (2.2)
=1 =1

Pestimateur du maximum de vraisemblance 5 de 0 vérifie :
() =0

ou

: o ) ) r
[(0) = =—I[(0) = 1(0),..,.—I1(0 2.
)= 5510 = (55:10) 55 10)) (23)
La matrice d’information de Fisher est :
1(0) = —Eyl () (2.4)

ou

"L 92
Zéaezlnhtz,é’ ;a— (t:,0) (2.5)

Si 0y est la vraie valeur de 6 et sous les conditions de régularité, on a :

100 4 N O 60— (0) Zian),
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2.5. Tests d’ajustement pour données censurées

L’échantillon (2.1) peut étre représenté en termes de processus de comptage comme suit :

(Ny (), Y1 (1) ,£ > 0), ... (N, (1), Y (£) . > 0) (2.6)

N;i(t) = 1ix,<eo=1y,  Yi(t) = Ljoc<xyy

Si

Nt =Y Ni(t) et Y(t)=) Yi(t) (2.7)
i=1 ;
les expressions des équations (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) peuvent étre écrites en termes

des processus stochastiques N; et Y;. Les trajectoires du processus de comptage NN; (t) ont la

forme :

Sid; =1,et N;(t) =0, sid; =0, les trajectoires du processus de comptage Y; ont la forme :

1, 0<t<X;

0, t>X;

En utilisant ces processus, les auteurs ont obtenu les relations suivantes :

o0 lnh(t“9>, 5@ =1,
/ Inh (u,8)dN; (u) = = 0;Inh (t;,0) (2.8)
0 O, (51 — O

et

Ce qui implique

1(0) = Z/ {Inh (u, 0) dN; (u) — Y; (u) b (u,0)} du
i=1 Y0
La matrice d’information de Fisher est :

1(0) = —Eyl(0)
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2.5. Tests d’ajustement pour données censurées

Sous les conditions suivantes [Hjort (1990)] :

1- Il existe un voisinage Oy de #, la vraie valeur de 6 tel que pour tout n et § € O, et
pour tout ¢t € [0, 7], les dérivées partielles d’ordre let 2 de h(t, ) par rapport a 6 existent et
sont continues et bornées. On suppose aussi que la fonction de log-vraisemblance est trois
fois différentiables par rapport a 6 € 6.

2- h(t,0) est bornée dans [0, 7] x ©y.

3- 11 existe une fonction positive y(t) telle que :

sup [Y(t)/n —y(t)] =0
te[0,7]

1(00)

4- La matrice i (6p) = lim (la limite existe sous les conditions 1 — 3) est définie

n—-—uoo

positive.
On suppose que les processus NV; et Y; sont observés pendant un temps fini 7 .

L’intervalle [0, 7] est partagé en r > s petits intervalles.
]j = (aj_l,aj], CLO:O, ar =T

Uy =N(a;) = N(a;1) = Y 6

i:tielj

U, représente le nombre des défaillances observées dans le 7" intervalle, j = 1,2, ..., 7.

On prévoit d’observer E; défaillances

Ej:/aaj h(u,@)Y(u)du: Z (H (aj/\ti,g) —H(aj_1,§>>

Jj—1 i:Xi>aj_1

ici § est I'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre 6.
Pour tester I'hypothése Hy, Bagdonavicius et Nikulin (2011) ont proposé cette statistique :
v2=27"V"2
basée sur le vecteur
Z=(Zy,Z9,.2.)",  Z;j=

ou



2.5. Tests d’ajustement pour données censurées

est un inverse généralisé de la matrice V'

A 0 0
) 0 A 0 A
A= ? . A= Y
: n
0 0 A,
Cn CA’12 éu
R 6'21 022 e C'2r 0
C= | | o Gy = Z i B In h(t; 0)
zt7€I
CAfml CA’mZ émr
1 iz o i
o1 2 o lom Oln h(t; 9 ) 0lnh(t; 9)

~>
I

= 25 0, 96,

ml tm2 *°° lmm

cette statistique peut s’écrire

2

i‘eﬂ@

Jj=1

ot la forme quadratique () est
Q=wWT'G'w, W=CA'Z

Sous I’hypothese Hy et pour n suffisamment grand, la statistique Y,? suit une loi de x? a

r degrés de liberté.
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2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW

Choix de a; :

Soit A
b= (n—i)H (t(i)ﬁ) +Y H (t(l),ﬁ)
=1

¢élément de la statistique d’ordre (t(l), e t(n)) .

ou t(; est le jieme

Si i est le plus petit nombre naturel vérifiant E; € [b;_1,b;], j =1,..,7 — 1 alors :
(n—i+1) (a@)—i—ZH(l),)—E

E; -0 (tl,>A

&j:H_l i1 00, ar = max (t(n)ﬂ')

ot H~! est 'inverse de la fonction de hasard cumulative H.

2.6 Test d’ajustement en présence de censure pour la

distribution FWW

Dans cette section, nous étudions la validité du modele extension de Weibull EW , par

un test d’ajustement basé¢ sur Y;? la statistique NRR modifiée présentée dans la section

précédente.

Supposons H, vérifiée, c’est—a-dire que le taux de défaillance T; suit une distribution E'W.

La fonction de survie est :

S(t,0) =1 — F(t,0) = exp {—Aa@%)” - 1)}

Aprés avoir calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres a, v, A de

cette distribution, le choix de @; est obtenu comme suit :
Ej-YiZ1 H(t,0)

a; = aln(l + —22 )]
A

2=

, pour j=1,..,1r—1; a, =t

ou

E; = ri1ZH<ti’§)

Pour chaque intervalle I; on a e; = ==



2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW

2.6.1 Calcul de la matrice W

Le calcul de la matrice W passe par celui de la matrice C. Calculons les dérivées partielles

de la fonction In A(t, ) par rapport & o,y et A :

Onh(t,0) 1-75(1+ (%))

o a
Olnh(t,0) 1 toa s b
Olnh(t,0) 1

o

Apres calcul, nous trouvons les éléments de la matrice C' :

&1 & LA+ (B
Cij=— Y 6i = ]
:X;€1;
1 — 1 tiae .t
Coj= 1 D0 Az + 11+ ()W)
1:X€l;
1 « 1
= EzXZeI(Sl[i]

et la matrice W peut étre déduite :

k
Wy =Y CuyA'Z;, =12 j=1,.r

2.6.2 Calcul de la matrice I

Les éléments de la matrice d’information de Fisher estimée définie par :

amhteamhte

I,I'=1,2,3
ael ael/ ) Y Y )

sont donnés comme suit :

111 12 113
I = 221 122 123
131 123 133

ou




2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW

Fa = Y00 + 10+ (£)) In(5)?

. e R NG pI )

t
a

t o1
a’ o\

~ o~ I 1 -
Ioz = I3y = EZ5I[§ +[(1+ (%)) In(
i—1

Enfin, on obtient la forme explicite de la statistique Y,? qui nous permet de tester I'ajus-

tement d’une série d’observations a une distribution extension de Weibull :

k

2
Y7L2:Z(Uj_€j) +Q

2.6.3 Simulation de la distribution de la statistique Y

Pour montrer que la distribution de la statistique de test est invariante, nous avons
effectué¢ des simulations (N = 10,000) de la distribution de la statistique Y,? sous 'hypothese
nulle Hy, avec différentes valeurs des paramétres et différents nombres d’intervalles r de
regroupement de données soumises a une censure & droite. Ensuite, nous avons représenté
les histogrammes des données des échantillons par rapport aux distributions du chi-deux

correspondantes avec r degrés de liberté (voir les exemples dans les figures 2.1, 2.2 et 2.3 ).
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2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW
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Fig. 2.2. Histogramme de Y? pour n = 100
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Fig. 2.3. Histogramme de Y? pour n = 400

Tenant compte des erreurs de simulations, nous pouvons dire que la distribution limite

de la statistique Y;2, est une distribution du chi-deux avec r degrés de liberté.

2.6.4 Simulation des valeurs du critére de test

Pour tester ’hypothése nulle Hy qu’un échantillon provient d’un modéle extension de
Weibull, nous calculons Y? la statistique NRR de 10, 000 échantillons simulés avec des tailles

n = 30; n = 100; n = 250; n = 500, respectivement. Pour différents niveaux de signification
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2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW

(e =0.02,0.05,0.01,0.1), on calcule la moyenne du nombre de non-rejet de I’hypothése
nulle, lorsque Y2 < x%(r) puis, nous présentons les résultats des valeurs empiriques et des

valeurs théoriques correspondantes dans la Table 5.

N =10,000 | e=0.02 | e=0.05 | e=0.01 | e=0.1

n =30 0.9823 | 0.9518 | 0.9943 | 0.9032

n = 100 0.9811 | 0.9505 | 0.9937 | 0.9022

n = 250 0.9801 | 0.9501 | 0.9915 | 0.9025

n = 500 0.9799 | 0.9497 | 0.9903 | 0.9003

Tab.5. niveaux empiriques et niveaux théoriques correspondants (e = 0.02 , 0.05, 0.01 , 0.1)

A partir des résultats obtenus, on constate que les niveaux de signification empiriques
de la statistique Y2 coincident avec ceux correspondants aux niveaux théoriques de la dis-
tributions de chi-deux & r degrés de liberté. Par conséquent, nous pouvons dire que le test

proposé peut ajuster convenablement des données censurées de la distribution EW.

2.6.5 Analyse de données de survie

Nous considérons des données d’échantillon de 50 patients atteints de leucémie aigué
myéloide aigué signalés au registre international des transplantations de moelle osseuse. Ces
patients ont eu une transplantation de moelle osseuse allogénique (allo) ou la moelle d'un
homologue HLA (Histocompatibility Leukocyte Antigen) a été utilisée pour reconstituer leur
systéme immunitaire.

Les données ordonnées de cette étude sont présentées dans la table (6), ou (*) représente

la censure.
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2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW

0.030
2.763
6.941
12.993*
28.717*

46.941%

0.493
2.993
7.993*
13.849*
32.928*

48.289*

0.855
3.224
8.882
16.612*
33.783*

57.401*

1.184
3.421
8.882
17.138*
34.211*

08.322*

1.283
4.178
9.145*
20.066
34.770*

60.625*

1.480
4.441*
11.480
20.329*
39.539*

1.776
5.691
11.513
22.368*

41.118*

2.138
5.855"
12.105*
26.776*

45.033*

2.500
6.941*
12.796
28.717*

46.053*

Tab .6. Taux de survie de la leucémie (en mois) pour les transplantations autologues et

allogéniques.

Si on suppose que ces données sont distribuées selon la distribution (EW), lestimateur

du maximum de vraisemblance 6 du vecteur de parameétres 6 est :

b

&,4, )T = (0.0002, 4.3878, 1.3378)7

Nous choisissons un nombre de classes r = 4. Les éléments de la statistique Y2 du test

sont présentés comme suit :

a; | 2309 | 6.453 | 11.423 | 20.311
U, 8 7 3 4

e; | 62714 |6.2714 | 6.2714 | 6.2714
Cyj | —0.1400 | 0.2430 | 0.2508 | 0.0130
Cy; | 0.1501 | 0.2241 | 0.1813 | 0.2513
Cs; | 0.0045 | 0.0045 | 0.0045 | 0.0045

Tab .7. Calculs de &j ] Uj y €55 élj ;égj ) égj.
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2.6. Test d’ajustement en présence de censure pour la distribution EW

La matrice d’information de Fisher estimée est :

—0.6431123 —1.6349201 0.3987176

~)
I

—1.6349201  6.318782  —0.8563852

0.3987176  —0.8563852  1.2479566

Apres calcul, nous trouvons Y,2 = 9.1577.
Au seuil € = 0.05, la valeur critique 32 5(4) = 9.4877 = Y2 = 9.1577, on peut dire que

ces données peuvent étre modélisées par la distribution extension de Weibull.
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CHAPITRE 3

Construction du modéle EW-AFT
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Les modeéles AFT ou modéles a temps de vie accéléré ou tests de vie accélérés (accelerated
life testing) [Bagdonavicius et Nikulin (2002), Meeker (1998), Nikulin at al. (2007)] sont des
modeles ou la fonction de survie dépend de variables dites explicatives représentant les
différents facteurs appelés souvent stress pouvant influer sur la durée de vie du matériel.
Ils consistent a réduire les durées de vie des produits par 'accélération des dégradations
provoquant les défaillances. Ainsi, on peut estimer la fiabilité du matériel dans des délais
cours permettant d’optimiser les performances de celui-ci.

Vu le développement technologique et pour produire de nouveaux matériels de plus en
plus performants, les ingénieurs utilisent les données obtenues & partir des expériences de
tests de vie accélérés, ce qui a encouragé les chercheurs & proposer de nouveaux modéles
AFT pour décrire les différentes durées de vie observées. Parmi les modeéles étudiés, nous
trouvons les modeles AFT de Weibull, exponentiel, log-logistique (Bagdonavicius et al. 2011),
le modele log-gamma (Ortega et al. 2009), le modele AF'T inverse Weibull généralisée (Goual
et Seddik-Ameur 2014).

Dans ce chapitre, on propose un modeéle & temps de vie accéléré EW — AFT dont la
distribution de base est une extension de Weibull. Ce modéle peut mieux modéliser diftérentes
durées de vie en fiabilité ou en analyse de survie que la distribution Weibull — AFT. Apres la
présentation du modéle, on utilise la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance
pour estimer les parameétres inconnus de la distribution. Nous terminons par la mise en place
d’un test d’adéquation pour ce modéle quand les données sont censurées et les parametres

inconnus permettant d’ajuster des observations a ce type de modeéle de maniére satisfaisante.

3.2 Le modéle AFT

Un modeéle AFT dont la fonction de survie est Sy(t) se défini comme suit :

Soit ' I’ensemble de tous les stress possibles, défini par :

E={z(.) = (z1(.), 22(.), ,zm())T}
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3.2. Le modéle AFT

Si z(.) est constant, nous écrivons z a la place de z(.), et nous notons par F; le sous-

ensemble de E de tous les stress constants.

Notons par 7. le taux de panne sous z(.) et par f.((t),5:)(t) et F.()(t) respectivement

la fonction de densité, la fonction de survie et la fonction cumulative de la distribution :
SZ(,)(t) = P(TZ(,) > t) =1- Fz(.)(t) , Z() ek

La fonction risque de T sous z(.) est :

_ fZ(-)(t) - S;(.)(t)

S.0)  Sa(@)

ha() (¢)

la fonction cumulative de risque de 7, sous z(.) est :
H.()(t) = —In(Sx()(t))

Le modele AFT est défini sur E, si la fonction de survie sous stress z(.) € E | est

t

S.0,(t) = Sof / r(2(u))du), ¥2() € E

0

Si z(.) = z est constant, alors le modeéle devient :
S.(t) = So(r(2)t), Vz(.) € E4

Le modele AFT paramétrique est donné par la formule :

t

Su(0) = S [ expl~6"2(w)}du), V2() € B

0

Si les stress sont constants dans le temps, on a :
Sa()(t) = So(exp {—5TZ} t)
Le logarithme du taux de défaillance T, sous z peut s’écrire :
In(T.) = 82 + ¢

ou la fonction de survie de € ne dépend pas de z et est S(t) = Sp(Int).
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3.3. Construction du modeéle EW-AFT

3.3 Construction du modéle EW-AFT

Dans cette section, nous proposons la construction d’un modeéle a temps de vie accéléré
dont la distribution de base est une distribution extension de Weibull (EW — AFT). La

fonction de survie de base Sy(t) est donnée par :
So(t) = exp {—)\Oz(e(é)W — 1)} t>0,a>0,v>0\X>0
La fonction de distribution cumulative du modeéle EW — AFT est déduite comme suit :

F(t) = 1—Sy(exp{-p"z}1)

F(t) = 1- exp[—ka(exp{(w)”} —1)]

ol a, v et A sont les parameétres de la distribution EW, 8 = (3,, .., 3,,)7 sont les paramétres

T

de la régression du modele AFT, et z = (1, 21, .., 2,,)" sont les covariables représentant les

stress eventuels.

Ainsi, la fonction de survie pour le modele EW — AF'T est obtenue comme suit :

S(t) = Solexp {572}
(exp{—ﬁ z}t)v}_

S(t) = exp|—Aa(exp{ ”

1)]
Les fonctions risque et risque cumulé sont respectivement :
S'(t)

"= 5w

h(t) = Ma' 707 g(t) exp{—Aa(g(t) — 1)}
ot u=exp{—p"z}, et ¢(t) = exp{()7}.
Et

H(t) = —InS(¢)

H(t) = —In(exp[=Aa(o(t) — 1)])
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3.3. Construction du modeéle EW-AFT

Nous présentons dans la Fig. 3.1, les différentes formes du taux de hasard de la distribution

EW-AFT en variant la valeur du parameétre de forme ~.

(18]

o

2 -

=~ gamma=0.4
= gamma=0.8

gamma=1.2

bt gamma=1.5

2

o

o

o

T

&2 T T T T T T

Oe+00 2e+07 4e+07 6Ge+07 8e+07 1e+08

t

Fig. 3.1. Taux de hasard de la distribution EW-AFT pour a = 3.5 et

A=206,=6,08, =0.82 avec v(0.4;0.8;1.2; 1.5).

Nous présentons dans la Fig. 3.2, les différentes formes du taux de hasard du modeéle

EW — AFT en variant la valeur du parameétre de forme .

a

& ] — lambda=0.5

© | —— lambda=1.75
—— lambda=2

© | —— lambda=2.25

o

T

o

-

o

T T T T T T

o

0e+00 2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 1e+08

Fig. 3.2. Taux de hasard de la distribution EW-AFT pour a = 3.5 et

v=0.8,5,=6,5, = 0.82 avec A\(0.5;1.75;2;2.25).
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3.4. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

3.4 Estimation du maximum de vraisemblance en cas

de données censurées

3.4.1 Calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance

Soit T; est une variable aléatoire distribuée selon une loi EW-AFT, avec le vecteur de
paramétres 0 = (a, v, A, Bo, B1, -, Bn) -

Supposons que les données se composent de n observations indépendantes ¢; = min(7T;, C;)
pour ¢ = 1,..,n. La censure est supposée non informative, donc la distribution de C; ne

dépend pas des parameétres inconnus de 7;.

La fonction de vraisemblance

est équivalente

L(t,0) = [ [ (t:, 0)S(¢:,0), 6; = 1r,<c
=1

Dans le cas de la distribution EW-AFT, nous avons :

n

L(t,0) = [ [va' 7l 7 6 (1) exp{=Aa(g(t:) — D)} [exp[-Aa(@(t;) — 1)]]

i=1
et la fonction de la log-vraisemblance est :

e_ﬂTzit4

Z)»y

i(t,0) = Z&[ln()\) +1In(y) + (1 =) In(a) + (v = 1) In(t;) — 48"z + (

n

)} = 1] = > Palexp{(

i=1

e_BTziti €_BTziti

—Aa(exp{( )} —1)]

Aprés de longs calculs, nous obtenons les fonctions de score pour les parameétres a, v, A, By, 51, - Bm

B =i\ (e_BTz”i)v
o) e 1A () Qe
— = J; B N ] e A |
= 2 _ g )

*ﬁTzit. e*ﬁTZZ‘ :
€ el

(07

n 8T,
= T 1) =y

=1
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3.4. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

(6 "1 6Tz, e, TR
_8(9( ) = 251’[— —In(@) = Bz + In(t;) + (6 Z) In (6 Z) 1= Aae o]
7 i1 !

(67 (0%

n —BTZit. K BTz, —5Tzit.
—E pYe! (e l) e t)vln<e ol
(6] (e
i=1

n efﬂTZizv n e*ﬁTzit.
M — Zal[l _ &(e(flﬁ B 1)] N Z[Q(G(TZ)V _ 1)]

ol(o n e—ﬁTZiti 7 e_BTziti -
©) _ Z5i[—72i1+72i1 ( 5 > (1= Aaet a7

i=1

n */BTzit. 7 e*BTzi .
_Z[a/\”%zﬂ <€ Z) el
a

=1

n _BTZi . 7 e—,BTziti
o) - Z‘Sz‘[—VZz‘mﬂLVZim <€ Q tl) (1= Aae )

OB P
e*ﬁTzz't.

n v BT
e Ziti
- 5 [Ny Zim L=
i=1 @

3.4.2 Simulations

Pour confirmer la propriété de la convergence des estimateurs du maximum de vraisem-
blance, nous calculons I'erreur quadratique moyenne pour les EMV simulés des paramétres
du modele EW-AFT.

Supposons que le modele EW-AFT est considéré. Les données ont été simulées N =
10,000 fois, avec les valeurs suivantes des parameétres : (o = 3; v = 2; A = 2; 3, = 0.5;
B, = 0.8). Nous utilisons le logiciel statistique R et I’algorithme Barzilai-Borwein (BB)
(Ravi, 2009)). Les valeurs de la moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance

&,&,5\, Bo et 31 et leurs erreurs quadratiques moyennes (SME) sont calculées et données
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

dans le tableau 8 (les tailles des échantillons considérés sont : n = 30; n = 50; n = 100;

n = 250; n = 500 ).

N =10,000 | n =30 | n =250 | n =100 | n =250 | n = 500

a 2.8985 | 2.9254 | 2.9523 | 2.9785 | 3.0026

MSE 0.0032 | 0.0028 | 0.0021 | 0.0016 | 0.0004

1.8654 | 1.9917 | 2.0693 | 2.0887 | 2.0015

-2)

MSE 0.0035 | 0.0013 | 0.0045 | 0.0026 | 0.0004

>)

1.8924 | 1.9629 | 1.9854 | 1.9896 | 1.9999

MSE 0.0029 | 0.0025 | 0.0019 | 0.0013 | 0.0008

A

Bo 0.5472 | 0.5319 | 0.5254 | 0.5102 | 0.5019

MSE 0.0039 | 0.0026 | 0.0019 | 0.0012 | 0.0006

A

B4 0.8265 | 0.8141 | 0.8154 | 0.8045 | 0.8012

MSE 0.0025 | 0.0017 | 0.0012 | 0.0009 | 0.0005

Tab .8. Erreurs quadratiques moyennes des estimateurs du maximum de

vraisemblance &, ¥, A, 3, et [3;.

Les résultats de la simulation confirment le fait bien connu que pour les modéles réguliers,

les estimateurs du maximum de vraisemblance sont convergents.

3.5 Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas
de données censurées

Dans cette section, nous allons développer une statistique de test d’ajustement pour le
modeéle EW-AFT en utilisant la statistique proposée par Bagdonavicius et Nikulin (2011)
décrite dans le chapitre deux de cette thése, et ceci dans le cas ot les parameétres sont

inconnus et les données censurées & droite.

Considérons 1'hypothése nulle :

Hy: F(t) € Fy = {Fy(t,0),t € R',0 € © C R*}
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

Ou
exp {—BTZ} t)

Fo(t,0) = 1 — exp[—Aa(exp{( "

=1
est la fonction de répartition du modéle EW-AFT, et 6 = (a,7, A, By, 3;)7 . Prenons un
intervalle de temps fini [0, 7] et divisons-le en r > s intervalles I; = (a;-_1, a;]

ou

O=<aps<ai..<a,_1<a,=T

3.5.1 Choix des intervalles

Les valeurs estimées a; des bornes des intervalles choisis pour le groupement des données

pour le modele EW-AFT sont données par la formule suivante :

ex 7Tz TN
E&—zx;ik&n@xm—&@«Afiéélgli»W—lnn

a; = ae’ *[In( nitl +1)]5
A
pour j =1,-+-,r—1;a, = t(),
ou
n
5 exp{ 15} z}t
[— In( —1
LS Infepl- - )
=1
et
- N exp{ B z}t
E, = In( -1
2 - n(expl- - )
Pour un tel choix d’intervalles, nous avons e; = % pour tout j =1,...,r
3.5.2 Calcul de la matrice W
Les éléments de la matrice estimée W définie par :
T
W= CyAi'z;,  1=1,2-5 j=1-7r
sont obtenus comme suit :
2 ﬁ/ o _ﬂTzz
18 1— ﬁ/[l + (#) (1 — \ae 2 t )‘Y)] A eiﬁTz”i .
=Yl A i)

(RAIF
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

1 _ﬁTziti i 6 Zzt 76T Fit; 5
Z(ST — BTz +1In(t;) + <6 ~ ) ln( [1—)\046 & )]
Y (6% Q
zt €l
R iy
ng = EZ 6Z[§ — a(e( " 1)]
1t €15
1 - N ~ e_’BTZ t’L ! e P Zit o
04]——.;;[5%[—7+7( - ) (1—dael—a )
1T j

6 Zzt g ~ 8—5TZ7;1. N
Zé sz—l—yzz( 3 ) (1—Xael—= t)”)]

ztG]

3.5.3 Calcul de la matrice I

Les composants de la matrice d’information I = (i;)5x5 sont nécessaires pour le calcul
de la matrice G.

Apres simplifications, nous obtenons les éléments de la matrice de Fisher estimée :

~ BT ” gl ~ 5_6Tz”z 5
1 1—7[1+<e A”> (1—Xae—= ] 5T,
b= ol - — M -
[t a
1 n 1 R - e BTZZtZ' ’Ay e ﬂTth —ﬂ thz 419
Iy = 512;51[5 —In(&) — B z; + In(t;) + a 1 & [1 - Aael oY) ]
~ 1 n 1 e ﬁT 1t
I = — 51'7—@6( & 2)7—12
0= 2l - )
1 " G_BTZZt ! ~ e BTZH
Iu==) &[-7+% Yl = AaelT= )PP
44 ; [y +79 ( & > ( ae )]
1, . 57t ) T,
Iy = —Zdi[—”yzz + 7z <e - ) (1-— AaelTa - )”)]2
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées
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Enfin, on obtient la forme explicite de la statistique ¥;2 du test NRR

Y2=>" v

j=1

r U o 2 r o .
M + WT X [ill/ — Z CleZIjAj_l]il X W
j=1
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

3.5.4 Simulation (NRR statistique Y,?)

Nous avons simulé N = 10,000 fois des échantillons du modele EW-AFT, avec diffé-
rentes valeurs des paramétres et avec des nombres différents de groupement de classes r.

Pour tester I’hypothése nulle Hy qu'un échantillon est distribué selon un modéle EW-
AFT, nous calculons la statistique Y? des 10,000 échantillons simulés avec des tailles
n = 30; n = 100; n = 250; n = 500, respectivement.

Ensuite, nous avons représenté les histogrammes des Y, des échantillons par rapport aux

distributions du chi-deux correspondantes avec r degrés de liberté (voir les exemples dans

s 10 1.5 20

Fig. 3.3. Histogramme de Y2 pour n = 30

les figures 3.3, 3.4 et 3.5)
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

Le tableau 9, représente pour chaque risque d’erreur (e = 0.02 , 0.05 , 0.01 , 0.1), les
résultats des niveaux de signification de la statistique Y2 du test NRR, et leurs valeurs

théoriques correspondantes.

N =10,000 | e=0.02 | e=0.05|e=0.01 | e=0.1

n = 30 0.0168 | 0.0490 | 0.0068 | 0.0977

n = 100 0.0185 | 0.0495 | 0.0076 | 0.0980

n = 250 0.0192 | 0.0499 | 0.0090 | 0.0978

n = 500 0.0202 | 0.0501 0.0097 | 0.0999

Tab .9. Niveaux de significations simulés de Ynz(é) et leurs valeurs théoriques

correspondantes.

3.5.5 Analyse de données de fiabilité

Pour appliquer le test construit dans ce chapitre, nous utilisons les données de Nelson
(1990) qui représentent les temps de défaillance (7;) de 76 fluides isolants électriques testés
a une tension comprise entre 26 et 38 kilovolts (kv). Cette expérience a été exécutée assez
longtemps pour observer les taux de défaillance de tous les éléments. Nous supposons 1’hy-
pothese nulle Hy, que la répartition du temps de rupture du fluide est un modele & temps de
vie accéléré dont la distribution de base est une extension de Weibull (EW-AFT) dépendant
de la variable explicative Z; qui représente les niveaux de tension appliqués v;. Les données

sont reportées dans le tableau suivant :
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

v; (kv) | Failure times T;

26 5.79,1579.52,2323.7

28 68.85,426.07,110.29, 108.29, 1067.6

30 17.05,22.66,21.02,175.88,139.07, 144.12,20.46, 43.40, 194.90, 47.30, 7.74

32 0.40,82.85, 9.88, 89.29, 215.10, 2.75, 0.79, 15.93, 3.91, 0.27, 0.69, 100.58, 27.80, 13.95, 53.2

34 0.96,4.15,0.19,0.78, 8.01, 31.75, 7.35, 6.50, 8.27, 33.91, 32.52, 3.16, 4.85, 2.78, 4.67, 1.31
12.06, 36.71,72.89

36 1.97,0.99,2.58,1.69,2.71, 25.50, 0.35, 0.99, 3.99, 3.67, 2.07,0.96, 5.35, 2.90, 13.77

38 0.47,0.73,1.40,0.74,0.39,1.13,0.09, 2.38.

Tab .10. Données du fluide isolant électrique (Nelson,1990).

Sous I’hypothése nulle Hy, et en utilisant le logiciel R, on obtient 'estimateur du maxi-

mum de vraisemblance  du vecteur de parameétres 6 :

0 = (&,%, ), By, ;)T = (4.7341,6.2207, 2.0368, 33.2531, —17.5938)7
Si on choisit un nombre de classes 7 = 7, on calcule les éléments de la statistique Y,? qui

sont réunis dans le tableau suivant :

93

a; | 1.297 3.87 | 10.066 | 21.010 | 40.913 | 125.566 | 2323.700
U 17 13 13 6 8 11 8

e; | 963 9.63 9.63 9.63 9.63 9.63 9.63
Z; | 0845 | 038 | 0.38 | —0.416 | —0.186 | 0.157 | —0.186
Cy; | —0.0185 | —0.0412 | —0.0445 | —0.0371 | —0.0230 | —0.0412 | —0.0245
Co; | 05185 | 0.8663 | 0.8846 | 0.8867 | 0.3158 | 0.7651 | 0.4987
Cs; | 01371 | 0.4340 | 0.4076 | 0.3402 | 0.1457 | 0.4239 | 0.1907
Cyj | —0.3298 | —0.3949 | —0.2545 | —0.2787 | —0.2112 | —0.3666 | —0.3087
Cs; | —0.3193 | —0.3567 | —0.2876 | —0.2329 | —0.2398 | —0.2442 | —0.1768

Tab 11. Calculs de a;; U;; e;5 Z; 3 Chy 3 Coj 3 Cag 3 Cay 3 Csy




3.5. Test d’ajustement pour le modéle EW-AFT en cas de données censurées

Le vecteur W est alors :

W = (0.6170 ; —0.0933 ; — 1.3528 ; 1.1656 ; 0.0736)"

Ainsi, on obtient la valeur du critere de test Y2

V2= X%+ Q = 4.5288 + 6.7649 = 11.2937

Au seuil € = 0.05, la valeur critique X2 5(7) = 14.0671 = Y2 = 11.2937, on peut donc

conclure que ces données de fiabilité sont distribuées selon un modéle EW — AFT.
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CHAPITRE 4

Modele & hasard proportionnel (PH)
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Le modele a risques proportionnels (PH) de Cox (1972) largement répandu en analyse de
survie, particulierement en épidémiologie et aussi en industrie pour les tests de vie accélérés
(ALT) est un modele de régression. Dans ces modeéles, 'objectif est de modéliser le logarithme
du rique instantané ou taux de hasard en fonction d’un ensemble de variables explicatives
pour évaluer l'effet de ces covariables sur les fonctions d’intérét. Ils sont utilisés dans presque
tous les domaines comme par exemple, quand on cherche a évaluer I'impact d’un schéma
thérapeutique sur le temps de guérison d’un patient en analyse de survie, ou pour analyser
les effets comportementaux de clients dans des études commerciales, ou bien 1’Age, le niveau
d’éducation, le salaire des individus dans une étude démographique.

La principale propriété de ce modeéle, a 'origine du nom de "proportional hazards" est
que le ratio des taux de panne de deux individus est constant dans le temps.

Dans la littérature statistique, pour tester si un facteur est réellement explicatif, on utilise
la statistique de Wald, ou bien le rapport de vraisemblance partielle LR (Likelihood Ratio).

Dans ce chapitre, on introduit un modéle PH dont la fonction de risque est celle d’une dis-
tribution extension de Weibull. On y expose d’abord les caractéristiques du modéle, ensuite
on calcule les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres inconnus dans le
cas de censure droite. Finallement, pour vérifier si un jeu de données provient de ce modéle,
on construit un test d’ajustement du type du chi-deux modifié dans le cas de paramétres
inconnus et de censure droite, en utilisant I’approche proposée par Bagdonavicius et Nikulin

(2011), et décrite dans le chapitre deux de cette theése.

4.2 Principe du modéle

Soit un échantillon constitué de n individus indexés par i (i = 1,...,n). Nous posons z =
(Zi1,- - %im) le vecteur des m variables explicatives pour I'individu i et 8 = (8, ..., ,,)

le vecteur des coefficients de régression associés a ces variables. Le modéle paramétrique a
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4.3. Construction du modéle EW-PH

risques proportionnels s’écrit :

h(t/z) = ho(t) exp { " i} ,
ou hy(t) est la fonction de risque instantané de base ou taux de risque, ol toutes les variables
explicatives étant nulles (population de référence). La fonction hg(t) peut étre prédéfinie, dans
ce cas on parle de modeéle paramétrique de Cox, sinon on a un modéle semi-paramétrique de
Cox.

Une hypothése importante & vérifier dans le modeéle de Cox est ’hypothése de propor-
tionnalité des risques qui sous-entend que le rapport des risques instantanés (ou « hazard
ratio (HR) » en anglais) est constant au cours du temps.

Soient deux individus ¢ et j dont les variables explicatives sont z; et z; respectivement,

le HR associé a la variable explicative z pour ces individus s’écrit de la facon suivante :

R ho(t) exp {BTzi} _exp {BTzi}

ho(exp {35  explfle)  © 18 (& = 2)}

4.3 Construction du modéle EW-PH

Sous le modéle paramétrique extension de Weibull & hasard proportionnel (EW — PH),

la fonction de risque d’un patient particulier avec covariables (z;1, ..., Zim) est donnée par :
t.._ t
h(t/z) = M(a)W 16XP{(5)7}€XP {B" 2}
t.._ t
h(t/2) = Xexp {872} v(=)" exp{(=)"}

Nous pouvons considérer que le temps de survie de ce patient suit la distribution extension
de Weibull avec le parametre d’échelle A exp { ﬁTzi} , et v et a sont les parameétres de forme.

La fonction de hasard cumulé du modéle EW — PH est :

H(t/z) = Ho(t)exp{f"z}
H(t/z) = Xexp{B"z} Oz(e(i)7 —1)

La fonction de survie correspondante est donnée par :

S(t/z) = exp(=H(t/z))

S(t)z) = exp(—Xexp{B”z} oz(e(i)7 - 1))
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4.3. Construction du modéle EW-PH

La densité de probabilité est définie par :

f(t/z) = h(t/2)5(t/z)
J(t/2) = Xexp{B"z} W%)H exp{(éﬁ} exp(—Aexp {82} a(eld)" — 1))

Des exemples des différentes formes de la densité de la distribution EW — PH sont

présentés respectivement dans les figures (4.1) et (4.2).

S
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Fig. 4.1. Densité de la distribution EW-PH pour ~(0.8;1.2;1.5)

aveca =35, A=2, 3, =6et f,=0.82.
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Fig. 4.2. Densité de la distribution EW-PH pour v = 0.8 , f; =6 et 5, = 0.82

avec o = 3.5 et différentes valeurs de .
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4.4. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

Des graphes du taux de hasard de EW-PH sont présentés respectivement dans les figures

(4.3) et (4.4).
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Fig. 4.3. Taux de hasard de la distribution EW-PH pour 7(0.8;1.5)

avec « =35, A=2, 3, =6¢et B, =0.82.
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Fig. 4.4. Taux de hasard de la distribution EW-PH pour v = 0.8 , 8, =6 et 5, = 0.82

avec o = 3.5 et les différentes valeurs de \.

4.4 Estimation du maximum de vraisemblance en cas

de données censurées

4.4.1 estimateurs du maximum de vraisemblance

Soit T; une variable aléatoire distribuée selon une loi EW — PH de vecteur de paramétres
0 = (Oé, ’Ya )‘7 Bla ) Bm)T
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4.4. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

Supposons que les données se composent de n observations indépendantes ¢; = min(7;, C;)
pour ¢ = 1,..,n. La censure C; étant non informative, la distribution de C; ne dépend pas
des parameétres inconnus de 7.

La fonction de vraisemblance

est équivalente

L(t,0) = [ [1%(t:,0)S(t:.0), 0: = Liz<c,y

=1

L(t,0) = [JPesp {672} 7 (2 exp{ (2)7})% [exp(~Aexp {872} afel®" — 1)

i=1

La fonction de la log-vraisemblance dans ce cas est :

n

I(t,0) = Z5i[1n(>‘) + 872 +In(y) + (v — 1) ln(%) + (g)v] - Z[Aa exp {BTzi} (e(%)7 —1)]

=1 i=1

Aprés de longs calculs, nous obtenons les fonctions de score pour les parameétres o, v, A, 54, .., 5,, :

(@) + 1] - Z[)\ exp {ﬁTzi} (e(%)w —1) = Mya "t] exp {BTzi} e(%)w]

=1

ol(o " (14

O S+ (o () = Y P {5723 (2 (et

i=1 v =1

U0) 51— e {47} (5 1)

i=1 =1

Q
ols

3

n

o1 - _ Z(Si[zil] — Z[Aazil exp {8z} (e —1)]

0p, i=1 i=1
NO) 51 1S s RCI
5. ;(51[2'””] ;[Aazlm exp {8z} (e 1)]
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4.4. Estimation du maximum de vraisemblance en cas de données censurées

Pour déterminer les estimateurs du maximum de vraisemblance, on résout le systéme en
égalant les fonctions de score obtenues a zéro. Les formes explicites ne peuvent étre obtenues,

on utilise alors les méthodes numériques.

4.4.2 Simulations

Pour confirmer la propriété de la convergence des estimateurs du maximum de vraisem-
blance, nous calculons I'erreur quadratique moyenne pour les EMV simulés des parametres
du modele EW — PH. Pour cela, on considére le modeéle EWW — PH. Les données ont été si-
mulées N = 10, 000 fois, avec les valeurs suivantes des parameétres : (o = 2; v = 1.5; A = 3.5;
B, = 6; B, = 0.86). Nous utilisons le logiciel statistique R et I’algorithme Barzilai-Borwein
(BB) (Ravi, 2009)). Les valeurs moyennes des estimateurs du maximum de vraisemblance
@,&,/A\, Bl et Bz et leurs erreurs quadratiques moyennes (SME) sont calculées et données

dans le tableau 11 pour les tailles d’échantillon n = 30; n = 50; n = 100; n = 250; n = 500.

N =10,000 | n=30 | n=250 | n =100 | n =250 | n =500

a 1.8932 | 1.8983 | 1.8896 1.9934 2.0007

MSE 0.0512 | 0.0222 | 0.0693 0.0019 0.0008

1.5433 | 1.5295 | 1.4785 1.4921 1.5001

=)

MSE 0.0062 | 0.0008 | 0.0010 0.0002 | 3.12.e7%¢

>)

3.6429 | 3.5879 | 3.5427 3.5078 3.4953

MSE 0.0204 | 0.0077 | 0.00205 | 5.27.¢7% | 2.14.¢7%

A

B4 6.2287 | 6.1425 | 6.0855 6.0356 5.9973

MSE 0.0367 | 0.0096 | 0.0034 0.0004 | 5.65.e7%

A

By 0.8867 | 0.8814 | 0.8488 0.8715 0.8622

MSE 0.0145 | 0.0017 | 0.0038 0.0002 | 2.76.e7%

Tab .11. Erreurs quadratiques moyennes des estimateurs du maximum

de vraisemblance &, 9, A, 5, et (.
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

4.5 Test d’ajustement pour le modéle EW-PH en cas

de données censurées

Considérons 1'hypothése nulle :

Hy: F(t) € Fy = {Fy(t,0),t € R*,0 € © C R*}

Fo(t,0) =1 — exp(—Aexp {87 2} a(ela) = 1))

est la fonction de répartition du modele EW — P H de vecteur des paramétres § = (o, v, \, 3, 39)7

Sans perdre de généralité, on considére le vecteur de régression 7z = 3,21 + B2

Pour valider cette hypothése Hy, on utilise la statistique Y2 développée plus haut. Prenons

un intervalle de temps fini [0, 7] et divisons-le en 7 > s intervalles I; = (a;_1, a;] dans lesquels
on regroupe les données observées t;(i = 1,...,n)

ou

0=<ag <ay. <a_1<a, =1y
4.5.1 Choix des intervalles

Le principe du test est que les nombres de défaillances théoriques doivent étre tous égaux.

Pour vérifier cette condition, le choix des estimateurs des bornes des intervalles a; pour le
modele EW — PH est obtenu comme suit :

Ejfzf;%[j‘ eXP{ﬁTzi}&(e(%)&,l)]

a; = aIn( /)\\Tge; +1)]5
pour j =1,-+ 7 —1; a4, = t(n),
ou
E; = . i N . [Xexp {BTZi} @(e(%)& —1)]
i=1
et

Pour un tel choix d’intervalles, nous avons e;

% pour tout j =1,
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

4.5.2 Calcul de la matrice W

Les éléments de la matrice estimée W définie par :
T
W= CyA7'Z;,  1=1,2- 5 j=1,-7
j=1

sont obtenus de la maniére suivante :

~ 1 A1+ (&) +1
Cij=—Y_ & 3 ]
it €15
1 < ti t;
Coj = > sz + 0+ (5)7) 111(5)]
i:tiGIj
1 < .. 1
= — (51 -~
033 nthEI [A]
1 n
043 = — Z 0izi1
ni:tiGIj
1 n
05] = — Z 0iZio
niltiefj

4.5.3 Calcul de la matrice T

Les composants de la matrice d’information I = (i;)5«5 estimée sont obtenus par




4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

Zi1

~ ~ 1
Iog = Iso =

~ ~ 1n Zil
Iy =I5 ==Y 6,22
w=To= 135
T = T = 156,122
35—53—ni:115\

~ ~ 1<
45 54 ng [2122]

i=1

Comme tous les composants sont calculés, on déduit alors la forme explicite de la statis-

tique Y2 du test
2 U= ej)Q T o1 ~ . Ai-11-1
Yn = Z T + W x [le/ — Z Clel/jAj ] x W
J i—1
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

4.5.4 Simulation de la distribution de Y;?

Dans cette section, nous montrons par simulations numériques que la distribution de la
statistique du test pour le modele EFW — PH est un chi-deux & r degrés de liberté. Nous
simulons alors N = 10, 000 fois des échantillons du modeéle EW — P H, avec différentes valeurs
des paramétres et avec des nombres différents de groupement de classes 7.

Pour tester 'hypothése nulle Hy qu’un échantillon appartient & EW — PH, nous calculons
la statistique Y2 des 10,000 échantillons simulés avec respectivement des tailles n = 30;

n = 100; n = 250; n = 500.
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Fig. 4.5. Histogramme de Y2 pour n = 30
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Fig. 4.6. Histogramme de Y? pour n = 150
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées
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Fig. 4.7. Histogramme de Y? pour n = 400

4.5.5 Simulation de la statistique Y?

Les valeurs des statistiques Y,? des différents échantillons simulés plus haut sont calculées.
Le tableau 12, représente pour chaque risque d’erreur (¢ = 0.02 , 0.05 , 0.01 , 0.1), les
résultats des niveaux de signification de la statistique Y,? obtenus et leurs valeurs théoriques

correspondantes.

N =10,000 | e=0.02 | e=0.05|€e=0.01 | e=0.1

n = 30 0.0151 0.0469 | 0.0073 | 0.0968

n = 100 0.0172 | 0.0481 0.0089 | 0.0983

n = 250 0.0190 | 0.0493 | 0.0092 | 0.0993

n = 500 0.0198 | 0.0499 | 0.0096 | 0.0998

T'ab.12.Niveaux de significations simulés de Yi(@) et les valeurs théoriques correspondantes.

4.5.6 Application a des données de survie

Nous allons appliquer le test proposé dans ce chapitre pour vérifier si des observations
provenant d’une anlyse de survie sont modélisées par la distribution extension de Weibull
a risque proportionnel (EW — PH). On considére les données de Freireich et al. (1963),
représentant les résultats d’un essai thérapeutique comparant les durées de rémission, en

semaines, de patients atteints de leucémie selon qu’ils aient recu ou non un médicament
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

appelé 6-MP. Les données de durées de rémission dépendent de deux variables explicatives :

la covariable binaire Z; (Z; = 1 si le patient a regu un placebo et Z; = 0 si le patient a regu

le médicament 6-MP) et la covariable Z, qui représente le logarithme du nombre de globules

blancs Zs = log(W BC). Les résultats sont reportés dans le tableau suivant :

No | Drug | Length of Remission | log(WBC) | No | Drug | Length of Remission | log(WBC)
1 | Placebo 1 2.80 22 | 6-MP 10 2.96
2 | Placebo D 3.49 23 | 6-MP 20* 2.01
3 | Placebo 22 2.73 24 | 6-MP 7 4.43
4 | Placebo 4 4.36 25 | 6-MP 19* 2.05
5 | Placebo 3 4.01 26 | 6-MP 32* 2.20
6 | Placebo 15 2.30 27 | 6-MP 6 4.06
7 | Placebo 12 1.50 28 | 6-MP 23 2.57
8 | Placebo 8 2.32 29 | 6-MP 17* 2.16
9 | Placebo 8 3.52 30 | 6-MP 22 2.32
10 | Placebo 23 1.97 31 | 6-MP 35* 1.45
11 | Placebo 17 2.95 32 | 6-MP 6 2.31
12 | Placebo 5 3.97 33 | 6-MP 6 3.28
13 | Placebo 2 4.91 34 | 6-MP 16 3.60
14 | Placebo 11 2.12 35 | 6-MP 13 2.88
15 | Placebo 11 3.49 36 | 6-MP 34* 1.47
16 | Placebo 4 2.42 37 | 6-MP 9* 2.80
17 | Placebo 8 3.05 38 | 6-MP 32* 2.53
18 | Placebo 1 5.00 39 | 6-MP 6* 3.20
19 | Placebo 12 3.06 40 | 6-MP 25* 1.78
20 | Placebo 8 3.26 41 | 6-MP 10* 2.70
21 | Placebo 2 4.48 42 | 6-MP 11* 2.60

Tab .14. Durée de la rémission de 6 — M P versus placebo chez les patients atteints de

leucémie (Freireich, 1963).
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

Les nombres suivis du signe * correspondent aux données censurées.
Nous voulons tester 'hypothese nulle H selon laquelle ces données sont modélisées par
une distribution extension de Weibull & hasard proportionnel (EW — PH). En utilisant le

logiciel R, on obtient estimateur du maximum de vraisemblance 8 du vecteur de paramétres

0 :
0 = (6,4, )\ By, B,)T = (2.435, 6.112, 1.788, 1.489,1.803)7 .

Les calculs intermédiaires pour obtenir la statistique du test Y2 , pour un choix du nombre

de classes r = 7, sont réunis dans le tableau suivant :

a; 3.12 4.34 7.05 10.76 13.09 18.23 23

U; ) 2 6 5 5 3 4

e; 4.234 4.234 4.234 4.234 4.234 4.234 4.234
Z; 0.139 —0.407 0.322 0.139 0.139 —0.225 | —0.042
élj —0.0286 | —0.0210 | —0.0499 | —0.0235 | —0.0192 | —0.0276 | —0.0302
égj 0.4541 0.6115 0.6088 0.7935 0.5107 0.5754 0.6034
égj 0.0333 0.0275 0.0143 0.0365 0.0598 0.0262 0.0313
6*4]- 0.0109 0.0577 0.0342 0.0279 0.0152 0.0225 0.0423
C*5j 0.0298 0.0731 0.0289 0.0233 0.0154 0.0134 0.0798

Tab .15. Calculs de dj; Uj; €j; Zj; élj ;C’Qj; 03]‘; é4j; é5j.

Le vecteur W est alors :

W = (0.0672 ; —2.9145; 1.0987 ; — 0.4556 ; 0.08733)"

Ainsi, on obtient la valeur du critere de test Y2

V2= X?4+Q="7537+1.958 = 9.495
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4.5. Test d’ajustement pour le modele EW-PH en cas de données censurées

Au seuil € = 0.05, la valeur critique du chi-deux 3 o5(7) = 14.0671 est supérieure a la
valeur du critere de test Y2 = 9.495, ainsi ’hypothése nulle Hy selon laquelle ces données
suivent un modele EW — PH ne peut pas étre rejetée.

En analyse de survie ce type de modeéle nous permet de calculer le ratio H R pour deux
individus j; et jo qui ne different que par une seule covariable. Par exemple, si on considére
que ces deux individus ont le méme nombre de globules blancs et que 'un a recu le traitement
6-MP et 'autre a regu un placebo, c’est-a-dire qu’ils ne different par la covariable Z; qui
vaut 0 chez j; et 1 chez j,. Alors pour tout ¢, le rapport des taux de hasard (HR) de ces

deux individus est égal & exp(,) :
HR = exp(f,) = 4.432.

Ceci veut dire que les patients qui n’ont pas pris le traitement ont un risque instantané
de mourir 4.432 fois plus que ceux qui ont pris le 6-MP.
— les groupes de patients z{ = 1 si le patient a requ un placebo et 27 = 0 si le patient a
recu 6-MP

— log(W BC') est maintenu constant (23 = 22 = log(W BC))

ho(t) exp {Blz% + 6225} _ exp {Blz% + 322'21}
ho(t) exp {312% + Bzzg} €xp {313% + 5223}
= eXP{Bl(Z'i - Z%) + 32(25 - Z%)]’

= exp{B,(1 - 0) + B,(log(WBC) — log(WBC))}

HR =

~ ~

= exp(f; + 5,(0))

A

= eXPwl)

Pour mieux comprendre le ratio, on peut aussi considérer par exemple les courbes de
survie des deux groupes de patients pour voir leffet du traitement 6-MP sur la durée de

rémission.
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— 6-MP
-—-—- Placebo

_____

________

remission time

Fig. 4.8. Les courbes de survie en fonction de log(W BC')

Pour ces données, selon la covariable qui représente le nombre de globules blancs log(W BC'),

les courbes de survie montrent que le groupe qui a pris le traitement 6-MP a des probabilités

de survie plus élevées que le groupe placebo.

70



Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au modele "extension de Weibull" qui est
une généralisation de la distribution classique de Weibull et dont la forme mathématique de
sa densité de probabilité est maniable permettant ainsi de calculer ses différentes caractéris-
tiques. Ce modele flexible peut décrire différentes durées de vie provenant de la fiabilité, de
I’analyse de survie et d’autres domaines. Basés sur cette distribution, nous avons construit
des modeles qui font intervenir des variables de régression qui peuvent avoir des effets di-
rects sur la survie. Le premier modéle est un modeéle & temps de vie accéléré EW-AFT et
le deuxiéme est un modeéle paramétrique a risque proportionnel EW-PH.

Comme les résultats de n’importe quelle analyse statistique dépendent du modéle choisi,
alors, nous avons construit des tests d’ajustement du type du chi-deux modifié pour permettre
aux utilisateurs de vérifier 'adéquation de leurs observations a ces types de distributions.
Les tests utilisés tiennent compte des parameétres inconnus des modéles, de la censure droite
présente généralement dans les études de fiabilité et d’analyse de survie, et utilisent toute
I'information apportée par I’échantillon.

En perspectives, nous proposons des généralisations de ce modeéle en utilisant les méthodes
d’exponentiation ou en se basant sur d’autres fonctions génératrices de densité et en déduire

leurs modeles correspondants a temps de vie accéléré AFT et a risque proportionnel PH.
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