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3



Résumé

Nous abordons dans cette thèse deux types de problèmes : une équation de

convection-diffusion non linéaire avec des conditions de Neumann au bord et un

système elliptique semi linéaire d’équations aux dérivées partielles soumis à des

conditions de Dirichlet. Ces résultats sont obtenus grâce au théorème du degré to-

pologique de Leray-Schauder et quelques outils d’analyse fonctionnelle.

Mots clés : Degré topologique, Théorème du point fixe de Schauder, Problèmes

aux limites.
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Abstract

In this thesis, we present some results of existence of non trivial solutions for a

class of semi linear elliptic systems of partial differential equations, in a bounded

domain of RN , with zero Dirichlet boundary conditions.

These results are obtained by using, Leray-Schauder’s topological degree and some

tools of functional analysis.

Key words : Topological Degree, Schauder’s fixed point thoerem, Homotopy,

Boundary value Problems.
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Introduction
Dans ce travail nous nous intéressons à l’analyse mathématique des systèmes

et des équations aux dérivées partielles de type elliptique. En règle générale ces

équatons elliptiques correspondent à des modèles physiques stationnaires c’est à

dire indépendant du temps. Les équations différentielles aux dérivées partielles sont

d’une importance cruciale dans la modélisation et la déscription des phénomènes :

physiques, dynamique de fluide et mécaniques. Le but de ce travail est d’appliquer

la méthode du degré topologique et quelques outils d’analyse fonctionnalle pour

montrer l’existence de solutions faibles de porblèmes elliptiques semi linéaires. Les

non linéarités utilisées sont liées à la technique utilisée et dépendent d’une méthode

à une autre. Dans ce manuscrit

Le première partie de ce travail consiste en une étude d’équations elliptiques non

coercitives. On sait qu’une bonne manière d’aborder des équations aux dérivées

partielles de la formes :
−div(A∇u) + div(uW ) + bu = f(x) dans Ω,

u = 0 sur Γ,

(P.1)

(avec Ω ouvert borné de RN) est de considérer une formulation dite ”Variationnelle”,

de ces problèmes faisant intervenir la forme bilinéaire
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a(u, v) =

∫
Ω

A∇u.∇v −
∫

Ω

uW.∇v +

∫
Ω

buv

sur l’espace de Hilbert H1
0 (Ω). le théorème de Lax-Milgram donne alors sous l’hy-

pothèse que a est continue coercive l’existence et de l’uncité de la solution. Il existe

un autre outil, le théorème de Leray-Lions qui donne, sinon l’uncité du moins l’exis-

tence d’une solution sous une hypothèse de coercivité sur a plus faible. On sait bien

que ce genre d’hypothèse n’est pas totalement dispensable, la difficulté principale est

due à l’absence de la coercivité. Un résutat de l’exisentce et de l’unicité d’une solu-

tion faible au problème (P.1) sans hypothèse sur div(W ), a été établi pas Droniou.J

[17].

Le premier Chapitre est un préliminaire, qui comporte des résultats utilisés

tout au long de ce travail. Le chapitre est organisé comme suit : en premier lieu,

nous rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces Lp(Ω), les espaces de

Sobolev et les opérateurs compactes qui jouent un rôle essentiel dans les Chapitres 2

et 3. Nous introduisons enfin le degré topologique outil important pour la résolution

des équations aux dérivées partielles semi linéaires.

Chapitre 2 : Nous prouvons dans ce chapitre, la question de l’existence et de

l’unicité d’une solution faible du problème de convection - diffusion non linéaire

P.1. Lorsque le terme de diffusion linéaire (i.e div(∇u)) et le terme de convection

non linéaire (i.e −div(Wϕ(u)) et le terme de réaction est nul (i.e bu + f(x) = 0).

9



La méthode employée pour obtenir ce résultat fait appel au degré topologique de

Leray- Schaudre. Grâce à cet outil, prouver l’exisence d’une solution à P.1 se ramène

à obtenir des estimations à priori sur les solutions de cette équation. En fait, nous

ne nous limitons pas au cas de condition au bord de type Dirichlet, nous considérons

une condition au bord de type Neumann.

La deuxième partie concerne l’existence de solutions non triviales d’une classe de

systèmes elliptiques semi linéaire de la forme :

−∆u = f(x, u, v) dans Ω,

−∆v = g(x, u, v) dans Ω,

u = v = 0 sur ∂Ω,

soumis à des conditions aux limites de Dirichlet homogènes. Cette question d’ac-

tualité a fait récemment l’objet de plusieurs travaux où diférentes situations

sur les structures des non linéarités f et g ont été étudiées ; voir par exemple

[7], [21], [22], [23] et [30], ainsi que leurs références. L’étude de ces problèmes est

motivée par ses diverses applications, notamment dans les équations de réaction-

difusion (où le cas stationnaire est un système elliptique) et les fluides newtoniens

(voir [12]).

Chapitre 3 : Le chapitre 3 contient des résultats d’existence de solutions non tri-

viales d’une classe de systèmes elliptiques semi linéaire en état de résonnance. Plus
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précisément, nous nous intéressons au système suivant :

−∆u = au+ f0(x, u, v) + h1 (x) dans Ω,

−∆v = bv + g0(x, u, v) + h2 (x) dans Ω,

u = v = 0 sur ∂Ω,

(P.2)

pour h = (h1, h2) ∈ (L2(Ω))2 donnée, et a, b ∈ σ(−∆) le spectre de −∆. On cherche

à donner des conditions sur (h1, h2) pour assurer l’existence de solutions. On retrouve

ainsi un résultat bien connu [ 37], lorsque a, b /∈ σ(−∆), où les estimations à priori des

solutions éventuelles sont faciles à obtenir, par une méthode reposant sur l’invariance

par homotopie du degré topologique de Leray-Schauder .

Finalement, parmi les nombreuses références bibliographiques, nous avons choisi à

la fin de ce travail un nombre assez restreint permettant au lecteur interéssé d’avoir

accés à quelques sources que nous avons utilisées pour rédiger cette thèse.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous traitons deux parties

Dans la première nous rappelons divers résultats généraux qui ont servi dans

cette thése et qui pour la plupart sont accompagnés de références. Dans la deuxième

partie nous introduisons la méthode du degré topologique.
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1.1 Rappels et complément d’analyse

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces fonctionnels, parti-

culièrement, les espaces Lp et les espaces de Sobolev. Nous donnons, par la même

occasion, quelques définitions et résultats utiles pour les chapitres suivants.

Soit Ω un ouvert de RN , , on note

C(Ω) = {f : Ω→ R; f continue}.

Cm(Ω) : L’espace des fonctions m fois continument différentiables sur Ω.

C∞(Ω) =
⋂
m∈N

Cm(Ω)

Cc(Rm) = {f ∈ C(Rm) telle que f(x) = 0, pour tout x ∈ Rm\K où K est un compact}.

D(Rm) L’espace des fonctions C∞ sur Rm à support compact dans Rm (dit aussi,

espace des fonctions test).

1.1.1 Espaces Lp

Soient p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞ et Ω ⊂ RN un ensemble mesurable au sens de

Lebesgue ; on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R/f est mesurable et

∫
Ω

|f |p dµ <∞}

13



On définit la norme de f dans Lp(Ω) par :

‖f‖p = (

∫
Ω

|f |p dµ) 1/p

Si p =∞, on définit

L∞(Ω) = {f : Ω→ R / f est mesurable et ∃C ≥ 0 / |f(x)| ≤ C, µ - p.p. sur Ω}

‖f‖∞ = inf{C ≥ 0 : |f(x)| ≤ C µ− p.p}.

est la norme de f dans L∞(Ω)

Pour p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

L1
loc désigne l’ensemble des fonctions localement intégrables sur Ω, i.e

L1
loc(Ω) = {f : f ∈ L1(K) pour tout compact K de Ω}.

Structure des espaces Lp(Ω)

Proposition 1.1 [8] (1) L’espace (Lp(Ω), ‖.‖p) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞

(2) L ’espace (Lp(Ω), ‖.‖p) est séparable pour 1 ≤ p <∞

(3) L ’espace (Lp(Ω), ‖.‖p) est réflexif pour 1 < p <∞ .

Inégalité de Hölder [8]

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞ et 1
p

+ 1
p′

= 1 alors

fg ∈ L1(Ω) et ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖p′
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Inégalité de Minkowski [8]

Soient f, g ∈ Lp(Ω), avec p ≥ 1 alors

f + g ∈ Lp(Ω) et ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

Inégalité de Young [8]

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′
, ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0.

Théorème 1.1 [8] (Convergence dominée de lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions L1 (Ω) convergeant presque partout vers une

fonction mesurable f on suppose qu’il existe g ∈ L1 (Ω) telle que tout n ≥ 1 on ait

|fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur Ω, alors f ∈ L1 (Ω) et

lim
n→∞

‖f − fn‖L1 = 0

Lemme 1.1 [8]

Soient (fn)n∈N une suite de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω) tels que

‖fn − f‖p →n→∞ 0

alors il existe une sous -suite extraite (fnk)k∈N telle que :

i)fnk(x) → f(x) , presque partout sur Ω

ii) |fnk(x)| ≤ h(x) ∀k et presque partout sur Ω avec h ∈ Lp(Ω)

15



Dérivée faible

Définition 1.1 Soit 1 ≤ i ≤ n, on dit qu’une fonction f ∈ L1
loc(Ω) est dérivable

dans la direction i au sens fiable s’il existe Dif ∈ L1
loc(Ω) telle que

∀ϕ ∈ D(Ω),

∫
Ω

f(x)
∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

Dif(x)ϕ(x)dx.

Si un tel Dif existe, il est unique, néanmoins il n’existe pas toujours

1.1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c’est à dire des espaces

constitués de fonctions ) dont les puissances et les dérivées (au sens de la trans-

position, ou au sens faible) sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue,

ces espaces sont des espaces de Banach (espaces vectoriels normés complets). Le

fait qu’ils soient complets est trés important pour l’étude des équations aux dérivées

partielles.

Soit Ω un ouvert de RN on définit la fonctionnelle ‖.‖m,p où m est un entier non

négatif et 1 ≤ p ≤ ∞ comme suit :

‖u‖m,p =

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pp


1/p

‖u‖∞ = max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖∞ ;

pour toute fonction u qui donne un sens à cette écriture .
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On définit l’espace Wm,p(Ω) comme étant l’espace des fonctions mesurables u ∈

Lp(Ω) telles que la dérivée au sens faible Dαu, (0 ≤ |α| ≤ m) appartient à Lp(Ω) et

l’espace Wm,p
0 (Ω) la fermeture de C∞0 (Ω) dans Wm,p(Ω).

On associe à l’espace Wm,p(Ω) la norme ‖.‖m,p et on a alors la proposition sui-

vante

Proposition 1.2 [8]

i)Wm,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞

ii)Wm,p(Ω) est séparable,pour 1 ≤ p < +∞

iii)Wm,p(Ω) est réflexif, pour 1 < p < +∞,

pour p = 2 , on pose Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Remarque 1.1

Dans W 1,p(Ω) l’application

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω)

est une norme équivalente à ‖.‖1,p

Formule de Green

Avant de donner la formule de Green, examinons d’abord la formule d’intégration

par partie

17



Proposition 1.3 [8] (formule d’intégration par partie)

Soient u, v deux fonctions de H1(Ω) et ∂Ω ∈ C1, alors pour tout 1 ≤ i ≤ N a

lieu la formule d’intégration par partie

∫
Ω

∂u(x)

∂xi
v(x)dx = −

∫
Ω

u(x)
∂v(x)

∂xi
dx+

∫
∂Ω

u(s)v(s)nids.

où ni = cos(n, xi) est le cosinus de l’angle de la normale extérieure à ∂Ω et de l’axe

des xi.

Si v ∈ H1(Ω) et si les composantes ui du vecteur −→u appartiennent à H1(Ω), alors

a lieu l’égalité :

∫
Ω

div(−→u (x)).v(x)dx = −
∫

Ω

(−→u (x),∇v(x))dx+

∫
∂Ω

(−→u ,−→n )vds

Enfin, en remarquant que

∆u(x) = div(∇−→u )

on obtient la 2ème formule de Green

Proposition 1.4 [29] Pour u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω), on a :

∫
Ω

∆u(x).v(x)dx = −
∫

Ω

∇u(x).∇v(x)dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
.vds

18



Lemme 1.2 [8] ( Inégalité de Poincaré) ) Soit Ω un domaine borné. Alors il

existe une constante CΩ > 0 telle que

‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ‖|∇u|‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Proposition 1.5 [29] Soit Ω un ouvert borné et connexe de classe C1. Alors si

ω ⊂ Ω est mesurable avec λN(ω) > 0 il existe une constante CΩ > 0 telle∫
Ω

(u− 1

|Ω|

∫
Ω

u)2dx ≤ CΩ

∫
Ω

|∇u|2dx,∀u ∈ H1(Ω)

.

Cette formule est connue sous le nom d’inégalité de Poincaré-Wirtinger.

Théorème 1.2 [29]

Soit Ω un ouvert de RN satisfaisant la propriété suivante

Soit m ∈ N et 1 ≤ p <∞, p∗ = Np
N−p

1) Si 1
p
− m

N
> 0 Alors Wm,p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), avec q ∈ [p, p∗] , 1
p
− 1

p∗
= m

N

2) Si 1
p
− m

N
= 0 Alors Wm,p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), avec q ∈ [p,∞]

3) Si 1
p
− m

N
< 0, Alors Wm,p

0 (Ω) ↪→ L∞(Ω).

Théorème de Stampacchia sur la composition

Pour établir des estimations sur les solutions des problèmes elliptiques que nous

étudierons, nous serons amenés à considérer ϕ(u) comme fonction-test, avec ϕ :
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R → R et u ∈ W 1,p
0 (Ω). Les hypothèses sur ϕ nous permettant d’assurer que ϕ(u)

est encore dans W 1,p
0 (Ω), et l’objet du théorème suivant.

Théorème 1.3 [29] ( Stampacchia ) Soit Ω un ouvert borné de RN et 1 ≤ p <

∞. Soit u ∈ W 1,p
0 (Ω) et ϕ : R → R une fonction continue, C1 par morceaux telle

que ϕ(0) = 0 et ϕ
′

bornée sur R. Alors ϕ(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) et ∇ϕ(u) = ϕ

′
(u)∇u p.p.

Théorème 1.4 [29] (Rellich) Soit Ω un ouvert borné de RN (N ≥ 1) et 1 ≤ p <

+∞. Toute partie borné e de W 1,p
0 (Ω) est relativement compacte dans Lp (Ω). Ceci

revient à dire que de toute suite bornée de W 1,p
0 (Ω), on peut extraire une sous-suite

qui converge dans Lp (Ω).

Le théorème reste vrai avec W 1,p (Ω) à condition de supposer la frontière lipschit-

zienne.

Théorème 1.5 [8] ( Lax-Milgram ) Soit L une forme linéaire continue sur

l’espace de Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe

une et une seule fonction u ∈ H telle que :

a (u, v) = L (v) , ∀v ∈ H.

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l’unique élément de H

qui minimise la fonctionnelle J : H → R définie par

J (v) =
1

2
a (v, v)− L (v) pour tout v ∈ H,

20



c.à.d

J (u) = min
v∈H

J (v) et J (u) < J (v) si u 6= v.

Définition 1.2 Soit u : Ω → R une fonction mesurable à valeur réelle.

Considérons l’application

f : Ω× R→ R

u 7−→ f(u);

où f(u) est une fonction à valeur réelle définie sur Ω par :

f(u)(x) = f(x, u(x)).

L’application f est appellée opérateur de Nemitski assiciée à f.

Théorème 1.6 [29] Soient α, β ≥ 1, f : Ω× R→ R satisfaisant :

(i) f(x, t) mesurable par rapport à x ∈ Ω pour tout t ∈ R et

continue par rapport à t ∈ R pour presque partout x ∈ Ω.

(ii) Il existe a1 ∈ LB (Ω) et a2 > 0 tel que

|f(x, u)| ≤ a1 (x) + a2 (x) |u|
α
β , ∀ (x, u) ∈ Ω× R (α, β ≥ 1).

Alors l’opérateur de Nemitski f est continue de Lα (Ω) à LB (Ω) .

Remarque 1.2 La condition (i) est appellée condition de Carathéodory et f(x, t)

satisfaisant (i) est appellée fonction de Carathéodory.
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1.2 Degré topologique

Nous abordons dans cette deuxième partie une méthode de compacité pour obtenir

des résulats d’existence de solution pour des problèmes elliptiques non linéaires.

1.2.1 Degré de Brouwer et propriétés

Soit Ω un ouvert borné de RN , N ≥ 1. Soit f ∈ C(Ω̄,RN) et y ∈ RN . On cherche

à montrer qu’il existe x ∈ Ω̄ tel que f(x) = y. On commence par donner l’existence

et l’unicité d’une application, appelée dégre topologique, en dimension finie puis on

l’étend à la dimension infinie. Cette application nous permet parfois d’obtenir des

résultats d’existence de solutions.

Définition 1.3 Soient Ω un ouvert borné et f : Ω −→ RN , f ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω),

x0 ∈ Ω est dit point régulièr si Jf (x0) 6= 0 (ou Jf (x0) = detDf(x0) avec Df(x0) =(
∂fi
∂xj

)
i,j

(x0)), Dans le cas contraire, x0 est appelé point critique ou point singulier .

Désignons par

Sf (Ω) = {x0 ∈ Ω : Jf (x0) = 0}

l’ensemble des points singuliers de f sur Ω

22



Définition 1.4 (Cas régulier) Soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné et f ∈ C1(Ω) ∩

C(Ω) une fonction définie de Ω à valeurs dans Rn, pour y /∈ f(∂Ω) une valeur

régulière, on dèfinit le degré de f au point y par

deg(f,Ω, y) =
∑

f(xi)=y,i=1.n

sgn(detDxf(xi)).

Définition 1.5 Soit N ≥ 1. On note A l’ensemble des triplets (f,Ω, y) où Ω est

un ouvert borné de RN , f ∈ C(Ω̄,RN) et y ∈ RN t.q y /∈ {f(x), x ∈ ∂Ω}

Théorème 1.7 [25] ( Brouwer) Soit N ≥ 1 et A donné par la définition 1.5. Il

existe alors une application d de A dans Z appelée (degré topologique), vérifiant les

trois proprités suivantes :

• Normalisation : d (Id,Ω, y) = 1, si y ∈ Ω.

• Degré d’une union : d (f,Ω, y) = d (f,Ω1, y) + d (f,Ω2, y) , si Ω1

⋃
Ω2 ⊂ Ω,Ω1

⋂
Ω2 = ∅

et y /∈ {f(x), x ∈ Ω̄ r Ω1

⋃
Ω2}.

• Invariance par homotopie : Si h ∈ C([0, 1]× Ω̄,RN), y ∈ C([0, 1],RN) et y(t) /∈ {h(t, x), x ∈ ∂Ω}

( pour tout t ∈ [0, 1]) on a alors d (h (t, .) ,Ω, y) = d (h (0, .) ,Ω, y(0)) pour tout t ∈ [0, 1].

Théorème du point fixe de Brouwer 1912 :

Une première conséquence de cette méthode de dergé topologique est le théorème

de point fixe de Brouwer que nous donnons maintenant.
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Théorème 1.8 [25] ( point fixe de Brouwer)

Soit N ≥ 1, R > 0 et f ∈ C(BR, BR) avec BR = {x ∈ RN , ‖x‖ ≤ R} (on a muni

RN d’une norme noté ‖.‖.) Alors f admet un point fixe, c’est à dire il existe x ∈ BR

t.q. f(x) = x.

1.2.2 Degré de Leray-Schauder et propriétés

le théorème précédent a été généralisé (dès 1934) en dimension infinie par Leray

et Schauder sous une hypothése de compacité. Donnons d’abord une définition

Définition 1.6 Soit E un espace de Banach, B une partie de E et f une applica-

tion de B dans E. On dit que f est compacte ( la terminologie de Leray-Schauder est

différente, ils utilisent l’expression ”complètement continue”), si f vérifie les deux

propriétés suivantes :

1. f est continue

2. {f(x), x ∈ C} est relativement compacte dans E pour tout partie C bornée de B.

Remarque 1.3 1- la définition précédente est équivalente de dire que, pour toute

suite (xn)n∈N∗ bornée dans B on peut extraire de (f(xn))n∈N∗ une suite qui converge

dans E.

2- On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = E)

la deuxième condition entrâıne la première. Mais ceci est faux pour des applications

non linéaires.

24



Voici le résultat principal de cette partie, qui énonce l’existence du degré de Leray-

Schauder en même temps que ses propriétés principales, tout à fait similaires à celles

du degré de Brouwer.

Définition 1.7 Soit E un espace de Banach. On note A l’ensemble des triplets

(I − f,Ω, y) où Ω est un ouvert borné dans E, f est une application compacte de Ω̄

dans E et y ∈ E t.q y /∈ {x− f(x), x ∈ ∂Ω}

Théorème 1.9 [25] ( Leray-Schauder)

Soit E un espace de Banach et A donné par la définition 1.7. Il existe une application

d de A dans Z appelée (degré topologique), vérifiant les trois propritées suivantes :

• Normalisation : d (Id,Ω, y) = 1, si y ∈ Ω.

• Degré d’une union : d (I − f,Ω, y) = d (I − f,Ω1, y) + d (I − f,Ω2, y) , si Ω1

⋃
Ω2 ⊂ Ω,Ω1

⋂
Ω2 = ∅

et y /∈ {x− f(x), x ∈ Ω̄ r Ω1

⋃
Ω2}.

• Invariance par homotopie : Si h est une application complètement continue de [0, 1]× Ω̄dans E,

y ∈ C([0, 1], E) et y(t) /∈ {x− h(t, x), x ∈ ∂Ω}( pour tout t ∈ [0, 1]), on a alors

d (I − h (t, .) ,Ω, y) = d (I − h (0, .) ,Ω, y(0)) pour tout t ∈ [0, 1].

Définition 1.8 Une application de la forme

f = I − h

où I est l’application identité et h est une application compacte est dite perturbation

compacte de l’identité (ou application de Leray-Schauder).
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Remarque 1.4 La propriété essentielle du degré topologique est :

Si (I − f,Ω, y) ∈ A et d (I − f,Ω, y) 6= 0, alors il existe x ∈ Ω tel que x− f(x) = y.

Définition 1.9 Un espace métrique (X, d) est connexe s’il n’existe pas de sous

ensemble de X autre que X et ∅ qui soit à la fois ouvert et fermé. Un sous ensemble

Y ⊂ X d’un espace métrique (X, d) est connexe si (Y, d), muni de la distance induite

est un espace métrique connexe.

Proposition 1.6 [25] 1)- Un espace métrique (X, d) est connexe si et seulement

si :

X = A
⋃
B où A et B sont des ouverts de X disjoints ⇒A ou B est vide.

2)− Une partie Y⊂ X est connexe si et seulement si :

Y = A
⋃
B où A et B sont des ouverts de Y disjoints ⇒A ouB est vide.

Définition 1.10 On dit que le système :
−4u = f(x, u, v) dans Ω

−4v = g(x, u, v) dans Ω

(1.1)

est variationnel si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

i) Il existe une fonction differentiable F (x, u, v) pour (x, u, v) ∈ Ω×R×R telle que

∂F (x, u, v)

∂u
= f(x, u, v), et

∂F (x, u, v)

∂v
= g(x, u, v),
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Dans ce cas, on dit que le système 1.1 est de type Gradient.

ii) Il existe une fonction differentiable H(x, u, v) pour (x, u, v) ∈ Ω×R×R telle que

∂H(x, u, v)

∂v
= f(x, u, v), et

∂H(x, u, v)

∂u
= g(x, u, v),

Dans ce cas, on dit que le système 1.1 est de type Hamiltonien.

Théorème spéctrale

Rappelons que l’opérateur (−4), donnée par

D(−4) =
{
u ∈ H1

0 (Ω), −4u ∈ L2(Ω)
}

définit un opérateur inverse et compact sur L2(Ω).

(−4) est appellé l’opérateur de Laplace-Dirichlet.

Théorème 1.10 [29] L’opérateur (−4) a une famille dénombrable de valeurs

propres (λk)k∈N∗ qu’on peut écrire comme une suite croissante de nombres positifes

qui tend vers +∞ si n→ +∞ :

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λk ≤ ...

Remarque 1.5 Chaque valeur propre est répéteé un nombre de fois égale à sa

multiplicité (qui est finie).

Théorème 1.11 [29] Soit λ1 ∈ R définie par
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λ1 = inf
v∈H1

0 ,v 6=0

∫
Ω

|∇v(x)|2 dx∫
Ω

|v(x)|2 dx

équivalant à

λ1 = inf


∫
Ω

|∇v(x)|2 dx :

∫
Ω

|v(x)|2 dx = 1, v ∈ H1
0 (Ω) , v 6= 0


λ1 est la première valeur propre de l’opérateur de Laplace avec conditions de

Dirichlet nulles sur le bord.
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Chapitre 2

Etude d’un problème de

Convection-diffusion non linéaire

avec condition de Neumann

2.1 Introduction et Résultats Principaux

On propose dans ce chapitre une étude d’une équation de convection-diffusion

non linéaire avec la condition de Neumann nulle sur le bord.

Soit Ω un ouvert borné connexe de RN (N = 2 ou 3), à frontière lipschitzienne, on
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cherche une fonction u : Ω −→ R vérifiant

−4u+ div(Wϕ(u)) = 0 dans Ω,

−∇u · −→n +Wϕ(u) · −→n = 0 sur ∂Ω,

∫
Ω

u(x)dx = M,

(2.1)

où W est donné sur Ω, ∂u
∂n

désigne la dérivée normale extérieure de u, c’est à dire

∂u
∂n

= ∇u ·−→n où −→n = (n1, n2, ...nN) est le vecteur unitaire de la normale extérieure à

∂Ω, et Wϕ(u) · −→n =
∑i=N

i=1 ϕ(u)Wi · −→ni où W = (W1,W2, ...,WN) ∈ (Lp(Ω))N , pour

tout p > N , la quantité −∇u · −→n +Wϕ(u) · −→n s’appelle la condition de Neumann.

Le but de ce chapitre est de montrer l’existence, l’unicité de la solution faible au

problème (2.1), et sa positivité. Cette équation est non linéaire à cause du terme de

convection.

Sous l’hypothèse W ∈ (Lp(Ω))N pour tout p > N , la formulation faible de ce

problème est
u ∈ H1(Ω),∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx−
∫

Ω

ϕ(u(x))W (x)∇v(x)dx = 0, ∀v ∈ H1(Ω).

(2.2)

Pour ϕ une fonction lipschitzienne de R dans R telle que ϕ(0) = 0, i.e il existe une

constante L > 0 telle que

|ϕ(s1)− ϕ(s2)| ≤ L|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ R.
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Nous donnous le resultat suivant.

Lemme 2.1 Soit u ∈ H1(Ω) et W ∈ (Lp(Ω))N , pour tout p > N .

Alors on a

ϕ(u)W ∈ (L2(Ω))N .

Preuve 2.1

Le théorème d’injection de Sobolev, donne u ∈ L6(Ω), si N = 3 et que u ∈ Lr(Ω),

pour tout r ∈ [1,∞[, si N = 2. Comme ϕ est une fonction lipschitzienne. On déduit

aussi que ϕ(u) ∈ L6(Ω), si N = 3 et ϕ(u) ∈ Lr(Ω) pour tout r ∈ [1,∞[ si N = 2.

Pour N = 3, on a W ∈ (L3(Ω))3 et ϕ(u) ∈ L6(Ω), on obtient alors Wϕ(u) ∈

(L2(Ω))3

Pour N = 2, on a W ∈ (Lp(Ω))2 et ϕ(u) ∈ L
2p
p−2 (Ω), on obtient alors Wϕ(u) ∈

(L2(Ω))2 ♦

Montrons à présent L’équivalence des normes, ‖u‖W 1,1(Ω) et ‖|∇u|‖L1(Ω) pour

tout u ∈ Wω.

Lemme 2.2 Soit Ω un ouvert borné connexe de RN (N ≥ 1) à frontière lip-

schitzienne. Soit ω ⊂ Ω un ensemble mesurable de mesure de Lebesgue positive.

Définissons l’ensemble Wω par :

Wω = {u ∈ W 1,1(Ω) telle que u = 0 p.p. dans ω}.
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Alors il existe C ne dépond que de Ω et ω tel que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖|∇u|‖L1(Ω) pour tout u ∈ Wω et 1 ≤ p ≤ N

N − 1
. (2.3)

Preuve 2.2

On veut démontrer 2.3 pour p = 1? = N/(N − 1). D’aprés l’injection de Sobolev, il

est connu qu’il existe Cs ne dépond que de Ω tel que

‖u‖L1? (Ω) ≤ Cs‖u‖W 1,1(Ω) pour tout u ∈ W 1,1(Ω).

Pour montrer que ‖u‖W 1,1(Ω) est équivalente à ‖|∇u|‖L1(Ω), pour tout u ∈ Wω, il

suffit donc de montrer qu’il existe C2 ne dépend que de Ω et ω tel que

‖u‖L1(Ω) ≤ C2‖|∇u|‖L1(Ω) pour tout u ∈ Wω. (2.4)

Pour montrer 2.4, on raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe une suite

d’éléments de Wω, (un)n∈N∗ tel que

‖un‖L1(Ω) > n‖|∇un|‖L1(Ω) pour tout n ∈ N∗.

En remplaçant un par un/‖un‖L1(Ω), on peut supposer ‖un‖L1(Ω) = 1. On a alors

aussi ‖|∇un|‖L1(Ω) <
1
n

. ce qui prouve que la suite (un)n∈N∗ est bornée dans W 1,1(Ω),

Par le théorème de compacité ( le théorème de Rellich) on en déduit que la suite

un est relativement compate dans L1(Ω). Donc, on peut supposer (après extraction

d’une sous suite) qu’il existe u ∈ L1(Ω) telle que un → u dans L1(Ω) quand n→∞.
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Comme ‖un‖L1(Ω) = 1 on a aussi ‖u‖L1(Ω) = 1. Or de ‖|∇un|‖L1(Ω) <
1
n

on déduit

∇un → 0 dans L1(Ω)N , on a donc ∇u = 0 p.p. dans Ω ( connexe), u est alors une

fonction constante. Comme un → u dans W 1,1(Ω) et un ∈ Wω pour tout n ∈ N on

a aussi u ∈ Ww et donc u = 0 p.p. dans ω . On en déduit que u = 0 p.p dans Ω. Ce

qui est impossible car ‖u‖L1(Ω) = 1. ce qui conclut la preuve de Lemme 2.2 ♦

Nous donnons un résultat d’existence et d’unicité.

Théorème 2.1 Soit Ω un ouvert borné connexe de RN (N = 2 ou 3) à frontière

lipschitzienne. Soit p > N , W ∈ Lp(Ω)N et M ≥ 0. Alors, il existe une unique

solution du problème 2.2, avec la condition

∫
Ω

u(x)dx = M .

La preuve de ce théorème est divisée en 3 étapes.

2.2 Unicité et positivité de la solution

Commençons à prouver que toute solution de 2.2 a un signe constant.

Lemme 2.3 Sous les mêmes hypothèses que le théorème 2.1, le problème 2.2 admet

une solution unique,et positive.

Preuve 2.3

Soit u la solution de 2.2 avec

∫
Ω

u(x)dx = M . Pour démontrer que u > 0 p.p. si
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M > 0, on raisonne par l’absurde. Notons Ω− = {x ∈ Ω : u(x) ≤ 0} et on suppose

que lN(Ω−) > 0.

Pour n ∈ N∗, considérons la fonction de troncature Tn défine de R dans R par

Tn(s) = min{ 1
n
,max{s, 0}}. On sait par le théorème de Stampacchia que Tn(u) ∈

H1(Ω) pour toute fonction u ∈ H1(Ω) et

∇Tn(u) = 10<u< 1
n
∇u p.p. dans Ω.

On peut prendre cette fonction comme fonction-test v = Tn(u) dans 2.2 et obtenir

∫
Ω

|∇Tn(u)|2dx =

∫
Ω

ϕ(u)W · ∇Tn(u)dx,

soit encore, en posant A 1
n

= {x ∈ Ω : 0 < u(x) < 1
n
}

alors ∫
A 1
n

|∇u|2dx =

∫
A 1
n

ϕ(u)W · ∇udx,

en appliquant l’inégalité de Cauchy Schwarz, et ϕ lipschitzienne on obtient donc :

∫
A 1
n

|∇u|2dx ≤ L
an
n

(∫
A 1
n

|∇u|2dx
) 1

2
,

avec

an =
(∫

0<u< 1
n

|W |2dx
) 1

2
,

ou encore

‖∇Tn(u)‖L2(Ω) ≤ L
an
n
,

34



comme H1(Ω) ⊂ W 1,1(Ω) on a Tn(u) ∈ H1(Ω) ⊂ W 1,1(Ω) .

On peut voir que A 1
n+1
⊂ A 1

n
et
⋂
n∈N∗ A 1

n
= ∅, donc lN(A 1

n
) = 0, lorsque n → ∞

(par continuité décroissante d’une mesure).

Comme W ∈ L2(Ω)N on en déduit que limn→∞ an = 0. Utilisant le fait que

‖z‖L1(Ω) ≤ ‖z‖L2(Ω)lN(Ω)1/2, on obtient

‖∇Tn(u)‖L1(Ω) ≤ ‖∇Tn(u)‖L2(Ω)lN(Ω)1/2 ≤ L
an
n
lN(Ω)1/2.

Remarquons d’abord que Tn(u) = 0 p.p. sur Ω−. Si lN(Ω−) > 0, le lemme 2.2 donne

l’existence de C, ne dépendant que de Ω et ω tel que

‖Tn(u)‖L1(Ω) ≤ C‖∇Tn(u)‖L1(Ω).

En remarquant que

‖Tn(u)‖L1(Ω) =

∫
Ω

Tn(u)dx ≥
∫
Bn

1

n
dx ≥ 1

n
lN(B 1

n
),

où B 1
n

= {x ∈ Ω, u(x) ≥ 1
n
}

on a aussi B 1
n+1
⊃ B 1

n
et
⋃
n∈N∗ B 1

n
= {u > 0}, donc limn→+∞ lN(B 1

n
) = lN{u > 0},

(par continuité croissante d’une mesure), comme

lN(B 1
n
) ≤ LCanlN(Ω)1/2.

en passant à la limite lorsque n tend vers +∞, on obtient lN({u > 0}) = 0, c.à.d

u ≤ 0 p.p..
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Si M > 0, il est impossible d’avoir

∫
Ω

u(x)dx = M > 0. Alors, on conclut que

lN(Ω−) = 0, qui donne u > 0 p.p. dans Ω.

Si M = 0, on a

∫
Ω

udx = M = 0, et alors d’après u ≤ 0 p.p. on conclut que u = 0

p.p. dans Ω.

Maintenant il est facile de démontrer l’unicité de la solution de 2.2 avec

∫
Ω

udx =

M . Soit u1 et u2 deux solutions de 2.2 avec

∫
Ω

u1dx =

∫
Ω

u2dx = M . On pose

u = u1 − u2. Alors,

∫
Ω

udx = 0 qui donne u = 0 p.p., qui est le résultat de l’unicité

désiré♦

2.3 Estimation à priori

Lemme 2.4 Soit A > 0, ϕ une fonction lipschitzienne de R dans R . Alors, il

existe C ne dépondant que de A, p, M ,L et Ω tel que, si u est une solution de 2.2

avec

∫
Ω

u(x)dx = M , on a

‖|W |‖Lp(Ω) ≤ A⇒ ‖u‖H1(Ω) ≤ C.

Preuve 2.4

Soit A > 0 et supposons que ‖|W |‖Lp(Ω) ≤ A. Soit u une solution de 2.2 avec∫
Ω

udx = M . on prend v = u dans 2.2 et en utilisant l’inégalité de Hölder avec

q = 2p
p−2

( qui donne 1
p

+ 1
q

= 1
2
) on obtient

‖|∇u|‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|∇u|2dx ≤ L‖|W |‖Lp(Ω)‖u‖Lq(Ω)‖|∇u|‖L2(Ω) (2.5)
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on choisit q̄ tel que q < q̄ < +∞ si N = 2 et q̄ = 6 si N = 3 (ce qui donne q < q̄).

Par l’inégalité de Sobolev , il existe une constante Cs > 0 qui dépend seulement de

Ω tel que

‖u‖Lq̄(Ω) ≤ Cs‖u‖H1(Ω).

Par l’inégalité de Hölder , on a aussi θ = q̄−q
q(q̄−1)

∈ (0, 1) (ce qui dépend seulement

de p et N),

‖u‖Lq(Ω) ≤ ‖u‖θL1(Ω)‖u‖1−θ
Lq̄(Ω)

cela donne

‖u‖Lq(Ω) ≤M θC1−θ
s ‖u‖1−θ

H1(Ω),

et avec 2.5,

‖|∇u|‖L2(Ω) ≤ LM θAC1−θ
s ‖u‖1−θ

H1(Ω). (2.6)

On utilise maintenant l’inégalité de Poincaré-Wirtinger qui donne l’existence de

Cp > 0 dépendant seulement de Ω tel que

‖u−MλN(Ω)−1‖L2(Ω) ≤ Cp‖|∇u|‖L2(Ω).

Alors on obtient

‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u−MλN(Ω)−1‖L2(Ω) +MλN(Ω)−
1
2 ≤ Cp‖|∇u|‖L2(Ω) +MλN(Ω)−

1
2 .

on a

‖u‖L2(Ω) ≤ Cp‖|∇u|‖L2(Ω) +MλN(Ω)−
1
2 ,
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qui donne

‖u‖H1(Ω) ≤ (Cp + 1)‖|∇u|‖L2(Ω) +MλN(Ω)−
1
2 , (2.7)

Enfin , avec 2.6 et 2.7, on obtient l’existence de C2 ,C3 dépendant de M ,A, p, L et

Ω tel que

‖u‖H1(Ω) ≤ C2‖u‖1−θ
H1(Ω) + C3.

Puisque θ > 0, ce qui donne l’existence de C dépendant de A, p,M , L et Ω tel que

‖u‖H1(Ω) ≤ C♦

2.4 Existence

Maintenant on va prouver le résultat d’existence, par la méthode du degré topo-

logique de Leray-Schauder.

Preuve du théorème 2.1

Pour W et M donnés, on va démonter l’existence d’une solution de 2.2 avec∫
Ω

udx = M . on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant une

application F continue et compacte de [0, 1] × Lq(Ω) dans Lq(Ω) avec q = 2p
p−2

(de

sorte que 1
p

+ 1
q

= 1
2
). On pose donc dans la suite q = 2p

p−2
. ( q < 2N

N−2
, l’espace H1(Ω)

s’injecte compactement dans Lq(Ω))).

Mainenant, construisons l’opérateur F . Soit ū ∈ Lq(Ω), comme Wϕ(ū) ∈ (L2(Ω))N ,
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le problème :
u ∈ H1(Ω),

∫
Ω

udx = 0,∫
Ω

∇u · ∇v(x)dx = t

∫
Ω

Wϕ(ū) · ∇v(x)dx pour tout v ∈ H1(Ω).

(2.8)

est un problème de Neumann classique. L’application s : H1(Ω) → R qui à v asso-

cie s(v) =

∫
Ω

Wϕ(ū) · ∇v(x)dx est linéaire continue. L’existence et l’unicité de u

solution de 2.8 est donc une conséquence du théorème de Lax-Milgram.

On pose

F (t, ū) = t(u+
M

λN(Ω)
)

On a

∫
Ω

F (t, ū)dx = tM . Si u = F (1, u), alors la fonction u est une solution de 2.2

avec

∫
Ω

udx = M . On montre tout d’abord la continuité de F . Soit (tn, ūn) une suite

de [0, 1]×Lq(Ω) t.q tn → t dans R et ūn → ū dans Lq(Ω) quand n→ +∞. On veut

montrer que un → u dans Lq(Ω). Après une éventuelle extraction de sous suite, on

peut aussi supposer que ūn → ū p.p et |ūn(x)| ≤ H(x) p.p. pour tout n ∈ N, avec

H ∈ Lq(Ω). On en déduit (par théorème de convergence dominée dans Lq(Ω) ) que

ϕ(ūn)→ ϕ(ū) dans Lq(Ω) et donc ϕ(ūn)W → ϕ(ū)W dans L2(Ω)N , (en remarquant

que HW ∈ L2(Ω)N). Comme la suite ϕ(ūn)W est bornée dans L2(Ω)N et que un

solution de 2.8, avec (tn, ūn) au lieu de (t, ū) on va montrer que la suite un bornée

dans H1(Ω). Alors on prend v = un dans l’equation 2.8 on peut voir que un bornée

dans H1(Ω), on peut donc supposer (toujour après extraction de sous suite ) qu’il
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existe w t.q un → w faiblement dans H1(Ω) par la compacité de l’injection de sobolev

H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) on a un → w dans Lq(Ω). On montre alors que w est solution de

2.8 avec (tn, ūn) au lieu de (t, ū) . Il suffit pour cela de passer à limite, pour tout

v ∈ H1(Ω) dans l’équation suivante :

∫
Ω

∇un · ∇v(x)dx = tn

∫
Ω

ϕ(ūn)W · ∇v(x)dx pour tout v ∈ H1(Ω).

Ce passage à limite découle facilement du fait que ∇un → ∇w faiblement dans

L2(Ω)N et ϕ(ūn)W → ϕ(ū)W dans L2(Ω)N , w ∈ H1(Ω) est une solition de

l’équation 2.8 par l’unicité on obtient u = w donc un → u dans Lq(Ω).

On montre maintenant la compacité de F . On suppose que t est quelconque dans

[0; 1] et que ū reste dans un borné de Lq(Ω). La fonction u est donc solution de 2.8.

Grâce à |ϕ(s)| ≤ L|s|, la fonction ϕ(ū) reste dans un borné de Lq(Ω) et donc ϕ(ū)W

reste dans un borné de L2(Ω)N . En prenant maintenant v = u dans 2.8, on en déduit

que u réste dans un borné de H1(Ω), comme H1(Ω) s’injecte compactement dans

Lq(Ω), on en déduit que u reste dans un compact de Lq(Ω). Ce qui prouve bien la

compacité de F . On peut donc appliquer l’invariance par homotopie du degré topo-

logique sur la boule (ouverte) de Lq(Ω), de centre 0 et de rayon R. Grâce à lemme

précédent il existe une constante C telle que

(t ∈ [0, 1], u ∈ Lq(Ω), u = F (t, u))⇒ ∃C > 0 tel que ‖u‖H1(Ω) ≤ C.
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Alors , Il existe R > 0 tel que

(t ∈ [0, 1], u ∈ Lq(Ω), u = F (t, u))⇒ ‖u‖Lq(Ω) < R.

Soit BR la boule de rayon R et de centre 0 dans Lq(Ω). Le degré topologique

de Id − F (t, ·) (où Id est l’application u 7→ u) sur BR associée au point 0

est bien défini indépendant de t ∈ [0, 1]. Ce qui donne d(Id − F (1, ·), BR, 0) =

d(Id − F (0, ·), BR, 0). F (0, ·) = 0 on a d(Id − F (0, ·), BR, 0) = 1. Alors d(Id −

F (1, ·), BR, 0) = 1. Ce qui démontre l’existence de u ∈ BR tel que u = F (1, u)

♦
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Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions

d’un système elliptique

semi-linéaire en état de résonnance
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3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre, nous nous intéessons à l’étude de l’éxistence de solutions non

triviales pour le système elliptique semi-linéaire suivant :

−∆u = f(x, u, v) + f1(x) dans Ω,

−∆v = g(x, u, v) + f2(x) dans Ω,

u = v = 0 sur ∂Ω,

(P)

où Ω est un domaine borné de RN(N ≥ 2) de frontière régulière ∂Ω et h = (f1, f2)

une fonction non nulle dans (L2 (Ω))
2
. f, g sont des fonctions non linéaires de la

forme : 
f(x, u, v) = au+ f0(x, u, v),

g(x, u, v) = bv + g0(x, u, v),

avec a = λ, valeur porpre simple de (−∆), avec condition de Drichlet hommogéne

b ∈ {µ, λ1} . Désignons par ϕ, ψ les fonctions propres normalisées correspondantes

à λ et µ,( µ 6= λ ), resp (i.e −∆ϕ = λϕ,−∆ψ = µψ, ϕ, ψ ∈ H1
0 (Ω), ‖ϕ‖H1

0 (Ω) =

‖ψ‖H1
0 (Ω) = 1).

λ1 ∈ R est la première valeur propre positive de −4.

λ1 = inf
v∈H1

0 ,v 6=0

∫
Ω

|∇v(x)|2 dx∫
Ω

|v(x)|2 dx
,
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qu’un peut aussi écrire

λ1 = inf

{∫
Ω

|∇v(x)|2dx :

∫
Ω

|v(x)|2dx = 1, v ∈ H1
0 (Ω) , v 6= 0

}
,

ϕ1 la première fonction propre normalisée par

∫
Ω

ϕ1(x)dx = 1.

On assume que les fonctions

f0, g0 : Ω× R× R→ R

sont continues et satisfont les conditions suivantes :
|f0(x, s, p)| ≤ c1 (1 + |s|+ |p|)

|g0(x, s, p)| ≤ c2 (1 + |s|+ |p|)
(3.1)

avec c1, c2 des constantes réelles, positives. Le problème (P) est supposé non va-

riationnel donc, il n’y a pas de possibilité d’utiliser la méthode variationnelle car le

système (P) n’est pas une équation d’Euler-Lagrange pour une certaine fonctionnelle.

Par conséquent, nous ferons appel à la méthode de degré topologique où la grande

dificulté réside dans l’obtention d’une estimation à priori des solutions éventuelles.

Le cas scalaire correspondant a été considéré dans [24] et l’existence de solutions a

été montrée pour le probléme Au = au+g(., u) + h̃ où a ∈ {µ, λ1}, l’opérateur A est

auto-adjoint à résolvante compacte dans L2(Ω), λ est une valeur porpre de A, g(., .)
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applique Ω × R dans R, γ− ≤ g(., s) ≤ γ+ et lim|s|→∞ g(., s) = γ+,− et h̃ ∈ L2(Ω).

L’objectif de ce travail est d’étendre ce résultat au système (P).

Plus précisément, sous les conditions suivantes sur les fonctions f0 et g0 :



γ+
1 , γ

−
1 ∈ (L2(Ω))

avec

γ−1 (x) ≤ f0(x, s, p) ≤ γ+
1 (x) p.p Ω

et

lim
s,|p|→+∞

f0(., s, p) = γ+
1 (.) p.p Ω

lim
−s,|p|→+∞

f0(., s, p) = γ−1 (.) p.p Ω

(3.2)

et



γ+
2 , γ

−
2 ∈ L2(Ω)

avec

γ−2 (x) ≤ g0(x, s, p) ≤ γ+
2 (x) p.p Ω

et

lim
|s|,p→+∞

g0(., s, p) = γ+
2 (.) p.p Ω

lim
−p,|s|→+∞

g0(., s, p) = γ−2 (.) p.p Ω.

(3.3)
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Donnons à présent le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (3.1),(3.2) et (3.3), le problème (P) admet au

moins une solution (u, v) ∈ U .

Rappelons que l’opérateur A, donné par
Au = −∆u

D(−∆) = {u ∈ H1
0 (Ω),∆u ∈ L2(Ω)}

(3.4)

définit un opérateur inverse compact dans L2(Ω), et son spectre est formé par une

suite (λk)k∈N∗, telle que |λk| → +∞.

L’opérateur Ã : U → U définie par〈
Ã (u, v) , (u, v)

〉
U

= 〈(A1u,A2v) , (u, v)〉U , (u, v) , (u, v) ∈ U

〈A1u, u〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω

u (x)u (x) dx,
〈
A2v, v

〉
H1

0 (Ω)
=

∫
Ω

v (x) v (x) dx

est positif, auto-adjoint et compact.

Pour (u, v) fixé dans U et f0, g0 satisfaisant (3.1) il est facile de voir que

T̃u (u) =

∫
Ω

∇u (x)∇u (x) dx; T̃v (v) =

∫
Ω

∇v (x)∇v (x) dx

S̃u,v (u) =

∫
Ω

f0(x, u, v)u (x) dx; S̃u,v (v) =

∫
Ω

g0(x, u, v)v (x) dx
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sont des fonctionnelles linéaires continues sur H1
0 (Ω). Le théorème de représentation

de Riesz assure l’éxictence et l’unicité d’éléments uniques L1 (u) , L2 (v) , S1 (u, v) , S2 (u, v) ∈

H1
0 (Ω) telles que

〈L1 (u) , u〉H1
0 (Ω) = T̃u (u) ,∀u ∈ H1

0 (Ω),

〈L2 (v) , v〉H1
0 (Ω) = T̃v (v) ,∀v ∈ H1

0 (Ω),

et

〈S1 (u, v) , u〉H1
0 (Ω) = S̃u,v (u) ,∀u ∈ H1

0 (Ω),

〈S2 (u, v) , v〉H1
0 (Ω) = S̃u,v (v)∀v ∈ H1

0 (Ω).

Appelons S et L les opérateurs définis sur U par

S(u, v) = (S1 (u, v) , S2 (u, v)) , L(u, v) = (L1 (u) , L2 (v)) .

Si on choisit

〈u, u〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u (x)∇u (x) dx,

〈v, v〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇v (x)∇v (x) dx,

L devient l’opérateur l’identité sur U . L’application S : (u, v) ∈ U →

(S1 (u, v) , S2 (u, v)) ∈ U est alors un opérateur continu et compacte.
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Pour tout t ∈ [0, 1] et (u, v) ∈ U , On définit l’homotopie

H(t, u, v) =


H1(t, u, v)

H2(t, u, v)

 =


u− aA1 (u)− tS1 (u, v)− (1− t) εA1(u)

v − bA2 (v)− tS2 (u, v)− (1− t) εA2(v)

 , ∀ε > 0

qui s’écrit ausi,

H(t, u, v) = (u, v)− B̃Ã (u, v)− t S (u, v)− (1− t)C (ε) Ã (u, v) , ∀ε > 0

où

B̃ =

 a 0

0 b

 et C (ε) = ε

 1 0

0 1

 .

Il est clair que

H : [0, 1]× U → U,

est une homotopie compacte, le système (P) est alors équivalent au problème sui-

vant :

∀(u, v) ∈ U, (u, v) = B̃Ã (u, v) + S (u, v) .

correspondant aussi à

H(1, u, v) = 0, (u, v) ∈ U

Présentons maintenant les deux cas à étudier.

48



3.2 Premier cas

Dans cette sous section, on prend
f(x, u, v) = λu+ f0(x, u, v),

g(x, u, v) = λ1v + g0(x, u, v),

et 
f1(x) = h1(x),

f2(x) = −h2(x),

le système (P) devient :

−∆u = λu+ f0(x, u, v) + h1 (x) dans Ω

−∆v = λ1v + g0(x, u, v)− h2 (x) dans Ω

u = v = 0 sur ∂Ω.

(3.5)

Définissons la solution faible de 3.5 .

Définition 3.1 on dit que (u, v) ∈ U est une solution faible de 3.5, si pour tout

w̃ = (w̃1, w̃2) ∈ U on a
∫

Ω

∇u∇w̃1dx =

∫
Ω

[λu (x) + f0(x, u, v)] w̃1(x)dx+

∫
Ω

h1(x)w̃1(x)dx,∫
Ω

∇v∇w̃2dx =

∫
Ω

[λ1v(x) + g0(x, u, v)] w̃2(x)dx−
∫

Ω

h2(x)w̃2(x)dx,

Donnons à présent une condition nécessaire d’existence.
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Proposition 3.1 Si (h1, h2) ∈ (L2 (Ω))
2

et f0, g0 vérifient les hypothèses

précédentes , une condition nécesaire pour que le problème 3.5 admette une solution,

est que pour tout (ϕ, ϕ1), soient verifié les conditions i),ii).

i)

∫
Ω

γ+
1 ϕ

+ (x) dx−
∫

Ω

γ−1 ϕ
− (x) dx+

∫
Ω

h1 (x)ϕ (x) dx ≥ 0

ii) γ−2 ≤
∫

Ω

h2 (x)ϕ1 (x) dx ≤ γ+
2

Preuve 3.1

Si (u, v) est solution du système 3.5, en multipliant par (ϕ, ϕ1), et en utilisant le

fait que A∗ = A on obtient
∫

Ω

uAϕdx =

∫
Ω

[λu (x) + f0(x, u, v)]ϕ(x)dx+

∫
Ω

h1(x)ϕ(x)dx,∫
Ω

vAϕ1dx =

∫
Ω

[λ1v(x) + g0(x, u, v)]ϕ1(x)dx−
∫

Ω

h2(x)ϕ1(x)dx,

qui, compte tenu du fait que Aϕ = λϕ et Aϕ1 = λ1ϕ1, et en écrivant

ϕ = ϕ+ − ϕ− où ϕ+ = max(0, ϕ) et ϕ− = max(0,−ϕ),

donne : 
∫

Ω

f0(x, u, v)
[
ϕ+ (x)− ϕ− (x)

]
dx+

∫
Ω

h1(x)ϕ(x)dx = 0,∫
Ω

h2(x)ϕ1 (x) dx =

∫
Ω

g0(x, u, v)ϕ1 (x) dx.

(3.2) et (3.3) , impliquent

∫
Ω

γ+
1 ϕ

+ (x) dx−
∫

Ω

γ−1 ϕ
− (x) dx+

∫
Ω

h1 (x)ϕ (x) dx ≥ 0,
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γ−2 ≤
∫

Ω

h2(x)ϕ1 (x) dx ≤ γ+
2 .

D’où le resultat.

3.2.1 Estimation à priori des solutions

Nous allons montrer dans cette partie que lorsque i), ii) sont verifiés, on peut

obtenir des estimations à priori sur les solutions du système 3.5.

On sait que H est donnée par

H(t, u, v) = (u, v)− B̃Ã (u, v)− t S (u, v)− (1− t)C (ε) Ã (u, v) ,

pour tout ε > 0, est une homotopie compacte de [0, 1] × U dans V . Montrons qu’il

existe R1 > 0 tel que, pour tout (u, v) ∈ U, ‖(u, v)‖U = R1 et t ∈ [0, 1], on a

H(t, u, v) 6= 0.

Lemme 3.1 il existe R1 > 0 tel que
‖(u, v)‖U = R1, ∀t ∈ [0, 1] ,∀ (u, v) ∈ U,

H(t, u, v) 6= 0

Preuve 3.1

Soit ε > 0 de sorte l’intervalle ]λk, λk + ε] , k ∈ N∗, ne contienne aucune valeur

propre de l’opérateur (−∆), λ1 + ε < λ2. Supposons, par contradiction, qu’il existe
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(t, u, v) ∈ [0, 1]× U tel que

H(t, u, v) = 0 et ‖(u, v)‖U > R1.

En d’autres termes, on peut trouver une suite {(un, vn)}∞n=1 ∈ U et {tn}n=∞
n=1

⊂ [0, 1]

tel que ‖(un, vn)‖U > n et

(un, vn)− B̃Ã (un, vn)− tn S (un, vn)− (1− tn)C (ε) Ã (un, vn) = 0 , ∀ε > 0 (3.6)

où

B̃ =

 λ 0

0 λ1

 et C (ε) = ε

 1 0

0 1

 .

Posons

wn = (wn,1, wn,2) =

(
un

‖(un, vn)‖U
,

vn
‖(un, vn)‖U

)
Alors, avec ce choix de wn on a

wn = (wn,1, wn,2) ∈ (D(−∆))2 et ‖wn‖U = 1. (3.7)

Montrons que wn ∈ (D(−∆))2. On a

wn − B̃Ã (wn)− (1− tn)C (ε) Ã (wn)− tn
S (un, vn)

‖(un, vn)‖U
= 0 ,∀ε > 0 (3.8)

ou bien

∫
Ω

∇wn,1∇w̃1dx = [λ+ (1− tn) ε]

∫
Ω

wn,1w̃1dx+ tn

∫
Ω

f0(x, un, vn)w̃1

‖(un, vn)‖U
dx+

∫
Ω

h1 (x) w̃1dx∫
Ω

∇wn,2∇w̃2dx = [λ1 + (1− tn) ε]

∫
Ω

wn,2w̃2dx+ tn

∫
Ω

g0(x, un, vn)w̃2

‖(un, vn)‖U
dx−

∫
Ω

h2 (x) w̃2dx

(w̃1, w̃2) ∈ U
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(3.2) et l’ingalité (a+ b)2 ≤ 2 (a2 + b2), donnent l’estimation suivante

∫
Ω

|f0(x, un, vn)|2 dx ≤
∫

Ω

c2
1 (1 + |un|+ |vn|)2 dx ≤ 2c2

1

∫
Ω

(
1 + |un|2 + |vn|2

)
dx ≤ c′

(
1 + ‖un‖2

H1
0

+ ‖vn‖2
H1

0

)
pour une certaine constante c

′
> 0. Par conséquent,

∫
Ω

f0 |(x, un, vn)|2

‖(un, vn)‖2
U

dx ≤ c
′

(
1

‖(un, vn)‖2
U

+ 1

)
∫

Ω

|f0(x, un, vn)|2

‖(un, vn)‖2
U

dx ≤ c
′
(

1

n2
+ 1

)
≤ 2c

′

ce qui prouve que , f0(x,un,vn)
‖(un,vn)‖U

est bornée dans L2(Ω). Un raisonnement similaire

montre que la fonction g0(x,un,vn)
‖(un,vn)‖U

est aussi bornée dans L2(Ω).

Comme ‖(un, vn)‖U > n on a
‖h1‖L2(Ω)

‖(un, vn)‖U
≤
‖h1‖L2(Ω)

n
≤ ‖h1‖L2(Ω) ,

‖h2‖L2(Ω)

‖(un, vn)‖U
≤
‖h2‖L2(Ω)

n
≤ ‖h2‖L2(Ω) ,

on peut voir que −∆wn,1 et −∆wn,2, ∈ L2(Ω) ce qui assure que

wn = (wn,1, wn,2) ∈ D (−∆)×D (−∆) .

L’injection (H1
0 (Ω) ↪→ L2 (Ω)) étant compate , on peut extraire une sous suite de

(tn, wn,1, wn,2), notée encore par (tn, wn,1, wn,2), qui converge dans [0, 1] × V . Soit

(t, w1, w2) la limite de (tn, wn,1, wn,2) dans [0, 1]×V . D’après les hypothèses (3.2) et
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(3.3) on a
f0(x, un, vn)

‖(un, vn)‖U
=

un
‖(un, vn)‖U

f0(x, un, vn)

un
= wn,1

f0(x,wn,1 ‖(un, vn, )‖U , vn)

wn,1 ‖(un, vn)‖U
→ 0
n→∞

p.p. dans Ω

g0(x, un, vn)

‖(un, vn)‖U
=

vn
‖(un, vn)‖U

g0(x, un, vn)

vn
= wn,2

g0(x, un, wn,2 ‖(un, vn)‖U)

wn,2 ‖(un, vn)‖U
→ 0
n→∞

p.p. dans Ω

et comme les suites wn,1,wn,2 sont bornées dans L2(Ω), on obtient
f0(x, un, vn)

‖(un, vn)‖U
≤ c1 (1 + |wn,1|+ |wn,2|) ≤ c

′
a.e. in Ω

g0(x, un, vn)

‖(un, vn)‖U
≤ c2 (1 + |wn,1|+ |wn,2|) ≤ c

′′
a.e. in Ω

où c
′
, c
′′

sont des constantes réelles positives. En appliquant le théorème de Lebesgue

sur la convergence dominée , on déduit que
f0(x, un, vn)

‖(un, vn)‖U
→ 0 dans L2 (Ω) ,n→∞

g0(x, un, vn)

‖(un, vn)‖U
→ 0 dans L2 (Ω) , n→∞

par conséquent

tn
S (un, vn)

‖(un, vn)‖U
→ 0

et

Ã (wn)→ Ã (w) ,

on obtient alors

w −
[
B̃ + (1− t)C (ε)

]
Ã (w) = 0 , ‖w‖U = 1,∀ε > 0.
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donc 
−∆w1 = (λ+ (1− t) ε)w1

−∆w2 = (λ1 + (1− t) ε)w2.

Si t 6= 1, comme λ + (1− t) ε et λ1 + (1− t) ε ne sont pas des valeurs propres et

(w1, w2) 6= (0, 0), on a une contradction.

Par le choix de ε, la seule possiblité d’avoir t = 1 i.e tn → 1, est que (λ1, λ) ∈

sp(−∆).

L’équation

w − B̃Ã (w) = 0,

admet une solution avec ‖w‖U = 1. Examinons l’expression

wn − B̃Ã (wn)− (1− tn) c (ε) Ã (wn)− tn S(un,vn)
‖(un,vn)‖U

= 0 ,∀ε > 0,

en utilisant les propeiétés de S,

(un, vn)− B̃Ã (un, vn)− tnS (un, vn)− (1− tn) c (ε) Ã (un, vn) = 0 ,∀ε > 0,

i.e

∫
Ω

∇un∇w̃1dx = [λ+ (1− tn) ε]

∫
Ω

unw̃1dx+ tn

∫
Ω

f0(x, un, vn)w̃1dx+

∫
Ω

h1 (x) w̃1dx,∫
Ω

∇vn∇w̃2dx = [λ1 + (1− tn) ε]

∫
Ω

vnw̃2dx+ tn

∫
Ω

g0(x, un, vn)w̃2dx−
∫

Ω

h2 (x) w̃2dx,

(w̃1, w̃2) ∈ U.
(3.9)
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En prenant (w̃1, w̃2) = (w1, w2) et en utilisant le fait que
∫

Ω

∇un∇w1dx = λ

∫
Ω

unw1dx,∫
Ω

∇vn∇w2dx = λ1

∫
Ω

vnw2dx,

Alors pour n assez grand on a
tn

∫
Ω

f0(x, un, vn)w1dx+

∫
Ω

h1 (x)w1dx = − (1− tn) ε

∫
Ω

unw1dx ≤ 0,

tn

∫
Ω

g0(x, un, vn)w2dx−
∫

Ω

h2 (x)w2dx = − (1− tn) ε

∫
Ω

vnw2dx ≤ 0.

(3.10)

par le théorème de convergence dominée de Lebesgue et tn → 1, on déduit que,

•
∫

Ω

[f0(x, ‖(un, vn)‖U wn,1, vn (x))]w1 (x) dx →
n→∞

∫
Ω

γ+
1 w

+
1 (x) dx−

∫
Ω

γ−1 w
−
1 (x) dx,

•
∫

Ω

h2 (x)ϕ1dx ≥ lim
n→∞

tn

∫
Ω

g0(x, un, ‖(un, vn)‖U wn,2 (x))ϕ1dx = γ+
2 ,

•
∫

Ω

h2 (x)ϕ1dx ≤ lim
n→∞

tn

∫
Ω

g0(x, un, ‖(un, vn)‖U wn,2 (x))ϕ1dx = γ−2 ,

comme 
∫

Ω

γ+
1 w

+
1 (x) dx−

∫
Ω

γ−1 w
−
1 (x) dx+

∫
Ω

h1 (x)w1(x)dx ≤ 0,

γ+
2 ≤

∫
Ω

h2 (x)ϕ1dx ≤ γ−2 ,

ceci contredit la proposition.
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3.3 Deuxième cas

On pose maintenant 
f(x, u, v) = λu+ f0(x, u, v),

g(x, u, v) = µv + g0(x, u, v),

et 
f1(x) = h1(x),

f2(x) = h2(x).

On obtient le système suivant :

−∆u = λu+ f0(x, u, v) + h1 (x) , dans Ω

−∆v = µv + g0(x, u, v) + h2 (x) , dans Ω

u = v = 0 sur ∂Ω.

(3.11)

Pour le syslème (3.11), on a aussi une condition nécessaire formulée dans la propo-

sition suivante :

Proposition 3.2 Sous les hypothèses (3.2) et (3.3), si (h1, h2) ∈ (L2 (Ω))
2
. Une

condition nécessaire pour que le problème 3.11 admette une solution, est que pour

57



tout (θ1, θ2) ∈ Nλ ×Nµ. On a

∫
Ω

γ+
i θ

+
i (x) dx−

∫
Ω

γ−i θ
−
i (x) (x) dx+

∫
Ω

hi (x) θi (x) dx ≥ 0, i ∈ 1, 2

Preuve 3.2

Soit (u, v) une solution faible pour 3.11, i.e. pour toute w̃ = (w̃1, w̃2) ∈ U, on a
∫

Ω

∇u∇w̃1dx =

∫
Ω

[λu (x) + f0(x, u, v)] w̃1(x)dx+

∫
Ω

h1(x)w̃1(x)dx,∫
Ω

∇v∇w̃2dx =

∫
Ω

[µv(x) + g0(x, u, v)] w̃2(x)dx+

∫
Ω

h2(x)w̃2(x)dx,

(3.12)

choisissons (w̃1, w̃2) = (θ1, θ2) ∈ Nλ ×Nµ dans la définition 3.12 , on obtient
∫

Ω

f0(x, u, v)θ1 (x) dx+

∫
Ω

h1(x)θ1 (x) dx = 0∫
Ω

g0(x, u, v)θ2 (x) dx+

∫
Ω

h2(x)θ2 (x) dx = 0

En écrivant

θi = θ+
i − θ−i , (i = 1, 2)

Comme dans la démonstration de la proposition précèdente avec ϕ remplacée par

θ1, et ϕ1 remplacée par θ2 est en utilusant

[f0(x, u, v)]
[
θ+

1 (x)− θ−1 (x)
]
≤ γ+

1 θ
+
1 (x)− γ−1 θ−1 (x) ,

on obtient

∫
Ω

γ+
1 θ

+
1 (x) dx−

∫
Ω

γ−1 θ
−
1 (x) dx+

∫
Ω

h1 (x) θ1 (x) dx ≥ 0,
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La condition 3.3, implique que

[g0(x, u, v)]
[
θ+

2 (x)− θ−2 (x)
]
≤ γ+

2 θ
+
2 (x)− γ−2 θ−2 (x) ,

et par suite

∫
Ω

γ+
2 θ

+
2 (x) dx−

∫
Ω

γ−2 θ
−
2 (x) dx+

∫
Ω

h2 (x) θ2 (x) dx ≥ 0.

D’où le résultat.

3.3.1 Estimation à priori des solutions

Lemme 3.2 Il existe R2 > 0 tel que
‖(u, v)‖U = R2, ∀t ∈ [0, 1] ,∀ (u, v) ∈ U,

H(t, u, v) 6= 0.

Preuve 3.2

Soit ε > 0 tel que ]λi, λi + ε] ∩ sp(−∆) = ∅ i = 1, 2 (λ1 = λ et λ2 = µ). Comme

dans la démonstration du lemme précèdent, avec

B̃ =

 λ 0

0 µ

 et C (ε) = ε

 1 0

0 1

 ,

on prend

(w̃1, w̃2) = (w1, w2)
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Alors pour n assez grand on a
tn

∫
Ω

f0(x, un, vn)w1dx+

∫
Ω

h1 (x)w1dx = − (1− tn) ε

∫
Ω

unw1dx ≤ 0,

tn

∫
Ω

g0(x, un, vn)w2dx+

∫
Ω

h2 (x)w2dx = − (1− tn) ε

∫
Ω

vnw2dx ≤ 0,

(3.13)

par le théorème de convergence dominée de Lebesgue,et tn → 1, on déduit que,

•
∫

Ω

[f0(x, ‖(un, vn)‖U wn,1, vn (x))]w1 (x) dx→
∫

Ω

γ+
1 w

+
1 (x) dx−

∫
Ω

γ−1 w
−
1 (x) dx,

•
∫

Ω

[g0(x, un, ‖(un, vn)‖U wn,2 (x))]w2 (x) dx→
∫

Ω

γ+
2 w

+
2 (x) dx−

∫
Ω

γ−2 w
−
2 (x) dx.

On obtient finalement∫
Ω

γ+
i w

+
i (x) dx−

∫
Ω

γ−i w
−
i (x) dx+

∫
Ω

hi (x)widx ≤ 0, i = 1, 2.

contredisant l’hyothèses de la proposition.

3.4 Démonstration du résultat principal

Dans ce paragraphe, nous donnons la démonstration du théorème 3.1

Preuve du théorème 3.1

Soit

B (0, R) = {(u, v) ∈ U, ‖(u, v)‖U < R} .

La boule de centre 0 et de rayon R = max(R1, R2). Le degré topologique

deg(H(t, ., .), B (0, R) , 0), t ∈ [0, 1]
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est constant. Pour t = 0 , on a

H(0, u, v) =

 H1(0, u, v)

H2(0, u, v)



=

 u− (λ+ ε)A1u

v − (λ1 + ε)A2v

 , ∀ε > 0

Et le problème (3.11) dovient linéaire, i.e
−∆u = (b+ ε)u+ f1 in Ω

u = 0 on ∂Ω

(3.14)

l’alternative de Fridholm assure l’éxistence d’une solution unique, donc

deg(H(0, ., .), B (0, R) , 0) = deg
(
I − (B̃ + C(ε))Ã, B(0, R), 0

)
= deg(I−(b+ε)A1, B(0, R), 0) = ±1.

D’après la propriété d’invariance homotopique, on obtient

deg(H(0, ., .), B (0, R) , 0) = deg(H(1, ., .), B (0, R) , 0) = ±1.

Par conséquent, le problème P admet au moins une solution non triviale, ce qui

achève la preuve du théorème.
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Conclusion et Perspectives

Deux differents problèmes ont constité l’essentiel de cette thése.

Le premer travail concerne les équations elliptique non coercives. Nous montrons,

dans un cadre non linéaire l’existence et l’unicité d’une solution faible dans l’espace

d’enrgie H1(Ω) pour une calsse d’équations de convetion-diffusion pour lesquelle le

terme de convection provoque la perte de coercitivité, dans la deuxième partie, on

donne des conditions d’existence pour un système elliptique non linéaire en état de

résonance. Les deux problèmes ont été traités par le techinque du degré topologique.

Nous proposons une généralisation du travail de A. Moussaoui et B. Khodja [37]
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Liste des symboles

∆ Laplacian.

∇ Gradient d’un champ de vecteurs.

∂
∂x

Dérivée partielle.

∂
∂n

Dérivée normale exterieure d’un champ scalaire.

Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αN
N

, avec α = (α1, α2, ..., αN) un multi-indice.

x.y est le produit scalaire euclidien usuel de deux vecteurs x; y ∈ RN ; |.| est la

norme euclidienne associée.

Nλ désigne le noyau de A− λI.

→ Convergence forte.

⇀ Convergence faible.

ϕ⊥ L’orthogonale de ϕ dans l’espace L2 (Ω) .

Cm
(
RN
)

Espace des fonctions m fois continument différentiables.

C∞
(
RN
)

= ∩
m∈N

Cm
(
RN
)
.

C∞0
(
RN
)

Espace des fonctions C∞ (R) support compact dans RN .

Lp
(
RN
)

Espace de Lebegue equipé de la norme ‖.‖p .

Lploc
(
RN
)

Espace des fonctions de Lp (Ω′) , ∀Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ RN .

Wm,p
(
RN
)

Espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme ‖.‖m,p .
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Wm,p
loc

(
RN
)

Espace des fonctions de Wm,p (Ω′) , ∀Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ RN .

Hm
(
RN
)

= Wm,2
(
RN
)
.

U = H1
0 (Ω)× H1

0 (Ω) muni de la norme ‖(u, v)‖2
U = ‖u‖2

H1
0 (Ω) +

‖v‖2
H1

0 (Ω) .

V = L2 (Ω)× L2 (Ω) .

N L’ensemble des entiers positifs, N = 0,1, 2,... .

R L’ensemble des nobmres réels.

RN Espace réel de dimension N.

[a, b] Un intervalle dans X; [a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b}.

B (o, r) Boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0.

Ω̄ L’adherence de Ω.

J Matrice Jacobienne.

Jf Déterminant d’une matrice Jacobienne de l’application f.

X ↪→ Y,X ↪→↪→ Y L’injection continue (ou compacte) de X dans Y.
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