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Résumé

Dans cette thése on s’intéresse a I’étude du spectre ponctuel et spectre continu
de l'opérateur de Sturm-Liouville. Nous avons utilis¢é un modeéle technique appelé
modele de Friedrichs. Utilisant la transformée de Fourier a 'opérateur de Sturm-
Liouville (voir [3]), et on montre que 'opérateur de Sturm-Liouville est unitairement
équivalent au modele de Friedrichs.

Ceci permet d’étudier directement le spectre continu de 'opérateur de Sturm-
Liouville a I’aide de la résolvante ce qui évite des calculs compliquées du modele
fonctionnel.

On étudie 'opérateur de Sturm-Liouville perturbé par un opérateur intégral défini

par I’expression :
Ly =—y"+ q(x)y(xr — A), —c0 <z < 00, A € (—00,0)
Ou ¢(x) est une fonction & valeur complexe qui satisfait la condition
lq(z)] < Cexp(—¢|z|),e > 0,C = const, x € (—00,00)

Notre but consiste & trouver la décomposition spectrale de I'opérateur perturbé
sur I'axe tout entier en utilisant le modéle de Friedrichs.
Le résultat essentiel établit I'existence du spectre continu de 'opérateur de Sturm-

Liouville et qui est de multiplicité fini.



1. Remerciements

Abstract

In this thesis we are interested under investigation of the specific spectrum and
continuous spectrum of the operator of Sturm-Liouville. We used a technical model
called model of Friedrichs. Using transformed of Fourier to the operator of Sturm-
Liouville (look [3]), and one shows that the operator of Sturm-Liouville is unitaire-
ment equivalent to the model of Friedrichs.

This makes it possible to directly study the continuous spectrum of the operator
of Sturm-Liouville using the resolvent that avoids complicated calculations of the
functional model.

We study the operator of Sturm-Liouville disturbed by an integral operator defi-

ned by the expression :
Ly =—y"+ q(x)y(r — A), —00 < z < 00, A € (—00,0)
Where ¢(x) is a function with complex value which satisfies the condition
lq(z)] < Cexp(—¢|z|),e > 0,C = const, x € (—o0,00)

Our goal consists in finding the decomposition spectral of the operator disturbed
on the entire axis by using the model of Friedrichs.
The significant result establishes the existence of the continuous spectrum of the

operator of Sturm-Liouville and which is with finished multiplicity.
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2. Introduction

2 Introduction

La théorie de Sturm-Liouville joue un role important dans la résolution de nom-
breux problémes de la physique mathématique. Il est un domaine actif de recherche
en mathématiques pures et appliquées. Ces derniéres années, il y a eu un intérét
croissant pour les problémes de Sturm-Liouville avec des conditions aux limites dé-

pendantes d’une valeur propre. Il existe une large littérature sur ce sujet.

Plusieurs équations de la physique mathématique telles que I’équation des ondes,
I’équation de Schrodinger etc... peuvent étre traitées grace a la méthode des sépara-
tions des variables qui raméne ces équations aux dérivées partielles, a des équations

différentielles linéaires du second ordre de la forme
a(z)u” + B(x)u +y(x)u = u; ou A eC

équations dont on cherche les solutions u satisfaisant a des conditions imposées
par le probleme physique étudié.

En outre, certains problémes aux limites qui peuvent avoir des discontinuités
dans la solution ou dans sa dérivée en un point ¢ intérieur, sont également étudiés.
Des conditions sont imposées aux limites & gauche et a droite de solutions et de leurs
dérivées a un point c intérieur et sont souvent appelées des conditions de transmission

ou des conditions d’interface.

En outre, certains problémes liés aux conditions de transport résultent des pro-
blémes de conduction thermique pour une plaque mince laminée (par exemple, une
plaque composée de matériaux ayant des caractéristiques différentes empilées dans
’épaisseur).

Dans cette classe de problémes, les conditions de transmission a travers les inter-
faces doivent étre ajoutées lorsque la plaque est laminée. L’étude de la structure de
la solution dans la région de la couche correspondante & la solution de base dans la
plaque, conduit a I’étude d’un probléme aux valeurs propres pour un opérateur diffé-
rentiel du second ordre avec des coefficients continus par morceaux et des conditions

de transmissions.



2. Introduction

La théorie des opérateurs non auto-adjoints joue un grand roéle dans des domaines
différents et variés de la physique mathématique qui constituent un des thémes ma-
jeurs.

Certains problémes physiques peuvent étre directement modélisés par des équa-
tions linéaires.

La modélisation mathématique par les équations aux dérivées partielles suivie de
I’analyse théorique et numérique laquelle & son tour est confrontée & ’expérience, est
devenue une démarche de base.

De nombreux problémes spectraux se rencontrent dans les applications (calcul
des niveaux d’énergie et des états en mécanique quantique, criticité en neutronique,
transmission dans un guide d’onde, une fibre optique, etc...)

La théorie spectrale qui permet de les traiter dépend notamment du spectre
continu, source de nombreuses difficultés.

Le chapitre I est un rappel succint des résultats et travaux relatifs a 'opérateur
de transport et aux problémes aux limites non locaux. Il est évident que dans ce
domaine riche et fertile mais néamoins difficile que toute avancée minime soit elle
représente un intérét scientifique certain.

Nous y avons également regroupé les résultas obtenus par d’autres auteurs ainsi
que les différentes méthodes utilisées ayant un lien direct avec notre problématique.

Dans ce chapitre, notre but est d’introduire la méthode de Friedrichs appliquée a
I'opérateur de Sturm-Liouville dans une série de modeles élaborés [10, 34, 59, 60, 59]
et tirer de cela des résultats sur le spectre.

Une application du modéle de Friedrichs a l'opérateur de transport établie par
Diaba et Cheremnikh [13] est présentée d'une maniére détaillée dans notre thése.

Nous avons aussi exposé quelques résultats sur le comportement asymptotique
des solutions de certaines équations d’évolution (voir [6], [5], [11]).

Ce rappel susdit d’un ensemble de résultats et travaux nous a fortement motivé
pour envisager cette étude.

Les résultats sont basés essentiellement sur les travaux de Cheremnikh et Diaba
[13], [15] indispensables pour I’étude des cas plus généraux.

Le chapitre II est sectionné en deux parties, dans la premiére partie on a
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2. Introduction

considéré le spectre des opérateurs auto-adjoints et non auto-adjoints. Dans I’article
de Fuhrmann [47] le théoréme spectral (voir [44], [47]) établit que n’importe quel

opérateur auto-adjoint A a une représentation intégrale de la forme

“+oo

A / NE(dN) (1)

—0o0

ou E(.) est la mesure spectrale associée, ¢’est la projection orthogonale donnée par
I’ensemble des fonctions o—additif définies sur les ensembles de Borel de la droite
réelle. Au cas o A serait borné, l'intégrale (1) converge au sens de la topologie
uniforme d’opérateurs par contre le cas non borné, est donné par la topologie forte
des opérateurs. L’intégrale (1) permet de construire un calcul fonctionnel.

L’objectif est d’obtenir une représentation fonctionnelle de I’espace de Hilbert
qui permet d’avoir une structure supplémentaire en termes de certains problémes
qui peuvent étre résolus d’une maniére concrete.

Ainsi, auteur est passé a la caractérisation des invariants unitaires des opérateurs
auto-adjoints au moyen de la représentation spectrale.

Dans la deuxiéme partie, on a indiqué les conditions sur le modéle de Friedrichs
qui permettent d’écrire la formule pour le saut de la résolvante. La représentation de

la projection orthogonale par la résolvante R d’'un opérateur auto-adjoint

.1
E(A) = Elir& 5 / (R¢ — Rg) d¢, A C (—o0, +00)
A+ie

est bien connue depuis longtemps. Evidemment, le saut de la résolvante

lim L/ ((R¢ = Rz) p,v) ,( =0 +ie,0 € (—00, +0)

e—0+ 2710
A+ie
est important dans la théorie de la perturbation non auto-adjointe du spectre
continu aussi. Dans ce travail, nous précisons les calculs du saut de la résolvante.

Le chapitre III, représente notre contribution sur ’étude du spectre de 'opé-
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2. Introduction

rateur de Sturm-Liouville sur la droite & potentiel avec retard. Dans le travail [10],

'auteur a considéré dans I'espace L? (0, 00), opérateur

Ly = —y" + q(x)y(z — A),y(0) = 0,2 >0

(ou y(x —A) =0, z € (0,A)) avec la condition
lg(x)| < Ce™™*, 2 >0,e>0

Pour I’équation homogene —y” + q(z)y(x — A) — oy = 0, o > 0 le comportement
asymptotique de la solution y(z) a été obtenu si xz — oo.

Il est naturel de considérer maintenant ’expression ly = —y” + q(z)y(x — A) sur
la droite. Ainsi, nous présentons 'opérateur L dans I'espace L?(—o00,00) engendré
par le domaine de définition maximal.

Nous avons donné la condition d’existence du spectre ponctuel et le spectre
continu en appliquant le modéle de Friedrichs en utilisant directement 1’expression
de la résolvante au lieu des calculs fonctionnels tres compliqués.

Ce nouveau résultat a fait 'objet de plusieurs conférences nationales et interna-
tionnales dont voici quelques unes :

- 7th Euro-Maghreb Workshop on Evolution Equations a Annaba 30 Mai au 3
Juin 2010.

-Congrés des Mathématiques Algériens CMA2012.

- 18éme Colloque CSMT 2012 de la Société mathématiques de Tunisie

- Premier Colloque International sur les équations différentielles Ghardaia 5, 6 et
7 Mars 2013 CIED2013.

- Conférence sur les problémes mathématiques non linéaires , Annaba 11 au 13
Mars 2014 ProMa’2014.

Ce chapitre a fait I'objet d’une publication internationale : Diaba F., Zemmouri
A., Cheremnikh E. V| Sturm-Liouville operator on the line with retarded potential
apparue dans le journal of Advanced Research in Dynamical and Control Systems,
Vol. 6, Issue. 3, 2014, pp. 53-61 Online ISSN : 1943-023X.
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CHAPITRE 1

Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs et les

problémes de Sturm-Liouville

1 Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

En 1938, K.O. Friedrichs [32] a considéré I'opérateur
H = H() + eV
ou Hy est Popérateur de multiplication par la variable indépendante dans L? (—1,1),

Hof () =xf (x), -l<z<1 (1.1)

et ou V est un opérateur intégral
V@ = [ou) @

Le noyau v (z,y) est une fonction continue, satisfaisant la condition de Holder et

12



1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

vérifiant
v(=1,y)=v(1,y) =v(z,—1) =v(x,1) =0

L’auteur a démontré que pour un € petit, les opérateurs Hy, H sont unitairement

équivalents, c’est-a-dire qu’il existe U tel que

U'U=UU"=E, HU=UH,

Ensuite, en 1948 dans [33] 'auteur a généralisé ce modele pour 'intervalle non
fini et pour les fonctions qui peuvent prendre des valeurs dans un espace d’Hilbert
auxiliaire.

Ensuite, en 1964 L.D. Faddeev [36] a considéré le cas auto-adjoint mais sans la
condition que € petit et que la condition de Holder > 27 il a démontré que 'opérateur

perturbé H posséde un nombre fini des valeurs propres et que

UU = E,UU* = E — P, ©(H)U = Uyp(H,)

ou P est la projection sur le sous espace engendré par les éléments propres et ¢
une certaine fonction bornée.

En 1970 (voir [62]), L’auteur a étudié les projecteurs propres de l'opérateur
T=S4V

oul V est une perturbation réguliere. En particulier, il décrit les vecteurs racines de
I'opérateur T et exprimons la dimension de chacun de leurs sous-espaces racines en
termes de la multiplicité de la valeur propre (singularité spectrale) comme racine de
la perturbation déterminante correspondante.

Nous rappelons que les "projecteurs propres" P, correspondant a une singularité
spectrale o ont été d’origine définis comme opérateurs agissant de ’espace des élé-
ments réguliers a son espace conjugué. En conséquence, sous cette forme ’opérateur
P, ne peut pas étre considéré comme quantité.

L’auteur a construit une extension linéaire de 'opérateur F,, ce qui agit dans

un espace simple et satisfait la condition P? . = P, c-a-d, elle est réellement un
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

projecteur.

Dans le cas d'une perturbation complétement réguliere, il découle de 1’équation
de Parseval que des fonctions suffisamment lisses dans H sont déterminées d’une
maniére unique par leur transformée de Fourier 7' sur le spectre continu et leurs

coefficients de Fourier correspondant au spectre discret.

Ceci se produit, par exemple, dans le cas on il y a une singularité spectrale qui

n’est pas une valeur propre.

1.1 Sur les projecteurs de 'opérateur 7' =S +V

Il convient de commencer par une description de racine du sous-espace
=)z ((T - A)’“) , (1.2)
k

correspondant a une valeur propre non réelle A de 'opérateur 7', puisque dans ce

cas la situation est plus simple que dans le cas d’une singularité spectrale.
Proposition 1.1 Soit ay, ..., a,_1 € D(S) et
(T'—XNap=0,(T—Na; =aj_1,j=1,....,m—1, (1.3)

ot Im A # 0. Posons

d =—Baj, j=0,...,m— 1. (1.4)
Alors )
7K<J’>(A)c0+...+K(A)cj =0,j=0,...,m—1, (1.5)
g
et
aj =S A+ AT j=0,..,m—1 (1.6)

m=1 sont des vecteurs arbitraires dans G qui satisfont le

Réciproquement, soit c°, ..., c
systéme (1.5). Définissons les fonctions ag, ..., ay—1 par la formule (1.6). Alors ces

fonctions appartiennent & D(S) et satisfont les relations (1.3) et (1.4).

14



1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

O
T=S+V

et

Théoréme 1.1 Si la perturbation V' est complétement réguliére, alors chaque fonc-
tion f € D(D") est déterminée d’une maniére unique par sa T'— transformée de Fou-
rier sur le spectre continu et ses T— coefficients de Fourier correspondants & toutes

les valeurs propres non réelles \ et les singularités spectrales o de 'opérateur T .

Ensuite en 1973, B.S. Pavlov [48], a aussi considéré le modele de Friedrichs pour
I'opérateur [, défini dans I’éspace Ly (0,00) pour I'expression différentielle
; 1du
o = ———
1 dx

qui agit sur les éléments u € W, (0, 00) appartenant aux noyaux d’une fonction-

nelle bornée définie sur Wy (0, c0) par une fonction o & variation bornée.

(u,0) = /u(m)da(z) =0, u € Wy (0, 00)

Il suppose que o(z) est lisse par morceaux et a support compact. Il étudie la
nature du spectre ponctuel et les propriétés du systéme des fonctions propres sur un
certain intervalle fini de 'opérateur [,.

En 1976, T. Kako et Yajima [56] considérent le cas auto-adjoint 7; dans H avec la
mesure spectrale E(.) et soit A, B € Cy (H,R). On introduit les conditions suivantes
(A—1)et (A—-2).

(A—1) D(A)ND(B) D D(T). Le domaine de 'opérateur fermé B [R; (¢) A*] est
égal a l'espace tout entier R pour un certain ¢, Im ¢ # 0, ou Ry (¢) = (T} — C)fl :

Notons

B[R (QAT=Q(C), AR (O)BT=Q"()=Q(¢)



1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

(A —2) 1l existe une constante § > 0 et un ensemble ouvert A tel que (1 + Q (¢))
possede un inverse borné (1 + Q (¢))~" pour chaque ¢ € TI¥ (A) et (14 Q (¢)) 'est

uniformément borné au point ¢ € I3 (A) ot

.o | cec) Recen,
H(;(A)—{ oglmggi(s} (2.45)

et A un intervalle ne contenant pas de singularités spectrales.

On note que (A —2) implique que 1 + Q* (¢) posséde les mémes propriétés que
1+Q(0) et (1+Q () " et (1+Q*(¢) " sont tous les deux holomorphes en ¢ €
IF (A) .

(B — 1) ( petite perturbation). Il existe v, 0 < v <1 tel que

QO < v, CellF (A) (2.46)

(B —2) ( perturbation Compacte) Q (¢) est compacte & un certain ( € II; (A)
et @ (¢) posséde une valeur limite bornée @ (A £1:0) = liﬁ)lQ (A +ie) au sens de

la norme topologique de l'opérateur lequel est continu au point A € A et 0 ¢
o(14+Q(N£10)).
Sous les conditions (A — 1) et (A — 2) les auteurs définissent la résolvante pertu-

bée Rs (¢) comme
Ry(Q)=Fi(Q)— [Ri(QATA+Q(C) "'BR (), (elf(A) (2.47)

et ils démontrent que Ry (¢) est le résolvante d’un certain opérateur fermé 75 et

ils ont obtenu les opérateurs d’ondes

Wi (A) = s—lime™Ey(A)e " E(A)
Zi(A) = s—lime™E(A)e "2 Ey(A)

En 1997, dans Cheremnikh E.V. [6], a repris ce modeéle de Friedrichs pour 1'opé-
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

rateur de Sturm-Liouville mais dans I'espace L? (0, +00) sous des conditions qui lui

permettent d’étudier la transformée de Fourier d'un certain opérateur de Sturm-

Liouville. Il considére ’espace H = Lf, (0, +00) et I'opérateur

I'=S5S+4+V

ou S est 'opérateur non perturbé défini par S¢(7) = 7¢(7),7 > 0 de domaine

maximal D(S) et la perturbation admet la factorisation V = A*B o les opértaeurs

A, B agissent dans un espace d’Hilbert auxiliaire G tels que

Ap = / o (s)a(s) p(s)ds. By = / o(5)B()p(s)ds  (L7)

ot a(s), B(s) € G sont certaines fonctions vectorielles, soient .|, ||.||; les normes
dans G, H.

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites

A

As.

As.

Ay.

As.

e
OIEE

Les fonctions p (s), @ (s), 5 (s) admettent n dérivées continues pour un certain

n>1;
.86, (515) =o. a0, 56 =0 (11 ) s o0

sup p (s) [la (s)|| < oo, sup p(s) |8 (s)]| < oo;

(0,00) (0,00)

1 1

Pour tout ¢ € L2 les intégrales (1.7) convergent dans le sens de la norme de G

et définissent les opérateurs bornés de L2 — G avec R(A), R(B) denses dans

G.

L’auteur a besoin de la fonction K(¢) = 1+ BS;A* ou Sy = (S — ()", cette
fonction est connue dans la théorie des opérateurs T'= S + A*B
Soit Q4 (6) ={C: (| <9, Im( >0, | —0| <6} et Fi(o) = li{I(l)F(O'—i—’iT) pour
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

une fonction analytique F(s) dans Q4 (9).

b

O :
FO= [Hasfect ot c¢ o).
Lemme 1.1 Soient f(s), f'(s),s > 0 sont des fonctions différentiables et fj(ji €
LY(0,00), f(s) =0 (ﬁ) ,f'(s) =0(1),s — o0. Alors la fonction

F(¢)= /gisids

a la limite lim F (¢) = 0 uniformément lorsque arg ¢ € |a,b|.

¢]—00

Considérons de nouveau, S¢ = (S — ¢) ™", ¢ [0,00) et K(¢) = 14 BS A*. 1l est

évident que A*c(s) = (¢, a(s)), ou (.,.) est le produit scalaire dans G. Alors

(#Q)esd) = (ed)+ [T D s g o.oc)

Nous posons ¢ € D(K (o)) si la fonctionnelle d — (K (o)c,d) . est bornée dans

G et nous définissons K4 (o) : G — G par la relation
(Ki(o)e,d) = (K(o)e,d), ,e,d € G.

1. : lingtl0 |K(¢) — Ki(o)|| = 0 et les opérateurs K(()—1,( ¢ [0,00) et Ki(o)—

1,0 > 0, sont complétement continus.

2. Clim | K(¢) — 1|| = 0 uniformément pour arg ¢ € [0, 27].

L’auteur passe a 1’étude du modele de Friedrichs de 'opérateur maximal, il in-

troduit une notion abstraite de I'opérateur maximal.
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

Définition 1.1 L'opérateur S est appelé mazimal correspondant & Uopérateur S si
D(S)y={peH:3ec=cp): /|7'g0(7') + ()] p(r)dr < 0

et
Se(r) = 1p(T) + c(p)

evidemment, pour ¢ € D(S) le nombre c(p) est unique et en plus, ¢ € D(S) <

c(p) =0

En 2005, dans le travail de F. Diaba et E. V. Cheremnikh [13] , les auteurs ont

considéré dans le 'espace L?(D) out D = R x [—1, 1], 'opérateur
(L), p) = ipfo(z, p) +CO($)/f(x,u)du, reR, pe(-11) (1.8)

ou le potentiel cy(x) vérifie la condition

lco(x)] < Ce @l ¢ >0, z€R

IlIs ont étudié le spectre de cet opérateur, pour cela ils commencent par trans-
former l'opérateur initial pour obtenir le modele de Friedrichs. En appliquant la

transformation de Fourier

(Ff)(x \/_/ e L f(t)dt,t € R.

Ils obtiennent

(PLI)(@) =l ) + = [l [ £t w)e " dadp

R
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

1.2 Notations

Soit I’espace H défini par

1

1
1= et [ [ lot P crdsdp < o0
R —

L’opérateur Z : L>(R) — H, son adjoint

S

@) =2 ) o PR (2°) - / oo )y

Et le changement de variables

(1) = (o) { o7 ou ¢ °7
= = pu
Ce changement de variables définit 'opérateur Fy : L*(D) — H par
s
(Fou)(s,p) = U(;,u)
Il a été supposé que le potentiel est factorisé de fagon que
Co(z) = Co1(2)Coa(z), [Coi(z)| = [Coz(z)| = V/[Co(z)]|

Les opérateurs Cpy, Cpy : L*(R) — L*(R) sont des opérateurs de multiplication

par les fonctions respectivement co;(z), coz(2)

(Corp)(x) = cor(z)p(z), (Cozp) () = coa()p(T)

Le modeéle de Friedrichs sera défini dans I’espace H comme une certaine pertur-
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

bation de I'opérateur de multiplication par la variable indépendante

S : H—H
(S@)(T,,U/) = T¢<T7M)7TER7ME(_171)

avec le domaine de définition maximal D(.S).

Lemme 1.2 Soit L : L*(D) — L?*(D) l'opérateur de domaine de définition mazimal
défini par (1.8). Alors
ULU'=S+V:H—H

ot l’opérateur

1

Vs = oo [ e (5= 2) et
coly) = /co(a:)emyda:

est borné dans H et admet la factorisation V = A*B avec A, B : H — L*(R) ou
A=CyuF 7" B=CuplF 'z (1.9)
Définition 1.2 Nous appelons l'opérateur
T'=S+V,V=AB (1.10)
modéle de Friedrichs dans ’espace H.

Corollaire 1.1 On obtient
L=U"'TU

Uopérateur L : L*(D) — L*(D) (voir (1.8)) est unitairement équivalent au modéle

de Friedrichs (1.10) .
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

1.3 Etude de la résolvante dans le cas ( — oo

L’étude du spectre de 'opérateur L se réduit a celle de 'opérateur 1" sera donnée

directement a partir de la résolvante
Tep = (T =)' = ¢ = Sctp = SCATK(¢) ' BS )
Par conséquent, les propriétés de la résolvante dépendent de celles de 'opérateur
K(¢) — 1= BSA* = CouF ' Z*S:FCy,

Les prolongements analytiques de K (¢) par I’axe réel seront notés K4 (() et leurs

noyaux respectivement par ki (z, vy, ().

Lemme 1.3 1. L'opérateur K(¢) : L*(R) — L*R),( ¢ R est complétement
continu et
1K(C) = 1| = 0,7 — o0

uniformément dans le domaine |C| > r,|Im (| > vy pour chaque vy > 0.

2. Lopérateur K(()—1 admet un prologement analytique au-dessus des demi-azes
(—OO, O)a (07 OO) et
[K+(C) = 1| = 0, |¢] — oo,

uniformément dans le domaine |Im (| < e, pour chaque €, < §

1.4 Etude de la résolvante dans le cas ( — 0

Ils vont obtenu la limite principale du comportement asymptotique du noyau de
I'opérateur K (¢) —1 si ¢ — 0 et étudier 'opérateur inverse K~!({) avec la condition

supplémentaire sur le potentiel ¢o(z) (voir (1.8)).
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

Ce noyau est donné par

Ke9.Q) = 5-Coaly)Cn) I (w,O)u=y —

T

I(u, ) :/ /ti—tg eiudT

R —T

Soit & > 0 une valeur arbitraire et

Q= {C:]¢ < 6,Tm¢ <0,¢ # 0}

(respectivement €2, pour Im ¢ > 0).

Lemme 1.4 Soit p >0 et ( = o+ v € Q4 alors il existe la constante C' > 0 telle
que
I(u,C) = v(C) + Io(u,¢) (Iy est bornée par rapport a ()

ol

v(¢) = —misignvIn(

Io(u,¢) < C ( 11 N \u|> ,C €, ful € (0, 00)

(AR

Lemme 1.5 Soient les domaines Qi donnés avec le rayon €, alors il existe Cy(e)

telle que

K() =1 = ~()(Co1) 2@ Co2 + Q(C),
v() = —misignvIn¢, (=o+iv € Qy

ou lopérateur Q(¢) : L*(R) — L*(R) admet [’estimation

Q(¢) < Co(e) [l . € € 2
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

ol

N

feoll = | [ leoa) ¥l (1.11)
R

1.5 Spectre ponctuel de 'opérateur L

Notons que la constante Cy(¢) dans (1.11) ne dépend pas de 'opérateur L. Nous

introduisons la constante C(g) = 5Co(e) laquelle définit le sous ensemble suivant
0
N C L*(R) :
N =< heL*R):|h|. <Ce) /h(a:)dw //\h(a:)]dx (1.12)
R R

Théoréme 1.2 Pour chaque potentiel co € N il existe § > 0 tel que l'opérateur T
(voir (1.10) ) n’a pas de spectre ponctuel dans le domaine 0 < |(| < 6.

Définition 1.3 On appelle la singularité spectrale de 'opérateur T’ un pole généralisé
0o € R\ {0} des fOTLCtiOTLS g — (TUQD, w)iv ot (TUQD, w)i = hI:Ith (Ta-&-iaSOa ¢)Ha TC =
E—

(T — C)fl et les fonctions ¢, sont indéfiniment dérivables sur R.

Nous n’étudions pas ( = 0 comme point du spectre.

Lemme 1.6 La valeur propre (y,Im (, # 0 et la singularité spectrale oy € R\ {0} de
’opérateur sont respectivement poles de la fonction oppératorielle K(¢)™!, Im( # 0

et son prolongement analytique K, (o)™ ou K_(0)7!,0 € R\ {0}.

Théoréme 1.3 Le spectre ponctuel de l'opérateur L est fini pour tout potentiel cy(t)

exponentiellement décroissant de I’ensemble N C L*(0,00) (voir (1.12)).

Comme suite de I’article précédent, en 2010, Diaba F. et Cheremnikh E.V., Ivasyk

G. V. [15] ont étudié les opérateurs d’évolutions. Ils ont considéré dans l'espace
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

L*(D),D =R x [—1,1] l'opérateur de transport

1

. Of
Lf = =ingh + () ) [ 00)5 o) (113
-1
avec le domaine de définition maximal D(L) sous les conditions suivantes : Il

existe des constantes M > 0, ¢ > 0 telles que
la(z)| < Me™"l z e R (1.14)

et les fonctions b(), by (1) admettent une prolongement analytique de 'intervalle
(—1,1) dans le cercle |z| < 1+ e. Notons que by () =1 et by(u) = b(p) = 1.

IIs ont étudié ’équation d’évolution de transport suivante

v =1Lu,t >0
{“ i (1.15)

u |i=o= u(0),u(0) € D(L)

et ils ont obtenu le terme principal du comportement asymptotique des solutions
de ces équations correspondant aux valeurs propres de 'opérateur L. Ils supposent

que l'opérateur L n’a pas des singularités spectrales.

1.6 Modéle de Friedrichs de 'opérateur de transport

Transformons I'opérateur L en modeéle de Friedrichs. Commencons par des nota-
tions. Soit H 1’espace de Hilbert des fonctions (s, p), (s,u) € D, D =R x [—1,1]

avec la norme
1

1
|M@=//W@MF—MW-

)
R -1

Soit Popérateur Fy : L?*(D) — H, ou

(Fou)(r, 1) :u(i,,u) ue L*D),reR (1.16)
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

et Popérateur Z : L*(R) — H, ou
(Ze)(r,p) = ¢ (3) ,c e IA(R). (1.17)
I

Il est facile de vérifier que

| Foully = ||u||L2(D) )

que Fy est un opérateur unitaire et que 'opérateur Z est borné, a savoir ||z|| < v/2,

ou Z est grand. La transformation de Fourier est notée par

1 —iST
(Ff) (s) = \/_Q_WR/G f(r)dr,s € R

dans l'espace L*(R) et dans l’espace L?(D) aussi.

Maintenant appliquons a I’égalité (1.13) la transformation de Fourier par rapport

a la variable x, alors

S

/ / (@) oot | € P,

—1

S
~—

(FLF) (r, 1) = rpu(r, 1) + 22U

N

ouu=Ff.

Maintenant, appliquons l'opérateur Fy (voir (1.16)), simplement c’est la substi-

) s
tution 7 = — alors
i

(FoFLf) (s, 1) = <; i) +

Nous notons (s, ) = u<
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u(r, 1) = o(tp, p) = (Fy ') (7, 1) . Cest pourquoi

fla,p) = (F'Fy ) (2, 0) = \/%R/so(w,u) emrdr.

Le changement de variable s' = p7 (les cas > 0 et u < 0) donne

3/

1 =\ ds'
f(ﬂf,u’)z—/so sop P —
\ 27 J ’HI’

Finallement, nous obtenons

(FoFLE'Ey ) (s, 1) = se (s, 1) + V(s, ), (1.18)
ou
1 s’ s
b ri— dy —ie—
V(s p) = 12(:) //a(x)b(,u’) /(p G ﬁe Hdx (1.19)
R 1 R

Nous choisissons une certaine factorisation pour la fonction a(x) tel que
a(z) = a1(x)as(x), [ar(2)| = [az(z)] (1.20)

Soit G = L?(R) alors V = A*B (voir (1.19)), ou les opérateurs A, B : H — G

sont donnés par les expressions

Acloun) = =hi(w Ja@i@e ras
Rl § (1.21)
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Evidemment, Vopérateur U = FyF : L*(D) — H (voir (1.16)) est unitaire. Alors,

le théoréme suivant est prouvé.

Théoréme 1.4 Soit L : L*(D) — L*(D) l'opérateur avec le domaine de la définition

mazximal donné par ['expression (1.13). Alors
ULU=T:H - H

ol
T=S+V,V=A"B

(So) (T, 1) =1o(T, 1), T € R € (—=1,1) et les opérateurs A, B acte de H wvers
G = L*(R). ( woir (1.21)).

Lemme 1.7 Les opérateurs A, B : H — G, & savoir

4 S

zcc—d
Ap(x) = a1 //bl (s,p)e /~L|—|d5
o
s (1.22)

'Lw—d
aQ // (s'su)e H W 1s
iz

Boy(z) =

sont bornés.

Proposition 1.2 Sia(z) > 0,2 € R et by(p) = b(p), p € (—1,1), alors le modéle
de Friedrichs T'= S +V est un opérateur auto-adjoint, T* =T.

1.7 Spectre de modéle de Friedrichs

Nous considérons la résolvante de 'opérateur
T=S+A'B

L’équation

(T_C)90:¢7w6H7C¢R7
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

prend la forme

(S =) ¢+ A"Byp = 1.

Notons
Se=(5- T =(T-¢".

Comme ¢ ¢ R alors Popérateur S existe, est borné et I’équation prend la forme
@+ ScA*Bp =S¢y (1.23)
Application de I'opérateur B, nous obtenons (1 + BS:A*) By = BS¢1). Soit
K(¢()=1+BS:A* (¢ R (1.24)
Alors pour Iexpression By dans (1.23) nous obtenons
By = K~(¢)BScw.

Prenant en considération la bornitude des opérateurs A et B, nous avons la propo-

sition suivante.

Proposition 1.3 Si l'opérateur K(¢),( ¢ R a un opérateur inverse borné K({)™! ,

alors la valeur ( appartient a l’ensemble résolvant de l’operateur T et
Te =S¢ — ScA*K(¢) ' BS, (1.25)

Lemme 1.8 L’opérateur K(C) ( voir (1.24)) admet la représentation
(KO = 1) ()= [ Ko,y Oelu)dy. € ¢ R (1.26
R

ol )
k?(l’,y, C) - EGQ(I)MI<I - y7<
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

et

TH = ¢

IWOz/W@W%ﬂ@Q:/%ﬁmﬁw (1.27)

Théoréme 1.5 L'opérateur K(¢) —1: L*(R) — L*(R),( ¢ R est compact et
IK(C) =1 = 0, |¢] = o0

uniformément dans le domaine |Im (| > 0 pour chaque v > 0.

Théoréme 1.6 L’opérateur K(¢)—1 admet un prolongement analytique l’opérateur

K.(¢) — 1 au-dessus des demi-axes (—o0,0) et (0,00) et
I1K+(¢) =1 = 0,[¢] — o0

. . . €
uniformément dans le domaine [Im (| < € pour chaque €; < 7

1.8 Construction du semi-groupe exp (it7)

Il est connu que le probléme de Cauchy @« = Mu, u |;—o= u(0), ou Popérateur M
est tel que le demi plan Re( > v > 0 appartient & son ensemble résolvant, admet
sous une certaine condition pres la représentation de la solution

1 y+ico
~1
u(t) = —5= [ e'R(¢, M)u(0)d¢, R(¢, M) = (M —()

2mi
y—100

Considérons le probléme

v =1Tu,t >0
{“ZU’ (1.28)

u |i=o= u(0),u(0) € D(T)
Notons ( = v+ if, —0o < 0 < o0, alors (i1 — C)fl = —iTp_;.
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1. Quelques travaux sur le modéle de Friedrichs

Au lieu de cela, une vérification difficile de certaine condition suffisante sur ’'opé-

rateur 7', nous proposons directement de choisir la solution sous la forme

[e.e]

1 .
u(t) = —5 eOTT, o u(0)dh (1.29)

Nous notons
h(t, 9) — ey +if)t

et nous notons I’élément u(0) = ¢ (7, ) € H simplement par u(0) = ¢. Alors,

nous devons prouver que l'opérateur

o0

1
Ult)p = —5— | h(t.0)Tsirdf,t >0 (1.30)

™

—00

définit le semi-groupe correspondant au probléme (1.28).

Théoréme 1.7 Si p € D(T) alors Uintégrale (1.30) admet la représentation

1 [ h(t,0
Ult)p=p— o / 9(_ Z‘fiTg_wTade,t >0 (1.31)

— 00

ot l'intégrale converge au sens de la norme de H.

Lemme 1.9 Si ¢ € D(T) alors

T h(t,0) [ h(t0)
/ 0_ Z")/TO_WTSOCZH = T/ 0 — ZPyTg_ngde (132)

—0o0 — 00

Lemme 1.10 Si ¢ € H, alors

o0 o0

, 1 Ah .
s — AI}EIBO r— ETe—mede =1 / h(t,0)Ty_;db (1.33)

—00 —00
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Théoréme 1.8 Soit ¢ € D(T), alors
U'lt)yp =iTU(t)p,t >0, (1.34)

ou U'(t) signifie la dérivée forte.

Théoréme 1.9 Soit p € D(T), alors
lim [[U(#)p — ] =0 (1.35)

Théoréme 1.10 Le probléme

uw=1iTu,t>0
U |t:0: P, NS D<T>

a une solution unique u(t) = U(t)y , donnée par le semi-groupe

1T o
U(t)gp = ——/6(7+29)tT9_i7g0d9

271

—0o0

1.9 Recherche de la résolvante de ’opérateur maximal

Soit ¢ € R(S — &) une fonction continue alors (5’ - 0) @ =1, ou
(s =) p(s) +clp) = ¥(s)

Si s = o alors c(¢) = Y(s)

¥(s) — (o)

S— 0

p(s) = Roy(s) =
_ -1
ouw R, = (S — 0')
Soit N(¢) =1+ BR,A*. 1l est naturel de supposer que N (o) est inversible.

32
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. —1
Théoréme 1.11 La résolvante de lopérateur maximal T, = <T — a) existe si

-1

et seulement si l'opérateur N (o) est inversible. Si l'opérateur inverse N(o)~' existe

alors,

T,f = S,f —S,A*N(0)"'BS, f

Le modéle de Friedrichs a été considéré dans le cas de 'opérateur de transport

lequel engendre un probléme physique défini plus bas.

2 Quelques travaux sur les problémes de Sturm-

Liouville

En 2003, R. del Rio et Olga Tchebotavera [51] considérent les équations unidi-

mensionnelles de Schrodinger
ly=—y" +v(x)y(zr) = Ey(z), 0 <z < oo, (1.36)
et les opérateurs auto-adjoints associés

H,=——— +uv(x) on Ly(0,00)

dx?
engendrés par les conditions aux limites

y(0)cosa — y'(0)sina = 0, € [0, 0) (1.37)

Soient u;(x, z) et ug(z, z) des solutions de

lu=zu (1.38)
qui satisfont
u1(0,2) = sina,u}(0,z) = cosa
u(0,2) = —cosa,uy(0,2) =sina

33
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Pour chaque z non réel, il existe une fonction
0o (T, 2) = us(x, 2) + ma(2)us(z, 2)

qui est une solution de (1.38) et appartient & Ls(0,00). Notons que u; satisfait
les conditions aux limtes (1.37). La fonction m,(z) est appelée la fonction de Weyl

et a une représentation intégrale de la forme

ma(2>=c+/ (uiz _uil) dp, (1),

ou p,est une mesure de Lebesgue-Stieltjes déterminée d’une maniére unique par

m,. La mesure p, est apelée la fonction spectrale de H,,.

d
La densité spectrale % est donnée presque partout par

dp, (A 1 1
p;;)(\ ) = Eli_%lJr - Immg (A +iE) =: - Imm,, (A +10).
Nous pouvons la considérer comme densité de probabilité locale pour I’énergie du

systeme.

Théoréme 2.1 Soient \;, \; les deux valeurs propres de (1.36) dans un intervalle [0, N|
avec les conditions (1.37) et des conditions semblables dans N. Soit p, la mesure
spectrale de ce probléeme. Alors
Ais Aj]) = Ais \j
po ([Ai Ag]) = max p ([As, Aj])

En 2007, Diaba F. et Cheremnikh E. V. [14] se sont intéressés & un aspect du
calcul de fonctionnel pour des opérateurs non auto-adjoints. Ils ont considéré la
perturbation du domaine de définition en utilisant le modeéle de Friedrichs.

En raison de I'importance de la fonction opératorielle avec la condition non locale,

les auteurs ont donné comme résultat, la forme explicite de la fonction d’un tel

cas d’opérateur en particulier de la fonction exponentielle de 'opérateur de Sturm-
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2

Liouville —o dans l’espace L%(0, o0) avec la condition non local y(0) = (y, 1) 12(0,00) -
Soit ly = —y”. L'opérateur non perturbé B est defini dans 'espace L?(0,0)

comme suit :

(1.39)

D(B) = {y € L*(0,00) : ly € L?(0,0), y(0) = 0}
By =ly,y € D(B)

Soit n € L?*(0,00) une fonction arbitraire, nous notons par ®(.) la fonctionnelle
(y) = (M) r2(0,00) - (1.40)

lopérateur perturbé A est défini comme suit :

D(A) = {z € L*(0,00) : Iz € L*(0,00), 2(0) + ®(z) = 0}
Az =1z,z € D(A)

Nous notons par e € L?*(0, 00) une fonction arbitraire tel que
le,I’¢ € L*(0,00),e(0) = 1,®(e) = —2 (1.41)

Evidemment la transformée de Fourier F : L*(0,00) — H = L2(0,00) ou

o0

S PR
0

1
et p(r) = ;\/F diagonalise 'opérateur B.

L’intégration par partie donne
Fle(r) — 7Fe(r) = —e(0) = —1 (1.42)

ou

F(l=Qelr) = (7 = OFe(r) = -1
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

pour chaque ¢ € L?(0,00). Nous notons e, € L?(0,00) un élément tel que

.7-"64(7') =

1
7__<,7>0,C§é[0,oo) (1.43)
Alors

—F (U= CJelr) = Fe(r) = ~Fec(n

ou

Re(B)(I = (e = e — e, ¢ ¢ [0,00)

ou R¢(B) = (B — ()~ ! est la résolvante de opérateur B.
Les auteurs ont déterminé le spectre de l'opérateur directemment a partir du

calcul de la résolvante en utilisant le modéle de Friedrichs.

Théoréme 2.2 1) Soit ( ¢ [0,00) , alors ¢ € p(A) Ssi §(C) # 0, dans le cas

1

Re(4) = R(B)S = 55

(Re(B)f — 77)1,2(0,00) €¢

ot la fonction vectorielle e, € L*(0,00) est définie par la relation (1.43). Une
valeur ¢ ¢ [0,00) est une valeur propre de lopérateur A Si 6(¢) = 0.

2) Soit 0 > 0 et (o) # 0 alors o appartient au spectre continu de A. Une valeur
o > 0 est la singularité spectrale de l'opérateur A si 64(c) =0 ou d_(o) =0.

3) L’ensemble des valeurs propres et de singularités spectrales de l'opérateur A
est fini.

La solution de I’équation d’évolution est donnée par le résultat suivant

Théoréme 2.3 Supposons l’élément n € L*(0,00) satisfait les conditions

[ o)l e < 0., = B
0

et
n(0) =7"(0) =n""(0) = 0,7",7"",n"" € L*(0, 00).
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

Alors le probléeme
Z=—iAz,t >0
2 4=0 = 20,20 € D(A)

est uniformément correct et sa solution pour t > 0 prend la forme
2(t) = e By +ie " BFIE R >0 (1.44)
ot la fonction k(s),s > 0 est définie par la relation

S(k,p) = i(Rip(A)20,M) £2(0,00) (1.45)
et pourt < 0, prend la forme

2(t) = e By +ie ™ PEky, t <0 (1.46)
ot la fonction k= (s) = ki(—s),s > 0 est définie par la relation

S(k7,p) = —i (R-ip(A)20, U)Lz(opo) (1.47)

Les travaux suivants sont particuliérement importants pour leur étude a savoir
Ljancé [61], Kato [57], Kako et Yajima [56] et d’autres. A signaler surtout les
références Cheremnikh [10] sur la fonction exponentielle de 'opérateur de Sturm-
Liouville et Cheremnikh [6] sur la fonction opératorielle de certain modele de Frie-

drichs sont indiquéss dans ce travail.
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

Puis en 2007, R. del Rio et Olga Tchebotavera [52] considérent une famille des

opérateurs auto-adjoints Ly(q) dans Ly(0, 00) engendrés par I'expression différentielle
lu=—u"+ q(z)u
et les conditions aux limites
U(0)cosf —u'(0)sinf = 0,0 € [0,7),

et soit py la mesure spectrale correspondant a Ly. La moyenne

s

n) = [ ouldo

0

n’est pas seulement obsolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, mais

elle lui est égale.

Théoréme 2.4 Si pour presque partout chaque E € I,1 C R, il existe une solution

non triviale de
lu = Fu,

alors
o.(Lo) N1 =¢
pour presque chaque 0 € [0,7), ou 0. désigne le spectre continu .
Pour chaque (A, 6) € R x [0,7) , considérons 'opérateur auto-adjoint L,y dans
L5(0, 00) engendré par I'expression différentielle

2

Lyu = _ + V(z) + AW (2) (1.48)

dx?

comme suit

L,\,gu = l>\u
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

pour u dans le domaine de L)y donné par

D(Lyg) = {f € Ly(0,00), f, f absolument continues locallement dans (0,0),
Inf € Ly(0,00), f(0)cosf — f'(0)sinf = 0,0 € [0,7) }.

Nous supposons L)y est régulier & 0 et le cas du point limite vérifié & oco. Les
fonctions V' et W sont des valeurs réelles et localement dans L'. Nous supposons
W(x) > 0 pour = € [0,c] et W(z) = 0 pour chaque x ¢ [0,c|.

Notons par pf la fonction spectralle de 'operateur Lyg.

Utilisant la méme expression différentielle (1.48), nous définissons un probléme

régulier dans l'intervalle fini [0, ¢] et pour 6 € [0,7) les conditions aux limites

{ u(0) cos § — u/(0) sin§ = 0, (1.49)

u(c) =0
Théoréme 2.5 Il existe une suite décroissante monotone des valeurs propres
A S AW S \@
telles que AP o quand n — Q.
Théoréme 2.6 1. 5i
A< AP(ED) < A(Ey) < A

ot A" sont des valeurs propres du probléme régulier dans [0, c] mentionné

dans le théoréme précédent alors |.| < p.

2. Si A < Xy alors u < |.|.
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

En 2011, Erdogan Sen et Azad Bayramov [22] ont étudié les valeurs propres et les
fonctions propres du probléme aux limites discontinu & argument avec retard et un
parameétre spectral dans la condition de frontiére des problémes de Sturm-Liouville.

A savoir, ils ont considéré le probleme aux limites pour I’équation différentielle

px)y” + q(x)y(z — A(z)) + Ay(x) = 0 (1.50)

T 70
sur [O, —) U <§ , 7], avec les conditions aux limites

2
y(0) =0, (1.51)
y'(m) + Ay(m) =0, (1.52)
et les conditions de transmission
T T
1Y <§ - ()) = 01y (5 + 0) (1.53)
Yoy (E — ()) = 02y (E + 0) (1.54)
2 2
ou
pla) =pisi w0, 7)
et

, 7r
pa)=phsi e (3.7,
. . ™ m .
la fonction & valeurs réelles ¢(x) est continue dans [0, 5) U <§ , 7] et a une limite
finie

™ .
q <§ + 0) = lim g¢(2),
r——=20
2

la fonction a valeurs réelles A(x) > 0 continue dans [0, g) U (g , ] et a une limie
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

finie

A(%iO) = li71Tn Ax), 2 —A(x) >0, si =€ [O, g),

z——=£0
2
r—A(z) > gsixe (g,ﬂ'],

A est un parameétre spectral réel ;

p17p2771ﬂ’72751752

sont des nombres réels arbitraires et
il +10:] # 0 pour i=1,2.
En outre
V102p1 = Y201P2
est vérifié.
Théoréme 2.7 Le probléme (1.50) — (1.54) peut avoir seulement des valeurs propres
simples.

Pour le théoréme d’existence on a :

Théoréme 2.8 Le probléeme (1.50) — (1.54) a un ensemble infini de valeurs propres

positives.

Et pour les formules asymptotiques des valeurs propres et des fonctions propres

on a les résultats suivants :

Théoréme 2.9 Soit n est un nombre naturel . Pour chaque n suffisamment grand,

il y a exactement des valeurs propres du probléme (1.50) — (1.54) prés de

pips

2 on 41)2.
(p?+p%)( )
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2. Quelques travaux sur les problémes de Sturm-Liouville

Supposons que les conditions suivantes sont remplies :

(A) Les dérivées ¢'(z) et A”(x) existent et sont bornées sur [O, g) U <g , 7] et ont

des limites finies respectivement.

(T . . /
q <2j:0>_ 1171%1 q ()
IHEiO

et
n T o . "
A (§i0>— 1171%1 A"(x),
z—>§:|:0

(B) A'(r) < 1sur [0, g) U (Z

, 7|, alors
2

A0)=0 et li7rrn A(z) =0.

z— —+0
2

Théoréme 2.10 Si les conditions (A) et (B) sont satisfaites, alors les fonctions
propres u,(x) du probléme (1.50)— (1.54) ont la représentation asymptotique suivante

pour n — o0 :

2 1
p1+p2sin P2 5L’+O( )

un(z) = 2pan 1+ P2 n2
8 _opitpe) o (T2 mp) T )+0 (i)
2np102 prtp:  pitDpe n?
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CHAPITRE 2

Quelques travaux sur les opérateurs auto-adjoints et non

auto-adjoints

1 Théorémes et modéles spectraux pour les opé-

rateurs auto-adjoints

Ici, nous considérons le théoréme spectral qui établit que n’importe quel opérateur

auto-adjoint A a une représentation intégrale de la forme

[e.e]

A= / AE(d)) (2.1)

—00

ou E(.) est la mesure spectrale associée, c’est la projection orthogonale donnée
par I'ensemble des fonctions o —additif définie sur les ensembles de Borel de la droite
réelle.

Au cas ou A serait borné, l'intégrale (2.1) converge au sens de la topologie uni-
forme d’opérateurs par contre les questions de la convergence non bornée sont don-
nées par la topologie forte des opérateurs.

L’intégrale (2.1) nous permet de construire un calcul fonctionnel. Pour chaque
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1. Théorémes et modéles spectraux pour les opérateurs auto-adjoints

fonction mesurable bornée de Borel ¢ définie sur R nous définissons ¢(A) par

o0

o(A) = / H(NAE(dA) (2.2)

—00

la fonction ¢ — ¢(A) est un homomorphisme de 'algebre B de toutes les fonctions
mesurables bornées de Borel sur R dans I’algébre B(H) de tous les opérateurs bornés
sur I'espace de Hilbert H. En particulier ’espace de Hilbert fondamental devient un

B—module par la définition
or =p(A)z, r€ H (2.3)

Notre objectif est d’obtenir une représentation fonctionnelle de ’espace de Hil-
bert. La représentation fonctionnelle de ’espace de Hilbert permet d’avoir une struc-
ture supplémentaire en termes de certains problémes qui peuvent étre résolus d’une
maniére concrete.

A cet effet, nous supposons que notre opérateur auto-adjoint A a un ensemble

fini de générateurs.

Définition 1.1 Un ensemble des vecteurs x1,...,x, € H s’appelle un ensemble de

générateurs si l’ensemble de tous les vecteurs de tous

Z @i (A)z;

ol ¢; € B est un sous-ensemble dense de H. Soit B" est le produit cartésien de r
copies de B. Fuidemment B" est un B—module. Nous définissons la fonction p :
B" — H par

p(1, - 02) = > @il A)zs (24)
i=1
ot (1, ..., ) est ’ensemble fixe des générateurs de A.

D’apres les propriétés élémentaires du calcul fonctionnel, un homomorphisme de
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1. Théorémes et modéles spectraux pour les opérateurs auto-adjoints

B—module, et d’aprés notre hypothese x4, ..., z, la fonction p est un ensemble de
générateurs. Il suit que p admet un rang dense dans H. En calculant la norme de

p(pq, ..., ¢,), on obtient

B ZZ(%<A>%’% ZZ (754 (A)zi, )
D3 DY EXCAPXN P OVEE

Définissons maintenant les mesures complexes p,; par

pij(0) = (E(0)zi, ;) (2.5)

pour tous les ensembles de Borel o et soit M la matrice f;; .

Nous appelons un tel objet par mesure matricielle (voir [41]). On dit qu'une me-
sure matricielle est positive si pour chaque ensemble de Borel o, M (o) est une matrice
hermitienne définie non négative. Il est facile de vérifie que la mesure matricielle M
construite dans (2.5) est une mesure matricielle positive. En effet, soit o un sous

ensemble de Borel de R et soit (a, ..., as) sont des nombres complexes, alors avec

a=(ay,..,as)

(M(o)a,a) = ZZ'MU%&] ZZ 0)Ti, Tj) QG
= (E(U) Z T, Z @jxj> = o) Z T

zZ 0

En termes de mesure matricielle introduite, nous avons

loFI” = |3 £ty

ou F € B, est la fonction vectorielle telle que les composantes sont fi, ..., f;.

- / (dMF, F) (2.6)

L’égalité (2.6) indique que si nous définissons correctement I'espace L? d’une mesure

matricielle M lequel nous allons le noter naturellement par L?(M) alors la fonction
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1. Théorémes et modéles spectraux pour les opérateurs auto-adjoints

p: B" — H aura une extension naturelle a une fonction unitaire de L?(M) sur H.

D’ailleurs, une telle fonction satisfait
p(oF) = e(A)(pF), ¢ € B (2.7)
Egalement pour n’importe quel vecteur = dans le domaine de A, nous avons
[p~ (Az)] (A) = A(p™ 2)(\) (2.8)

Ainsi la représentation fonctionnelle A agit comme la multiplication par A. Nous
notons que M posséde une description commode en termes de mesure spectrale F(.)
associée & A. Si J : C" — H est la fonction envoyant (ay, ..., ;) & Y a;x; alors pour

chaque ensemble de Borel ¢ nous avons
M(o) = J"E(0)J (2.9)

Pour définir L?*(M) nous précédons comme dans [6]. Nous notons par LZ(M)
I’ensemble de tous les r—tuples (fi, ..., f) des fonctions mesurables de Borel pour

lesquelles
171 = [ @arF) = [ S5 AE N, <00 (210

et définissons L?(M) comme ensemble de toutes les classes d’équivalence dans
L2(M) modulo de I'ensemble des fonctions nulles, étant donnée une fonction nulle

pour laquelle || F'|| = 0 Avec le produit scalaire dans L?*(M) défini par
(R.G) = [ (@F.G) = 3 3 NS (N,

L?*(M) devient un espace préhilbertien et la seule question ouverte est celle de la
complétude. Tl existe une seule classe des mesures matricielles pour lesquelles L?(M)
est clairement complet, & savoir la classe des mesures diagonales positives, i.e., celles

pour lesquelles ¢ # j impliques p1,; = 0 et les éléments diagonaux sont des mesures
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1. Théorémes et modéles spectraux pour les opérateurs auto-adjoints

positives. Si fiq, ..., i1, sont des éléments diagonaux d’une mesure matricielle diagonale

alors dans ce cas

IF)12 = / SO = S / Ly = ST

ot ||.|| est la norme de f; comme un élément de L?(y,). Par conséquent dans ce
cas L2(M) est clairement égal & la somme directe L?(p1) @ ... ® L?(p,.) lequel est un
espace complet. Nous allons utiliser cette remarque pour montrer la complétude de
L?(M) en exhibant une fonction unitaire qui diagonalise M. Dans un premier temps
nous simplifions le probléme en remplacant les mesures matricielles par des matrices
de densité et une mesure scalaire. Nous choisissons une mesure positive u telle que
tous les i;; sont absolument continus par rapport a p, p;; << p. Un candidat est la
somme de toutes les variations de tous les p,;, il s’avére qu'un meilleur choix est la
trace du M.

Simy; = % est la dérivée de Radon-Nikodym de p;; par rapport & p, alors nous

introduisons la matrice de densité
M(A) = (mi;(A)) (2.11)
Le prochain lemme est extrait de [41].

Lemme 1.1 Si M(\) est une matrice de densité d’une mesure matricielle M par

rapport a une mesure scalaire p puis M(X) est yu — a.e définie non négative.

Considérons I’ensemble de toutes les mesures positives de matrice sur R.

Définition 1.2 On dit que M divise N, et on écrit Ml | N s’ il existe une fonction

matricielle positive H telle que
dM = H*dNH (2.12)

Deux mesures matricielles M et N sont équivalentes et on écrit M« N si M | N et

N | M.
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1. Théorémes et modéles spectraux pour les opérateurs auto-adjoints

Définition 1.3 On dit que la fonction U : L>(M) — L*(N) est une injection si elle
est B—homomorphisme injectif. St U est aussi une isométrie on dit alors qu’elle est

une mjection isométrique.

Le lemme suivant présente une large classe des "embeddings" isométriques.

Lemme 1.2 Soient M et N deur mesures matricielles positives et supposons que

M | N alors il existe un injection isométrique de L*(M) dans L*(N).

Théoréme 1.1 Si M est une mesure positive sur R alors L*(M) est un espace d’
Hilbert.

Théoréme 1.2 Chaque opérateur A dans un espace de Hilbert H est unitairement
équivalent & un opérateur unitaire M.y, dans L*(M) pour une certaine mesure
matricielle positive sur la droite réelle si et seulement si A engendre un opérateur

auto-adjoint.

1.1 Les invariants unitaires et la théorie de multiplication

Cette section est consacrée a la caractérisation des invariants unitaires des opé-

rateurs auto-adjoints au moyen de la représentation spectrale.

Théoréme 1.3 Soit A engendrant un opérateur auto-adjoint sur un espace d’ Hilbert
H. Alors il existe une suite finie des mesures positives ji; > fig > ... > pu, telle que

A est équivalent unitairement a
MX?MI @7 R @MX7MP (2-13)

agissant dans
LQ(M1)®7"'7€BL2</’L;7> (214)

la suite iy, ..., j1,, est déterminée par A vers l’équivalence des mesures. La représenta-
tion (2.13) de l'opérateur A désigné comme la représentation spectrale ordonnée. Le

nombre p désigne la multiplicité de A.
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Il y a une autre représentation associée a un opérateur auto-adjoint qui est étroi-

tement liée & la représentation spectrale commandée.

Lemme 1.3 Soit L = ()\;;) une mesure matricielle positive et soit o une mesure
positive telle que L | ol. Alors il existe une mesure matricielle diagonale M avec
entrées diagonales iy, ..., p, telle que du; = mydo et les assertions suivantes sont
vérifiées :

(1) py > .. >,

(17) L et M sont o—unitairement équivalent

D’ailleurs st une autre mesure matricielle diagonale N avec entrées diagonales

U1, ..., Up telles que dv; = n;dp et les assertions

(i) vi>...> 0,

(17) L et N sont o—unitairement équivalents

sont vérifiées alors M et N sont T—unitairement équivalents ot 7 = o A p est le

minimum des mesures p et o.

Théoréme 1.4 Soit A un opérateur auto-adjoint fini dans un espace de Hilbert H.
Alors il existe une suite finie des mesures positives mutuellement singuliéres vy, ..., v,

telle que A est unitairement équivalent a
MX7N1 @7"'a@MX>NP (215)

agissant dans
L*(N)®, ..., L*(N,) (2.16)

ot N; = v,l; , I; étant la matrice identité. La suite des mesures vy, ...,v, est déter-
minée par A jusqu’a l'équivalence des mesures. La représentation (2.15) désigne la

représentation spectrale canonique de A.
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1.2 Opérateurs d’entrelacements et opérateurs auto-adjoints

Etant donné deux opérateurs A; et As nous disons que I'opérateur X entrelace
Al et A2 si
XAl - XA2

Si l'opérateur d’entrelacement X est inversible et est borné alors A; et A sont
semblables.

Dans I’ensemble de toutes les mesures matricielles, nous distinguons ’ensemble
des mesures de type scalaire qui sont les mesures matricielles de la forme o/, c’est-a-
dire, les mesures matricielles diagonales avec tous les éléments de la diagonale étant
égaux a o.

Etant donnée une mesure matricielle M, un sous-espace K de L?(M) est appelé

un sous espace invariant si
M,uK C K (2.17)

pour tout ¢ € B c’est.-a-dire, s’il est invariant sur tous les opérateurs de multi-

plication par des fonctions mesurables bornées.

Théoréme 1.5 Un sous espace K de L*(o) est un sous espace invariant si et seule-
ment si K = PL*(cl) ot P est un o mesurable a.c., projection de fonction a valeur
matricielle. Il est clair qu’un sous espace K est tnvariant si et seulement si son
complément orthogonal K| est invariant. St P, est la fonction évaluée de projection

correspondante a K| alors nous avons P, =1 — P.

Le prochain théoréme caractérise tous les B—homomorphismes de L?(o1).

Théoréme 1.6 Soit X : L*(ocl) — L*(cl) est un B—homomorphisme. Alors il
existe une fonction matricielle bornée ¥ mesurable o-a.e. telle que pour tout F €
L3(al)

(XF)A) =0(NF(N) (2.18)

Réciproquement n’importe quel opérateur X défini par (2.18) est un B—homomorphisme.
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2 Calcul du saut de la résolvante dans le cas du
modéle de Friedrichs

Dans cette partie, on indique les conditions sur le modele de Friedrichs qui per-
mettent d’écrire la formule pour le saut de la résolvante.
La représentation de la projection orthogonale par la résolvante R d’un opérateur

auto-adjoint

1
E(A) = lim — R — R7) d(, A C (—o0, 00 2.19
@)= tim o [ (Re— R dC. A (~o0,00 (219)
A+ie

est bien connue depuis longtemps ( voir par exemple Berezanski Yu.M. [3] ,p.425).

Evidemment le saut de la résolvanteelirilo((Rg—Rz)go, V), ( = o+ie, 0 € (—00,00)
est important dans la théorie de la perturbation non auto-adjointe du spectre continu
aussi. Dans le travail de Ljancé [56], concernant le modele de Friedrichs non auto-
adjoint, 'auteur utilise une extension de 'opérateur dans un espace assez large. Dans
le travail de Cheremnikh E., un opérateur auxiliaire (comme 'opérateur différentiel
maximal) a été considéré. Dans ce travail, nous précisons les calculs du saut de la

résolvante.

2.1 Préliminaire et théoréme principal

Soit R = (—o0,00), H = L*(R, Hy), ou H; est un certain espace d'Hilbert avec

le produit scalaire (e, ), . Nous considérons le modele de Friedrichs
T=S+V, V=AB, D(T)=D(S), A,B: H— G, (2.20)

ou S est opérateur de multiplication par la variable indépendante (c’est—a-dire
(Se)(1) = To(1), T € R) de domaine de définition maximal D(S) et A, B sont des
opérateurs bornés de H vers G. L’espace G est un espace d’Hilbert auxiliaire. Nous
utilisons respectivement les notations ¢, v, f,g € H, ¢,d € G pour les éléments et

(e,0), (e, @) pour le produit scalaire. Nous notons S; = (S —¢)° !, T, = (T — ().
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2. Calcul du saut de la résolvante dans le cas du modéle de Friedrichs

La relation (T — ()1) = ¢ ou bien (S — ()1 + A* B = ¢ donne
Tep = Scp — ScAK(C) ™' BScyp, Tm¢ # 0 (2.21)

pour chaque valeur ¢ telle qu’ il existe 'opérateur inverse borné K ()1,

Nous notons par K, (¢), Im¢ > —e et K_(({), Im( < € les extentions de la
fonction opératorielle K (¢) au dessus de I'axe Im¢ = 0, ¢ # 0 des domaines Im{ > 0
et Im( < 0 respectivement pour un certain € > 0.

Nous supposons que :

C1) 1l existe les extensions K1 (() et || K+(¢) — 1|| — 0, — oo uniformément dans

le domaine |[Im(| < ¢;

C2) Les opérateurs K (¢)™! existent et sont holomorphes dans le domaine |[Im(| <

€, Re( # 0 excepté peut étre un ensemble fini de points.

Notons

B(()p = — A'K(Q) "' BScp, A(Q)Y =+ — B*K ()" AS. (2.22)

Soit
h(7, () = ((BOp)(7), (A(Q¥)(7)), T € R, Im( > 0. (2.23)

Nous avons besoin de limites fortes dans ’espace G
(AS,)rp = hrﬂo AScp, (BS,)1p = hrilo BScp, ( =0 +iv (2.24)
et correspondant aux limites fortes dans H

B, (0)p =9~ A"K(0)(BS,)1p, A(0)p = —B"K_(0)""(AS,) 1, ¢ € H°
(2.25)

pour les éléments ¢ d’un certain sous-espace H° C H dense dans H, HO = H.

Nous supposons que
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2. Calcul du saut de la résolvante dans le cas du modéle de Friedrichs

C3) Les limites fortes (2.24) existent excepté peut étre un ensemble fini D C R des
valeurs o pour les éléments p € H et la fonction h(7,¢) (voir (2.23)) pour

0 < Im( < €y, pour certain ¢y > 0 est différentiable en 7 dans R et

/|h(7,§)] dr < M, 0 < Im( < e, (2.26)
R

ou M = const

C4) Pour chaque intervalle fini (a, b) nous avons
|h(7,¢) — h(1,0)| < C|—0|, |T—0| <0, T €(ab), (=0 +iv, (2.27)

oo € R\ D (voir C3) et C'= const ne dépend pas de dy.

Le résultat principal de ce travail est donné par le théoréme suivant . Notons
(voir C3))
(Top, )+ = lim (Toiivp, ), ¢, € HY, 0 € R\ D. (2.28)

Théoréme 2.1 Il existe un sous espace H' C H° dense dans H, H' = H tel que

1. Les valeurs limites (T,p,1))+ existent sic € R\ D, ¢, € HY;

2. Le saut de la résolvante au point o € R\ D est
(Top, ) = (To, )~ = 2mi (B (0)p)(0), (A (0)¢)(0) g, (2:29)
ot

B.(0)p = ¢ A'K.(0){(BS,):p, (2.30)
A (o)p = ¢—B'K (0)7"(ASy)sp, p € H'

3. Si g, € D(T)NH alors

(A_(0)(T* = o)) () =0, (B(o)(T—0)p)(0) =0  (2.31)
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2. Calcul du saut de la résolvante dans le cas du modéle de Friedrichs

et si {ex} C Hy est une base orthonormale arbitraire dans Hy alors les fonc-

tronnelles

(a0, %) = (e, (A—(0)¥)(0) 11, (0, b0k) = (B1(0)9)(0),€x) gy, » k=12, ...
(2.32)

sont les fonctionnelles propres des opérateurs T et T* respectivement.

2.2 Notations

Notons que les opérateurs B((), A(¢) : H — H (voir (2.22)) ne dépendent pas

du choix de la factorisation V = A*B, la comparison (2.22) avec (2.21) donne

(5 =T = B(Qe, (5= QT7¢ = A(Q)Y, (2.33)

ol TZ* est la résolvante de loperateur T* au point (. Dans le cas

R(A*) = R(B*) = H, (2.34)

le calcul du saut de la résolvante est plus simple. Autrement nous remplagons la fac-
torisation V' = A* B par une certaine factorisation spéciale qui satisfait la condition
(2.34). Alors, supposns maintenant que SR(A*) # H ou R(B*) # H. Nous notons
Z(A) ={feH:Af =0}. On sait que si A,B : H — G sont opérateurs bornés

alors

R(A) & Z(A) = H, R(B") @ Z(B) = H. (2.35)

Définition 2.1 Soit G = G @ Z(A) ® Z(B). L'espace G est un espace d’Hilbert et

le produit scalaire pour les éléments
6:{079(1795}7 J:{dvhavhﬁ} eé (236)

avec éléments arbitraires go, ho € Z(A), gz, hs € Z(B) est defini par |’ expression

(€ d)g = (c,d)a + (gas ha) + (g3, hs)- (2.37)

o4



2. Calcul du saut de la résolvante dans le cas du modéle de Friedrichs

Soient P, : H — Z(A), Ps : H — Z(B) sont des projection orthogonales.

Définition 2.2 Les opérateurs A, B : H — G sont définis par la relation

Af:{Af7Paf70}7Bf:{Bf707PBf} (238)

Comme G est espace d’Hilbert alors A*, B*: G — H.

Lemme 2.1 Les relations suivantes sont vérifiées :
1. A*B=A*B
2. R(A*)=R(B*)=H

Preuve.

1. Soit f € H un élément arbitraire, d’apres (2.37) — (2.38) nous avons

(Afaé)(} = (Af,c)a + (Pafvga> = (f)A*C) + (fvga> = (f’A*C‘i‘ga)-

Par conséquent, si é = {c, ga, g3} alors
Aré = A*c + ga. (2.39)

Substituant (voir (2.38)) é = Bf = {Bf,0, Psf} = {¢, gu, g5} dans (2.39) nous
obtenons ’assertion 1).

2. Comme un élément g, € Z(A) dans la relation (2.39) est arbitraire alors
R(A*) = H (voir (2.35)). L’opérateur B est considéré par analogie ce qui
prouve I’assertion 2).

Le lemma 2.1 est prouvé.

Nouveau factoriation V = A*B satisfait la condition (2.34).
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Lemme 2.2 Soit ¢ = A*c, v = B*d,c,d € G alors

((Te = T7) @, ¥) = ((Sc — Sz) BC)w, AO)Y) (2.40)

et

B(O)(T = Q) = (S = Qg AONT™ = Qv = (S = Q)¢ (2.41)

Preuve. Selon (2.20) — (2.21)
BTLA* = BS,A*~BS,A*K (Q) " BSA™ = K(O)—1—(K(O)~ 1K (Q) ™ (K (Q)~1) = 1-K(¢)™
et d’apres la présentation ¢ = A*c, 1 = B*d nous avons

(Tep, 1 = (BT A*c,d)g = (¢, d)g — (K(¢)'e,d),, -

Parconséquent

(Te = Te,v) = = (K(Q)7 = K(Q) ) e,d) , = (K(Q) " [K(¢) = K(Q] K(¢)"e,d) , =

= ((BScA" = BS;A") K(¢) e, K(¢)™d)

((Sc = S7) A*K(¢) "¢, BK(C)d) ..
(2.42)
Multiplions K (¢) = 1+ BS;A* par A*K({)~* nous obtenons

Afce=A*K(() e+ A*K(() ' BS:A*c

Comme ¢ = A*c alors A*K({)'c = ¢ — A*K({)"'BSc¢ = B({)y (voir (2.22)).
Par analogie B*K (()"*d = A(()v alors (2.40) résulte de (2.42). Le changement
Tep— et Tip — ¢ transforme (2.33) vers (2.41).

Le lemma 2.2 est prouvé.
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Lemme 2.3 Si la fonctionnelle h(7,() satisfait les conditions C3) — Cy) alors

1 1

ulirilo <7_ .o Z) h(7,()dr = 2mih(o,0), ( =0 + iv. (2.43)

Preuve. nous avons

1

R/<TiC_TiZ>h(T’OdT = R/<Ti<_7' Z)(h(T,C)—h(T,a))clr
e

Alors, pour prouver la relation (2.43) il suffit de prouver que

— Z) h(r,o)dr.

I(v) = R/ (T L - iZ) (h(r,C) — h(r,0))dr — 0, v — +0,  (2.44)

ol Re( = 0 = const. Soit § > 0 et

I(v) = / + / =L(v)+ L(v)

|[T—o|<é  |T—0o|>6

1) Comme |7 — (| = |7 — (| > [¢ — o] alors (voir (2.27))

1 1
1L(v)| < |T_!<§ (!T—Q + |T—Z‘> \h(7,¢) — h(r,0)|dr
C E 7] / |h(7,¢) = h(7,0)|dr < 4C6

|T—0o|<é

2)Si|r—o|>dalors [( —7| >0 et

T—( T—(

1 1’_

20U ’ 2v
—| <
(1= =0
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2. Calcul du saut de la résolvante dans le cas du modéle de Friedrichs

Par conséquent (voir (2.26))

L(v)| < /

|T—o|>6

1
T—¢

v

6%

- | (4, O+ () r < 401

Si nous choisissons § = /v alors I1(v), Ir(v) — 0,v — +0, ce qui prouve la relation
(2.44).
Le lemme 2.3 est prouvé. m

Revenons maintenant & la démenstration du théoréme 2.1

Preuve. 1- En raison de (2.21) et la condition Cj3) la valeur limite (7,¢, 1)+ existe
si nous choisissons H! C HY comme un sous espace de fonctions differentables.

2- Selon (2.33) les expressions B(()y, A(¢)1) ne dépendent pas du choix de la
factorisation. Nous posons V = A*B (voir Lemme 2.1) et nous obtenons la relation
(2.40) pour un certain sous espace dense dans H. Tous les opérateurs dans la relation
(2.40) sont bornés, donc (2.40) est vérifiée pour les éléments ¢, € H. En utilisant
le Lemme 2.3, nous obtenons les relation (2.29) de la relation (2.40).

3- Considérons la relation (2.41), ou Im¢{ — +0 et Re( = o = const. Le coté
droit (S — o)p est une fonction vectorielle a valeurs dans Iespace H;. Evidemment
[[(T — ) p(7)]|,—, = 0. Ainsi, les relations (2.31) — (2.32) resultent de (2.41).

Le théoreme est prouvé. m

Notons qu’on peut obtenir la formule du saut de la résolvante (voir (2.29))

(Top,¢), = (Top, ) - = 2mi (B (0)¢) (9), (A-(0)9) (9)) 4, (2.45)

Si 1) Les conditions sur les éléments ¢, 1 qui donnent C3) — C}) sont indiquées;
2) Les conditions sur ¢, 1) qui permettent de prolonger continuellement les deux cotés
de (2.29) dans un sous espace plus large sont données.

Notons que le signe + dans les notations B, (), A_(o) correspond au signe des
valeurs limites K, (0)™!, K_(o)~! dans les expressions B (c), A_(0).

Ces travaux de recherche nous ont beaucoup aidé pour entamer cette étude concer-

nant un domaine riche par ses applications et difficiles par les outils mathématiques
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appliqués utilisés.

59



CHAPITRE 3

L’opérateur de Sturm-Liouville sur la droite a potentiel

avec retard

Les équations différentielles a argument avec retard jouent un réle important dans
la théorie générale des équations différentielles (voir, par ex. [20]).

Dans le travail de [10], on a considéré dans I'espace L?(0, c0) l'opérateur
Ly = —y" + q(z)y(z — A),y(0) = 0,2 >0
(ou y(x —A) =0, x € (0,A)) avec la condition
lg(x)] < Ce ™™, x>0,e>0
Pour I’équation homogene
—y" +q(x)y(r —A) -0y =0,0 >0

le comportement asymptotique de la solution y(x) a été obtenu si x — oc.

Il est naturel de considérer maintenant I’expression

ly=—y" +q@)y(x — A)
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1. Modéle de Friedrichs de I'opérateur de Sturm—Liouville sur la droite

sur la droite. Ainsi, nous présentons 'opérateur L dans I'espace L?(—o00, 00) engendré

par le domaine de défintion maximal.

Dans les sections 1-2 le modele de Friedrichs de I’ opérateur L et sa résolvante

sont donnés.

Dans la section 3 la condition sur le spectre ponctuel est obtenue.

1 Modéle de Friedrichs de 'opérateur de Sturm—

Liouville sur la droite

D’abord, nous allons diagonaliser I’'opérateur avec le potentiel trivial dans I’espace

L?(—00, ), c-a-d
"

Loy =—y"', —oco<z<oo (3.1)
avec domaine de défintion minimal.

Soit
H = L2 ((0,00),C?)

ou



1. Modéle de Friedrichs de I'opérateur de Sturm—Liouville sur la droite

ou

[e.o]

or(r) = [ o) cos rads

—00

[e.e]

B . sin+/7x .
%vw—/y<>\5 d

—00

L’opérateur inverse est (voir [3])

Ul(wl)uazmw
P9

Il est connu que

1
27

\/?

S=ULU'"H—H

est 'opérateur de multiplication par la variable indépendante,

So(T) = ( meu(7) ) , 7>0

TP,(T)

avec domaine de définition maximal.

Maintenant, nous considérons 1'opérateur

Ly =—y" +q(x)y(x — A), —oo < x <00, A € (—00,00)

070 {igol(r) cos /TT + py(7T) sin /T | dT

(3.3)

(3.6)

o A = const et g(x) est une fonction a valeur complexe satisfaisant la condition

lg(z)| < Cexp (—¢lz]), e >0, C = const, = € (—00,00)

I'opérateur

(Qy)(z) = q(z)y(x — A)
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2. Résolvante de l'opérateur T’

est borné, par conséquent D(L) = D(Ly) et

L="Ly+Q
Si nous notons
T=ULU!
alors (voir (3.5))
T=S+V (3.8)

o V =UQU™L. L’opérateur T est appelé modele de Friedrichs de Iopérateur L.

2 Résolvante de opérateur T

D’apres (3.3)—(3.4)

[e.o]

QU-p(t) = %q(t) / {%%(9) cos VOt — A) + oy () sin VA(E — A)] 4

0

et 'élément ¢ = UQU Ly est

(1) = L / q(t) / {Lgol(é’) cos VO(t — A) + @, (0) sin VA(t — A)] df cos \/Ttdt

27T7 ) N
_ 1 i i v oS B <in B sin /7t
wm—%l ot / |0 cos VA 8) 4y (8)sin V(e - )| a6™ L
(3.9)

Choisissons la factorisation ¢(t) = q1(t)g2(t) telle que |q1(t)| = |g2(t)|, alors le
systéme (3.9) devient

(20) - T[] ((29) son) alow

—00
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2. Résolvante de l'opérateur T’

ou

cos VO(t — A) cos /Tt

B0 1) = ai () Vo SRICORSACH s

sin VO(t — A) /T

Alors, I'expression
b =UQU ¢

a la forme e

1

(1) = o— ( (0(0), B(6,))c2 d9) a(r, t)dt
()

Introduissons les opérateurs A, B: H — L*(—o0, c0) par les relations

o0

/c(t)a(T, t)dt (3.11)

0

1

T or

zmw:/wwﬁ@m@w Ave(r)

Lemme 2.1 L’opérateur V (voir (3.8)) admet la factorisation
V=AB (3.12)
ot les opérateurs A, B sont définis par (3.11).

Preuve. résulte de (3.10). m
Soit
Se=(S=07 (¢0,00), Te=(T'-¢)" Cep(T)
Notons (voir (3.11))
K(C) =1+ BS:A*, ¢ £[0,00) (3.13)

Lemme 2.2 Si l'opérateur K(C) admet l'opérateur inverse borné K~*(¢) alors ¢ €
p(T) et
Tep = Sep — SCATKH(¢)BSce, € € p(T) (3.14)
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2. Résolvante de l'opérateur T’

Preuve. L’équation
(T-Qv =
donne

(S=Qv+ABp =

ou
Y+ ScA*By = Sep.

En Appliquant 'opérateur B, nous obtenons

ou (voir (3.13))
By = K~H(Q)BS¢yp
qui prouve 'égalité(3.14).

Le lemme est prouvé. m

Lemme 2.3 L’opérateur K((): L*(—o00,00) — L*(—00,0) a la forme

?

2V/¢

(K () = Dels) = 5—7=a(s) / c(t)az(t) explils — t — Al\/cJdt (3.15)

ot Im+/C > 0.

Preuve. Il résulte de (3.11)que

BScA"e(s) = —— / / — ), B(0, ) dbdt, ¢ € L2(—00,00)  (3.16)

27
0
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2. Résolvante de l'opérateur T’

Selon (3.10)

(a(0,7),58(0,5) = —=aq1(5)ga(t) [COS\/_(S— A)cos VOt +sin V(s — A)sin VOt| =

= —q1(s)qa(t) cos VO(s —t — A)

s~é~

(3.17)

Pour simplifier la formule (3.15), nous devons étudier la fonction

/\/_ COS\/_(U— A)db

ol nous notons u = s — t. Le changement de variablev/d = p donne

o0

F(u, C)—Z/p ! Ccosp|u—A|dp

0

Rappelons, que si f(z) est une fonction analytique dans le demi-plan Imz > 0, et

a > 0 alors

/f cos uxrdr = i Z Res [ f(z)e"]

Z=z

La fonction f(z) = satisfait les conditions nécessaires, ainsi

22_

F(u, () = 2mi Res [

=z | _ LAV 1y
e = e , Im >0
2=/ :| \/_

22 —C V¢

Alors, de (3.13), (3.15)—(3.17) suit (3.15).

Le lemme est prouvé. m
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3. Spectre de I'opérateur L

3 Spectre de 'opérateur L

Notons que 'opérateur S a le spectre continu pur de multiplicité 2 qui coincide

avec la demi droite [0, 00). L’opérateur perturbé
T=S+4V

peut avoir des valeurs propres et la singularité spectrale au point o € [0,00) ou les

fonctions
0= (T, ) = lim (Topicp, 1), 0 <o <00 (3.18)

sont non bornées dans oy pour ¢, ¥ du sous-espace linéaire, dense dans H. En
raison de la présentation (3.14) la nature de ’expression (3.18) dépend de la fonction

opératorielle K(¢). En prenant en considération la condition (3.7) nous obtenons que

vl

—00 —00

@ (5)ga(t) exp [i]s - AWZ} ‘ dsdt < 1 (3.19)

pour une grande valeur suffisante Im+/¢ > 0. Par conséquent, la fonction opératorielle
K(¢) — 1 (voir (3.15)) est compacte et holomorphe dans le domaine Im+/¢ > 0 et
'opérateur inverse K (¢)~! existe exepté peut étre quelques points d’isolement (voir
le théoréme sur la fonction opératorielle holomorphe [24]).

Nous avons besoin du prolongement analytique de K(¢) au-dessus des demis-axes
(—00,0) et (0,00). Notons /¢ = o + i7. Nous introduisons la courbe [, (§) dans le

plan (o, 7) par I’équation

o
——o0, 0p<o<0

(o) = g0

-0, o< 0y

pour un certain og < 0, 0 < d < |og].

La relation

\/E:U+iT,C::E+iy
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3. Spectre de I'opérateur L

transforme [, (9) en la courbe L, () dans s-plan.

x =02 — 5>
y = —200

Ainsi, la partie correspondante de la courbe L. (§) appartient a la parabole

Pour o < 09 nous avons

y: = 452(m + 52)

Notons par 2, (§) le domaine dans le demi-plan Im¢ > 0, limité par la demi droite
(0,00) et la courbe L, ().

Par analogie pour un certain o¢g > 0 et 0 < § < g, par la relation

——o0, 0<o <oy

7(0) = 90

-0, o> 0y

nous définissons la courbe [_(J) et le domaine correspondant 2_(9) dans le demi plan

Im+/C < 0.

Notons, que si |o| > |og| alors Im\/¢ > —46, ¢ € Q4(9).

Finalement, la fonction 1/ et la fonction opératorielle K (¢) admettent le prolon-
gement analytique dans les deux domaines Q4 ().

Plus bas, nous choisissons ¢ < g (voir (3.7)). Notons

M = sup e~ 50siHitD

S7t7<

exp [i|s—t— A|\/ﬂ ‘, ¢ € QL(9)

2

M, = / V0g(t)|ezat

Théoréme 3.1 1) Il existe un prolongement analytique K4 (C) de la fonction opéra-
torielle K(C) dans les domaines Q2.(0).
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3. Spectre de I'opérateur L

2) Pour ¢ € Q.(0) Uestimation suivante est satisfaite

Mo M,
V<l

[K5(Q) =1 < (3.20)

Preuve. D’aprés (3.19), (3.15) il reste a noter que 'expression (3.19) a 'estimation

M [ (sl g7 — MM
== [ [ @it asas - So2

—0o0 —00

Corollaire 3.1 Le point unique ¢ = 0 peut étre le point d’accumulation du spectre

continu de 'opérateur L.

Preuve. D’aprés (3.18) et la formule (3.14) , chaque valeur ¢ # 0 de spectre continu
est un pole de K(¢)™', c-a-d lopérateur K (¢) n’est pas inversible ou K. (o), o €
(—00,0) U (0, 00) n’est pas inversible.

Selon (3.19) , 'opérateur K (() est inversible si Im+/C est suffisamment grand. 11
résulte du théoréeme sur la fonction opératorielle holomorphe que le point d’accu-
mulation possible peut étre sur la frontiére de . (4). Alors, il peut étre ( = 0 ou
¢ = o0.

Puisque (3.20), il reste ¢ = 0 seulement. Le corollaire est prouvé. Pour étudier le
point ¢ = 0, nous introduissons la condition supplémentaire sur 'opérateur L : s’il

existe NV > 0 tel que
supp q(z) C [N, N] (3.21)

Réécrivons (3.15) comme suivant

]

(K(Q) = 1)e(s) = 5 =)

c(t)ga(t)dt + Q(¢)c(s) (3.22)

\8

—00
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3. Spectre de I'opérateur L

ou

i T ,
QO)s) = 5=n) [ o) [exp (i1s =1 = AVE) 1]
Soit @ > 0 une constante arbitraire, nous considérons le cas quand |\/¢| < a. En

raison de (3.21) la valeur suivante est finie :

%[exp<i|s—t—A|\/E>—1H7 |\/Z|<a

1
C(N) == sup
2 |slJtl<N

Evidemment
1Q(O)e(s)] < C(N)|qr(s)] / le(t)]lg2(t)|dt < C(N)|qa(s)][lel| - llg2ll

D'ici
IRMOIN < C(NV) IVl (3.23)

En plus de (3.21), la condition suivante est satisfaite

CM)lval* <1 (3.24)

L’équation K (¢)c = d (voir (3.22)) prend la forme
1+ Q) e+ 3o m)m = d
Notons g;(¢) = (1 + Q(¢)) g, (voir (3.23)) alors

¢+ ﬁ(c, R =1+Q()'d

ou

«ﬁ91+§%@mmw-=m+@@r%%)
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3. Spectre de I'opérateur L

Par conséquent K (() est inversible si d = 0, il résulte ¢ = 0 ou

1+

57 @(0.3) #0 (3.25)
Il est suffisant de demander (g,(0),g,) # 0 ou q;(0) = (1 + Q(0)) g, et Q(0) =
lim Q(C) on

QO)c(s) = ~5(s) [ elthatt)ls — ¢~ Al (3.26)

—00

Finalement, le théoréme est prouvé. m

Théoréme 3.2 Supposons que les conditions (3.21), (3.24) sont vérifiées et

((1+Q(0)) "y q2) #0 (3.27)

ot lopérateur Q(0) est donné dans (3.25). Alors il existe ay tel, que le cercle |¢| < a;

ne contient pas un point de spectre ponctuel de ['opérateur L.

Preuve. En effet, si (3.27) est vérifiée, alors pour ( est petit la condition (3.25) est

vérifiée aussi.Le théoréme est prouvé. m

Théoréme 3.3 D’aprés les conditions (3.21), (3.24) et (3.27), Uopérateur L a un

spectre ponctuel fini.

Preuve. résulte du Théoréme 3.1 et du Théoréme3.2. m
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4. Conclusion

4 Conclusion

Notre contribution s’articule autour de deux notions qui sont le modéle de Frie-
drichs et 'opérateur de Sturm-Liouville. On a utilisé essentiellement la transforma-
tion unitaire laquelle nous a conduit a construire le modeéle de Friedrichs T'= S+ V.

Ce modele technique nous a permis de simplifier les calculs trés compliqués du
calcul fonctionnel dans I’étude du spectre. On a explicité la formule de la résolvante
de 'opérateur 7' dans le modele de Friedrichs.

On a montré que la résolvante Ty = (7' — ¢ )" est bornée. Ce qui a conduit a
conclure que le spectre ponctuel est fini et le seul point d’accumulation est le point
Z€r0

Ayant trouvé le spectre, nous envisageons dans le futur de chercher une asymp-

totique de la solution de ce probléme en utilisant la notion des semi-groupes.
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