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RESUME

Soit {L,} le systéme de polynémes orthogonaux sur le cercle unité i.e. L, (z) vérifie les

relations d’orthogonalité suivantes :

2m
/ Ln(2) @)Fp(0)dd =0, k=0,1,...,n—1, z=¢€".
0

Soit a € C fixé, que nous appelerons pole, définissons la suite des polyndmes polaires notés
Py, (2) associés aux polynémes orthogonaux L, (z), comme suit. P, o(2) = 2" + ...,(Pya(2)

est un polynéme unitaire ( monique)) est solution de 1’équation différentielle suivante :
(n+1) Ly (2) = (2 = @) Pra (2)) = Poa (2) + (2 — @) P o ().

On étudie dans cette theése les propriétés des polynomes polaires P, o (2).



ABSTRACT

Let p be a finite positive measure defined on the Borelian o—algebra of C, y is absolutely
continuous with respect to the Lebesgue measure dfl on [—m, 4] . Let us consider {L,(2)},cx
the system of monic orthogonal polynomial with respect to p. We introduce a new class of po-
lynomials { P, «}, that we call polar polynomials associated to {Ly(2)},,cy -For a fixed complex

number «, P, ,, (2) is solution of the following differential equation
(n+1)Ly (2) = Ppa(2)+ (2 — ) P,’W (2).

We study algebraic and asymptotic properties of the polar polynomials.
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Les spécialistes des approximants de Padé verront rapidement que la clef de I'orthogonalité
vient donc de ce renversement des termes dans les transformées de Stieltjes de la mesure de

Lebesgue, et de celle de la mesure p,je considére la mesure positive sur [0, 1] de densité :

1
In? (ﬁ) + 72

z e p(x) =

Roland Groux (Les mesures secondaires,2006).
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Introduction

Soit p une mesure positive finie définie sur la tribu borélienne de C et concentré sur le
cercle unité T' = {z, |z| = 1}. p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue

df sur [—m, +7], ie.
4 (6) = p(6)d8, p >0, p € L' (|~ +x] db). 1)

Ceci étant, considérons L, (z) = z" + ..., le polynome monique de degré n exactement (le
coéfficient de z™ est égal a 1) associé a la mesure p. L, (z) vérifie les relations d’orthogonalité

suivantes :

/O%Ln (2) ) p(6)df =0, k=0,1,....,n — 1, (z:ew). (2)

Soit a € C fixé, que nous appelerons poéle, définissons la suite des polyndmes polaires notés
P, «(z) associés aux polynomes orthogonaux L, (2), comme suit.P, o(z) = 2" + ...,(Py o (%) est

un polynéme unitaire ( monique) P, o est solution de I’équation différentielle suivante :

(n+1) Lo (2) = ((z = @) Paa (2))' = Paa (2) + (2 = @) Py o (2). 3)

Notons que ®,(z) = (2 — ) P, (2) est un polynome monique, primitive de (n+ 1) L, (2),

normalisé par la relation ®,(«) = 0. Une conséquence directe des relations précédentes est que



P, (z) satisfait les relations d’orthogonalité suivantes :

27
/0 [Poa (2) + (2= ) Pho (2)] (2)Fp(0)d0 =0, k=0,1,...,n—1, (z - ew) L@

Ce type d’orthogonalité généré par des opérateurs differentiels a été introduit initialement par
Aptekarev,Cachafeiro,Marcelldn,[2] et Alfaro et Marcellan,[4].Une étude similaire a été effectuée
par A.Fundora, H.Pijeira et W.Urbina [22],[49],dans le cas ou la mesure est concentrée sur le
segment [—1,+1], au lieu du cercle T' = {z, |z| = 1}.Une étude autre similaire a été effectuée
par Ya.Laskri ,A.Rehouma [42] ,dans le cas ou la mesure de surface ( planar measure) est
concentrée sur le disque unité ( polynomes polaires des polynémes orthogonaux de type de
Bergman).En englais (Polar Bergman polynomials on domains with corners ).

La premiére partie de cette est consacrée a 1’étude des propriétés algébrique et le compor-
tement asymptotique des polynémes polaires {ana}nEN .

Considérons maintenant une mesure 5 de support E. E est un contour de Jordan réctifiable.Par
I’appellation polynémes L, extrémaux on désignera les polynomes notés T;, ,, 5 qui sont solutions

optimales de problémes extrémaux posés dans 'espace Ly, (3, C). Si on note par m,, , (3) (n €

N, p > 0) les constantes extrémales associées & /3 et & F, on obtient

Mn,p (5) = ||Tn,p,ﬂ ‘Lp(ﬁiE) - ap,a1 .I.I}EII:L_lEC

n—1
2+ Z apz®
k=0

Le cas p = 2 correspond au cas trés connu des polynémes orthogonaux normalisés T}, 2 5

associés a la mesure . Les conditions d’orthogonalité étant :
Tpop(z) = " + o et / T2 5() T p(2)AB(2) = knbm: kn £ 0, mom N, (6)
E

Soit ¢ € C, qu’'on appelle pole, on appelle polyndmes polaires, associés aux polynomes
Typ,8, la suite des polynomes qu’on note {Qn 5 (2)}, o, dont le coefficient de 2™ est égal a

+1 et solutions de ’équation différentielle suivante :

(n+1)Tops = Qnp(2) + (2= 0)Qp5(2) (7)



La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a 1’étude des propriétés algébriques et le
comportement asymptotique des polynomes polaires {Qy, 3 (z>}n:0,1,2.__.'

La thése est composée de cing chapitres. Le chapitre I est consacré & I’étude des propriétés
fondamentales des polyndmes orthogonaux associés & une mesure concentrée sur le cercle unité.
On définit dans ce chapitre aussi les polynémes polaires associés aux polynoémes orthogonaux
sur le cercle unité. On donne quelques propriétés générales de ces polynodmes.

Le chapitre II est consacré & I’étude du comportement asymptotique des polynémes ortho-
gonaux associés 4 une mesure concentrée sur le cercle unité.

le chapitre III contient une partie importante des résultats originaux de cette theése. Il
est consacré a l'étude du comportement asymptotique des polynémes polaires associés aux
polynoémes orthogonaux sur le cercle unité. On y trouve aussi quelques notions et résultats
concernant la localisation des zéros des polynoémes polaires.

Le chapitre IV est consacré a I’étude des propriétés fondamentales des polyndémes orthogo-
naux et Lp extrémaux associés & une mesure concentrée sur un contour de Jordan rectifiable.
On y définit aussi les polyndmes polaires associés aux polynomes orthogonaux sur le contour.

Dans le chapitre V on expose la deuxiéme partie des résultats originaux de la thése. Il s’agit
essentiellement des résultats concernant le comportement asymptotique des polynémes polaires
associés aux polynomes orthogonaux sur un contour de Jordan rectifiable .

Le manuscrit se termine par une conclusion générale, quelques problémes ouverts et des

perspectives de résolution.
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Chapitre 1

Polynémes orthogonaux sur le cercle
unité et polynémes polaires associés.

Définitions et propriétés générales

1.1 Définition et propriétes générales des polynémes orthogo-

naux et polyndémes associés sur le cercle unité

Soit x une mesure positive, finie, non discréte et définie sur la tribu Borélienne B (C) de C ,
C étant muni de sa topologie usuelle. p est supportée sur le cercle unité 0D =T = {z, |z| = 1}.

On suppose dans tout ce qui suit que
2" e L? (1, C); n=0,1,2,..

Notons par {L,, (2)},-, la suite des polynomes orthogonaux sur le cercle unité T" par rapport

a la mesure p, {Ly (2)},-, vérifient donc les relations d’orthogonalité suivantes

1 o T N 2 10
o /. Ly (2) Ly (2)dp (0) = 0nm || Lull720p,a)  » mom €N (z =e ) (1.1)

15



et

1 21 9 )
VLl = 1 Zall 2oy = \/ o /O Lo ()P du(0)  n=0,1,2.... (=)
Pour I'unicité, posons
Ly(z)=2"+ fn,lz”_l.... +&nn-12 T &un

Remarquons que

fn,nfl = L,n (O) et gn,n = Ln (0)

Notons par OPUC l’ensemble des polynomes orthogonaux sur le cercle unité.( in short
abbreviation Orthogonal Polynomials on the Unit Circle ).

Définition 1.1.1.S0it {L, (2)},2, le systéme de polynémes orthogonaux associés & la me-
sure p sur le cercle unité. On appelle polyndmes réciproques des polynomes les polyndmes notés

{L} (2)} et reliés auzx polynomes orthogonauzr {L, (z)} par la relation
* n 1
Ly (z) =2"L, <z>

Donnons dans le théoréme suivant quelques propriétés de ces polyndémes

Théoréme 1.1.1.([47], [21] [40],[23],[43],[44],[55],[56],[57]). Les polynémes {L} (z)}

et {L, (2)} vérifient les relations suivantes
L1 (2) = 2Ln (2) = 0 Lnt1 (0) L, (2) (1.2)

ol oy, = — L1 (0) v, s’appellent les constantes des Verblansky,[4],[47], [21] [40],[23],[43],[44]
,[55],[56],[57],[59],Et

encore
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et,[47], [21] [40],[55],[56],(57],(59],
|EnstlZ2opa = T (1= lowl?)
k=0

(Lns 2" L2004y = Ll F20 a0y (1.4)

dans le méme contexte

1 *
<Ln ), > — Lot (0) (L4 (2) D 2 opgp)
L2(8D,dy)

et
Ly, (2) = Ly 1 (2) + 2Ln, (0)Lp—1 (2) (1.5)
par suite
L1 (2) L (2)
et oA P 5 T A | Y , = 1.
L 20| L0 (0) pou |¢
et

n—1
Ly(2) =1+ L1 (0)Lg (2).
k=0

Si, [56],[57],[59]

do
dp = p(0) 5+ dps

p (0) est une fonction poids absolument continue et positive sur [0 27, dp, est une mesure

singuliére.La formule de Szegd,[55],[56],[57],[59]

00 2w

IT (2~ lenl?) = exp ;T/log (p(0)) do (1.6)

n=0 0

17



1.2 Qutils fonctionnels pour étudier le comportement asymp-

totique des polynémes orthogonaux sur le cercle unité

L’espace fonctionnel de base qui nous sert a étudier le le comportement asymptotique des
polynémes orthogonaux sur le cercle unité, est I'espace de Hardy H? (D) ou plus généralement

H? (D).

1.2.1 L’espace H? (D)

L’espace HP (D) sert a étudier le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux
et plus généralement les polynomes L, extrémaux.
Définition 1.2.1 Si f € H (D) (analytique dans D), nous définissons pour p > 0 et pour

tout r, 0 <r<1
1/p

M, (f;r) = 217r/‘f<rew>’pd9 . (1.7)

Théoréme 1.2.1([53],[33],[18]) Les fonctions M, (f;r) sont monotones croissantes en

T,
Ce théoréme permet d’établir la définition suivante :
Définition 1.2.2 Pour tout f €H (D) et pour p > 0, on pose
11, = im M, (f;7) = sup {M,(f;r)}. (1.8)
r—l 0<r<1
La classe HP (D) est définie comme [’ensemble des fonctions f €H (D) pour lesquelles
1£1l, < oo

Remarque 1.2.1 57 0 < s < p < o0, il est clair que H? C H?.
Théoréme 1.2.2 ([53],[33],[18]) Pour 1 < p < oo, l'espace (Hp (D), HH;;) est un espace

de Banach. Pour 0 < p < 1 l’espace HP (D) est un espace métrique muni de la distance

d(f,9) = IIf —gll,

18



1.2.2 Limite radiale

Théoréme 1.2.3 ([53],[33],[18]) Si p > 0 et si f € HP (D) alors f posséde une limite

radiale notée f*
iy () = () o
presque partout sur le cercle T'. En plus

fre Ly (),

et
1Al =171, oy (1.10)

Théoréme 1.2.4 ([53],[33],[18]) Soit f € HP (D) alors

iy [ 17 (re) = () a0 =0 o

o f (€) est la limite radiale de f (z).
Corollaire 1.2.1 ([53],[33]) Soit f € HP (D) alors f est respectivement lintégrale de

Poisson et de Cauchy de sa limite radiale f* (ew), on a alors

et

f(z) = 217”/]2_(2 dt. (1.12)

1.2.3 L’espace H?(D)

La particularité de I’espace H? (D) est d au fait qu’il s’agit d’un espace de Hilbert et qu’on

peut l'identifier avec un sous-ensemble de Lo (T") .([53],[33],[18]) Rappelons que la norme d’un

19



élément g € Lo (I') est donnée par

- 1/2
1 2

—{ = )2 dt
gl QW/\Q( )

et que le produit scalaire est défini par
N
(90 1oy = 5 [ f(£) g ()0,

L’espace H? (D) est I'espace fonctionnel pour étudier le cas particulier trés connu des po-
lynémes orthogonaux. Les propriétés essentielles de cet espace se résument dans le théoréme
1.2.5 suivant

Théoréme 1.2.5 ([53],[33],[18])

(i) Une fonction f € H (D) de la forme f(z) = iﬂanz" (z € D), appartient a H? (D) si

e

o0
. 2
et seulement si Y |ap|” < 0o. Dans ce cas
n=0

oo

2 2

1£113 = lan|*.
n=0

(ii) Si f € H? (D) alors linif (rew) existe en presque tous les points de T une limite radiale
r—

notée f* (€), elle vérifie || ||y = 1Ny -
(iii) f est lintégale de Cauchy de f*, c’est-a-dire :

£ =5 [
C1

dg z=re? 0<r<1, (1.13)

Cy étant le cercle unité orienté positivement.

1.2.4 Fonction de Szeg6 associée au disque unité

Comme on le verra plus tard, la formule asymptotique des polynémes L, extrémaux s’ex-
prime essentiellement en fonction des fonctions de Szegd (qui représentent la partie absolument

continue de la mesure «) . Les fonctions de Szego rentrent dans le cadre général de la représen-

20



tation des fonctions positives. Pour la construction de ces fonctions dans le disque unité ouvert,
on recommande ([53],[33],[18],[55],[56]).

Soit F' € HP (D) et F* la limite radiale de F' qui existe presque partout sur le cercle I'.
posons f (6) = |F* (¢)]. Il est connu que f € Ly, ([—7,7],df). On montre aussi que log (f) €
Ly ([—-m, 7] ,db), ([53],[33],[55],[56].Réciproquement si f € L, ([—m, 7], df), f presque partout
positive et log (f) € Ly ([—m,x],df); on montre ([53],[33],[18]) qu'il existe une infinité de
fonctions F' € HP (D) tel que f (0) = !F* (ew) ’, presque partout pour —m < 6§ < 7. F* étant la
limite radiale de F.

Parmi les fonctions de type F, on peut construire une fonction particuliére dite fonction de
Szego et dont les propriétés se trouvent dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.6 ([53],[18],[33],[55],[55],[56]).S0it f une fonction non négative définie
sur [—m, x| tel que f € Ly([—m,n],dd) et log(f) € Ly ([—m,7],df); df étant la mesure de

Lebesgue sur [—m, 7|, alors la fonction suivante

2T .
1 i0 629“‘2
D (2) = exp m/log(f(e ) Gran p, (sl < 1) (1.14)
0

dite fonction de Szegé associée au domaine D et a la fonction f posséde les propriétés suivantes :
(i) Dy € H? (D).
(ii) Dy (2) #0;Vz € D.
(iii) |Df (ew) ‘p = f(&); presque partout sur I', ou Dy (eie) est la limite radiale de Dy.
(vi) Dy (0) > 0.

Preuve du théoréme 1.2.6 et construction de la fonction de Szeg6 Dy
Soit f une fonction non négative telle que f € Ly ([—m,n],df) et log (f) € L1 ([—7, 7] ,db).

Considérons l'intégrale de Poisson F (rew) associée a la fonction log (f) donnée par

™

o\ 1 1—r?
F(Te )_27r/1+r2—2rcos(0—t)IOg(f(t))dt

—T

et qui possédent deux propriétés essentielles ([53],,[33],[55],[55],[56]) a savoir que F' est har-

monique dans le disque unité ouvert D et qu’elle représente la partie réelle d’une certaine

21



fonction holomorphe que 'on notera h (z). On supposera que h (0) est réel pour avoir 'unicité

de h. la fonction cherchée sera alors
1
g(z) =exp §h(z) .
c’est-a-dire
D¢ (2) =g (2) et Re[Df(2)] =F (Tew) pour z = re? 0 <r < 1.

On montre alors que g vérifie les propriéteés le (i), (ii), (iii) et (vi) du théoreme 2.5.1 En effet,

(i) Montrons qu’il existe ¢ > 0 tel que
1 ™
0\ |P
2/}9(1"6“9)‘ di <ec, Vr, 0 <r<1.
7r

Soit z = re?

log (9 () = log (g (2)) +iarg (9 (=) = 5 (5 (2))

ainsi

ou encore

22



ou en utilisant la formule de Jensen

o) = e )}

™

1 1 — 2
- 5- 1
P 27T/1 + 172 —2rcos (6 —t) og (f (t))dt

—T

™

1 1—7r?
2/14-7'2 —2Tcos(9—t)f(t)dt'

-7

IN

A présent, on intégre par rapport a 6

™ ™

1 y 0\ |P 1 1 1— 2
R 2 < o -
27T/ ‘g (re )‘ de - 2T 27{'/1 -+ r2 — 27 cos (0 _ t)f (t) dt d9

™

L 1 1—r?
= o 5z do | dt
27T/f() 27T/1+7’2—27‘cos(6’—t)

-7

1 s
= %/ﬂ@M:c

(ii) est évident.

(iii) g € HP (D). Notons par g (eie) la limite radiale de g,

™

0 [P 1 1—1r2
- o 1
’g (7“6 >‘ o 27T/1—|—7“2—2'rcos(9—t) og (f (1)) dt o

—T

mais

1—>i ‘g (T€i6> ’p ‘g <6i9> ‘p
r—1-
lim 1 t)) dt
P Til‘QW/l + 72 —2rcos (0 —1t) og (f(t))

—T

= exp{log(f(0))}, presque partout pour —m < 6 < 4.
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[33] page 274 ou,[53] page 220. On obtient alors
o\ [?
‘g (re ) ‘ = f(0), presque partout pour — 7 < 6 < +.

(vi) On a

Il n’est pas difficile de montrer que

Dy=g

La construction de la fonction de Szego est terminée.ll

1.3 Lemmes essentiels sur les polynémes orthogonaux

On trouvera dans cette partie les principaux lemmes sur les polynémes orthogoaux et qui
nous seront utiles par la suite
Lemme 1.3.1,([4])
(L7 (2))" = nL; (2) = 2 (L}, (2)) (1.15)
Preuve

Ln (Z) = 2" + fn,lzn_l“" + zﬁn,nfl + én,n

alors il est facile de vérifier que

L;kl (Z) = gn,nzn + gn,n—lzn_l """ gn,nz +1

et

L (2)=nz" 4 (n—1)&,12" o + Enn1
d’ou

(L, (z))* §n7n71z”_1 ...... +(n—1¢&,12+n
et
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d’ou
nLy (2) =z (Ly, (2)) = (I, (2)"

ce qui est exactement (1.15).H

1.3.1 Polyndémes orthogonaux secondaires

Définition 1.3.1 Soit {L, ()}, le systéme de polynomes orthogonaux associés & la me-
sure p sur le cercle unité. On appele polynomes orthogonauz secondaires associés aux polynomes

{Ly, (2)},2 la suite des polynomes notés {Qy, (2)},—, et vérifiant les relations suivantes :

Qu(2) = — /027r er (Ln (e“’) — L, (z)) dyu () n=012.. (1.16)

2T e — 2

Lemme 1.3.2 [21] La suite {Qn (2)},-, vérifie les relations de récurence a trois termes

suivantes :
Lo=1, Q=1
et
Ln+1 Qn z LnJrl (O) L, Qn 0.1.2
— y n = g Ly deeeas
Ly —Qnn Ly (0)z 1 Ly, -Qy
ou
* n 1
n (Z) =z Qn <Z>
Lemme 1.3.3 [21]
' Q* (Z) 1 /27r ei@ 1z
L n = — - du (0 1.17
n—z@oL:‘l (2) 27 )y €f—z n(@) (L17)

uniformément sur les compacts de {z,|z| > 1}.
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1.3.2 Polynémes noyaux

Définition 1.8.2 Soit {L, (2)},~, le systéme de polynémes orthogonauz associés o la me-
sure p sur le cercle unité. On appele polynomes noyauz associés aux polynomes {Ly (2)},7 la

suite des polynémes notés {ky, (z,w)} >, définies par la relation suivante :

n —
Lk w Lk z
b (z) = 30 (L ()
e S (P P
Ceci étant, on obtient la relation dite de de Christoffel-Darboux suivante :

Lemme 1.3.4 ( lemme de Christoffel-Darboux,[14],[23],[43],[44] ,[55],[56],[57],[59]).

kn (z,w) = L1 (2) L7y (W) — Loy (2) L (w)
o ILwer P (1 - 2m)

Définition 1.3.3 Les polyndmes orthogonaux noyaux a ’origine sont définis par

b (2,0 = S0 2O ()

2
purai VO

Ces polynomes sont orthogonaux sur le cercle unité par rapport a la méme mesure,[4],[14],

[23],[55],[56],[57],[59].

Parmis les propriétés des polyndémes orthogonaux noyaux a ’origine, nous avons le lemme

suivant :

Lemme 1.3.5([4],[14], [23],[55])

Ly (2)
Lol

si @, est un polynome de degré < n alors k, (.,0) satisfait la relation suivante :

kn (2,0) =

- D’k (2,0)Qn (2) dp (0) = QY (0) (1.19)
Et
, Ly (2)
k. (z,0) =
n (2,0) Ll
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| Ly ()~ (L, ()

R T
i

Le lemme suivant s’appelle est du & Bernstein.
Lemme 1.3.6 ([4],[50],[59] )Soit P,, un polynéome de degré < n, arbitraire. Alors Il existe

une constante C), dependent seulement de n telle que :

12l = ¢ [P

1.3.3 Polyndémes dérivées polaires

ou

Définition 1.3.3 ([1],[5],]6],[7] )Soit P, un polynome de degré < n et £ un nombre complexe
n

arbitraire. Si P, = Z Cgamkzk, alors le polynome A¢ P, de degré n — 1 qui vérifie
k=0

n—1
AePy = nCi (ang + angi1é) 2 (1.21)

k=0

s’appelle polyndéme dérivée par rapport au nombre complexe &.

Il est aisé de vérifier que A¢P, ,[1],[5],[6],[7],vérifie
A¢P, =nP, + (£ —2) P), (1.22)

Remarquons aussi que

lim Achn () =P (2)

£—o00 f—Z n

En d’autres termes on a

AsoPy = P (2)

Définition 1.3.4 Soit P, un polynéme de degré < n. Soit 2z, = (zn1, 2n2...-2nn) le n-uplet
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des nombres complexes, zéros de P,. Le centre de masse G (z) est défini par

G(z) = iiznk (1.23)
k=1

On peut parler aussi du centre de masse par rapport & un nombre complexe arbitraire £. Soit

w=a(z— 5)_1 -+ b l'application linéaire,

n -1
Z 1
Celw)=&—n (k:l §— Zn,k)

Alors »
-5

Observons que

lim G¢ (2) = G (2) (1.24)

§—o0
Beaucoup d’auteurs ont étudié les polyndmes dérivées polaires. On a le résultat suivant

Théoréme 1.3.1( [1],[5],[6],[7],[8] )-Soit P, un polynéme de degré < n et p > 1,

2T 2T
» /]P;L (2)Pdo <n” /\Pn (2)|Pdb (z - ew) (1.25)
0 0

et

2w

’ / AP, ()P d8 < (1+nle)
0

Théoréme 1.3.2 ( [1],[5],[6],7],[8]). Soit P, un polynome de degré n et p > 1 et £ un

nombre complexe vérifiant |{| > 1. On suppose que P, (z) # 0 si |z| < 1. Alors

27 27
1 )
» /\Agpn ()P do < ”295'* ) /ypn Pdo (2= (1.26)
0 0

P 217T/|1—|—eiy|pdy
0

Théoréme 1.3.3 ( [1],[5],[6],[7],[8]). Soit P, un polynoéme de degré n et p > 1 et P} (z) =
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2"P, (1) Alors pour toute nombre complexe ¢ telque P, (2) = P (2) on a

APy ()| = 1AcPu(2)],  VzeC

et

n (€l +1)

2
» ;ﬂ/ 11+ eiv|? dy
0

27
{ﬂ&&wwws
0

Théoréme 1.3.4 ( [5],[6],[7],[8]). Soit P, un polyndome de degré n et p > 1 et P (z) =

Z" Py, (%) . Alors pour toute nombre complexe &, tel que P, (0) # 0, et pour tout nombre réel y

, on a
2T 2 27
// |Ae Py (2) + €V AP, (z)}p dfdy < 2mnP (1 + [£])P / | P, (2)|F a6, (z = ew)
00 0

(1.28)

1.4 Définition et propriétes générales des polynémes polaires
associés aux polynémes moniques
Définition 1.4.1 Soit L,(z) = 2" + .....un polynome monique et §& € C quelconque. On

appelle polynome polaire associé au polynome monique Ly (z) et au pole &, le polynome monique

noté P, ¢(z) = 2" + ..., solution de l’équation différentielle suivante :

((z =€) Prg(2)) = (n+1) Ln(2) (1.29)

Il est aisé de voir que P, ¢ vérifie les relations suivantes :

z

(2= &) Poe(z) = (n+1) /Ln(t)dt, n=1,23. (1.30)
3
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avec la condition

[(Z - 5) Pn,f(z)]zzg =0

et

(n+1) / Lo(t)dt

: . ;
lim P, —1
lim P g (2) = lim —

= (n+1)Ln (5)

Le lemme suivant donne une comparaison entre les coefficients du développement de Taylor
de L, et son polynéme polaire P, ¢.

Lemme 1.4.1 5%
n ‘ n—1 '
L,(z)=2"+ Z aniz" " et Phpe(z)=2"+ Z bp,iz" "
i=1 i=1
Alors
(/C + 1) (bn,k — fbn7k+1) = (n + 1) nk k=2.n-1 (1.31)

Preuve 1l suffit de remarquer que

(2= 8 Pre(2) = (2= &) bup?® = bupz™ =& bypd?
k=0 k=0 k=0

i-e

(2=&) Pug(2) = 2"+ > (bug1 — Ebup) 2° = Ebng
k=1

par dérivation,

n—1

(2= ) Pog(2)) =(n+1)2"+ Y (k+1) (b — Ebpssr) 2"
k=0

d’aprés la relation (1.29)

(]C + 1) (bn,k — fbn,k—l—l) = (n + 1) Qp.k k=2,3...n—1.

ce qui donne (1.31).H
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Le lemme suivant établit la relation entre les polyndémes dérivées polaires et les polyndémes
polaires.

Corollaire 1.4.1 On a

ASPWE (Z) = (n + 1) (Pn,é (Z) - L, (Z)) (1.32)

D’autre part supposons qu’il existe deux constantes

Cr=Ci(du) et Co=Cy(du),

tels que
Cu el ooy < ll-lpaauy < Coll-wllpaaoy (1.33)
alors
1
2
1
27 ) 2 5 2 )
/‘Agp,% () an] <can(lel+1) %”/ Pog ()] a0
0 /|1+ei012d9 0
0
ou encore
2
5 2 )
T i
1P = Lull, < Con (€] + 1) 2Tr/ P ()| o (1.34)
/|1+ew|2d9 0

0

Preuve Les deux propriétés (1.22),(1.29) impliquent (1.32).Les deux assertions (1.25),(1.26)
et I'hypothese (1.33) impliquent (1.34). W

Exemple 1.4.1 Le systéme de monoémes L, (z) = 2", n =0,1,2....... est orthogonal sur le
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cercle unité. Definissons ’ensemble des polynémes polaires P, 1. Ces polynomes vérifient donc

(n+1) /j Ly (s)ds=(z—1)Py1(2) (1.35)
et
((z=1) P (2).2, =0
na g
Pale) == =22

k=0
les zéros de P, 1 (z) sont exactement {z cz#1telsque: 2" — 1= 0} ,ces zéros sont les ra-

247 .
cines (n + 1)-iéme de l'unité. Posons £ = e»+1 ,on obtient

(=1 P 2”: 1

_ k
( ]‘) ‘Pn k=0 z— é-
i-e
z" 1 - 1
ntl 9 Z k (136)
z 1 n+1 P A £
implique
L (E-DRY L P 1

n—oon(z—1)P, n—oconP,(z) =z

uniformément sur les compacts de {z, |z| > 1} .Et

Bz _

n—oo nP, (z)

uniformément sur les compacts de {z,|z| < 1}. En conclusion

1 1 1
lim =" == (1.37)

1
lim — = 1.
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uniformément sur les compacts de {z, |z| < 1} .(Pour plus des détails voir chapitre 3).Puisque

T "oor 1
/ — = Jim > _:1 k
/ zZ—e n——oo N z—£&
Alors
2m J 2m i
t t 1
si:|z|<1:>/ — =0 et si:\z|>1:>/ — = —
z —eit z—et 2
0 0
Par conséquent
P! 1 P!
im 2 LGt et im 2P g <
n—oonPb, (z) z n—soo NP, (z)
et
, L,(z) z-1
L o=~ = 1.39
tn P, (2) z (1.39)

uniformément sur les compacts de @ = {z, |z| >1 }.
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Chapitre 2

Comportement asymptotique des
polynomes orthogonaux et leurs

polynomes reciproques

Le probléme du comportement asymptotique des polyndémes orthogonaux sur le cercle unité
a intéressé différents auteurs dans divers contextes. Ce probléme a été étudié de fagon approfon-
die par Szegd ([55],[56], 1921), Krein ([31] 1945), Geronimus ([23],[26] 1958), Nevai([4],1979,et
[5], 1997), Li-Chien Shen ([26], 2000) et Lubinsky ([6], 2007). La formule asymptotique obtenue

est de la forme

z n

Dy (3)

L,(2) ~ ]zl > 1.

2.1 Comportement asymptotique des polyndmes orthogonaux

sur le cercle unité

Notons par {L,(z)} la suite des polynomes orthogonaux associés au cercle unité et a la
mesure 4. Le comportement asymptotique des polynémes {L,(z)} a été étudié par les auteurs
cités auparavent sous plusieurs conditions. Citons les principaux cas

a) p est absolument continue i.e. du = p(0)d0; p € L*([0,27],d0) et log (p) € L1 ([0, 27] ,d6);

df étant la mesure de Lebesgue sur [0,2x], p >0
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b) p n’est pas absolument continue. La partie absolument continue de p vérifie la condition

suivante dite de Szego ,[23],[40],[55],[56],[59],

2m
/ log 1/ > —o0 (2.1)
0

ou la condition dite de Nevai [47],

w' >0 presque partout sur [0,27] (2.2)

La formule asymptotique obtenue est de la forme

Lim L"Ef’) ! : (2.3)
ne # D, (3)

uniforméments sur les compacts de {z,z € C,|z| > 1.}, ([23],[47],[55],[56]).
Définition 2.1.1 ([22],[49],[46])Soit Q, polynéme de degré n. Notons par zp1,2n2,-.--Znn
les zéros simples de @y, et par v, (@) la mesure suivante dite mesure de masse supportée par

les zéros de @y

1
Un (Qn) = n g 5zn,k (2.4)
k=1

0z

. est la mesure de Dirac concentrée sur le point zp .

Définition 2.1.2.Soit {1, },-; une suite de mesures a support compact. On dit que {x,, }>>

convege faiblement vers la mesure p quand n — oo si
i [ fau, = [ i
n—oo

. . R L, . *
pour toute fonction f continue sur C & support compact. Dans ce cas on écrit p,, — p ou

dp,, ~ dp ou dp,, (x) = p'(z)de si p est absolument continue.

Notons par .||, la norm sup sur I'ensemble A et Cap(A) la capacité logarithmique de
A ([22],]49],[46],[37],[38],[50],[61],sur la notion de capacité logarithmique).Ceci étant on a le

résultat suivant
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Lemme 2.1.1 ([22],[49],[46],[37],[38],[59]).Soit A C C un ensemble compact tel que
int(A) =@, C\ (A) est connexe et cap(A) >0
Soit {Qn (2)}oo, une suite de polynémes moniques (i.e. Qn (2) = 2™ + ...,) tels que
) 1
lim sup | Qull < Cap(4) .

Alors

Un (Qn) = WA

wa est la mesure équilibrée de A (]22],[49],[46], pour plus de détails sur la mesure équilibrée).

Théoréme 2.1.1([22],[49],[46])

hm@u@:hm/WMm:/£$WWﬂ:/mum' 25)

n—oon@y, (2) z—x z—x z—x

ou lim v, (z) = w (au sens de la convergence faible), v,, est la mesure de masse supportée par
n—oo

les zéros de @,

Lemme 2.1.2([22],[49],[46]).Soit {Qy, (2)},—, une suite de polynémes. Alors pour j € N on

. 1
CHRE
n—oo nllA

Théoréme 2.1.2([40],[47]).Soit p une mesure de Borel finie définie sur le cercle unité (
sur [0 27]).Notons par {¢,},cy le systtme de plynomes orthonormés associés a la mesure

o {@n tnen verifient donc les relations suivantes

1 2

4 05— ( 0 —
27T 0 (pn(e )(pm(e )dﬂ(e) 5771’/1

On suppose aussi que p vérifie la condition de Nevai (2.2) ou la condition de Szego (2.1). Alors
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on a pour tout m € N

i Zen ) g (2 = ).
n—oo n™p,(2)
2.1.1 Comportement asymptotique des polyndémes dérivées

Considérons le systéme de polynomes orthognaux moniques {Ly,(2)},cy ,c-a-d tels que

(Lp(z) = 2" + ... ) orthognaux associés & la mesure u, p (du(0) = p(0)do, voir (1.1)). On

s’'intéresse & la limite du rapport LEJF(IZ()z ). Rahmanov [51] a démontré que si ' > 0 presque

partout sur [0 27|, alors on a

. 1(2)
Lubinsky [40] démontra le résultat suivant :
Théoréme 2.1.2([40]) Considérons le systéme de polynémes orthognaux moniques { L, (2)}, cn (Ln(2) =

2" + ...,) orthognaux associés a la mesure p. Supposons qu’on a

. Lnii(2)
lim ——=> =1 2.
pour z tel que |z| = 1. Alors pour m > 1 on a
(m)
L
lim Lo () _ 1 (2.9)

n—00 ngLm) (2)

uniformément dans {z : |z| > 1}.
Les lemmes suivants nous seront utiles pour la suite :
Lemme 2.1.3.(]40],( théoréme de Lucas,[19],[28]),( théoréeme de Badkov,[12] )
Soit P, un polyome de degré n. On suppose que tous les zéros de P, sont situés dans le

)

disque unité. Alors tous les zéros des polynomes dérivés P,gm , m=0,1,2....k, sont situés dans

le disque unité. D’autre part Si |z| = 1,alors
n
P4 (9)] 2 2P (2)

Lemme 2.1.4.([8])( théoréme de Abdul Aziz )
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Soit P, = 2" + Z;-:Ol a;jz’ un polynéme de degré n. Posons M = . <]\4< ar laj| . Alors tous
<j<n—

les zéros de P, sont contenus dans le cercle |z| <1+ M.

Lemme 2.1.5.([8])( théoréme de Abdul Aziz )

Soit P, = 2" + Z?:_& a;jz’ un polynoéme de degré n. Posons M = o <J]\4< az laj|, alors tous les

zéros de P, sont contenus dans la région

|aol
2(1+ M)t (1 +nM)

<l|z| <1+ XM
ol Ag est la solution unique de I’équation :

1

-1
v (1+ Mazx)"

dans l'intervalle [0 1].

Lemme 2.1.6.([54])( théoréme de Q.I.Rahman )

Soit P, (z) un polynéme de degré n tel que tous les zéros de P, (z) sont contenus dans le

n+2

disque unité |2| < 1. Si|a| > 22 alors ((z — a) P, (2))’ posséde une seule racine dans le disque

< la]+1

|Z—CL’_ n+1°

Toutes les autre n — 1 racines sont contenues dans le disque unité |z| < 1.

2.2 Comportement asymptotique des polyndémes réciproques

associés aux polynoémes orthogonaux sur le cercle unité

Rappelons que le polynome réciproque LY (z) de L, (2) est défini par
* n 1
L) (z) =2"L, =

Alors on a les résultats suivants

Proposition 2.2.1([40],[59],[23],[55])
Ly, (2)] = [Ln (2)] z=¢é", (2.10)
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et,[40],[59]

L1 (2) .
e <1z, (2.11)
ot,[40],[59],[23]
lim L, (0) =0 (2.12)

Preuve Puisque

on obtient alors pour |z| =1

1Ly (2)] =

L (3)] = 1)

Maintenant d’aprés 'hypothese (2.8) et Iassertion (1.2) on a pour |z] =1

Lni1(2) Lt (2)
— A= |7 L = )
Eae L5 () e O)
Ceci implique
L1 (2)
il ) < | Ly,
a8 <o)
Comme dans [40] et d’apres (2.8) on a
lim Lnt1(2) (2) =z,
n—oo Ly (2)
Ceci implique
Ly11(0) — 0 quand n — oo. W

Théoréme 2.2.1([40]) Les polynémes L, et L} ainsi que leurs dérivées L e i

vérifient
L 2
n(+1>(Z)—1 < 4L, (0) (2.14)
2Ly (2) n—m
et ()
eri)(z) <C (2.15)
Ly (2)

ot la constante C' depend seulement de m et non de n.
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Corollaire 2.2.1([40])
lim Ly (2)

Jim ey = 1 (2.16)

uniformément sur les compacts de {|z| < 1}.

Preuve Par définition,et en tenant compte que,

Lyy1 (4 1
im0
z
implique
. L () - . L (%)
Lzmnﬁmm =z.Lim,— I (%) =1

uniformément sur les compacts de {|z| < 1}.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des
polynomes polaires associés aux
polyndomes orthogonaux sur le cercle

unité

Ce chapitre contient Les principaux résultats originaux de la thése. On définira et on étudiera
les propriétés algébriques et le comportement asymptotique des polynomes polaires associés aux

polynémes orthogonaux sur le cercle unité.

3.1 Définitions des polynomes polaires associés aux polynémes

orthogonaux sur le cercle unité

Soit p une mesure positive finie définie sur la tribu borélienne de C et concentré sur le
cercle unité T'= {z, |z| = 1}. p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue

df sur [—7,+m], i.e.

du (0) = p(0)db, p >0, p € L ([—x,+n],db).
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Ceci étant, considérons L, (z) = 2™ + ..., le polyndme monique de degré n exactement (le
coéfficient de 2™ est égal a 1) associé a la mesure u. Ly, (z) vérifie les relations d’orthogonalité

suivantes :

2T
/ Lo (2) ) p(0)d0 = 0, k= 0,1, m—1, 2=,
0

Soit £ € C fixé, que nous appelerons pole, définissons la suite des polynomes polaires notés
P, (2) = Py, ¢(z) associés aux polynomes orthogonaux Ly, (z), comme suit. P, (2) = P, ¢(2) =

2" + ...,(Pne(2) est monique) est solution de I’équation différentielle suivante :

(n+1) L (2) = ((z = ) Pag(2)) = Pug(2) + (2 — &) P e(2)-

Notons que ®,(z) = (2 — &) P, (2) est un polynéme monique, primitive de (n + 1) L, (z) , nor-
malisé par la relation ®,(£) = 0. Une conséquence directe des relations précédentes est que

P, (z) satisfait les relations d’orthogonalité suivantes :

2T
/O [P (2) + (= — &) PL(2)] (2)* p(6)d6 =, E=01n-1 (z=é).

Ce type d’orthogonalité généré par des opérateurs differentiels a été introduit initialement par
Aptekarev [2],Sudrez [65] , Alfaro et Marcellan [4] . Une étude similaire a été effectuée par
A. Fundora, H. Pijeira et W. Urbina ([22],[49]),dans le cas ou la mesure est concentrée sur le

segment [—1,+1], au lieu du cercle T' = {z, |z| = 1}.

3.2 Localisation des zeros des polynémes polaires associés aux

polynoémes orthogonaux sur le cercle unité

Proposition 3.1.1. Les polynémes polaires P, ¢ en les comparant avec leur polyndomes

orthogonaux associés Ly , vérifient

P () = L® (&) k=0,1,2..n. (3.1)
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Preuve Considérons (1.30).Remarquons que
(2= &) Pug(2))® = (2 =) PR (2) + kP V(2) = (n + 1) LE D (2)

Posons z = &, dans la formule précédente on obtient 1’assertion (3.1).H
Le lemme suivant compare les coefficients du développement de Taylor de L,, et son poly-
nome polaire P, ¢.

Lemme 3.1.1 Si
Ln(2) =) Anp(z—8" et Poe(2) =) Bpp
k=0

alors
n+1

= A k=0,1,2... 3.2
k= Ak n (3.2)

Preuve (3.2) est une conséquence de (3.1).H

Lemme 3.1.2 ([22],[49],[60]) Posons

F(2) = amCiz" et g(z) =) BuCrz*,  ank Bu €C, (3.3)
k=0 k=0
Notons
h(z) =) onnBuCra", (3.4)
k=0

Supposons que tous les zéros de f (z) appartiennent au disque fermé A. Notons par An,1s An,2s
les zéros de g (z). Alors tout zéro de h(z) peut s’écrire sous la forme Ap iVp 0% Yy j € A.

Dans [8] , Pijeira a montré a ’aide de ce thoréme que tous les zéros des polynomes polaires
dans le cas d’une mesure concentrée sur le segment ( qui seront supposés moniques), appar-
tiennent au disque fermé borné A={z,z € C:|z| <b+c|al}, ou b,c sont deux constantes
convenablement choisies.

On va maintenant énoncer un lemme dont la démonstration est un peu compliquée mais
son application est la base de la formule asymptotique & I'extérieur d’un contour. Ce résultat a
été obtenu par .Szegd en 1921.

Lemme 3.1.3.([50],[55],[56],[61]).Soit Q un domaine simplement connezve, I' = 0 est un
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contour de Jordan rectifiable.Soit ¢ la transformation conforme de Q) vers l'extérieur du cercle

unité,vérifiant les conditions suivantes :

p(0) =00 et ¢ (00)=r. (3.5)

Soient zlgn) cext(l'), k=1,2..n et P, (2) le polynéme d’interpolation vérifiant :

P, <z,(€n)> =f (z,(cn)) , k=12.n (z€Q). (3.6)

St

n

[T (=)

k= _
nh_}n;o—(r(p ) 1. (3.7)

Uniformément sur les compacts de Q.
Alors
lim P, (2) = f (2). (3.8)

n—oo

Uniformément sur les compacts de Q.

Lemme 3.1.4.([59])

Soit (L), la suite des polyndmes orthogonaux sur le cercle unité associés a la mesure pu.
Alors les zeros de Ly, (z) sont dans le disque férmé unitaire A = {|z| < 1}.

Lemme 3.1.5.([59]). Soit (L, (2,0)),, la suite des polynome paraorthogonauz sur le cercle

unité associés o la mesure p, i-e

Lyy1(2,8) = 2Ln (2) + BLy, (2) 1Bl =1. (3.9)

Alors tous les zeros de Ly, (z,3) sont sur le cercle unité : A = {|z| = 1}.
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3.3 Formules asymptotiques des polynémes polaires associés

aux polyndémes orthogonaux sur le cercle unité

Le comportement asymptotique des polynémes orthogonaux sur le cercle unité et leur po-
lynémes polaires constitue un lieu de rencontre privilégié pour diverses disciplines des mathé-

matiques. Ce paragraphe contient les premiers résultats originaux de cette these.

3.3.1 Comportement asymptotique des polyndmes polaires

Théoréme 3.2.1 Soit {Ly (2)},—_q 1. le systéme de polynomes orthogonauz relativement

a la mesure . On suppose que la mesure | vérifie la condition de Nevai suivante :
@' >0 presque partout sur le cercle unité.

Notons par {Ppn¢(2)},_19 la suite des polynomes polaires unitaires ( Png¢(z) = 2" +

...) associés a p. dont le coefficient de 2™ est égal o +1. Alors

lim L2 _2=¢ (3.10)
n—oo P, ¢ (z) z
et
lim T () (3.11)

n—oo 2P, ¢ (2)

Uniformément sur les compacts de {z,|z| > 1}.
Preuve : Rappelons que par définition les polynémes polaires P, ¢(z) sont solutions de

I’équation différentielle suivante :

(n+1) Ly (2) = ((2 = &) Pag(2)) = Pag(2) + (2 = &) Py ¢(2). (3.12)
Divisons les deux membres de (3.12) par nP, ¢(z) on obtient :

n+l Ly(z) 1 L Py e(2)
n Phe(2) n (-9 P (2)

(3.13)
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Remarquons que
P, g(z)
lim —>——
n—oonPy, ¢ (2)

existe ( pour plus de détails, [22],[49]). Notons cette limite par M(z). Par conséquent

Ly, Pre(
lim (2) =(z—¢) lim ﬁ

n—oo P, ¢ (z) nﬂoonang (z)
implique

Ln+1(z)
z n PTL . n P?'l
| = gim L@ gy Lot (2) Poe(®) o e () Prg (2) (3.14)
n—o0 7;"6(2) n—00 Py (2) Ln (2) n—oo Ly (2) Ppiie(2)

L’hypothese ¢/ > 0 p.p. sur le cercle implique (pour plus de détails,[22],[49],[51],[40],[47]) :

lim 7[/"“ (2) _

B P z, (3.15)

uniformément sur les compacts de |z| > 1.Les deux assertions (3.14) et (3.15) impliquent :

P, 1
lim — ) (2) = -

n—0o Py 416 (2) 2

On aura donc
L P,
hm n+1 (Z) — hm n+1,§ (z) = 2z,
n—oo L, Z) n—oo Py ¢ (z)

uniformément sur les compacts de |z| > 1.Ecrivons,

(n+1)L,(z) 1 P 1 d
(2= Pue(z)  2-¢ + Pue(z2) z2—¢ + o (log Prg (2))

La dérivée logarithmique et son interprétation dépend de l’ensemble des zéros du polyndéme

P, ¢ Remarquons que

(z=OPug(2) _dy .
(z— &) Pue(z)  dz [log (= — &) Prg ()] (3.16)

et
(2= &) Pug (2)) = Pug (2) + (2 = ) P (2)
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Donc (3.16) et (1.29) impliquent

L, (2)

d
7 o8z Pug (] = (04 1) -5

dz
L’intégration des deux membres de cette égalité de 21 & z donne :

0P _ (LW
1= ) Poc (1) p<( “)/ZI <t—5>Pn,g<t>dt>'

ce qui donne

2 § ? Ly (1)
Pn,f( ) = Z_é_Pn,g(Zl)eXp <(n+1)/21 det)
Par conséquent
Pune()_ Prne(eew (042 [} gl ) )
Pnﬂf (Z) Pn,{ (Zl) exXp ((TL + 1) fzzl %dl‘g
_ Punie(z) [ T Lana (®) B © Ly (®) ]
=gty ew|nen [ g gty [ g
ou encore
Potie (2) (Pn+1,£ (Zl)>1 o [ T Len® L ]
e (2) \ Pug(21) P | +2) / =8 Pose™ " / (t— &) Pus @ )t
D’autre part, on a
fm [ gy [ Len® (3.19)

n—oo J (t = &) Pog (1) n—co [ (t —&) Pyy1e (1)

(3.18) et (3.19) impliquent

i Dot (P GOV _ (i gy [0
Jim .6 (2) < Poe(z1) > P(nlﬂoo( +2 1)/21 (=8) Pos (t)dt> (3.20)

Notons
li Fre® dt = M(t 3.21
nllléonpn”g o™= (t) (3.21)
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et

Az) = / Mt (3.22)

Remarquons que la limite (3.21) existe ([22],[49] pour plus de détails). Ceci étant, (3.20), (3.21)
et (3.22) donnent

—1
i Prorng (2) <Pn+1,5 (zl)> — AR
n—o0 Pn,,{ (Z) Pn,f (Zl)
avec
AR = 2
Z1
On a donc
P,
lim Lf(z) = lim M

Nn—00 an{ (z) n—oo zL, (z)

Ce qui achéve la démonstration. B

3.3.2 Comportement asymptotique des polyndémes réciproques

Que se passe t’il pour les polynomes réciproques. C’est 'objet du théoréme suivant

Théoréme 3.2.2. Sous les mémes hypothéses et notations du théréme 3.2.1, on a

L (2) . Prle(2)
im —* =(1-¢2) lim —>——~ (3.23)
n—oo P - (2) ( ) n—oonPy . (z)
et
P z
fi Zrene )y (3.24)

B ()
Uniformément sur les compacts de {|z| < 1}.

Preuve :1l est utile de voir que
(n+1) Ly, (2) = (1 = €2) P (2) + P (2)

et

(n+1)Ly(2) = (14+n(1-£2)) Pre(z) — 2 (1 —E2) PYe (2)
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autrement dit

_ Prle(z)
. L (2) : nPie (2) (1-&2) -2 (1-&) 5 nPr ()
lim ———~ = lim o - (2)
ool (2)  nee =D B () (1 E) (1 E@Gﬁ%¥1@

On combine avec (2.17), on obtient

Ppe(2)
limizl
n—>ooP 15( )

uniformément sur les compacts de {|z| < 1}. Ce qui achéve la démonstration de assertion
(3.24). Maintenant,observons que
L* (2) _ Pyl (2)

lim =2 (1 ) i
e R G NN

uniformément sur les compacts de{|z| < 1}. D’ou l'assertion (3.23). B

3.3.3 Comportement asymptotique des polynémes dérivées

Théoréme 3.2.3 Sous les mémes hypothéses et notations du théréme 3.2.1, on a

L (2) =z2-¢
li " = 2
Pl (2) 2 (3:25)
et
Phiie ()
n+1,¢ _
AR () (3:26)

uniformément sur les compacts de {z,|z| > 1}.

Preuve : Dérivons les deux membres de (1.30), on obtient

(n+1) Ly, (2) = (2 = §) P (2) + Prg (2)

d’ou
L P! . (2
llm ,'I’L (Z) — 3 76 ( )
n—00 me (z) nﬂoonPn{ (z)

D’ou la conclusion de (3.25).0On obtient (3.26) en utilisant (3.25).
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3.3.4 La dérivée Logarithmique et le comportement asymptotique

Remarque 3.2.1.Posons

Aui1 () = (2 = 0) P (2)

Ay 41 est un polynéme primitive de (n + 1) Ly, (z) vérifiant la condition
Apsr (6) =0, n=0,1,2...

Ay 11 satsifait aussi

(n+1) Ly (2)

(log At (2)) = (2= ) Py (2)

= (log (z — a))' + (log P, ¢ (2))".

Remarquons que

(log ALy (2))" = (log Ly, (2))' (3.27)

On suppose que z appartient a I'nveloppe convexe formée des zéros de L, (z).Il existe une

droite qui sépare z et tous les zéros de L,. Intégrons les deux membres de (3.27) de z & z1, on

obtient B
A L (t
log /RL(Z) = / n () dt
An+1 (1) Ly (t)
Z1
c-a-d

[ L (#)
;"Hrl (Z) :A,TL+1 (zl)exp n/nLn (t)dt

21

Intégrons une seconde fois les deux membres de derniére égalité de z a z;,0n obtient

Ly, (u)
L, () dudt

n

(2= &) Pug (2) = Ayr (21) /ZeXp nj
¢ 5
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implique

z

dudt

Ly (“)d dt

¢
1 (W)

/exp (n+1) /n+1)21+1(u

/expn/

zZ1

Faisant n tendre & I'infini,i vient donc

P,
lim —ntl e/ (2) =2z

uniformément sur les compacts de |z| > 1.1l s’ensuit alors,

equivalently
, /
. i B . PnJrl,f (Z)
lim. ( log o <z>) - (ergologw

uniformément sur les compacts de |z| > 1. C’est a dire

! P . (z
lim (" log P, ¢ (z)) = lim ne ()

n—oo n—’OO’n,Pn’g (Z)

Une deuxiéme démonstration de (3.10)

En combinant (1.30) et (3.11) on a

M B TR

C (L@ | D) (L) Ple(®)
i (Pn,g (Z)) ~ % e (2) (Ln (2)  Pne (z)>

implique




D’ou
Prez L (2)
—>=—— = lim
n—oonPp, ¢ (z) n—oconLy, (z)

uniformément sur les compacts de{|z| > 1} .Ce qui termine la démonstration du point (3.10).
Que se passe t’il pour les polynomes polaires des polynémes orthogonaux secondaires relati-
vement & la mesure u. C’est 'objet du théoréeme suivant

Théoréme 3.2.4 Soit {cpmg (z)} le systéme de polyndmes polaires des polynomes

n=0,1,2...

orthogonaux secondaires relativement & la mesure p. Si

. B, 3 (2) e ¢ (2) 1
lim —>—— = lim —>—— = —,
n—oonPoe(2)  nooong,e(2) 2

alors

lim 9n ) _ oy En(2) (3.28)

n—00p, ¢ (2) n—00P¢(2)

uniformément sur les compcats de {|z| > 1} .i-e.

. Qn (z) 2 3
nlggogon@ o~ = (3.29)
et
lim Prete ) (3.30)

00 20y ¢ (2)
uniformément sur les compcats de {|z| > 1}.

Preuve D’apreés la propriété (1.29) et (1.16),(1.17), on a

(2~ &) o (2) = <n+1>/:czn<t>dt

Remarquons que

L P . (z "o (z
lim  La(m) — lim L() et lim _ Qnlx) — lim %57()
n—o0(z — &) Pog(z)  n—ooonPe(z) n—00(z = &) e (2)  n—oong, ¢ (2)
La mesure d’équilibre sur le cercle unité assure que
’,g (2) ‘P;L,g (2)
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Ceci implique
Pog(2)+ (2= &) P (2) ~ lim n+1Ly,(2)
nﬂoo(pn,g (Z) + (Z - 6) (p;%g (Z) n—oon + 1 Qn (Z)

ou encore

e
C Pe(2)C-OmEm ta L, (2)
lim 7(2) i ;(z) : m 0 (z)
n—oo . n, 1 n—oo (),
(=@ T

Finalement on a
P L
lim L3 (2) = lim n (2)
n—00p, ¢ (2)  n—00Qn (2)

D’ot le point (3.28). Utilisant I’assertion (3.10) on obtient (3.29) et (3.30). La démonstration

du théoréme est terminée. B
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Chapitre 4

Polynomes polaires associés aux
polynomes L, extrémaux sur le
contour. Définitions et propriétés

générales

4.1 Espaces H” (Q)

4.1.1 Contour de Jordan rectifiable

Définition 4.1.1. On appelle contour de Jordan, limage d’une application z : t — z(t)
définie de [a,b] — C continue et telle que z (a) = 2z (b) et z |jqp est une application injective.

Définition 4.1.2Un contour de Jordan est dit rectifiable si l’application z est & variation
bornée, dans ce cas sa variation totale notée V (z) est égale a la longueur du contour et coincide

b

ezactement avec [ |2’ (t)|dt < 400 lorsque z est dérivable.
a

4.1.2 Transformation conforme

La transformation conforme représente I'un des outils fonctionnels fondamentale dans cette
étude, elle permettra le passage de 'extérieur du contour €2 vers ’extérieur du cercle G.

Il est connu que tout contour de Jordan E partage le plan C en deux parties, I'une bornée,
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ouverte et simplement connexe appelée l'intérieur de E et notée int (E) et 'autre ouverte, non
bornée et connexe appelée extérieur de E notée Ext (E) .

Notons par Q = Ext (E) U {oo} et par G = {w € C : |w| > 1} U{oc0}.

L’application du théoréme de la représentation conforme de Riemann [56],[61] ,[63]nous
donne le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1 ([32],[50],[56],[61],[63],[64]).So0it E un contour de Jordan du plan compleze
C , alors il existe une application unique ¢ appelée transformation conforme, ¢ : Q@ — G qui
applique conformément l'extérieur du contour vers l’extérieur du disque possédant les propriétés
suwivantes :

(i) ¢ est bijective.

(ii) ¢ o\ foo} €8t holomorphe.

(iii) ¢ (c0) = 0.

(vi) lim, oo 23— 2 0,
z

On note par C~ ! (E) = lim, oo c,oiz), la constante C' (E) est appelée la capacité logarith-
mique de E.De plus si F est rectifiable, on obtient le théoréme de Caratheodory suivant :

Théoréme 4.1.2.([18],[33], [53],[61]).Soit E un contour de Jordan rectifiable et ¢ 'appli-
cation qui applique conformément Q sur G alors ¢ admet un prolongement continu sur E qui
réalise une bijection de E sur I' = {z : |z| = 1} .Si 'on note par ¢ 'inverse de ¢; ¢ : G — §
alors leurs dérivées ¢’ (2) et ¢’ (z) n’ont pas de zéros dans Q et G et ont des valeurs limites sur
E et sur T presque partout ( par rapport a la mesure de Lebesgue ). Ainsi, les fonctions ¢’ (z)
et ¢’ (z) sont bien définies et sont intégrables sur E et sur le cercle I';ce qui donne la possibilité

de définir les fonctions (¢’ (z))% et (¢ (z))% ,( p>0).(cf Koosis;[33]).

4.1.3 Espace de Hardy H” ({2) associé a ’extérieur d’un contour de Jordan

rectifiable,([33],[53]).

Les espaces de Hardy notés HP sont des sous-espaces de ’ensemble des fonctions holo-
morphes, définis par des conditions de croissance. Ils ont été introduit en 1915 par G. H.
Hardy qui les a étudiés dans le disque unité ouvert. Les propriétés caractéristiques des espaces
HP sont les propriétés de factorisation,de valeurs frontiéres et de représentation du type Cau-

chy a partir de mesures sur la frontiére . En 1953, W. Rudin [53] a étudié ces espaces dans un
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ouvert connexe quelconque. Pour effectuer cette généralisation,Rudin,s’est basé essentiellement
sur une caractérisation des espaces de Hardy sur le disque unité ouvert. Cette caractérisation
se résume dans le fait qu’une fonction appartient a ’espace de Hardy dans le disque unité ouvert
si et seulement si elle admet un majorant harmonique dans ce disque, [61],[33]([53] chapitre 17;
probléme 6 ). Utilisant les propriétés de la transformation conforme entre le disque unité ouvert
et l'intérieur d’un contour de Jordan rectifiable, V. J. Smirnov [61],[62],[63],[64] a étudié ces

espaces a l'intérieur d’'un contour de Jordan rectifiable.

Soit B, ={z€Q:|p(z)|=r};r>1
Définition 4.1.3 ( [35],[37],[61],[63])Soit f € H (2). On dit que f € HP (Q) si et seulement
st 3 C > 0 (indépendante de r) telle que

[15GPiE <¢ powr1<r<z (1)

Er

Proposition 4.1.1 ( [35],[37],[61],[63]) f € HP () si et seulement si

Preuve : Posons z =9 (w) = dz=1%"(w) dw

Ainsi

" |dw| (4.3)

J1r@rias = [17 @ @)P | @) e = [ |f @) @ w)?
E, Cr Chr

Les propriétés de I'espace de hardy HP (§2) découlent de celles de ’espace HP (G) en utilisant
le théoreme 1.2.5 et le théoreme 1.2.6 Elles se résument dans le théoréme suivant :
Théoréme 4.1.3 ([33],[53],[35],[37],[61],[63])). Soit E un contour de Jordan rectifiable et

f € HP(Q) alors f admet en presque tout les points de E une limite non-tangentielle notée f*,

f7(§) = lim f (2)

z—&
f* vérifie
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=

(1) frel,(E,d) = {f:E—>(C:(f|f ]p]d§|> <+oo} et on a
E

£ @[ gl = lim [ 1f () sl
E,

(2) Pour tout f € HP (), notons par

1l vy = / ) e, (4.4)

E

alors :
(8) Pour p>1, HP (Q) est un espace de Banach pour la norme (4.4).

(4) Pour 0 < p <1, HP (Q) est un espace métrique pour la distance

d(f.9) = If = 9l -

- / (€) d€
2w
E
4.1.4 Fonction de Szego6 associée a ’extérieur d’un contour de Jordan recti-

fiable

(5) Vz € Q — {00},

Définition 4.1.4 Soit p une fonction poids définie sur le contour E tq
p>0 et / 1€]" p (&) || < +o00, n=0,1,.... (4.5)
E
et (la condition de Szegd ,[61],[28],[29],[32]).

/E (log p(6)) | /()] 1dé] > —oo. (4.6)

Alors il existe une fonction notée D , et appelée fonction de Szegé (o lextérieur) associée

a la fonction poids p sur le contour E vérifiant les conditions suivantes :
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i) Dg, (2) est analystique sur ).
ii) Dgp(2) # 0 sur Q.
iii) D, (c0) > 0,

vi) D, (2) posséde une limite non-tangentielle D , (§) présque partout sur E et

Dg, (&) Pl (©)|=p(&), ¢€E pp (4.7)
Dg,(§) = hgé Dg, (2) pp.

Les lemmes 4.1.1, 4.1.2 caractérisant l'espace de Hardy HP (€2, p) seront indispensables dans
I’élaboration de la formule asymptotique des polynémes Lp extrémaux.

Lemme 4.1.1 (cf Kaliaguin,/?/ ) Si f (z) € HP (2, p) et K C Q, K compact, alors il existe
une constante C (K) ( dépendant seulement de K ) telle que :

s%plf(Z)l < CE) [1£ 300,y - (4.8)

Lemme 4.1.2 ([?] ) Soit {f.} une suite de fonctions de HP (S, p) telle que
(i) fn — f uniformément sur les sous ensembles compacts de Q.

(ii) an”Hp @ =M (const.)

alors

fEHYQp) et |,y < lim inf [ fallb,-

4.2 Polyndémes L, extrémaux sur le contour

Définition 4.2.1 [55] Soit E un contour de Jordan rectifiable.Soit p une fonction poids
sur E vérifiant (4.6). Pour 0 < p < oo et pour toute fonction mesurable & valeurs complezes

définie sur C, on pose :

S =

151, = / £ p(©) 1 (1.9
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On désigne par LP (E, p) l’espace vectoriel de toutes les fonctions pour lesquelles :

£l < o0

L’intégrale (4.9) étant l'intégrale de Lebesgue relativement & la mesure p, et a 'espace me-
surable (B (C),C).On note par P, 1 l’ensemble des polynomes unitaires ou moniques ou nor-
malisés Q, (z) ie

Qn(2) =2"+an_12""1 + ... +ap; an_1,...,a0 € C

On suppose dans tout ce qui suit que z" € LP (E,p),n=0,1,2,.
Définition 4.2.2 ( [10], [37],[37])Soit p une mesure positive finie, non discréte définie sur
B (C) et son support. On appelle polynome L, extrémal noté par L., et associé a la mesure p

la solution du probléme extrémal suivant :

1onll ooy = Jmin (1@l Loz, (4.10)

Remarque 4.2.1

Les polynomes orthogonaux sur le contour sont un cas particulier de polynémes L, extré-
maux correspondant & p = 2. Ces polyndmes sont définis par

Définition et théoréme 4.2.3.50it E un contour de Jordan rectifiable.Soit p une fonction
poids sur E vérifiant (4.6). Alors il existe un systéme unique des polynémes orthogonauz sur
le contour E, (L (2)),—01 9. vérifiant les conditions suivantes :

1) Ly, est un polynéome de degré n exactement dont le coéfficient de 2" est égal a +1,i-e

et les relations d’orthogonalité

[E Lo (&) T (©p () [d€] = S | Lull?, mym € I

ou

1Lnll, = \//E Ly (&) Ln (§)p (&) [dE] ,  n=0,1,2..
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ot |d¢| est la mesure longueur d’arc normalisée sur le cercle unité T' (pour plus des détails

[46] )-

Mesure d’équilibre sur un contour.

Définition 4.2.4 ([46],[50]).Soit w = ¢ (z) la transformation conforme unique qui applique
Uextérieur du contour ,Q vers lextérieur du disque unité G possédant les propriétés i), ii),iii)

et w) ((woir théoréme 4.1.1 ). La mesure d’équilibre sur le contour E est définie par

l
ME(B):g}@/(Z)HdZ’ zeBCQ.

avec

27
©(B)

%uE (B)z/jg’wl(gzydﬂ —l/de

ol or est la mesure longueur d’arc normalisée sur le cercle unité T (pour plus des détails

T
[40];[46] )-
Les deux constantes Cap (E) et pp seront déterminées comme suit.

Lemme 4.2.1.([46],[50], /3], [64].[37).]38]).

3=

limsup | Ly, (2)|

n—oo

= Cap (E)

et
1
limsup [Ly, (2)|" < Cap (E) |¢ (2)] .

n—oo

Uniformément sur les compacts de Q — {0} . Plus précisement

S=

limsup [L,2 (2)|» = Cap (E) |¢ ()]

n—oo

Localement uniformément sur les compacts de C — [co T .
Pour plus de détails il est préconisable de consulter les travaux de E.Saff sur les mesures
d’equilibre des polynémes orthogonaux et la distribution de leurs zéros.

Définition et théoréme 4.2.5 ([32],[35],[61],[50],[64]) Considérons le développement en
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série de Laurent a l'infini de la fonction ¢ et ses puissances non negatives and its non-négatives

n

" suivantes :

1 > K
= . Q. 4.11
v (z) Cap(E)z+ag+kZ:1akz , z € ( )

W' (z) =Fh(2) + A (2), z€ 2, A\ (§) — 0, uniformément sur E.

On appelle n-iéme polynéme de Faber sur Q0 , la partie polynémiale notée par F, (z) du déve-

loppement précédent.

4.2.1 Problémes extrémaux dans ’espace H? (€2, p)

Théoréme 4.2.5 ([37],[38],/39]) Considérons le probléme extrémal suivant

p(8) =inf { gl @ € HY (), 9 (o0) =1} (4.12)

La solution optimale du probléme (4.12) ainsi que sa valeur optimale sont données par

DE,p

P 2w
1 (B) =l 1w, = Dg,, (0) B

HP(Q,p) - [DE,p(00)]”

Preuve ,([37],(38],/39],[61],[50],[64])
Soit ¢ € HP (2, p) : ¢ (00) =1, on a alors

LG g L .
R [Di, (7 17 ) /\DE,) wyp

2
/ Dr R;Zw))lj\degz [ o (me)[ a0,
0

ol

g (Re) = # (¥ (Re"))

Diy (W (Re?))

Si on définit la fonction g, par

o (1) = (5o ) 0 < R <L g (0) =g ().
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on remarquera que la fonction g, est holomorphe dans D, alors en utilisant le fait que les

fonctions sous le signe intégrale soient sous-harmoniques et la formule de Cauchy on obtient :

2m
1 .
0

= 2m |gp (0)] = 27 |g (c0)]

Ainsi

L@ 1 gl s (20 Y _ 2
5 De, G 00 22 (5255) - 3 )

en passant a la limite quand R — 17,Vp € HP (Q, p) telle que ¢ (c0) = 1,0n a

2w
> -
HSDHHP(Q,p) = D%,p (OO)

Si
()0 - )
Dg,p (00)

on a

©* e HP (Q,p) : ¢* (00) =1,
de plus elle réalise I’égalité dans (4.13). alors si R — 1T on obtient :

™| o
@ =5
HP($,p) D%,p (00)

Ceci montre que ¢* est la solution optimale du probléme (4.18) et que

Dg, _ 2m
1) =16 o = | 5, - o3| = B )

(4.14)
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4.3 Polyndmes polaires associés aux polyndmes orthogonaux

sur le contour

Notons par {P, o ()} la suite des polyndmes polaires moniques associés a la suite

n=0,1,2...
des polynomes orthogonaux moniques { L, (z)} sur le contour. P, , (2) est par définition solution
de I’équation différentielle

(n+1) Ly (2) = Poa (2) + (2 =) P, (2) (4.15)
et vérifie les relations suivantes

(n—i—l)/an(t)dt:(z—a)Pn,a(z), n=,12.... (€ C,z# a)

et
(z—a)Pra(2),_,=0 n=12.....

Les propriétés précedentes impliquent
ou encore

[ 1Paa(©+ €= ) P (O] T @p (@) lde] =0, m#n.

Avec ces notations on obtient aussi

/E [Poa (€) + (€ = ) Pl (€)] T (©)p () |de] = (n+ 1) [Lal® , 1 =0,1,2...
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Chapitre 5

Comportement asymptotique des
polynomes polaires associés aux
polaires L, extrémaux sur le

contour

Ce paragraphe contient la deuxiéme partie des résultats originaux de cette these. Il s’agit
des formules asymptotiques des polyndmes polaires associés aux polaires L, extrémaux sur le

contour

5.1 Comportement asymptotique des polynémes L, extrémaux

associés a une mesure concentrée sur le contour
Le principal résultat concernant le comportement asymptotique des polynomes L, extré-
maux associés a une mesure concentrée sur le contour se trouve dans le théoréme suivant qui

est du & Gueronimus

Théoréme 5.1.1 (1952,/26]) Soit E un contour de Jordan rectifiable et p une fonction
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poids définie sur le contour E tq

p>0 et /E|§|”p(§) |d¢| < +o00, n=0,1,.... (5.1)

et la condition dite de Szegé suivante,

/E (log p(6)) |/ (€)] €] > —oo. (5.2)
Notons
ma(p) = Min {|Qu (| @n = 2" + s Qu (00) = 1 (5.3)
Alors on a
Jim, e = (o)
et
. L) ... _
i [z = @), o4
et

Ln(2) = C(E)"¢"(2)¢" (2) [1 + en(2)],

uniformément sur es compacts de 2. Dans ce cas, p*, la solution optimae est donnée par la

relation suwivante :

p

DE’ (Z) 8 * .
Hp‘ =l ||HP(Q7P) = mf{HsOH%p(Q,p) o (00) = 1} = 1 (p)

DE,p(OO)

HP(Q,p)
Théoréme 5.1.2 Avec les mémes notations et les mémes hypothéses que celles du théoréme

5.1.1 de Ya. L. Geronimus, on a :

=1 B C(B)e(2) (5.5)
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et
lim -n (2) _ " (2) (5.6)

et

()
0L ()~ 9 (2) (51)

uniformément sur les compacts de €.

5.2 Comportement asymptotique des polyndémes polaires asso-

ciés aux polynomes L, extrémaux sur le contour

a € C (appelé pole). Notons par { Py, o (2)} la suite des polynomes polaires moniques

n=0,1,2...

associés a la suite des polynomes moniques L, extrémaux sur le contour {L,(2)}. Py o (2) est

par définition solution de I’équation différentielle
(n+1) Ly (2) = Poa (2) + (2 — @) P, (2) (5.8)
et les relations suivantes

(n+1)/ZLn(t)dt:(z—a)pn,a(z) P12 (2 £ )

et
(z—a)Pra(2),_,=0 n=1,2..... (5.9)

et
Ppo(a)=(n+1)L, () n=12....

On trouve dans le théoréme le comportement asymptotique des polynomes polaires P, 4 (2) .
Théoréme 5.2.1 Soit E un contour de Jordan rectifiable et p une fonction poids définie

sur le contour E telle que

p>0, [E €7 p(€) |de| < +o0 et /E (log p(€)) | ()] |de] > —c0.  (5.10)
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Alors on a

Ly (2) . Pra(2)
1 = (z — 1 d 5.11
00 P o (2) (z—a) lim = P (2) (5.11)
et
. Pn+1 «a (Z)
lim ————= =C(FE 5.12
e (E)e () (5.12)
uniformément sur les compacts de Q.
Preuve : Divisons les deux membres de 1'égalité (5.8) par nP, o (2), on a
1 L 1 P (z
n Poa(z) n nP.q (2)
D’ou le point (5.11). Ainsi le point (5.12) provient du point (5.5) et du fait que
llm Pn"!‘l,a (Z) — hm Ln+1 (Z)
n—00 Pn,a (z) n—oo L, (z)
Ce qui termine la démonstration.
Corollaire 5.2.1
L P (z
n() _ jy Fra ) (5.13)
n—oonLy, (z) n—oonP, 4 (2)
uniformément sur les compacts de Q.
L/
lin Zne1 () C(E)¢ (2) (5.14)

n—oo nl, (z)

Preuve : L’égalité (5.8) donne,

Ly (z) _ (5= 0) Pla(2) +2Pp0 (2)
Ln(z) (=) Pha(®) T Paa(d)

Alors P ()
() Palx) G-ompimta
nLly (2)  nPha(z _ Plaz) 17
( ) ’ ( ) (2’ a) nPp o (2) + n

D’ou le point (5.13). D’une autre fagon et en utilisant la décomposition

Ly (2) _ Ly, 11 (2) Lyt (2)
nly (z) nlpt1(2) Ly (2)
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on obtient I'assertion (5.14) en appliquant (5.5) et (5.7).

Remarque 5.2.1 Remarquons que

() =B 52)
Pma Pn,a Ln Pma

on obtient donc

uniformément sur les compacts de 2. B
Corollaire 5.2.2
L) _ g2 .10

uniformément sur les compacts de <)

Preuve : Effectuons la décomposition suivante

Ly(2) _ Ly(2) Ln(2) nPua(z)
Bha(2)  nln(2) Poa(2) By (2)

) n,0

Appliquons (5.7) et (5.11) on obtient (5.16). B

Théoréme 5.2.2

PG
A BB 002 (5.17)

et
i Frtra )

T
K

=C(E) ¢ () (5.18)

uniformément sur les compacts de §2

Preuve : Pour tout nombre complexe fixé a,les polynémes polaires P, , (z) vérifient

“ Ly (t)dt
lim Pra(2) = (n+1) lim Ja ! n—(a) — (n+1) Ly ()
a est un pole dePy o acl

On sait que

(log (z — @) Ppo (2) = (ZZ = ) Pa,
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Avec I'aide de (5.8).On obtient

L, (2)
(z— ) Pya(2)

(log (z — @) Pyq (2)) = (n+1)

Intégration de a vers z, les deux membres de cette égalité, on obtient

(z — ) Pyo(2) L, (t)

(@—a) Prafa) P TY = P

Ceci montre que

a—« i L, (t)
Poo(z)= P a 1 ————dt
()= 2P @esn (1) [
Avec (5.5) on obtient
. PnJrl «a (Z) PnJrl «a (CL) -1 . z Ln (t)
I : : — exp 1 S L A
w50 Pro(2) \ Poa(a) TP J, =) Poa (1)

Ce qui revient & montrer que.
/

b PG ()
n—oon by o (2) v (2)

La preuve du point (5.17) est achevée. Le point (5.18) s’obtient en tenant en compte (5.17) et

(5.12) et en remarquant que

P1,L+1,a (Z) _ PT/L+1,CM (Z) PnJrl,a (Z)
nPn,a nPn+1,a (Z) Pn,a

Ce qui revient & montrer que.

lim P/H—l,a (Z)

n—oo nana

=C(E)¢ (2)

Conclusion générale

Dans ce travail nous avons apporté une contribution & un probléme n’est facile dans le
domaine de la théorie constructive des polynémes polaires associés aux polynémes orthogo-
naux et leur comportement asymptotique.Le résultat principal porte sur I’étude du comporte-

ment asymptotique des polyndémes polaires associés aux polynoémes orthogonaux sur le cercle

69



unité,et le comportement asymptotique des polynémes polaires des polynémes orthogonaux sur
un contour.Il est trés possible que les formules asymptotiques obtenues trouveront leurs appli-
cations dans plusieurs domaines des physiques- mathématiques.Il est utile de dire que le projet
des polynémes polaires avec tous les autres polynoémes orthogonaux ou non-orthgonaux associés
aux polyndémes orthogonaux relativement a n’importe qu’elle mesure,auront leur lieu privilege
et joueront leur role dévolu dans le probleme de comportement asymptotique des polynoémes
orthogonaux et autre problémes d’approximation polyndmiales en norme ( les problémes de la

convergence uniforme par une meilleure approximation polynomiale).

ALHAMDOU LILLAH OUA ASSALATOU OUA ASSALAMOU ALA SIDNA
RASSOULOU ALLAH
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