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RESUME

Soit fLng le système de polynômes orthogonaux sur le cercle unité i.e. Ln (z) véri�e les

relations d�orthogonalité suivantes :

Z 2�

0
Ln (z) (z)

k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1; z = ei�:

Soit � 2 C �xé; que nous appelerons pôle, dé�nissons la suite des polynômes polaires notés

Pn;�(z) associés aux polynômes orthogonaux Ln (z), comme suit. Pn;�(z) = zn + :::;(Pn;�(z)

est un polynôme unitaire ( monique)) est solution de l�équation di¤érentielle suivante :

(n+ 1)Ln (z) = ((z � �)Pn;� (z))0 = Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z) :

On étudie dans cette thèse les propriétés des polynômes polaires Pn;� (z) :
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ABSTRACT

Let � be a �nite positive measure de�ned on the Borelian ��algebra of C, � is absolutely

continuous with respect to the Lebesgue measure d� on [��;+�] : Let us consider fLn(z)gn2N ;

the system of monic orthogonal polynomial with respect to �: We introduce a new class of po-

lynomials fPn;�g ; that we call polar polynomials associated to fLn(z)gn2N :For a �xed complex

number �; Pn;� (z) is solution of the following di¤erential equation

(n+ 1)Ln (z) = Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z) :

We study algebraic and asymptotic properties of the polar polynomials.
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Les spécialistes des approximants de Padé verront rapidement que la clef de l�orthogonalité

vient donc de ce renversement des termes dans les transformées de Stieltjes de la mesure de

Lebesgue, et de celle de la mesure �,je considère la mesure positive sur [0; 1] de densité :

x 7�! � (x) =
1

ln2
�

x
1�x

�
+ �2

:

Roland Groux (Les mesures secondaires,2006).
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Introduction

Soit � une mesure positive �nie dé�nie sur la tribu borélienne de C et concentré sur le

cercle unité T = fz; jzj = 1g. � est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

d� sur [��;+�] ; i.e.

d� (�) = �(�)d�; � � 0; � 2 L1([��;+�] ; d�): (1)

Ceci étant, considérons Ln (z) = zn + :::; le polynôme monique de degré n exactement (le

coé¢ cient de zn est égal à 1) associé à la mesure �. Ln (z) véri�e les relations d�orthogonalité

suivantes :

Z 2�

0
Ln (z) (z)

k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1;
�
z = ei�

�
: (2)

Soit � 2 C �xé; que nous appelerons pôle, dé�nissons la suite des polynômes polaires notés

Pn;�(z) associés aux polynômes orthogonaux Ln (z), comme suit.Pn;�(z) = zn + :::;(Pn;�(z) est

un polynôme unitaire ( monique) Pn;� est solution de l�équation di¤érentielle suivante :

(n+ 1)Ln (z) = ((z � �)Pn;� (z))0 = Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z) : (3)

Notons que �n(z) = (z � �)Pn;� (z) est un polynôme monique, primitive de (n+ 1)Ln (z) ;

normalisé par la relation �n(�) = 0: Une conséquence directe des relations précédentes est que
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Pn (z) satisfait les relations d�orthogonalité suivantes :Z 2�

0

�
Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z)

�
(z)k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1;

�
z = ei�

�
: (4)

Ce type d�orthogonalité généré par des opérateurs di¤erentiels a été introduit initialement par

Aptekarev,Cachafeiro,Marcellán,[2] et Alfaro et Marcellán,[4].Une étude similaire a été e¤ectuée

par A.Fundora, H.Pijeira et W.Urbina [22],[49],dans le cas où la mesure est concentrée sur le

segment [�1;+1] ; au lieu du cercle T = fz; jzj = 1g.Une étude autre similaire a été e¤ectuée

par Ya.Laskri ,A.Rehouma [42] ,dans le cas où la mesure de surface ( planar measure) est

concentrée sur le disque unité ( polynômes polaires des polynômes orthogonaux de type de

Bergman).En englais (Polar Bergman polynomials on domains with corners ).

La première partie de cette est consacrée à l�étude des propriétés algébrique et le compor-

tement asymptotique des polynômes polaires fPn;�gn2N :

Considérons maintenant une mesure � de support E: E est un contour de Jordan récti�able:Par

l�appellation polynômes Lp extrémaux on désignera les polynômes notés Tn;p;� qui sont solutions

optimales de problèmes extrémaux posés dans l�espace Lp (�;C) : Si on note par mn;p (�) (n 2

N; p > 0) les constantes extrémales associées à � et à E; on obtient

mn;p (�) = kTn;p;�kLp(�;E) = min
a0;a1;:::;an�12C






zn +
n�1X
k=0

akz
k







Le cas p = 2 correspond au cas très connu des polynômes orthogonaux normalisés Tn;2;�

associés à la mesure �: Les conditions d�orthogonalité étant :

Tn;2;�(z) = zn + :::; et
Z
E
Tn;2;�(z)Tm;2;�(z)d�(z) = kn�n;m; kn 6= 0; n;m 2 N: (6)

Soit � 2 C; qu�on appelle pole, on appelle polynômes polaires; associés aux polynômes

Tn;p;�, la suite des polynomes qu�on note fQn;� (z)gn=0;1;2::::dont le coe¢ cient de z
n est égal à

+1 et solutions de l�équation di¤érentielle suivante :

(n+ 1)Tn;p;� = Qn;� (z) + (z � �)Q0n;� (z) (7)
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La deuxième partie de cette thèse est consacrée à l�étude des propriétés algébriques et le

comportement asymptotique des polynômes polaires fQn;� (z)gn=0;1;2::::.

La thèse est composée de cinq chapitres. Le chapitre I est consacré à l�étude des propriétés

fondamentales des polynômes orthogonaux associés à une mesure concentrée sur le cercle unité.

On dé�nit dans ce chapitre aussi les polynômes polaires associés aux polynômes orthogonaux

sur le cercle unité: On donne quelques propriétés générales de ces polynômes.

Le chapitre II est consacré à l�étude du comportement asymptotique des polynômes ortho-

gonaux associés à une mesure concentrée sur le cercle unité:

le chapitre III contient une partie importante des résultats originaux de cette thèse. Il

est consacré à l�étude du comportement asymptotique des polynômes polaires associés aux

polynômes orthogonaux sur le cercle unité. On y trouve aussi quelques notions et résultats

concernant la localisation des zéros des polynômes polaires.

Le chapitre IV est consacré à l�étude des propriétés fondamentales des polynômes orthogo-

naux et Lp extrémaux associés à une mesure concentrée sur un contour de Jordan recti�able.

On y dé�nit aussi les polynômes polaires associés aux polynômes orthogonaux sur le contour.

Dans le chapitre V on expose la deuxième partie des résultats originaux de la thèse. Il s�agit

essentiellement des résultats concernant le comportement asymptotique des polynômes polaires

associés aux polynômes orthogonaux sur un contour de Jordan recti�able :

Le manuscrit se termine par une conclusion générale, quelques problèmes ouverts et des

perspectives de résolution.
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Chapitre 1

Polynômes orthogonaux sur le cercle

unité et polynômes polaires associés.

Dé�nitions et propriétés générales

1.1 Dé�nition et propriétes générales des polynômes orthogo-

naux et polynômes associés sur le cercle unité

Soit � une mesure positive, �nie, non discrète et dé�nie sur la tribu Borélienne B (C) de C ,

C étant muni de sa topologie usuelle. � est supportée sur le cercle unité @D = T = fz; jzj = 1g.

On suppose dans tout ce qui suit que

zn 2 L2 (�;C) ; n = 0; 1; 2; :::

Notons par fLn (z)g1n=0 la suite des polynômes orthogonaux sur le cercle unité T par rapport

à la mesure �, fLn (z)g1n=0 véri�ent donc les relations d�orthogonalité suivantes

1

2�

Z 2�

0
Ln (z)Lm (z)d� (�) = �n;m kLnk2L2(@D;d�) ; n;m 2 N:

�
z = ei�

�
(1.1)
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et

kLnk = kLnkL2(@D;d�) =

s
1

2�

Z 2�

0
jLn (z)j2 d� (�) ; n = 0; 1; 2:::::

�
z = ei�

�
Pour l�unicité, posons

Ln (z) = zn + �n;1z
n�1::::+ �n;n�1z + �n;n

Remarquons que

�n;n�1 = L0n (0) et �n;n = Ln (0)

Notons par OPUC l�ensemble des polynômes orthogonaux sur le cercle unité.( in short

abbreviation Orthogonal Polynomials on the Unit Circle ).

Dé�nition 1.1.1.Soit fLn (z)g1n=0 le système de polynômes orthogonaux associés à la me-

sure � sur le cercle unité. On appelle polynômes réciproques des polynômes les polynômes notés

fL�n (z)g et reliés aux polynômes orthogonaux fLn (z)g par la relation

L�n (z) = znLn

�
1

z

�

Donnons dans le théorème suivant quelques propriétés de ces polynômes

Théorème 1.1.1.([47], [21] [40],[23],[43],[44],[55],[56],[57]). Les polynômes fL�n (z)g

et fLn (z)g véri�ent les relations suivantes

Ln+1 (z) = zLn (z)� �nLn+1 (0)L�n (z) (1.2)

où �n = �Ln+1 (0) ,:�n s�appellent les constantes des Verblansky,[4],[47], [21] [40],[23],[43],[44]

,[55],[56],[57],[59],Et

L�n (z) = Ln (0)z
n + L0n (0)z

n�1::::::�n;nz + 1

encore

kLn+1k2L2(@D;d�) =
�
1� jLn+1 (0)j2

�
kLnk2L2(@D;d�) = (1.3)

16



et,[47], [21] [40],[55],[56],[57],[59],

kLn+1k2L2(@D;d�) =
nY
k=0

�
1� j�kj2

�

,aussi

hLn; zniL2(@D;d�) = kLnk
2
L2(@D;d�) (1.4)

dans le même contexte

�
Ln (z) ;

1

z

�
L2(@D;d�)

= Ln+1 (0) hL�n (z) ; 1iL2(@D;d�)

et

L�n (z) = L�n�1 (z) + zLn; (0)Ln�1 (z) (1.5)

par suite

����Ln+1 (z)Ln (z)
� z
���� = ����L�n+1 (z)L�n (z)

� 1
���� = jLn+1 (0)j ;pour jzj = 1:

et

L�n (z) = 1 +
n�1X
k=0

Lk+1 (0)Lk (z) :

Si, [56],[57],[59]

d� = � (�)
d�

2�
+ d�s

� (�) est une fonction poids absolument continue et positive sur [0 2�] ; d�s est une mesure

singulière.La formule de Szegö,[55],[56],[57],[59]

1Y
n=0

�
1� j�nj2

�
= exp

0@ 1

2�

2�Z
0

log (� (�)) d�

1A (1.6)
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1.2 Outils fonctionnels pour étudier le comportement asymp-

totique des polynômes orthogonaux sur le cercle unité

L�espace fonctionnel de base qui nous sert à étudier le le comportement asymptotique des

polynômes orthogonaux sur le cercle unité, est l�espace de Hardy H2 (D) ou plus généralement

Hp (D) :

1.2.1 L�espace Hp (D)

L�espace Hp (D) sert à étudier le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux

et plus généralement les polynômes Lp extrémaux.

Dé�nition 1.2.1 Si f 2 H (D) (analytique dans D); nous dé�nissons pour p > 0 et pour

tout r; 0 � r < 1

Mp (f ; r) =

8<: 1

2�

�Z
��

���f �rei�����p d�
9=;
1=p

: (1.7)

Théorème 1.2.1([53],[33],[18]) Les fonctions Mp (f ; r) sont monotones croissantes en

r:

Ce théorème permet d�établir la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.2.2 Pour tout f 2H (D) et pour p > 0; on pose

kfkp = lim
r!1

Mp (f ; r) = sup
0�r<1

fMp (f ; r)g : (1.8)

La classe Hp (D) est dé�nie comme l�ensemble des fonctions f 2H (D) pour lesquelles

kfkp <1:

Remarque 1.2.1 Si 0 < s < p <1; il est clair que Hp � Hs:

Théorème 1.2.2 ([53],[33],[18]) Pour 1 � p <1; l�espace
�
Hp (D) ; k:kp

�
est un espace

de Banach. Pour 0 < p < 1 l�espace Hp (D) est un espace métrique muni de la distance

d (f; g) = kf � gkp

18



1.2.2 Limite radiale

Théorème 1.2.3 ([53],[33],[18]) Si p > 0 et si f 2 Hp (D) alors f possède une limite

radiale notée f�

lim
r!1

f
�
rei�

�
= f�

�
ei�
�

(1.9)

presque partout sur le cercle �: En plus

f� 2 Lp (�) ;

et

kfkp = kf
�kLp(�) (1.10)

Théorème 1.2.4 ([53],[33],[18]) Soit f 2 Hp (D) alors

lim
r!1

�Z
��

���f �rei��� f� �ei�����p d� = 0 (1.11)

où f
�
ei�
�
est la limite radiale de f (z) :

Corollaire 1.2.1 ([53],[33]) Soit f 2 Hp (D) alors f est respectivement l�intégrale de

Poisson et de Cauchy de sa limite radiale f�
�
ei�
�
, on a alors

f (z) =
1

2�

�Z
��

Pr (� � t) f�
�
ei�
�
dt;

et

f (z) =
1

2�i

�Z
��

f� (�)

� � z dt: (1.12)

1.2.3 L�espace H2 (D)

La particularité de l�espace H2 (D) est dû au faît qu�il s�agit d�un espace de Hilbert et qu�on

peut l�identi�er avec un sous-ensemble de L2 (�) :([53],[33],[18]) Rappelons que la norme d�un

19



élément g 2 L2 (�) est donnée par

kgk2 =

8<: 1

2�

�Z
��

jg (t)j2 dt

9=;
1=2

:

et que le produit scalaire est dé�ni par

hf; giL2(�) =
1

2�

�Z
��

f (t) g (t)d�:

L�espace H2 (D) est l�espace fonctionnel pour étudier le cas particulier trés connu des po-

lynômes orthogonaux. Les propriétés essentielles de cet espace se résument dans le théorème

1.2.5 suivant

Théorème 1.2.5 ([53],[33],[18])

(i) Une fonction f 2 H (D) de la forme f (z) =
1P
n=0

anz
n (z 2 D) ; appartient a H2 (D) si

et seulement si
1P
n=0

janj2 <1: Dans ce cas

kfk22 =
1X
n=0

janj2 :

(ii) Si f 2 H2 (D) alors lim
r!1

f
�
rei�

�
existe en presque tous les points de � une limite radiale

notée f�
�
ei�
�
; elle véri�e kfk2 = kf�kL2(�) :

(iii) f est l�intégale de Cauchy de f�; c�est-à-dire :

f (z) =
1

2�i

Z
C1

f� (�)

� � z d� ; z = rei�; 0 � r < 1; (1.13)

C1 étant le cercle unité orienté positivement.

1.2.4 Fonction de Szegö associée au disque unité

Comme on le verra plus tard, la formule asymptotique des polynômes Lp extrémaux s�ex-

prime essentiellement en fonction des fonctions de Szegö (qui représentent la partie absolument

continue de la mesure �) : Les fonctions de Szegö rentrent dans le cadre général de la représen-
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tation des fonctions positives. Pour la construction de ces fonctions dans le disque unité ouvert,

on recommande ([53],[33],[18],[55],[56]).

Soit F 2 Hp (D) et F � la limite radiale de F qui existe presque partout sur le cercle �:

posons f (�) =
��F � �ei���� : Il est connu que f 2 Lp ([��; �] ; d�). On montre aussi que log (f) 2

L1 ([��; �] ; d�) ; ([53],[33],[55],[56]:Réciproquement si f 2 Lp ([��; �] ; d�) ; f presque partout

positive et log (f) 2 L1 ([��; �] ; d�) ; on montre ([53],[33],[18]) qu�il existe une in�nité de

fonctions F 2 Hp (D) tel que f (�) =
��F � �ei����, presque partout pour �� � � � �: z� étant la

limite radiale de z:

Parmi les fonctions de type F; on peut construire une fonction particulière dite fonction de

Szegö et dont les propriétés se trouvent dans le théorème suivant :

Théorème 1.2.6 ([53],[18],[33],[55],[55],[56]):Soit f une fonction non négative dé�nie

sur [��; �] tel que f 2 Lp ([��; �] ; d�) et log (f) 2 L1 ([��; �] ; d�) ; d� étant la mesure de

Lebesgue sur [��; �] ; alors la fonction suivante

Df (z) = exp

8<: 1

2�p

2�Z
0

log
�
f
�
ei�
�� ei� + z

ei� � z d�

9=; ; (jzj < 1) (1.14)

dîte fonction de Szegö associée au domaine D et à la fonction f posséde les propriétés suivantes :

(i) Df 2 Hp (D) :

(ii) Df (z) 6= 0; 8z 2 D:

(iii)
��Df �ei����p = f (�) ; presque partout sur �; où Df

�
ei�
�
est la limite radiale de Df :

(vi) Df (0) > 0:

Preuve du théorème 1.2.6 et construction de la fonction de Szegö Df

Soit f une fonction non négative telle que f 2 L1 ([��; �] ; d�) et log (f) 2 L1 ([��; �] ; d�) :

Considèrons l�intégrale de Poisson F
�
rei�

�
associée à la fonction log (f) donnée par

F
�
rei�

�
=
1

2�

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t) log (f (t)) dt

et qui possèdent deux propriétés essentielles ([53]�[33],[55],[55],[56]) à savoir que F est har-

monique dans le disque unité ouvert D et qu�elle représente la partie réelle d�une certaine
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fonction holomorphe que l�on notera h (z) : On supposera que h (0) est réel pour avoir l�unicité

de h: la fonction cherchée sera alors

g (z) = exp

�
1

2
h (z)

�
:

c�est-à-dire

Df (z) = g (z) et Re [Df (z)] = F
�
rei�

�
pour z = rei�; 0 � r < 1:

On montre alors que g véri�e les propriétés le (i), (ii), (iii) et (vi) du théorème 2.5.1 En e¤et,

(i) Montrons qu�il existe c > 0 tel que

1

2�

�Z
��

���g �rei�����p d� � c; 8r; 0 < r < 1:

Soit z = rei�

log (g (z)) = log (jg (z)j) + i arg (g (z)) = 1

2
(h (z))

=
1

2
Re (h (z)) + iIm (h (z))

ainsi

log (jg (z)j) = 1

2
Re (h (z)) ;

ou encore

log
����g �rei�����p� = Re�h�rei���
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ou en utilisant la formule de Jensen

���g �rei�����p = exp
n
Re
�
h
�
rei�

��o
= exp

8<: 1

2�

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t) log (f (t)) dt

9=;
� 1

2

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t)f (t) dt:

A présent, on intégre par rapport à �

1

2�

�Z
��

���g �rei�����p d� � 1

2�

�Z
��

0@ 1

2�

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t)f (t) dt

1A d�

=
1

2�

�Z
��

f (t)

0@ 1

2�

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t)d�

1A dt

=
1

2�

�Z
��

f (�) d� = c

(ii) est évident.

(iii) g 2 Hp (D) : Notons par g
�
ei�
�
la limite radiale de g;

���g �rei�����p = exp
8<: 1

2�

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t) log (f (t)) dt

9=; ;

mais

lim
r!1�

���g �rei�����p =
���g �ei�����p

= exp

8<: lim
r!1�

1

2�

�Z
��

1� r2
1 + r2 � 2r cos (� � t) log (f (t)) dt

9=;
= exp flog (f (�))g ; presque partout pour � � < � < +�:
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[33] page 274 ou,[53] page 220. On obtient alors

���g �rei�����p = f (�) ; presque partout pour � � < � < +�:

(vi) On a

g (0) = exp

�
1

2
h (0)

�
> 0:

Il n�est pas di¢ cile de montrer que

Df = g

La construction de la fonction de Szegö est terminée.�

1.3 Lemmes essentiels sur les polynômes orthogonaux

On trouvera dans cette partie les principaux lemmes sur les polynômes orthogoaux et qui

nous seront utiles par la suite

Lemme 1.3.1,([4]) �
L0n (z)

��
= nL�n (z)� z (L�n (z))

0 (1.15)

Preuve

Ln (z) = zn + �n;1z
n�1::::+ z�n;n�1 + �n;n

alors il est facile de véri�er que

L�n (z) = �n;nz
n + �n;n�1z

n�1::::::�n;nz + 1

et

L0n (z) = nzn�1 + (n� 1) �n;1zn�1::::+ �n;n�1

d�où �
L0n (z)

��
= �n;n�1z

n�1::::::+ (n� 1) �n;1z + n

et

L�0n (z) = n�n;nz
n�1 + (n� 1) �n;n�1zn�2 + ::::::+ �n;n
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d�où

nL�n (z)� z (L�n (z))
0 =

�
L0n (z)

��
ce qui est exactement (1.15).�

1.3.1 Polynômes orthogonaux secondaires

Dé�nition 1.3.1 Soit fLn (z)g1n=0 le système de polynômes orthogonaux associés à la me-

sure � sur le cercle unité. On appele polynômes orthogonaux secondaires associés aux polynomes

fLn (z)g1n=0 la suite des polynômes notés fQn (z)g
1
n=0 et véri�ant les relations suivantes :

Qn (z) =
1

2�

Z 2�

0

ei� + z

ei� � z

�
Ln

�
ei�
�
� Ln (z)

�
d� (�) n = 0; 1; 2:::: (1.16)

Lemme 1.3.2 [21] La suite fQn (z)g1n=0 véri�e les relations de récurence à trois termes

suivantes :

L0 = 1, Q0 = 1

et0@ Ln+1 Qn

L�n+1 �Q�n+1

1A =

0@ z Ln+1 (0)

Ln (0)z 1

1A0@ Ln Qn

L�n �Q�n

1A ; n = 0; 1; 2:::::

où

Q�n (z) = znQn

�
1

z

�
Lemme 1.3.3 [21]

Lim
n�!1

Q�n (z)

L�n (z)
=
1

2�

Z 2�

0

ei� + z

ei� � z d� (�) (1.17)

uniformément sur les compacts de fz; jzj � 1g :
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1.3.2 Polynômes noyaux

Dé�nition 1.3.2 Soit fLn (z)g1n=0 le système de polynômes orthogonaux associés à la me-

sure � sur le cercle unité. On appele polynômes noyaux associés aux polynomes fLn (z)g1n=0 la

suite des polynômes notés fkn (z; w)g1n=0 dé�nies par la relation suivante :

kn (z; w) =

nX
k=0

Lk (w)Lk (z)

kL
k
k2

Ceci étant, on obtient la relation dite de de Christo¤el-Darboux suivante :

Lemme 1.3.4 ( lemme de Christo¤el-Darboux,[14],[23],[43],[44] ,[55],[56],[57],[59]).

kn (z; w) =
L�n+1 (z)L

�
n+1 (w)� Ln+1 (z)Ln+1 (w)
kLn+1k2 (1� zw)

Dé�nition 1.3.3 Les polynômes orthogonaux noyaux à l�origine sont dé�nis par

kn (z; 0) =

nX
k=0

Lk (0)Lk (z)

kL
k
k2

Ces polynômes sont orthogonaux sur le cercle unité par rapport à la même mesure,[4],[14],

[23],[55],[56],[57],[59].

Parmis les propriétés des polynômes orthogonaux noyaux à l�origine, nous avons le lemme

suivant :

Lemme 1.3.5([4],[14], [23],[55])

kn (z; 0) =
L�n (z)

kLnk2�

si Qn est un polynôme de degré � n alors kn (:; 0) satisfait la relation suivante :

Z
jzj=1

D
s
kn (z; 0)Qn (z) d� (�) = Q(s)n (0) (1.19)

Et

k0n (z; 0) =
L�0n (z)

kLnk2�
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i.e

zk0n (z; 0) =
nL�n (z)� (L0n (z))

�

kLnk2�

Le lemme suivant s�appelle est du à Bernstein.

Lemme 1.3.6 ([4],[50],[59] )Soit Pn un polynôme de degré � n; arbitraire. Alors Il existe

une constante Cn dependent seulement de n telle que :



P 0n

� � Cn kPnk� (1.20)

où

kPnk� =
sZ

jzj=1
jPn (z)j2 d�

1.3.3 Polynômes dérivées polaires

Dé�nition 1.3.3 ([1],[5],[6],[7] )Soit Pn un polynôme de degré � n et � un nombre complexe

arbitraire. Si Pn =
nX
k=0

Cnk an;kz
k; alors le polynôme A�Pn de degré n� 1 qui véri�e

A�Pn =
n�1X
k=0

nCn�1k (an;k + an;k+1�) z (1.21)

s�appelle polynôme dérivée par rapport au nombre complexe �:

Il est aisé de véri�er que A�Pn ,[1],[5],[6],[7],véri�e

A�Pn = nPn + (� � z)P 0n (1.22)

Remarquons aussi que

lim
�!1

A�Pn (z)

� � z = P 0n (z)

En d�autres termes on a

A1Pn = P 0n (z)

Dé�nition 1.3.4 Soit Pn un polynôme de degré � n. Soit zn = (zn1; zn2::::znn) le n-uplet
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des nombres complexes, zéros de Pn. Le centre de masse G (z) est dé�ni par

G (z) =
1

n

nX
k=1

zn;k (1.23)

On peut parler aussi du centre de masse par rapport à un nombre complexe arbitraire �: Soit

w = a (z � �)�1 + b l�application linéaire,

G� (w) = � � n
 

nX
k=1

1

� � zn;k

!�1

Alors

G� (Pn) = � � n
�
P 0n (�)

Pn (�)

��1
Observons que

lim
�!1

G� (z) = G (z) (1.24)

Beaucoup d�auteurs ont étudié les polynômes dérivées polaires. On a le résultat suivant

Théorème 1.3.1( [1],[5],[6],[7],[8] ).Soit Pn un polynôme de degré � n et p � 1;

p

vuuut 2�Z
0

jP 0n (z)j
p d� � n p

vuuut 2�Z
0

jPn (z)jp d� ,
�
z = ei�

�
(1.25)

et

p

vuuut 2�Z
0

jA�Pn (z)jp d� � (1 + n j�j) p

vuuut 2�Z
0

jPn (z)jp d� ,
�
z = ei�

�
Théorème 1.3.2 ( [1],[5],[6],[7],[8]). Soit Pn un polynôme de degré n et p � 1 et � un

nombre complexe véri�ant j�j � 1: On suppose que Pn (z) 6= 0 si jzj < 1: Alors

p

vuuut 2�Z
0

jA�Pn (z)jp d� �
n (j�j+ 1)

p

vuuut 1
2�

2�Z
0

j1 + eiyjp dy

p

vuuut 2�Z
0

jPn (z)jp d� ,
�
z = ei�

�
(1.26)

Théorème 1.3.3 ( [1],[5],[6],[7],[8]). Soit Pn un polynôme de degré n et p � 1 et P �n (z) =
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znPn
�
1
z

�
Alors pour toute nombre complexe � telque Pn (z) = P �n (z) on a

jA�P �n (z)j = jA�Pn (z)j ; 8z 2 C

et

p

vuuut 2�Z
0

jA�Pn (z)jp d� �
n (j�j+ 1)

p

vuuut 1
2�

2�Z
0

j1 + eiyjp dy

p

vuuut 2�Z
0

jPn (z)jp d�,
�
z = ei�

�
(1.27)

Théorème 1.3.4 ( [5],[6],[7],[8]). Soit Pn un polynôme de degré n et p � 1 et P �n (z) =

znPn
�
1
z

�
. Alors pour toute nombre complexe �; tel que Pn (0) 6= 0; et pour tout nombre réel y

, on a

2�Z
0

2�Z
0

��A�P �n (z) + eiyA�Pn (z)��p d�dy � 2�np (1 + j�j)p 2�Z
0

jPn (z)jp d�;
�
z = ei�

�
(1.28)

1.4 Dé�nition et propriétes générales des polynômes polaires

associés aux polynômes moniques

Dé�nition 1.4.1 Soit Ln(z) = zn + :::::un polynôme monique et � 2 C quelconque. On

appelle polynôme polaire associé au polynome monique Ln(z) et au pole �; le polynôme monique

noté Pn;�(z) = zn + :::; solution de l�équation di¤érentielle suivante :

((z � �)Pn;�(z))0 = (n+ 1)Ln(z) (1.29)

Il est aisé de voir que Pn;� véri�e les relations suivantes :

(z � �)Pn;�(z) = (n+ 1)
zZ
�

Ln(t)dt, n = 1; 2; 3::: (1.30)
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avec la condition

[(z � �)Pn;�(z)]z=� = 0

et

lim
z!�

Pn;� (z) = lim
z!�

(n+ 1)

zZ
�

Ln(t)dt

z � � = (n+ 1)Ln (�)

Le lemme suivant donne une comparaison entre les coe¢ cients du développement de Taylor

de Ln et son polynôme polaire Pn;�:

Lemme 1.4.1 Si

Ln (z) = zn +

nX
i=1

an;iz
n�i et Pn;� (z) = zn +

n�1X
i=1

bn;iz
n�i

Alors

(k + 1) (bn;k � �bn;k+1) = (n+ 1) an;k , k = 2::::n� 1 (1.31)

Preuve Il su¢ t de remarquer que

(z � �)Pn;� (z) = (z � �)
nX
k=0

bn;kz
k =

nX
k=0

bn;kz
k+1 � �

nX
k=0

bn;kz
k

i-e

(z � �)Pn;� (z) = zn+1 +

nX
k=1

(bn;k�1 � �bn;k) zk � �bn;0

par dérivation,

((z � �)Pn;� (z))0 = (n+ 1) zn +
n�1X
k=0

(k + 1) (bn;k � �bn;k+1) zk

d�aprés la relation (1.29)

(k + 1) (bn;k � �bn;k+1) = (n+ 1) an;k ,k = 2; 3::::n� 1:

ce qui donne (1.31).�
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Le lemme suivant établit la relation entre les polynômes dérivées polaires et les polynômes

polaires.

Corollaire 1.4.1 On a

A�Pn;� (z) = (n+ 1) (Pn;� (z)� Ln (z)) (1.32)

D�autre part supposons qu�il existe deux constantes

C1 = C1 (d�) et C2 = C2 (d�) ;

tels que

C1 k:::kL2( d�2� ) � k:::kL2(d�) � C2 k:::kL2( d�2� ) (1.33)

alors

0@ 2�Z
0

���A�Pn;� �ei�����2 d�
1A

1
2

� C2n (j�j+ 1)

0BBBBBBB@
2�

2�Z
0

j1 + ei�j2 d�

2�Z
0

���Pn;� �ei�����2 d�
1CCCCCCCA

1
2

ou encore

kPn;� � Lnk� � C2n (j�j+ 1)

0BBBBBBB@
2�

2�Z
0

j1 + ei�j2 d�

2�Z
0

���Pn;� �ei�����2 d�
1CCCCCCCA

1
2

(1.34)

Preuve Les deux propriétés (1.22),(1.29) impliquent (1.32).Les deux assertions (1.25),(1.26)

et l�hypothèse (1.33) impliquent (1.34). �

Exemple 1.4.1 Le système de monômes Ln (z) = zn; n = 0; 1; 2:::::::est orthogonal sur le
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cercle unité. De�nissons l�ensemble des polynômes polaires Pn;1. Ces polynômes véri�ent donc

(n+ 1)

Z z

1
Ln (s) ds = (z � 1)Pn;1 (z) (1.35)

et

((z � 1)Pn (z))z=1 = 0

on a

Pn (z) =
zn+1 � 1
z � 1 =

nX
k=0

zk

les zéros de Pn;1 (z) sont exactement
�
z : z 6= 1 tels que : zn+1 � 1 = 0

	
;ces zéros sont les ra-

cines (n+ 1)-ième de l�unité. Posons � = e
2i�
n+1 ;on obtient

((z � 1)Pn)0

(z � 1)Pn
=

nX
k=0

1

z � �k

i-e
zn

zn+1 � 1 =
1

n+ 1

nX
k=0

1

z � �k
(1.36)

implique

lim
n�!1

((z � 1)Pn)0

n (z � 1)Pn
= lim
n�!1

P 0n (z)

nPn (z)
=
1

z

uniformément sur les compacts de fz; jzj > 1g :Et

lim
n�!1

P 0n (z)

nPn (z)
= 0

uniformément sur les compacts de fz; jzj < 1g : En conclusion

lim
n�!1

1

n

nX
k=0

1

z � �k
=
1

z
(1.37)

uniformément sur les compacts de fz; jzj > 1g :Et

lim
n�!1

1

n

nX
k=0

1

z � �k
= 0 (1.38)
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uniformément sur les compacts de fz; jzj < 1g :(Pour plus des détails voir chapitre 3).Puisque

2�Z
0

dt

z � eit = lim
n�!1

nX
k=0

2�

n+ 1

1

z � �k

Alors

si : jzj < 1 =)
2�Z
0

dt

z � eit = 0 et si : jzj > 1 =)
2�Z
0

dt

z � eit =
1

z

Par conséquent

lim
n�!1

P 0n (z)

nPn (z)
=
1

z
si : jzj > 1 et lim

n�!1
P 0n (z)

nPn (z)
= 0 si : jzj < 1:

et

Limn�!1
Ln (z)

Pn (z)
=
z � 1
z

(1.39)

uniformément sur les compacts de 
 = fz; jzj > 1 g :
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Chapitre 2

Comportement asymptotique des

polynômes orthogonaux et leurs

polynomes reciproques

Le problème du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur le cercle unité

a intéressé di¤érents auteurs dans divers contextes. Ce problème a été étudié de façon approfon-

die par Szegö ([55],[56], 1921), Krein ([31] 1945), Geronimus ([23],[26] 1958), Nevai([4],1979,et

[5], 1997), Li-Chien Shen ([26], 2000) et Lubinsky ([6], 2007). La formule asymptotique obtenue

est de la forme

Ln(z) �
zn

D�
�
1
z

� ; jzj > 1:
2.1 Comportement asymptotique des polynômes orthogonaux

sur le cercle unité

Notons par fLn(z)g la suite des polynômes orthogonaux associés au cercle unité et à la

mesure �: Le comportement asymptotique des polynômes fLn(z)g a été étudié par les auteurs

cités auparavent sous plusieurs conditions. Citons les principaux cas

a) � est absolument continue i.e. d� = �(�)d�; � 2 L1([0; 2�]; d�) et log (�) 2 L1 ([0; 2�] ; d�) ;

d� étant la mesure de Lebesgue sur [0; 2�] ; � � 0
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b) � n�est pas absolument continue. La partie absolument continue de � véri�e la condition

suivante dite de Szego ,[23],[40],[55],[56],[59],

Z 2�

0
log�0 > �1 (2.1)

ou la condition dite de Nevai [47],

�0 > 0 presque partout sur [0; 2�] (2.2)

La formule asymptotique obtenue est de la forme

Lim
n�!1

Ln(z)

zn
=

1

D�
�
1
z

� (2.3)

uniforméments sur les compacts de fz; z 2 C; jzj > 1:g ; ([23],[47],[55],[56]).

Dé�nition 2.1.1 ([22],[49],[46])Soit Qn polynôme de degré n. Notons par zn;1; zn;2; ::::zn;n

les zéros simples de Qn et par �n (Qn) la mesure suivante dite mesure de masse supportée par

les zéros de Qn

�n (Qn) =
1

n

nX
k=1

�zn;k (2.4)

�zn;k est la mesure de Dirac concentrée sur le point zn;k:

Dé�nition 2.1.2.Soit f�ng1n=1 une suite de mesures à support compact. On dit que f�ng
1
n=1

convege faiblement vers la mesure � quand n!1 si

lim
n!1

Z
fd�n =

Z
fd�

pour toute fonction f continue sur C à support compact. Dans ce cas on écrit �n
�! � ou

d�n
�! d� ou d�n(x)

�! �0(x)dx si � est absolument continue.

Notons par k:k4 la norm sup sur l�ensemble 4 et Cap(4) la capacité logarithmique de

4 ( [22],[49],[46],[37],[38],[50],[61],sur la notion de capacité logarithmique).Ceci étant on a le

résultat suivant
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Lemme 2.1.1 ([22],[49],[46],[37],[38],[59]):Soit � � C un ensemble compact tel que

int(4) = ?; C n (4) est connexe et cap(4) > 0

Soit fQn (z)g1n=0 une suite de polynômes moniques (i.e. Qn (z) = zn + :::; ) tels que

lim sup
n!1

kQnk
1
n
� � Cap (�) .

Alors

�n (Qn)
��! !�

!� est la mesure équilibrée de � ([22],[49],[46], pour plus de détails sur la mesure équilibrée).

Théorème 2.1.1([22],[49],[46])

lim
n!1

Q0n (z)

nQn (z)
= lim
n!1

Z
d�n (x)

z � x =

Z lim
n!1

d�n (x)

z � x =

Z
d!� (x)

z � x : (2.5)

où lim
n!1

�n (x) = ! (au sens de la convergence faible), �n est la mesure de masse supportée par

les zéros de Qn.

Lemme 2.1.2([22],[49],[46]):Soit fQn (z)g1n=0 une suite de polynômes. Alors pour j 2 N on

a

lim sup
n!1

0@



Q(j)n 




�

kQnk�

1A
1
n

� 1 (2.6)

Théorème 2.1.2([40],[47]):Soit � une mesure de Borel �nie dé�nie sur le cercle unité (

sur [0 2�]).Notons par f'ngn2N le système de plynômes orthonormés associés à la mesure

�: f'ngn2N véri�ent donc les relations suivantes

1

2�

Z 2�

0
'n(e

i�)'m(e
i�)d�(�) = �mn

On suppose aussi que � véri�e la condition de Nevai (2.2) ou la condition de Szego (2.1). Alors
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on a pour tout m 2 N

lim
n!1

zm'
(m)
n (z)

nm'n(z)
= 1 , (z = ei�).

2.1.1 Comportement asymptotique des polynômes dérivées

Considérons le système de polynômes orthognaux moniques fLn(z)gn2N ,c-à-d tels que

(Ln(z) = zn + ::::::) orthognaux associés à la mesure �; � (d�(�) = �(�)d�; voir (1:1)): On

s�intéresse à la limite du rapport Ln+1(z)
Ln(z)

: Rahmanov [51] a démontré que si �0 > 0 presque

partout sur [0 2�] ; alors on a

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= z (2.7)

Lubinsky [40] démontra le résultat suivant :

Théorème 2.1.2([40]) Considérons le système de polynômes orthognaux moniques fLn(z)gn2N (Ln(z) =

zn + :::; ) orthognaux associés à la mesure �: Supposons qu�on a

lim
n!1

Ln+1 (z)

zLn (z)
= 1 (2.8)

pour z tel que jzj = 1: Alors pour m � 1 on a

lim
n!1

L
(m)
n+1 (z)

zL
(m)
n (z)

= 1 (2.9)

uniformément dans fz : jzj � 1g :

Les lemmes suivants nous seront utiles pour la suite :

Lemme 2.1.3.([40],( théorème de Lucas,[19],[28]),( théorème de Badkov,[12] )

Soit Pn un polyôme de degré n. On suppose que tous les zéros de Pn sont situés dans le

disque unité. Alors tous les zéros des polynômes dérivés P (m)n , m = 0; 1; 2::::k; sont situés dans

le disque unité. D�autre part Si jzj = 1;alors

��P 0n (z)�� � n

2
jPn (z)j

Lemme 2.1.4.([8])( théorème de Abdul Aziz )
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Soit Pn = zn +
Pn�1
j=0 ajz

j un polynôme de degré n. Posons M = Max
0�j�n�1

jaj j : Alors tous

les zéros de Pn sont contenus dans le cercle jzj � 1 +M:

Lemme 2.1.5.([8])( théorème de Abdul Aziz )

Soit Pn = zn+
Pn�1
j=0 ajz

j un polynôme de degré n. Posons M = Max
0�j�n�1

jaj j ; alors tous les

zéros de Pn sont contenus dans la région

ja0j
2 (1 +M)n�1 (1 + nM)

� jzj � 1 + �0M

où �0 est la solution unique de l�équation :

x = 1� 1

(1 +Mx)n

dans l�intervalle [0 1] :

Lemme 2.1.6.([54])( théorème de Q.I.Rahman )

Soit Pn (z) un polynôme de degré n tel que tous les zéros de Pn (z) sont contenus dans le

disque unité jzj � 1: Si jaj > n+2
n ; alors ((z � a)Pn (z))0 possède une seule racine dans le disque

jz � aj � jaj+1
n+1 :

Toutes les autre n� 1 racines sont contenues dans le disque unité jzj � 1:

2.2 Comportement asymptotique des polynômes réciproques

associés aux polynômes orthogonaux sur le cercle unité

Rappelons que le polynôme réciproque L�n (z) de Ln (z) est dé�ni par

L�n (z) = znLn

�
1

z

�

Alors on a les résultats suivants

Proposition 2.2.1([40],[59],[23],[55])

jL�n (z)j = jLn (z)j z = ei�; (2.10)
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et,[40],[59] ����Ln+1 (z)Ln (z)
� z
���� � jLn (0)j (2.11)

et,[40],[59],[23]

lim
n�!1

Ln (0) = 0 (2.12)

Preuve Puisque

L�n (z) = znLn

�
1

z

�
on obtient alors pour jzj = 1

jL�n (z)j =
����Ln�1z

����� = jLn (z)j
Maintenant d�après l�hypothèse (2.8) et l�assertion (1.2) on a pour jzj = 1

����Ln+1 (z)Ln (z)
� z
���� = ����L�n+1 (z)L�n (z)

� 1
���� = jLn+1 (0)j ;

Ceci implique ����Ln+1 (z)Ln (z)
� z
���� � jLn (0)j

Comme dans [40] et d�après (2.8) on a

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= z;

Ceci implique

Ln+1 (0) �! 0 quand n �!1: �

Théorème 2.2.1([40]) Les polynômes Ln et L�n ainsi que leurs dérivées L
(m)
n et L

�(m)
n

véri�ent ����� L
(m)
n+1 (z)

zL
(m)
n (z)

� 1
����� � 2m

n�m + C jLn (0)j (2.14)

et �����L�(m)n (z)

L
(m)
n (z)

����� � C (2.15)

où la constante C depend seulement de m et non de n:
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Corollaire 2.2.1([40])

lim
n!1

L�n+1 (z)

L�n (z)
= 1 (2.16)

uniformément sur les compacts de fjzj < 1g :

Preuve Par dé�nition,et en tenant compte que,

Limn�!1

"
Ln+1

�
1
z

�
Ln
�
1
z

� # = 1

z

implique

Limn�!1
L�n+1 (z)

L�n (z)
= z:Limn�!1

"
Ln+1

�
1
z

�
Ln
�
1
z

� # = 1
uniformément sur les compacts de fjzj < 1g :
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des

polynomes polaires associés aux

polynômes orthogonaux sur le cercle

unité

Ce chapitre contient Les principaux résultats originaux de la thèse. On dé�nira et on étudiera

les propriétés algébriques et le comportement asymptotique des polynomes polaires associés aux

polynômes orthogonaux sur le cercle unité.

3.1 Dé�nitions des polynomes polaires associés aux polynômes

orthogonaux sur le cercle unité

Soit � une mesure positive �nie dé�nie sur la tribu borélienne de C et concentré sur le

cercle unité T = fz; jzj = 1g. � est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

d� sur [��;+�] ; i.e.

d� (�) = �(�)d�; � � 0; � 2 L1([��;+�] ; d�):
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Ceci étant, considérons Ln (z) = zn + :::; le polynôme monique de degré n exactement (le

coé¢ cient de zn est égal à 1) associé à la mesure �. Ln (z) véri�e les relations d�orthogonalité

suivantes :

Z 2�

0
Ln (z) (z)

k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1; z = ei�:

Soit � 2 C �xé; que nous appelerons pôle, dé�nissons la suite des polynômes polaires notés

Pn (z) = Pn;�(z) associés aux polynômes orthogonaux Ln (z), comme suit. Pn (z) = Pn;�(z) =

zn + :::;(Pn;�(z) est monique) est solution de l�équation di¤érentielle suivante :

(n+ 1)Ln (z) = ((z � �)Pn;�(z))0 = Pn;�(z) + (z � �)P 0n;�(z):

Notons que �n(z) = (z � �)Pn (z) est un polynôme monique, primitive de (n+ 1)Ln (z) ; nor-

malisé par la relation �n(�) = 0: Une conséquence directe des relations précédentes est que

Pn (z) satisfait les relations d�orthogonalité suivantes :Z 2�

0

�
Pn (z) + (z � �)P 0n (z)

�
(z)k �(�)d� = 0; k = 0; 1; :::; n� 1;

�
z = ei�

�
:

Ce type d�orthogonalité généré par des opérateurs di¤erentiels a été introduit initialement par

Aptekarev [2],Suárez [65] , Alfaro et Marcellan [4] . Une étude similaire a été e¤ectuée par

A. Fundora, H. Pijeira et W. Urbina ([22],[49]),dans le cas où la mesure est concentrée sur le

segment [�1;+1] ; au lieu du cercle T = fz; jzj = 1g.

3.2 Localisation des zeros des polynômes polaires associés aux

polynômes orthogonaux sur le cercle unité

Proposition 3.1.1. Les polynômes polaires Pn;� en les comparant avec leur polynômes

orthogonaux associés Ln;� véri�ent

P
(k)
n;� (�) =

n+ 1

k + 1
L(k)n (�) ; k = 0; 1; 2:::n: (3.1)
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Preuve Considérons (1.30).Remarquons que

((z � �)Pn;�(z))(k) = (z � �)P (k)n;� (z) + kP
(k�1)
n;� (z) = (n+ 1)L(k�1)n (z)

Posons z = �; dans la formule précédente on obtient l�assertion (3.1):�

Le lemme suivant compare les coe¢ cients du développement de Taylor de Ln et son poly-

nôme polaire Pn;�:

Lemme 3.1.1 Si

Ln (z) =

nX
k=0

An;k (z � �)k et Pn;� (z) =

nX
k=0

Bn;kz
k

alors

Bn;k =
n+ 1

k + 1
An;k; k = 0; 1; 2:::n (3.2)

Preuve (3.2) est une conséquence de (3.1).�

Lemme 3.1.2 ([22],[49],[60]) Posons

f (z) =
nX
k=0

�nkC
n
k z

k; et g (z) =
nX
k=0

�nkC
n
k z

k; �nk; �nk 2 C; (3.3)

Notons

h (z) =

nX
k=0

�nk�nkC
n
k z

k: (3.4)

Supposons que tous les zéros de f (z) appartiennent au disque fermé �: Notons par �n;1; �n;2; :::::::�n;n

les zéros de g (z). Alors tout zéro de h (z) peut s�écrire sous la forme �n;k
n;k;où 
n;k 2 �:

Dans [8] , Pijeira a montré à l�aide de ce thorème que tous les zéros des polynômes polaires

dans le cas d�une mesure concentrée sur le segment ( qui seront supposés moniques), appar-

tiennent au disque fermé borné �=fz; z 2 C : jzj � b+ c j�jg ; où b; c sont deux constantes

convenablement choisies.

On va maintenant énoncer un lemme dont la démonstration est un peu compliquée mais

son application est la base de la formule asymptotique à l�extérieur d�un contour. Ce résultat a

été obtenu par G.Szegô en 1921.

Lemme 3.1.3.([50],[55],[56],[61]).Soit 
 un domaine simplement connexe, � = @
 est un
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contour de Jordan recti�able.Soit ' la transformation conforme de 
 vers l�extérieur du cercle

unité,véri�ant les conditions suivantes :

' (1) =1 et '0 (1) = � : (3.5)

Soient z(n)k 2 ext(�); k = 1; 2:::n et Pn (z) le polynôme d�interpolation véri�ant :

Pn

�
z
(n)
k

�
= f

�
z
(n)
k

�
; k = 1; 2:::n: (z 2 
) : (3.6)

Si

lim
n!1

nY
k=1

�
z � z(n)k

�
(� :' (z))n

= 1: (3.7)

Uniformément sur les compacts de 
:

Alors

lim
n!1

Pn (z) = f (z) : (3.8)

Uniformément sur les compacts de 
:

Lemme 3.1.4.([59])

Soit (Ln;�)n la suite des polynômes orthogonaux sur le cercle unité associés à la mesure �.

Alors les zeros de Ln;� (z) sont dans le disque férmé unitaire � = fjzj � 1g :

Lemme 3.1.5.([59]). Soit (Ln (z; �))n la suite des polynôme paraorthogonaux sur le cercle

unité associés à la mesure �, i-e

Ln+1 (z; �) = zLn (z) + �L
�
n (z) ; , j�j = 1: (3.9)

Alors tous les zeros de Ln (z; �) sont sur le cercle unité : @� = fjzj = 1g :

44



3.3 Formules asymptotiques des polynômes polaires associés

aux polynômes orthogonaux sur le cercle unité

Le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur le cercle unité et leur po-

lynômes polaires constitue un lieu de rencontre privilègié pour diverses disciplines des mathé-

matiques. Ce paragraphe contient les premiers résultats originaux de cette thèse.

3.3.1 Comportement asymptotique des polynômes polaires

Théorème 3.2.1 Soit fLn (z)gn=0;1;2::::le système de polynômes orthogonaux relativement

à la mesure �. On suppose que la mesure � véri�e la condition de Nevai suivante :

�0 > 0 presque partout sur le cercle unité.

Notons par fPn;� (z)gn=0;1;2::::la suite des polynômes polaires unitaires ( Pn;� (z) = zn +

:::) associés à �: dont le coe¢ cient de zn est égal à +1. Alors

lim
n!1

Ln (z)

Pn;� (z)
=
z � �
z

(3.10)

et

lim
n!1

Pn+1;� (z)

zPn;� (z)
= 1 (3.11)

Uniformément sur les compacts de fz; jzj � 1g :

Preuve : Rappelons que par dé�nition les polynômes polaires Pn;�(z) sont solutions de

l�équation di¤érentielle suivante :

(n+ 1)Ln (z) = ((z � �)Pn;�(z))0 = Pn;�(z) + (z � �)P 0n;�(z): (3.12)

Divisons les deux membres de (3.12) par nPn;�(z) on obtient :

n+ 1

n

Ln (z)

Pn;� (z)
=
1

n
+ (z � �)

P 0n;�(z)

nPn;� (z)
(3.13)
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Remarquons que

lim
n!1

P 0n;�(z)

nPn;� (z)

existe ( pour plus de détails, [22],[49]). Notons cette limite par M(z): Par conséquent

lim
n!1

Ln (z)

Pn;� (z)
= (z � �) lim

n!1

P 0n;�(z)

nPn;� (z)

implique

1 = lim
n!1

Ln+1(z)
Pn+1;�(z)

Ln(z)
Pn;�(z)

= lim
n!1

Ln+1 (z)

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)

Ln (z)
= lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)

Pn;� (z)

Pn+1;� (z)
(3.14)

L�hypothèse �0 > 0 p.p. sur le cercle implique (pour plus de détails,[22],[49],[51],[40],[47]) :

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= z ; (3.15)

uniformément sur les compacts de jzj > 1:Les deux assertions (3.14) et (3.15) impliquent :

lim
n!1

Pn;� (z)

Pn;+1� (z)
=
1

z

On aura donc

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)
= z;

uniformément sur les compacts de jzj > 1:Ecrivons,

(n+ 1)Ln (z)

(z � �)Pn;� (z)
=

1

z � � +
P 0n;� (z)

Pn;� (z)
=

1

z � � +
d

dz
(logPn;� (z))

La dérivée logarithmique et son interprétation dépend de l�ensemble des zéros du polynôme

Pn;�:Remarquons que

((z � �)Pn;� (z))0

(z � �)Pn;� (z)
=

d

dz
[log (z � �)Pn;� (z)] (3.16)

et

((z � �)Pn;� (z))0 = Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z)
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Donc (3.16) et (1.29) impliquent

d

dz
[log (z � �)Pn;� (z)] = (n+ 1)

Ln (z)

(z � �)Pn;� (z)

L�intégration des deux membres de cette égalité de z1 à z donne :

(z � �)Pn;� (z)
(z1 � �)Pn;� (z1)

= exp

�
(n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

�
:

ce qui donne

Pn;� (z) =
z1 � �
z � � Pn;� (z1) exp

�
(n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

�

Par conséquent

Pn+1;� (z)

Pn;;� (z)
=
Pn+1;� (z1) exp

�
(n+ 2)

R z
z1

Ln+1(t)
(t��)Pn+1;�(t)dt

�
Pn;� (z1) exp

�
(n+ 1)

R z
z1

Ln(t)
(t��)Pn;�(t)dt

� (3.17)

=
Pn+1;� (z1)

Pn;� (z1)
exp

�
(n+ 2)

Z z

z1

Ln+1 (t)

(t� �)Pn+1;� (t)
dt� (n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

�
ou encore

Pn+1;� (z)

Pn;;� (z)

�
Pn+1;� (z1)

Pn;� (z1)

��1
= exp

�
(n+ 2)

Z z

z1

Ln+1 (t)

(t� �)Pn+1;� (t)
dt� (n+ 1)

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

�
(3.18)

D�autre part, on a

lim
n!1

Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt = lim

n!1

Z z

z1

Ln+1 (t)

(t� �)Pn+1;� (t)
dt: (3.19)

(3.18) et (3.19) impliquent

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;;� (z)

�
Pn+1;� (z1)

Pn;� (z1)

��1
= exp

�
lim
n!1

(n+ 2� n� 1)
Z z

z1

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

�
(3.20)

Notons

lim
n!1

P 0n;� (t)

nPn;;� (t)
dt =M(t) (3.21)
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et

� (z) =

Z z

z1

M(t)dt (3.22)

Remarquons que la limite (3.21) existe ([22],[49] pour plus de détails). Ceci étant, (3.20), (3.21)

et (3.22) donnent

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;;� (z)

�
Pn+1;� (z1)

Pn;� (z1)

��1
= e�(z)

avec

e�(z) =
z

z1

On a donc

lim
n!1

Pn+1;� (z)

zPn;� (z)
= lim
n!1

Ln+1 (z)

zLn (z)

Ce qui achève la démonstration. �

3.3.2 Comportement asymptotique des polynômes réciproques

Que se passe t�il pour les polynômes réciproques. C�est l�objet du théorème suivant

Théorème 3.2.2: Sous les mêmes hypothèses et notations du thérème 3.2.1, on a

lim
n!1

L�n (z)

P �n;� (z)
=
�
1� �z

�
lim
n!1

P �0n;� (z)

nP �n;� (z)
(3.23)

et

lim
n!1

P �n+1;� (z)

P �n;� (z)
= 1 (3.24)

Uniformément sur les compacts de fjzj < 1g :

Preuve :Il est utile de voir que

(n+ 1)L�n (z) =
�
1� �z

�
P 0�n;� (z) + P

�
n;� (z)

et

(n+ 1)L�n (z) =
�
1 + n

�
1� �z

��
P �n;� (z)� z

�
1� �z

�
P �0n;� (z)
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autrement dit

lim
n!1

L�n (z)

L�n�1 (z)
= lim
n!1

nP �n;� (z)

(n� 1)P �n�1;� (z)

�
1� �z

�
� z

�
1� �z

� P �0n;�(z)

nP �n;�(z)�
1� �z

�
� z

�
1� �z

� P �0n�1;�(z)

(n�1)P �n�1;�(z)

On combine avec (2.17), on obtient

lim
n!1

P �n;� (z)

P �n�1;� (z)
= 1

uniformément sur les compacts de fjzj < 1g : Ce qui achève la démonstration de l�assertion

(3.24). Maintenant,observons que

lim
n!1

L�n (z)

P �n;� (z)
=
�
1� �z

�
lim
n!1

P �0n;� (z)

nP �n;� (z)

uniformément sur les compacts defjzj < 1g : D�où l�assertion (3.23). �

3.3.3 Comportement asymptotique des polynômes dérivées

Théorème 3.2.3 Sous les mêmes hypothèses et notations du thérème 3.2.1, on a

lim
n!1

L0n (z)

P 0n;� (z)
=
z � �
z

(3.25)

et

lim
n!1

P 0n+1;� (z)

zP 0n;� (z)
= 1 (3.26)

uniformément sur les compacts de fz; jzj � 1g :

Preuve : Dérivons les deux membres de (1.30), on obtient

(n+ 1)L0n (z) = (z � �)P 0n;� (z) + Pn;� (z)

d�où

lim
n!1

L0n (z)

P 0n;� (z)
= (z � �) lim

n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)

D�où la conclusion de (3.25):On obtient (3.26) en utilisant (3.25).
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3.3.4 La dérivée Logarithmique et le comportement asymptotique

Remarque 3.2.1.Posons

�n+1 (z) = (z � �)Pn;� (z)

�n+1 est un polynôme primitive de (n+ 1)Ln (z) véri�ant la condition

�n+1 (�) = 0 ; n = 0; 1; 2:::::::

�n+1 satsifait aussi

(log �n+1 (z))
0 =

(n+ 1)Ln (z)

(z � �)Pn;� (z)
= (log (z � �))0 + (logPn;� (z))0 :

Remarquons que �
log �0n+1 (z)

�0
= (logLn (z))

0 (3.27)

On suppose que z appartient à l�nveloppe convexe formée des zéros de Ln (z) :Il existe une

droite qui sépare z et tous les zéros de Ln: Intégrons les deux membres de (3.27) de z à z1, on

obtient

log
�0n+1 (z)

�0n+1 (z1)
=

zZ
z1

L0n (t)

Ln (t)
dt

c-à-d

�0n+1 (z) = �
0
n+1 (z1) exp

0@n zZ
z1

L0n (t)

nLn (t)
dt

1A :

Intégrons une seconde fois les deux membres de dernière égalité de z à z1,on obtient

(z � �)Pn;� (z) = �0n+1 (z1)
zZ
�

expn

tZ
z1

L0n (u)

nLn (u)
dudt
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implique

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)
= lim
n!1

�0n+2 (z1)

�0n+1 (z1)
lim
n!1

zZ
�

exp (n+ 1)

tZ
z1

L0n+1(u)

(n+1)Ln+1(u)
dudt

zZ
�

expn

tZ
z1

L0n(u)
nLn(u)

dudt

Faisant n tendre à l�in�ni,i vient donc

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)
= z

uniformément sur les compacts de jzj > 1:Il s�ensuit alors,

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
=
1

z
:

Remarque 3.2.2.Remarquons que

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)

equivalently

lim
n!1

�
n

q
logPn;� (z)

�0
=

�
lim
n!1

log
Pn+1;� (z)

Pn;� (z)

�0
uniformément sur les compacts de jzj > 1: C�est à dire

lim
n!1

�
n

q
logPn;� (z)

�0
= lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)

Une deuxième démonstration de (3.10)

En combinant (1.30) et (3.11) on a

lim
n!1

Ln (z)

Pn;� (z)
= (z � �) lim

n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)

implique

lim
n!1

�
Ln (z)

Pn;� (z)

�0
= lim
n!1

Ln (z)

Pn;� (z)

 
L0n (z)

Ln (z)
�
P 0n;� (z)

Pn;� (z)

!
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D�où

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
= lim
n!1

L0n (z)

nLn (z)

uniformément sur les compacts defjzj > 1g :Ce qui termine la démonstration du point (3.10).

Que se passe t�il pour les polynômes polaires des polynômes orthogonaux secondaires relati-

vement à la mesure �. C�est l�objet du théorème suivant

Théorème 3.2.4 Soit
�
'n;� (z)

	
n=0;1;2::::

le système de polynômes polaires des polynômes

orthogonaux secondaires relativement à la mesure �: Si

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
= lim
n!1

'0n;� (z)

n'n;� (z)
=
1

z
;

alors

lim
n!1

Qn (z)

'n;� (z)
= lim
n!1

Ln (z)

Pn;� (z)
(3.28)

uniformément sur les compcats de fjzj > 1g :i-e.

lim
n!1

Qn (z)

'n;� (z)
=
z � �
z

(3.29)

et

lim
n!1

'n+1;� (z)

z'n;� (z)
= 1 (3.30)

uniformément sur les compcats de fjzj > 1g :

Preuve D�après la propriété (1.29) et (1.16),(1.17), on a

(z � �)'n;� (z) = (n+ 1)
Z z

�
Qn (t) dt

Remarquons que

lim
n!1

Ln (z)

(z � �)Pn;� (z)
= lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
et lim

n!1
Qn (z)

(z � �)'n;� (z)
= lim
n!1

'0n;� (z)

n'n;� (z)
:

La mesure d�équilibre sur le cercle unité assure que

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
= lim
n!1

'0n;� (z)

n'n;� (z)
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Ceci implique

lim
n!1

Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z)
'n;� (z) + (z � �)'0n;� (z)

= lim
n!1

n+ 1

n+ 1

Ln (z)

Qn (z)

ou encore

lim
n!1

Pn;� (z)

'n (z)

(z � �) P 0n;�(z)

nPn;�(z)
+ 1

n

(z � �) '0n;�(z)

n'n;�(z)
+ 1

n

= lim
n!1

Ln (z)

Qn (z)

Finalement on a

lim
n!1

Pn;� (z)

'n;� (z)
= lim
n!1

Ln (z)

Qn (z)

D�où le point (3.28). Utilisant l�assertion (3.10) on obtient (3.29) et (3.30). La démonstration

du théorème est terminée. �
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Chapitre 4

Polynômes polaires associés aux

polynomes Lp extrémaux sur le

contour. Dé�nitions et propriétés

générales

4.1 Espaces Hp (
)

4.1.1 Contour de Jordan recti�able

Dé�nition 4.1.1. On appelle contour de Jordan, l�image d�une application z : t ! z (t)

dé�nie de [a; b]! C continue et telle que z (a) = z (b) et z j[a;b]est une application injective.

Dé�nition 4.1.2Un contour de Jordan est dit recti�able si l�application z est à variation

bornée, dans ce cas sa variation totale notée V (z) est égale à la longueur du contour et coincide

exactement avec
bR
a
jz0 (t)j dt < +1 lorsque z est dérivable.

4.1.2 Transformation conforme

La transformation conforme représente l�un des outils fonctionnels fondamentale dans cette

étude, elle permettra le passage de l�extérieur du contour 
 vers l�extérieur du cercle G:

Il est connu que tout contour de Jordan E partage le plan C en deux parties, l�une bornée,
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ouverte et simplement connexe appelée l�intérieur de E et notée int (E) et l�autre ouverte, non

bornée et connexe appelée l�extérieur de E notée Ext (E) :

Notons par 
 = Ext (E) [ f1g et par G = fw 2 C : jwj > 1g [ f1g :

L�application du théorème de la représentation conforme de Riemann [56],[61] ,[63]nous

donne le théoréme suivant :

Théorème 4.1.1 ([32],[50],[56],[61],[63],[64]).Soit E un contour de Jordan du plan complexe

C , alors il existe une application unique ' appelée transformation conforme, ' : 
 ! G qui

applique conformément l�extérieur du contour vers l�extérieur du disque possèdant les propriétés

suivantes :

(i) ' est bijective.

(ii) ' j
nf1gest holomorphe.

(iii) ' (1) =1:

(vi) limz!1
' (z)

z
= � > 0:

On note par C�1 (E) = limz!1
' (z)

z
; la constante C (E) est appelée la capacité logarith-

mique de E:De plus si E est recti�able, on obtient le théorème de Caratheodory suivant :

Théorème 4.1.2.([18],[33], [53],[61]).Soit E un contour de Jordan recti�able et ' l�appli-

cation qui applique conformément 
 sur G alors ' admet un prolongement continu sur E qui

réalise une bijection de E sur � = fz : jzj = 1g :Si l�on note par  l�inverse de ' ;  : G ! 


alors leurs dérivées '0 (z) et  0 (z) n�ont pas de zéros dans 
 et G et ont des valeurs limites sur

E et sur � presque partout ( par rapport à la mesure de Lebesgue ). Ainsi, les fonctions '0 (z)

et  0 (z) sont bien dé�nies et sont intégrables sur E et sur le cercle � ;ce qui donne la possibilité

de dé�nir les fonctions ('0 (z))
1
p et

�
 0 (z)

� 1
p ,( p > 0):(cf Koosis ;[33]).

4.1.3 Espace de Hardy Hp (
) associé à l�extérieur d�un contour de Jordan

recti�able,([33],[53]).

Les espaces de Hardy notés Hp sont des sous-espaces de l�ensemble des fonctions holo-

morphes, dé�nis par des conditions de croissance. Ils ont été introduit en 1915 par G. H.

Hardy qui les a étudiés dans le disque unité ouvert. Les propriétés caractéristiques des espaces

Hp sont les propriétés de factorisation,de valeurs frontières et de représentation du type Cau-

chy à partir de mesures sur la frontière . En 1953, W. Rudin [53] a étudié ces espaces dans un
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ouvert connexe quelconque. Pour e¤ectuer cette généralisation,Rudin,s�est basé essentiellement

sur une caractérisation des espaces de Hardy sur le disque unité ouvert. Cette caractérisation

se résume dans le fait qu�une fonction appartient à l�espace de Hardy dans le disque unité ouvert

si et seulement si elle admet un majorant harmonique dans ce disque, [61],[33]([53] chapitre 17 ;

problème 6 ). Utilisant les propriétés de la transformation conforme entre le disque unité ouvert

et l�intérieur d�un contour de Jordan recti�able, V. J. Smirnov [61],[62],[63],[64] a étudié ces

espaces à l�intérieur d�un contour de Jordan recti�able.

Soit Er = fz 2 
 : j' (z)j = rg ; r > 1:

Dé�nition 4.1.3 ( [35],[37],[61],[63])Soit f 2 H (
). On dit que f 2 Hp (
) si et seulement

si 9 C > 0 (indépendante de r) telle que

Z
Er

jf (z)jp jdzj � C pour 1 < r � 2: (4.1)

Proposition 4.1.1 ( [35],[37],[61],[63]) f 2 Hp (
) si et seulement si

f ( (w)) �
�
 0 (w)

� 1
p 2 Hp (G) : (4.2)

Preuve : Posons z =  (w) ) dz =  0 (w) dw

Ainsi

Z
Er

jf (z)jp jdzj =
Z
Cr

jf ( (w))jp
�� 0 (w)�� jdwj = Z

Cr

���f ( (w)) � � 0 (w)� 1p ���p jdwj (4.3)

Les propriétés de l�espace de hardy Hp (
) découlent de celles de l�espace Hp (G) en utilisant

le théorème 1.2.5 et le théorème 1.2.6 Elles se résument dans le théorème suivant :

Théorème 4.1.3 ([33],[53],[35],[37],[61],[63])). Soit E un contour de Jordan recti�able et

f 2 Hp (
) alors f admet en presque tout les points de E une limite non-tangentielle notée f�;

f� (�) = lim
z!�

f (z)

f� véri�e
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(1) f� 2 Lp (E; d�) =
(
f : E ! C :

�R
E

jf (�)jp jd�j
� 1

p

< +1
)
et on a

Z
E

���f� (�)���p jd�j = lim
r!1

Z
Er

jf (z)jp jdzj :

(2) Pour tout f 2 Hp (
) ; notons par

kfkHp(
) =

Z
E

jf� (�)jp jd�j ; (4.4)

alors :

(3) Pour p � 1; Hp (
) est un espace de Banach pour la norme (4.4).

(4) Pour 0 < p < 1, Hp (
) est un espace métrique pour la distance

d (f; g) = kf � gkpHp(
) :

(5) 8z 2 
� f1g ;

f (z) =
1

2�i

Z
E

f� (�)

� � z
d�

z
:

4.1.4 Fonction de Szegö associée à l�extérieur d�un contour de Jordan recti-

�able

Dé�nition 4.1.4 Soit � une fonction poids dé�nie sur le contour E tq

� � 0 et
Z
E
j�jn � (�) jd�j < +1, n = 0; 1; :::: (4.5)

et ( la condition de Szegö ,[61],[28],[29],[32]).

Z
E
(log �(�))

��'0(�)�� jd�j > �1: (4.6)

Alors il existe une fonction notée DE;� et appelée fonction de Szegö ( à l�extérieur) associée

à la fonction poids � sur le contour E véri�ant les conditions suivantes :

57



i) DE;� (z) est analystique sur 
:

ii) DE;� (z) 6= 0 sur 
.

iii) D� (1) > 0:

vi) DE;� (z) possède une limite non-tangentielle DE;� (�) prèsque partout sur E;et

jDE;� (�)j �p
��'0 (�)�� = � (�) ; � 2 E pp (4.7)

où

DE;� (�) = lim
z!�

DE;� (z) pp:

Les lemmes 4.1.1, 4.1.2 caractérisant l�espace de Hardy Hp(
; �) seront indispensables dans

l�élaboration de la formule asymptotique des polynômes Lp extrémaux.

Lemme 4.1.1 (cf Kaliaguin,[?] ) Si f (z) 2 Hp (
; �) et K � 
; K compact, alors il existe

une constante C (K) ( dépendant seulement de K) telle que :

sup
K
jf (z)j � C(K) kfkpHp(
;�) : (4.8)

Lemme 4.1.2 ([?] ) Soit ffng une suite de fonctions de Hp (
; �) telle que

(i) fn ! f uniformément sur les sous ensembles compacts de 
.

(ii) kfnkpHp(
;�) �M (const:)

alors

f 2 Hp(
; �) et kfkpHp(
;�) � lim inf
n!1

kfnkpHp(
;�) :

4.2 Polynômes Lp extrémaux sur le contour

Dé�nition 4.2.1 [55] Soit E un contour de Jordan recti�able.Soit � une fonction poids

sur E véri�ant (4.6). Pour 0 < p < 1 et pour toute fonction mesurable à valeurs complexes

dé�nie sur C, on pose :

kfkp =

0@Z
E

jf (�)jp � (�) jd�j

1A 1
p

(4.9)
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On désigne par Lp (E; �) l�espace vectoriel de toutes les fonctions pour lesquelles :

kfkp <1

L�intégrale (4.9) étant l�intégrale de Lebesgue relativement à la mesure �; et à l�espace me-

surable (B (C) ;C) :On note par Pn;1 l�ensemble des polynômes unitaires ou moniques ou nor-

malisés Qn (z) ie

Qn (z) = zn + an�1z
n�1 + :::+ a0; an�1; :::; a0 2 C

On suppose dans tout ce qui suit que zn 2 Lp (E; �) ; n = 0; 1; 2; :

Dé�nition 4.2.2 ( [10], [37],[37])Soit � une mesure positive �nie, non discrète dé�nie sur

B (C) et son support. On appelle polynôme Lp extrémal noté par Ln et associé à la mesure �

la solution du problème extrémal suivant :

kLnkLp(E;�) = min
Qn2Pn;1

kQnkLp(E;�) (4.10)

Remarque 4.2.1

Les polynômes orthogonaux sur le contour sont un cas particulier de polynômes Lp extré-

maux correspondant à p = 2: Ces polynômes sont dé�nis par

Dé�nition et théorème 4.2.3.Soit E un contour de Jordan recti�able.Soit � une fonction

poids sur E véri�ant (4.6). Alors il existe un système unique des polynômes orthogonaux sur

le contour E, (Ln (z))n=0;1;2:::véri�ant les conditions suivantes :

1) Ln est un polynôme de degré n exactement dont le coé¢ cient de zn est égal à +1,i-e

Ln (z) = zn + :....., n = 0; 1; 2:::

et les relations d�orthogonalité

Z
E
Ln (�)Lm (�)� (�) jd�j = �n;m kLnk2 ; n;m 2 N:

où

kLnk� =

sZ
E
Ln (�)Ln (�)� (�) jd�j ; n = 0; 1; 2::
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où jd�j est la mesure longueur d�arc normalisée sur le cercle unité T (pour plus des détails

[46] ).

Mesure d�équilibre sur un contour.

Dé�nition 4.2.4 ([46],[50]).Soit w = ' (z) la transformation conforme unique qui applique

l�extérieur du contour ,
 vers l�extérieur du disque unité G possèdant les propriétés i), ii),iii)

et iv) ( voir théorème 4.1.1 ). La mesure d�équilibre sur le contour E est dé�nie par

�E (B) =
l

2�

��'0 (z)�� jdzj z 2 B � 
:

avec

1

l
�E (B) =

Z
B

j'0 (�)j jd�j
2�

=
l

2�

Z
'(B)

d�

où
d�

2�
est la mesure longueur d�arc normalisée sur le cercle unité T (pour plus des détails

[40] ;[46] ).

Les deux constantes Cap (E) et �E seront déterminées comme suit.

Lemme 4.2.1.([46],[50],[3],[64],[37],[38]).

lim sup
n!1

jLn (z)j
1
n = Cap (E)

et

lim sup
n!1

jLn (z)j
1
n � Cap (E) j' (z)j :

Uniformément sur les compacts de 
� f1g :Plus précisement

lim sup
n!1

jLn2 (z)j
1
n = Cap (E) j' (z)j

Localement uniformément sur les compacts de C�
�
co G

�
:

Pour plus de détails il est préconisable de consulter les travaux de E.Sa¤ sur les mesures

d�equilibre des polynômes orthogonaux et la distribution de leurs zéros.

Dé�nition et théorème 4.2.5 ([32],[35],[61],[50],[64])Considérons le développement en
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série de Laurent à l�in�ni de la fonction ' et ses puissances non negatives and its non-négatives

'n suivantes :

' (z) =
1

Cap(E)
z + a0 +

1X
k=1

ak:z
�k , z 2 
: (4.11)

'n (z) = Fn (z) + �n (z) , z 2 
 ; �n (�) �! 0; uniformément sur E.

On appelle n-ième polynôme de Faber sur 
 , la partie polynômiale notée par Fn (z) du déve-

loppement précédent.

4.2.1 Problèmes extrémaux dans l�espace Hp (
; �)

Théorème 4.2.5 ([37],[38],[39]) Considérons le problème extrémal suivant

� (�) = inf
n
k'kpHp(
;�) ; ' 2 H

p (
; �) ; ' (1) = 1
o

(4.12)

La solution optimale du problème (4.12) ainsi que sa valeur optimale sont données par

� (�) = k'�kpHp(
;�) =





 DE;�
DE;� (1)





p
Hp(
;�)

=
2�

[DE;�(1)]p
:

Preuve ,([37],[38],[39],[61],[50],[64])

Soit ' 2 Hp (
; �) : ' (1) = 1; on a alors

1

R

Z
ER

j' (z)jp

jDE;� (z)jp
��'0 (z) dz�� =

1

R

Z
jwj=R

j' (	 (w))jp

jDE;� (	 (w))jp
j dwj

=
1

R

2�Z
0

��' �	 �Rei�����p��DE;� �	 �Rei�����pRd� =
2�Z
0

���g �Rei�����p d�;
où

g
�
Rei�

�
=

'
�
	
�
Rei�

��
DE;�

�
	
�
Rei�

�� :
Si on dé�nit la fonction gp par

gp

�
Rei�

�
= g

�
1

Rei�

�
; 0 < R < 1; gp (0) = g (1) ;
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on remarquera que la fonction gp est holomorphe dans D; alors en utilisant le fait que les

fonctions sous le signe intégrale soient sous-harmoniques et la formule de Cauchy on obtient :

2�Z
0

���g �Rei����� d� = 2�Z
0

����gp� 1Rei�
����� d� �

������
2�Z
0

gp

�
1

R
ei�
�
d�

������
= 2� jgp (0)j = 2� jg (1)j

Ainsi
1

R

Z
ER

j' (z)jp

jDE;� (z)jp
��'0 (z) dz�� � 2�� ' (1)

DE;� (1)

�p
=

2�

Dp
E;� (1)

; (4.13)

en passant à la limite quand R! 1+;8' 2 Hp (
; �) telle que ' (1) = 1;on a

k'kHp(
;�) �
2�

Dp
E;� (1)

Si

'� =
DE;� (z)

DE;� (1)
;

on a

'� 2 Hp (
; �) : '� (1) = 1;

de plus elle réalise l�égalité dans (4.13): alors si R! 1+ on obtient :

k'�kHp(
;�) =
2�

Dp
E;� (1)

:

Ceci montre que '� est la solution optimale du problème (4:18) et que

� (�) = k'�kpHp(
;�) =





 DE;�
DE;� (1)





 = 2�

Dp
E;� (1)

: (4.14)
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4.3 Polynômes polaires associés aux polynômes orthogonaux

sur le contour

Notons par fPn;� (z)gn=0;1;2::::la suite des polynômes polaires moniques associés à la suite

des polynômes orthogonaux moniques fLn(z)g sur le contour. Pn;� (z) est par dé�nition solution

de l�équation di¤érentielle

(n+ 1)Ln (z) = Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z) (4.15)

et véri�e les relations suivantes

(n+ 1)

Z z

�
Ln (t) dt = (z � �)Pn;� (z) , n =; 1; 2::::::::: (� 2 C; z 6= �)

et

((z � �)Pn;� (z))z=� = 0 ,n =; 1; 2:::::::::

Les propriétés précedentes impliquent

Z
E

�
Pn;� (�) + (� � �)P 0n;� (�)

�
��� (�) jd�j = 0 ,� = 0; 1:::::n� 1:

ou encore

Z
E

�
Pn;� (�) + (� � �)P 0n;� (�)

�
Lm (�)� (�) jd�j = 0, m 6= n.

Avec ces notations on obtient aussi

Z
E

�
Pn;� (�) + (� � �)P 0n;� (�)

�
Lm (�)� (�) jd�j = (n+ 1) kLnk2 , n = 0; 1; 2::::
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Chapitre 5

Comportement asymptotique des

polynômes polaires associés aux

polaires Lp extrémaux sur le

contour

Ce paragraphe contient la deuxième partie des résultats originaux de cette thèse. Il s�agit

des formules asymptotiques des polynômes polaires associés aux polaires Lp extrémaux sur le

contour

5.1 Comportement asymptotique des polynômes Lp extrémaux

associés à une mesure concentrée sur le contour

Le principal résultat concernant le comportement asymptotique des polynômes Lp extré-

maux associés à une mesure concentrée sur le contour se trouve dans le théorème suivant qui

est du à Gueronimus

Théorème 5.1.1 (1952,[26]) Soit E un contour de Jordan recti�able et � une fonction
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poids dé�nie sur le contour E tq

� � 0 et
Z
E
j�jn � (�) jd�j < +1, n = 0; 1; :::: (5.1)

et la condition dite de Szegö suivante,

Z
E
(log �(�))

��'0(�)�� jd�j > �1: (5.2)

Notons

mn(�) =Min
n
kQn (z)kLp(E;�) ; Qn = zn + :::; Qn (1) = 1

o
(5.3)

Alors on a

lim
n!1

mn(�)

C(E)n
= � (�)

1
p :

et

lim
n!1





 Ln(z)

C(E)n'n(z)
� '� (z)






Hp(
;�)

= 0: (5.4)

et

Ln(z) = C(E)n'n(z)'� (z) [1 + "n(z)] ;

uniformément sur es compacts de 
: Dans ce cas, '�, la solution optimae est donnée par la

relation suivante :





 DE;�(z)DE;�(1)





p
Hp(
;�)

= k'�kpHp(
;�) = inf
n
k'kpHp(
;�) ; ' (1) = 1

o
= � (�)

Théorème 5.1.2 Avec les mêmes notations et les mêmes hypothèses que celles du théorème

5.1.1 de Ya. L. Geronimus, on a :

lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)
= C(E)' (z) (5.5)
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et

lim
n!1

L0n (z)

Ln (z)
� n'

0 (z)

' (z)
=
'�0 (z)

'� (z)
(5.6)

et

lim
n!1

L0n (z)

nLn (z)
=
'0 (z)

' (z)
(5.7)

uniformément sur les compacts de 
:

5.2 Comportement asymptotique des polynômes polaires asso-

ciés aux polynômes Lp extrémaux sur le contour

� 2 C (appelé pole). Notons par fPn;� (z)gn=0;1;2::::la suite des polynômes polaires moniques

associés à la suite des polynômes moniques Lp extrémaux sur le contour fLn(z)g : Pn;� (z) est

par dé�nition solution de l�équation di¤érentielle

(n+ 1)Ln (z) = Pn;� (z) + (z � �)P 0n;� (z) (5.8)

et les relations suivantes

(n+ 1)

Z z

�
Ln (t) dt = (z � �)Pn;� (z) ,n =; 1; 2::::::::: (z 6= �)

et

((z � �)Pn;� (z))z=� = 0 ,n =; 1; 2::::::::: (5.9)

et

Pn;� (�) = (n+ 1)Ln (�) ,n =; 1; 2:::::::::

On trouve dans le théorème le comportement asymptotique des polynômes polaires Pn;� (z) :

Théorème 5.2.1 Soit E un contour de Jordan recti�able et � une fonction poids dé�nie

sur le contour E telle que

� � 0,
Z
E
j�jn � (�) jd�j < +1 et

Z
E
(log �(�))

��'0(�)�� jd�j > �1: (5.10)

66



Alors on a

lim
n!1

Ln (z)

Pn;� (z)
= (z � �) lim

n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
(5.11)

et

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)
= C(E)' (z) (5.12)

uniformément sur les compacts de 
:

Preuve : Divisons les deux membres de l�égalité (5.8) par nPn;� (z) ; on a

n+ 1

n

Ln (z)

Pn;� (z)
=
1

n
+ (z � �)

P 0n;� (z)

nPn;� (z)

D�où le point (5.11). Ainsi le point (5.12) provient du point (5.5) et du fait que

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)
= lim
n!1

Ln+1 (z)

Ln (z)

Ce qui termine la démonstration.

Corollaire 5.2.1

lim
n!1

L0n (z)

nLn (z)
= lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
(5.13)

uniformément sur les compacts de 
:

lim
n!1

L0n+1 (z)

nLn (z)
= C(E)'0 (z) (5.14)

Preuve : L�égalité (5.8) donne,

L0n (z)

Ln (z)
=
(z � �)P 00n;� (z) + 2P 0n;� (z)
(z � �)P 0n;� (z) + Pn;� (z)

:

Alors

L0n (z)

nLn (z)
=

P 0n;� (z)

nPn;� (z)

(z � �) P 00n;�(z)
nP 0n;�(z)

+ 2
n

(z � �) P 0n;�(z)
nPn;�(z)

+ 1
n

:

D�où le point (5.13). D�une autre façon et en utilisant la décomposition

L0n+1 (z)

nLn (z)
=

L0n+1 (z)

nLn+1 (z)

Ln+1 (z)

Ln (z)
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on obtient l�assertion (5.14) en appliquant (5.5) et (5.7).

Remarque 5.2.1 Remarquons que

�
Ln
Pn;�

�0
=

Ln
Pn;�

�
L0n
Ln

�
P 0n;�
Pn;�

�

on obtient donc

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
= lim
n!1

L0n (z)

nLn (z)
=
'0 (z)

' (z)
(5.15)

uniformément sur les compacts de 
. �

Corollaire 5.2.2

lim
n!1

L0n (z)

P 0n;� (z)
= (z � �) '

0 (z)

' (z)
(5.16)

uniformément sur les compacts de 


Preuve : E¤ectuons la décomposition suivante

L0n (z)

P 0n;� (z)
=

L0n (z)

nLn (z)

Ln (z)

Pn;� (z)

nPn;� (z)

P 0n;� (z)

Appliquons (5.7) et (5.11) on obtient (5.16). �

Théorème 5.2.2

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
=
'0 (z)

' (z)
(5.17)

et

lim
n!1

P 0n+1;� (z)

nP 0n;�
= C (E)'0 (z) (5.18)

uniformément sur les compacts de 


Preuve : Pour tout nombre complexe �xé �,les polynômes polaires Pn;;� (z) véri�ent

lim
z�!�

� est un pole dePn;�

Pn;� (z) = (n+ 1) limz�!�
�2E

R z
� Ln (t) dt

z � � = (n+ 1)Ln (�)

On sait que

(log (z � �)Pn;� (z))0 =
((z � �)Pn;� (z))0

(z � �)Pn;� (z)
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Avec l�aide de (5.8).On obtient

(log (z � �)Pn;� (z))0 = (n+ 1)
Ln (z)

(z � �)Pn;� (z)

Intégration de a vers z, les deux membres de cette égalité, on obtient

(z � �)Pn;� (z)
(a� �)Pn;� (a)

= exp (n+ 1)

Z z

a

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

Ceci montre que

Pn;� (z) =
a� �
z � �Pn;� (a) exp (n+ 1)

Z z

a

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

Avec (5.5) on obtient

lim
n!1

Pn+1;� (z)

Pn;� (z)

�
Pn+1;� (a)

Pn;� (a)

��1
= exp lim

n!1

Z z

�

Ln (t)

(t� �)Pn;� (t)
dt

Ce qui revient à montrer que:

lim
n!1

P 0n;� (z)

nPn;� (z)
=
'0 (z)

' (z)

La preuve du point (5.17) est achevée. Le point (5.18) s�obtient en tenant en compte (5.17) et

(5.12) et en remarquant que

P 0n+1;� (z)

nPn;�
=

P 0n+1;� (z)

nPn+1;� (z)

Pn+1;� (z)

Pn;�

Ce qui revient à montrer que:

lim
n!1

P 0n+1;� (z)

nPn;�
= C (E)'0 (z)

Conclusion générale
Dans ce travail nous avons apporté une contribution à un problème n�est facile dans le

domaine de la théorie constructive des polynômes polaires associés aux polynômes orthogo-

naux et leur comportement asymptotique.Le résultat principal porte sur l�étude du comporte-

ment asymptotique des polynômes polaires associés aux polynômes orthogonaux sur le cercle
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unité,et le comportement asymptotique des polynômes polaires des polynômes orthogonaux sur

un contour.Il est très possible que les formules asymptotiques obtenues trouveront leurs appli-

cations dans plusieurs domaines des physiques- mathématiques.Il est utile de dire que le projet

des polynômes polaires avec tous les autres polynômes orthogonaux ou non-orthgonaux associés

aux polynômes orthogonaux relativement à n�importe qu�elle mesure,auront leur lieu privilège

et joueront leur rôle dévolu dans le problème de comportement asymptotique des polynômes

orthogonaux et autre problèmes d�approximation polynômiales en norme ( les problèmes de la

convergence uniforme par une meilleure approximation polynômiale).

ALHAMDOU LILLAH OUA ASSALATOU OUA ASSALAMOU ALA SIDNA

RASSOULOU ALLAH
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