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RESUME

Dans ce travail on étudie I'équation :

0%u 0% u
A [uﬂgtl%] o, (E)

Lyu =

avec les conditions non-locales suivantes :

{ lluu = /’Llu |t1:0 _MQU ’tllez SD (tQ) ) (C L)

lo, u = it [gy—0 —piot |=1,= 1 (1),
out = (ty,t2) € D =10,T1[ x ]0,T5], A est un parametre réel (A > 0), u, f sont des fonctions
de variable t = (1, t2) et a valeurs dans H, A(t) est un opérateur linéaire dans H, non-borné,
a domaine de définition D (A) indépendant de ¢, et partout dense dans H.
Les fonctions ¢ et 1) sont respectivement définies de [0, T3], [0, T1] & valeurs dans H, py et us

sont deux parametres complexes tels que p; # 0, i = 1,2.

On démontre l'existence et I'unicité de la solution forte du probleme (E)-(C.L), et sa dépendance

continue par rapport aux données, en se basant sur la méthode des estimations a priori.

A.M.S. Classification : 35 B 45, 35 R 20.
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Notations

R : corps des nombres réels.

C : corps des nombres complexes.

Im(Z) : partie imaginaire du nombre complexe z.
Re(z) : partie réelle du nombre complexe z.

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de définition de 'opérateur A.
G(A) : graphe de l'opérateur A.

R(A) : image de 'opérateur A.

=

(A) : noyau de l'opérateur A.

M : fermeture de 'ensemble M.

M+ : orthogonal de 'ensemble M.

X, Y : des espaces de Banach de normes respectives ||.||x, |.]|y-
Z(X, ) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans ),

B
cet espace est muni de la norme || B|| (x,y) = sup _H ully

'H : espace de Hilbert ou la norme et le produigéocalualibr’l:sont notés
respectivement par |.|, (.,.).

Z(H) : espace des opérateurs linéaires continus dans H.

H (X, ) : espace des opérateurs compacts de X’ dans ).

p(A) : ensemble résolvant de I'opérateur A.

(.,.)g : crochet de dualité.

Q C R™ : ouvert bourné, € fermeture de €.

Lo(£2; X) : espace des fonctions v telles que ¢ — ||v(t)]|x est une fonction de Lo(£2).

Lo (€; X) : espace des fonctions v telles que sup ||v(t)]|x est finie.
v
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Introduction

0.1 Analyse bibliographique

La théorie des équations différentielles a coefficients opérationnels non bornés, dans les
espaces de Banach est apparue et a commencé a se développer intensivement dans les
années cinquante dans les travaux fondamentaux de E. HiLL [28] et K. YOsIDA [55].

Les premiers théoremes d’existences de la solution du probleme de Cauchy pour les équations
différentielles a coefficients opérationnels ont été établis dans l'article de T. KATO [30].

Les équations différentielles opérationnelles dans les espaces de Banach dans le cas ou le
domaine de définition de 'opérateur A dépendait de ¢, ont été étudiées par P.E. SOBOLEVSKI
[50].

De nouvaux résultats sur I'existence de la solution du probleme de Cauchy avec des coefficients
opérationnels variables ont été obtenus par H. TANABE [51] pour des équations d’évolution
de type parabolique.

Dans les travaux de P.E. SOBOLEVSKI, M.A. KRASNOLSKI et S.G. KREIN [36, 37] ont
été étudiées les conditions, pour lesquelles la formule qui donne la solution de I'équation
non homogene a partir de I'équation homogene, définie la solution classique. Une partie
importante de ces résultats est décrite dans la monographie de S. G. KREIN [37].

Par une approche variationnelle les équations différentielles a opérateurs non-bornés dans les
espaces de Banach ont été étudiées dans les travaux de M.I. VisiK [54] et M.I. VIsSIK &
O.A. LADYZENSKAYA [53]. Cette approche a permis de définir une nouvelle notion de la

solution faible.
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Les principaux résultats dans cette direction sont décrits dans les monographies de J.L.
Lions [41] et J.L. LioNs & E. MAGENES [42].

Il est important de signaler les travaux de J.A. DUBINSKI [20, 21] dans les quelles on donne
une classification des équations différentielles opérationnelles d’ordre supérieur a coefficients
constants, ainsi que les positions correctes des problemes et ou on étudie 'existence de la
solution.

Dans les travaux de N.I. YURCHUK [56, 58] et V.I. CHESSALYN [18, 19] grace a la méthode
des inégalités énergétiques est étudiée une classe assez large d’équations différentielles opératio-
nnelles d’ordre supérieur avec une seule variable, sont établies les positions correctes de
ces problemes et sont démontrés 'existence et 'unicité des solutions fortes des problemes
considérés.

Dans les travaux de F. REBBANI [48, 49] sont généralisés les résultats de N.Y. YURCHUK
et V. CHESSALYN aux équations différentielles dépendant de deux variables indépendantes.
Ce qui a élargi considérablement la classe des équations étudiées.

Le cas n-variables a été traité dans le mémoire de Magister de B. LABED [46].

Toujours grace a la méthode des inégalités énergétiques a été traité le probleme de Goursat
dans [27] pour une équation hyperbolique de second ordere & coefficients opérationnels non-
bornés dépendant de t.

Cette méthode a été utilisée pour 1’étude des problemes liés aux equations elliptiques [40, 41,
54], paraboliques [39, 40, 54, 58|, hyperboliques [15, 35, 39, 40, 44], composites [1], mixtes [32],
non-classiques [2, 5, 8], et opérationnelles avec des conditions aux limites de type Cauchy,
Dirichlet, Neumann, Goursat, nonlocales et intégrales [4, 17, 18, 25, 28, 29, 49, 60], ainsi que
pour les problemes de transmission [32].

Les problemes avec des conditions aux limites non-locales ont été étudiés par pleusieurs
chercheurs. La signification physique des conditions aux limites non-locales a servi de base
pour l'intérét croissant porté a ce type de probleme. La modélisation mathématique des
probléemes non-locaux est rencontré en théorie de transmission de la chaleur, en théorie des
populations, thermo-élasticité, élasticité, physique de plasma et en métallurgie [15, 29].
Parmi les travaux récents dans cette direction, nous citons ceux de A. BOUZIANI [4, 6, 9, 10]

qui a étudié des problémes mixtes pour une classe d’équations paraboliques et hyperboliques
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avec conditions intégrales.

Dans le travail de F. ZOUYED [60] a été étudiée une équations différéntielle hyperbolique de
second ordre a coefficient opérationnel non-borné avec des conditions aux limites non-locales,
mais le coefficient opérationnel était indépendant de ¢.

F. REBBANI & A. GUEZANE-LAKOUDE [49] ont étudié un probleme équivalent a [60] mais
avec des conditions aux limites non-locales opérationnelles.

Il est aussi intéressant de citer les travaux de V.I. CHESSALYN qui a étudie dans [17] un
probléme aux limites, et dans [18] I’équation de Liav, toujours avec des conditions aux limites

non-locales.

Le présent mémoire est une généralisation de certains travaux de V.I. CHESSALYN [18] et F.

ZOUYED [60].
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0.2 Contenu du mémoire

D ans ce travail on étudie dans un rectangle borné D =]0, T;[x]0, T3[ de R? un probleme
aux limites pour une équation différentielle de type :
0% u 9 u

ﬁAUEmﬂLA(t) [u+)\m] =f(), (£)

avec les conditions non locales :
L = =0 —p2u |y =1= ¢ (t2)
(NC)
l2,uu = Hu ’t2:0 — 22U |t2=T2: w (tl) )
ou A(t) est un opérateur non-borné, A est un parametre réel, u; et po sont deux parametres

complexes.

Pour ce type de probleme on établit des théoremes d’existence, d'unicité de la solution forte
généralisée, sa dépendance continue par rapport aux données (f, ¢, ¥), ainsi que sa continuité
par rapport aux parametres (u, \).

Ces résultats sont obtenus grace a la méthode des estimations a priori (dite aussi, méthode
des inégalités énergétiques) basée sur la technique des multiplicateurs. Cette méthode
résulte des idées introduites par J.LERAY [40], L. GARDING [25], I.G. PETROVSKY [46]
dans leurs travaux, et de celles développées dans 'ouvrage de A.A. DEZIN [19], et dans les
travaux de N.I. YURCHUK [56, 57, 58, 59] et V.I. KORZYUK [34].

Elle consiste en :

[1 d’abord écrire le probleme posé sous forme opérationnelle :
Lu=F, weD(L), (1)

ou l'opérateur L est engendré par 'équation (E) et les conditions (NC') et est considéré de
I’espace de Banach B dans I'espace de Hilbert V.

[] établir ensuite les estimations a priori pour 'opérateur L.

[J démontrer ensuite la densité de I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l'espace V.
Plus précisément, on suivra le shema suivant :

On établit I'estimation a priori du type :

[ullls < clllLullly - (2)
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Cette estimation est obtenue en général en multipliant scalairement 1’équation par w ou ses
dérivées et une fonction poids, et en faisant des intégrations par parties.
En suite, on montre que 'opérateur L dans B admet une fermeture L. La solution de 1’équation

opérationnelle :

Lu = F, (3)

est appelée solution forte généralisée du probleme considéré.
Par passage a la limite, estimations (2) est prolongée aux solutions fortes généralisées, i.e.,

on a

el < ef[Lul]], - (4)

A partir de 14, on déduit 'unicité de la solution de I’équation (3), I’égalité des ensembles
R(L) et R(L), et inversibilité de L, I'inverse (Z)’l étant défini sur I'ensemble des valeurs
de l'opérateur L.

La derniere étape, consiste a établir la densité de ’ensemble R (L) dans V et donc I'existence

d’une solution forte généralisée du probleme (1).

Commentaire. La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour ’étude
de beaucoup de problemes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support
théorique solide et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans ’application de
cette méthode, on est confronté a difficultés, parmi lesquelles :

» Le choix de 1’espace des solutions.

» Le choix du multiplicateur.

» Le choix de 1’opérateur de régularisation.

Il est important de noter qu’il n’existe pas encore, pour ce type d’équations, une théorie
générale analogue a celle des équations paraboliques et hyperboliques classiques. Ceci est du
a la relative nouveauté de cette thématique d’une part et a la complexité et des questions
qu’elle souleve. Chaque probleme nécessite donc un traitement spécifique. Ce qui souligne

I’actualité du sujet que nous traitons dans cette these.



Chapitre 1

Rappels d'analyse fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement
données.
On désigne ici par :
K=R ou C.
X, Y des espaces de Banach.
X* (resp. V*) le dual topologique de X (resp. V).
(.,.) le crochet de dualité.
H un espace de Hilbert sur K muni de la norme |.| et le produit scalaire (., .).
Z(X,Y) lespace vectoriel des applications linéaires continues de X vers ), que 'on munit
de la norme définie par
1Blloy = sup 104y

wern{or llullx

1.1 Opérateurs linéaires

1.1.1 Opérateurs bornés

Théoremes de prolongement

Théoreme 1.1.1 Soit D un sous-espace vectoriel dense de X. Toute application linéaire

continue de D vers Y a un unique prolongement linéaire continue de X vers ).
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Théoréme 1.1.2 [prolongement de la convergence]. Soient D un sous-espace vectoriel
dense de X et (By)nen une suite d’éléments de £ (X, Y). On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel
que

VneN, |[[Bullgw,y <c

et que, pour tout élément x de D, la suite B,x a une limite Bx quand n tend vers [’infini.
Alors Uapplication B : D — Y ainsi définie est linéaire continue, et, si Be ZL(X, ) est

un prolongement de B, alors pour tout x € X,
B,x — éx, n — —+00.

Principe de la borne uniforme

Théoréme 1.1.3 [Banch-Steinhaus]. Soit (B;)ic; une famille d’opérateurs de £ (X, Y)
vérifiant

Ve e X, sup|Bzly < oc. (a)
iel
Alors (a) a liew uniformément sur la boule unité de X, i.e.,
s'u? | Bill #(x, ) < o0. (b)
1€

» L’application de ce théoreme apparait bien dans les opérateurs dépendant d’un parametre

t, ou le parametre t joue le role de l'indice 7.

Théoreme de I'isomorphisme

Théoreme 1.1.4 Toute bijection linéaire continue de X sur Y a un inverse continu.

Théoreme du graphe fermé

Théoréme 1.1.5 Soit B : X — Y une application linéaire. Alors B est continue si et

seulement si le graphe de B est fermé dans X x Y, c’est-a-dire : pour toute suite (x,)nen de

X vérifiant (x, — x, n —> o0) dans X et (Bx,, — y, n — 00) dans ), on ay = Bx

Théoréme 1.1.6 Soit o/ une algébre de Banach unitaire d’élément unité e. Si |v| < 1, alors
o0

e+ v est inversible et on a (e +v)7t = Y (=1)kvk.

k=0

» Comme application de ce théoreme on prend & = Z(X) ou & = Z(H).
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1.1.2 Opérateurs non-bornés

On appelle opérateur sur X, la donnée d’'un couple (A, D(A)), ou D(A) est le domaine de
définition de I'application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de X' qu’on suppose en
général dense dans X.

Tout opérateur A est completement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vec-

toriel de X' x Y défini par G(A) = {(v, Av), v € D(A)}.

Définition 1.1.1 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans
X x Y, ie., pour toute suite (u,) C D(A) telle que u,, — u dans X’ et Au, — v dans ),
alors u € D(A) et v = Au.

» L’opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de

définition D(A) muni de la norme du graphe dans X'.

Définition 1.1.2 On dit qu’un opérateur A est fermable dans & s’il admet un prolongement

fermé.

On vérifie aussitot que A est fermable dans & si et seulement si 'adhérence G(A) de son
graphe est un graphe. Autrement dit A est fermable si et seulement si pour toute suite
(un) C D(A) telle que u,, — 0 et Au, — v, alors v = 0.

L’opérateur fermé A dont le graphe G(A) = G(A) est appelé fermeture de A.

Théoréme 1.1.7 [Théoréme du graphe fermé]. Si l'opérateur fermé A est définit sur

tout ’espace X, alors A est borné
(A fermé et D(A) = X = A borné).

Définition 1.1.3 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur non-borné a domaine dense. On
peut définir 'opérateur non-borné A* adjoint de 'opérateur A, comme suit :

A" DAY C Y — X

DA*) ={veY*:3c>0 tel que (v, Au)| < clul,, YueD(A)}.
Dans ce cas la fonctionnelle u — g(u) = (v, Au) elle se prolonge de fagon unique en une
fonctionnelle linéaire f : X — K telle que |f(u)| < clul,, Vu € X. Par suite f € X*. On

a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A*

(v, Au) gy = (A", Wy, Vu € D(A), Yo € D(AY).
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Proposition 1.1.1 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur non-borné a domaine dense.

Alors A* est fermé.

Définition 1.1.4 L’opérateur A : D(A) C H — H est dit auto-adjoint si A = A*, i.e.,
D(A) = D(A*) et (v, Au) = (Av, u), Yu,v € D(A).

» L’adjoint d'un opérateur borné B € Z(X, Y) existe toujour et on a de plus || B|| ¢x,y) =
| B*[| 23+, %)

» Si A:D(A) C H — H, avec D(A) = H, alors A* = A*. Si de plus, D(A*) est dense,
alors A* = (A*)* = A.

Proposition 1.1.2 Soit A : D(A) C X — X. L’opérateur A existe et est borné sur
R(A), si et seulement si pour tout u € D(A) on a |Au| > m|u|, ot m est une constante

positive indépendante de u.

Théoréme 1.1.8 [Caractérisation des opérateurs a image fermé|.
Soit A: D(A) C X — Y un opérateur non-borné, fermé, avec m = X.
Les propriétés suivantes sont equivalentes :

(i) R(A) est fermé,

(17) R(A*) est fermé,

(iii) R(A) = N(A)*,

(iv) R(A*) = N(A)*.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théoréme 1.1.9 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est surjectif, i.e., R(A) =Y,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
lv| < k|A™|, Yve D(A"),

(c) N(A*) = {0} et R(A*) est fermé.
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» En pratique si l’on cherche a établir qu'un opérateur A est surjectif, on utilise I'implication
((b) = (a)) de la maniére suivante. On considere 'équation A*v = f avec f € Y* et on
montre que |[v]| < k|| f|| avec k indépendante de f. Cette technique s’appelle la méthode des
estimations a priori : on ne se préocupe pas de savoir si 'équation A*v = f possede une

solution de cette équation, et on cherche a estimer sa norme.

Théoréme 1.1.10 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =

X. Les propriétés sutvantes sont équivalentes :
(a) A* est surjectif, i.e., R(A*) = X*,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
lv| < k|Av|, Vv e D(A),

(c) N(A) = {0} et R(A) est fermé.

Corollaire 1.1.1 Soit A: D(A) C X — X un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
X. L'opérateur A admet un inverse borné A=! sur X si et seulement s’il existe deux constantes

my et mo telles que

lu| < my|Au|, Yue D(A),

lv] <mgy |A™|, Vv e D(AY).

1.2 Opérateurs dépendant d’un parametre
1.2.1 Continuité

Définition 1.2.1 la fonction [0, 7] > t —— A(t) € Z(X, Y) est simplement (resp. forte-
ment) continue en ¢y € [0, 7] si, pour tout x € X la fonction y(t) = A(t)z est continue en
to, i.e., Vo € & la fonction |y(t) — y(to)|, = |A(t)zr — A(to)z]y, — 0, quand ¢ — t (resp.
|A(t) = A(to)l| #(x.y) — 0, quand ¢ — {o). Et simplement (resp. fortement) continue sur

[0, T si elle I'est en tout point de [0, T7].

Lemme 1.2.1 Si Uopérateur A(t) € L (X, Y) est simplement continu sur [0, T]. Alors il

est uniformément borné par rapport a t.

Ceci est une conséquence immédiate de théoreme de la borne uniforme.
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1.2.2 Différentiabilité

Définition 1.2.2 L’opérateur A(t) € £ (X, V) est simplement dérivable en ¢, si, pour tout
x € X la fonction y(t) = A(t)x € Y est dérivable en ty, et simplement dérivable sur [0, T si
elle 'est en tout point de [0, 7.

Remarque 1.2.1 Les notions de continuité et dérivabilité dans le cas ou A(t) est un opérateur
non-borné, fermé, a domaine de définition dense, indépendant de ¢, sont analogues a celles

du cas borné.
Dans ce qui suit, on suppose que D(A(t)) = D4 indépendant de ¢.

Lemme 1.2.2 On suppose que A(t) est simplement continiment dérivable sur D(A(t)), et
B(t) est un opérateur linéaire borné, simplement continiment dérivable. Alors 'opérateur

C(t) = B(t)A(t) défini sur D(A(t)) est simplement continiment dérivable, et on a

C'(tyu = B ()At)u + B)A (Hu, u € DIA()), t €0, T].

Lemme 1.2.3 On suppose que A(t) est simplement continiment dérivable sur D(A(t)), et

-1

admet un inverse borné. Alors A(t)~" est simplement continiment dérivable, et on a

(A@)™1) = —AM) T A®) A

Pour la démonstration de ces lemmes voir (S.G. KREIN [37], Chap II, page 176-188) et (H.
TANABE [52], Chap I, page 15).

Théoréme 1.2.1 Soit A(t) un opérateur auto-adjoint défini positif, a domaine de définition
D(A(t)) = D4 indépendant de t, et simplement continiment dérivable sur D 4. Alors 'opérateur

A¥(t), 0 < a < 1, est simplement continiment dérivable sur D 4.

» Pour les opérateurs fractionnaires dépendant d’un parametre t, (A%(t), 0 < a <1) on
peut consulter les livres (S.G. KREIN [37], Chap II, page 176-188) et (H. TANABE [52],
Chap 2, page 19-20 et Chap 4, page 108-113).
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1.2.3 Opérateurs de régularisation

Dans la pratique, les opérateurs les plus rencontrés sont des opérateurs différentiels, donc
I'expression v € D(L) exprime une certaine régularité. les opérateurs de régularisation (en
anglais : molification operators) sont un outil qui permet de faire correspondre a un élément
d’un espace fonctionnel donné son régularisé, i.e., un élément du méme espace mais possédant
des propriétés de régularité plus importantes et qui lui est en méme temps proche par rapport

a la norme considérée.

Définition 1.2.3 Soit A(t) : D(A(t)) = Da C X — X un opérateur non-borné, fermé, a
domaine de définition D, indépendant de ¢, avec Dy = X. Pour cet opérateur on définit la

famille d’opérateurs {R.(t)}.., ayant les propriétés suivantes :

e>0
(1) Popérateur R.(t) est fortement continu en ¢, et uniformément borné en ¢
(2) pour chaque e 'opérateur R.(t) applique X dans Dy ;

(3) lopérateur R.(t) commute avec A;

(4) Popérateur R.(t) converge fortement vers I, quand ¢ — 0, i.e.,

Vee X, |R.t)r—z| — 0, quand ¢ — 0.

(pour plus de détail, voir [34]).
> Si A(t) = A(t)* et (A(t)u, u) > Nolul?,  Vu € D(A(t)), Ao > 0, on définit I'pproximation
de YOSIDA :
R.(t) = (I +A(t)".
On montre que la famille d’opérateurs R.(t) vérifie les propriétés (1)-(4). (voir [13], proposi-

tion VIIL.2, page 102).

1.3 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall et ses variantes jouent un grand role dans les estimations des termes

intégrodifférentiels.

Lemme 1.3.1
(VG1)  Soit w(t) et g(t) des fonctions non négatives et intégrables sur D = 10,1, et telle

que la fonction g(t) soit non-décroissante. Alors de l'inégalité
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/ s)ds + g(t)
0

w(t) < exp(Mt)g(t).

(VG2) Soit w(t) et f(t) des fonctions non négatives et intégrables sur D = 10,T|, et telle

découle linégalité

que la fonction f(t) soit non-croissante. Alors de l'inégalité
T
/ s)ds + f(t)
t

w(t) < exp (M(T —t)) f(t).

découle l'inégalité

D’autres notions et inégalités seront utilisées telle que 1’e-inégalité

2|Re(a,b)| < e al” + = |b[ e>0.



Chapitre 2

Estimation de la solution forte et corollaires

2.1 Position du probleme

Soit D =10, T1[ % |0, T[ un rectangle borné de R? de variable t = (t1,t5), et H un espace de
Hilbert complexe, ol la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par |.| et (.,.).

On considere dans H 1’équation :

0’ u
Ot10ts

Lou= +A(t) [u+)\ ] —f (1), (1)

ol A est un parametre réel (A > 0), u, f sont des fonctions de variable ¢t = (t1,t2) € D et a
valeurs dans H, A(t) est un opérateur linéaire dans H, non-borné, a domaine de définition
D (A) indépendant de ¢, et partout dense dans H.

L’opérateur A est auto-adjoint et vérifie les conditions suivantes :
() (Au,u) > colu)®, Yue D(A), VteD,

ou ¢ est une constante positive indépendante de w.

A(0,t) = A(Th ), ta € [0,T5],
() {
A(t,0) = At Ts), t el0,Ti].

A Téquation (1) on associe les conditions initiales non locales suivantes :

{ lluu = H1u |t1:0 —H2U ’t1=T1: ¥ (tQ) )

la,u = pyu lta=0 — ot |to=—1,= 1 (1) .
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Les fonctions ¢ et ¢ sont respectivement définies de [0,75], [0,7}] a valeurs dans H, et

vérifient la condition :

1 (0) — pagp (T2) = pntp (0) — potp (Th), (3)

= (1, p2), out pq, po sont deux parametres complexes tels que p; # 0 (i = 1,2), réalisant

une des conditions :

(%) aa(p) = exp [BC(T + T)] i ] < 1,

(%,) as(p) = exp [3C(T) + T3)] ‘u§1u1|2 < 1.
2.2 Espaces fonctionnels

Tout d’abord introduisons certains espaces fonctionnels nécessaires pour 1’étude du probleme
considéré.

On définit sur 'ensemble D (A) la norme hermitienne suivante :
july, = [A(0) ul,

on otient 1'espace de Hilbert W!.

De manitre analogue, on définit sur Iensemble D(A?) la norme
july = [ 4% ©)ul

on obtient ainsi I'espace de Hilbert WW1/2,
Remarque.
e Les opérateurs A(0) et A2 (0) sont bornés de W et W1/2 respectivement dans H.

e D’apres les propriétés de l'opérateur A on a les inclusions topologiques suivantes :
wlcw'?cH.

o W est partout dense dans W'/2 et dans H.

e De plus, par définition de Lo, on a les inclusions topologiques suivantes :

Lo(D; WYY € Ly(D; WY?) € Ly(D; H).
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Proposition 2.2.1 L’ opérateur A(t)~" (resp. A(t)"2) est borné de H dans H.

Preuve. Voir le théoreme [1.1.1/ (Rappels) O
Proposition 2.2.2 L opérateur A(t) (resp. A(t)2) est borné de W' (resp. Wz) dans H.

Preuve. Posons

B(t) = A()A(0)™" et C(t) = A(t)2A(0)"2.
D’apres la proposition 2.2.1] et le théoréme du graphe fermé on a B(t) € Z(H).
Pour chaque ¢ € D, on peut écrire

[A(t)ul = [A[)A0) T A(0)u| = [B() A(0)ul < [IB(t)l| ¢a) |AO0)u] = B oy Il

ce qui permet d’affirmer que A(t) € Z(W?'; H). De maniere analogue on démontre aussi que

Alt)z € L(Wz; H). O

Proposition 2.2.3 [59] Si la fonction D > t — A(t) € £ (W', H) est continue par
rapport a la topologie de la convergence simple dans £ (W*; H), alors il existe des constantes

positives ¢y et co telles que

cluly <JA@)u| <elul,, Vue wi, (4)
Verluly <[A®iu] < Ve, Yuewd, (5)

Lemme 2.2.1 ([37], Lemme 1.9, page 186). Si la fonction D 3 t — A(t) € L(W', H)
admet des dérivées bornées par rapport a ty et ty, par rapport a la topologie de la convergence

simple dans L (W, H). Alors on a les estimations

(A(t)%);l O K Jaw, a0, (6)
(A(t)%);z A(t)3 » < KHA(t);QA(t)*l . (7)
ot K est donné par K = 7% ds et (A(tﬁ);i = afgti)%, A(t);i = (91(;115(;)7 (1=1,2).
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Proposition 2.2.4 Les opérateurs A(t), A(t)~, (A(t)%) A(t)"% € Lo(D;.2(H)).
t;

Preuve. Montrons que

et sup sont finies, (i =1,2).

sup ||A(t), A()!
§H<nz<> PR

’(A(t)%); OR:

Z(H)

D’apres le théoreme de la borne uniforme on a l’estimation

A(t), < =1,2). 8
sw 4@, S (=12 ®)
En utilisant I'estimation (8) et (4), on obtient

A u| < Gt lA@ul, G =1,2), (9)

en remplagant u par A(t)"'v dans (9), on obtient

AW, AD Y| < et o], Ve H, (1=1,2), (10)

ce qui implique que

<ciq', vteD, (i=1,2),

|amam,,,

d’ou

At’_At—lH < et = pr < 400, (i=1,2). 11
sup [ AW, AW, S chert =pi < oo, (1=1,2) (1)

La fonction D 3 t — A(t)2 € Z(W2, H) admet aussi des dérivées bornées par rapport &

t1 et t9, et on a l'estimation

=

sup <b;, (i=1,2). (12)

D

‘ (A(t)

/
)ti

Pour démontrer cela, on utilise les estimations (6), (7), les inégalités (5) et (11), on obtient

L(W?2, H)

‘(A(t)é)' A(t) *u

ti

< KAWL AD | yop lul < Epilal, (G=1,2).  (13)
posons u = A(t)zv, (13) devient alors

‘(A(tﬁ)/_v

t;

< Kp; A(t)%v

< Kpo/eloly, YoeW: (i=12),  (14)
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d’ou on déduit

1 / R
A(t)z <b;, VteD, (i=1,2),
1 (]
till g(wz, m)
ou encore
/

sup ‘(A(t)%) < by < 400, (1=1,2), (15)
D tilleews, m

ou bj = Kp;\/cs.
Il reste & vérifier que sup

D
On a

Z(H)

’(A(t)%); u

en utilisant 'estimation (5) et (16), on obtient
1

‘(A(t)é);u < b’;ﬁ

en remplacant u par A(t)"zv dans (17), on obtient

N

A(t)2ul, (1=1,2), (17)

u

1\’ 1 —
‘(A(t)2> A(t) 2v| < b} lv|, YveH, VteD (1=1,2),

t;

1
Ja

ce qui entraine

’ 1 -
H@@% AW)E||  <bi—=, VteD, (i=1,2),
et donc
1\’ 1 1
sup ‘(A(t)2> A(t)"3 <b—, (i=12). (18)
D b Z(H) va
Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.2.4. Il
Soit
O(A(t
di = 2(K—|—1) HMA_l(t)H y (Z: 1,2), C:max(dl,dz)
et

M= {p= (1, p2) € C*: (%) ou (%) soit réalisée} .

Notons par H''(D; W) I'espace obtenu en complétant €’ (D; W) par rapport & la norme

0%u 2
2 2
= + dt.
] ) /{‘81&1{%2 |U|1}
D

2+ du
L |0ty

2 N ou
. |0t

1
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Soit H'([0, T3] ; W'/?) I'espace obtenu par complétion de I’espace €*°([0, Ty ; W'/?) par rap-
port a la norme

Ty
2 2 2
ol = [ {1+ Ioff + 2211 + Aol + 2212 doa
0

De maniere analogue on construit 'espace H'([0, T1]; W*'/?) muni de la norme

T
o= [ {1+ 1ol + 20108 + X1l + X210} dbs

0

En complétant 'espace €°°(D; W) par rapport & la norme

o 0ilp) / u
Il = A+1 {)\‘{%137&2
D

sup (Jutrs, I3+ 7)) ]

2 2

o] 2

0t10ty

0%u
O0t10t9

2

2
dt
1

(1 = 1,2), selon que soit réalisée la condition (%) ou (%y).

1
2

TED

(@il — o))’
(1+a)i(1+ [ [
On obtient I'espace de Banach Ej .

ot o;(p) =

Notons par E 1’espace de Hilbert
Lo(D; H) x H ([0, To); WY?) x H ([0, Ty} ; WY?)
composé des éléments F' = (f, ¢, ©) telle que la norme
HIENZ = LI+ Nl + [[olly est finie.

Le symbole ||.|| désigne la norme de Ly(D; H) espace des fonctions a carré intégrables définies
de D dans H.
H ([0, To; W2) x H ([0, Ty); W'/?)

est le sous espace fermé de H' ([0, To]; W'/2) x H' ([0, T1]; W'/?) composé des éléments

(0, ¥) tels que
pap (0) — paw (T1) = 1 (0) — patp (Ta) -
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2.3 Estimation a priori

Soit Iopérateur Ly , = (Lx, l1,, l2,) engendré par I’équation (1) et les conditions aux limites

2), agissant de E} dans E, et a domaine de définition
A
D(Ly,,) = H "' (D; W) ¢ E/l\w.

On introduit 'hypothese suivante :
(#4) On suppose que la fonction D 3t — A(t) € Z(W!, H) admet des dérivées bornées
par rapport a t; et t, par rapport a la topologie de la convergence simple dans . (W'; H).

Pour l'opérateur Ly , on établit le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.1 [Estimation a priori]. Si les conditions (76) et ($1) (ou (%)) sont

vérifiées. Alors on a l’estimation
2 2
ullly < ST Lapulll”,  VueD(Lyu), (19)
ou S est une constante positive indépendante de X\, i et u.
Pour la démonstration du Théoreme 2.3.1, introduisons les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Soit |.|,, la norme dans W™, (m =0, %, 1). soit g une fonction de variable

t€[0,T] awvaleurs dans H, et soit

h = 111 9(0) — p2 g(T). (a)

Alors si la condition (%) est vérifiée on a

1 2 -1, |2 2 2
—(1 — T < b
51+00) O, = il la, < S o)
et si la condition (%) est vérifiée on a
2
1 2 (14 o) |pst
S (L a2) |g(T)]7, — |uy ] 19(0)]7, < b A5, ()

2 (]_ — 062)

Preuve.

Si (%) est vérifiée, de (a) on a

_ 2 _ _112
19(0)2, < (1+e) |ur o] 1g(D)Z, + (L+ ) |t |RIZ,
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1+Oél

en prenant € = on obtient I'inégalité (b). Si (%) est vérifiée, de (a) on a

_ 2 _ _112
9D, < (L+e) gt ] 19O))2, + (L+ 7 |t IRl

(%)

en prenant € = on obtient I'inégalité (c). O

—
Lemme 2.3.2 [59] [Lemme de Gronwall généralisé].

(VG1) Soient w(ty, ta) et g(t1, t2) des fonctions non négatives et intégrables sur D, et telle
que la fonction g(t1, ta) soit non décroissante par rapport aux variables ty et ty. Alors de

l'inégalité
t1 2

w(tl, tg) S k / w(sl, tz) dSl +/ W(tl, 82) dSQ + g (tl, tz),
0 0

découle linégalité
w(ty, t2) < exp (2k(t1 + 12)) g(t1, t2).
(VG2) Soient w(ty, ta) et g(ty, ta) des fonctions non négatives et intégrables sur D, et

telle que la fonction g(tq, ta) soit non croissante par rapport aux variables ty et ty. Alors de

l"inégalité

Ty Ty
U}(tl, tg) S k / ”LU(Sl, tz) dSl +/ UJ(tl, 82) dSQ + g (tl, tz) s
t1 to

découle "inégalité

w(ty, t2) < exp (2k(Th + T — t1 — 12)) g(t1, ta).

Démonstration du théoréme 2.3.1. Multiplions scalairement dans H ’équation (1) par

ou 0
Mu:—+—+)\A(t)<a—z+a—Z),

on obtient l'identité
ou ou
Oty | | Oty

Lo [|ou
Oty | |0ty

2 1 2 1 8u
Al ‘ oA |43 2L
+ ‘ u| + ‘ ot

A2

2
M Aul? + \2
+ A Au|” + o,

)
)

2 ou
A 2 2 A—
+ A Au|” + A o

g (A%urmA'A%g—z
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2Re (Lau, 2Mu)

+4\Re ((Aé)t2 gt Ala—“> +2Re ((A%);lu, A%u)

oty
+2ARe (A, u, Au) + 2)\?Re A, — Ou A%
20t Oty

ou 1 Ou 1y 1
+4\Re ( (Az P g , A2 8_tg> + 2Re ((Az)tQu, Azu)
5 ou , Ou
+2ARe (A, u, Au) +2X*Re [ A, —, A— ).
2 13152 ot to

Posons

Oty

2 L2 ) 2 2
Fy(t) = { Ju + ‘Aéu + 2\ Az% + A |Aul® + A2 Aa—u } :
8752 8t2

Fy(t) au2+’A5 " o) A58u2+/\|Auy2+)\2Aau2
= JE— U - _
! ot ot ot |’

G(t) = 2Re (Lau, Mu)

+4ARe ((Aé)t2 gt A1%> +2Re ((A%);lu, Am)

oty
+2ARe (A, u, Au) + 2X*Re (At Ou A 8u>
20t 0ty

Ou LAz 6u> + 2Re ((A%)'Qu, A5u>

+4XRe ( (A2 A o o

+2ARe (A, u, Au) +2)\Re A, — Ou A% .
Loty Oty
L’identité (20) devient
0 0
— (F
g, (Ft)) + 5~

Intégrons l'identité (21) dans le rectangle D, = |0, 74| x |0, [ C D, on obtient

(F'(t)) = G(2).

T1 T2 T2 T1 T1 T2

(20)

(21)

/Fl(tl, Tg)dtl—l—/ Fy(m, tg)dtgz//G(t)dt+/ Fi(ty, 0) dt1+/F2(o, b) dts. (22)

0

En utilisant les estimations (6) et (7) du lemme 2.2.1 et quelques inégalités élémentaires, on

obtient

T2

/ 1(t1, T2) dty +/ Fy(m, to) dty <
0

0

T2 T1 T1 1 72

//2| (Lau, Mu)|dt+0// (Fy(t) + Fy(t ))dt+/F1(t1,0)dt1+/F2(O t) dts. (23)
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En faisant des calculs similaires dans les rectangles |, Ti[ X |72, To[, |0, 7] X |72, To] et
|71, Th] % ]0, 72| respectivement, on obtient les trois inégalités suivantes :

Ty Ts

—/ Fi(ty, 7o) dt —/ Fy(m, to) dty <
Ty Ty T
//2]£,\u Mu]dt+0// (Fu(t) + Fy(t)) dt - /F1 by Ty) dty— / W(Th, t) db, (24)
Ts T1
/ Fy(m, ) dts — / Fi(ty, m) dty <
T2 0
Ty 11 Ty 11 Ty 1
//2|(cw, Mu)]dtJrC//(Fl(t)+F2(t))dt+/ F(0, t) dtQ—/ Fi(t, To)dty, (25)
0 T2 0
Ty To
/ Fu(ty, ) dty — / Fy(m, 1) dts <
1 0
1o T} o T}
//2| Lyu, Mu) |dt+0// Fi(t) + Byt )dt+/Fl(tl,O)dtl—/F(Tl,t2)dt2. (26)

Notons
b =exp(CTr), B2=exp(CTy), 61 =exp(C(T1+13)), 02=exp2C(Th+12)),

Y a =010 = Bada, 0=exp(3C(T1 +1Tz)).

2 .
, 02 =06 ‘,u2,u1 !

01 = 023 |,LL2/~0171

On suppose ici que la condition (%) est réalisée.

Revenons maintenant a l'inégalité (23).

Si on pose
T1 T2
G(Tl, T2) = / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, tg) dtQ,
0 0
et

T2 T1 T1 T2

H(Tl,TQ)://Q‘(ﬁAU, MU)’dt+/Fl(tl,O)dt1+/F2(O, tg)dtg,

0 0 0 0
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alors de I'inégalité (23) on tire

T2

G(Tl, 7'2) = / Fl(tl, T2> dtl +/ FQ(TI, t2) dtg S
0

0
C /G(t1,7’2)dt1+/G(Tl,tg)dtg +H(T1,T2). (27)
0 0

On remarque que 'inégalité (27) vérifie les conditions (VG2) du lemme 2.3.2 . Appliquons

ce lemme a l'inégalité (27), on obtient

T1 T2

/Fl(tl, ) dt +/F2(71, b) dts <
0 0
/ / 2|(Lau, Mu)|dt + / Fu(ty, 0)dty + / Fy(0, ) dts b (28)
0 O 0 0
Revenons maintenant a I'inégalité (25), on peut écrire
T n
/ Fy(1y, to) dty +/ Fi(ty, Ty) dt; <
T2 0
1 Th 1 To sl Ts
< //2|(.cw, Mu)]dt+C//(F1(t)+F2(t))dt+/F1(t1, Tg)dtl—i—/Fg(O, b) dts. (29)
0 7 0 7o 0 To

Fixons la variable 7 et considérons la fonction

Ts

Y(Tl, TQ) = /FQ(7'17 tg) dtg -+ /Fl(tl, TQ) dtl
0

T2
comme une fonction d’une seule variable 7.
En appliquant a l'inégalité (29) le lemme de Gronwall (classique) et certaines estimations
élémentaires, on obtient

Ts Ty

/Fz(ﬁ, to) dty — ﬁ1/ 1(t, 72) dty <

T2 0

T 1 T 71 Ts 1

0
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De maniére similaire on déduit de I'inégalité (26), l'inégalité

Ty T2
/Fl(tb Ty) dity —52/F2(71, to) dts
1 0
T2 T T2 T1 T2

0
Multiplions (28) par 1(1+a)?, (30) par %51(1 + ), (31) par 05(14 ) et (24) par §;,, puis

sommons les quatres inégalités obtenues, on obtient
T1 T2
%(1 — Oé)(l + Oé) {f Fl(tl, TQ) dtl + f FQ(Tl, tg) dtz}
0 0

TQ Tl
+61 (%(1 +a) - 62) f F2(7_17 t2> dtQ + 52 (%(1 +C¥) — (51) f Fl(tl, Tg) dtl S

T2 T1

(1+«)? |(£Au Mu)|dt + 151ﬁ1(1+a)ff2|(£,\u, Mu)|dt}
00

72 T} T, T
+ 93501+ a) [ [2|(Lau, Mu)|dt+6:6, [ [ 2](Lu, Mu)\dt}

07 T1 T2

T1
+ %92 1—|—Oé (tl, 0) dtl - %51(1 + Oé) fFl(tl, T2> dtl}
0

T1

. (32)
+ %92 1-'-0( fFQ 0 tg) dtQ — —(52<1 +CY)fF2(T1, t2> dtg}

T2

71 0

<o
{
+{§01 (1+ a)? f Fi(ty, 0)dty —QQ?Fl(tl, Tg)dtl}
{

71 T Ty T2
+9 30681+ a)? [ [ Fi(t)dt + 10:0:(1 + a)? fng(t)dt}
0 7

T2 T1 T2 T1

T2T1 T2T1
+ <6102 [ [ Fo(t)dt + 6102 [ [ Fi(t)dt p .

On commence par minorer le membre gauche. Remarquons que

(1 — 04)52,

/Ix
—
+
L

|
>,
[NV
~__
g
IV
N | —
—
|
L
g

/I\
—
+
(o}
S~—

|

>

=
~

S
N)I»—t
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1 1 1

2(1 — )01 512 = (1 —a)afy > 5(1 —a)a,
;(1 — )02 = 1 (1 —o)af > %(1 —a)a.

Multiplons l'inégalité (32) par (312, et en tenant compte de la remarque précédente, on

obtient

T1 T2
1
5(1 — a)a / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, t2) dtQ S
0 0
1 T1 T2
5(1 — Oé)(l — O[)ﬁl/BQ / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, tg) dtQ
0 0

Ts

+ B (%(1+a)—(52)/Fg(ﬁ,tz)dthrﬁl (%(1+0¢)—52)/TlF1(t1,TQ)dtl. (33)

T2 T1

Le membre droit de I'inégalité (32) est majoré par
T
01+ «)? [ [ 2](Lru, Mu)|dt
00
T1 T1
+ {%10(1 + Oé)2f Fl(tl, 0) dtl — %(1 + a)aﬁQf Fl(tl, TQ) dtl}
0 0

+ {%9(1 + 05)2%{' FQ(O, tg) dtg — %(1 + a)aﬁlbf FQ(Tl, tg) dtg}

T1 T1

T T
—+ {%910&(1 + Oé)2 f Fl(tl, O) dtl — 042 f Fl(tl, TQ) dtl}

T2 T2

Ty Ts
+ {%‘91(1 + 06)2 f FQ(O, tg) dtQ - Oé2 f FQ(TI, tg) dtg}

To 71 T2 Th
—I—C{ 010[1+(I ffFl dt+191a1+a ffFQ }

10 0 07

(34)

TQTl T2T1
ffFQ dt+@2ffF1 .
T2 T1 T2 T1

Majorons séparément les intégrales se trouvant dans I'expression (34). En utilisant le lemme

2.3.1l et la condition (%), on obtient

%19(1 + Oé)2 f Fl(tb 0) dtl — %(1 + a)aﬁgbf Fl(tl, Tg) dtl
(35)

1] fN Ydty,

IN
t\')ll—l
4>

1
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T2 T2
%0(1 + 05)2 f FQ(O, tQ) dtQ - %(1 + a)aﬁlg FQ(Tl, tQ) dtg
(36)

IN

2 Ha)Q’ 11‘ fN dt?v

Ty Ty
%010[(1—’—01)2]1 Fl(tly O) dtl —042f Fl(tl, TQ) dtl

S% 1+a)2‘ 11‘ fN )t

T Ts
%61(1 + 04)2 f FQ(O, tg) dtg — CYQ f Fg(Tl, tg) dtz

T2 T2 (38)
< lppliell o2 fN )dts,

2 (la

ou

2

2 1
+ AA0, t2)e|* + A2 |A(0, t)7p

Y

1 2 1 /
N(p) = |¢'|* + ‘A(O, tz)w) + 2 ‘A(O, t2)2¢

2

2 1
+ A |A(t, O + X2 |A(ty, 0)29)

N() =1 + | A, 03| + 22 |A(h, 0)3y

En combinant les inégalités (35), (36), (37), (38) et (33), on obtient

T1 T2
%(1 — a)oz{ f Fl(tl, 7'2) dt1 + f F2(7'1, tg) dtg} S
0 0

To Ty

(1 +a) [ [21(Lxu, Mu)|di
(39)

T
+og el |t ? {fN( dt1+fN dtg}
0

T2T1 T2T1

0 m T2 0

Pour qu’on se place dans les conditions du lemme 2.3.2, on considere premierement le cas

(0<a< ) Lorsque0<a<— on a alors

%(1-{—@)§2(1—O&) €t04§<1_a)7

et l'inégalité (39) devient
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T1 T2
(1 — CE)CY{ f F1(t1, ’7'2) dtl + f FQ(Tl, tg) dtg} S
0 0

To Ty

20(1+ )? [ [ 2|(Lau, Mu)|dt

i T (40)
+494 { [ N(@)dt, + fN(go)dtg}
0 0
T2 T1 T2 Tl
—}—C*(]_—O./ fng dt+ffF1 s
07 T2 0
ou C* = 4C0,.
Si on pose
T1 T2
G(Th Tg) = (1 — Oé)Oé / Fl(tl, 7'2) dtl —|—/ FQ(Tl, tg) dtQ s
0 0
Ty Ty
H(m, ) = 20(1+a)2//2|(£,\u, Mu)|dt
+494 1\ / N()dt; + / (@)dty p
alors de I'négalité (40) on tire
Ty Ts
G(Tl, 7'2) (1 — Oé)Oé / Fl(tl, 7'2) dtl +/ FQ(Tl, tg) dtg
0 0
/G(tl, Tg)dtl + /G(Tl, t2>dt2 + H(Tl, Tg). (41)

T1 T2

On remarque que l'inégalité (41) vérifie les conditions (VG2) du lemme 2.3.2/. En vertu de
ce lemme, on obtient

T T

(1—0[)0[ /Fl(tl,Tg)dt1+/Fg(Tl,t2)dt2

0 0

Ty Ty

<5 2&(1+a)2//2\(£w, Mu))| dt
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+—494

1| /N %+/N )dty 3 (42)

ouy = exp (2C*(T} + T»)) . En appliquant a I'inégalité (42) quelques estimations élémentaires,

on obtient
Ty Ts
(1—@)0& / Fl(tl, Tg)dt1+/ FQ(Tl, tz)dtz S
0 0
T2 T1 T2 Tl
2%ﬂ+a?{@f+fzﬂwwn+€lffﬂ druqffﬂ }
“1 { j N()dt, + [ N(go)dtg} .
0
a(l —a) , L SRSy N
Prenons ¢; = (1 =1,2), puis intégrant I'inégalité (43) par rapport a 7; de 0

4’72(1 + 05)2T3_Z‘7
aT; (i=1,2), on obtient

Ty Ts

1
S(1—a)a Fi(t, 7o) dty + | Fa(m, ta) dt
’72(1 + 06)2T1T2 8 o T2
=T <a) (ﬂ+BHMwH+4m1}!/Nwwh+/N@M@ . (44)
0 0

En utilisant quelques estimations élémentaires sur (44), on obtient

T1 T2

(1—a)a / Fi(ty, m2) dty +/ Fy(m1, to) dty
0 0
4 4 2 ! T
< POE IR o it ) S sl + [ Ny + [ Moyt @)
0
De l'inégalité (45), vient
T Ty
o1 (1) / Fi(ty, m) dt, + / Fy(m, ) dts
0 0
1 1>
< el + [ N+ [ Nodea p. (46)
0

ou Sl =16 exp (320 exp (O(Tl + Tg)) (T1 + Tg)) .
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En vertu de (4) et (5), on obtient les inégalités suivantes :

/ N($)dts + / N(@)dts < max(l, &) {llueall® + a2} (47)

Ty T

win(1, &) (JuC, )+ u(r, ) < [ Rt mydn+ [ R wyde, @9

0 0
T Th
Ou | Ou |?
(1, 2 A? dt p dt
min1, ¢f 0/ 0/ { ‘atlatg 04,0t %+ 01,10t |, }
Ty Ty
Pu | u |
2 3
. 4
//{ ’(’%18252 TN ohon| T |onon dt}dt (49)
0 0
Pour majorer le terme
// Y NI Y 720 O
(31518752 0t10ty 0t10ty ’

on multiplie (1) par VA, et en faisant des estimations par rapport & la norme de H, on obtient

O?u |? Oy |?
A’ A® dt
/ / { ‘(%ﬁtz T onon| T |anan }
Ty T,
< 2)\//{|Au|2dt+2>\\£w|2}dt. (50)
0 0

On majore le premier terme du second membre de I'inégalité (50) grace au second membre

de I'inégalité (46). En combinant (47), (48), (49) et (50), on obtient

5l

< Sp {[ILxull” + Nlully + iz} }

2
+ 23

2

9%u
Ot10ts

0%*u
Ot10ts

2

2 2
1 } dt + [lu(., 2)[I] + llul(n, )l
L 1
2

(51)
. max(1, 2
ou SQ =32 exXp (320 exp (C(Tl + TQ)) (Tl + Tg)) ﬁ
Le membre droit de (51) ne dépend pas de 7. Passons au sup par rapport a 7 € D, on obtient

I'estimation a priori (19).
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Considérons maintenant le cas (% <a< 1). Puisque 'inégalité (19) est vraie pour les pu telle
que la fonction a(pu) < % En faisant le changement de variable suivant :

(1—a(p)

p—nlp) = ——

Avec ce changement on se raméne au cas (0 < n(p) < 3). Ce qui entraine Vo : 0 < o < 1,
2 2
lully < SHILxpulll”s Vu € DL, ), (52)

ou S =128 exXp (320 exp (C(Tl + Tz)) (Tl + Tg)) .
Le cas ou la condition (%) est réalisée se traite par la méme méthodologie. Ce qui acheéve

la démonstration du théoreme 2.3.1. O

2.4 Corollaires

Passons maintenant aux corollaires qui découlent du théoreme 2.3.1.

Fermeture de ’opérateur L, ,.

Proposition 2.4.1 L’opérateur Ly , admet une fermeture de domaine de définition

Preuve. Soit (u,) une suite de D(L,, ) telle que
u, — 0 dans E/l\,u et Ly, ,u, — F dans F, quand n — oo.

Montrons que F' = (v, v1, v2) = (0, 0, 0). Puisque les opérateurs ly,, et I, sont continus, on
a alors

lipun, — 0 et ly,u, — 0, quand n — oo,

ce qui entraine que v; = vy = 0.

Il reste & démontrer que v = 0. Soit z un élément de C5°(D; W1), on a

(v, 2) gy = /(U, 2)dt = lim [ (v, 2)dt = lim [ (up, £y2)dt = 0.

n—-auoo n—-:aoo

D D D

Donc (v, z),;y = 0 pour tout z € C5°(D; W), qui est dense dans Lo(D; H), ce qui entraine

que v = 0. D’ou Ly, est fermable.
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Soit Ly, la fermeture de l'opérateur L, ,, alors toute solution de 1’équation
L,\7uu = F,

est appelée solution forte généralisée du probleme (1)-(2).
Comme les fonctions v € D(Ly, ,) sont des limites des fonctions u,, € D(Ly,,), alors on peut

prolonger I'inégalité (52) en passant a la limie, soit

[ull? < S{|[Zauell[*, Ve DIy, w). (53)

Corollaire 2.4.1 La solution forte généralisée du probleme (1)-(2) quand elle existe est

unique et dépend continument du second membre F € E.

Preuve. L’unicité est die a linégalité (53), pour la dépendance continue par rapport a
F € E, on suppose qu'il existe une solution forte u = (Ly , ) 'F de Ly, , = F, et si de plus

v =(Ly ) 'G est une autre solution du méme probléme avec second membre G. On a
2 F 2 2
llu = vllly < S||[Lau(u = 0)|[|" = SHIF - GII"

Ce qui signifie qu'une faible variation du second membre F' n’entraine qu’'une faible variation

de la solution.

Corollaire 2.4.2 L’inégalité (53) assure lexistence de l'inverse de l'opérateur Ly, , sur son

image R(Ly, ,), et cet inverse est borné.

Corollaire 2.4.3 L’ensemble R(Ly, ,) est fermé dans E et R(Ly,,) = R(Lx, ).

Preuve. D’apres la définition de R(L, ,), on a R(Ly ) C R(Ly ,). Montrons l'inclusion
inverse.

Soit F' € R(Ly,,), alors il existe une suite u, € D(Ly ) telle que ||Ly,, u, — F||| — 0,
quand n — 0. On a |||u, — uq|||f < S||| L wp — Ly ug|||” — 0, quand p, ¢ — 0, donc
(un) converge vers un élément u € Ej , et Ly,u=F.

On déduit du corollaire 2.4.3/ que pour démontrer I'existence de la solution forte généralisée

du probleme (1)-(2), il suffit de démontrer la densité de I'ensemble R(Ly ,) dans E.



Chapitre 3

Existence de la solution forte et continuité par
rapport aux parametres

3.1 Existence de la solution forte

Commencons par introduire la structure Hilbertienne suivante :

HY“'(D; H) := I'espace de Hilbert obtenu en complétant ¢’>°(D; H) par rapport & la norme

9%u 2
2 2
= + dt.
HUHLl /{‘atlat2 |U‘ }
D

H' ([0, Ty]; H) := lespace de Hilbert obtenu en complétant € ([0, T3] ; H) par rapport a la

2

2+ %
Oty

L |ow
Oty

norme
2 2 2
el = llell” + 'l

ou ||.|| est la norme dans Lo(D; H).
De maniere analogue on construit 'espace H' ([0, T1]; H) .

Notons par Ej 'espace de Hilbert
Lo(D; H) x H' ([0, To); H) x H ([0, T3] ; H)
composé des éléments F' = (f, ¢, ©) telle que
IENZ = LA+ llelly + l[ll; est finie.
H! ([0, T3] ; H) x H! ([0, T1]; H) est le sous-espace fermé de

H ([0, Ty]; H) x H' ([0, TY] ; H)
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composé des éléments (p, ¥) tels que i (0) — (1) = Tap(0) — me(Tz).
Hy'' (D; W) := le sous-espace fermé de HY' (D; H) défini par

Hy' (D;W?h) = {ue H" (D; W) & im0 — ot [iy=my = piatt |iy—0 —fio W |y, } »
0
HY!' (D; H) := le sous-espace fermé de H™! (D; H) défini par

{ue H"'(D; H) : iz p(0) — fix o(T2) = i 9(0) — ir (Th) }

ou Ji; est le conjugué de ;.
Opérateurs de régularisation (Approximation de Yosida) (BrREzIS [13], proposition
VIL2, p. 102).
On définit A, = I + cA. L’opérateur A. possede les propriétés suivantes :
P.1:. A, est auto-adjoint;
P.2: A, est uniformément positif : (A.u,u) > (1+eco) [u]®, Yu € D(A), Vte D;

P.3: A, admet un inverse borné et on a ||AZ1|| < :

— <
(1+€Co) -
P4 |eAAZW|| =T = AZYHv|| — 0, e — 0, Vv € H;

P.5: Al est auto-adjoint et commute ave A (AAZ! = AZTA).

Etablissons maintenant la densité de I'ensemble R(L) ,) dans E. Dans ce but introduisons

la condition suivante :

(%) La fonction D 3t — A(t) € L (W', H) admet des dérivées mixtes

A:t/1t2 (t) = 865?5;3)7 :f;t1( ) = 8@5;48(:1))

par rapport a la topologie de la convergence simple dans £ (W', H), et telles que
AL, (ATHE), AL, (A7) € Lo(D; Z(H)).
On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 Sous les conditions du théoréme 2.3.1 et la condition (%), ’ensemble

R(Ly,,) est dense dans E.

Démonstration. Nous décomposons la démonstration en deux étapes :
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1% étape

Nous commencons par le cas A = 0.
2

Ot10ty
Soit V' = (v, v1, v2) un élément orthogonal & R(Ly ), alors pour tout v € H*'(D; W) on a

Soit alors Ly = + A lopérateur correspondant a la valeur A = 0.

<L0“uu, V>E = <£0 u, U> + <l1uu, U1> + <l2“u, U2> =0. (54)a

Démontrons que V' = (0, 0, 0).
Comme [, et ly, sont indépendants et les images des opérateurs [;, et ly, sont partout
denses dans les espaces correspondants, alors pour démontrer que V' = (0, 0, 0), il suffit de

démontrer la proposition suivante :
Proposition 3.1.1 Si pour tout v € Ly(D; H), on a

(Lou, v) =0, Yue Hy'(D; W) = {ue HY'(D; W) : lju =0, lyu=0}.
Alors v = 0.

Preuve. On a

o2
(Lou, v) = <at16ut2 + Au, U> =0, Yue Hy'(D;Wh. (54),
A partir de 'équation (54),, on a
0*u
— =—(A :
N (53
Posons
w=A-'v et h = A.u, (56)
BTE = gA;QA;17 B;E = gA;lA;17 BSE = gA;/2t1A;17 CSE = gA;lthA;17 (57)

7

x 7 désigne le symbole de I'adjoint. Ici h peut étre considérée comme une fonction arbitraire
de Hy'(D; H).

D’apres les relations :

82<A5U> 3 ’ 3u " ’ 8u ’ 8u 32u
) =— A.— | =¢cA — — + A——
O Gnan, ~ on (5At2u+ 5%) SAnut e, g e g, T A gan
. 0(eALw) o » Ou
(ZZ) a—tl = é‘Atthu + €Aza—t17
d(e A, u) , Ou

(ZZ’L) 3—752 = €At2tlu + 5At1 8_t27
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on a
92w P(Aw)  O(eA u)  O(eA; ) ,
e _ 2 _ 1 A .
c (92518152 (9151(%2 8t1 8t2 te tot; U (58)

En remplacant u par AZ'h dans (58), on obtient

*u  O°h O(Bph) 0(Byh) | ..
Aeatlatg N {%18752 B atl N 8t2 + Bosh' (59)

L’équation (55) s’écrit alors

0%u 9%u 0%u 1
<6t18t2’v> <8t16t2 AA > <A€8t18t2’A5 U>

0*u
= (A = (A, —AAZ ) = —AA ).
< “Ot,0ty w> (Acu, cv)=(h, -lv) (60)
2
En remplacant AE—U par 'expression (59) dans (60), on obtient
0t10t,
2h 9 ) ) 3
<8t18t2 - a_tl( lsh) atg (BQEh) + BOsh7 U]> - <h7 _AAg U> ) (61)
d’ot on déduit
0*h 0 0
— — (B{.h) — =~ (Bs.h = (h, = (AAZ" + B A M) v) . 2
<8t18t2 8t1( le ) 8t2( 2e )’w> < ) ( .t DA, )U> (6)

Puisque I"équation (62) est vraie pour toute fonction h € H& (D; H), elle reste vraie pour

h € C§°(D; H). Ce qui donne en language distributionnel

2
<h’ a—w+B Ow +Bzgaw>
@/

= (h, —(AAZ' + By, AZY)v), Vh e C&(D; H).
Considérons les opérateurs L et £ définis par
_ 0
D (L‘) —H" (D; H) C Ly(D; H)
Fue Lu 0%u LB au+B ou (64)
oLty ot oty

( >_H11DH)CL2(D H)

- o . o . (65)
Lu= atlatg ~ o (Bj.u) — BT (Bj.u) .

Montrons que L est I’adjoint de L.
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En effet, d’apres les relations :

0 (00 N 0 (
atlat2 87518752 Otl oty’ Oty \ "0t )’
* a *
°* — ( (Bj.v), u) (v Bls ) — 8_151 (Bj.v, u),

* a *
° (3752 B v) > (v Bge ) — 0_152 (B.v, u),

pour tout v € Hy''(D; H) et u EH“ (D;H), on a

RN B
E " U // (thc’)tg tl (Biev) — 8_152 (B3v), u) dt =
T2 a Tl a
<U7 £u>+/ <8t2 BTE ’ ) t1 =0 dt2—/< 82&1 +stu> t2 0 2 dt;. (66)
0 0

0
D’apres la définition de Hy''(D; H) et HY' (D; H), on a

ov ov

v !t1=0: H2v ’t1=Tl> miv !t2=0: H2V |y=15, M&_tz |t1=0: Mza—tQ ’t1=T1,

_ _ . o _ Ou __Ou

M2t ‘t1=0: H1t ’t1=T17 M2t ‘t2=0: H1 ’t2=T27 M2~ |t2=0: M1 ’t2=T2 . (67)
Ota Ots

En injectant les expressions (67) dans les intégrales se trouvant dans (66), on trouve

ov h=T ou t2=Tz
RS —0 Bs. — 0.
<3t2 1ot u)tlzo 7 ( o, u)

to=0

On obtient alors
-, - 0
(ﬁ v, u> - (v, £u> ., Voe HY(D:H), VueH" (D;H). (68)

Revenons a I’équation (62). D’apres la relation (68), I’équation (62) signifie que pour tout
g # 0, w est la solution faible du probleme

~ 0w ow ow

Lw= ———+ Bi.=— + By = = —(Bo. A7' + AAT ),
/\7/1) at18t2+ 1 8 28752 ( O0c4te + € U)
l}ﬂw = [aw |t1:0 — [ w |t1:T1— 0,

lgu’w = [a2W ’t2=0 — W |t2:T2: 07

avec v € Lo(D;H), Bj.e Z(H) (j7=0,1,2).

Considérons Vopérateur L = (£, b, ly,) agissant de H(D; H) dans Ey.

(Z) (69)

Etudions les propriétés de cet opérateur.
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Proposition 3.1.2 L’opérateur L est un isomorphisme de H“(D; H) dans Ey pour tout
we M.

Preuve. Il faut démontrer que
~ 112
@ |2 < malul, . vue maoim,

~ 2
®) Ny < & ||Zu]| ) vue mv(D ),

() R(L) = Ey,
ou K et K, sont deux constantes positives indépendantes de wu.

(a) D’apres les estimations du lemme 2.2.1/ et compte tenu du fait que

Bj. € Z(H), [1-A7Y| 4y <2
on obtient
Bl o = || B: — H AA = HA’,A—I [ A <
|| J ||$(H) H Jellz(H) € tit e 2(H) t; ( € ) .,?(H)_
"ot 1 :
4,47 M= A < €0 G=1.2)
Une estimation de ’Eu‘ donne
~ (2 0*u ou ou |? 0*u ou ou | ?
L ’ =|—+Bj,— + By.—| < e By, —
‘ “ ‘atlatg TR I { FTr T I T R e }
0%u ou ou )’
< B — B —
<{|avgr| + 1Bl || + VBl |5
Pu | |oul® |oul? 9
<4(1+C — — —
S 41+ ){‘atlatg Tlan| Flag) T
d’ol1 on déduit
2
H.cuH <A1 +C)|[ul?,, Vue H"(D;H). (70)

En vertu de la continuité des opérateurs l;, ZQNH de H'(D; H) dans les espaces

HY([0, T3); H), HY(|0, T1]; H) respectivement et 'inégalité (70), on obtient

~ 2
H‘Lum <K |lul?,, VueH"(D;H). (71)
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Par des techniques similaires a celles utilisées pour établir I'estimation (19), on démontre

< i ||

~—

72)

R

64(T) + To + 1)?

oi(p)
D’autre part, de 1’égalité

o K3 = exp (32C (exp(C(T1 + To)) (T, + Tb)), (i =1,2).

découle 'inégalité

oull®> 1~ 12 1~ |2
Jul|? < K, Hc?tl + Ha—752 A |[lrpu|| + lguu‘ , (73)
2(Th + Ty)? (1 + g i | ) (1 + || )
ou K4 = .
(1 - |,u3 Z:uz ‘ )
Sachant que
2u || ou ou ||
<2 HE H 4C? guprt 74
Haﬁah ‘I oty + ot (74)
et en combinant les inégalités (72)-(74), on otient
lull}, < 13 ||Zu] |, vu e o (D m), (75)

ot Kp =22+ C%)(1+ K3)(1+ Ky).

De la continuité de opérateur L et I'inégalité (75), on conclut que I'opérateur L est un
isomorphisme de HY'(D; H) sur le sous-espace fermé R(L) = L (H“Y(D;H)). 1l reste &
vérifie que R(L) = Ej.

Pour cela introduisons la famille d’opérateurs {E;} on’ définie par
s€l0,1

~ o~~~

( Ls - (£57 ll,u) lQ,u,)a s € [O) 1] )

—~ 0%u ou ou
Bu, Bu= B By, (76)
oo, St PUS Pleglt Dregs

(| D(L,) = H"(D, H).

On va procéder ici par la méthode de prolongement par rapport au parametre s.
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Par une procédure d’intégration simple, on montre que la solution de I’équation opérationnelle
/Lvou =F,  F=(f v, w)€ Eyest donnée par I'expression

ta t1 1 B B
]/!fﬁﬂf+agj§5hﬁﬂ+wﬁﬁ—mwm%wmdﬂﬂ

+% jjf(T)dT+fo(T)dT+ﬁfo/ﬂfﬁ)ﬁ : (77)

Ce qui prouve que R(Eg) = FEy. Puisque les inégalités (71) et (75) sont vraies pour I'opérateur
Lo, on déduit que 'opérateur Ly est un isomorphisme de H LY(D; H) sur Ey.
Pour tout sg, s € [0, 1], on peut écrire

LS = Lso + (8 — 80)([/1 — Lo) avec (Ll — Lo) = (B, ll/“ l2ﬂ)'
En appliquant des estimations élémentaires sur Bu, on obtient

|Bull® < 2% ul?,, Yue H™(D;H). (78)

A partir de cette inégalité et la continuité des opérateurs E, l;: de HYY(D; H) dans les

espaces H'([0, Ty]; H), H'([0, T1]; H) respectivement, on obtient
@~ Zo|[| < Ko Jully, e 54 (D; 1), (79)

Montrons maintenant que

L

lullyy < K| |[Zou]| |, Ve e 14 (D: 1), (80)

ou Ky est une constante positive indépendante de u.

En effet, d’apres 'inégalité (75) on a

Lu

. Yuec H'Y(D;H).

‘ ‘ 2

, et montrons que h est continue sur [0, 1].

Vs e [0, 1], 3C(s)>0 telle que ||u||f1 < C(s)

Posons h(s) =  inf u
weHLL(D;H) HuH11

Lgu

. 3
Soit € > 0 et § = ——, alors pour tout sq, s € [0, 1] et tel que |sg — s| < J, on a

Nie
| Il =]

| =150 =t = Eon <
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—~ -~ €
3|2 = Zoul|| = = v/Es uliy =<l - (81)

A partir de l'inégalié (81), on a
(2%

|
lelly 4

| 2 2 |
— & S S +€7
[ully 4 [ully 4

passons a l'infinimum sur H%'(D; H), on obtient |h(s) — h(so)| < €. Ce qui prouve la conti-
nuité de h sur [0, 1]. Donc la fonction h admet une borne inf, désignons cette borne inf par
— on trouve alors 'inégalité (80).

6 —~
Revenons maintenant a I’équation L,u = F, cette équation s’écrit sous la forme

Lyu = Lyu+ (s—so)(L1 — Lo)u = F. (82)

Supposons qu’on a démontré que R(i;) = Ey (le cas sp = 0), on va montrer que R(Lg) = Ey
pour certains s au voisinage de s.
L’équation (82) est équivalente a

u+ (s — 50) (Lso)_l (L1 — Lo)u = (Z:O>_1 F. (83)

A partir des inégalités (79) et (80), on a

< Ko [[lF]l]

—~\ -1 — — —~ —
H <L50> (L1 — Lo)u|| < Kg ’H(Ll - LO)UH‘ < Ko/ Ks ||ull, ; = K7 ||ull;, - (84)

1,1

Soit s € [0, 1] tel que |sg —s| < p < K%, et notons par

A= (s s0) <L50>1 (T — L), g— (f)l F

L’équation (83) devient
u+Au=g. (84)

Calculons la norme de A,

< |8—SO|K7<1,
1,1

Al = sup [[Aull,; = [s = sol

llully,, <1

(22) (@~ Tow




3.1 Existence de la solution forte 42

dans ce cas 'opérateur (I + A) avec ||A]| < 1 est inversible, et la solution de I’équation (84)

est donnée par la série de Neumman

w=3Y(-1y"A", (35)

n=0

ce qui prouve que ”R(LNS) =Fy, Vs:lso—s|<p< Ki7
Comme on a démontré que R(j}vo) = Ejy, on aura donc R(j}:) =FEy, Vs:0<s<p.

En suite on pose sy = p et on procede de la méme maniere, on obtient R(LNS) = Fy pout tout
s tel que 0 < s < 2p. On continue ce procédé pas a pas, on obtient R(Z;) =Fy, Vsel0,1].
Pour le cas s = 1, on trouve R(E) = R(L) = E,, d’ott le résultat recherché. Ce qui acheve

la démonstration de la proposition [3.1.2

Proposition 3.1.3 L’opérateur L =L donné par lexpression (64) est fermé dans la topo-

logie de Lo(D; H).
0
Preuve. Soit (u,) C D(L) =H"! (D; H) telle que
u, — u dans Lo(D; H), Lu, — f dans Ly(D; H), n — oc.

Montrons que v € D(L) et Lu = f. D’apres I'inégalité (75) la suite (u,) est une suite
de Cauchy dans H“'(D; H), d’ott u, — v dans H“!(D; H). Comme 13171 (D; H) est un
sous-espace fermé dans H™'(D; H), donc v E]E)Il’1 (D; H). La convergence u, — v dans
H'“'(D; H) entraine la convergence u,, — v dans Ls(D; H), mais comme par hypothese
U, — u dans Ly(D; H) et L est borné, on a alors Lu = f.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.1.3. [l

Etudions maintenant quelques propriétés de I'opérateur

L' =L : H'(D;H) C Ly(D; H) — Ly(D; H).

On a
> 0%u 0 o
u atlatg atl ( 15u> 8t2 ( 25“)
O%u N ou . ou . B . B . o
T oot ot 3253_752 - (gAtltZAE Tedy, A - BLBLL - B2sB1e) u.
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Une estimation en norme de Lo(D; H) donne

2
dt, HA" AL
L(H) / 2l
D

d’ott la continuité de L' de Hy'(D; H) dans Ly(D; H).

’ dt 2 86
o Jwlly (86)

7 2 "
HE uH < 64max < 1, C*, / HAWA’1
D
D’apres les proposition 3.1.2} 3.1.3] et I'inégalité (86) il résulte que l'opérateur L' est un iso-
morphisme de Hy"' (D; H) dans Ly(D; H). Cette assertion découle du théoreme des opérateurs
a image fermée :

L est fermé,

R(IL) = L2(Q% H),
N(L) =R(L)* = {0},

R(L') = R(L'") = N(L)* = {0} = Ly(D; H).
Remarque. L'opérateur L~ est fermé dans la topologie de Lo(D; H).

Définition 3.1.1 On note par £ le prolongement faible de I'opérteur £ défini par
<E/u, U> = <u, ﬁv> = (u, f), Yue Hy'(D,H)etLv=fe Ly(D;H). (87)

Proposition 3.1.4 Le prolongement faible L coincide avec le prolongement fort, i.e.,

(c) =&
Preuve. Il est clair que D(£) C D(L). Montrons que

D(L) = D(L) et Lu = Lu, YueDL).

D’apres ce qui précede lopérateur £/ est fermé et R(Z’ ) = Lo(D; H), alors d’apres le
N -1
théoreme de Banach sur les opérateurs a image fermée, 'opérateur (E) est défini sur

le sous-espace fermé R(L) = N'(L')* et est continu. On a
(i) N(L£)=R(L) ={0}, (i) N(£)={0}, don R(L) = Ly (D; H),

d’aprés (i1) Vf € Lo (D, H), il existe une solution de 'équation Lu = f. Fixons f et soit v
la solution de 1’équation Lu = f- Montrons que u = v.
En effet, d’apres les relations (68) et (87), on a

<z, ﬁu> = <E’z, u> =(z,f), Vze Hy' (D;H),

(z, Lv) = <E/Z, v> = (z, f), Vze Hy'(D;H).
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A partir de la on obtient <£~'z, v — u> =0, Vze Hé’l(D; H), ce qui signifie que w = v —u
est la solution faible de 1’équation homogene Lu = 0. Mais d’apres 'unicité de la solution
faible, on obtient u = v. D'ott u = v € Hy'(D; H) et Lu = Lu = f.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.1.4. O
La proposition [3.1.4 affirme que la solution du probleme (&) coincide avec la solution forte.

Dot w € HY(D; H) N Ly(D; W) et vérifie (69) au sens fort, i.e.,

0w ow ow
Bi. B, Bo- Aw =0,
8t18t2+ 18 + 282+ 0eW + Aw =
_ _ (88)
2w |4 =0= W |4 =,
Ew ’t2=0: mw ’t2=T2: 0.
Le probleme (88) est équivalent a 1’équation opérationnelle :
0
D(L) =H"! (D; H),
89)
0*w Ow Ow (
Lyu=——+4 Bj.— + Bo.— + Aw = —Bp.w = f.
R T T TR e =/
Proposition 3.1.5 Sous les conditions du théoreme |2.5.1, on a l’estimation
1 2 0
HAawH < Ks||Lw|?, Yw € HY (D; H). (90)

ou Kg = Ks(Oéh T, T2)

Preuve. On procede par la méme méthodologie que celle utilisée pour établir le théoreme
2.3.1, on démontre l'estimation (90). O

A partir de 'inégalié (90), en tenant compte des conditions (%4) et (), on a la majoration
1 2 K,
Jwl? < = || 430" < =2 | Bowll®. (o)
Co Co
En remplagant w par A-'v dans (91), il vient
2 K 12
4z 0] < 52 92)

Dapres 2.4 on a ||A7%|® — ||v]|*, quand ¢ — 0. Montrons que ||Bo.AZ'v|? —

0, quand ¢ — 0.
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En effet, on a
BoeAZlw = (24, tlA;1>* Azt = (4], tlAflAAgl)*Aglv

= (2447 (Ap, A7) ATt = (1- A7) (47, 471) ATt

d’ou
|Bocaz ol < ||(1= A7) (45, 471) (A0 =0 +0) | <
[ a2 (7)) (e =)+ (- a2 (4 a7) o
or
| (-4 (4,,47) (a0 —v)| <
2], 17001 — 0, s
et

H(I —A7Y (A;;tlA_l>*vH — 0, quand € — 0.

En passant dans (92) a la limite quand € — 0, on obtient v = 0.
Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.1.1. O

Donc on a établit R (L, ,) = E dans le cas A = 0.

28me &tape

Considérons maintenant le cas A # 0.

Par la méthode de prolongement par rapport au parametre A, on démontre que R(Ly, ,) =

R(L», ) = E . En effet, écrivons 'opérateur Ly , = (L, [1,, l2,) sous la forme

LA,# = Lko,# + ()‘ - AO)(LL;L - LO,#)v
82 (93)
avec (Ll,u — LO,,u) = (B, lll“ Z2N)7 B = Am

2

O0t10t,

On remarque que 'opérateur A

de (4) et la définition de |||.||],)-

est continu de D(Ly ) dans Ly(D; H) (ceci découle

A partir de cette remarque et la continuité des opérateurs ly,,, ls, de D(Ly ) dans H([0, T3] ; H),
H'([0, T1]; H) respectivement, on obtient

(L1, 0 — Lo, w)ull| < Ky H|u!”11 , Yu € D(Lyu). (94)
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L’équation Ly ,u = F' s’écrit sous la forme
L)\7MU = L,\()’MU, + ()\ - AO)(LLM - L07M)u =F. (95)

Supposons qu’on a démontré que R(Ly ,) = E (le cas Ay = 0). On va démontrer que
R(Ly ) = E pour les A au voisinage de Ag.

L’équation (95) est équivalente a

U+ (A= Xo) (Lko,u)_l (L1, = Lo, p)u = (m)_l E. (96)

D’apres 'estimation (53) et I'inégalité (94), on a
— 1
||@en ™ F|| < vSIEN,

et

H ‘ (Lkmu)il (Ll,u - LO,M)U

< VS [Julll, = Ko ll[ulll, - (97)

|, = VS [t =Td|

1 .
Soit A = [A =] < p < 7. Notons par A = (A = o) (Ix,..) "I, —Lo,)et g =
10

(Tng.n) | F. L'équation (96) devient
u+Au=g. (98)

A

Ona|All = sup LAUlL
D(LA,M) ||uH1

I'équation (98) est donnée par la série de Neumman u = |

- 1

R(Lx,) =E, VA |A=X| <p< —.
Ko

En suite on pose A = p et on procede de la méme maniere, on obtient R(Ly ,) = E,

< 1, d’ou lopérateur (I + A) est inversible, et la solution de

oo
n=0

(—A)" g. Ce qui prouve que

VA :0 < A <2p. En procédant de la méme maniere pas a pas, on obtient R(L,, ,) = E pour
tout A > 0. Ce qui acheve la démonstration du théoreme [3.1.1. O

D’ou le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.2 Pour tout élément F = (f, ¢, ) € E il existe une et une seule solution
L .

forte généralisée w= (L, ,) F = (L;}M)F du probléme (1)-(2) et on a

2 2
fllly < STITE

ou S est une constante positive indépendante de pu, \, u et F.
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3.2 Continuité de la solution forte par rapport aux pa-
rametres

Nous étudions ici le comportement de l'opérateur donnant la solution.

0
Soit (fin, An) une suite convergente vers (4, Ag) telle que
0 0
>\n E— )\07 ,un = (Ml,n; ,UQ,n) E— (Iulalu2)7 n — oQ.

On définit I'espace E' obtenu en complétant €°°(D; W!) par rapport & la norme

T 9 Ty 9
laler =swp | [ ([oe] + 1) ot [ (|55 1) .
0 to=To 0 t1=71

si Ag # 0, et

Ty 5
U
u = su -
s =sup | [ (atl
0

si )\0 =0.

2 12 P 2
2 U 2
+|U|§> dt1+/ (‘_8252 +|U|§> dty |,
to=T2 0 t1=m71

Comme E on prend l'espace de Hilbert composé des éléments F' = (f, ¢, ©) telle que

2 2 2 2 .
IEIS = £+ llly + 1]l est finie,

ou
TQ Tl
2 2 2 2 2 2
Il = [ {le 4101} ate 0l = [ {1l + 112} dte
0 0

Remarque. Comme la suite (u,, A,) est convergente, on peut choisir des constantes posi-
tives
0
ap = ap(K, No), a1 =ai(Xo), a2 = a(Xo),

telles que
ao [[|ulllgr < lullly,  Vu €D (Lx,, )

az[[Fl[| < [|Flll, < ad[|[Fll], VF € E,
autrement dit || F||| = ||| £/, -
On désigne par .Z(E, E') I'espace des opérateurs linéaires continus de £ dans E* muni de

la topologie de la convergence simple.
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0
Théoreme 3.2.1 Soient réalisées les conditions du théoréme 3.1.1, et (fn, A\n) — (K, o).

Alors

o) — (L)

au sense de la convergence simple.

Preuve. Pour démontrer ce théoreme il suffit d’établir :

. -1
(9) Sng(LM’“") H.i”(E,El)

< 400,

o -1
(i1) (L, ) g (L/\ 2) dans un sous-espace X dense dans E.
0,

D’apres l'estimation (53), pour 'opérateur Ly, ,, on a

Hulll; < S ||| Zan unt]

. YueD(Iy, ) (99)

Comme la constante S ne dépend pas de p, et \,, alors a partir de (99) et la remarque

précédente, on obtient

S -
w5 < ” [ Zo ||| = Mo || o mt]|| . Vu € D(Tx, ) (100)

Posons X = R (LA 9 ) qui est un sous-espace dense dans F.
0,

_ N1 _
Pour F € X, ona (L, )  F— (LA 3> F €D (L, ). De inégalité (100), il vient
05

. 1
H‘(LAW”) F—(T ) F

E1

o2
<[P @) () F
< M, ‘F—(LMM) (LA B) Fl| | (101)
o 2
M,
ou M1 = —O
asg .
Posons (L 0) F=h F= (L o) h, alors
Ao, M Ao, M
2
s <
”h ||
Ao = ol || 5
| o\ a6
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¥
X

0
M1n— M1

0
H1n— H1

2

2

2
120y [ti=0 +

2
1P} fr2=0 +

0
Hon— Ho

0
M2n— Mo

2
2
1 1t1=T1
i )

2
1113 |t2=T2) : (102)

On voit que le membre droit de (102) tend vers zéro lorsque n — +o00, VF € X.

Ce qui acheve la démontration du théoreme 3.2.1.



Exemple

Soit I’équation définie par

0%u 0 0 d%*u
— — —(a(t, z)=—) [u+ A
8t18t2 81‘1( ( )6x1) [
avec les conditions aux limites suivantes :

{ ll,LL U= U ’t1=0 — U |t1=T1: 2 <t27 JJ),

[:)\u =

lop U = it |y—0 —pott |ty=1,= 1 (t1, T)
out=(t,t) € D=10,T1[x]0, T3], z€Q=]0,1[x]0,1[et (t, z) € Q=D x Q.
On pose H = Ly(Q2) 'espace de Hilbert, ou la norme et le produit scalaire sont notés respec-
tivement par |.|, et (., .),, D(A) = H*(Q) N Hj(2) qui est dense dans H.
La fonction a(t, =) satisfait aux conditions
A 0<co<alt,z)<c V(t x)€Q,
6 a0, ty, x) = a(Th, ta, ), a(ty, 0, ) = a(ty, Ts, x),

@ @ 0%a 0%a
Oty Oty Ot10ty’  Oty0ty

Sous ces conditions, on a un probleme aux limites pour une F.D.P correspondant a la classe

I

sont bornées pour tout (¢, z) € Q.

des problemes étudiés.

e La condition .77 assure la positivité de I'opérateur

0 0
_8_x1<a(t’ x)a—xl)-

En effet, la forme quadratique associée a I'opérateur A est strictement positive

11
0
(Au, u)o //_3_1‘1 (t, x au)udxlde:
00
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11 ) 11
//a(t,x) —| dzidze > CO//
0 0 0 0

en vertu de I'inégalité de Poincaré, on obtient

ouf
8:1:1

dl’ldl‘g

U

2
Oa1 d[L‘l dl’Q

1
(Au, u)o > co [
0

mo

O%HO\H

1
[ ful? dwyday = ko |uls,  Vu € D(A),
0

ici mgo = 2, k’() = CoMy.
2 0%a —
e La condition et sont bornées pour tout (¢, ) € (), nous assure que les

0t10ty Ota0ty

2 2
A jor gy T4y € Loo(D, % (H)) C Lo(D, Z(H)).

Ot10t, Oto0t, )
A partir de la forme quadratique (Au, u)g, on calcul Az

(Au, u)o // (t, x) %@dmdmg
811

opérateur

11

// Val(t, x)%\/a(t, x)%d:pldazg = (A%u, A%u)g,
8:151 8:U1

0 0

d’ou on déduit

ou
Asy = t, x)—
27 a(t, x) .

Définissons a présent les espaces nécessaires a I’étude du probleme considéré.

0 ou\ |
37( (0 %xl)

On munit D(A) de la norme

2
|u]1 :/
Q

dx,

on obtient I'espace W1,

. . 1 : 1
De méme on construit I'espace W2, en munissant D(A2) de la norme

2 ou 2
ot = [|vam o
Q

L’espace des solutions E/{ ., est obtenu par complétion de € (D, W) par rapport & la norme

Sz

lllf; =

drdt + \2 Val(0, d dt
+ //‘ x 8t18t28$1 v
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2
dxdt

0 Pu
Ere (“(O’ x)at]ﬁtz@xl)

“ff

ou(ty, T2, )

dIdtl

2 i Au(ty, 7, z) |
dxdt1+//'\/a(0,x)+
Z1
" vt +>\// Oults, 720 )\ [*
! axl (9:1:1 rat
(tla T2, $) ?
dxdt
&vl( ’ 8t10x1 rah

2 b Au(ry, ty, )|
dxdb%—//‘\/a(o,x)#
1
0 Q

T
( /]
TeD
8 u tl, T2, I
2 va

e f

ou(ry, to, x)
ot

dl’dtg

Ts
/]
0 Q
b Pu(m, b, 7)) frlo ou(m, o, )\ |
2 1, 02, // Y 1, 42,
+ )\//‘ a(0, ) Bty0m, ‘ dxdt; + A\ o a((),:r)—agc1 dxdty
0 O 0 Q

15
%, u(ry, ta, )\ |
2 ) )
A // pr. (a(O, x)—at2a$1 > dxdty .
0 Q

(i =1, 2) selon que soit réalisée la condition (%) ou (%As).

L'opérateur Ly , = (L, l1,, l2,) admettant comme domaine de définition D(L,, ,) = HY(D; W),

ot HH(D; W) est le complété de €>°(D; W) par rapport & la norme

2 0 Pu 2 // 0 *u
|ul|{ = // o (a(O, x) 8t18t28x1> dxdt + pre a(0, x)ﬁtlaxl
e D Q

+D/Q/ a(zl ( (0, x)azi;;l) d:cdt+// i ( (0, mﬁi)

L’espace des données F est

2
dxdt

dxdt.

E = Ly(D; H) x H' ([0, To); W) x H' ([0, Ty]; W"/?) ,
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composé des éléments F' = (f, o, ¥) telle que la norme

O T 2
WEN? = [ [1f]? dedt + [ f dxdt1 + [ 7 0 dvdt,
ba 0 0 Q 0,
Tl a aw 2
Ty 2 9 9
2 s dp
+A Ofs{ £ < 8751 ) a5 dxdty
+}2 \/78*0 drdt +2>\ff 0 -2 | g
0 (91: 2 Ot 1
T> o 8@ 2 , T , aZ@ 9
+)\0fs{ pre ( (0, x)a 1) dxdty + A {S{ B (G(O, I)atzaxl) dxdty

est finie.
Pour le probleme posé, on établit le théoreme suivant :
Théoréme. Pour tout élément F = (f, p, ) € E il existe une et une seule solution forte

u= (f,\ju)_l F = (L;}#)F du probleme du probléme (1)-(2) et on a

2 2
ellly < STFII

ou S est une constante positive indépendante de p, \, u et F. O



Conclusion et perspectives

Dans le travail considéré on s’intéresse a une équation différentielle de second ordre a coeffi-
cient opérationnel non-borné dépendant de t, avec des conditions aux limites non-locales. Ce
probleme contient trois parametres I'un réel les autres complexes, ce qui a permis d’étudier
de maniere globale une classe trés large d’équations aux dérivées partielles.

Pour cette famille de problemes, on a pu établir des théoremes d’existences, d’unicité, de
dépendance continue de la solution forte par rapport aux parametres.

Des résultats analogues peuvent étre établis pour des conditions aux limites non-locales
opérationnelles de type suivant :

{ ll# U= Bl(u)u ‘t1=0 _B2(N)u ’t1=T1: 2 (tZ) )
ZQH U= Bl(ﬂ)“ ‘t2:0 _B2(N)u |t2:T2: 1/} (t1>7

ou Bi(n) € L(H), (i =1,2) et u € A est un parametre, .# est un ensemble de nature
arbitraire sur lequel est défini la notion de convergence des suites.

Les conditions imposées sur la famille d’opérateurs B;(p) sont :

(%) pour tout u € A les opérateurs B;(u), (i = 1, 2) transformant D(A) en D(A) et
réalisant une des conditions :

(%,) sur H il existe By '(u) € Z(H) transformant D(A) en D(A), et tel que
| By (1) Ba () || exp (3C(T1 + T2)) < 1,
(%,) sur H il existe By ' (u) € Z(H) transformant D(A) en D(A), et tel que

| B3 (1) By () || exp (3C(T1 + Tp)) < 1.
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Dans le cas ou B;(p) = p; (i = 1, 2), on trouve les conditions aux limites de notre probleme.

Pour ce type d’équations les recherches peuvent se poursuivre en ajoutant dans I’équation des

t 0 t 0
ar( )Bl (t)—u + az( )Bg(t)—u c.a.d. des termes qui contient des singu-
131 oty 123 Otsy

larités, et en introduisant aussi dans les conditions aux limites des opérateurs qui dépendent

termes de la forme

des parametres complexes.
On peut constater aussi le cas ou les variables t; et ¢5 ne sont pas indépendantes, par exemples

le cas ou

t=(t1, t2) € D(0, R) = {(t1, t) e R: t] + 15 = R}.

Ce cas est trés délicat mais il mérite d’étre étudié.
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