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AVANT -PROPOS

Ce polycopié de cours est le fruit de plusieurs années d enseignement dispensé aux étudiants
du cycle 3eme année licence. Il s agit d un cours de théorie de champ. Le but de rédaction de
ce manuscrit est de mettre a la disposition des étudiants un outil simple et pertinent pour
aborder une partie intégrante dans le domaine de la matiére enseignée.

L’ouvrage est formé d’un résumé de cours portant sur 1’électrostatique, la magnétostatique,
les régimes stationnaires et variables, les ondes électromagnétiques et les équations de
Maxwell. Il contient aussi des exercices classiques d’électrostatique et de magnétostatique,
des notions qui traitent les connaissances nécessaires de théorie de champ. A la fin une
annexe comportant les operateurs mathématiques utilisés dans les démonstrations et calculs
est présentée.

Ce manuscrit de cours théorie de champ a été rédigé conformément aux recommandations
du comité pédagogique et destiné aux étudiants du premier cycle universitaire. Nous
espérons qu’il leur sera une aide précieuse dans leurs études et qu’ il guidera leurs pas dans la
compréhension du cours.



Chapitre 1 : Electrostatique

1.1 Charge et interactions électrostatiques
1.1.1 La charge électrique

La charge électrique d’une particule est une grandeur scalaire (algébrique) qui caractérise les actions
électromagnétiques subies ou exercée par la particule. La charge électrique joue dans l'interaction
électrostatique le méme role que joue la masse (scalaire positive) dans I'interaction gravitationnelle.

1.1.2 Quantification de la charge

A I’échelle microscopique, 1‘expérience montre (Millikan, 1913), montre que la charge
électrique varie de fagon discontinue et se présente par unité sous forme de quantité bien
déterminée. On dit qu’elle est quantifiée. Sa valeur est un multiple entier d’une charge
qu’on peut prendre comme charge élémentaire, notée e. C’est la valeur absolue de la
charge de I’électron e = 1,60219 107 C.

Les particules élémentaires, constituants de la matiére, ont pour charges:
- électron : q = -e = - 1,60 10°°C
- proton :q=+e=1,6010"C
- neutron : la charge est nulle.
L’unité de la charge est le coulomb C dans le SI. (MKSA). C’est la quantité de charge
transportée par un courant de 1 Ampere pendant 1 seconde (Q =1t).
1C=6,2510%¢
C’est un nombre élevé de particules. Dans la pratique, on utilise le mC et le pC.

1.2 La loi de Coulomb

Considérons dans le vide, deux charges ponctuelles q; et q», fixées en M; et M». Les deux
charges stationnaires q; et qz exercent 1’une sur I’autre une force proportionnelle a chacune
des charges et inversement proportionnelle au carré de la distance qui les sépare.La force
¢lectrostatique est dirigée suivant la droite qui joint les charges (figure I-1). Elle attractive si
les charges sont de signes contraires (figure I-1-a), répulsive lorsque les charges sont de méme
signe (figure I-1-b).

— F,
3 I\-J['J i -
M, Fy e F,, M, =
H U2 qi 42 <0 1 12 a1 42 >0
Figure 1l-a Figure 1-b



La force F12 exercee par q sur la charge q2 s’écrit :

Fu=k1%2y, (N

I

ou r est la distance entre qi et q2 et %12 le vecteur unitaire defini par :
= MM, MM,

Uiz =

N
‘|J

MM, r

Conformément au principe de I’action et de la réaction, la force F 21 exercée par qz sur

la charge q; est égale et opposée a ?m :

Fa=-Fn

La constante de proportionnalité est liée aux unités choisies pour exprimer la force, la
longueur et la charge. Dans le systéme d’unités international (S.1.), sous sa forme rationalisée,
K s’écrit :

K= =910°SI (V m/C)

Ilg,

Ou go est la permittivité du vide et a pour valeur :

£, =8,85410 F ™

1.3 Le champ électrostatique

Considérons la force F' définie par (I-4). Divisons I’expression (I-4) par la charge q.Nous
obtenons une grandeur vectorielle qui dépend de la structure des n charges et de la position du
point M : cette grandeur est appelée le champ électrostatique, E(M) , crée au point M par le
systéme de charges ql, g2, ..., qi, ..., qn fixées en P1, P2, ..., Pi, ..., Pn.

mn —_— n -

—  PM .
E(M) = e E 9; " E % - (3)
g 4lle, dlle, r”

H?:H -1 i=l

Le champ électrostatique E(M) qui résulte de Fest la somme vectorielle des champs

Ei(M) crees par les charges qi :

= PM
U =——= et r =‘R_MH
]



n

E(M)= ZE,(M}

(6)

ou Ei(M) estle champ crée en M par la charge qgi ponctuelle placée en Pi(Figure I-3)

E;

_

g, U

. PM
0= 2= (7
411g, P M‘ e, r,

Nous venons de définir une grandeur vectorielle, fonction du point M, caractéristique
systéme de charges ql, g2, ..., qi, ...,qn, sources du champ E . En chaque point de I’espace on
fait correspondre un vecteur £ , fonction du point considéré (Figure 1-3).

Ed(M™)

E(M™)

Ei(M")

Figure 3

L’ensemble des vecteurs E constitue un champ de vecteurs. Le champ E ¢tant

déterminé, la force F que subit une charge q placée en un point M est donnée par la

relation :

F=qEM)

(8)

L’introduction du champ E aboutit a une nouvelle description de I’interaction
électrostatique. Nous avons remplacée l’action a distance contenue dans la loi de
Coulomb par la notion de champ électrostatique, grandeurlocale. Au lieu de considérer
les charges qi et q en présence interagissant par |’intermédiaire de la force de Coulomb:

3
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g__PM
e

Charge qien P; ——> | Charge q en M soumise a F= gz
i=l

On exprime le champ Eiicrée par la charge gi dans tout I’espace entourant cette charge. Ce
champ existe indépendamment du fait qu’il existe ou non une autre charge q en présence de la

charge g, source du champ £:. La force F subie par q placée en M résulte de I’existence en
ce point d’un champ électrostatique :

" _

g PM Agit sur la charge q :

Charge qien P; :
3 |_:>‘ — —
F=gk

source du champ |—> E(M) = iz,
electrostatique i=l ;

PM

1.4 Principe de superposition

Considérons trois charges ponctuelles q1, g2 et q fixées respectivement en P1, P2 et M
(Figure 1-2).

Q<0

Figure 2

Quelle est la force F que subit la charge q placée en présence des charges ql et g2 ?. La loi de
Coulomb permet de calculer la force F'1 subie par la charge q lorsqu’elle est uniquement en
présence de ql. On peut de la méme maniere calculer /' 2 force subie par q lorsque seule q2
est en présence de la charge q.

L’expérience montre que la force F' subit par q lorsqu’elle est en présence des deuxcharges ql

et q2 est la somme vectorielle des forces £1et Fa:



PM . 44: W
= e, |57

F:FJ-FFE: 149>

4l1e, W

Ce résultat est vérifié quel que soit le nombre de charges en présence. La force resultante
subie une charge q placée en M, en présence de n chargées ql, g2, ..., qi, ...,qn fixées en Py,
P2, ..., Pi, ..., Py est la somme vectorielle des forces dues a I’interaction des charges avec q,
calculées séparément :

Z _qz 4I1e, (4

T

Cette expression exprime le principe de superposition. la force totale ' due a un ensemble de
charges est la somme vectorielle de I’effet de chaque charge prise individuellement. Ce qui
suppose que la force s’exergant entre deux charges n’est pas modifiée par la présence d’une
troisiéme charge

1.4.1 Champ électrique créé par une distribution linéique de charges électriques

On considére une portion de courbe I' = AB portant une densité linéique de charge notée A
(figure 8).

p M

Figure 8

dg = Adl

Un élément dl entourant un point P porte une charge :

Cette charge crée en M un champ et un potentiel donné par les expressions suivantes :

1 d_?rz | ).(P}d!;; et dV (M) = I dqg_ 1 APl
4lle, v~ 4llg, r° 4Ile, r 4llg, r

avec, PM = HWH; =ru

dE(M) =




1.4.2 Champ électrique créé par une distribution surfacique de charges électriques

Dans le cas d’une distribution surfacique de charges, on considére une charge dq portée par
un élément de surface dS (figure 9).

Figure 9

Un élément ds de surface de la couche entourant un point P porte une charge :

dg=odS

Le champ crée en M par dq est donnés par :

By = TEBL o gy =— TEIE:
4HE[J P 4l_i50 ”
avec, PM :‘ﬂf' -

1.4.3 Champ électrique créé par une distribution volumique de charges électriques

Soit une distribution volumique de charges contenue dans le volume v ; p(P) est la densité
volumique de charges en un point P du volume v (figure10).

Figure 10



La charge contenue dans I’élément de volume entourant le point P dr P est :
dq = p(P)dt,

Cette charge crée en M un champ d £ comme le ferait une charge ponctuelle dq placée en P
(Figure 1) :

L e L.
4Tle, r~ 4Ileg, r

i

avec, PM = HPM‘

dE(M) =

u=ru et dq = p(P)dt,

1.5 Propriétés du champ électrostatique

1.5.1 Le potentiel électrostatique

Le potentiel électrostatique V(M) associ¢é au champ électrostatique E(M) est une
fonction scalaire contrairement a £ . Nous verrons, dans beaucoup de cas, que le potentiel

sera un intermédiaire commode dans le calcul du champ vectoriel E(M) | Le potentiel se
rattache physiquement a la notion d’énergie potenticlle, d’ou son appellation.

» a/ cas d’une charge ponctuelle

Considérons une charge ponctuelle q (>0) fixée en P et un point M de I’espace (figure 1) :

A E(M)

Figure 1

La circulation élémentaire dC du champ E correspondant a un déplacement ¢lémentaire

-

dr point M sur la courbe AB est :



do=Edr= =2 Lo (1
1‘[5[j 3

>
Or, dr =d(PM)=d(ru) =dru+rdu et dru=(dru+rdu)u=dr+rduu

Puisque : d(uut)=2udu=0;ona: dru=dr

La circulation élémentaire dC s’écrit alors :

d 4 g 94 2 (2)

dc = -
4fle, r° 41, r

Posons alors ;

dC = E.dr = —dV(r)

V est le potentiel électrostatique V(M) crée par la charge q fixée en M :

) =Py =—1—L veste (3)

s,

Nous venons de définir un nouveau champ, le potentiel électrostatique ; c’est un champ
scalaire défini a une constante prés. On choisit en général la valeur de la constante de telle
sorte que le potentiel soit nul lorsque le point M est infiniment éloigné de la charge :

V (r— ©)=0 . Dans ce cas, la constante est nulle et le potentiel s’écrit :

- g |
VM)=V(r)= = (4)
( ( 4lleg, r

» Cas d’une distribution de n charges ponctuelles :

Soient n charges ponctuelles ql, g2, ..., qi, ...,qn fixés aux points P1, P2, ..., Pi, ..., Pn.
Soit M un point de I’espace..

La circulation élémentaire dci du champ E i crée par la charge qi seule est donnée par :



dC, = E:dr =—dV,(r)

— e

Avec E;(M)=—ds Rﬂ{ =4 Y ot PM=ru,
4T1g, HP‘MH- 4Tleg, r”

Ainsi, le potentiel électrostatique Vi(M) di a la charge qi.

vory=-2_1
4Ileg, r,
avec: » = ”PUH

Le potentiel V(M) di a I’ensemble des n charges est la somme des potentiels en application
du principe de superposition :

S - r i (i-"." l
P(M}:ZP,.(M} =Z —— (5)
- - 4llg, r,

Remarque : Dans cette relation, nous avons choisi la constante nulle pour chaque potentiel Vi
crée par la charge qi ; ceci n’est pas valable que si les charges qi sont réparties dans un

volume fini.

1.5.2 Relation entre champ et potentiel électrostatique

Le potentiel électrostatique a été défini a partir de la circulation élémentaire du champ E':

dC = Edr=—dv
Or,

dV = gradV dr

d’ou la relation entre £ et V :

—

E(M)= —MV(M ) :relation locale (6)




Le champ électrostatique £ dérive du potentiel scalaire V. Cette relation implique des
conditions de continuité et de dérivabilit¢ sur la fonction V(M). [I'unité du potentiel
electrostatique dans le systtme MKSA est le Volt (V).D’aprés la relation qui lie le champ

¢lectrostatique E
par metre (V/m).

et le potentiel électrostatique V, I’'unité du champ électrostatique est le Volt

La circulation C4g du champ E le long du contour AB est :

()

Eg\ Ty Fg ]

Cos=| Edr=—-[ dV=v(4)-V(B) =

» La circulation du champ de vecteur 'y , le long de AB, est donc égale a la différence
de potentiel V,—V3.

> Lacirculation de Eest nulle le long de tout contour fermé.

1.5.3 Topographie d’un champ électrique

- Lignes de champ

Pour avoir une idée sur ’allure du champ £, on trace les lignes de champ, c’est a dire les
courbes tangentes en chaque point au vecteur E défini en ce point. Ces courbes sont
orientées par convention dans le sens du vecteur.

| e E

¥ e

Soit M un point d’une ligne de champ et d ¥ le vecteur déplacement élémentaire sur une ligne

de champ (Figure 3) Puisque £ et d ¥ sont colinéaires, les équations des lignes de champs
sont données par :

drnE=0 (9)

- Tube de champ :

10



L’ensemble des lignes de champ s’appuyant sur un contour fermé constitue un tube de champ
(Figure 5)..

- Surface équipotentielles :

Ce sont des surfaces d’équation V = cste, c’est a dire d’égal potentiel.

e

E =-gradV

D’apres la relation , le champ E est normal aux surfaces équipotentielles et

dirigé vers les potentiels décroissants (sens le signe moins dans cette relation, £ est dirigé
vers les potentiels croissants (cas d’une charge ponctuelle positive). Les surfaces
équipotentielles sont des sphéres centrées en O, point ou se trouve la charge.

—»— Lignes de champ ) Surfaces équipotentielles

Figure 6

NB : La direction du champ E, c’est a dire du gradient de V est la direction de la normale aux surfaces
équipotentielles, celle ou V varie le plus rapidement ; il est clair que pour passer de la valeur VI a la valeur V2,
le chemin le plus court est le segment AB.

11




1.6 Théoréme de Gauss

1.6.1 Définition

le théoréeme de Gauss permet de calculer le flux d'un champ électrique a travers une surface
fermée connaissant les charges ¢électriques qu'elle renferme. Il trouve son utilité pour calculer

le champ électrique en un certain point, calcul qui serait plus complexe si la loi de
Coulomb était utilisée.

Enoncé :

Le flux du champ électrique a travers une surface S fermée est égal a la somme des

charges ¢lectriques contenues dans le volume V délimité par cette surface, divisée par
la permittivité du vide.

1.6.2 Notion d’angle solide

Extension tridimensionnelle de la notion d’angle définie dans le plan. L’angle solide dQ,

délimité par un cone de demi-angle a coupant un élément de surface élémentaire dS situé a
une distance r de son sommet O, vaut :

o dQ: - est toujours positif

e estindépendant de r puisque dS o r 2

e s’exprime en stéradian (sr)

e pour tout I’espace, 6 : 0 —» m avec Q =4n

1.6.3 Le flux électrique

-Flux élémentaire :

Soit une charge ponctuelle g>0 placée en O et M un point de I’espace

12



Figure 1

Le champ E(M) créé par q en M est :

—

EMy=—92_%

-

4Ile, -
sveE, 1 =OM f“OMH & F= HOM“

Soit dS un élément de surface entourant le point M ; orientons la surface dS (figure 1). Le flux

—

¢élémentaire de E a travers la surface orientée est :

W=Fd5=—21 "5 __4 4 (1)
Alle, r-  4llg,
udS un
Gl =" _ 2%
P L

angle solide élémentaire sous lequel du point O on voit la surface élémentaire. Le signe de dQ
dépend de I’orientation de la surface :

o dO>0sia=(un) <TI2
e dQ<0s1iag>I1/2

-Flux sortant a travers une surface fermée

13



Soit une surface fermée . On se propose de calculer le flux du champ ¢€lectrostatique E cree
par une charge ponctuelle q a travers la surface fermée_X. Plus précisément on s’intéresse

au flux sortant, donc on a choisi d’orienter le vecteur /! dans le sens de la normale sortante a

Y. Deux cas seront envisages :

* le cas ou la charge q est située a I’extérieure de la surface
* et celui ou la charge q est située a I’intérieur de la surface
Nous désignons par I’indice i les charges situées a I’intérieur de X et par I’indice e les charges

extérieures 2 X. Soit £1 le champ créé par qi et E de champ créé par la charge qge.

» 1érCas : La charge est située a l'extérieur de ¥

— s

dQ, =221 dS, = —dQ ==L dS, (2)

r i

Si on considere le flux du champ E ccree par la charge ge située en O, sortant des surfaces
dS1 et dS1°, d’apres (1) et (2), on obtient :

dD, +d® = —Le 40+ 4o =0
4Ilg, 4I1g,

On en conclut que le flux du champ ¢électrostatique crée par une charge ponctuelle située a
Pextérieur d’une surface fermée X, sortant de la surface X est nul :

® = PE.dS=0 (3)

€
=

» 2éme Cas : La charge est située a l'intérieur de ¥

Le flux du champ électrostatique créé par une charge ponctuelle située a I’intérieur d’une
surface fermée X, sortant de la surface X est égal a :

® =¢VEds=2 (4)

lE‘l.l

14



Ainsi, le flux total du champ électrostatique créé par une charge ponctuelle est :

o=@, +0, =@, =2
==

Cette relation relie le flux a travers une surface fermée (X) et les échanges a I’intérieure de
cette surface.

-Cas de n charges ponctuelles :

Considérons ni charges a I’intérieure d’une surface fermée (X) et ne charges situées a

I’extérieure de cette surface. Le champ E cree par les n charges (n=n; + ne }est la
somme vectorielle des champs créées par chacune des charges :

.
— i

E=ZEJ+EEE

i=1

Le flux du champ E sortant de 1a surface T est :

@:ﬁﬁd?:ﬁ E E..-+E EJ.@S‘: E D, + E @
i e s i e

D’apres (3) et (4),ona:

o ng, === avec , Qf.n[ - hzg.
I i=l

15



Le flux sortant de la surface fermée X est égal a la somme, divisée par €0, des charges
intérieures a la surface X :

e Ui
(I):ﬁEE.dSZE—UZq?.:— (5)

E[_l

Avec, Qint : charge totale intérieure a X (Ce résultat constitue le théoréme de
Gauss.).

1.6.4 symétrie et invariance
1.6.4.1 Symétries des sources et des effets crées : Principe de Curie
» Distribution de charge présentant un plan de symétrie pair (IT) :

On dit qu’une distribution de charge (D) est symétrique par rapport a un plan I1, si pour deux
points P et P’ symétriques par rapport a I[1

p(P)=p(P

E(M)
Er(M)| Er(M
Ep (M)
KU " S
P _"" ”’ ‘.‘“‘_‘“\\\“ l).‘
q I q

Figure 6

E(M")=symE(M) et V(M') = symV (M)

16



» Distribution de charge présentant un plan de symétrie impair (Il’) :

Une distribution de charge posseéde un plan de symétrie impaire IT’°, si pour deux points P et
P’ symétriques par rapport a IT’, on a

p'(P)==p(P)

Pour illustrer ce cas, nous prenons deux charges q et — q placées en P et P’, ou P’ est le
symétrique de M par rapport au plan IT".

I

Figure 8

Soit M’ un point symétrique de M par rapport a IT°, On peut constater que le champ en M’ est
I’opposé du symétrique du champ en M :

E(M')=-symE(M) et V(M') = —symV (M)

1.6.4.2 Invariance de la distribution de charge
» Invariance par translation le long d’un axe

Considérons I’exemple d’un fil rectiligne caractérisé par une densité linéique A uniforme.
—

Si on translate le fil parallélement & lui méme d’un vecteur T, la nouvelle distribution D’
coincide avec D (puisque le fil est considéré infini et la distribution de charge est uniforme).

Ona:

A'(P) = A(P)

17



D’apres le principe de Curie, le champ E ( M )et le potentiel V(M) sont inchangés en un
point M quelconque de I’espace homogene et isotrope :

E(M")=EM) et V(M) =V (M)

» Invariance par rotation autour d’un axe

Considérons une répartition de charge D de densité volumique uniforme p présentant un axe
de révolution, c’est & dire si on fait subir a cette distribution une rotation d’angle 6 autour
de cet axe, la nouvelle distribution D’ coincide avec la précédente (la distribution reste
invariante

- E'(M")
| > ’
\ M 2
AT BEOn=EM)
M E(M)
Figure 11-a Figure 11-b
p'(P) = p(P)

Si on considére un point M’ quelconque obtenu par rotation du point M d’un angle 6 on aura

E(M)=EM)
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1.7 Formulation du théoréme de Gauss

Le théoréme de Gauss permet d’affirmer que le flux électrique mesuré sur une surface
fermée quelconque est proportionnel a la charge électrique se trouvant a l'intérieur de la
surface en question. de charges génére un champ électrique total respectant le principe de
superposition vectoriel :

Soit une surface fermée de forme quelconque contenant une charge totale Q.. Le flux du champ
électrostatique a travers cette surface vaut Qm/ g, €& qui s'écrit .

Qu

&

o, = {fE.dA=
A

Le théoréme de Gauss est un outil trés puissant pour déterminer le champ électrostatique
mais uniquement pour des distributions de charges possédant des symétries (typiquement
sphérique, cylindrique, plane) ce qui sera toujours le cas en classes préparatoires. Les calculs
de champs ¢électrostatiques avec des distributions de charges complexes se font

Pour déterminer le champ électrique a partir du théoréme de Gauss, il faudra suivre la
démarche suivante :
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Calcul de la force et du champ électrostatiques crées par des
charges ponctuelles

1-Force électrostatique crée par des charges ponctuelles identiques aux sommets d’un carré en
chaque sommet du carré
1 Enoncé

Quatre charges ponctuelles identiques —q (q > 0) sont fixées aux sommets A, B, C et D d’un
carré de c6té a. Une cinquiéme charge qp> 0 est maintenue fixe au centre O du carré.
Déterminer la valeur de qpen fonction de q pour que la force électrostatique totale qui
s’exerce sur chacune des cinq charges soit nulle.

1 Solution

La force électrostatique F(O)exercée par les quatre charges identiques —q sur la charge g0 est
nulle quelle que soit la valeur de qo. Il reste a évaluer la force totale exercée sur chacune des
charges —q, par exemple la charge placée en A (figure 1).

Figure 1

D’apres le principe de superposition :

21



- = & | B4 L ¢4 . pd qq, OA
o = —
4llg,

— 4—- — —
F(A)=) Fi=Fas+Fc+Fp+Fo o ——+——
)

z o

Or,
[5- -
* D‘41 :‘f‘,l_B1 -+ BDl :2:’.12 aisni, Ei":\fia
v DA _V2,

2 25
Ainsi,
Fin=—1_ \|miveie[ L) pal|-2 (2 ypq

e, a’ 2 4Tlg, /2

o (] (3] >

Foy=—2 ' giscis Y2 5i|- 99 1 554
4lle, a” 4 4lleg,

Puisque : BO=-CO
BA+CA=(BO+0A4)+(CO+04)=204 ; DA=20A;

q N2 — g V2 -
= _{ g(2+222)~g, 242 04 = | g(24 22y~ g: 242 |04
iz 2 {9( a )4 ] Ms.a’ [q( 5 )40

La force F(A} est nulle lorsque :

q(2+%}—902~/§= 0

Ailnsi,
2+£
o 1+242
4y =4 2 =q P
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2 - Champ électrostatique crée par des charges ponctuelles identiques aux sommets d’un
triangle au centre géométrique du triangle

2 Enoncé

Déterminer le champ électrostatique crée par trois charges ponctuelles identiques q > 0
placées aux sommets d’un triangle équilatéral, en son centre géométrique G.

2 Solution

D’apres le principe de superposition, on a (figure 1):

. ¥, = ; = = A
E(G]:;,E; =Es+Ez+Ec 5 g
g | AG BG  CG §ioE A
- TR TR e i l
M| [ag|  [ra] e o e
r E‘c,,‘ ‘\\‘Es\\
o [ [ [ L Ve
B ormcem e e oo v C
# L] L]
EG)=—2 (4G +BG+CG)
41—IEU ”BGH Figure 1
Soit, O étant un point quelconque de I’espace.
- & JaEe s
AG+BG+CG=A0+BO+C0O+30G =0 car OG:E OA.

i=l

E(G)=0
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Calcul direct du potentiel et du champ électrostatique crées par
une distribution continue de charges

1 Enoncé : Segment de droite uniformément chargé avec la densité linéique
Soit un segment AB uniformément chargé avec une densité lindique A > 0 (figure 1)

On désigne par O le milieu du segment AB. Calculer le champ E crée par cette distribution en
tout point M sur une distance a de la médiatrice de AB et en un point M appartenant au
segment AB.

Mia)

L

!
1
C

_

X T” X
------ EEEE
A b B

Figure 1

1 Solution

Cas 1 : Le point M est sur la médiatrice de AB
Considérons les points A et B sur ’axe x’x tel que I’origine O soit le milieu de AB (figure 2).
Deux éléments de charges dq; et dqz, centrés en deux points P; et P> symétriques par rapport a

O, créent en M des champs électrostatiques élémentaires respectivement d E1 et dE2. La
résultante de ces champs est portée par la médiatrice (OM), par exemple I’axe y’y de
vecteur j .
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Figure 2

Le champ électrostatique E cres par I’ensemble de la charge portée par le segment AB est

donc, par raison de symétrie, dirigé suivant I’axe des y. Soit,

—

— dg W _ Adx u

| = - = 5
e, PJM" 4le, |ppg
E = 4 j i 1 CDSG:’}

Si on choisit o comme variable d’intégration, on aura :
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— A preCOSOE ,
E = j do j
411g, -2 a
3
avec, iga = —
a
5 a
dr=a(l+tga)da =———da
cos” a
vl
I cosa
HPMH' a
Pourx=-L, a=—a, etpourx=+L, a=¢a,
Soit,
I A , o A L ~
=———sing, j = J
0 S
2llg,a Mg [*+ >
Cas limite
* Si le point M est tres €loigné de I’origine O (a>>L),on a:
; L L
SING, = ————==0, = —
VL' +a’ a
et donc,
= 2AL  —
E;————Tj
2l1g,a

C’est le champ équivalent a celui créé en M par une charge Q= 2AL concentrée en O.

* Sile point M est trés proche du segment (L >>a), ona:

I
oy —>—
2
et
E-—2 ]
2l g,4a
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Cas 2 : Le point M appartient a (AB)

Un élément de charge dq=Adx centré en P crée en M un champ élémentaire d £ porté

-

par ! (figure 3) :

. ) P(x) M(a) dE
______ C_:q:_:)——————a._______...—————.‘-
A 0 dx B
Figure 3
JF, = dg PAM« _ Adx i _ A dx _;
4Tlg, P—M'H 4Ilg, ’ﬁ“ 4Ilg, (a—x)°
Fo A _ri dx n};_: A ri—a’(a—;‘r}t: A jL ﬁ :
Hlc, Llr—x) Mg, (a—x) 21e, (o —L7)
SOIt,
7 A L

i
Mg, (a® —L?)

Cas limite
Si le point M est trés éloigné du segment [AB] (a>>L),ona:

ZAL. =
i

Bear—s
4lle,a”

|12

C’est équivalent du champ créé en M par une charge Q= 2AL concentrée en O.

2 Enoncé : Boucle circulaire portant une charge linéique uniforme
Soit une boucle circulaire de centre O, de rayon R, uniformément chargée avec une densité
linéique A=\ (figure 1). Calculer le champ Ecrée par cette distribution de charges, en un

—_

point M de I’axe Z ' Zde la boucle :
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a) A partir du potentiel électrostatique
b) Directement

2 Solution

Cas 1 : Calcul du champ électrostatique a partir du potentiel
Le potentiel dV(M) créé en un point M(0, 0, z) par la charge dg=Adl portée par un élément dl
de la boucle entourant P (figure 8) est :

La charge dq=AodI=AoRd6 crée en M le potentiel V(M) :

Figure 8

A
dpi)=—% e G
4Tle, PMH 4T1e, PMH
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avec, dl = Rdf et HWH: (R1 T

Le potentiel V(M) est obtenu par intégration sur le contour C de la boucle :

de

A{JR 24172 _rn

ViM)=¢ dV(M)= -
( i—" ( 4Ile,(R° +z

n

Ce qui donne :

: AR ; ;
V(M) = & =7(0,0,2) = V(0,0,~2)
28R ¥z
Le champ E (*'M ] est déduit du potentiel par dérivation :
. dv - ARz =+ = =
E(M)=—gradV(M)=-—Fk= 0"k =E(0,0,z) = —E(0,0,~z)
( i ( dz 28, (R° 27y : ) {

Cas 2 : Calcul direct du champ en un point M(0,0,z)

Examinons d’abord la symétrie du probléme : la distribution présente une symétrie de

—_—
—_

. ' . ) ; I
révolution autour de Z'Z . le champ E en un point de ’axe Z Zest porté par  :

La charge d¢ =4 dl = A ;Rd6 cree en M le champ dE

F__dg PM__JRd0 PM _ £

4le, PMH 4lle, PMH
Le champ E (*'M }étant porté par k , seule la composante dE. est a considérer :
—~ - J,Rd0 PMi A, Rd6 (R* +2°)"* cosa z
dE. =dE:k=— qPMf{q = =8 ¢ +ﬁ_7 ), f?bg avec, COS = —5—— 5
4llg, (R +27) " 411g, (R-+z7)"~ (R"+z°)""
A=I1
~ - 3 Rz -
E(M):J.dE__i;: ok
2 Alg, (R +z7)"
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Calcul du champ et du potentiel électrostatique a partir du
théoreme de Gauss

1- Enoncé : Nappe chargée uniformément en surface

Considérons un plan uniformément avec une densité surfacique o > 0 (nappe chargée) de
dimension infinie et contenue dans le plan xQOy. Calculer le champ électrostatique puis le
potentiel en tout point de I’espace.

1- Solution

1/ Variable dont dépend E et sa direction

La nappe chargée en surface est contenue dans le plan (xOy) comme le montre la figure 1.

A 7
M
g 0 .
(6> 0) — Y
e S
X
Figure 1

Le plan chargé est invariant par translations suivant Ox et Oy. Le systéme des coordonnées le

plus adapté au calcul de £ est le systéme cartésien de base (i-/-k). Le champ E est
indépendant de x ety :

E(M)=E(x,y,2) = E(2)

e Leplan [T, =(M, j.k) passant par M et perpendiculaire a (Ox) est un plan de

EE]’I, ainsi : E:E}-+E_~

symétrie pair.

e Leplan [T, =(M,ik) passant par M et perpendiculaire a (Oy) est un plan de
symétrie
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pair. Ee [T, ainsi : E=E.+E.
Ainsi, E e I Il

D’ou :

E=EGZ)k

De plus, le plan chargé xOy étant un plan de symétrie paire, le champ Eenun point M’
symétrique de M par rapport a ce plan est :

E(M')=—E(M) avec, E(M")=E(=z) = E(=z)k et E(M)=E(z)= E(z)k
Ainsi, E(-z)=-F(z)

2/ Calcul du champ électrostatique

Tenant compte de la symétrie de la distribution plane de charge, nous choisissons comme
surface fermée X le parall¢lépipede droit, dont les génératrices sont normales au plan
chargé, fermé par deux sections droites notées X; et > d’aire S, passant respectivement par
M(x, y, z) et par M’(X, y, -z) le symétrique de M par rapport au plan xOy (figure 2).

(S)

—

; 11
{E]J-——P\I __I

|
l.’ ' : :_-
A 5 (6>0) 1 k]o4+©E)
(6>0) ¢ == : :
L : ;
N OSEVE I“‘E]

—

E(M")y n2

Figure 2

Le flux E sortant de la surface latérale =, du cylindre est nul, car en tout point de X;,

EdS; =0

Le flux sortant de X se réduit au flux sortant de X; et X :
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O = ﬂﬁdi 5 I iE(M}.dil +J"[E(M'}.di}

@ =E(:)(E.E.)jj;¢§. +E(—z}(£?§g}ﬂ£{f§z
Avec, (ki) =1: (kns)=—1 et [[@S:=[[aS:=s5

® = [E(2) - E(-2)]S avec E(-z)=—E(z)
O =2E(z)S

La charge a I’intérieure de la surface de Gauss est :

0. = Hgme oS

D’apres le théoréme de Gauss :

—_

D’ou le champ £

—_— fj- —

e pourz>0:E=+——=*%
2g
0

—_— J —

e pourz<Q0:E=-——%
2¢g

n

Ces deux résultats peuvent étre condensés sous la forme :

E(z)=——2:k (z#0)

28,12

Ce résultat peut étre retrouvé en choisissant comme surface de Gauss X la surface fermée
formé par le cylindre droit, dont les génératrices sont normales au plan chargé, fermé par deux
sections droites d’aire S, passant par M(X, y, z) et par M’(X, y, -z).

Le champ E change de sens a la traversée de la nappe chargée et subit une discontinuité
¢galea 0/ o/ep (figure 3).
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A E(z)
a
2g,
Lo F4
O
a
28,
Figure 3

En réalité, il n’existe pas de distribution plane de dimensions infinies. Cependant, la
distribution plane est considérée comme infinie si on ne considére que des points placés loin
des bords de la distribution, c’est a dire des points dont la distance & la surface chargée est
petite par rapport aux dimensions de celle-ci.

3/ Calcul du potentiel électrostatique V(M)

En choisissant I’origine des potentiels dans le plan xOy : V(z=0)=0

vz

@]

Figure 4
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FEg) = :dﬁ":—j: Edl avec, dl = dzk

o

Pourz>0; V(z)=—— | dz=— Z
2y 2g,
: z o
Pourz <0 : F{z)=+ dz = + z
2520 2&,
Soit,
. o
V(z) = ———]|4|
2&,

A la traversée du plan chargé, le potentiel y est continu (figure 4).

2- Enoncé : Cylindre chargé uniformement en surface

Soit un cylindre (C) d’axe z z', de rayon R, de longueur infinie, uniformément chargé avec
une densité surfacique de charge o > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en
tout point de I’espace.

2- Solution

a) Variable dont dépend le champ electrostatique et sa direction
Le cylindre chargé a un axe de révolution Oz (figure 5). Le systéme de coordonnées le plus

adapté est le systéme cylindrique de base (tr e, u:) Cette distribution de charge est
invariante par translation suivant Oz et par rotation d’angle 6 autour de Oz.

E(M)=E(r.0,7)= E(r)

I, =(M.u,,u.)

e Le plan passant par M et I’axe (Oz) est un psp (plan de

EE [T, amnsi : E:Ef- +E:

symétrie pair.

1, =(M,ur,ug) passant par M et perpendiculaire a (Oz) est un psp

Eell, ainsi: E=E, +Es

e Le plan
(plan de symétrie pair.

Ainsi, EeTl, N1,

D’ou, le champ est radial :

. -

E =E(r)u:
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.II.Z
S 6 :
\____{/
{og > O)
(C) -
L Mo
et s k.zm
M Talf
O At~ | %
9 ‘."-.
S
> :\____ 5
E Z! :x

Figure 5

Le systéme posséde une symétrie de révolution par rapport a I’axe z z' et de translation
parallélement a cet axe : le champ E en un point M situé a la distance r de ’axe est donc de
la forme :

E(M)=E(r)u,

¢) Calcul du champ électrostatique

La surface fermée X que nous choisissons pour calculer le flux de E est une surface de méme
type que la surface chargée constitué¢ d’un cylindre d’axe z 7', de rayon r, de hauteur h
(figure 6).
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N
TR
[\‘_‘_‘__'_4_/
(op = 0)
(C)
0 | ___ | e T 1
ﬁ:i: ____‘.' 2 e
' | e e T ! ™ rro= 14
5 : . -t ED
= ) -4 >
| oo bl ol BnE
- s-*_‘71_—77‘ _(;)- _--"I' =
(25) l S
C. '
L] Z! :
Figure 6

Le flux du champ E a travers la surface de Gauss s°écrit :

O = ﬂf.di avec, d¥; = rd@dzu, et d¥ = d¥, = rdrd@k,

O = J"[ EdZi + ‘”E.dig +JI EdX,
1 z: 'y

—

Le flux de E=FE (F }“ r a travers les surfaces planes X; et X, étant nul (en tout point de ces

surfaces, on a E(r)Lni et E(r)Ln: ). Le flux sortant de ¥ se réduit a :

D = -[.[(E(r};,.}.di,- avec, d3; = rd@dzu,

avec, X; : surface latérale de X

Puisque E(r) et r sont des constantes, on a :

211 I3
D= E(r]rJ.dHJ.dz = 2ITrhE(r)
4] u

Le théoréme de Gauss s’écrit :

$ = 21rhE(r) = Lot

El]
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* Si M est extérieur au cylindre chargé (C) : r >R
La charge a I’intérieur du cylindre X de rayonr> R :

0., = J.IJdS avec, dS = Rd&i:z
A3
Puisque o est uniforme, on a :
2T wh
o.. = JRIdQI dz =2[1Rho (surface latérale * o)
0 0
Le théoreme de Gauss s’écrit donc :

@ =2I1rhE(r) = od 2l1Rho

&y
En simplifiant par (2 IT h), la norme du champ électrostatique E(r) :

B By =221
oA

—

Par raison de symétrie, on sait que E(M) est porté par I~ . On obtient finalement :

o R _..l'
Birs Rj=202

&y r

* Si M est intérieur au cylindre chargé (C) : r <R

Dans ce cas, la charge a I’intérieur du cylindre X de rayon r <R étant nulle,
Qint =0

11 s’ensuit, d’apres le théoréme de Gauss, que la norme du champ est nulle :
E(r)=0

Ce qui conduit a :

E(r<R)=0

Le champ Enormal a la surface chargée, subit une discontinuité égale a 6y /e (figure 7).
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O R

=

Figure 7
d) Calcul du potentiel électrostatique V(M)
Vir)= —_[ E.dl avec, dl =dru,
D’ou :
Vir)y=-— j E(r)dr
* Si M est a I’extérieur du cylindre : r > R

; oR  dr oR
Vir)=——/| —=——VLogr+csie
E[.l ¥ E[J
Dans le cas d’une distribution surfacique portée par le cylindre infiniment long, on prendra
I’origine des potentiels, a une distance finie ro de I’axe du cylindre (par exemple 19> R ; V(19)

»

Vir=r,) = 5 Logr, +cste=0

&
R
cste =2 Logr,
£p
R "
virzR =L rogl0
£y r

* Si M est a I’intérieur du cylindre : r <R
V (r<)= cste

La constante est déterminée par continuité du potentiel en =R :
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Vir2R) _;=Vlr2R) = J—RLug%

El.l

Calcul du champ électrostatiques crées par un dipole
électrostatique

1- Enoncé : Champ électrique sur I'axe d'un systéme (-¢, +¢).

Soient deux charges ¢électriques ponctuelles, portées par un axe x'Ox : -g en 4 (-a) et
+g en B (+a) avec g positive.

1. Exprimer le champ électrique créé en M (x) par cette distribution dans le

vide, M appartenant a

I’axe x'Ox.

2. Représenter Ex en fonction de x

1- Solution

Champ électrique sur ’axe d’un systéme (-¢q, +¢q).
1.Champ électrique en un point de ’axe x’Ox.

Le plan perpendiculaire (P) a I’axe x 'Ox et passant par le point O est un plan d’antisymétrie
de la distribution des deux charges. On a donc en un point M’ appartenant a I’axe x 'Ox et
symétrique d’un point M de ce méme axe par rapport au plan (P) :

—+ —+ .

B ')*53’”@(?)(@(1” ()=~
A (_’T‘) =k (X) gx (_I‘),: g (X)

On étudie alors les propriétés de cette distribution en un point:

Me 0+

On exprime le champ créé par les charges en un point M de I’axe x 'Ox :

B(a)=—2 ( D me— ;M]

Tam,\ B A

Pourx>a:

Lt = Be = Uy
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g [ 1 1 ]_ g [l[x—a+x—a:||[x+a—x+.::)

4, (x—a)g |C;l.'+a;)2

dE  ga [J':z—.::tgjl2 —29:(;':2—.:12]2;:

dx  7E, (+* _ﬂﬁ)“
dE, gq (F-d’)-4x" g 3 4d

= 3 = 3 ": U
dx 7, (xﬂ _ﬂﬁ:] 7T, (xz —.:;2:]

H_estune fonction décrotssante pour x = a

pour :

0= x<a

-+ -+ -+

L =—L g = Uy

g -1 [ 1 N 1 ]z_ g [(:{2+2ax+a2)+(x2—2ax+a2)]
A, I[I—ﬂ)z (x+a)2 47, (x- .51)2 (x+a)2
F=— g(xg-mz)

dE, g 27;[[.7:2 —agjlj—lix2+a2)2|{x2—agjl2x g [xg—ag)z—m[xg—kag:l(x}—az:l
a T 27E, o lix2 - :I*
g x(X4_ 2ax? +a* - 22" +2a4w

= @)

2

E__br&'ﬂ L (xz _ag)-’«

E_ g (—x4—2a2xg+3a4]_ g (4‘7 _(I _"1)

s wm | ) ) | (2a)

E, estune fonction décreissante pour 0 = x <

Pourx=0ona:

) — U
dx
la fonction passe un extremum
g 1
E(0)=- —
¥ ( ) 27E, a



Chapitre 2 : Magnétostatique
2.1 Loi d’Ampére
La loi d'Ampere stipule :

e La circulation du champ magnétique des courants constants le long de tout circuit fermé
est proportionnelle a la somme des forces des courants qui traversent la surface du circuit.

e Sile courant continu est utilisé, le champ magnétique est continu.

e Siun courant alternatif est utilisé, le champ magnétique est alternatif.

+

B

-5

La loi d'Ampere peut étre représentée par 1'équation suivante :

$Bdl =p,1,

Dans cette formule de calcul du champ magnétique, l'intégrale représente la circulation des
lignes de champ le long d'un chemin fermé, et :

e 0 est la perméabilité du vide
o dl est un vecteur tangent au chemin choisi en chaque point

o IT est l'intensité nette du courant qui traverse la surface délimitée par le chemin, et elle
sera positive ou négative selon la direction dans laquelle elle traverse la surface.

2.2 Direction du champ magnétique (régle de la main droite)

Larégle de la main droite est un moyen de se rappeler comment sont liées diverses
directions. Elle utilise les doigts de la main. I y a deux régles (les plus connues) : celle qui
imite un tire-bouchon avec une rotation et une translation et celle qui indique un repére direct.
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En électromagnétisme, ces reégles permettent de déterminer le sens et la direction des forces
de Laplace (machines électriques...) et de donner la forme et la direction des lignes de champ
magnétique produites par un courant ¢électrique, entre autres.

e Pouce = sens de la force (« pousse »)
e Index = sens du courant (I comme Index)
e Majeur = direction du champ magnétique (comme M

Magnétique)

2.3 Potentiel Magnétique

Le potentiel vecteur du champ magnétique, ou, plus simplement potentiel vecteur quand il n'y
a pas de confusion possible, est une quantit¢ physique assimilable a un champ
de vecteurs intervenant en électromagnétisme. Elle n'est pas directement mesurable, mais sa

présence est intimement liée a celle d'un champ magnétique. Son unité SI est le Kg.C'.m.s™!

En électrostatique, le potentiel électrostatique en un point M s'écrit :

B 1 dg(P)
700 = | e g

P étant un point de la distribution de charges D et

dg(P) = p(P)dT

pour une distribution volumique : [£ (2) densité volumique de charge

en P,

pour une distribution surfacique : dg(P) = o(F) d& (o)

en P,

densité surfacique de charge

dg(P) = A(P) di [;l(

pour une distribution linéique : P) densité linéique de charge en P].
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Par analogie, le potentiel magnétostatique en un point M s'écrit :

o Hy dR(P)
A00=| T TF

P étant un point de la distribution de courant D et

dB(P) = F(P) & J®)

pour un courant volumique : courant volumique au point P],

— " "
pour un courant surfacique : dC(P) = J;(P) 43 [ J5 ()

4@(P) = 1d]

courant surfacique au point P],

pour un courant linéique : ({ intensité du courant).

2.4 Théoréme d’Ampeére

La circulation de l'excitation magnétique H le long d'une courbe fermée C est égale a
l'intensité totale qui traverse n'importe quelle surface s'appuyant sur C . Cela suppose bien
siir que nous soyons en régime permanent auquel cas le vecteur densité de courant T esta
flux conservatif et l'intensité ne dépend que de C et pas du choix de la surface s'appuyant

sur .

[Hdl= [ [, Jas

Le théoréme d’.Ampére permet de déterminer le champ créé par éléments de courant Le
théoréme d ’Ampere est I’analogue du théoréme de Gauss en électrostatique. Le champ
magnétique B créé par un courant / est donné par le théoréme d’ Ampere :

43



§> B -dl = gl
r

ou I" est une courbe fermée quelconque traversée par le courant électrique 1.

10=4nx10—7 H m-1

2.5 Théoréme de Maxwell —Ampére

Le théoréme d’Ampére peut étre généralisé a condition de I’appliquer au courant total. La
relation de Maxwell-Ampeére qui en est la traduction s’écrit :

_ . 3 9E\ = oE
f B'd?:jfﬂojz"'dszjj Hoj + Moo 5 |~ dS = pogo
at at

@ &

()

La relation intégrale du théoréme d’ Ampere généralisé est :

¥ dE

VxB= HojT = Up] = anuﬁ

On obtient le résultat fondamental : Un champ électrique variable crée un champ magnétique.

2. 6 Flux Magnétique
2.6.1 Flux élémentaire

On considere une surface élémentaire dS au voisinage du point M. Soit ~n un vecteur normal
a cette surface. Le choix du sens de ~n définit I’orientation de la surface. On définit alors
d§ = dsn » : T

le vecteur surface ¢lémentaire. Le flux du champ magnétique a travers la
surface orientée dS est défini par :

dé = B(M).dS

-L’unité de flux est le weber (Wb) 1 W=1T.m2

-Le signe de do dépend du sens d’orientation choisi.
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2.6.2 Flux d’un champ magnétique uniforme a travers une spire

On considére une spire rectangulaire, de cotés a et b, placée dans un champ magnétique
uniforme. Le sens de ~n se déduit du sens d’orientation choisi pour la spire par la régle du
tire-bouchon.

Par définition le flux total de B~ a travers la surface orientée délimitée par la spire est

b = H B(M)dS = I]]'I-}’[.U )8 i

Le champ magnétique B~ étant uniforme, on peut le sortir de I’intégrale. De plus, la surface
étant plane, tous les vecteurs dS~ sont colinéaires au méme vecteur ~n :

- ;j]] ds7 = B. “|“&| ii=B.8Sh

ou S = ab représente I’aire de la surface délimitée par la spire .

Le flux du champ magnétique a travers une surface fermée S quelconque est nul. On dit que
le champ magnétostatique est a flux conservatif. Cette propriété est traduite par I’intégrale
suivante :

2.7 Force de Laplace

On considére un conducteur rectiligne de longueur 1 = PM parcouru par un courant électrique
d'intensité I et placé dans un champ magnétique B perpendiculaire 8 PM. Les N électrons
libres contenus dans ce conducteur et constituant le courant, de charge g=-e, se déplacent
avec une certaine vitesse a travers B . Ils subissent donc tous une force de Lorentz :
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3 =|qu sin L1| =evBsina

La résultante des N forces de Lorentz constitue la force électromagnétique de Laplace
s'exercant sur le conducteur tout entier.

P N eélectrons libres

7 S A G
a

Afin de déterminer la force, nous raisonnons sur le modeéle simplifié du courant électrique ou
les N ¢électrons libres se déplacent a la méme vitesse constante v.

Dans ces conditions, les N électrons subissent la méme force de Lorentz. La Force de Laplace
est donnée par :

F=MNt = N]qusin {1| =NevBsina  avec a = angle entre gqv et B.
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2.8 Energie Magnétique
2.8.1 Définition

Considérons d’abord le cas d’une barre conductrice MN se déplace sur des rails paralléles
conducteurs. L ensemble est alimenté par une source de courant continu qui débite a travers
le circuit, ainsi formé, un courant [ . Ce circuit est placé dans un champ magnétique uniforme
B p avec la normaleBperpendiculaire a la barre MN et faisant un angle 6 avec la normale du
plan du circuit.

Le conducteur MN, est soumis a la force de Laplace :

F=I MNAB = ]ﬁ|=f|ﬁ| |B| soit F=IMNB

Au cours d’un déplacement élémentaire dM , le travail de la force est :

dW =F.dM  soit dW =FdMcosf

En remplagant la force par son expression il vine que :

dW =1MN dM B cos 8 soit dW=1dS Bcos 8

Avec : dS est la surface balayée par le conducteur MN au cours de ce déplacement.

Si on fait intervenir le flux coupé par le conducteur :

dd =BdS cosf dW =1 d®

On obtient par la suite :

2.8.2 Energie du champ électromagnétique.
Un champ électromagnétique contient et transporte de I’énergie. On définit :

> L’énergie électromagnétique volumique.

La quantité homogene décrite par 1 équation a une énergie volumique (exprimée en SI en
J/m3) est appelée énergie électromagnétique volumique (ou improprement densité volumique
d’énergie électromagnétique).
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-2
H
+

7=alE

24y
Cette expression montre que 1’énergie est localisée dans le champ électromagnétique lui-
méme. En isolant les contributions dues aux champs E et B on distingue:

T R . B
@, =—&,|E| . énergie électrique volumique et @, =
2 nag

. énereie magnétique volumique.

214

> Le vecteur Poynting

On note 11 le vecteur, appelé vecteur de Poynting. défini par : I1= £l
Hy

Hf{H est homogéne a une puissance surfacique. exprimé en SI en W.m™

En résumé ;

En guise de résumé voici des conseils sur les méthodes a employer pour calculer le champ
magnétique.

» La formule de Biot et Savart : elle n’est pratique que lorsqu’on sait faire I’addition

vectorielle des champs dB créés par un petit €lément du circuit (souvent des circuits
filiformes).

» La conservation du flux : a n’utiliser que si ’on connait déja son expression dans
une autre région de I’espace.

> Le théoréme d’Ampere : il faut étre capable de calculer la circulation du champ sur
un contour choisi. Cela nécessite donc une symétrie relativement simple des courants.
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Exercices Magnétostatique

Exercice : 1 Champ magnétique crée par une spire

En utilisant la formule de Biot et Savart, déterminer les caractéristiques du champ
magnétique crée au centre d’une bobine plate de N spires, de rayon R et parcourue par un
courant I. Application numérique : R =5 cm, N =100 et [ = 100 mA.

Exercice : 2 Champ magnétique crée par un cable

On considére un céable de rayon R, de longueur infinie, parcouru par un courant d’intensité I
uniformément réparti dans la section du conducteur. A I’aide du théoreme d’Ampere,
déterminer I’intensité du champ magnétique en un point situé a la distance r de I’axe du
cable. Tracer la courbe B(r).

Exercice : 3 Champ magnétique crée par un céble coaxial

On considére un cable coaxial infini cylindrique de rayons R1, R2 et R3. Le courant
d’intensité totale [ passe dans un sens dans le conducteur intérieur et revient dans 1’autre sens
par le conducteur extérieur.

Exercice : 4

Deux conducteurs 1 et 2 filiformes et paralléles, transportant un méme curant d’intensité
i(t) = lo cos wt, dans des sens opposés. Un cadre rectangulaire MNPQ set fixé dans le plan
des conducteurs.

1- Déterminer le flux magnétique @ a travers le cadre.

2- Déterminer la force électromotrice induite e(t)dans le cadre et donner le sens
conventionnel du courant induit i'.
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Corrigés

Exercice : 1

a/ Le spectre magnétique d’un solénoide est semblable a celui d’un aimant droit.

On oriente les lignes de champ avec la reégle de la main droite (il faut au préalable définir le
sens du courant). On en déduit les faces nord et sud du solénoide.

Le champ magnétique au centre du solénoide est tangent a la ligne de champ passant par O et
de sens donné par I’orientation de la ligne de champ.

sud nord

b/ On suppose qu’a I’intérieur du solénoide le champ est uniforme et qu’a I’extérieur il est
nul.

La circulation du champ magnétique le long du contour (C) est : C = BL (voir figure)
L’application du théoréme d’ Ampére donne : C = NuOI

i

AN B=31.10"T 4 .

c¢) L’aiguille s’oriente vers le nord magnétique (champ magnétique terrestre).

gp=tal R _pl dr

4 R 4r R°
Au totale, la longueur de la bobine est N2nR.
e w,I N2mR N_uHI

4m  R° 2R
AN B=0,126 mT
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Exercice : 2
Un morceau de bobine de longueur dl apporte la contribution :

< P AT
Un morceau de bobine de longueur df apporte l1a contribution : dB= ;‘%[d—;«r
A
Ce champ élémentaire est dirigé suivant I'axe et son sens dépend du sens du courant (voir
figure).
gl G W1 Of B
4t R' 4n R’

Au totale, la longueur de la bobine est N2nR.
po Mol N2WR il

i4n R~ 2R <
AN.B=0,126 mT dr

Le sens du champ magnétique s’obtient avec la régle de la main droite.
- Champ magnétique & 'extérieur du cible (r >R) :

Appliquons le théoréme d’ Ampére avec un contour circulaire (C) centré sur le cible.
La circulation s’écrit : C = B 2nr

Théoréme d’Ampére : C = p, | —
Tt i B
Doi: B=— o M
zm ,,-"'"‘.-." H\-.___
- Champ magnétique a I'intérieur du cible (r<R) : P
. nr? r? |. #ﬁ"r/}\.
Dans la section de rayon r passe le courant : J = [? = IE X 7/
\‘\\_\_H_H .‘I__,-’;
C= B Eﬂ:r - IJ.u..] pae - (PSRN N o {C}
I
Dot : Bzir i) T”‘ﬂ
2nR? oD
B' &
|
> T
o R
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Exercice : 4

1- » On peut alors calculer le flux ® du champ magnétique B a travers le cadre. D’aprés le sens de

la normale, le cadre est orienté de c vers A.
Le flux a travers chaque spire du cadre est identique. Donc le flux a travers le cadre est égal a N fois

le flux a travers une spire.
Ona®= N[ B - d5 ou S représente la surface du cadre et dS = dST = dS(cos61, + sinfily).
Soit : ® = NB,a*sinfcoswt.

¢ D’apres la loi de Faraday, e = — % lorsque la force ¢lectromotrice e est orienté de C vers A.

On en déduit : e(t) = NB,a*wsinfcoswt.

2- On calcule le potentiel vecteur 4 proposé, en un point M(x,y,z) quelconque dans la base

cartésienne.
i BEAOM I(O)A(x) 1(2’9)
= =5\ B ¥ ] == B
2 2 0 of 2 4B

On vérifie qu’il est bien potentiel vecteur du champ magnétique B.

- B
dx 2% 0
— — - 3 2 B B =2
rotA=VAA=|—|A 0 == £ — =8
ay xB 2 2
- 0
4 2
0z
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A_' 5 F_’ E.‘_’ 5 D_’ A_’
e(f)zf Em-d.rzfgm-dhj Em-dl+f Em-dhf E,-dl
¢ C

F E D

Sur FE et DA. dl = dz i, et donc E,, - dI = %% dz

asinf

T ("7 9B,  a’sinldB a’sind _
LEm-df —J; 5 TR g B,wsinwt
— ¥
3- Le champ électromoteur E,, est defini par : 1
Z 0B
- A | 2m B , .
=== 0 & dans la base cartésienne s A y
xdB ~
20t
On calcule la circulation de ce champ électromoteur entre E

les deux points C et A (dfva de Cvers A) . etonobtientla A/}'“'“"
force €lectromotrice d’induction e. ¢

J’AE, i = g g a’sinf 0B . azsinﬂg pn
S T A T
Sur CF et ED, dl = dx Uy + dytiy, et donc E, dl = —g%dx. soit :
F _asing
5 2
j B odl = J. __ 0dx = 0 car le segment [CF] est 2 une altitude z = 0.
c as;ns
asinf
J’DE, Ji J’ 2 aaBd azsinﬁB o
=dl= .. ———dx = wSinw
e aS;nB 2 0t 4
On obtient donc :

e(t) = NB,a’*wsinfcoswt

4- L’amplitude de la force €lectromotrice est une grandeur toujov- positive.
Donc e(t) = NB,a’w|sin8|

Application numérique : eg = 942 mV.
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Chapitre 3 : Phénoménes dépendant du temps (Régimes quasi-stationnaires)
3.1 Loi de faraday

En physique, laloi de Lenz-Faraday, ouloi de Faraday, permet de rendre compte des
phénomeénes macroscopiques d'induction électromagnétique. On doit d’admettre qu’une
variation temporelle du champ magnétique engendre un champ électrique, cet effet physique
interpréte le phénomene électromagnétique d’induction.

Que se passe-t-il si on déplace un circuit (rigide ou non) dans un champ magnétique variable
?

Quelle expression faut-il utiliser ?

En fait, il faut revenir a la force de Lorentz dans le cas général de champs variables. On aura
alors une fém induite :

le = di(ﬁf +VA E)'t_f:" = i? dl - {zl:‘-'
dP IB —  do,
i =“~H.E.d5 o dr

circiir

Le premier terme décrit la circulation non nulle d’un champ électromoteur, associé a la
variation temporelle du champ magnétique, tandis que le deuxiéme terme décrit la présence
d’un flux coupé dii au déplacement du circuit et/ou a sa déformation.

3.2 Loide Lenz

Enoncé : I’induction produit des effets qui s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance.
Cette loi est, comme la régle du flux maximum, déja contenue dans les équations et donc
n’apporte rien de plus, hormis une intuition des phénomenes physiques. En I’occurrence, la
loi de Lenz n’est que I’expression du signe « —» contenu dans la loi de Faraday.

Exemple : si on approche un circuit du pdle nord d’un aimant, le flux augmente et donc la
fém

induite est négative. Le courant induit sera alors négatif et produira lui-méme un champ
magnétique induit opposé a celui de I’aimant. Deux conséquences :

1. L’augmentation du flux a travers le circuit est amoindrie.
2. Il apparait une force de Laplace négative, s’opposant a I’approche de 1 aimant
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Remarque sur la convention de signe

La détermination du sens du courant induit se fait de la fagon suivante :

1. On se choisit arbitrairement un sens de circulation le long du circuit.

2. Ce sens définit, grace a la régle du bonhomme d’ Ampére, une normale au circuit.

3. Le signe du flux est alors déterminé en faisant le produit scalaire du champ magnétique par
cette normale.

4. En utilisant ensuite la loi de Faraday, on obtient la valeur et le signe de la fém.

5. Enfin, le courant est obtenu a partir de la loi d’Ohm (son signe peut aussi étre directement
connu en utilisant la loi de Lenz).

3.3 Induction mutuelle et auto-induction
3.3.1 Induction mutuelle entre deux circuits fermés
Soient deux circuits fermés, orientés, traversés par des courants /1 et 12 .

—
— dSs,
ds,

Le premier crée un champ magnétique B1 dont on peut calculer le flux @12 a travers le
deuxiéme circuit,

dl A PM

R = e

ou P est un point quelconque du circuit C1 (I’élément de longueur valant d/ = dOP) et M un
point quelconque de la surface délimitée par C2 , a travers laquelle le flux est calculé. De
méme, on a pour le flux créé par le circuit C2 sur le circuit C1

dlnPM —

O ([ - 1 |

ou P est cette fois-ci un point du circuit C2 et M un point de la surface délimitée par C1, a
travers laquelle le flux est calculé. Les termes entre crochets dépendent de la distance entre
les
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deux circuits et de facteurs uniquement géométriques liés a la forme de chaque circuit.
Comme, dans le cas général, ils sont difficiles voire impossible a calculer, il est commode de
poser :

Le signe des coefficients dépend de I’orientation respective des circuits et suit la méme
logique que pour le courant induit. D’aprés les choix pris pour le sens de circulation le long
de chaque circuit (voir figure), les flux sont négatifs pour des courants /1 et /2 positifs. Donc
les coefficients sont négatifs.

Le coefficient d’induction mutuelle ou inductance mutuelle met en jeu une énergie potentielle
d’interaction magnétique entre les deux circuits

W, =-MII + Constante

3.3.2 Auto-induction

Si on considére un circuit isolé, parcouru par un courant I, on s’apercgoit qu’on peut produire
le méme raisonnement que ci-dessus. En effet, le courant I engendre un champ magnétique
dans tout I’espace et il existe donc un flux de ce champ a travers le circuit lui-méme,

dl A PM —.

5. TJo n ;
¢=J’J’B-d$= ﬁf!jW-db I

Qu’on peut simplement écrire :

Ou L est le coefficient d’auto-induction ou auto-inductance (ou self), exprimé en Henry. Il ne
dépend que des propriétés géométriques du circuit et est nécessairement positif (alors que le
signe de I’inductance mutuelle dépend de I’orientation d’un circuit par rapport a I’autre).
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3.4 Comparaison entre le régime stationnaire et le régime Quasi-stationnaire

I existe trois régimes distincts en €lectromagnétisme, chacun différent de 1’autre suivant la
variation en fonction du temps.

a) Régime stationnaire (R.S) Phénomenes indépendants du temps 0 6t=0; Toutes les
grandeurs électriques et magnétiques (E, H, q...) sont constantes.

b) Régime quasi-stationnaire (RQS) Phénomeénes variables avec le temps 0 Ot#0
Exemple: cos(2mft ) q o= q Si f' 1 kHz = Régime variable.

c) Régime variable (R.V) Phénoménes trés variables avec le temps Ne concerne que
les hautes fréquences > 1 kHz. Dans le RV le champ électromagnétique devient une
onde électromagnétique qui se propage dans I’air.
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Chapitre 4 : Régimes variables -Equations de Maxwell
4.1 Régime variable

Le régime variable est caractérisé par des propriétés spécifiques liées a la dépendance des
champs en fonction du temps. Ces particularités sont :

Le phénomeéne d’induction : Un circuit filiforme au repos et parcouru par un courant
invariable n’entraine I’apparition d’aucune f.é.m ou d’aucun courant dans un autre circuit
filiforme au repos. Il n’en est pas de méme si le courant varie ou si les circuits en présence se
déplacent I’un par rapport a I"autre : la f..m ou le courant qui apparaissent sont dus au
phénoméne d’induction. Ce phénomene entraine [’apparition d’un champ électrique
supplémentaire (appelé champ induit); ce qui conduit a modifier la propriété fondamentale du
champ ¢électrique.

Le phénoméne de capacité : Un circuit comprenant un condensateur alimenté par une
source de tension variable en fonction du temps, est parcouru par un courant variable bien
que la continuité électrique soit interrompue par 1’espace entre les armatures du condensateur.
Dans ce cas I’intensité du courant n’est plus conservée tout au long du circuit puisqu’elle est
nulle dans I’espace entre les armatures. Il n’est donc plus possible d’appliquer le théoréme
d’Ampere. Pour conserver la validité de ce dernier, nous serons amenés a introduire le
courant de déplacement.

Le phénoméne de propagation : Considérons un ensemble constitu¢ par des circuits
parcourus par des courants et par des distributions de charge variant en fonction du temps :
cet ensemble pouvant étre au repos ou en mouvement. Au voisinage de ces distributions
régnent un champ électrique et un champ magnétique. Contrairement au cas stationnaire, ces
champs ne sont pas synchrones avec les sources, c’est-a-dire qu’a un instant t donné, ces
champs dépendent des valeurs des sources a un instant antérieur qui est fonction de la
distance séparant le point d’observation des sources. Nous exprimons ce fait en disant qu’il y
a propagation a vitesse finie des champs a partir des sources qui leur donnent naissance et le
retard est d’autant plus grand que le point ou I’on désire connaitre les champs est €loigné des
sources.

4.2 Principe de conservation de la charge

La conservation de la charge électrique est un principe physique. Il exprime que la charge
¢électrique d'un systéme isolé est uninvariant. La charge électrique ne peut donc étre
qu'échangée avec un autre systéme mais ni créée ni annihilée. On dit qu'il s'agit d'une
grandeur conservative.

4.3 Equation locale de conservation de la charge

La charge électrique est une grandeur conservative d'aprés le principe de conservation de
I'électricité. Entre deux instants voisins t et t+dt, la variation de la charge contenue dans une
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surface fermée délimitant un systéme doit étre attribuée exclusivement a un échange avec le

milieu extérieur.

Considérons pour cela un conducteur cylindrique en déséquilibre électrostatique constitué¢ de
charges libres identiques, de charge g, de concentration n_ et se déplagant a la vitesse v

uniforme.
dr =dr -dS
— s 1
+‘—} | Ill‘! i |_}(T—|— de "ol
s g
-z . x4dr
dr +

Appliquons le principe de conservation de la charge :

la variation de dg au cours du temps
dgentrant (ce qui est entré dans dr pendant la durée dt) —
dgsortant (Ce qui est sorti de dr pendant la durée dt)

D’ ou:
Equation locale de conservation de la charge :
dgintérieur = d9entrant — @dsortant
o A une dimension, suivant l'axe Ozr : —%.drdf‘ = %ﬁh‘dr = —ij{ ‘t—jff =
dp dj
o dr
s pan e : : i s 5 dp .
e Généralisation a trois dimensions : g divj =10
T
4.4 Loi d ohm

4.4.1 Vecteur densité de courant

Observons ce qui se passe dans une tranche de longueur L d'un conducteur cylindrique de

section S lorsqu'on applique a ses bornes une différence de potentiels U= VA - VB.

On admet qu'il apparait un champ uniforme E qui va provoquer la mise en mouvement des

porteurs de charges q > 0 sur la figure suivante :
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A U=Vy—-Vg=>0 B

Pendant la duré élémentaire dt la quantité d’électricité dq qui traverse une surface S dans le
sens positif désigné par ex est la charge contenue dans le cylindre de génératrice dl et de base
S.

L'intensité du courant I est égale au débit des charges qui traversent S :

{f{'j
I=—
dt

Laloi d ohm permet de déterminer la résistance d'un conducteur cylindrique de longueur 1,
de section S, de conductivité y .

[ — [[ 7d’S = 4Eo.S et U = [ gradVdl = £.Eo. Donc : U = R.I avec R = £,

4.4.2 Convention récepteur - générateur :
L'orientation de la tension est indépendante de celle du courant.
Une fois qu'on a fixé arbitrairement un sens pour l'intensité i du courant qui traverse un
dipole, on peut définir la tension U a ses bornes de deux maniéres :

‘ Convention récepteur l

U=mUsp = Vs —VUp
Deux fléches en sens contraire.

Ex : R, C en charge ...

Convention générateur I

A i B
Tl 3

u' =upq =vp — V2
Deux fléches de méme sens.

Ex : Générateur, C' qui se décharge ...
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4.4.3 Puissance électrique
En convention récepteur, la puissance algébrique regue par un dipdle AB est :

A i @ B PreC= ui etu= UAB
()

-
-

”_1‘-'5

Remarques :

» L'unité légale est le Watt W.
» Siprec > 0 alors le dip6le recoit effectivement de I'énergie donc de la puissance.

» Siprec <0 alors en fait, le dipdle fournit effectivement de la puissance et il
fonctionne en générateur.

En convention générateur, la puissance algébrique recue par un dipdle AB est :

Prec=u’i etu’=uga B
gA

Un dipéle peut étre générateur a un instant et récepteur a un autre instant (condensateur,
batterie auto par exemple).

4.5 Equations de Maxwell
4.5.1 Introduction

Les équations de Maxwell, aussi appelées équations de Maxwell-Lorentz, sont des lois
fondamentales de laphysique. Elles constituent, avec l'expression de la force
¢lectromagnétique de Lorentz, les postulats de base de 1'électromagnétisme.

Ces équations traduisent sous forme locale différents théorémes (Gauss, Ampere, Faraday)
qui régissaient I'électromagnétisme avant que Maxwell ne les réunisse sous forme d'équations
intégrales. Elles donnent ainsi un cadre mathématique précis au concept fondamental
de champ introduit en physique par Faraday.

Ces équations montrent notamment qu'en régime stationnaire, les champs électrique et
magnétique sont indépendants 1'un de l'autre, alors qu'ils ne le sont pas en régime variable.
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charges.

m

Interactions
électro-

magnétiques

Q B

courants

4.5.2 Constantes fondamentales de 1'électromagnétisme

> Permittivité du vide :

La permittivité du vide, permittivité diélectrique du vide ou encore constante (di)électrique est
une constante physique. Elle est notée gq (prononcée « epsilon zéro).

£0= 854 187 812 8(13) x 102 A2 s* kg! m™>.

> Permeéabilité du vide :

La perméabilité¢ du vide, également nommeée perméabilité magnétique du vide ou constante
magnétique, est une constante physique symbolisée par po.

La constante magnétique est souvent exprimée en henry par metre :

po=4nx107" Hm™.

> Vitesse de la lumiére dans le vide :

Lavitesse de la lumicre dans levide, notéec pour « célérité », est une constante
physique universelle et un invariant relativiste . Cette notion est employée pour décrire
en optique la vitesse de propagation d'une onde électromagnétique dans le vide et d'une onde
mécanique dans la matiere ; elle est aussi dite pseudo-vitesse.

c= 3 x10% m/s ou 300 000 km/s

4.5.3 Equations de Maxwell dans le vide

» Equation de Maxwell-Gauss
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Cette équation locale donne la divergence du champ électrique en fonction de la densité de la

charge électrique:

v W, 2 aussi notée divE = i
L=ty £0

» Equation de Maxwell-Thomson

Cette équation est aussi appelée équation de Maxwell-flux ; elle exprime que le flux du
champ magnétique a travers une surface fermée est toujours nul:

V.B=0 aussinotée divB=0.

» Equation de Maxwell-Faraday

Cette équation locale traduit le phénoméne fondamental d'induction électromagnétique découvert
par Faraday.; elle donne le rotationnel du champ électrique en fonction de la dérivée temporelle du
champ magnétique. Elle indique que la variation du champ magnétique crée un champ électrique.

» Equation de Maxwell-Ampére

Cette équation est héritée du théoréme d'Ampére. Sous forme locale, elle s'écrit en termes du

vecteur densité de courant.

oo P aE
?XB=fm+unEu*aT

En résumé dans le vide les équations de Maxwell s écrivent :
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Forme locale Forme intégrale

Théoreme de
3 1

Gauss pour E ou g.E_- P E-d5=—fﬂﬁdf
équation de o (%) G
Maxwell-Ganss
Equation du flux
magnefique  ou
équation de v.E=0 ﬁﬁ-df:ﬂ
Maxwell-Thomson {5}
Equation de ﬁ"gﬁz_ﬁ jgg_d-'__iﬂ- B.ds
Maxwell-Faraday at dt Mg

Equation de
Maxwell-Ampere

d
v |
X Ho |J Eﬂﬂt
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Chapitre 5 : Propagation du champ électromagnétique

5.1 Equation d’onde

L'équation des ondes (parfois appelée équation d'onde ou équation de d'Alembert) est
I'équation générale qui décrit la propagation d'une onde, qui peut étre représentée par une
grandeur scalaire ou vectorielle.

Une onde progressive se déplace dans I’espace au cours du temps, elle est donc régit par une
équation qui relie les variations dans temps aux variations dans 1’espace.

Danslecasde 1D on a :

[Q_QJ[Q+EJ=0

oz vot\oz vor
r 18
ozt vioor

Danslecasde3Dona:

Cette équation ne fait appel que des opérateurs linéaires ce qui permet d’appliquer la principe
de superposition:

Pour une fonction de dépendance spatio-temporelle f(z-vt) on a :

af(;:vz) o of{;:vr) = 'z +i)

E)“f(zﬁf—w) () @ ﬁf{::vr) —gP )

— [Ef(b — Vi) _I_laf(:—w)J:D sl (6]'(z+ vi) 1f(z+ w)): 0
oz v ot oz v ot

Pour avoir une équation qui régit le comportement de f(z-vt) et de f(z+vt) en méme temps on
doit calculer la dérivé seconde, on a :
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2
f(_—w}_f,,(_ V) o f(z +W}—f"{- vi)
oz oz
et
f(a' LI [ f(z=vi) ——fé;jLW}—V Sf'(z—

Soit pour les deux cas :

En 3D cela donne:

- L’équation d’onde est une équation locale, c’est-a-dire que I’on doit travail a I’échelle
locale (petit élément de I’espace).

- Déterminer la grandeur physique qui va varier au passage de I’onde (onde
¢électromagnétique: champ électrique et magnétique, onde sonore: pression).

- Ecrire équations dynamiques (variation dans I’espace et dans le temps) a I’échelle locales.

-Travailler ces équations de fagon a trouver une équation d’onde du type 3D.

5.2 Equation de propagation du champ électromagnétique dans le vide

Le phénomeéne de propagation des ondes €lectromagnétiques dans le vide peut étre expliqué
en considérant les deux derniéres équations de Maxwell établies en 1’absence des sources de
courants

{rot’E~a§/at
rotB~dE /ot

Cela signifie qu’un champ E(ou B) variable dans le temps engendre un champ B(ou E)
tournant de méme nature. En effet si on choisie dans un premier temps un champ électrique
variable E1, celui-ci va engendrer un champ d’induction magnétique tournant B1 (voir figure

ci-dessous). Mais comme ce champ Bl s’établit progressivement, il est variable dans le
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temps. Il va donc a son tour produire un champ électrique E2 qui en s’établissant dans le
temps va produire un champ d’induction magnétique B2, et ainsi de suite. De cette maniére,
le couple de champs (E .B) s’auto-entretient dans le temps avec une progression dans

I’espace .

- 02
AE - ‘quO atz = 0
- 02

On remarque que ces équations sont du type de I’équation d’Alembert que 1’on retrouve pour
tout phénomeéne de propagation en physique.

5.3 Caractéristiques des ondes planes
5.3.1 Définition

L'onde plane est un concept issu de la physique de la propagation des ondes. C'est une onde dont les fronts
d'onde sont des plans infinis, tous perpendiculaires a une méme direction de propagation désignée par
son vecteur unitaire.

On doit résoudre 1’équation d’onde :




On a alors dans le plan perpendiculaire & la direction de propagation de I’onde une amplitude
et une phase constantes. On parle alors d’onde harmoniques planes. Pour une onde se
propageant suivant les r croissants:

w = A cos(kF —wt) k est le vecteur d' onde }IEI = 27}?;1(,&)
@ =2xrv ol v = fréquence optique

r = vecteur positiond'un point de I'onde

v=— avec C=—— ouC = vitessede la lumiére dans le vide.
A Véoty

5.3.2 Caractéristiques des ondes planes

» Une seule direction de propagation

> Constante dans le plan d’équation: ¥ Perturbation : Ak + kyy +k; z = constante

» Ce plan est appelé le front d’onde et est perpendiculaire a la direction de propagation
de I’énergie

» L’onde a extension infinie = énergie dans tout le plan transverse a la direction de
propagation

5.4 Vitesse et longueur d’onde

Une onde électromagnétique: peut donc se concevoir comme une perturbation électrique de
la matiere qui se propage. Elle est caractérisé par sa fréquence f et sa longueur d’onde X.

Onde électromagnétique

2\, électrique (E)

%\

Direction de propagation —»
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La frequence (Hz) / 'f B 7

La longueur

d’onde (m) T /'t C

5.5 Spectre de rayonnement électromagnétique

Le spectre électromagnétique regroupe toutes les sources de rayonnement électromagnétique
qui sont classé¢ par leur fréquence, leur longueur d’onde et leur énergie. IL s'étend
théoriquement de zéro a l'infini en fréquence (ou en longueur d'onde), de fagon continue et il
regroupe les rayonnements ionisants et non ionisant.

Le spectre des ondes électromagnétiques

“lem < A

| :"'w"l‘
Mtk
VUV

- v w0 10 10 10" %0 30 Lonjur donde & (M)
| oL NS Sl R b e T S NN S Rt NN, R 0

NOW ou R weTan A WTeA BAYONS & Anrons
RAYONNEMENT AADIO oMzel MACE WVIOLET  mOova ouxy asvna
LIRS YINL
by Froguenze [M:

| DR ) L
1o 1w we 10 1 1

Le rayonnement non ionisant est encore subdivisé en champs statiques (0 Hz), les champs de
fréquences extrémement basses (ELF), champs de fréquences intermédiaires (IF), des
champs et des micro-ondes de fréquence radio (RF).
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Chapitre 6 : Réflexion et transmission des ondes électromagnétique
6.1 Définition d une onde électromagnétique

Une onde électromagnétique est une catégorie d’ondes qui peut se déplacer dans un milieu de
propagation comme le vide ou I’air, avec une vitesse avoisinant celle de la lumiére, soit pres
de 300 000 kilomeétres par seconde. Ces ondes sont par exemple produites par des charges
¢lectriques en mouvement. Elles correspondent aux oscillations couplées d’un champ
¢lectrique et d’un champ magnétique, dont les amplitudes varient de facon sinusoidale au
cours du temps.

m|

» Les ondes électromagnétiques transportent de 1’énergie mais elles sont aussi capables
de transporter de I’information. C’est pourquoi elles sont utilisées dans le domaine de
la communication.

» Les ondes ¢€lectromagnétiques se différencient et sont caractérisées par leur fréquence,
c’est-a-dire le nombre d’oscillations en une seconde.

La fréquence est exprimée en Hertz. Une autre caractéristique des ondes électromagnétiques
est la longueur d’onde,

Elle est inversement proportionnelle a la fréquence. Elles sont classées en fonction de leur
fréquence dans ce que I'on appelle le « spectre électromagnétique ».

6.2 Réflexion et transmission des ondes
6.2.1 Réflexion par un conducteur parfait

L’onde incidente est totalement réfléchie, il n’y a pas d’onde transmise a travers le
conducteur, car le champ électrique dans le conducteur est nul.

6.2.2. Réflexion par un diélectrique

Vu que le champ ¢électrique pénétre a I’intérieur d’un diélectrique,
contrairement a un matériau conducteur, I’onde incidente donne naissance en
plus de I’onde réfléchie a une onde transmise.
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mcidente

Onde \ Onde \
incmcm\

Onde
Onde Onde *re.., | transmise
é ﬂéc/hi/l:// n':tli'j'ﬂc/,l/

« D

_ TSa > . S 5
Réflexion par un plan Réflexion par un
conducteur parfait diélectrique parfait

6.3 ONDES GUIDEES
Soient P1 et P2 deux plans métalliques parall¢les .

L’onde qui entre a I’intérieur subit une succession de réflexions multiples qui sort de
I’autre coté : on dit que 1’onde est guidée.

Sortie de 'onde
Entrée de I'onde

P,

Exemples de guide d’onde :
» fibre optique : c’est un tube métallique cylindrique

» Guide d’ondes radio : Les ondes émises par la station radio sont réfléchies d’une

part par la surface de la terre et d’autre part par la couche atmosphérique de
I’ionosphere.

» Guide d’ondes TV par satellite : Le satellite réfléchit vers la terre les ondes émises
par la station TV.
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6.4 Réflexion et transmission :

Les directions des trois vecteurs ui , ur et ut sont liées entre elles par les lois suivantes,
vérifiées expérimentalement :

1) les directions d’incidence, de réflexion et de transmission sont contenues dans un
méme plan normal a la surface de séparation.

2) L’angle d’incidence est égal a I’angle de réflexion, c’est-a-dire :

Siﬂﬁf ¥;
sind v

3)

Supposons qu’une onde incidente soit écrite comme suit :

Supposons ¢u’une onde incidente soit écrite comme suit
E,=E ,,.,-Sin(_m!—ﬁn,-.r)‘

les ondes réfléchies et transmises sont :
E.=E,sinlor—fn, r)

et

E,=E,sinlat—fn,.r)

dans le milieu (1) on trouve les ondes incidente et réfléchie, tandis que dans le milieu (2)
n’existe que 1’onde transmise. On a alors a la surface de séparation

Ei+Er=Et

Pour que cette relation soit satisfaite a chaque instant en tout point de la surface de
séparation, il faut que les phases soient identiques dans les équations suivantes ;

wt—finr=owt—f n.r= ot —f n.r({**)
soit,

pini.r =B, n.r = f,n.r(4)

Comme I’indique la figure, la surface de séparation coincide avec le plan XZ. L>égalité (4) ne
sera donc vérifiée qu’en posant y = (. Par conséquent

r=xXux-+zuz.

D’autre part, la direction d’incidence est contenue dans le plan XY, donc :
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i = M M + N, Uy

Bon r=0 xn. (5)

Commen,.=n, U, +n, i, +n_u,
et
Iy = M My '+ Ny Wy + 0 M

nous obtenons également

B e r=0 xn.+ 3 zn-

et

S r=0 xn.+ 3 =n-

On obtient :

An=fn.=Fn, et Gn-=Fn.=0

nous retrouvons donc aprés quelques simplifications, sous une forme plus analytique, les lois
de la réflexion et la transmission et les relations entre les amplitudes des trois ondes :

Eﬂ: | EH.I' - EH:
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ANNEXE : ANALYSE VECTORIELLE

1-Coordonnées polaires cylindrique et sphériques

Dans le plan muni d'un repére orthonormé d'origine €, a tout point M donc a
tout couple (X-¥) | on associe ses coordonnées polaires (=%} Les relations qui
lient X-¥.-"H gsont:

o + 3
y=rsing - reRT, #e[0.2xl,

{ X = rcosf
Dans 1'espace muni d'un repére orthonormé d'origine 2, a tout
point M donc a tout couple (X, ¥.2) | on associe ses coordonnées
cylindriques (7-#:2) | Les relations qui lient ¥+Y+3:7+#.2 sont:

X =rcosf
y=rsin# ,reR", #e[0,2x].

Dans 1'espace muni d'un repére orthonormé d'origine €7, a tout
point M donc a tout couple (X, ¥.2) | on associe les coordonnées
sphériques (02 @) . Les relations qui lient X+¥+Z:p:8 @ sont :

X =pcosgcost o
y=pcosgsind , peR, ¢e]—;, ;]._ 6 € [0, 271,
z = psing = =

# est l'angle latitude, # est 'angle longitude. Voir la figure.
z =

\
.'w ‘M

L5

J'l I| q] ¥

'~
& H : 0 H

X

Coordonnées cylindriques et sphériques

On peut remplacer la latitude ¢ par la Co-latitude ¥ , ces 2 angles
m

. . Wt .
sont complémentaires : 2, on a donc les relations :

74



X = psiny cosd
v=psingsinf , peR", ye[0,x], #e[0,2nx].
I = pCosy

Exercice

Soit M € R*, on appelle (1. #.2) les coordonnées cylindriques et (0. 6. ¢) les coordonnées
sphériques. Rappeler les relations permettant d'obtenir (% ¥:2) en fonction de ces
coordonnées. Exprimer r et £ al'aide de X+ V-<

Solution

X =rcos#
r=+4x2+y.{ y=rsinf ,reR®, Ae[02x, zeR

X = pcos¢cost

5 i T ;
p=+x2+yr+72.d y=pcosgsind peR", p¢c l—;. ;l, a e [0, 2n]
Z=psing -

2-Vecteur gradient

Définition et propriétés du gradient

Soit ./ une fonction de R* dans R différentiable, on appelle vecteur gradient de [ et on

—
note grad f e champ de vecteurs dont les composantes sont données par :

af

—{‘[' Y. )

]

ad f(M) =| Z-(xy.2)
grad f(M) = ﬂy{.m.}w

ﬁt-r.. Y. I) T -
az , on note également £! ad f(M) =V f(M)

On a défini le vecteur gradient d'une fonction différentiable sur R’ , on pourrait bien str
définir de facon similaire le gradient d'une fonction différentiable sur R’ et de facon plus

générale sur R" .

Si « est une constante réelle, si [ et £ sont deux fonctions différentiables, on a :

— 3 3
grad (f+ g)= grad f + gradg

— — — : - 5
grad (af) =agrad f o grad(fg)= fgradg +ggrad f
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3-Gradient en coordonnées polaires et cylindrique

Si f est une fonction de R” dans R différentiable, si le plan est muni d'un repére
orthonorm¢ (0.7, J) , le vecteur gradient en M est défini par :

af

— i)
grad f(x,y) = g|[.1|:._ VIT+ —(x, )]
: g v

ay

Si r et # sont les coordonnées polaires d'un point M de R®, différent de @ , on définit

une nouvelle base orthonormée du plan (i, V) .
i = cosfi + sinflf, ¥=—sinfi'+ cosf].

Si f est une fonction de R® dans R ,différentiable en M ,on définit la

fonction & par &7 #) = f(rcosé, rsinf). on a alors l'expression du gradient suivante

s o OB Lidg, .o
grad f(rcos#, rsinf) = ﬂ,_{r,Hlﬁ+ 5 (MU.H}L-

Si r, Bet T sont les coordonnées cylindriques d'un point M de R’ n'appartenant pas

a 0z, on définit les vecteurs :
i = cosOr+sind], V= —sinfr'+ cosd]

Si f est une fonction de R’ dans R , différentiable en M ,on définit la
fonction § par (7 #.2) = flrecost, rsinf.2)  On a alors l'expression du gradient

suivante :

— J | ) "
grad f(rcos#,rsin#,z) = %{n 6, 2)il + Fg—il{n 8,2V + %{r‘. 0,2k
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4-Vecteur rotationnel

Soit V un champ de vecteurs dont les composantes P.O.R sont des fonctions
différentiable sur R’ , on dit que V est différentiable.

. —
On appelle rotationnel de V etonnote rot V , le champ de vecteurs dont les composantes
sont données par :

AR L (']Q i o

%LL}H} ?ﬁ{l.}“.}

rot ?(M} = r—{.r._ V.Z)— r—{.x. V.2
B

e MR

ax DT gD

Si [ est une fonction différentiable, si ¥ est une constante, si ﬁ-. ‘}I- ‘?2 sont des champs

de vecteurs différentiables, on a les relations :

m}{ﬁ| + ﬁz} = ﬁ{ﬁ;}ﬁ' I_Clt’{ﬁﬂ.
ﬁ{ﬂfﬁ} = LTE’“?}.

H’{f‘:”] =f ﬁ{f’”} + grad f A V

5-Champ dérivant d un potentiel (scalaire)

Soit V un champ de vecteurs défini sur R dont les composantes P. Q. R admettent des
dérivées partielles premiéres continues, supposons que le rotationnel de V soit nul, alors il

—
existe une fonction [ , définie a une constante additive prés, qui vérifie grad f = v )

On dit alors que le champ V dérive du potentiel scalaire I
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Exemple

Soit le champ de vecteurs défini par :

2xvz + cosy
V= .r‘:j — xsiny + ¢
Jxyz + yet

. = = . .
On vérifie que rot V= 0, donc le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel f que

nous allons calculer maintenant.

by, ) :
j—f{.r. Yy 2_1'}{3 + cosy = f(x,y,2) = vzt + xcosv + fly,2)
ax ' : : ’ ’

On procéde comme pour le calcul de primitives de fonctions d'une variable,
ici ¥+< jouent le role de paramétres et bien sir la "constante" additive est une fonction

de ¥+< . On tient compte de ce premier résultat dans la suite des calculs.

%{.\: Yzl = a2z = xsiny+ef = x2g —xsiny # %U’.:} = fi(2) =yet+ f(D
ay ay

i—jp[.r. y,2) = 3x%yz72 + yet = 32y +ye + f1(7) = h(D =c
dz :

On a donc obtenu :

flxyz) = .x2_1':3 + xcosy +yet +¢

6- Divergence d un champ de vecteur

Soit V un champ de vecteurs dont les composantes P.O.R sont différentiables, on

définit la fonction divergence par :
; . ar 7} R
div ‘?’LM} = —(x. 2+ —Q(.t. V.1 + —
dx dy - az

si ¢ est une constante, si i’I-. 1;’2 sont des champs de vecteurs différentiables, on a les

{x,v.2)
si [ est une fonction différentiable,

relations :
div (V, + V) = div (V) + div (V1),
div m‘;"} = a div U}}.
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div (fV) = fdiv (V) + grad f- V
div f\iﬂ M i}g} = i"_;] i E’i‘ﬂ == i”l . Hﬁz

Remarque : la divergence d un champ de vecteurs est un scalaire

7- Champ dérivant d un potentiel vecteur

On dit que le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel vecteur, s'il existe un champ de

= . A . , . . y e
vecteurs A deux fois contintiment différentiable qui vérifie
51V

Une condition nécessaire et suffisante pour que le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel

"
vecteur A est que
divV =0

8- Laplacien d une fonction

Soit / une fonction définie sur R qui admet des dérivées partielles secondes, on définit
la fonction laplacien par :
i a’f

Af(M) = F{M]_F By

& f

az-

(M) +

(M)

Si « est une constante réelle, si I et & sont deux fonctions qui admettent des dérivées

partielles secondes, on a :
Alf +g) = Af + Ag
Alaf) =aAf
—
div grad (f) = Af

. — —_—
div(f gradg — g grad f) = fAg — gAf
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Expressions du Laplacien en coordonnées polaires, cylindrique et sphérique

Si r et #sont les coordonnées polaires d'un point M de R’ (M+0), si [ est une
fonction de 2 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la
fonction £ par 8(7 #) = flrecosé. rsint) on a alors l'expression du laplacien :

wow 1 dg I d°g
Af(rcos#, rsind) = F{rﬁ]+ Frj_r{r' & + Fa?{r,ﬂ]

Si .2 sont les coordonnées cylindriques d'un point M de R’ (M¢gO0z) si [ est
une fonction de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la
fonction £ par (7 #.2) = flrcos#, rsin®.z)  onaalors l'expression du laplacien :

7 1 1 7 ?
Af(rcos#,rsinf,z) = ﬂ—g[r.&zﬁ —z—g{nﬂ,:H —a—g{n f,2)+ i—f
r or [

ar? re - (. 8,2)

Si £+%:¢ sont les coordonnées sphériques d'un point M de R’ (M¢0z) si I est

une fonction de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la
fonction & par glp.b.¢) = flpcostcosg,psinfcosg.psing) | on a alors

l'expression du laplacien :

Af(pcostcosg. psinficosd. psing) =
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