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Résumé 

 

    L’idée générale de la thèse est l’étude des bifurcations de cycles canard 

avec deux paramètres de cassures, le sujet proposé a été la reprise de l’étude 

des systèmes lents-rapides quadratiques là où l’a laissé Smith, avec l’idée 

d’appliquer à cette étude les progrès récents de la théorie des systèmes lents-

rapides et plus précisément dans le cas des équations de Liénard.  

    Un modèle local pour l’application de retour au voisinage du cycle canard 

a été obtenu en 2006 par les deux professeurs Mr Roussarie et Mr Dumortier 

dans le cas générique de codimension  2. 

   Les résultats que j’ai obtenus sur les bifurcations de cycles canard à deux 

paramètres de cassures et de codimension quelconque généralisent 

complètement les résultats précédents.  

 

 

Mots clés :  Système lent-rapide, Bifurcation, Cycle Canard, Equation de 

Liénard, Système De Chebychev. 

Classification AMS : 34C05, 34C07, 34C23, 34C26, 34C15. 

 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

 

   The general idea of the thesis is the study of canard cycles bifurcations with 

two breaking parameters, I have retake the same study of slow-fast systems as 

Smith with the recent progress ofslow-fast systems theory and more precisely 

in the case of Lienard equations .  

   A local model for the return application in the vicinity of the canard cycle was 

obtained in 2006 by the two professors Roussarie and Dumortier in the generic 

case of codimension 2. 

   The results which I have obtained about the canard cycles bifurcations with 

two breaking parameters and any codimension generalise completely the 

precedent results. 

 

 

Key words : Slow-fast system, Bifurcation, Canard Cycle, Liénard Equation, 

Chebychef system. 

Classification AMS : Classification AMS : 34C05, 34C07, 34C23, 34C26, 34C15. 

 

 



   ˸ ملخص

. الفكسة الؼبهت للأطسوحت هي دزاست تفسع لدوزة كنبز ذاث وسيطين للتكسيس        

 –الوىضىع الوقتسذ هى هىاصلت الدزاست التي قبم بهب سويج للدول البطيئت 

في نظسيت الدول هغ فكسة تطبيق البحىث الوتقدهت و الحديثت   ˛ السسيؼت التسبيؼيت

  . حبلت هؼبدلاث لينبز السسيؼت و خبصت في –البطيئت 

نوىذج هحلي للتطبيق السخىع في خىاز دوزة كنبز تحصل ػليه الأستبذين 

  . 2002ػبم في  2ػبهت ذو بؼد هسافق  زوسبزي و دهىزتي في حبلت

ب في هرا الؼول هن أخل تفسع لدوزة كنبز ذاث وسيطين النتبئح الوتحصل ػليه

  . السببقت النتبئح و ذاث بؼد هسافق كيفي تؼون كليب ˛للتكسيس
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Le cadre conceptuel

La question centrale dans l’étude des champs de vecteurs polynomiaux

du plan est la résolution du 16ième problème de Hilbert, et pour commencer,

sa résolution dans le cas quadratique. Dans [10] les auteurs ont lancé un pro-

gramme pour solution du "problème de Hilbert existentiel" pour les champs

quadratiques (montrer qu’il existe une borne uniforme du nombre des cycles

limites, valable pour tous les champs quadratiques). Dans cet article une

liste de tous les déploiements (germes de familles) quadratiques succeptibles

de créer des cycles limites. Pour résoudre le problème, on doit démontrer

que tous ces déploiements ont une cyclicité (borne du nombre de cycles li-

mites) finie. Depuis, beaucoup de cas ont été résolus (en particulier tous les

cas de déploiements de graphiques hyperboliques, semi-hyperboliques, la plu-
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part des graphiques incluant un point nilpotent et en règle générale tous les

graphiques qui ont un déploiement de codimension finie, au sens usuel). Res-

tent les cas les plus durs : celui des graphiques de codimension infinie (avec

appliquation de retour identique), et celui des systèmes lents-rapides (per-

turbations singulières) quadratiques (déploiement d’un champ à singularités

non isolées) ; les cas les plus durs combinant les deux difficultés (un système

lent-rapide "de type central "). Les systèmes lents-rapides quadratiques ont

déjà été étudiés par un élève de F. Dumortier : B. Smits, avec des résultat

très partiels, et dans le cas de codimension finie (au sens des perturbations

singulières), où seul a été introduit le cas ne produisant qu’un cycle limite

par bifurcation (aussi appelé dans ce contexte : oscillation de relaxation).

Voir la thèse de B. Smits, Université de Limburgs, résumée dans [34].

Le cadre conceptuel de la thèse est la théorie des systèmes différentiels

lents-rapides qui sont des systèmes différentiels très particuliers car dégéné-

rés. Ils ont cependant une grande importance dans les applications. Nous

avons obtenu des résultats généraux pour les cycles canard avec deux para-

mètres de cassure et de codimension quelconque. Ces résultats généralisent

les résultats précédents obtenus en 2006 pour la codimension 2 dans l’ar-

ticle de Dumortier et Roussarie [14]. On a réussi à trouver une borne du

nombre de cycles limites qui bifurquent d’une région contenant un cycle ca-

nard exprimée en fonction des intégrales de divergence lente associées pour

une codimension quelconque avec deux paramètres de cassure. L’article [25]

qui a servi de base à la rédaction de ma thèse, a été publié dans la revue
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internationale "Qualitative Theory Of Dynamical Systems". Dans cet article

on a considéré les systèmes lents-rapides bi-dimentionels avec des cycles ca-

nard qui se produisent à partir de l’équation limite pour une valeur de ε = 0.

Les cycles canard sont cassés par deux mécanismes indépendants : soit le

point tournant ou le point saut entre deux points de contacts. Chacun de ces

deux mécanismes est associé à un paramètre permettant une cassure géné-

rique (ici générique veut dire général) du cycle canard. Pour cette raison les

cycles canard considérés sont appelés cycles canard avec deux paramètres de

cassure. Ils passent aussi à travers deux niveaux horizontaux indépendants

paramétrés par u, v. Pour un système donné on a un ensemble de famille de

cycles canard à 2-paramètres Γuv. Le mémoire est divisé en 4 chapitres :

1. Le chapitre 1 est une introduction au sujet avec un aperçu du cadre

conceptuel et l’exposition des importants résultats de la thèse.

2. le chapitre 2 est aussi une introduction aux systèmes lents -rapides avec

des définitions basiques, des théorèmes ainsi que des exemples concrets

de systèmes lents-rapides.

3. Le chapitre 3 est consacré à l’étude des cycles lents-rapides dans le

plan. On y introduit les outils géométriques, avec lesquels on étudie les

cycles canard et les communs.

4. Le chapitre 4 est le coeur du sujet de cette thèse, puisqu’il contient les

détails des démonstrations des plus importants résultats publiés dans

[25].
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1.2 Enoncés des résultats

1.2.1 Définitions

On va se limiter aux systèmes lents-rapides de type Liénard :

Xλ,ε





ẋ = y − F (x, λ)

ẏ = εg(x, y, λ)

(1.1)

où F, g sont des fonctions C∞.

1. La courbe lente

Rappelons que la courbe lente, pour la valeur λ du paramètre est définie

par Lλ : {y = F (x, λ) = Fλ(x)}. Elle est formée par les points singuliers

de l’équation limite Xλ,0. En dehors de la courbe lente les orbites sont

des arcs ouverts horizontaux (dynamique rapide).

2. Les cycles lents-rapides : Un cycle lent rapide est une courbe fermée

de segments hyperboliques qui sont des orbites rapides régulières.

3. Les cycles canard : Un cycle canard pour la valeur λ0 est un cycle

lent-rapide qui passe à la fois par des arcs attractifs et des arcs répulsifs

de la courbe lente Lλ0 .

4. L’intégrale de divergence lente : Considérons un intervalle [x1, x2]

et une valeur du paramètre λ, la fonction g(x, Fλ(x), λ) n’a pas de zéros
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sur cet intervalle. On appelle intégrale de divergence lente l’intégrale :

Iλ(x1, x2) = −
ˆ x2

x1

1

g(x, Fλ(x), λ)

(∂Fλ
∂x

(x)
)2

dx (1.2)

Par la suite on aura les intégrales de la divergence lente I,J ,K,L qui

sont données par les formules suivantes :





I(u, λ) = Int
(
γI(u, λ)

)
, K(u, λ) = −Int

(
γK(u, λ)

)

J(v, λ) = −Int
(
γJ(v, λ)

)
, L(v, λ) = Int

(
γL(v, λ)

)
.

(1.3)

5. La définition de la multiplicité d’intersection Soit α et β deux

arcs C∞ de courbe simple passant par le même point m ∈ IR2. On

dit qu’ils ont une multiplicité d’intersection égale à k ≥ 1 en m si et

seulement s’il existe des coordonnées locales (s, t) enm, avecm = (0, 0),

tel que α (respectivement β) sont graphes de deux fonctions C∞ {t =

ϕα(s)} (respectivement {t = ϕβ(s)}) dans le voisinage de m, avec la

propriété que la fonction ψ(t) = ϕα(t)−ϕβ(t) a un zéro de multiplicité

k en t = 0 :

ψ(0) =
dψ

dx
(0) = · · · =

dk−1ψ

dxk−1
(0) = 0 et

dkψ

dxk
(0) 6= 0

Si l’arc α est donné par une équation {H(u, v) = 0} la multiplicité

d’intersection peut être définie comme la multiplicité de zéro en t = 0

de la fonction H ◦ ϕβ(t).
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6. La définition du versel :

Soient αλ et βλ les deux déploiements des arcs C∞ des courbes simples

par m ∈ α0 ∩ β0, avec αλ, βλ définis près de m pour λ ∼ 0. On suppose

que les courbes α0 et β0 ont une multiplicité d’intersection en m égale

à k ≥ 1. Choisissons des coordonnées locales (s, t) en m, avec m =

{(s, t) = (0, 0)}, telles que αλ et βλ sont des graphes de déploiements de

fonctions ϕα(t, λ) et ϕβ(t, λ) respectivement, avec ϕα(0, 0) = ϕβ(0, 0) =

0. Alors, on dira que la paire de λ-déploiements (αλ, βλ) est versel (ou

que λ est un paramètre versel en m) si et seulement si :

(a) La dimension de l’espace de λ-paramètre est égale à k − 1 : λ ∼

0 ∈ IRk−1.

(b) Considérons le développement de Taylor

ψ(t, λ) = ϕα(t, λ) − ϕβ(t, λ) =
k∑

i=0

Ωi(λ)ti + o
(
tk

)
,

quand les coefficients Ωi sont C∞. Comme la multiplicité d’inter-

section est égale à k en m, on a :

Ω0(0) = · · · = Ωk−1(0) = 0 et Ωk(0) 6= 0.

1.2.2 Théorèmes

Dans le premier Théorème nous donnons une borne du nombre de cycles

limites qui bifurquent d’une région contenant un cycle canard exprimée
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en fonction des intégrales de divergence lente associées à cette région :

Théorème 1.2.1. prenons le rectangle [U1, U2]×[V1, V2] ⊂]u1, u2[×]v1, v2[.

Supposons que les deux courbes simples {I − J = 0} et {K − L = 0}

aient juste des points d’intersection avec une multiplicité finie dans

[U1, U2] × [V1, V2] pour λ = 0. Soit k < +∞ le nombre de ces points

d’intersection comptés avec leur multiplicité d’intersection. Alors, pour

ε0 > 0 et W1 ×W2 assez petit, le nombre de cycles limites de X(a,b),λ,ε,

pour
(
(a, b), λ, ε

)
∈ W1 ×W2×]0, ε0], qui cassent les sections {X1} ×

[U1, U2] et {X2} × [V1, V2], est inférieur à k + 2.

Dans le deuxième Théorème on montre qu’un λ-déploiement est (c−2)

versel au point λ, en donnant la valeur du paramètre versel pour un

cycle limite de codimension c.

Théorème 1.2.2. On suppose que pour (u0, v0) ∈]u1, u2[×]v1, v2[, les

courbes

{I(u, 0) − J(v, 0) = 0} et {K(u, 0) − L(v, 0) = 0}

aient une multiplicité d’intersection égale à c−1 en (u0, v0) pour un cer-

tain c ≥ 2 et que le λ-déploiement ({I(u, λ)− J(v, λ) = 0}, {K(u, λ)−

L(v, λ) = 0}) est (c − 2)-versel en ce point (λ ∼ 0 ∈ IRc−2). Rap-

pelons que µ = (a, b, λ). Alors, il existe une courbe continue : ε →

(u0(ε), v0(ε), µ(ε)), définie pour ε ∈ [0, ε0], ε0 > 0 assez petit, tel que

u0(0) = u0, v0(0) = v0, µ(0) = 0, avec ε ∈]0, ε0] :
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(a) Il existe un cycle limite γ(ε) de Xµ(ε),ε de codimension c passant

à travers le point (u0(ε), v0(ε)). Ce cycle limite tend vers le cycle

canard Γ(u0, v0, 0) au sens de Hausdorff, quand ε→ 0.

(b) Le déploiement défini par Xµ,ε dans le voisinage de γ(ε), ε étant

fixé, est c-versel avec un paramètre versel : µ− µ(ε) ∼ 0.

Dans le troisième Théorème on va appliquer les conditions de c-versalité

du Théorème 4.1.11 pour le λ-déploiement ({I(u, λ)−J(v, λ) = 0}, {K(u, λ)−

L(v, λ) = 0}) sont réalisées dans certains systèmes lents-rapides de Lié-

nard du type (3, 4c+1) (les fonctions F, g sont des polynômes de degré

4 et 4c+ 1 respectivement).

Théorème 1.2.3. . Pour c ≥ 2, considérons le système de Liénard

suivant :

X(a,b,ν̄,τ),ε





ẋ = y − (ax+ x2

2
− x4

4
)

ẏ = ε
(
b− xh(x, ν̄, τ)

)
,

(1.4)

avec ν̄ = (ν̄1, . . . , ν̄c−1) et

h(x, ν̄, τ) = 1 + τ
(
ν̄1x

4 + · · · + ν̄c−1x
4(c−1) + x4c

)
.

On a deux sections Σl,Σr comme dans la Figure 4.1 qui sont paramé-

trées par u =
√

1 − 4y et v =
√

1 − 4y respectivement. Le système a une

famille à 2-paramètres de cycles canard Γuv avec (u, v) ∈]0, 1[×]0, 1[.

Les intégrales de la divergence lente associées I, J,K, L sont paramé-

trées par (u, v, ν̄, τ).
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Alors, il existe un sous-ensemble fini Σc ⊂]0, 1[ et une application C∞

(u0, τ) → (v, ν̄), définie dans un voisinage ouvert W de
(
]0, 1[\Σc

)
×

{0} dans l’espace
(
]0, 1[\Σc

)
×IR+, tel que pour tout (u0, τ) ∈ W, avec

τ > 0 :

(a) Les courbes {I(u, ν̄(u0, τ), τ) − J(v, ν̄(u0, τ), τ) = 0} et

{K(u, ν̄(u0, τ), τ) − L(v, ν̄(u0, τ), τ) = 0}

ont une multiplicité égale à c− 1 au point
(
u0, v(u0, τ)

)
.

(b) Cette intersection est déployée versellement, si on prend une va-

leur fixée de (u0, τ), par le paramètre λ = (λ1, . . . , λc−2) avec

λi = ν̄i − ν̄i(u0, τ) pour i = 1, . . . , c − 2 (bien sûr, il n’y a pas

de paramètre λ quand c = 2).
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Chapitre 2

Introduction aux systèmes

lents-rapides

2.1 Quelques définitions

Pour (x, y) ∈ IRn × IRq on considère le système différentiel :





εẋ = f(x, y, λ)

ẏ = g(x, y, λ)

(2.1)

où ε ∈ (IR+, 0) est un petit paramètre positif suffisamment petit et λ

est un autre paramètre dans (IRp, 0). Ce système est appelé perturbation

singulière car pour ε = 0 la dimension du système, qui est égale à n+ q

pour ε 6= 0, tombe à q. Plus précisément, si f est localement inversible

13



en x, au voisinage de (x0, y0) vérifiant f(x0, y0, λ) = 0, on peut résoudre

x = x(y, λ) et pour ε = 0 le système se réduit à la dynamique lente :

ẏ = g(x(y, λ), y, λ) (2.2)

Le temps t du système (2.1) est appelé temps lent (on a par exemple

ẋ = dx
dt

). Pour ε 6= 0 on peut faire le changement de variable temps :

τ = t
ε
. Ce nouveau temps τ est appelé temps rapide. On a x′ = dx

dτ
= εẋ

et y′ = dy

dτ
= εẏ, ce qui fait que le système (2.1) est remplacé par le

système différentiel : 



x′ = f(x, y, λ)

y′ = εg(x, y, λ)

(2.3)

Ce système est appelé :équation de relaxation. Ce n’est plus un système

singulier au sens précédent, mais seulement une (λ, ε)-famille de champs

de vecteurs Xλ,ε qui dégénère pour ε = 0 au sens où pour cette valeur

le champ Xλ,0 a un ensemble de zéros en général non-isolés donnés par

{f(x, y, λ) = 0}.

Le système lent-rapide est donné par l’une ou l’autre forme (2.1) ou

(2.3). Nous travaillerons uniquement avec la présentation sous la forme

d’équation de relaxation pour éviter le problème singulier, contraire-

ment à l’approche faite dans [1] ou l’on donne un sens à la limite sin-

gulière dans le cadre de l’Analyse Non Standard.

Le Théorème de Poincaré-Bendixson peut être est énoncé comme
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suit :

Soit X un champ défini sur un ouvert U ⊂ S2. Alors, X n’a pas de

récurrence non triviale (si x est un point récurrent, alors X(x) = 0, ou

bien γx est périodique).

Pour cette présentation nous allons nous limiter à n = q = 1. Dans ce

cas, on a une dynamique du plan avec des récurrences triviales, d’après

le Théorème de Poincaré-Bendixson : le seul élément d’intérêt de la

dynamique est la considération de ses cycles limites (les orbites pério-

diques isolées). Il n’y a pas de tels cycles limites pour l’équation limite

quand ε = 0. La dynamique de l’équation limite est très simple. On a

un ensemble critique formé par des zéros : Lλ = {f(x, y, λ) = 0}. En de-

hors de cet ensemble critique, les orbites sont régulières et horizontales

(des segments ouverts de droite parallèles à l’axe des x). Ces orbites

horizontales forment la dynamique rapide. La question principale est

alors :

Comment les cycles limites bifurquent-ils de l’équation limite, c’est-

à-dire lorsque ε passe de 0 à de petites valeurs non nulles ? Peut-on

calculer leur nombre et la façon dont ils se comportent (bifurquent) en

fonction du paramètre λ, lorsque ε est fixé à une petite valeur positive ?

Pour préciser cette question, nous avons besoin de quelques définitions.

Définition 2.1.1. Soit Xµ une famille de champ de vecteurs du plan

avec µ ∈ P, espace des paramètres. Un ensemble limite périodique (e.l.p.
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en abrégé) de Xµ pour la valeur µ∗ ∈ P, est un compact Γ invariant par

Xµ∗ avec la propriété suivante. Il existe une suite (µi) convergeant vers

µ∗ dans P et pour chaque µi un cycle limite γi du champ de vecteurs

Xµi
tels que la suite (γi) converge vers Γ au sens de Hausdorff.

Remarque 2.1.2. On rappelle que l’on définit une distance de Hausdorff

dH entre les compacts non vides d’un espace métrique (M, d) par :

dH(K1, K2) = Sup{Supx∈K1
d(x, K2), Supy∈K2

d(y, K1)},

où, lorsque K est un compact non vide de M et a ∈ M, on définit la distance

de a à K par

d(a, K) = Infx∈Kd(a, x)

dH est une distance sur l’ensemble C(M) des compacts non vides de M. Un

résultat plus profond est que (C(M), dH) est compact si (M, d) est compact.

Définition 2.1.3. Soit Γ un e.l.p. de Xµ pour la valeur µ∗ ∈ P supposé

muni d’une distance dP . Pour tout δ > 0, désignons par N(δ) ∈ IN ∪∞

le nombre de cycles limites γ de Xµ pour dP (µ, µ∗) < δ et tels que

dH(γ,Γ) < δ.

On définit la cyclicité de Γ dans la famille Xµ par :

Cycl(Xµ,Γ) = Lim{N(δ), | δ → 0}

Une conjecture centrale pour les familles analytiques de champs de
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vecteurs du plan est de prouver que dans une telle famille tout e.l.p.

est de cyclicité finie. Cette conjecture vaut également pour les équations

de relaxation que nous considérons ici, si elles sont analytiques.

Définition 2.1.4. Un cycle lent-rapide de (2.3) est un e.l.p. Γ pour

ε = 0 (et une valeur quelconque de λ).

Dorénavant, nous allons nous limiter aux systèmes lents-rapides de type

Liénard. Ces systèmes sont représentés par des équations de relaxation

de la forme :

Xλ,ε





x′ = y − Fλ(x)

y′ = εg(x, y, λ)

(2.4)

On supposera que F, g sont des fonctions de classe C∞ (dans la défini-

tion classique de Liénard, F, g sont des polynômes de x). L’ensemble

critique Lλ pour l’équation de Liénard (2.4) est la courbe Lλ = {y =

Fλ(x)}. pour cette raison, on l’appelle ausi courbe lente. Il est très fa-

cile de déduire du Théorème de Poincaré-Bendixson la caractérisation

suivante des e.l.p. de (2.4) (voir [29]).

Proposition 2.1.5. Supposons que la fonction Fλ0 soit non constante

avec un nombre finie d’oscillations : Fλ0 n’a qu’un nombre fini de points

critiques formant l’ensemble Cλ0. Alors un cycle lent-rapide pour la va-

leur λ0 est soit un point de Lλ0 soit une courbe simple homéomorphe au

cercle, formé de l’union d’un nombre finie de trajectoires horizontales

de la dynamique rapide et d’un nombre fini d’arcs fermeture d’arcs de
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Lλ0 − Cλ0 (voir Figure 2.1).

Fig. 2.1 – Equation limite

Sous l’hypothèse de la Proposition, la dynamique lente est définie sur

Lλ0 , en dehors des points critiques de Fλ0 . Nous montrerons plus loin

la condition nécessaire suivante pour les cycles lents-rapides :

Lemme 2.1.6. Chaque cycle lent-rapide pour la valeur λ0 a une orien-

tation compatible avec l’orientation définie par la dynamique lente sur

les arcs de Lλ0 − Cλ0 qu’il contient et avec l’orientation des orbites de

la dynamique rapide qu’il contient.

On peut illustrer cela avec l’exemple de l’équation de Van der Pol don-

née par F (x) = x2 + x3 (il n’y a pas de paramètre λ). La Figure 2.2

montre les différents cycles lents-rapides pour cette équation.
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Fig. 2.2 – Cycles Lents-rapides de l’équation de Van der Pol.

2.2 Exemples de systèmes lents-rapides

2.2.1 Les circuits électriques

Cet exemple a été introduit et étudié par Van der Pol [VdP]. On consi-

dère un circuit formé par un condensateur de capacité C, une bobine

d’inductance L et une résistance avec une loi R = f(i) non-linéaire

(un résistor), disons quadratique. Le terme LC
Rmoy

est très petit : c’est

le paramètre ε. Après normalisation, l’équation différententielle sur la

tension aux bornes du résistor prend la forme :

εẍ+ (x+ x2)ẋ+ x− a = 0
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On passe dans l’espace de phase : (x, y = ẋ). Le changement (x, y) →

(x, Y = εy) transforme le système en





εẋ = Y

Ẏ = a− x− Y
ε
(x+ x2)

On opère maintenant la transformation de Liénard : y = Y +F (x) avec

F (x) =

ˆ x

0

(s+ s2)ds =
x2

2
+
x3

3
.

En passant au temps rapide (c’est à dire qu’on abandonne la notation

x′ par la dérivation dans le temps rapide, on obtient l’équation de Van

der Pol : 



ẋ = y − F (x)

ẏ = ε(a− x)

remarque qu’en remplaçant x par x−a et on remplace la seconde ligne

par ẏ = −εx et l’on introduit le paramètre a dans la première ligne.

Plus généralement, Liénard, dans le même cadre de l’électrotechnique,

a introduit des équations plus générales dites maintenant équation de

Liénard : 



ẋ = y − F (x, λ)

ẏ = εg(x, λ)

où F, g sont des polynômes. le cas classique correspond à g = −x.
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2.2.2 Ecologie, biologie

On rencontre dans ces disciplines des systèmes avec des échelles de

temps différentes. On considère par exemple en écologie deux popula-

tions deX et Y nombre d’individus, chacune divisée en sous-populations :

X =
∑

Xi et Y =
∑

Yj

Une dynamique s’établit globalement entre les populations X,Y. On a

des dynamiques rapides entre les sous-populations de X et de Y res-

pectivement (par exemple X et une population de proies et Y une

population de prédateurs ; X se divise entre une sous-population à

l’abri X1 et une sous-population à découvert X2 ; l’échelle des échanges

entre X et Y est l’année et celle entre X1 et X2 est le jour). Posons :

X = (X1, · · · , Xk), Y = (Y1, · · · , Yl). On peut modéliser le système

écologique par le système différentiel :





Ẋi = F 1
i (X) + εG1(X,Y )

Ẏj = F 2
j (Y ) + εG2(X,Y )

Sous l’hypothèse de conservation
∑
F 1
i (X) = 0,

∑
F 2
i (Y ) = 0, on peut

éliminer les équations en X1 et Y1 au bénéfice des populations globales

X,Y. Posons aussi X̃ = (X2, · · · , Xk), Ỹ = (Y2, · · · , Yl). On obtient le

21



système lent-rapide suivant :





˙̃X = F̃ 1(X̃) + εG̃1(X,Y, X̃, Ỹ )

˙̃Y = F̃ 2(Ỹ ) + εG̃2(X,Y, X̃, Ỹ )

Ẋ = εf(X,Y, X̃, Ỹ )

Ẏ = εg(X,Y, X̃, Ỹ )

En biologie moléculaire, les interactions entre gènes et protéines sont

de type lent-rapide. Plus précisement, les changements dans les gènes

sont lents (mutations,...). Par contre la production et l’évolution des

protéines est rapide.

D’une manière générale beaucoup de systèmes naturels sont de type

lent-rapide car ils couplent des milieux avec des échelles de temps très

différentes : par exemple l’interaction atmosphère (dynamique rapide)-

océan (dynamique lente), propagation de l’influx nerveux, mouvements

cardiaques, etc... Evidement, une modélisation par équations différen-

tielles ordinaires est en général très insuffisante mais peut servir de

première approximation. Cette première approximation peut expliquer

quelques traits importants de l’évolution.
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2.3 Systèmes lents-rapides à la frontière des

systèmes différentiels réguliers

Cette partie est une transcription de l’article [31]. Considérons un sys-

tème de Liénard classique et régulier (pas de type lent-rapide) et de

degré impair 2n+ 1 :

Lna





ẋ = y − F (x, a)

ẏ = −x
(2.5)

avec F (x, a) = x2n+1 +
∑2n

i=0 aix
i. La dynamique d’un tel système est

très simple : on a à l’origine, un unique point singulier, qui est de type

foyer. Le cercle à l’infini est répulsif, autrement dit il existe un grand

disque dans IR2 qui attire toutes les trajectoires (cela vient du fait que

le terme principal de F est de degré impair avec un coefficient positif,

et rend le système réaliste pour les applications). En fait il existe une

application de Poincaré définie sur l’axe des y et pour cette application

+∞ est répulsif. Il en résulte que pour chaque a ∈ IR2n+1, l’équation

Lna n’a qu’un nombre fini de cycles limites. On peut facilement montrer

plus : pour chaque K ∈ IR+, il existe un borne finie L(n,K) pour le

nombre des cycles limites des équations Lna dès que ||a|| ≤ K. Une

question importante est la suivante : Que peut-on dire de Lna lorsque

||a|| → +∞? Une conjecture de S. Smale (l’un des problèmes qu’il
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a posé pour ce siècle) est qu’il existe un L(n) fini qui majore L(n,K)

pour tout K, c’est-à-dire qui est valable pour tout Lna (plus précisement

Smale conjecture que l’on peut trouver C, k, tel que L(n) = Cnk).

Une façon d’aborder la question de l’existence d’un L(n) < +∞ est la

suivante. On considère le système élargi :

Sna,ε





ẋ = y − F (x, a)

ẏ = −εx
(2.6)

Evidement, on a que Lna = Sna,1. Le système Sna,ε est quasi-homogène

au sens suivant. Pour tout τ > 0, on considère le difféomorphisme de

l’espace de phase

Tτ : x = τ x̄, y = τ 2n+1ȳ,

et le changement de paramètrage :

Uτ : ai = τ 2n+1−iāi, ε = τ 4nε̄.

alors Tτ conjugue les systèmes Sna,ε et τ 2nSnā,ε̄. D’autre part, Uτ est un

groupe à 1-paramètre linéaire dans l’espace (a, ε) dont les trajectoires

hors 0 ∈ IR2n+2 tendent vers 0 pour τ → −∞ et vers l’infini pour

τ → +∞.

Le plan {ε = 1} dans l’espace des paramètres (a, ε) coupe transversale-

ment chaque trajectoire du groupe Uτ située en dehors du plan {ε = 0}
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en un point et un seul. Ainsi l’espace des équations de Liénard Lna est en

bijection avec l’espace des Uτ -trajectoires situées dans le demi-espace

ouvert {ε > 0}.

L’espace des Uτ -trajectoires situées dans le demi-espace fermé {ε ≥

0} peut être considéré comme la fermeture de l’espace des équations

de Liénard Lna . Cet espace, qui contient un représentant de chaque

élément dans {Sna,ε |ε ≥ 0}, est homéomorphe à la demi-sphère fermée

{||a||2 + ε2 = 1, ε ≥ 0} qui coupe chacune des Uτ -orbites de {ε ≥ 0}

en un point et un seul. Le bord de cet espace est la sphère {||a||2 =

1, ε = 0} et son intérieur s’identifie donc à l’espace des équations de

Liénard : autrement dit, l’espace des Uτ -orbites dans {ε ≥ 0} est une

compactification de l’espace des équations de Liénard. Il est commode

de remplacer la demi-sphère {||a||2 +ε2 = 1, ε ≥ 0} par la demi-sphère

topologique :

Σ = ∆ × {ε0} ∪ ∂∆ × [0, ε0],

où ∆ = {a | ||a|| = 1} et ǫ0 > 0 peut être choisi arbitrairement petit.

Le cylindre ∂∆ × [0, ε0] est un voisinage du bord ∂∆ × {0} de Σ. Il

devient arbitrairement proche de ce bord quand ε0 → 0. D’autre part,

si ε0 → 0, on voit que le complémentaire de ce cylindre : ∆× {ε0}, est

en bijection avec l’ensemble des équations Lna pour ||a|| ≥ K(ε0) avec

un K(ε0) → +∞ lorsque ε0 → 0.

En conséquence, on voit que Σ est une compactification de l’espace
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des équations de Liénard Lna . Le bord de cet espace s’identifie avec les

équations limites (ε = 0) du système lent-rapide :





ẋ = y − F (x, a)

ẏ = −εx
(2.7)

avec ||a|| = 1 et ε ∈ [0, ε0], où ε0 > 0 peut être choisi arbitrairement

petit.

Une conséquence de cette compactification est que pour montrer qu’il

existe une borne finie L(n) au nombre des cycles limites des équations

de Liénard Lna , il suffit de montrer que chaque cycle lent-rapide du

système (2.7) a une cyclicité finie.
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Chapitre 3

les systèmes lents-rapides dans

le plan

3.1 Outils géométriques

On se limite aux systèmes lents-rapides de type Liénard :

Xλ,ε





ẋ = y − F (x, λ)

ẏ = εg(x, y, λ)

(3.1)

où F, g sont des fonctions C∞.
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3.1.1 Modèle local près des points réguliers de la

courbe lente

3.1.1.1 La courbe lente

Rappelons que la courbe lente, pour la valeur λ du paramètre est dé-

finie par Lλ : {y = F (x, λ) = Fλ(x)}. Elle est formée par des points

singuliers de l’équation limite Xλ,0. En dehors de la courbe lente les or-

bites sont des arcs ouverts horizontaux (dynamique rapide). On appelle

point de contact tout point de la forme

{(x, Fλ(x)) | ∂F
∂x

(x, λ) = 0},

autrement dit les points de Lλ correspondant aux points singuliers de

Fλ (points où la courbe lente a un contact avec la direction horizontale

de la dynamique rapide). Nous désignerons par Cλ l’ensemble des points

de contact pour la valeur λ. Un point de contact (x0, y0 = Fλ(x0)) est

de l’un des deux types suivants :

(a) Point de contact régulier si g(x0, y0, λ) 6= 0,

(b) Point de contact singulier si g(x0, y0, λ) = 0.

Considérons un point (x, y) ∈ Lλ. La différentielle de Xλ,0 est donnée

par :

DXλ(x, y) =




−∂Fλ

∂x
1

0 0



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En conséquence les valeurs propres de cette différentielle sont égales à 0

(avec pour direction propre la direction tangente à Lλ) et à −∂Fλ

∂x
(avec

pour direction propre la direction horizontale).

Supposons que (x, y) ∈ Lλ ne soit pas un point de contact.On dira

que c’est un point régulier de la courbe lente. Alors ce point est un

point normalement hyperbolique de Lλ et Lλ−Cλ est une union d’arcs

normalement hyperboliques, attractants si ∂Fλ

∂x
> 0 et répulsifs si ∂Fλ

∂x
<

0 . Pour une valeur de λ fixée, l’espace central à un point de Lλ − Cλ

est la direction tangente à Lλ. En un point de contact, l’espace central

est IR2.

3.1.1.2 Variétés centrales aux points réguliers

Pour chaque λ fixé, on va considérer Xλ,ε comme un champ de vecteurs

Xλ de IR3 d’équation différentielle :





ẋ = y − Fλ(x)

ẏ = εg(x, y, λ)

ε̇ = 0

(3.2)

Soit [a, b] ⊂ Ox tel que ∂Fλ

∂x
(x) 6= 0 pour tout x ∈ [a, b]. Désignons

par Lλ[a, b] le graphe de Fλ au-dessus de [a, b]. C’est un arc de points

réguliers. Chacun de ces points est normalement hyperbolique pour Xλ,

en dimension 3 (et pas seulement pour Xλ,ε en dimension 2). En un tel
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point (x, y, 0) ∈ Lλ[a, b], on a :

(a) une valeur propre non nulle : −∂Fλ

∂x
(x) avec l’axe des x comme

direction propre hyperbolique,

(b) deux valeurs propres nulles avec comme espace propre central la

somme directe : Oε⊕ T(x,y,0)Lλ (T(x,y,0)Lλ est la droite tangente à

Lλ, considérée comme courbe de IR3).

On peut alors appliquer la Théorie des variétés invariantes de Feni-

chel[F]. Dans notre cas on peut énoncer le résultat de la façon suivante :

Théorème 3.1.1. (Fenichel) Soit [a, b] comme ci-dessus et soit k ∈ IN

quelconque. Il existe un plongement Φλ(x, ε) = (φλ(x, ε), ε), de classe

Ck du rectangle [a, b] × [0, εk] dans IR3 (εk dépendant de k), transverse

à {ε = 0}. Si on pose Wλ[a, b] = Φλ([a, b] × [0, εk]), ce plongement est

tel que :

(a) Wλ[a, b] ∩ {ε = 0} = Lλ[a, b]

(b) Xλ,ε est tangent à Wλ[a, b] en chaque point (on dit que Wλ[a, b]

est une variété (invariante) centrale le long de Lλ[a, b]).

Remarque 3.1.2. (a) La variété centrale Wλ[a, b] dépend de façon Ck

de λ au sens que l’application φλ(x, ε) est une fonction de classe

Ck de (x, λ, ε). Cela découle en fait du Théorème de Fenichel lui-

même, qu’il suffit d’appliquer au champ de vecteurs de IR3+p dont

l’équation différentielle est obtenue en ajoutant λ̇ = 0 au système

(3.2). On obtient alors une variété centrale W [a, b] de classe Ck
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dans IR3+p. La variété centrale à paramètre Wλ[a, b] est obtenue

en intersectant W [a, b] par les espaces {λ = Cste}.

(b) On peut choisir k arbitrairement grand. Evidement εk → 0 si

k → +∞. Une remarque importante est que les différentes variétés

centrales obtenues en fonction de k ne coincident pas en général.

Par contre si on considère les deux variétés centrales W k1
λ [a, b]

et W k2
λ [a, b] de classe k1 ≤ k2 respectivement, ces deux variétés

ont un contact de classe k1 le long de Lλ[a, b]. Cela implique qu’il

existe une variété centrale formelle unique donnée Ŵλ[a, b] par une

série formelle unique : φ̂λ(x, ε) =
∑

i φ
i
λ(x)ε

i, avec des fonctions

C∞, φiλ(x), qui donne les développements de Taylor d’ordre infini

de chaque fonction φλ(x, ε).

L’intérêt de l’existence des variétés centrales est de préciser quelles

sont les conditions initiales qui contraignent le flot de Xλ,ε à rester

près de Lλ[a, b] pour ε petit. Précisément, pour ε assez petit, la variété

Wλ[a, b] coupe le plan IR2 ×{ε} transversallement le long d’une courbe

invariante : pour une condition initiale sur cette courbe, le flot y reste

contenu.

3.1.1.3 Modèle local le long de Lλ[a, b]

Choisissons une variété centrale Wλ[a, b] de classe Ck+3 à préciser plus

tard. On utilise cette variété pour choisir de nouvelles coordonnées

(X,Y ) de classe Ck+3 telles que Wλ[a, b] soit définie par {Y = 0}.
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L’équation de Xλ,ε prend la forme :





Ẋ = εU(X,Y, λ, ε) + Y Z(X,Y, λ, ε)

Ẏ = Y V (X,Y, λ, ε),

(3.3)

Les fonctions U, V, Z sont de classe Ck En fait, le changement de co-

ordonnées Ck+3 transporte Xλ,ε en un champ de classe Ck+2, que l’on

continuera de noter Xλ,ε par abus d’écriture ; comme la fonction V est

obtenue par division par Y, elle est seulement de classe Ck+1). Même

remarque pour la fonction Z qui est aussi de classe Ck+1, car obtenue

par division par Y. La fonction U est obtenue à partir d’une fonction

Ck+1 par division par ε, elle est donc de classe Ck+1.

Remarquez que la seconde composante de (3.3) est divisible par Y

car on a choisi que {Y = 0} soit la variété invariante Wλ[a, b]. On

peut supposer que x ≡ X. On a alors [a, b] ⊂ OX et on conservera la

notation Wλ[a, b] pour la variété centrale qui est contenue dans {Y =

0}. L’hyperbolicité normale se traduit par V (X, 0, λ, 0) 6= 0 pour tout

X ∈ [a, b] et tout λ. La forme particulière de la première composante

traduit le fait que pour Y = 0, elle est divisible par ε, puisque Lλ[a, b]

est une ligne de zéros.

Nous allons maintenant améliorer l’écriture (3.3) en utilisant le résultat

de Takens sur les champs de vecteurs partiellement hyperboliques [T1].

Par rapport aux hypothèses trés générales du résultat de Takens nous
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avons deux grandes simplifications :

(a) La dimension normalement hyperbolique est égale à 1. Les hypo-

thèses de non-résonance sont trivialement vérifiées.

(b) On se place au voisinage d’une singularité (ici au voisinage de

ε = 0) de la variété centrale considérée.

Nous allons énoncer une version du Théorème de Takens sous ces hy-

pothèses simplificatrices :

Théorème 3.1.3. Considérons un système différentiel tel que (3.3)

avec U, V, Z de classe Ck. Il existe K(k) << k qui tend vers +∞ quand

k → +∞ et un changement de coordonnées de classe CK(k)+2 :

(X,Y, λ, ε) → (X̃(X,Y, λ, ε), Y Ỹ (X,Y, λ, ε), λ, ε)

qui transporte sur un voisinage de Lλ[a, b], l’équation (3.3) de Xλ,ε sur

l’équation, dite forme normale de Takens :





Ẋ = εg̃(X,λ, ε)

Ẏ = V (X,λ, ε)Y

(3.4)

où g̃, V sont de classe CK(k).

On peut considérer que X est la variable initiale x. L’interprétation

de la forme normale de Takens est que l’on a linéarisée la composante

normale et de plus que l’on a séparée la dynamique centale (première
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composante). Pour ε = 0, la fonction V (x, λ, 0) est la valeur propre

transverse. On a donc :

V (x, λ, 0) = −∂Fλ
∂x

(x) (3.5)

D’autre part, la première composante de (3.4), après division par ε et

pour ε = 0, est égale à la dynamique lente (2.2), exprimée dans la

variable x. Explicitement, on a :

ẋ = g̃(X,λ, 0) =
(∂Fλ
∂x

)−1

g(x, Fλ(x), λ) (3.6)

Finalement, comme V (x, λ, 0) 6= 0 pour tout x ∈ [a, b] et tout λ on peut

diviser l’équation différentielle (3.4) par la valeur absolue de cette fonc-

tion (dans une équivalence, on veut préserver le sens des trajectoires).

On obtient

Corollaire 3.1.4. A équivalence de classe CK(k)+2 près, l’équation (3.3)

s’écrit sur un voisinage de Lλ[a, b] :





Ẋ = εG(X,λ, ε)

Ẏ = ±Y
(3.7)

où G est de classe CK(k). Le signe ± dépend du caractère attractif ou

bien répulsif de l’arc Lλ[a, b].
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3.1.1.4 Le cas d’une dynamique lente sans singularités

Supposons que tout x ∈ [a, b] soit un point régulier de la dynamique

lente, c’est-à-dire d’après (3.6), que g(x, Fλ(x), λ) 6= 0 et donc que

G(X,λ) 6= 0 dans (3.7). On peut alors conjuguer la famille de champs

CK(k) unidimensionelG(X,λ) ∂
∂X

au champ constant ∂
∂X

(par une famille

de difféomorphismes CK(k)) :

Proposition 3.1.5. Supposons que g(x, Fλ(x), λ) 6= 0 pour tout x ∈

[a, b] et tout λ. Alors, au voisinage de Lλ[a, b], le champ Xλ,ε est équi-

valent en classe CK(k) à :





Ẋ = ε

Ẏ = ±Y
(3.8)

La proposition précèdente nous dit que le champ (3.8) est un modèle

en classe CK quelque soit K, à priori dans des voisinages de plus en

plus petits lorsque K → +∞.

On se place dans les coordonnées (X,Y ) données par la Proposition

3.1.5. On peut supposer que ces coordonnées sont définies pour (X,Y ) ∈

[a − η, b + η] × [−2, 2] pour un certain η > 0. Il est évidement tri-

vial d’intégrer l’équation (3.8). Choisissons des valeurs X1, X2 ∈ [a, b]

avec X1 < X2. On considère la section Σ donnée par Σ = {(X, ε) ∈

[X1, X2] × [0, ε0], Y = 1}. Cette section est transverse au champ. La
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trajectoire par un point (X, ε) ∈ Σ est donnée par :

X(t,X, ε) = εt+X, Y (t) = e−t

Considérons maintenant une section de sortie T paramétrée par (Y, ε)

à une hauteur X > X1 avec X < b + η. Le temps d’arrivée sur cette

section à partir du point (X, ε) ∈ Σ est égal à tT = X1−X
ε

. L’application

de transition T : Σ → T est égale à :





Y = e−
X1−X

ε

ε = ε

(3.9)

CommeX1−X > 0, le rectangle Σ est envoyé sur un secteur T (Σ) expo-

nentiellement plat pour ε = 0 La saturation de tout segment {X = X0}

avec X1 ≤ X0 ≤ X2 contient une variété centrale le long de Lλ[X0, X2]

qui est C∞ sauf en (X0, 0) dans les coordonnées (X,Y ) et donc CK

dans les coordonnées initiales. Si X varie dans [X1, X2] on obtient un

feuilletage par variétés centrales dont les feuilles ont un contact plat le

long de la courbe lente.
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3.1.2 La dynamique lente pour un système quel-

conque

Ici en veut exhiber la formule de la dynamique lente pour un système

qui n’est pas obligatoirement un système de Liénard, toujours dans le

plan. Le Champ X est donné par l’équation suivante :

Xε = f.Z + ε.G (3.10)

Z,G sont des vecteurs, Z n’a pas de zéros sur le domaine de définition,

on note la courbe lente L telle que : L = {f(x, y) = 0}. L’ensemble des

points de contact est C qui est donné par : C = {m, df(m)[Z(m)] = 0},

avec m dans L. On choisit une carte (x, y), et on introduit une para-

mètrisation s telle que : s→ (x(s), y(s)) et f (x(s), y(s)) = 0, on prend

la variété centrale W = (xε(s), yε(s)), s est l’abscisse curviligne. W est

la variété centrale dont le champ X est tangent. Pour chaque (ε, s) on

a : (ε, xε(s), yε(s)) ici la dynamique c’est l telle que : ṡ = ε (l(s) + o(ε))

en passant à la dérivée on obtient : ṡ
(
dxε

ds
, dyε

ds

)
= Xε (xε, yε). On a :

Z =




Z1

Z2


 , G =




G1

G2



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Alors l’équation (3.10) devient :





ṡdxε

ds
= f (xε(s), yε(s))Z1 (xε, yε) + εG1 (xε, yε)

ṡdyε

ds
= f (xε(s), yε(s))Z2 (xε, yε) + εG2 (xε, yε)

à l’ordre 1 en ε on a xε(s) = x0(s) + εx1(s), et yε(s) = y0(s) + εy1(s)

avec f (x0, y0) = 0, pour ε = 0

f (xε, yε) = f (x0, y0) + ε

(
∂f(x0, y0)

∂x
x1 +

∂f(x0, y0)

∂x
y1

)

on choisit la variété W = {xε(y)} telle que xε(y) = x0(y) + εx1(y),

donc :





x′ε(yε)ẏε = f (xε(yε), yε)Z1 (xε, yε) + εG1 (xε, yε)

x′0(y)l =

(
∂f

∂x
x1 +

∂f

∂y

)
Z1 +G1

l =

(
∂f

∂x
x1 +

∂f

∂y

)
Z2 +G2

alors on a :

(Z2x
′(y) − Z1) l = Z2G1 − Z1G2 (3.11)

38



3.1.2.1 Application au système de Liénard





ẋ = y − F (x)

ẏ = εg(x)

Xε = (y − F ) ∂
∂x

+ εg ∂
∂y

on a Z = ∂
∂x

et G = ∂
∂y

par comparaison avec l’équation (3.11) on peut

identifier Z1, Z2, G1, G2

on aura :Z1 = 1, Z2 = 0, G1 = 0, G2 = g et on remettons tout cela dans

l’équation (3.11) on aura −l = −g donc la dynamique lente est g = l On

a f (x(y), y) = 0 ⇒ ∂f

∂x
x′(y) + ∂f

∂y
= 0 donc x′(y) = −

∂f
∂y
∂f
∂x

on aura l’équa-

tion de la courbe lente : df(Z)l = ∂f

∂x
(Z2G1 − Z1G2), comme dy

dt
= l(y)

et dy

ds
ds
dt

= l(y(s)) et ṡ = l(y(s))
y′(s)

, on sait que (x(s), y(s)) = (x(y(s)), y(s))

donc [Z2x
′(y)y′(s) − Z1y

′(s)] l(y)
y′(s)

= Z2G1 − Z1G2 et l̃(s) = ṡ c’est la

dynamique lente.

Définition 3.1.6. un cycle lent rapide est une courbe fermée de seg-

ments hyperboliques qui sont des orbites rapides régulières.
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3.2 Les cycles lents-rapides communs

3.2.1 Bifurcation des cycles lents-rapides communs

Nous allons appliquer l’étude du passage des points de saut pour étudier

les bifurcations des cycles lents-rapides les plus simples, appelés cycles

lents-rapides communs.

Définition 3.2.1. Un cycle lent-rapide est de type commun si tous

les arcs lents sont de même nature, c’est à dire soit qu’ils sont tous

attractifs ou bien tous répulsifs. donc on a qu’un cycle lent rapide est

soit un commun soit un cycle canard. On dit que le cycle est attractif

ou répulsif selon que les arcs qu’il contient sont attractifs ou répulsifs.

Fig. 3.1 – Cycle lent-rapide commun
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Proposition 3.2.2. Un cycle lent-rapide commun attractif (respective-

ment répulsif) bifurque pour ε > 0 en produisant un cycle limite hyper-

bolique attractif (respectivement répulsif), voir [9].

Démonstration. Supposons que le cycle commun γ soit attractif (s’il

est répulsif, il suffit de renverser le sens du temps). Chaque arc contenu

dans γ part d’un point régulier de la courbe lente pour arriver à un

point de saut. Ces arcs sont séparés le long de γ par des orbites ré-

gulières rapides. Notons par L1, · · · , Lk les différents arcs de la courbe

lente rencontrés, et R1, · · · , Rk les orbites régulières. Choisissons des

sections Σ1, · · · ,Σk tranverses à chacune de ces orbites régulières. Nous

allons considérer l’application de retour sur Σ1 (pour les ε > 0). Cette

application est composée des transitions : Σi → Σi+1 (avec k + 1 ∼ 1).

D’après ce qui précède, la transition Σi → Σi+1 envoit la section Σi sur

un secteur exponentiellement plat en ε = 0 et à fortiori leur composi-

tion.

Dans le cas d’une équation classique de Liénard de type lent-rapide, les

cycles lents-rapides sont génériquement communs :

Théorème 3.2.3. Considérons une équation classique de Liénard de

type lent-rapide 



ẋ = y − Fλ(x)

ẏ = −εx
(3.12)

où Fλ(x) =
∑2n

i=0 λix
i +x2n+1 est un polynôme général de degré 2n+1.
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Soit λ0 tel que Fλ0 soit un polynôme de Morse générique (les points

critiques sont quadratiques avec des valeurs deux à deux différentes)

et que 0 ne soit pas un point critique (
∂Fλ0

∂x
(0) 6= 0). Alors, tous les

cycles lents-rapides sont de type commun et en nombre borné par n.

En conséquence, pour λ ∼ λ0 et ε ∼ 0, il bifurque au plus n cycles

limites, tous hyperboliques. D’autre part, il existe des valeurs de λ0

pour lesquelles il bifurque exactement n cycles limites.

Démonstration. Considérons un cycle lent-rapide quelconque et suppo-

sons que ce cycle passe par un point attractant de la courbe lente En

suivant la dynamique lente, on doit arriver à un point de contact qui

est de type saut (par hypothèse tous les points de contact contenus

dans le cycle sont de type saut). On saute alors, le long d’une trajec-

toire rapide, vers un point de type attractant (on ne peut pas aller

vers un point de contact car les points de contact ont des valeurs 2 à

2 différentes ; on ne peut pas aller à l’infini, car un cycle lent-rapide

est compact par définition). On passe ainsi par des arcs uniquement de

type attractant de la courbe lente. En consèquence le cycle lent-rapide

est commun et de type attractant (s’il avait contenu un point répulsif,

on a la même preuve en reversant le sens du temps : le cycle n’aurait

contenu que des points répulsifs et serait commun de type répulsif).

Les cycles lents-rapides sont 2 à 2 disjoints (cela suit à nouveau du fait

que les valeurs critiques sont 2 à 2 distinctes). Chacun de ces cycles

doit passer par au moins deux points de contact différents de la courbe
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lente. Aussi leur nombre est au plus n. Le fait qu’ils bifurquent en au

plus n cycles limites tous hyperboliques suit de la Proposition 3.2.2. Le

maximum n de cycles limites est obtenu en prenant une valeur de λ0

pour laquelle la courbe lente fait n oscillations emboitées voir [9].

3.3 Les cycles canard

On va se limiter comme plus haut aux équations lentes-rapides de type

Liénard (3.1) :

Xλ,ε





ẋ = y − F (x, λ)

ẏ = εg(x, y, λ)

(3.13)

où F, g sont de classe C∞.

Définition 3.3.1. Un cycle canard pour la valeur λ0 est un cycle lent-

rapide qui passe successivement par des arcs attractifs et des arcs ré-

pulsifs de la courbe lente Lλ0 .

3.3.1 Conditions de création de cycles canard

Nous allons nous placer dans le cas le plus simple où tous les points de

contact traversés sont quadratiques. Nous allons seulement parler des

2 mécanismes génériques de créations de cycles canard de codimension

1 :

(a) Mécanisme de bifurcation de Hopf. C’est le mécanisme le plus
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classique, à l’oeuvre dans l’équation de Van der Pol étudié dans

[1],[11],[12] par exemple. On suppose qu’un zéro simple de la dy-

namique lente croise un point critique de la coube lente, avec

une vitesse non nulle. Cela se traduit de la façon suivante : pour

simplifier, supposons que λ0 = 0 et que le point critique soit à

l’origine ; on peut alors supposer que F (x, λ) = x2 + O(x3) et

que d’autre part, λ = (a, ν) avec a ∈ (IR, 0) et on peut écrire

g(x, y, λ) = x+ a+O(x2).

On voit que pour a = 0 (en codimension 1 !) l’origine est un point

de contact quadratique avec un zéro simple de g. Comme consé-

quence la dynamique lente descend à gauche et monte à droite de

ce point de contact, et donc garde la même direction (de gauche à

droite). Nous allons montrer que cela va permettre l’existence de

trajectoires pour ε > 0 mais arbitrairement petit, qui sont proches

à la fois d’un arc à gauche et d’un arc à droite du point de contact.

C’est ce que l’on appelle le phénomène canard. Le point de contact

est appelé : point tournant.

(b) Mécanisme de saut entre valeurs critiques : Ce cas a été étudié

avant dans [13]. Le mécanisme saut c’est le passage d’un arc at-

tractant vers un arc répulsif. On suppose que pour λ0, on a 2

points critiques p1 < p2, qui sont des maxima (ou bien des mi-

nima) quadratiques qui ont la même valeur et dont les valeurs se

croisent génériquement. Pour λ0, une orbite rapide "saute" entre
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les deux valeurs critiques. On suppose de plus que g n’est pas nulle

en ces points p1, p2.

Cela se traduit de la façon suivante. Pour simplifier, supposons que

λ0 = 0 et que les points critiques soient des maxima quadratiques

(on peut supposer que leur position p1, p2 est indépendante du

paramètre). On suppose de plus que λ = (b, ν), que F (p1, 0, ν) ≡

F (p2, 0, ν) et que

∂

∂b

[∂F
∂x

(x1, 0, ν) −
∂F

∂x
(x1, 0, ν)

]
6= 0.

On peut choisir le paramètre b d’être précisément le paramètre de cas-

sure du saut :

b ≡ F (p2, b, ν) − F (p1, b, ν)

C’est ce que l’on supposera dans la suite.

3.3.2 Mécanismes de bifurcation des cycles canard

Nous allons maintenant examiner comment des cycles limites peuvent

bifurquer dans les deux cas considérés.

(1) Le cas de saut (entre valeurs critiques)

Bien qu’il soit d’étude plus récente, nous allons commencer par ce

cas, car le mécanisme y est plus simple. Supposons que les points

P1(λ) = (p1, F (p1, λ)) et P2(λ) = (p2, F (p2, λ)) soient des maxima.
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Pour qu’un cycle lent-rapide contienne ces deux points, il est nécessaire

que la dynamique lente ait une même direction à gauche de P1(ν, 0) et

à droite de P2(ν, 0). On va supposer par exemple que g(p1, 0, ν) > 0

et g(p2, 0, ν) < 0 : la dynamique va de gauche à droite et est loca-

lement attractante. Cela suppose l’existence de zéros de la fonction g

entre p1 et p2. Nous allons nous mettre dans le cas le plus simple : les

points P1(ν, 0), P2(ν, 0) font partie d’un cycle canard qui ne contient pas

d’autre point de contact. Le cycle canard Γν considéré est alors formé

de 2 orbites rapides : ]P1(ν, 0), P2(ν, 0)[ entre les 2 maxima (le saut !),

]mν
1,m

ν
2[ orientée de droite à gauche de mν

2 vers mν
1 et joignant 2 points

réguliers sur la courbe lente et 2 arcs de la courbe lente : l’un γν1 entre

mν
1 et P1(ν, 0) et l’autre γν2 entremν

2 et P2(ν, 0).On peut alors construire

une variété centrale W λ multi-valuée de la façon suivante. On choisit

un point Aν ∈]mν
1,m

ν
2[ et une section T transverse à ]P1(ν, 0), P2(ν, 0)[.

Rappelons que les points p1, p2 sont critiques pour tout λ correspondant

aux points de contact quadratiques P1(λ), P2(λ) Pour tout λ, on consi-

dère les trajectoires du champXλ,ε issues du segment {Aν}×[0, ε0] pour

les temps positifs. En utilisant les modèles locaux de Takens on obtient

que ces orbites forment une variété centrale W λ
+ qui coupe la section

T le long d’un arc lλ+. De même les trajectoires issues de {Aν} × [0, ε0]

pour les temps négatifs forment une variétés centrale W λ
− qui coupe

T selon l’arc lλ−. La réunion W λ = W λ
− ∪W λ

+ est une variété centrale

multi-valuée, puisque les deux branches W λ
−,W

λ
+ coupent T selon deux
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arcs à priori distincts. On pourrait prolonger indéfiniment W λ au-delà

des arcs lλ+, l
λ
− qui sont les premières intersections avec T , mais cela

sera inutile.

Les arcs lλ+, l
λ
− sont graphes de fonctions y = lλ+(ε) et y = lλ−(ε). Le point

important, démontré à l’aide des modèles locaux, est que ces fonctions

sont ε-régulièrement C∞ en λ au sens suivant :

Définition 3.3.2. Considérons un fonction f(λ, ε) définie pour (λ, ε)

au voisinage de (0, 0) ∈ IRp× IR+. On dit que f est ε-régulièrement C∞

en λ si toutes les dérivées partielles dans les composantes de λ existent

et sont continues en ε (y compris en ε = 0), Voir [14].

Par hypothèse, pour b = ε = 0 on a : lν,0− (0) = F (p1, 0, ν) et lν,0+ (0) =

F (p2, 0, ν). Il en résulte que les 2 arcs vont se croiser quand le paramètre

b varie. Pour b = 0 ces deux arcs se coupent au moins en y = 0. Les

cycles limites proches de Γν sont en correspondance biunivoque avec

les intersections des 2 arcs.

(2) Le cas de bifurcation de Hopf

Dans ce cas l’auto-intersection de la variété centrale va apparaitre après

un éclatement de l’origine. Rappelons l’écriture locale du système :





ẋ = y − Fν(x) = y − x2 +O(x3)

ẏ = ε(a− x+O(x2))

(3.14)
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On considère l’éclatement des variables x, y, ε, a donné par :

x = ρx̄, y = ρ2ȳ, ε = ρ2ε̄, a = ρā

Le domaine de l’espace éclaté le plus important est obtenu en prenant

(x̄, ȳ, ε̄) ∈ S2
+ = S2 ∩ {ε ≥ 0} et ρ ∈ (IR+, 0), a ∈ (IR, 0) (dans des

voisinages arbitraires de 0). Dans ce domaine, le champ éclaté X̄(ν,ā)

peut être considéré comme une famille de champ en dimension 3 et de

paramètre (ν, ā). En particulier dans la carte de ce domaine donnée par

ε̄ = 1, ce champ s’écrit :





˙̄x = ȳ − x̄2 +O(ρ)

˙̄y = ā− x̄+O(ρ)

(3.15)

Le champ a 4 point singuliers sur ∂S2
+ : s1, s2, l1, l2. Pour ā = 0 le

champ est invariant par la symétrie : (x̄, ȳ) → (−x̄, ȳ). Il en résulte

qu’une séparatrice S joint les deux points l1, l2 et le champ est de type

central. Cette connection est cassée de façon générique (avec une vi-

tesse non nulle) par la variation du paramètre. On va se placer dans le

cas le plus simple : on considère un cycle canard Γ formé par une orbite

rapide joignant deux points mν
1 = (Xν

1 , Fν(X
ν
1 )) et mν

2 = (Xν
2 , Fν(X

ν
2 ))

où Xν
1 , X

ν
2 sont choisis tels que Fν(X

ν
1 ) = Fν(X

ν
2 ), et deux 2 arcs de

la variété lente : γν1 entre mν
1 et 0 et γν2 entre mν

2 et 0. Le premier

est répulsif et le second est attractant. On va construire une variété
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centrale W λ multi-valuée comme dans le cas précédent mais cette fois

dans l’espace éclaté. On choisit un point Aν ∈]mν
1,m

ν
2[ et une section T

tranverse à la séparatrice S. Comme dans le cas précédent on construit

deux branches W λ
± d’une variété centrale W (ν,ā) en considèrant les tra-

jectoires du champ éclaté X̄(ν,ā) issues du segment {Aν} × [0, ε0] pour

les temps positifs et négatifs. Ces deux branches coupent la section

T le long d’arcs l
(ν,ā)
± . En utilisant les modèles locaux de Takens (en

particulier au voisinage des points singuliers l1, l2) on montre que ces

arcs sont graphes de fonctions y = l
(ν,ā)
+ (ρ) et y = l

(ν,ā)
− (ρ) qui sont

ρ-régulièrement C∞ en (ν, ā).

Par hypothèse, pour ā = ε = 0 on a : lν,0− (0) = lν,0+ (0). D’autre

part, il suit facilement de la forme de l’équation (3.15) que ∂
∂ā

(
l
(ν,ā)
− −

l
(ν,ā)
+

)
|ā=0(0) 6= 0. Il en résulte que les 2 arcs vont se croiser régulière-

ment quand le paramètre ā varie. Pour ā = 0 ces deux arcs se coupent

au moins en y = 0. Les cycles limites proches de Γν sont en correspon-

dance biunivoque avec les intersections des 2 arcs.

3.3.3 Bifurcations des cycles canard

Nous allons maintenant préciser les bifurcations des cycles canard in-

troduits dans le paragraphe précédent. nous considérons les systèmes

lents-rapides (3.1).
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3.3.3.1 L’intégrale de divergence lente

Définition 3.3.3. Considérons un intervalle [x1, x2] et une valeur du

paramètre λ tel la fonction g(x, Fλ(x), λ) n’est pas de zéros sur cet in-

tervalle. On appelle intégrale de divergence lente l’intégrale :

Iλ(x1, x2) = −
ˆ x2

x1

1

g(x, Fλ(x), λ)

(∂Fλ
∂x

(x)
)2

dx (3.16)

Plus généralement, on définit l’intégrale de divergence lente IΓ le long

d’un cycle lent-rapide Γ comme étant égal à la somme des intégrales

de divergence lente des différents arcs de courbe lente que Γ contient,

compte tenu de leur orientation.

Les cycles canard des deux types considérés font partie d’une famille

paramétrée par la y-hauteur de l’orbite rapide horizontale arbitraire

qu’il contient. On note ce cycle canard Γy,ν où y est cette hauteur et

ν la valeur du paramètre (rappelons que les cycles canard sont définis

quand le paramètre de cassure a ou b est nul). On note par I(y, ν)

l’intégrale de divergence lente du cycle canard Γy,ν . Les formules pour

I(y, ν) sont les suivantes :

(a)

I(y, ν) =

ˆ p1(ν)

x1(y,ν)

+

ˆ x2(y,ν)

p2(ν)

(b)

I(y, ν) =

ˆ x2(y,ν)

x1(y,ν)
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où x1(y, ν), x2(y, ν) sont racines de y = Fν(xi(y, ν).

3.3.3.2 Transition d’un point de saut ou de Hopf

Remarquez que la divergence de (3.1), est égale à divXλ = −∂Fλ

∂x
+O(ε).

On en déduit que

ˆ t2

t1

divXλdt = −1

ε

ˆ y2

y1

1

g

(∂Fλ
∂x

+O(ε)
)
dy

= −1

ε

( ˆ x2

x1

1

g

(∂Fλ
∂x

)2

dx+O(ε)
)
, (3.17)

car le long de la courbe lente on a : dy = ∂Fλ

∂x
dx. L’intérêt de l’intégrale

de divergence lente vient alors de la formule de Leontovitch-Sotomayor :

Proposition 3.3.4. Soit X un champ de vecteur du plan et T l’appli-

cation de transition entre deux sections : Σ1 → Σ2 transverses à une

même trajectoire γ entre les instants t1, t2. Soit s une paramètrisation

de Σ1 telle que 0 corresponde à γ ∩ Σ1. Alors il existe une constante

C > 0 ne dépendant que des paramètrisations de Σ1,Σ2 (C = 1 si

Σ1 = Σ2), telle que :

dT

ds
(0) = C exp

ˆ t2

t1

divXdt (3.18)

Nous allons appliquer cette formule. Considérons la transition le long

51



d’un arc régulier de la courbe lente de (3.1), sans point singulier de la

dynamique lente : on choisit un intervalle [x1, x2] sur lequel Fλ n’ait

pas de point singulier et aussi tel que g(x, Fλ(x), λ) n’ait pas de zéro ;

soient yλ1 = Fλ(x1) et yλ2 = Fλ(x2) et pour fixer les idées, supposons

que yλ1 < yλ2 (l’arc est attractant) ; soit Σ une section verticale dans

{x = x′1} pour un x′1 > x1, paramétré par y au voisinage de yλ1 ; soit

une section horizontale T dans {y = yλ2}, paramétrée par x au voisinage

de x = x2. Posons X = x− x2. On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3.5. L’application de transition Πλ : Σ → T est égale

à

Πλ(y, ε) = (X = πλ(y, λ, ε), ε)

avec πλ(y, λ, ε) = e−
1
ε
Ĩ(y,λ,ε), où Ĩ(y, ν, ε) est une fonction C∞. Soit

xλ(y) ∈ [x1, x2] défini par l’équation : y = Fλ(xλ(y)). De plus Ĩ(y, ν, 0) =

Iλ(xλ(y), x2), l’intégrale de divergence lente sur le segment [xλ(y), x2].

Preuve

En recouvrant l’arc Lλ[x1, x2] par des cartes où l’on a le modèle de

Takens de classe CK donné dans la Proposition 3.1.5, on trouve que

l’applcation de transition est de la forme (X = e−
1
ε
Ĩ(y,λ,ε), ε), avec Ĩ une

fonction CK . Comme K est arbitrairement grand, la fonction M est en

fait de classe C∞. Par dérivation, on obtient que ∂πλ

∂y
= 1

ε
|∂Ĩ
∂y
|e− 1

ε
Ĩ(y,λ,ε) =

e−
1
ε
(Ĩ(y,λ,ε)+O(ε log ε)). On obtient facilement des formules (3.17) et (3.18)

que Ĩ(y, ν, 0) = Iλ(xλ(y), x2). �
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Nous allons maintenant considérer la transition par un des points de

contact rencontré par dans les cycles canard étudié. Le paramètre est

égal à λ = (ν, a) dans le cas de saut ou bien λ = (ν, b) dans le cas de

Hopf, où a, b sont les paramètres de cassure de la situation canard (qui

existe pour a, b = 0).

On peut tout d’abord avoir la transition par un point de saut Pλ =

(pλ, Fλ(pλ)). Supposons pour fixer les idées que pλ soit un maximum

et que g(pλ, Fλ(pλ), λ) > 0. Les trajectoires "sautent" alors de gauche

à droite. Considérons un point x1 < pλ, une section verticale Σ dans

une droite {x = x′1 > x1} et une section verticale T à l’orbite rapide

sortante de Pλ et située dans une droite {x = x′2 > pλ}. La section

Σ est paramétrée par y au voisinage de Fλ(x1) et la section T par

z = y−Fλ(pλ) au voisinage de 0. Pour étudier la transition Πλ : Σ → T ,

on utilise l’éclatement du point Pλ décrit plus haut. Après avoir quitté

la section Σ, les orbites du champ éclaté suivent tout d’abord le relevé

de l’arc Lλ[x1, pλ] dans l’espace éclaté. Ce relevé aboutit à un point

singulier l1 situé sur le bord S1 du diviseur S2
+. Après être passé au-

dessus de ce point, les orbites longent la séparatrice σ pour aboutir

au voisinage du point singulier s2 ∈ S1. les orbites longent ensuite

l’orbite rapide quittant le point de saut Pλ et finissent par aboutir sur

la section T .On considère l’application Πλ comme composition de ces

différents passages. Les calculs à faire pour contrôler les passages au

voisinage des points l1, s2 utilisent des formes normales en ces points
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singuliers du champ éclaté et sont assez techniques. Le résultats final

est heureusement que ces passages, à des termes de translation près (la

fonction ϕ ci-dessous), n’apportent pas de contribution et que la forme

de la transition est essenciellement déterminée par le passage le long de

l’arc régulier Lλ[x1, pλ] (voir [7]). Le résultat est donc similaire à celui

du cas régulier :

Proposition 3.3.6. La transition par le point de saut entre les sections

Σ et T définies ci-dessus est égale à

Πλ(y, ε) = (z = π(y, λ, ε), ε)

avec

π(y, λ, ε) = e−
1
ε
Ĩ(y,λ,ε) + ϕ(λ, ε),

où Ĩ(y, λ, ε) est une fonction ε-régulièrement C∞ en (y, λ) et ϕ(λ, ε)

est une fonction ε-régulièrement C∞ en λ, telle que ϕ(λ, 0) = 0. Soit

xλ(y) ∈ [x1, pλ] défini par l’équation : y = Fλ(xλ(y)). De plus Ĩ(y, λ, 0) =

Iλ[xλ(y), pλ], l’intégrale de divergence lente sur le segment [xλ(y), pλ].

Pour étudier les cycles canard de type Hopf on doit considérer des

transitions entre une section σ transverse aux orbites rapides, comme

plus haut, et une section T transverse à la séparatrice joignant les points

l1, l2 sur le diviseur. Considérons par exemple la transition par le point

l1. La seule difficulté est le passage au voisinage de ce point, qui était

aussi à considérer dans le cas précédent. L’étude est donc plus facile est
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avait été faite antérieurement dans [11]. Le résultat est complètement

similaire à celui du cas précédent.

3.3.3.3 Résultats de bifurcation

Dans le deux cas étudiés (bifurcation de Hopf, croisement de valeurs

extrémales), il suit facilement des résultats rappelés dans le paragraphe

précédent que l’intégrale de divergence lente contrôle les bifurcations

de cycles limites bifurquant du cycle canard. Ces résultats de bifurca-

tion ont été établis dans [12] dans le cas de la bifurcation de Hopf et

dans [13] dans l’autre cas. Nous allons résumer ces résultats en deux

Théorèmes. Le premier majore le nombre des cycles limites pouvant

bifurquer et précise la région des paramètres où se passe cette bifurca-

tion, région dite région canard. Rappelons que I(y, ν) désigne l’intégrale

de divergence lente le long du cycle canard Γy,ν lorsque les parmètres

de cassure a, b sont nuls. Le paramètre y est choisi dans un intervalle

[y1, y2] qui ne contient pas la valeur singulière de Fλ du saut ou de la

bifurcation de Hopf.

Cette fonction I est de classe C∞.

Théorème 3.3.7. (a) Supposons que pour une valeur ν0 la fonction

y → I(y, ν0) ait au plus n zéros comptés avec leur multiplicité sur

l’intervalle [y1, y2]. Alors il bifurque au plus n+1 cycles limites de

l’anneau union des cycles canard : ∪y∈[y1,y2]Γy,ν0 .

(b) Désignons par c le paramètre a ou b selon le cas. Alors il existe une
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fonction c(ε, ν) ε-régulièrement C∞ en ν et une constante K > 0

telles que, pour qu’il existe un cycle limite, il faut que le paramètre

c vérifie :

|c− c(ε, ν)| ≤ e−
K
ε (3.19)

Preuve

Nous allons nous contenter de faire la démonstration dans le cas du

mécanisme de saut, la démonstration dans l’autre cas est très similaire.

Rappelons que λ = (ν, b) où b est le paramètre de cassure du saut. p1 <

p2 sont des maxima fixes et on pose P1(λ) = (p1, F (p1, λ)), P2(λ) =

(p2, F (p2, λ)). On a y(ν) = F (p1, ν, 0) = F (p2, ν, 0) (hypothèse de

saut) et le saut est entre les points de contact P1(ν, 0) et P2(ν, 0).

Le paramètre de cassure du saut est b = F (p2, λ) − F (p1, λ). L’in-

tervalle [y1, y2] est choisi tel que y1 < y2 < y(ν0) et ν est choisi dans

un voisinage assez petit de ν0 de façon que y2 < y(ν) pour tout ν.

On suppose que l’on peut résoudre par fonction implicite l’équation

y = F (xi(y, λ), λ) pour y ∈ [y1, y2], i = 1, 2 avec x1(y, λ) < p1 et

p2 < x2(y, λ) : (x1(y, λ), y) est un point sur l’arc attractant abou-

tissant à P1(λ) et (x2(y, λ), y) est un point sur l’arc répulsif sortant

de P2(λ). Evidement on suppose aussi que g(x, F (x, λ), λ) > 0 pour

x ∈ [x1(y1, λ), p1] et que g(x, F (x, λ), λ) < 0 pour x ∈ [p2, x2(y1, λ)].

Posons I1(y, ν) = I[x1(y, ν, 0), p1] et I2(y, ν) = I[x2(y, ν, 0), p2]. On a

que I1, I2 > 0.
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Soit x0 choisi tel que p1 < x0 < p2. Considérons la section Σ = {x0} ×

[y1, y2] et une section verticale T également choisie dans la droite {x =

x0}, et telle que (x0, y(ν) ∈ T pour tout ν. On considère les applications

de transition ∆1(y, λ, ε),∆2(y, λ, ε) : Σ → T , la première est définie

en suivant les trajectoires du champ Xλ,ε pour les temps positifs et la

seconde, en les suivant pour les temps négatifs. L’équations des cycles

limites coupant Σ est alors

∆(y, λ, ε) = ∆2(y, λ, ε) − ∆1(y, λ, ε) = b (3.20)

En effet, pour ε > 0, y est racine de (3.22) si et seulement si l’orbite

par (x0, y) est un cycle limite de Xλ,ε. Par la Proposition 3.3.6 on a

que ∆i(y, λ, ε) = e−
Ĩi(y,λ,ε)

ε + ϕi(λ, ε), pour i = 1, 2 avec les propriétés

données dans l’énoncé et le fait que Ĩi(y, ν, 0, 0) = Ii(y, ν). l’équation

(3.22) s’écrit donc

e−
Ĩ1(y,λ,ε)

ε − e−
Ĩ2(y,λ,ε)

ε = b+ ϕ2(λ, ε) − ϕ1(λ, ε) (3.21)

Pour pouvoir se débarasser du terme constant b + ϕ2(λ, ε) − ϕ1(λ, ε)

et pouvoir prendre le logarithme, l’idée est de dériver cette équation.

Remarquez que

∂

∂y

(
e−

Ĩi(y,λ,ε)

ε

)
=

1

ε

∂

∂y

(
Ĩi(y, λ, ε)

)
e−

Ĩi(y,λ,ε)

ε = e−
Ji(y,λ,ε)

ε

57



pour une nouvelle fonction Ji, ε-régulièrement C∞ en (y, λ) et qui vérifie

encore Ji(y, ν, 0, 0) = Ii(y, ν). L’équation

∂∆

∂y
(y, λ, ε) = 0 (3.22)

est donc équivalente à

e−
J1(y,λ,ε)

ε = e−
J2(y,λ,ε)

ε (3.23)

En prenant le logarithme des deux membres de (3.21) et en multipliant

par ε, lorsque ε > 0, on obtient finalement que pour ε > 0, l’équation

(3.22) est équivalente à

J(y, λ, ε) = J1(y, λ, ε) − J2(y, λ, ε) = 0 (3.24)

où J(y, λ, ε) est ε-régulièrement C∞ en (y, λ) et est telle que

J(y, ν, 0, 0) = I1(y, ν, 0, 0) − I2((y, ν, 0, 0) = I(y, ν).

Supposons maintenant que pour une valeur ν0 la fonction y → I(y, ν0)

ait au plus n zéros comptés avec leur multiplicité sur l’intervalle [y1, y2].

Pour ε > 0 assez petit, il en est de même pour la fonction : y →
∂∆
∂y

(y, λ, ε). En appliquant le Théorème de Rolle on obtient alors que

la fonction y → ∆(y, λ, ε) a au plus n + 1 zéros sur [y1, y2] pour ε > 0

58



assez petit et ν assez proche de ν0 �

Le second Théorème qui est plus délicat à démontrer, donne une condi-

tion nécessaire pour une bifurcation générique :

Théorème 3.3.8. Supposons qu’au point y0 ∈]y1, y2[ et pour la valeur

du paramètre ν0, la fonction y → I(y, ν0) ait un zéro d’ordre k et la

famille I(y, ν) bifurque génériquement en fonction de ν − ν0. Alors il

existe une famille continue Γε de cycles limites, bifurquant du cycle

canard (Γ0 = Γy0,ν0), telle que Γε soit un cycle limite d’ordre k + 1

qui bifurque génériquement en fonction du paramètre (c, ν − ν − 0) (c

désigne le paramètre de cassure a ou b selon le cas).

Remarque 3.3.9. Une fonction f(y) a un zéro d’ordre k en y0 si

f(y0) =
df

dx
(y0) = · · · =

dk−1f

dxk−1
(y0) = 0 et

dkf

dxk
(y0) 6= 0.

Considérons un déploiement f(y, λ) du germe (f, y0) pour un paramètre

λ ∈ (IRp, λ0) (f(x) ≡ f(x, λ0).) Par le Théorème de Préparation de

Weierstrass, il existe des fonctions C∞ : β0(λ), · · · , βk−1(λ) et une fonc-

tion C∞ : U(y, λ) telle que U(y0, λ0) 6= 0, et que :

f(y, λ) = U(y, λ)
(
(y − y0)

k +
k−1∑

i=0

βi(λ)(y − y0)
i
)
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On dit que le déploiement f(y, λ) est générique si l’application

λ→ β(λ) = (β0(λ), · · · , βk−1(λ))

est de rang maximum en λ0 (cela suppose que p ≥ k).

On trouvera cette preuve dans [12] pour le cas de Hopf et dans [13]

dans le cas de croisement de valeurs critiques. Considérons le cas de

croisement de valeurs critiques. L’idée de la preuve est de faire un

changement d’échelle dans la variable Y = y − y0 en posant : Ȳ = Y
ε
.

Dans cette variable Ȳ la fonction ∆(y, λ, ε) − b) pour ε > 0 fixé, est

équivalente à un déploiement générique à p + 1 paramètres :ν1, · · · , νp
et b̃ = e

Ĩ(y0,λ,ε)
ε (b + ϕ2(λ, ε) − ϕ1(λ, ε)) (cette écriture de b̃, qui doit

être considéré comme un nouveau paramètre, permet de retrouver le

confinement donné par (3.19)). On considère les systèmes lents-rapides

bi-dimentionels avec des cycles canard qui se produisent à partir de

l’équation limite pour une valeur de ε = 0. Les cycles canard sont cou-

pés par deux mécanismes indépendants : soit le point tournant ou le

point saut entre deux points de contact. Chacun de ces deux méca-

nismes est associé à un paramètre permettant une cassure générique

du cycle canard. Pour cette raison les cycles canard considérés sont ap-

pelés cycles canard avec deux paramètres de cassure. Ils passent aussi

à travers deux niveaux horizontaux indépendants paramétrés par u, v.

Alors, pour un système donné on a un ensemble de famille de cycles
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canard à 2-paramètres Γuv.

Les proprietés de ce système dépendent des quatres intégrales de la

divergence lente-rapide, elles sont des fonctions de u, v et aussi du pa-

ramètre λ. Premièrement, en termes de ces intégrales on obtient une

borne supérieure pour le nombre total des cycles limites qui bifurquent

d’une région contenant des cycles canard. Après, la codimension de

chaque cycle canard est définie en térmes de ces intégrales. La cyclicité

du cycle canard de codimension finie c est bornée par c+ 1. On donne

aussi des conditions pour les quatres intégrales de la divergence lente

dans le but d’avoir le déploiement versel. Si c = 2 les paramètres versels

sont les deux paramètres de cassures, mais si c > 2, on à besoin d’un

paramètre (c − 2)-dimensionel λ pour avoir le déploiement versel. En

fin, pour tout c ≥ 2, fini on donne un exemple polynomial de famille

de Liénard en exhibant le déploiement versel d’un tel cycle canard de

codimension c. Ces résultats généralisent le cas c = 2 qui a été étudié

dans [14].
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Chapitre 4

Cycles canard de codimension

finie avec deux paramètres de

cassure

4.1 Introduction

Rappelons juste que le 4ième chapitre est la traduction de l’article [25].

Dans cette partie on veut continuer l’étude des cycles canard avec deux

paramètres de cassure déjà utilisés dans [14], on a supposé que le cycle

canard est de codimension ≤ 2. Ici, on essaie d’étendre le résultat à

un autre plus général c’est à dire un cycle canard de codimension finie

quelconque c ≥ 2.

On considère les cycles canard qui apparaissent dans les systèmes lents-
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rapides de Liénard C∞. Ces systèmes là sont des familles de systèmes

lents-rapides dans le plan qui ont la forme suivante :

Xµ,ε =





ẋ = y − F (x, µ)

ẏ = εg(x, µ).

(4.1)

où ε ≥ 0 est un petit paramètre, µ ∈ IRp+2 avec p ∈ IN est un para-

mètre multi-dimensionel. On suppose que (ε, µ) est restreint à un petit

voisinage arbitraire [0, ε0]×W de (0, 0) dans IR+×IRp+2. Les fonctions

F et g sont C∞. On restreind le domaine d’étude à un intervalle en

x : [x1, x2]. On suppose que les deux fonctions g(x, 0) et ∂F
∂x

(x, 0) ont

un nombre fini de zéros, comptés avec leurs multiplicité. Choisissant

W suffisement petit, on peut supposer que cela reste vrai pour tout

µ ∈ W. Cette condition est vérifiée si, F, g sont des polynômes en x.

Dans [14] une classe particulière de cycles canard créée à partir de

deux mécanisme seulement, mais dans [15] ils démontrent qu’il existe

plusieurs possibilités même avec deux mécanismes.

Dans cette partie on continue l’étude déjà initiée dans [14], les cycles

canard qui dépendent de deux mécanismes canard. Maintenant on va

considérer n’importe quel cycle canard dans les systèmes avec un nombre

arbitraire de paramètres. Comme dans [14] on suppose que les fonc-

tions associées a(µ) et b(µ) ont des différentielles da(0) et db(0) in-
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dépendantes. Prenons W assez petit, cela implique que l’application

µ→ (a(µ), b(µ)) est une submersion. Alors, on peut changer l’ensemble

des paramètres µ, à un difféomorphisme local en 0 ∈ IRp+2, pour avoir

µ = (a, b, λ), ce dernier est défini comme suit :

Chaque paramètre a ou b, avec (a, b) ∈ W1, un certain voisinage de

0 ∈ IR2, est associé a un mécanisme canard : le premier mécanisme

existe pour a = 0 et le second pour b = 0. Chacun d’eux soit c’est un

mécanisme saut, soit un mécanisme de Hopf. De plus on suppose que

pour n’importe quel λ ∈ W2, pour un certain voisinage de 0 ∈ IRp,

il y a des cycles canard crées simultanément par deux mécanismes en

µ =
(
(0, 0), λ

)
∈ W = W1 ×W2.

Les deux paramètres a et b sont appellés paramètres de cassure (car ils

cassent les cycles canard). Les cycles canard qui existent pour a = b = 0

ont la structure suivante :

(a) Il existe deux sections ouvertes transverses à l’orbite rapide :

Σl = {X1}×]u1, u2[ et Σr = {X2}×]v1, v2[ pour X1, X2 tel que

x1 < X1 < X2 < x2. On suppose qu’elles sont paramétrées par la

coordonnée y rebaptisée par : u ∈]u1, u2[ et v ∈]v1, v2[ (pour tout

µ).

(b) Pour chaque (u, v) ∈]u1, u2[×]v1, v2[ et λ ∈ W2 il existe un cycle

canard Γ(u, v, λ) pour l’équation limite qui correspond à µ =

(0, 0, λ). Ce cycle canard coupe Σl au point (X1, u) et Σr au point
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(X2, v).

(c) Le cycle canard Γ(u, v, λ) est une union de quatres segments ré-

guliers : les segments γI(u, λ) et γL(v, λ) sont attractifs et com-

mencent respectivement aux points (X1, u) ∈ Σl et (X2, v) ∈ Σr ;

les segments γK(u, λ) et γJ(v, λ) qui sont répulsifs se terminent

respectivement aux points (X1, u) ∈ Σl et (X2, v) ∈ Σr. Un méca-

nisme canard se produit entre les segments γI(u, λ) et γJ(v, λ) et

un autre entre les segments γK(u, λ) et γL(v, λ).

Comme dans [14], les cycles canard Γ(u, v, λ) sont nommés cycles ca-

nard avec deux paramètres de cassure. La Figure 4.1 montre un exemple

d’équation limite avec deux mécanismes canard, un mécanisme saut et

autre de Hopf, avec la position des deux transverses et les quatres seg-

ments réguliers. Les deux mécanismes canard, vont donner naissance

à un cycle canard avec deux paramètres de cassure. L’un d’eux est

représenté par le trait épais dans la Figure.

Considérons maintenant la courbe lente entre x̄1 et x̄2 pour l’équation

limite Xµ,0. On suppose que toutes les racines possibles de g(x, µ) sur

[x̄1, x̄2] sont simples et localisées aux points singuliers de F. On peut

alors définir l’intégrale de la divergence lente de la courbe lente comme

suit :

Int(x̄1, x̄2, µ) = −
ˆ x̄2

x̄1

1

g(x, µ)

(dF
dx

(x, µ)
)2

dx (4.2)
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Fig. 4.1 – cycles canard avec deux paramètres de cassure.

Si un segment régulier γ de Xµ,0 est une union de courbes régulières,

on définit son intégrale de la divergence lente Int(γ) par la somme des

intégrales de la divergence lente des différentes courbes régulières qu’elle

contient. La notion de l’intégrale de la divergence lente est expliquée

dans [14].

Maintenant, considérons le système avec deux mécanismes canard comme

ci-dessus. On lui associe quatres intégrales de la divergence lente :





I(u, λ) = Int
(
γI(u, λ)

)
, K(u, λ) = −Int

(
γK(u, λ)

)

J(v, λ) = −Int
(
γJ(v, λ)

)
, L(v, λ) = Int

(
γL(v, λ)

)
.

(4.3)

Ce sont des familles de quatres fonctions C∞. I,K sont définies sur

]u1, u2[×W2 et J, L sont définies sur ]v1, v2[×W2. C’est clair qu’elles
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sont strictement négatives et pour tout (u, v, λ) ∈]u1, u2[×]v1, v2[×W2

on a : 



∂I
∂u

(u, λ) > 0, ∂K
∂u

(u, λ) < 0

∂J
∂v

(v, λ) > 0, ∂L
∂v

(v, λ) < 0.

(4.4)

Dans le but d’exposer les résultats, on a besoin des définitions sui-

vantes :

Définition 4.1.1. Soit α et β deux arcs C∞ de courbe simple pas-

sant par le même point m ∈ IR2. On dit qu’ils ont une multiplicité

d’intersection égale à k ≥ 1 en m si et seulement s’il existe des coor-

données locales (s, t) en m, avec m = (0, 0), tel que α (respectivement

β) sont graphes de deux fonctions C∞ {t = ϕα(s)} (respectivement

{t = ϕβ(s)}) dans le voisinage de m, avec la propriété que la fonction

ψ(t) = ϕα(t) − ϕβ(t) a un zéro de multiplicité k en t = 0 :

ψ(0) =
dψ

dx
(0) = · · · =

dk−1ψ

dxk−1
(0) = 0 et

dkψ

dxk
(0) 6= 0

Si l’arc α est donné par une équation {H(u, v) = 0} la multiplicité

d’intersection peut être définie comme la multiplicité de zéro en t = 0

de la fonction H ◦ ϕβ(t).

Remarque 4.1.2. Bien sûr, la multiplicité d’intersection est indépen-

dante du choix des coordonnées locales (s, t). Quand il existe un k fini

comme dans la définition 4.1.1, on dit que les deux courbes ont une
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intersection de multiplicité finie en m, on peut dire que la multiplicité

d’intersection en m est zéro si et seulement si m 6∈ α ∩ β. La multipli-

cité d’intersection est égale à 1 en m si et seulement si les courbes sont

transverses en m. La multiplicité d’intersection égale à 2 si les courbes

sont tangentes avec un contact quadratique. La multiplicité d’intersec-

tion est infinie uniquement si les derivées de ϕα et ϕβ sont égales à

n’importe quel ordre (donc on dit que les deux courbes ont un contact

plat en m). Notons que les points d’intersection d’une multiplicité finie

sont isolés. Si les courbes sont connectées et analytiques, alors leurs

points d’intersection ont une cyclicité finie ou les courbes coincident

localement.

On choisit des intervalles fermés [U1, U2] ⊂]u1, u2[ et [V1, V2] ⊂]v1, v2[.

D’après (4.4) on remarque que les équations {I−J = 0} et {K−L = 0}

définissent des courbes simples dans le rectangle [U1, U2]× [V1, V2], pour

tout λ ∈ W2. Leurs extrémités appartiennent au bord de ce rectangle.

On a le résultat suivant :

Théorème 4.1.3. Choisissons n’importe quel rectangle [U1, U2]×[V1, V2] ⊂

]u1, u2[×]v1, v2[ comme ci-dessus. Supposons que les deux courbes simples

{I − J = 0} et {K − L = 0} aient juste des points d’intersection avec

une multiplicité finie dans [U1, U2] × [V1, V2] pour λ = 0. Soit k < +∞

le nombre de ces points d’intersection comptés avec leur multiplicité

d’intersection. Alors, pour ε0 > 0 et W1 ×W2 assez petit, le nombre
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de cycles limites de X(a,b),λ,ε, pour
(
(a, b), λ, ε

)
∈ W1 ×W2×]0, ε0], qui

coupent les sections {X1} × [U1, U2] et {X2} × [V1, V2], est inférieur à

k + 2.

Soit Γ un cycle lent-rapide pour la valeur du paramètre µ0 dans un

système lent-rapide Xµ,ε.

Définition 4.1.4. La cyclicité Cycl(Xµ,ε,Γ) du cycle lent-rapide Γ

dans le système Xµ,ε c’est la borne supérieure du nombre de cycles

limites près de Γ (au sens de Hausdorff) qui existe pour µ près de µ0

et ε près de 0 (on trouvera des définitions plus précises dans [30]).

Choisissons n’importe quel (u0, v0) ∈]u1, u2[×]v1, v2[. Supposons que les

courbes {I−J = 0} et {K−L = 0} aient une multiplicité d’intersection

égale à k < +∞. Choisissons un voisinage [U1, U2]× [V1, V2] de (u0, v0)

assez petit, le point (u0, v0) c’est le seul point d’intersection de {I−J =

0} et {K −L = 0}. Alors, appliquons le Théorème 4.1.3 à ce voisinage

[U1, U2] × [V1, V2], on obtient :

Corollaire 4.1.5. Choisissons n’importe quel (u0, v0) ∈]u1, u2[×]v1, v2[.

Supposons que les courbes {I − J = 0} et {K − L = 0} aient une

multiplicité d’intersection égale à k < +∞ au point (u0, v0), pour λ = 0.

Alors,

Cycl
(
X(a,b),λ,ε,Γ(u0, v0, 0)

)
≤ k + 2.

Considèrons un quelconque (u0, v0) ∈]u1, u2[×]v1, v2[ comme dans le
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corollaire 4.1.5. La quantité

D(u0, v0, λ) = I(u0, λ) − J(v0, λ) + L(v0, λ) −K(u0, λ)

c’est l’intégrale de la divergence lente du cycle canard Γ(u0, v0, λ). Dans

[14], on a défini le début d’une classification par codimension d’un voi-

sinage du cycle canard Γ(u0, v0, 0) dans "l’espace des cycles canard avec

deux paramètres de cassure" :

(a) Si D(u0, v0, 0) 6= 0, alors le cycle canard Γ(u0, v0, 0) est de codi-

mension 0. Il bifurque en donnant un unique cycle limite hyper-

bolique pour ε > 0 assez petit (attractant ou répulsif, dépendant

du signe de D(u0, v0, 0)) (voir [9]).

(b) Si D(u0, v0, 0) = 0 mais I(u0, 0) − J(v0, 0) 6= 0 (ou équivalent à

K(u0, 0) − L(v0, 0) 6= 0), le cycle canard Γ(u0, v0, 0) est dit de

codimension 1. Un déploiement générique à un paramètre de type

pli bifurque du cycle canard, pour ε > 0 assez petit.

(c) Si I(u0, 0)−J(v0, 0) = K(u0, 0)−L(v0, 0) = 0 (on auraD(u0, v0, 0) =

0), et si toutefois les deux courbes {I(u, 0) − J(v, 0) = 0} et

{K(u, 0)−L(v, 0) = 0} sont transverses au point (u0, v0), le cycle

canard Γ(u0, v0, 0) est de codimension 2. Un déploiement générique

avec deux paramètres de type fronce bifurque du cycle canard,

pour ε > 0 assez petit.

Maintenant on peut étendre la définition pour une codimension finie
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quelconque :

Définition 4.1.6. Le cycle canard Γ(u0, v0, 0) est dit de codimension

c ≥ 2 si et seulement si les courbes {I(u, 0)−J(v, 0) = 0} et {K(u, 0)−

L(v, 0) = 0} ont une multiplicité d’intersection égale à c − 1 au point

(u0, v0) (bien sûr, cette définition coincide avec la précédente quand

c = 2).

Dans [14] il est prouvé, pour c = 1, 2, qu’un cycle limite de codimension

c bifurque et que, dans le cas c = 2, les deux paramètres (a, b) jouent le

rôle du paramètre versel, pour tout ε > 0 assez petit. On veut étendre

ce résultat pour toute codimension finie. Dans le but de définir le pa-

ramètre versel pour le cycle canard Γ(u0, v0, 0) de codimension c > 2,

on a besoin de la définition suivante :

Définition 4.1.7. Soient αλ et βλ les deux déploiements des arcs C∞

des courbes simples par m ∈ α0∩β0, avec αλ, βλ définis près de m pour

λ ∼ 0. On suppose que les courbes α0 et β0 ont une multiplicité d’inter-

section en m égale à k ≥ 1. Choisissons des coordonnées locales (s, t)

en m, avec m = {(s, t) = (0, 0)}, telles que αλ et βλ sont des graphes

de déploiements de fonctions ϕα(t, λ) et ϕβ(t, λ) respectivement, avec

ϕα(0, 0) = ϕβ(0, 0) = 0. Alors, on dira que la paire de λ-déploiements

(αλ, βλ) est versel (ou que λ est un paramètre versel en m) si et seule-

ment si :

(a) La dimension de l’espace de λ-paramètre est égale à k − 1 : λ ∼

0 ∈ IRk−1.
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(b) Considérons le développement de Taylor

ψ(t, λ) = ϕα(t, λ) − ϕβ(t, λ) =
k∑

i=0

Ωi(λ)ti + o
(
tk

)
,

quand les coefficients Ωi sont C∞. Comme la multiplicité d’inter-

section est égale à k en m, on a :

Ω0(0) = · · · = Ωk−1(0) = 0 et Ωk(0) 6= 0.

On suppose de plus que l’application λ → (Ω0(λ), . . . ,Ωk−2(λ))

est un difféomorphisme local en 0 ∈ IRk−1 (envoyant 0 sur 0). Si

k = 1, et si α0 et β0 sont transverses en m, donc pas de paramètre

λ et cette dernière condition n’est pas vérifiée.

Remarque 4.1.8. (a) Comme pour la codimension, cette définition

de la versalité est indépendante du choix des coordonnées locales

(s, t).

(b) Le déploiement de fonction ψ(t, λ) est bien définie à multiplicité

près par une fonction C∞ non nulle U(t, λ) (cela veut dire que

U(0, 0) 6= 0) et aussi un λ-déploiement à difféomorphime près

en t. Comme conséquence, si le déploiement d’arc βλ est donné

par une équation {Hλ(s, t) = 0} on peut prendre la ψ(t, λ) =

Hλ(t, ϕα(t, λ)).

(c) Supposons que les déploiements de courbes soient données par une
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paire de déploiements de fonctions {(Mλ(u, v) = M(u, v, λ) = 0},

et {(Nλ(u, v) = N(u, v, λ) = 0} avec dM0(0, 0) 6= 0 et dN0(0, 0) 6=

0. On peut trouver un système de coordonnées locales (s, t) qui sont

définies implicitement par une paire de déploiements de fonctions

s1(t, λ), s2(t, λ) par les équations :

M
(
s1(t, λ), t, λ

)
= 0 et N

(
s2(t, λ), t, λ

)
= 0.

Le système d’équations M = N = 0 est réduit à une seule équation

ψ(t, λ) = s2(t, λ)−s1(t, λ) = 0 et cela permet de définir la versalité

comme une paire de déploiements d’équation, voir la Définition

4.1.7.

(d) Cette propriété de versalité est préservée par un changement de

coordonnées dans l’espace-(u, v) ou dans l’espace-(M,N) donc si

on multiplie M ou N par un déploiement de fonction C∞ non nulle

W (u, v, λ). En conséquence, la notion de versalité est invariante

par ces transformations. Par exemple, on peut remplacer la paire

(M,N) par la paire (aM + bN, cM + dN) avec a, b, c, d ∈ IR et

ad− bc 6= 0.

(e) Pour k = 1, le paramètre versel est trivial (de dimension 0) : ceci

est lié au fait que la propriété d’intersection transverse est stable

sous perturbations.

Dans le Théorème suivant on considère les cycles limites bifurquant
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d’un cycle canard donné Γ(u0, v0, 0). Pour ε > 0 assez petit, ces cycles

limites sont transverses à la section Σl (paramétrée par u) et corres-

pondent aux points fixes de l’application de retour locale P (u, µ̄, ε) qui

est définie pour u ∼ u0, µ ∼ 0, ε ∼ 0.

Rappelons la définition de la codimension d’un déploiement versel pour

un cycle limite(voir [30] par exemple pour plus de détails.)

Définition 4.1.9. Soit γ un cycle limite d’un champ de vecteur dans

le plan X0. Soit Σ une section transverse à γ, paramétrée par u avec

Σ ∩ γ = {u = 0}, et P0(u) est l’application de retour de X0 dans Σ.

Le cycle limite est dit de codimension c ≥ 0 si P0(u) = u+ δc+1u
c+1 +

o(uc+1) avec δc+1 6= 0 (c = 0 correspond à un cycle limite hyperbolique).

Soit Xν un déploiement de X0 près de γ dépendant du paramètre ν =

(ν1, . . . , νc) ∼ 0 ∈ IRc. L’application de retour P0 déployée est :

Pν(u) = u+
c+1∑

i=0

δi(ν)u
i + o(uc+1).

On dit que le déploiement Xν est c-versel si X0 est de codimension c

(cela veut dire que δ0(0) = · · · = δc(0) = 0 et δc+1(0) 6= 0) et si l’appli-

cation ν →
(
δ0(ν), . . . , δc−1(ν)

)
est localement un difféomorphisme en

0 ∈ IRc (si c = 0 cette condition est vide).

Remarque 4.1.10. Il y a c + 1 cycles limites qui bifurquent dans un

déploiement c-versel.

Ces définitions étant déjà rappelées, maintenant on peut donner le ré-
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sultat suivant :

Théorème 4.1.11. On suppose que pour (u0, v0) ∈]u1, u2[×]v1, v2[, les

courbes

{I(u, 0) − J(v, 0) = 0} et {K(u, 0) − L(v, 0) = 0}

aient une multiplicité d’intersection égale à c−1 en (u0, v0) pour un cer-

tain c ≥ 2 et que le λ-déploiement ({I(u, λ)− J(v, λ) = 0}, {K(u, λ)−

L(v, λ) = 0}) est (c − 2)-versel en ce point ( λ ∼ 0 ∈ IRc−2). Rap-

pelons que µ = (a, b, λ). Alors, il existe une courbe continue : ε →

(u0(ε), v0(ε), µ(ε)), définie pour ε ∈ [0, ε0], ε0 > 0 assez petit, tel que

u0(0) = u0, v0(0) = v0, µ(0) = 0, avec ε ∈]0, ε0] :

(a) Il existe un cycle limite γ(ε) de Xµ(ε),ε de codimension c passant

à travèrs le point (u0(ε), v0(ε)). Ce cycle limite tend vers le cycle

canard Γ(u0, v0, 0) au sens de Hausdorff, quand ε→ 0.

(b) Le déploiement est défini par Xµ,ε dans le voisinage de γ(ε), ε

étant fixé, est c-versel avec un paramètre versel : µ− µ(ε) ∼ 0.

Remarque 4.1.12. (a) Le Théorème 4.1.11 a été prouvé dans [14]

pour c = 2.

(b) L’ensemble de bifurcation pour un déploiement versel de cycle li-

mite de codimension c est la bifurcation classsique des catastrophes

de codimension c (nommée aussi bifurcation de singularité de co-

dimension c ou singularité de type Ac). Cette ensemble de bifurca-
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tion est une fronce pour c = 2, et une queue d’aronde pour c = 3.

(c) Le Théorème 4.1.11 ne dit rien au sujet de la taille du domaine

dans lequel le résultat est valide (dans la direction de u et µ). Cette

taille peut être réduite à zéro qand ε → 0. Cette situation est en

contraste avec le résultat affirmé dans le Corollaire 4.1.5 quand la

borne c pour un nombre de cycles limites qui bifurquent est obtenue

au voisinage de (u, µ) indépendante de ε > 0.

Dans la section Exemple on va montrer que les conditions de c-versalité

du Théorème 4.1.11 pour le λ-déploiement ({I(u, λ)−J(v, λ) = 0}, {K(u, λ)−

L(v, λ) = 0}) sont réalisées dans certains systèmes lents-rapides de Lié-

nard du type (3, 4c+1) (les fonctions F, g sont des polynômes de degré

4 et 4c+ 1 respectivement). Plus précisément on va prouver le résultat

suivant :

Théorème 4.1.13. Pour c ≥ 2, considérons le système de Liénard

suivant :

X(a,b,ν̄,τ),ε =





ẋ = y − (ax+ x2

2
− x4

4
)

ẏ = ε
(
b− xh(x, ν̄, τ)

)

avec ν̄ = (ν̄1, . . . , ν̄c−1) et

h(x, ν̄, τ) = 1 + τ
(
ν̄1x

4 + · · · + ν̄c−1x
4(c−1) + x4c

)
.

On a deux sections Σl,Σr comme dans la Figure 4.1 qui sont para-

métrées par
√

1 − 4y, variable notée u et v respectivement. Le sys-
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tème a une famille à 2-paramètres de cycles canard Γuv avec (u, v) ∈

]0, 1[×]0, 1[. Les intégrales de la divergence lente associées I, J,K, L

sont paramétrées par (u, v, ν̄, τ). Alors, il existe un sous-ensemble fini

Σc ⊂]0, 1[ et une application C∞ (u0, τ) → (v, ν̄), définie dans un voi-

sinage ouvert W de
(
]0, 1[\Σc

)
× {0} dans l’espace

(
]0, 1[\Σc

)
× IR+,

tel que pour tout (u0, τ) ∈ W, avec τ > 0 :

(a) Les courbes {I(u, ν̄(u0, τ), τ) − J(v, ν̄(u0, τ), τ) = 0} et

{K(u, ν̄(u0, τ), τ) − L(v, ν̄(u0, τ), τ) = 0}

ont une multiplicité égale à c− 1 au point
(
u0, v(u0, τ)

)
.

(b) Cette intersection est déployée versellement, si on prend une va-

leur fixée de (u0, τ), par le paramètre λ = (λ1, . . . , λc−2) ou λi =

ν̄i − ν̄i(u0, τ) pour i = 1, . . . , c− 2 (bien sûr, il n’y a pas de para-

mètre λ quand c = 2).

Remarque 4.1.14. (a) Comme conséquence du Théorème 4.1.11, il

y a c+1 de cycles limites qui bifurquent du cycle canard Γu0,v(u0,τ).

(b) Dans le cas c = 2, un meilleur résultat que celui du Théorème

4.1.13 a été obtenu dans [14]. On a inclu le cas c = 2 dans le

Théorème 4.1.13, juste pour avoir les énoncés généraux (voir aussi

la Remarque 4.4.5).
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4.2 Le cadre

On considère le système lent-rapide X(a,b),λ,ε défini comme avant. On

choisit une section à l’orbite rapide pour chaque mécanisme canard.

Dans le cas du mécanisme saut la section est transverse à l’orbite rapide

qui joint les deux points saut. Dans le cas du mécanisme de Hopf la

section est transverse à la demi-sphère obtenue par l’éclatement du

point tournant et coupe transversalement la séparatrice à l’infini dans

la demi-sphère (voir [11] ou [12]). L’une des sections est associée aux

extrémités des segments réguliers γI(u, λ) et γJ(v, λ) et au paramètre de

cassure a. On l’appele C1. La seconde section est associée au extrémités

des segments réguliers γK(u, λ) et γL(v, λ) et associée au paramètre de

cassure b. On l’appele C2. voir un exemple dans la Figure 4.1 comme un

exemple. Le cadre est défini pour (u, v) ∈]u1, u2[×]v1, v2[, un rectangle

ouvert dépendant d’un système donné. A partir d’ici on doit restreindre

(u, v) à un rectangle fermé arbitraire [U1, U2]×[V1, V2] ⊂]u1, u2[×]v1, v2[.

Pour l’éclatement du point tournant dans le cas du mécanisme de Hopf,

on doit introduire dans un tel cas un paramètre de cassure changé

d’échelle ā = a
ε

ou b̄ = b
ε

choisi dans un intervalle arbitraire fermé T,

au voisinage de 0 ∈ IR (alors le paramètre de cassure est restreint à

l’intervalle εT ). Ce choix n’est pas une limitation pour établir les résul-

tats : car si le paramètre de cassure est en dehors de l’intervalle (après

avoir changé d’échelle) aucun cycle limite ne peut couper l’intervalle
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{X1} × [U1, U2] et {X2} × [V1, V2]. De plus, prenant ε0 assez petit, on

peut prendre T arbitrairement petit. Dans le cas du mécanisme saut

on choisit le paramètre de cassure dans un intervalle fermé au voisinage

de 0, qui peut être choisi arbitrairement petit. A partir de maintenant

et pour simplifier les notations, on utilise la notation ā ou b̄ pour le

paramètre de cassure dans le cas du mécanisme saut et après changé

d’échelle dans le paramètre de cassure dans le cas de mécanisme de

Hopf et on nomme changé d’échelle dans le paramètre de cassure la

paire (ā, b̄). On écrit (µ̄ = ā, b̄, λ) et prendre µ comme une fonction de

(µ̄, ε).

Rappelons qu’on a choisi un rectangle fixé [U1, U2]× [V1, V2]. Dans cette

section le paramètre λ est choisi dans le disque fermé W2 centré en 0 ∈

IRp. Ce voisinage peut être pris arbitrairement petit. Le paramètre (ā, b̄)

est choisi maintenant dans un rectangle W̄1, produit de deux intervalles

fermés, avec une taille arbitrairement petite. Alors le paramètre (µ̄, ε)

est pris arbitrairement près de (0, 0) ∈ IRp+2×IR+, un choix qu’on peut

aussi écrire µ̄ ∼ 0, ε ∼ 0.

Pour tout choix d’intervalles [U1, U2], [V1, V2], on peut définir les appli-

cations de transitions suivantes :

(a) ΠI(u, µ̄, ε) : [U1, U2] → C1 le long du flot Xµ,ε,

(b) ΠJ(v, µ̄, ε) : [V1, V2] → C1 le long du flot −Xµ,ε,

(c) ΠL(v, µ̄, ε) : [V1, V2] → C2 le long du flot Xµ,ε,
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(d) ΠK(u, µ̄, ε) : [U1, U2] → C2 le long du flot −Xµ,ε.

Comme on a vu ci-dessus, ces applications sont définies pour µ̄ ∼ 0, ε ∼

0. La structure de ces applications a été établie dans les précédents ar-

ticles voir ([11],[12],[7],[8],[13]) par exemple. Pour présenter cette struc-

ture on a besoin de la définition suivante :

Définition 4.2.1. Soit f(z, ε) une fonction avec z ∈ D un domaine

compact dans IRl pour un certain l (le produit de disques fermés) et

ε ∼ 0 ∈ IR+. Cette fonction est dite ε-régulièrement affine en z (ou

ε-régulierement C∞ en z) si toutes ces dérivées partielles en z existent

et sont continues en (z, ε).

Les applications de transitions ont la structure suivante :

Théorème 4.2.2. Il y a des fonctions Ĩ , K̃ de (u, µ̄, ε) et les fonctions

J̃ , L̃ de (v, µ̄, ε) qui sont ε-régulièrement C∞ en (u, v, µ̄) et réduites

aux fonctions I, J,K, L pour ε = 0 et les fonctions fI , fJ , fK , fL du

paramètre (µ̄, ε) qui sont ε-régulièrement C∞ en µ̄ tel que

ΠI = exp
( Ĩ
ε

)
+ fI , ΠJ = exp

( J̃
ε

)
+ fJ ,

ΠL = exp
( L̃
ε

)
+ fL, ΠK = exp

(K̃
ε

)
+ fK .

De plus fJ − fI = āfIJ(µ̄, ε) et fL − fK = b̄fKL(µ̄, ε) ou les fonctions

fIJ , fKL sont strictement positives et ε-régulièrement C∞ en µ̄.

Remarque 4.2.3. Alternativement on peut écrire Ĩ = I + o(1) ou le

80



terme o(1) est une fonction de (u, µ̄, ε) qui est ε-régulièrement C∞ en

(u, µ̄) et tend vers zéro pour ε→ 0 (uniformement comme µ̄ est dans un

compact). On utilise des notations similaires pour J̃ , K̃, L̃. Se souvenir

que les termes o(1) dans Ĩ , K̃ dépendent juste de (u, µ̄, ε) (pas de v)et

les termes o(1) dans J̃ , L̃ dépendent juste de (v, µ̄, ε) (pas de u).

Le champ de vecteur Xµ,ε a un cycle limite passant par les deux points

(X1, u) et (X2, v) si et seulement si (u, v) vérifient

ΠI(u, µ̄, ε) = ΠJ(v, µ̄, ε) et ΠK(u, µ̄, ε) = ΠL(v, µ̄, ε).

On aura pour (u, v) un système de deux équations pour les cycles limites

possibles :





exp
(
I(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
J(v,λ)+o(1)

ε

)
= āfIJ(µ̄, ε)

exp
(
K(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
L(v,λ)+o(1)

ε

)
= b̄fKL(µ̄, ε)

Comme cela a déjà été expliqué dans [14] c’est possible d’inclure les

deux fonctions fIJ et fKL dans les termes exponentiels dans la partie

gauche du système. L’idée est juste que, pourM = I, J,K ou L, on peut

faire entrer n’importe quel facteur positif de exp
(
M+o(1)

ε

)
en dehors de

l’exponentielle, sans changer la forme de cette expression. Par exemple

on peut écrire :

1

fIJ(µ̄, ε)
exp

(I(u, λ) + o(1)

ε

)
=
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exp
(I(u, λ) − ε ln

(
fIJ(µ̄, ε)

)
+ o(1)

ε

)
= exp

(I(u, λ) + o(1)

ε

)
,

et le terme à droite a exactement les mêmes propriétés qu’auparavant.

En particulier la fonction I(u, λ) + o(1) ne dépend pas de v et elle est

ε-régulièrement C∞ en (u, µ̄). Finalement on a pour(u, v) le système

suivant avec les mêmes propriétés qu’auparavant :





exp
(
I(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
J(v,λ)+o(1)

ε

)
= ā

exp
(
K(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
L(v,λ)+o(1)

ε

)
= b̄

(4.5)

4.3 Preuve Des Théorèmes

4.3.1 Preuve du Théorème 4.1.3

On choisit un rectangle T = [U1, U2] × [V1, V2] qu’on garde fixé dans

cette sous-section. Pour prouver le Théorème 4.1.3 on doit estimer le

nombre de solutions (u, v) ∈ [U1, U2] × [V1, V2] du système (4.5) pour

ε > 0 assez petit. La difficulté vient du fait que les membres à gauche

de ce système tendent vers 0 quand ε→ 0. Alors, pour ε = 0 le système

dégénère en tout (u, v) est solution si ā = b̄ = 0. Cette limite ne permet

pas d’étudier la solution pour ε > 0.

Pour faciliter l’étude on étend le système (4.5) par un changement dans

les termes de droite dans (4.5) par deux paramètres indépendants α et
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β tel que le système d’équation devient :

(E) :





exp
(
I(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
J(v,λ)+o(1)

ε

)
= α

exp
(
K(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
L(v,λ)+o(1)

ε

)
= β

Le système étendu (E) dépend de (µ̄, ε) = (ā, b̄, λ, ε)) par les termes de

gauche et de (α, β) par les termes de droite. On pourra récupérer (4.5)

par la factorisation : α = ā, β = b̄.

Pour prouver le théorème 4.1.3 il suffit de prouver que, sous les suppo-

sitions faites dans l’énoncé sur I − J et K − L, le système d’équations

(E) a moins de k + 2 solutions pour (µ̄, ε) ∈ W̄1 × W2 × [0, ε0], un

voisinage de petite taille. Rappelons que (u, v) sont recherchés dans un

rectangle fixé T = [U1, U2] × [V1, V2].

Pour contourner la difficulté dû au fait que le système (E) dégénère

pour ε → 0, on va le remplacer par un système avec une limite non

dégénérée pour ε = 0. Ceci doit être réalisé par l’utilisation d’une

idée qui vient de Khovanskii [21] et déjà utilisée pour l’étude d’un

champ de vecteur polynômial dans le plan au voisinage d’un polycycle

voir ([28],[20]). Dans ces dernières références, l’idée de Khovanskii était

utilisée pour éliminer les fonctions transcendentes dans les séries de

Dulac pour l’application de retour le long d’un polycycle. Ici, notre but

est d’éliminer les fonctions dégénérées comme exp
(
Ĩ(u,µ̄,ε)

ε

)
par exemple.

On écrit F (u, v, µ̄, ε) et G(u, v, µ̄, ε) pour les membres de gauche dans
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les deux lignes de (E). Pour le reste de ce paragraphe on suppose que

le paramètre (µ̄, ε) est fixé, avec ε > 0.

On remarque que les dérivées partielles de F et G en terme de u et v

ne sont pas nulles pour n’importe quelle valeur de (u, v, µ̄, ε) dès que

ε ∈]0, ε0], pour ε0 suffisament petit. A partir de maintenant on suppose

que cette condition est satisfaite.

En conséquence, pour tout α, l’ensemble {F (u, v, µ̄, ε) = α} est vide ou

définit une courbe simple connectée f(α, µ̄, ε) dans T. Cette courbe est

difféomorphe à un intervalle fermé avec des extrémités dans la frontière

∂T de T et un graphe de l’application : u → v ainsi que le graphe

de l’application v → u. Le fait que f(α, µ̄, ε) est connectée c’est la

conséquence de l’observation suivante : la fonction F croît strictement

vers la gauche de l’intervalle [U1, U2] × {V1} et puis vers le haut de

l’intervalle {U1} × [V1, V2] et puis vers le haut de l’intervalle {U2} ×

[V1, V2] et puis vers la gauche de l’intervalle [U1, U2] × {V2}.

La collection de courbes f(α, µ̄, ε), pour chaque valeur fixée de (µ̄, ε),

définit un feuilletage F(µ̄, ε) de rectangle ouvert Int(T ) =]U1, U2[×]V1, V2[,

si on restreind ces courbes à ce rectangle Int(T ). De la même manière

{G(u, v, µ̄, ε) = β} est une courbe simple connectée g(β, µ̄, ε) avec les

mêmes propriétés et la collection de ces courbes définit une feuilletage

G(µ̄, ε) d’un rectangle ouvert Int(T ).

L’ensemble des points (u, v) ou les différentielles dF et dG sont dépen-
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dantes (ou équivalentes, ou l’application (u, v) → (F,G) est de rang

< 2) est donné par l’équation {∆(u, v, µ̄, ε) = 0} ou ∆ = Det(F,G) =

∂F
∂u

∂G
∂v

− ∂F
∂v

∂G
∂u
. Cet ensemble peut être interprété comme l’ensemble des

points de contact des deux feuilletages F(µ̄, ε) et G(µ̄, ε). L’ensemble

des points (u, v) ou la feuille de F(µ̄, ε) est tangente à la feuille de

G(µ̄, ε).

On va calculer cette fonction ∆. Pour cela, notons que :

∂

∂u

[
exp

( Ĩ
ε

)]
=

1

ε

(∂I
∂u

+ o(1)
)

exp
( Ĩ
ε

)
,

ou le terme o(1) est ε-régulièrement C∞ dans (u, v, µ̄). Comme ∂I
∂u
> 0,

la fonction ln
(
∂I
∂u

+ o(1)
)

est aussi ε-régulièrement C∞ dans (u, v, µ̄).

On utilise aussi que, ε ln ε = o(1), on aura :

∂

∂u

[
exp

( Ĩ
ε

)]
= exp

(I + o(1)

ε

)
. (4.6)

On a les expressions similaires des dérivées partielles dans les autres

termes avec des exponentielles, avec un signe dépendant du signe des

dérivées partielles de J,K,L respectivement (voir (4.4)). De plus, on

a aussi que ∂F
∂u

= ∂
∂u

[
exp

(
Ĩ
ε

)]
, comme J̃ est indépendant de u et les

mêmes remarques pour les autres dérivées partielles de F,G. Utilisant

cela, on obtient :

∆ = exp
(I + o(1)

ε

)
exp

(L+ o(1)

ε

)
−exp

(J + o(1)

ε

)
exp

(K + o(1)

ε

)
,
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qui peut s’écrire :

∆ = exp
(I + L+ o(1)

ε

)
− exp

(J +K + o(1)

ε

)
.

Il suit de cette expression le résultat suivant :

Lemme 4.3.1. L’ensemble des points de contact entre les feuilletages

F(µ̄, ε) et G(µ̄, ε), donné par l’équation {∆ = 0}, est équivalent pour

ε > 0 à une équation :

∆̃(u, v, µ̄, ε) = I(u, λ) −K(u, λ) + L(v, λ) − J(v, λ) + o(1) = 0, (4.7)

ou le terme o(1) est ε-régulièrement C∞ dans (u, v, µ̄). Cela est équi-

valent à dire que les deux fonctions ∆̃ et ∆ ont une différence égale à

un facteur C∞, partout non nul.

On a ∂∆̃
∂u

= ∂I
∂u

− ∂K
∂u

+o(1) et ∂∆̃
∂v

= ∂L
∂v

− ∂J
∂v

+o(1). Comme ∂I
∂u

− ∂K
∂u

> 0

et ∂L
∂v

− ∂J
∂v
< 0, la fonction ∆̃ a les mêmes propriétés comme F,G (mais

avec un excellent avantage c’est qu’elle n’est pas singulière pour ε = 0,

contrairement à la fonction ∆ elle même).

Parenthèse sur la paire de feuilletages réguliers

Dans le but de faire ultérieurement une récurrence, on introduit la

notion suivante :

Définition 4.3.2. Soient F (u, v) et G(u, v) deux fonctions C∞ défi-
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nies dans le rectangle T = [U1, U2] × [V1, V2]. On suppose que les déri-

vées partielles d’ordre un de F et G en termes de u et v ne sont pas

nulles pour tout (u, v). On suppose aussi que l’équation de l’ensemble

des points de contact {Det(F,G) = 0} est équivalente à une équation

{∆̃ = 0} et que les dérivées partielles d’ordre un de la fonction C∞ ∆̃

sont partout non nulles(en particulier l’ensemble des points de contact

est une courbe simple). Comme ci-dessus, équivalent veut dire que les

deux fonctions Det(F,G) et ∆̃ ont une différence égale à un facteur

multiplicatif C∞, partout non nul. Les courbes f(α) = {F (u, v) = α} et

g(β) = {G(u, v) = β} sont les feuilles des deux feuilletages F et G. On

appelle cette paire (F ,G) une paire de feuilletages réguliers (sur T ).

L’équation (E) définie pour chaque (µ̄, ε) avec ε > 0, la paire de feuille-

tages réguliers. Exactement comme dans ce cas particulier, on peut

montrer que pour chaque feuille f(α) ou g(β) est une courbe simple

connectée difféomorphe à un intervalle avec des extrémités sur ∂T. C’est

aussi vrai pour la courbe des points de contact {∆̃ = 0}. On veut relier

la multiplicité d’intersection des deux feuilletages f(α) et g(β) avec

la multiplicité d’intersection d’une de ces feuilles avec la courbe des

points de contact {∆̃ = 0}. On écrit Multm(γ, γ′) la multiplicité d’in-

tersection des deux courbes simples γ, γ′ en un point m (rappelons que

Multm(γ, γ′) = 0 si m 6∈ γ ∩ γ′). La figure 4.2 montre l’intersection des

deux feuilles.

Lemme 4.3.3. Supposons que pour une paire (α, β) les feuilles f(α)
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Fig. 4.2 – Intersection des deux feuilles.

et g(β) s’intersectent en un certain point m. On a :

Multm
(
f(α), g(β)

)
= Multm

(
f(α), {∆̃ = 0}

)
+ 1

= Multm
(
g(β), {∆̃ = 0}

)
+ 1. (4.8)

Démonstration. Comme les deux feuilletages jouent un rôle symétrique,
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c’est suffisant de prouver l’égalité :

Multm
(
f(α), g(β)

)
= Multm

(
f(α), {∆̃ = 0}

)
+ 1.

(1) si f(α) et g(β) sont transverses en m, on a :

Multm
(
f(α), g(β)

)
= 1

et que m 6∈ {∆̃ = 0}, cela implique que Multm
(
f(α), {∆̃ = 0} = 0, cela

donne (4.8) dans ce cas.

(2) On suppose maintenant que Multm
(
f(α), g(β)

)
≥ 2 (cela veut dire

que f(α) et g(β) sont tangentes en m). On peut choisir des coordonnées

locales (s, t) en m tel que m = (0, 0) et F ≡ s + α (alors localement :

f(α) = {s = 0} ). Soit G̃(s, t)+β est l’expression de G en coordonnées

(s, t). Comme f(α) et g(β) sont tangentes en m, on aura ∂G̃
∂s

(0, 0) 6= 0

et ∂G̃
∂t

(0, 0) = 0 : g(β) est localement le graphe d’une fonction s = ϕ(t)

avec ϕ(0) = 0 et

dϕ

dt
(0) = −∂G̃

∂t
(0, 0)/

∂G̃

∂s
(0, 0) = 0.

Par récurrence sur un k commençant avec k = 0, avec l’équation im-
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plicite G̃
(
ϕ(t), t

)
= 0, on obtient pour tout k ≥ 1 que :

∂G̃

∂s

(
ϕ(t), t

)dkϕ
dtk

(t) = −∂
kG̃

∂tk
(
ϕ(t), t

)
modulo

dϕ

dt
(t), . . . ,

dk−1ϕ

dtk−1
(t).

Alors Multm
(
f(α), g(β)

)
= k ≥ 2 si et seulement si

∂G̃

∂t

(
0, 0)

)
= · · · =

∂k−1G̃

∂tk−1

(
0, 0

)
= 0 et

∂kG̃

∂tk
(
0, 0

)
6= 0. (4.9)

(3) Dans les coordonnées (s, t) on a que Det(F,G)(s, t) = ∂G̃
∂t

(s, t).

Dans le calcul des multiplicities d’intersection on peut remplacer ∆̃

par la fonction équivalente à Det(F,G).

(4) On Suppose tout d’abord que Multm
(
f(α), g(β)

)
= 2. D’après (4.9)

on a que ∂2G̃
∂t2

(
0, 0

)
6= 0. Alors, on peut résoudre l’équation implicite

{∂G̃
∂t

(s, t) = 0} en une fonction t = ψ(s). La courbe de contact est donc

transverse en m = (0, 0) à f(α) = {s = 0} et on a Multm
(
f(α), {∆̃ =

0}
)

= 1. Cela donne (4.8) dans ce cas.

(5) On suppose maintenant que Multm
(
f(α), g(β)

)
> 2. D’après (4.9)

on a que ∂2G̃
∂t2

(
0, 0

)
= 0. Comme par hypothèse l’équation {∂G̃

∂t
(s, t) = 0}

définit une courbe régulière passant à travers (0, 0), on aura ∂2G̃
∂s∂t

(
0, 0

)
6=

0. Alors, on peut résoudre {∂G̃
∂t

(s, t) = 0} en une fonction s = ψ(t).

On peut faire maintenant le même calcul comme ci-dessus pour avoir

(4.9). Par récurrence sur l, commençant par l = 0 et utilisant l’équation

implicite ∂G̃
∂t

(
ψ(t), t

)
= 0, on obtient que Multm

(
f(α), {∆̃ = 0}

)
= l ≥
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1 si et seulement si

∂G̃

∂t

(
0, 0)

)
= · · · =

∂lG̃

∂tl
(
0, 0

)
= 0 et

∂l+1G̃

∂tl+1

(
0, 0

)
6= 0. (4.10)

La comparaison entre (4.9) et (4.10) donne (4.8) dans le cas k > 2.

Proposition 4.3.4. Soient
(
F ,G

)
une paire de feuilletages réguliers

définis pour (u, v) ∈ T = [U1, U2] × [V1, V2]. On considère tout α, β ∈

IR et soit N(α, β) le nombre des points d’intersection de f(α) avec

g(β), comptés avec leurs multiplicités. Soit N ′(β) le nombre des points

d’intersection de g(β) avec ∆̃(u, v), comptés avec leurs multiplicités.

On suppose maintenant que N ′(β) est fini. Alors N(α, β) est aussi fini

pour tout β et,

N(α, β) ≤ N ′(β) + 1. (4.11)

On a bien sûr, le même résultat pour le nombre de points d’intersection

de f(α) avec ∆̃(u, v).

Démonstration. Considérons n’importe quelle paire (α, β) tel que f(α)∩

g(β) 6= ∅ ( sinon on a rien à prouver !). On peut paramétrer g(β) comme

une courbe simple paramétrée γ(s) =
(
u(s), v(s)

)
avec s ∈ [0, 1] et tel

que γ(0), γ(1) ∈ ∂T. Soient γ(s1), γ(s2) deux points d’intersection de

f(α) avec g(β), tel que 0 ≤ s1 < s2 ≤ 1. On considère la fonction

F̃ (s) = F (u(s), v(s)). On a que F̃ (s1) = F̃ (s2) = α. Alors, en utilisant

le Théorème de Rolle, on peut trouver une valeur s′ ∈]s1, s2[ tel que
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∂F̃
∂s

(s′) = 0. Clairement, m′ = (u′, v′) = F̃ (s′) est un point de contact

des deux feuilletages de m′ ∈ g(β) ∩ {∆̃ = 0}. Soit Na(α, β) le nombre

arithmétique des points d’intersection de f(α) avec g(β) ( les points

sont comptés sans leurs multiplicités) et N ′
a(β) le nombre arithmétique

des points d’intersection de g(β) avec {∆̃(u, v) = 0}. Comme N ′(β) est

fini par hypothèse et N ′
a(β) ≤ N ′(β), le nombre N ′

a(β) est aussi fini.

Alors Na(α, β) est aussi fini. Si non, on peut trouver N ′
a(β) + 2 points

distincts dans f(α) ∩ g(β) et l’argument de Rolle ci-dessus donne au

minimum N ′
a(β) + 1 points d’intersection de g(β) avec {∆̃(u, v) = 0},

ce qui est une contradiction. Alors, Na(α, β) est fini et l’argument de

Rolle donne au minimum Na(α, β) − 1 points dans g(β) ∩ {∆̃ = 0},

localisé à l’intérieur de T. Après cela, il en résulte que :

Na(α, β) ≤ N ′
a(β) + 1.

Maintenant on a envie de prendre dans le compte les multiplicités d’in-

tersection. Considérons un point quelconque dans m ∈ f(α) ∩ g(β).

Multm
(
f(α), g(β)

)
= k, on a que k ≥ 1, et pour passer de Na(α, β) à

N(α, β), on a besoin d’additionner à contribution près égale à k−1 pour

le point m. Mais le Lemme 4.3.3 nous dit que Multm
(
g(β), ∆̃

)
= k− 1.

Donc, on a besoin d’additionner en plus la même contribution k−1 pour

le point m, pour passer de N ′
a(g(β)) à N ′(g(β)). Finalement l’inégalité

Na(α, β) ≤ N ′
a(β) + 1 implique l’inégalité N(α, β) ≤ N ′(β) + 1.
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Fin de la parenthèse

On peut retourner maintenant à la preuve du Théorème 4.1.3, à l’étude

du système d’équations (E). On a déja remarqué que les deux termes

de gauche de ce système sont les fonctions F (u, v, µ̄, ε) et G(u, v, µ̄, ε)

qui définissent une paire régulière de feuilletages , dans le rectangle

T = [U1, U2] × [V1, V2] pour tout µ̄ ∈ W̄1 × W2 et ε > 0, suffisa-

ment petit. De plus, on a montré dans le Lemme 4.3.1 que la fonc-

tion Det(F,G)(u, v, µ̄, ε) est équivalente a une fonction ∆̃(u, v, µ̄, ε) =

I(u, λ) −K(u, λ) + L(v, λ) − J(v, λ) + o(1).

Considérons le système d’équations :

(E ′) :





I(u, λ) −K(u, λ) + L(v, λ) − J(v, λ) + o(1) = 0

exp
(
K(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
L(v,λ)+o(1)

ε

)
= β

La Proposition 4.3.4 compare le nombre N(α, β, µ̄, ε) de solutions de

(E), comptés avec leurs multiplicités, avec le nombre N ′(β, µ̄, ε) de

solutions de (E ′), comptés avec leurs multiplicités : N(α, β, µ̄, ε) ≤

N ′(β, µ̄, ε) + 1. Comme ∂I
∂u

− ∂K
∂u

> 0 et ∂L
∂v

− ∂J
∂v

< 0, les fonctions G

et ∆̃ qui définissent une paire régulière de feuilletages. Alors on peut

utiliser encore l’idée de Khovanskii et introduire la fonction Det(∆̃, G).

Cette fonction Det(∆̃, G) est égale à :

−
(∂I
∂u

−∂K
∂u

+o(1)
) ∂

∂v

[
exp

L+ o(1)

ε

]
−

(∂L
∂v

−∂J
∂v

+o(1)
) ∂

∂u

[
exp

K + o(1)

ε

]
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Utilisant le calcul fait pour obtenir (4.6) et les inégalités

∂K

∂u
< 0 et

∂L

∂v
< 0,

on a que : ∂
∂v

[
exp L+o(1)

ε

]
= − exp L+o(1)

ε
et ∂

∂u

[
exp K+o(1)

ε

]
= − exp K+o(1)

ε
.

Utilisant encore le calcul fait pour obtenir (4.6) et les inégalités ∂I
∂u

−
∂K
∂u

> 0 et ∂L
∂v

− ∂J
∂v
< 0, on obtient finalement que :

Det(∆̃, G) = exp
L+ o(1)

ε
− exp

K + o(1)

ε
.

Après cela, on en déduit que la fonction Det(∆̃, G) est équivalente à

une fonction L−K + o(1), pour ε > 0. Pour appliquer encore l’idée de

Khovanskii on considère le système :





I(u, λ) −K(u, λ) + L(v, λ) − J(v, λ) + o(1) = 0

K(u, λ) − L(v, λ) + o(1) = 0

dont le système équivalent est :

(E ′′) :





I(u, λ) − J(v, λ) + o(1) = 0

K(u, λ) − L(v, λ) + o(1) = 0
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Si N ′′(µ̄, ε) est le nombre de solutions de (E ′′), on a que

N ′(β, µ̄, ε) ≤ N ′′(µ̄, ε) + 1

et alors

N(α, β, µ̄, ε) ≤ N ′′(µ̄, ε) + 2, (4.12)

pour µ̄ ∈ W̄1 ×W2 et ε > 0 suffisament petit.

On peut maintenant finir la preuve du Théorème 4.1.3. Par hypothèse

le système (E ′′) pour ε = 0 et λ = 0 possède k solutions comptées avec

leurs multiplicités (i.e. N ′′(µ̄, 0) = k pour λ = 0). La remarque im-

portante c’est que ce nombre est supérieurement semi-continue pour la

topologie C∞. C’est la raison pour la quelle on travaille avec un nombre

de solutions comptées avec leurs multiplicités et non pas le nombre

arithmetique de solutions. Cette semi-continuité supérieure implique

que si on choisit un ensemble compact fixé W̄1 et en suite, ε0 > 0 et

W2 suffisament petit, alors

N ′′(µ̄, ε) ≤ k, (4.13)

pour µ̄ ∈ W̄1 × W2 et ε ∈ [0, ε0]. Soit Na(α, β, µ̄, ε) le nombre de

solutions de (E) (comptées sans leurs multiplicités). On a que

Na(α, β, µ̄, ε) ≤ N(α, β, µ̄, ε),
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et en utilisant (4.12) et (4.13) on obtient :

Na(α, β, µ̄, ε) ≤ k + 2,

pour µ̄ ∈ W̄1 × W2 et ε ∈ [0, ε0]. C’est ce qu’on demande dans le

Théorème 4.1.3.

4.3.2 Preuve du Théorème 4.1.11

Parenthèse sur les applications régulières dans le plan de rang

un

On considère un germe d’applications dans le plan (u0, v0) ∈ IR2. C’est

donné par des applications définies dans un voisinage arbitrairement

petit (u0, v0) :

Φ(u, v) =
(
F (u, v), G(u, v)

)
: (u, v) ∈ IR2 → (F,G) ∈ IR2. (4.14)

On suppose que Φ est de rang un en (u0, v0). Cela veut dire que

Det(dΦ)(u0, v0) = 0

mais que dΦ(u0, v0) 6= 0. On suppose de plus que Φ est un germe d’ap-

plication régulière : par régulière signifie que l’ensemble {Det(dΦ)(u, v) =
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0} est un germe de courbe simple ΣΦ par (u0, v0) (c’est équivalent à

dire que la différentielle d[Det(dΦ)](u0, v0) n’est pas nulle). Soit ΣΦ

l’ensemble singulier de Φ.

En chaque point de m ∈ ΣΦ, le noyau Ker(m) de dΦ(m) est un espace

vectoriel de dimension un. On peut définir un germe d’application à

l’origine, θ : ΣΦ → IR, en définissant θ(m) comme l’angle entre la di-

rection tangent TmΣΦ et le noyau Ker(m). On va l’appeler la fonction

noyau de Φ. Bien sûr, cette fonction change par la multiplication d’un

facteur non nul si on fait un changement de coordonnées. Pour cette

raison, on considère θ à équivalence C∞ près, i.e. multiplication près

par un germe C∞ non nul de fonction de IR2 et un change de paramé-

trisation de ΣΦ. Toutes ces notions introduites dépendent de la classe

d’équivalence de l’application θ. On choisit n’importe quelle paramétri-

sation ρ ∈] − ρ0, ρ0[ de ΣΦ, telle que (u0, v0) = {ρ = 0}. L’application

θ devient une fonction θ(ρ) définie pour ρ ∼ 0 ∈ IR.

Définition 4.3.5. On dit que le germe Φ d’application régulière dans

le plan est de rang un est d’ordre k si la fonction noyau θ(ρ) a un zéro

de multiplicité k en {ρ = 0} (ordre 0 veut dire que θ(0) 6= 0).

Si l’ordre est 0, cela signifie que la direction du noyau est transverse

à la direction de la tangente T(u0,v0)ΣΦ à l’origine de IR2. On a une

singularité de type pli si l’ordre est 1. Si la fonction noyau a un zéro

simple en {ρ = 0}, on a une singularité de type fronce. Withney a

prouvé que ces deux germes d’applications sont stables et uniques, à
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équivalence près par changement de coordonnées (voir [27]).

Par changement de coordonnées près C∞, (u, v) et dans l’espace cible,

on suppose que dΦ(u0, v0)[U, V ] = (0, V ). Cela implique que ∂G
∂v

(u0, v0) 6=

0. L’application est donnée par :

t = u− u0, s = G(u, v) −G(u0, v0)

est un difféomorphisme local qui définit un système local de coordon-

nées (s, t) avec (u0, v0) = {(s, t) = (0, 0)}, ou l’application Φ est réduite

à la forme normale suivante :

Φ(s, t) = (F̃ (s, t), s). (4.15)

Pour simplifier, on garde la même notation Φ dans les nouvelles coor-

données (s, t). Dans ce système de coordonnées l’équation pour l’en-

semble critique est juste :

ΣΦ =
{∂F̃
∂t

(t, s) = 0
}
,

avec ∂F̃
∂t

(0, 0) = 0, comme Φ est supposée être de rang un en (0, 0). En

chaque point de m ∈ ΣΦ on a que Ker(m) = IR{(1, 0)}, la t-direction.

On suppose, à partir de maintenant que Φ est de rang 1, régulière et

d’ordre ≥ 1. Cela implique que ΣΦ est une courbe simple tangente à la
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t-direction à l’origine. Cela est équivalent à dire que :

∂2F̃

∂t2
(0, 0) = 0, et

∂2F̃

∂t∂s
(0, 0) 6= 0. (4.16)

L’ensemble singulier est le graphe d’une fonction C∞ s = ϕ(t), telle que

ϕ(0) = 0, qui est la solution implicite de léquation :

{∂F̃
∂t

(
t, ϕ(t)

)
= 0

}
. (4.17)

On choisit t comme le paramètre ρ utilisé ci-dessus. La direction tan-

gente à ΣΦ au point (t, ϕ(t)) est la direction du vecteur ( ∂
2F̃

∂t∂s
(t, ϕ(t)), ∂

2F̃
∂t2

(t, ϕ(t))).

Alors, à une équivalence près, on peut choisir comme fonction noyau :

θ(t) =
∂2F̃

∂t2
(t, ϕ(t)). (4.18)

Lemme 4.3.6. Soit k n’importe quel entier ≥ 1. Les trois propriétés

suivantes sont équivalentes :

(a) La fonction ϕ(t) a un zéro de multiplicité k + 1 en t = 0.

(b) La fonction noyau θ(t) a un zéro de multiplicité k en t = 0.

(c)

∂F̃

∂t
(0, 0) = · · · =

∂k+1F̃

∂tk+1
(0, 0) = 0 et

∂k+2F̃

∂tk+2
(0, 0) 6= 0.

Démonstration. Débutons avec les équations (4.17) et (4.18), nous ob-

99



tenons par induction :





dkϕ

dtk
= ∂k+1F̃

∂tk+1 (t, ϕ) modulo {dϕ
dt
, . . . , d

k−1ϕ

dtk−1 }

dkθ
dtk

= ∂k+2F̃
∂tk+2 (t, ϕ) modulo {dϕ

dt
, . . . , d

kϕ

dtk
}

pour tout k ≥ 1. Le résultat suit directement de ces formules.

Il est clair que dans la forme normale l’étude de l’équation Φ(u, v) =

(α, β) est réduite à l’étude d’une équation de dimension un F̃ (t, β) = α,

obtenue par substitution de s = β dans la première équation F̃ (t, s) =

α.

On a que :

F̃ (t, β) − α = −α+ βξ(β)t+O(t2) = 0. (4.19)

ou ξ est une fonction C∞ tel que ξ(0) 6= 0 (comme conséquence de

(4.16)). Du Lemme 4.3.6 on aura que si l’application Φ est d’ordre k

alors l’équation (4.19) a au plus k + 1 racines.

Maintenant on a envie de penser en termes de bifurcation. Si l’ordre de

Φ est zéro, l’expression (4.19) dit que t→ F̃ (t, β)−α est un déploiement

versel de type-pli, avec α comme paramètre versel. Si l’ordre est 1, le

même déploiement est un déploiement versel de type-fronce avec (α, β)

comme paramètre versel.
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On veut étendre cette observation en tout ordre fini. Donc, on suppose

maintenant qu’on a un déploiement Φλ d’applications dans le plan,

Φλ(u, v) =
(
F (u, v, λ), G(u, v, λ)

)
(4.20)

dépendant du paramètre λ ∼ 0 ∈ IRl pour un certain l.

On suppose aussi que Φ0 est une application régulière d’ ordre k ≥ 1 et

que

Φ0(u0, v0) = (0, 0).

Bien sûr, on peut réduire le déploiement à une forme normale :

Φλ(t, s) = Φ(t, s, λ) = (F̃ (t, s, λ), s).

A une translation près dans l’espace cible dépend de façon C∞ de λ, on

peut supposer que F̃ (0, 0, λ) = 0 pour tout λ. Alors, à l’ordre un en t,

on peut écrire

F̃ (t, s, λ) =
(
τ1(λ) + sξ(s, λ)

)
t+ o(t),

ou τ1, ξ sont des fonctions C∞ τ1(0) = 0. Comme Φ0 est régulière d’ordre

≥ 1 de (4.16) on obtient que ξ(0, 0) 6= 0. Alors, l’application s →

sξ(s, λ) est un déploiement de difféomorphismes en 0 ∈ IR. Soit ν(s, λ)

le déploiement de difféomorphismes inverses tel que ν(0, 0) = 0. λ-
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dépend localement d’un changement de variables

(t, s̃) →
(
t, ν

(
s̃− τ1(λ)

)
, λ)

)
,

transforme F̃ en F̃ (t, s̃, λ) = s̃t + o(t). Alors, retournant à la notation

(t, s), on peut supposer que F̃ (t, s, λ) = st+ o(t).

Utilisant cela, maintenant on développe F̃ (t, s, λ) en t à l’ordre k+ 2 :

F̃ = st+
(
τ2 +O(s)

)
t2 + · · · +

(
τk+2 +O(s)

)
tk+2 + o

(
tk+2

)
(4.21)

ou les τi sont des fonctions C∞ du paramètre λ. Comme Φ0 est d’ordre

k, et en utilisant le Lemme 4.3.6, que

τ2(0) = · · · = τk+1(0) = 0 et τk+2(0) 6= 0.

On veut calculer le développement de θ(t, λ) à l’ordre k. Pour cette fin,

on utilise la formule (4.18). Tout d’abord, de (4.21), on dérive :

∂2F̃

∂t2
= 2

(
τ2+O(s)

)
+· · ·+(k+1)(k+2)

(
τk+2+O(s)

)
tk+o

(
tk

)
. (4.22)

La fonction ϕ(t, λ) ( dépendant maintenant de λ) qui entre dans (4.18)

est définie implicitement par (4.17). On obtient que la fonction −ϕ(t, λ)
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est égale à :

2
(
τ2 +O(ϕ)

)
t+ · · · + (k + 1)

(
τk+2 +O(ϕ)

)
tk+1 + o

(
tk+1

)
. (4.23)

Pour obtenir θ on substitue dans (4.22), la variable s par l’expression

de ϕ donnée dans (4.23). En développant en puissance de t, c’est facile

d’avoir le résultat suivant :

Lemme 4.3.7. La fonction θ à une expression :

θ(t, λ) = Ω2(λ) + · · · + Ωk+2(λ)tk + o
(
tk

)
, (4.24)

avec les coefficients Ωi(λ) de la forme Ω2 = 2τ2 et

Ωi = i(i− 1)τi + Pi(τ2, . . . , τi−1)

pour i = 3, . . . , k+2, ou les Pi sont des polynômes sans termes constants

à coefficients dans ZZ.

Une conséquence directe du lemme 4.3.7 c’est le résultat suivant :

Proposition 4.3.8. Soit Φλ un λ-déploiement d’applications en 0 ∈

IR2 tel que Φ0 est régulière, de rang 1 et d’ordre k ≥ 1, et que Φ0(u0, s0) =

(0, 0). On suppose que λ ∼ 0 ∈ IRk−1, et on écrit :

θλ(t) =
k∑

i=0

Ωi+2(λ)ti +O(tk)
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le déploiement du noyau des fonctions. Soit (F̃ (s, t, λ), s) la forme nor-

male de Φλ. Alors F̃ (t, β, λ)−α est un déploiement versel de F (t, 0, 0)

(avec paramètre versel (α, β, λ) ∼ (0, 0, 0) ∈ IRk+1) si et seulement si

θλ est un déploiement versel de θ0 (avec le paramètre versel λ ∼ 0 ∈

IRk−1).

Remarque 4.3.9. (a) Il n’y a pas de paramètre λ si k = 1. Dans ce

cas la fonction θ0 a un zéro simple en t = 0 : cette condition

est stable par perturbation. Le diagramme de bifurcation est une

fronce dans l’epace des paramètres (α, β) (voir [14]).

(b) Si k ≥ 2, la condition de versalité pour θλ est que l’application

λ→ (Ω2(λ), . . . ,Ωk(λ))

est un difféomorphisme local en 0 ∈ IRk−1, que Ωk+1(0) = 0 et

que Ωk+2(0) 6= 0. La condition de versalité pour F̃ (t, β, λ) − α en

termes de paramètres (α, β, λ) ce réduit à dire que l’application

λ→ (τ2(λ), . . . , τk(λ)) est un difféomorphisme local en 0 ∈ IRk−1,

que τk+1(0) = 0 et que τk+2(0) 6= 0.

(c) Le déploiement Φλ lui-même est un générique, stable et déploie-

ment versel d’applications dans le plan avec k − 1 paramètres. Le

diagramme de bifurcation de F̃ (t, β, λ)−α est défini dans le produit

de l’espace du paramètre λ par l’espace cible (α, β). Par exemple,

pour k = 2 on a un déploiement générique à un paramètre d’appli-
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cations du plan, ou de façon équivalente à un déploiement géné-

rique à un paramètre de projections sur IR2 d’une surface plongée

dans IR3. Le diagramme de bifurcation est une queue d’aronde.

Fin de la parenthèse

On peut maintenant prouver le Théorème 4.1.11. On suppose que pour

un certain point (u0, v0) dans ]u1, u2[×]v1, v2[, les courbes {I(u, 0) −

J(v, 0) = 0} et {K(u, 0) − L(v, 0) = 0} aient une multiplicité d’in-

tersection égale à c − 1 en (u0, v0) pour un certain c ≥ 2 et que le

λ-déploiement (I − J,K − L) est versel en ce point (λ ∼ 0 ∈ IRc−2).

Comme ci-dessus, on considère en premier le système en extension :

(E) :





exp
(
I(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
J(v,λ)+o(1)

ε

)
= α

exp
(
K(u,λ)+o(1)

ε

)
− exp

(
L(v,λ)+o(1)

ε

)
= β

Le terme de gauche définit un déploiement d’applications qui dépend

du paramètre λ mais aussi de (ā, b̄, ε) ( à travers les termes o(1)). Rap-

pelant que la dépendance est ε-régulièrement C∞ en (u, v, λ, ā, b̄). On

écrit : Φā,b̄,ε
λ ce déploiement d’application. Calculons le noyau de l’ap-

plication pour Φā,b̄,ε
λ . Tout le long du calcul la notation o(1) représente

différentes fonctions qui tendent vers zéro pour ε → 0 et qui sont ε-

régulièrement C∞ dans (u, v, λ, ā, b̄).
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On montre que l’ensemble singulier Σ
Φā,b̄,ε

λ

est donné par l’équation :

D(u, v, λ) = I(u, λ) − J(v, λ) + L(v, λ) −K(u, λ) + o(1) = 0.

Le long de cet ensemble le noyau est colinéaire à un vecteur de la forme

Ker(u, v, λ) =
(

exp
(J(v, λ) + o(1)

ε

)
, exp

(I(u, λ) + o(1)

ε

))
.

On peut prendre comme fonction noyau toute fonction équivalente à la

fonction

dD[Ker] =
(∂I
∂u

− ∂K

∂u

)
exp

(J + o(1)

ε

)
−

(∂J
∂v

− ∂L

∂v

)
exp

(I + o(1)

ε

)
.

Comme avant, on peut faire entrer les termes positifs
(
∂I
∂u

− ∂K
∂u

)
et

(
∂J
∂v

− ∂L
∂v

)
à l’intérieur des exponentielles pour obtenir que dD[K] a la

forme

exp
(J + o(1)

ε

)
− exp

(I + o(1)

ε

)
.

Après on peut choisir, comme fonction noyau(pour ε > 0), une fonction

équivalente de la forme :

(
J(v, λ) − I(u, λ) + o(1)

)
|{D(u,v,λ)=0}

De cette manière, on obtient la fonction ψ introduite dans les Défini-
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tions 4.1.1 et 4.1.7 pour définir la multiplicité d’intersection et le dé-

ploiement versel d’intersection. Comme on l’a expliqué dans Remarque

4.1.8, on peut remplacer la paire de déploiements

(J(v, λ) − I(u, λ) + o(1), D(u, v, λ))

par la paire

(
J(v, λ) − I(u, λ) + o(1), L(v, λ) −K(u, λ) + o(1)

)
. (4.25)

L’hypothèse est que la paire de déploiements
(
J(v, λ)−I(u, λ), L(v, λ)−

K(u, λ)
)

est versel en (u0, v0), dans le paramètre λ ∼ 0 ∈ IRc−2.

Soit ψ(t, λ) le déploiement de fonction associé à la paire de déploiements

(J − I, L−K) comme dans la Définition 4.1.7, (t, s) sont des coordon-

nées locales tel que (u0, v0) est donné par {(t, s) = (0, 0)}. Comme

∂c−1ψ

∂tc−1 (0, 0) 6= 0, la condition de versalité pour la paire de déploiements

est équivalente à dire que l’application :

(t, λ) →
(
ψ(t, λ), · · · , ∂

c−2ψ

∂tc−2
(t, λ)

)
(4.26)

est un difféomorphisme local envoyant (t, λ) = (0, 0) sur 0 ∈ IRc−1.

C’est important de noter que cette condition est stable par perturbation.

On considère maintenant le déploiement ψ(t, λ, ā, b̄, ε) associé à la paire

(4.25) pour (ā, b̄, λ, ε) dans le voisinage W̄1 ×W2 × [0, ε0] suffisamment
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petit.

Considérons le système d’équations suivant, pour chaque ε ∈ [0, ε0] :

les deux premières lignes sont faites par le système (4.5), écrit dans les

coordonnées locales (s, t), quand on substitue s = ψ(t, λ, ā, b̄, ε). Les

autres c− 1 lignes sont

∂iψ

∂ti
(t, λ, ā, b̄, ε) = 0 pour i = 0, . . . , c− 2.

Ce système a une dimension égale à c+1 et les quantités inconnues sont

t, λ, ā et b̄. Pour ε = 0, le système est inversible pour (t, λ) ∼ (0, 0) :

cela provient de la stabilité de l’inversibilité locale de (4.26) et le fait

que les deux premières lignes sont réduites à ā = 0, b̄ = 0. Comme ce

système est ε-régulièrement C∞ dans (ā, b̄, λ), Il reste inversible pour

ε > 0 suffisamment petit. Sa solution qui définit une courbe continue

ε→
(
t(ε), λ(ε), ā(ε), b̄(ε)

)
.

Soit
(
u0(ε), v0(ε)

)
le point qui correspond au point

(
t(ε), ψ

(
t(ε), λ(ε), ā(ε), b̄(ε), ε

))
,

dans les coordonnées locales (t, s). Soit µ(ε) la µ-valeur qui correspond

à λ(ε) et
(
ā(ε), b̄(ε)

)
. On a résolu la première affirmation du Théorème

4.1.11 : il y a une courbe continue ε→
(
u0(ε), v0(ε), µ(ε)

)
, défine pour
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ε > 0 suffisamment petit, de telle qu’on aura un cycle limite de Xµ(ε),ε

de codimension c passant à travers le point (u0(ε), v0(ε)).

Considérons le déploiement d’applications

(
F (u, v, λ, ā, b̄, ε), G(u, v, λ, ā, b̄, ε)

)
= Φā,b̄,ε

λ (u, v) −
(
ā(ε), b̄(ε)

)
.

Comme dans la Proposition 4.3.8 on considère (F,G) comme un dé-

ploiement en λ,mais ce déploiement dépend aussi du paramètre (ā, b̄, ε),

dans un ε-régulièrement C∞ dans (u, v, λ, ā, b̄).

Cela provient de la stabilité de l’inversibilité locale de (4.26) et la pro-

priété que chaque fonction qu’on considère est ε-régulièrement C∞ et

que l’application

(t, λ) →
(
ψ

(
t, λ, ā(ε), b̄(ε), ε

)
, · · · , ∂

c−2ψ

∂tc−2
ψ

(
t, λ, ā(ε), b̄(ε), ε

))

est un difféomorphisme local en (t, λ) =
(
t(ε), λ(ε)

)
, pour ε suffisam-

ment petit. Alors, si F̃ (t, s, λ, ā, b̄, ε) est la première composante de

(F,G) écrite dans les coordonnées locales (t, s), on a que le déploie-

ment :

t→ F̃ (t, β, λ, ā, b̄, ε) − α

est versel en (α, β, λ) ∼ (0, 0, λ(ε)) (pour toute valeur fixée de (ā, b̄, ε)),
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comme conséquence de la Proposition 4.3.8. Plus précisément on a :

F̃ (t, β, ā, b̄, λ)−α = −α+βt+
(
τ2+O(β)

)
t2+· · ·+

(
τc+1+O(β)

)
tc+1+o

(
tc+1

)
,

dont les coefficients τi = τi(λ, ā, b̄, ε) sont ε-régulièrement C∞ en (ā, b̄, λ).

La versalité signifie que pour chaque (ā, b̄, ε) ∼ (0, 0, 0), l’application

λ→
(
τ2(λ, ā, b̄, ε), . . . , τc−1(λ, ā, b̄, ε)

)
(4.27)

est un difféomorphisme local en {λ = λ(ε)}.De plus τi(λ(ε), ā(ε), b̄(ε), ε) =

0 pour i = 2, . . . , c et τc+1(λ(ε), ā(ε), b̄(ε), ε) 6= 0.

En regardant la définition de (F,G), on voit que les cycles limites de

Xµ,ε près du cycle limite γ(ε), pour ε > 0 près de 0, coupe la section

Σl =]u1, u2[ aux racines de l’équation

F̃ (t, b̄− b̄(ε), ā, b̄, λ) − (ā− ā(ε)) = 0, (4.28)

Pour (λ, ā, b̄) près de (λ(ε), ā(ε), b̄(ε)). Comme l’application (4.27) est

un difféomorphisme en λ pour chaque (ā, b̄), fixés on a que l’application

(ā, b̄, λ) →
(
ā− ā(ε), b̄− b̄(ε), τ2(λ, ā, b̄, ε), . . . , τc(λ, ā, b̄, ε)

)

est aussi un difféomorphisme local de IRc au point (ā(ε), b̄(ε), λ(ε)) pour

ε > 0 suffisamment petit et aussi, que le membre de gauche de (4.28)
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est un déploiement versel avec pour paramètre versel

µ̄− µ̄(ε) =
(
ā− ā(ε), b̄− b̄(ε), λ− λ(ε)

)
.

Bien sûr, pour ε > 0, on peut remplacer µ̄ par µ. Ceci conclut la preuve

de la seconde déclaration dans le Théorème 4.1.11.

4.4 Exemple

On considère le système de Liénard suivant :

Xc
(a,b,ν),ε





ẋ = y − (ax+ x2

2
− x4

4
)

ẏ = ε(b− xh(x, ν))

(4.29)

avec ν = (ν1, . . . , νc)) et h(x, ν) = 1+ν1x
4 + · · ·+νcx

4c. Un tel système

de Liénard est dit de type (3, 4c+ 1).

Généralisant le résultat de [14], on veut trouver des cycles canard avec

c paramètre de cassure de codimension quelconque c ≥ 2. On prend

(a, b, ν) dans un petit voisinage A×B × C de (0, 0, 0) ∈ IR× IR× IRc

(plus tard on doit remplacer le paramètre ν par un éclatement : (ν̄, τ)).

Pour commencer on considère en premier l’équation limite pour a =

ε = 0. Cette équation limite est indépendante du paramètre (b, ν). On

a deux maxima en p1 = −1, p2 = 1. La valeur commune en ces deux

maxima est égale à 1
4

et la valeur au minimum 0 est égale à 0. Pour
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tout y ∈]0, 1
4
[, l’équation en x : {F0(x) = y} a quatres racines simples :

±
√

1 ±√
1 − 4y. Dans l’ordre de simplifier les notations, on utilise la

variable Y =
√

1 − 4y ∈]0, 1[ ( les maxima sont à la hauteur Y = 0 et

le minimum est à la hauteur Y = 1).

On va prendre les notations u, v pour dénoter les hauteurs des seg-

ments horizontaux respectivement sur la gauche et sur la droite de 0,

définis maintenant en termes de Y et non pas y. Ces coordonnées sont

différentes des précédentes par un difféomorphisme y → √
1 − 4y de

]0, 1
4
[ à ]1, 0[, et maintenant (u, v) ∈]0, 1[2. Les extrémités du segment

horizontal σl(u) sont

x1(u) = −
√

1 + u et x2(u) = −
√

1 − u.

Les extrémités du segment horizontal σr(v) sont

x̄1(v) =
√

1 − v et x̄2(v) =
√

1 + v.

On va dénoter par Γuv le cycle canard contenant les segments σl(u) et

σr(v).

L’intégrale de la divergence lente est donnée par une expression de la

forme
´

x(1−x2)2

h(x,ν)
dx. On note que :

1

h(x, ν)
= (1 +

c∑

i=1

νix
4i)−1 = 1 −

c∑

i=1

νix
4i +O(||ν||2).
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Sur tout intervalle fixé [−x0, x0] et pour une certaine norme choisie || · ||

dans IRc. Alors, il en résulte que :

x(1 − x2)2

h(x, ν)
= p(x) −

c∑

i=1

νiqi(x) +O(||ν||2),

avec p(x) = x(1 − x2)2 et qi(x) = x4i+1(1 − x2)2 pour i = 1, . . . , c.

On introduit maintenant les polynômes P (x) =
´

p(s)ds, Qi(x) =
´

qi(s)ds. Ils sont donnés par P (x) = P̄ (x2) et Qi(x) = Q̄i(x
2), avec :





P̄ (X) = 1
2
X − 1

2
X2 + 1

6
X3,

Q̄i(X) = 1
2(2i+1)

X2i+1 − 1
2i+2

X2i+2 + 1
2(2i+3)

X2i+3

pour tout entier i ≥ 1. Comme conséquence, on obtient que :





I(u, ν) = P̄ (1) − P̄ (1 + u) +
∑c

i=1 νi
(
Q̄i(1) − Q̄i(1 + u)

)
+O(||ν||2)

J(u, ν) = P̄ (1) − P̄ (1 + v) − ∑c

i=1 νi
(
Q̄i(1) − Q̄i(1 + v)

)
+O(||ν||2)

et





K(u, ν) = P̄ (0) − P̄ (1 − u) +
∑c

i=1 νi
(
Q̄i(0) − Q̄i(1 − u)

)
+O(||ν||2)

L(v, ν) = P̄ (0) − P̄ (1 − v) − ∑c

i=1 νi
(
Q̄i(0) − Q̄i(1 − v)

)
+O(||ν||2)

Pour ν = 0, il est facile de vérifier que chaque fonction I−J et K−L a
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0 comme valeur régulière, et ces deux fonctions sont divisibles par u−v.

Par le Théorème des Fonctions Implicites, il existe deux fonctions v1, v2,

avec les expansions suivantes :





v1(u, ν) = u+
∑c

i=1 νiXi(u) +O(||ν||2)

v2(u, ν) = u+
∑c

i=1 νiYi(u) +O(||ν||2)
(4.30)

elles sont C∞ pour (u, ν) ∈]0, 1[×C, telles que :





J(v1(u, ν), ν) − I(u, ν) = 0

L(v2(u, ν), ν) −K(u, ν) = 0

Mettons (4.30) dans les expressions de I − J,K − L, on obtient, pour

i = 1, . . . , c :





Xi(u) = 2
(
P̄ ′(1 + u)

)−1(
Q̄i

(
1 + u) − Q̄i(1)

)

Yi(u) = 2
(
P̄ ′(1 − u)

)−1
Q̄i

(
1 − u)

Prenons en compte que P̄ ′(X) = 1
2
(1 −X)2, on a que :

P̄ ′(1 + u) = P̄ ′(1 − u) =
1

2
u2.
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Alors on peut simplifier les expressions ci-dessus à :





Xi(u) = 4u−2
(
Q̄i(1 + u) −Qi(1)

)

Yi(u) = 4u−2Q̄i(1 − u)

pour i = 1, . . . , c.

Le déploiement de la fonction noyau pour le système est donné par :

v2(u, ν) − v1(u, ν) =
c∑

i=1

νi
(
Yi(u) −Xi(u)

)
+O(||ν||2).

On a que : Yi(u) −Xi(u) = 4u−2ξi(u) avec

ξi(u) = −Q̄i(1 − u) − Q̄i(1 + u) + Q̄i(1). (4.31)

u ∈]0, 1[, on peut prendre aussi comme déploiement de la fonction

noyau :

θ(u, ν) =
c∑

i=1

νiξi(u) +O(||ν||2). (4.32)

Notons que les fonctions ξi(u) sont des polynômes en u. C’est pour

obtenir de telles fonctions simples qu’on a choisi pour h(x, ν) un poly-

nôme égal (la raison de restreindre les monômes d’ordre multiple de 4

vont apparaître plus tard).

Parenthèse sur les systèmes de Chebychev
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On va rappeler quelques faits au sujet des systèmes de Chebychev pour

être appliquer ici à la suite Sc = {ξ1(u), . . . , ξc(u)}. Voir les détails et

les preuves dans [14].

Définition 4.4.1. Soit S = {ξ1(u), . . . , ξc(u)} une suite de c fonctions

analytiques défines sur un intervalle ]u1, u2[. Pour chaque i = 1, . . . , c

on définit le déterminant Wronskien W S
i (u) = Det

(
ds

dus ξl(u)
)s=0,...,i−1

l=1,...,i
(

bien sûr, d0

du0 ξl = ξl). On dit que S est un système de Chebychev de

longueur c si pour tout u ∈]u1, u2[ on a que : W S
1 (u) 6= 0, . . . ,W S

c (u) 6=

0. On dit que S est un système de Chebychev de longueur c en u0 ∈

]u1, u2[ si W S
1 (u0) 6= 0, . . . ,W S

c (u0) 6= 0 (dans ce cas S est un système

de Chebychev sur un certain intervalle ouvert contenant u0).

Un système de Chebychev de longueur c, a un comportement similaire

à la suite des monômes :

{1, u, . . . , uc−1}.

Par exemple, on considère une famille :

fν(u) = f(u, ν) =
c∑

i=1

νiξi(u) +O(||ν||2),

avec ν = (ν1, . . . , νc) ∈ IRc et || · || une certaine norme sur IRc (on

suppose que le terme O(||ν||2) est uniforme sur tout sous-ensemble

compact de ]u1, u2[). Comme on veut se limiter au cas νc > 0, on change
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ν par un paramètre éclaté ν̄ = (ν̄1, . . . , ν̄k−1, τ) lié à ν par νi = τ ν̄i pour

i = 1, . . . , c−1 et νc = τ. La famille fν(u) est remplacée par la famille :

f̄ν̄,τ (u) =
1

τ
fν(u) =

c−1∑

i=1

ν̄iξi(u) + ξc(u) +O(τ), (4.33)

où le terme O(τ) est uniforme si (u, ν̄) est restrient à un sous-ensemble

compact,on a le résultat suivant :

Proposition 4.4.2. Soit S = {ξ1(u), . . . , ξc(u)} un système de Cheby-

chev de longueur c sur ]u1, u2[, avec c ≥ 2. On considère une famille C∞

(4.33). Supposons que (u0, τ) ∈ [ū1, ū2] × [0, τ0], ou [ū1, ū2] ⊂]u1, u2[ et

τ0 > 0. Pour τ0 suffisamment petit, il existe une application C∞ unique

(u0, τ) ∈ [ū1, ū2] × [0, τ0] → ν̄(u0, τ) telle que

(a) La fonction fν̄(u0,τ),τ a un zéro d’ordre c− 1 en u0.

(b) Si on fixe τ et ν̄c−1 à la valeur ν̄c−1(u0, τ), la famille fν̄,τ (u) définit

un déploiement versel de la fonction fν̄(u0,τ),τ (u) en u0, avec pour

paramètre versel

(
ν̄1 − ν̄1(u0, τ), . . . , ν̄c−2 − ν̄c−2(u0, τ)

)
∼ (0, . . . , 0) ∈ IRc−2.

Si c = 2 la fonction fν(u0),τ a un zéro simple u0 et elle est stable.

Fin de la parenthèse

Un système polynômial comme Sk est en général un système de Che-

117



bychev presque en tout point u0. C’est une conséquence du résultat

suivant :

Lemme 4.4.3. On considère un système de fonctions rationnelles F =

{f1, . . . , fc}, pour c ≥ 1. On suppose que, pour i = 1, . . . , c, on a fi(u) =

aiu
ri
(
1 + o( 1

u
)
)

avec ai 6= 0 et ri ∈ IQ, tel que r1 < r2 < · · · < rc. Alors,

il existe A 6= 0, tel que le Wronskien WF
c (u) est égal à AuNc

(
1 + o( 1

u
)
)

avec A 6= 0 et

Nc = cr1 +(c−1)(r2− r1−1)+ · · ·+2(rc−1− rc−2−1)+(rc− rc−1−1).

Démonstration. Si c = 1 on a rien à prouver. On suppose que c ≥ 2. Si

on écrit fi = ϕgi pour certaines fonctions rationnelles ϕ, g1, . . . , gc, on

a que WF
c = ϕcW G

c , ou G = {g1, . . . , gc}. Cela provient de la formule

récurrente :

fi = ϕgi,
dfi
du

= ϕ
dgi
du

+
dϕ

du
gi,

d2fi
du2

= ϕ
d2gi
du2

+ 2
dϕ

du

dgi
du

+
d2ϕ

du2
gi, . . . ,

pour i = 1, . . . , c.

On peut appliquer cette remarque à ϕ = f1. On obtient que

WF
c (u) = a1u

cr1
(
1 + o(

1

u
)
)
W G
c−1(u)

ou G est le (c− 1)-système
{

d
du

(
f2
f1

)
, . . . , d

du

(
fc

f1

)}
. Comme d

du

(
fi

f1

)
est

une fonction rationnelle telle que d
du

(
fi

f1

)
(u) = ai

a1
(ri − r1)u

ri−r1−1
(
1 +
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o( 1
u
)
)
, le système G est similaire au système F (avec c−1 à la place de c

et r2−r1−1 à la place de r1). On peut alors répéter le même argument

que ci-dessus au Wronskien W G
c−1. On obtient la formule désirée pour

WF
c (u), en répétant par récurrence cette argument.

Considérons le système Sc = {ξ1, . . . , ξc} où les fonctions ξi sont don-

nées par (4.31). Comme Q̄i est un polynôme quelconque, on a que

Q̄i(X) = −Q̄i(−X), pour tout i ∈ IN et X ∈ IR. Alors :

ξi(u) = Q̄i(u− 1) − Q̄i(u+ 1) + Q̄i(1).

La fonction ξi(u) est un polynôme en u avec un terme −1
4
u2i+2 et aussi,

le système Sc = {ξ1, . . . , ξc} est une suite de polynômes d’ordre stric-

tement croissant. Comme conséquence, on peut appliquer le Lemme

4.4.3 pour chaque Wronskien WSc

i pour i = 1, . . . , c. De plus, comme

WSc

i est une fonction rationnelle, le Lemme 4.4.3, implique que cette

fonction a un nombre fini de zéros dans IR et à fortiori sur l’intervalle

]0, 1[. Finalement on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.4.4. Pour chaque c ≥ 2 le système Sc est un système

de Chebychev de longueur c pour chaque u0 ∈]0, 1[\Σc, où Σc est un

sous-ensemble de ]0, 1[.

On peut maintenant prouver le Théorème 4.1.13. Pour chaque u0 ∈

]0, 1[\Σc, on peut trouver un voisinage Wu0 de (ū0, 0) dans
(
]0, 1[\Σc

)
×
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IR+ et une application C∞ (u0, τ) → ν̄(u0, τ) définie sur
(
]0, 1[\Σc

)
×

IR+, qui vérifie les conclusions de la Proposition 4.4.2. Par unicité,

ces différentes applications sont collées dans une application défine sur

W = ∪u0Wu0 . On prend v(u0, τ) = v1(u0, ν(u0, τ)) avec ν(u0, τ) =

(τ ν̄1(u0, τ)), . . . , τ ν̄c−1(u0, τ), τ) (v1 est défini par (4.30)). Alors, une

conséquence de la Proposition 4.4.2, l’application (u0, τ) → (v, ν̄) sa-

tisfait les conclusions du Théorème 4.1.13.

Remarque 4.4.5. Le choix de la fonction h a été fait pour avoir une

vérification simple du fait que le système correspondant Sc = {ξ1, . . . , ξc}

soit génériquement un système de Chebychev : le fait que h se développe

en termes monômes d’ordre multiple de 4 implique que le ξi sont des po-

lynômes avec des ordres indépendants à +∞, comme cela a été prouvé

dans le Lemme 4.4.3. Comme on l’a vu, une conséquence facile de cette

propriété d’indépendance est que le système Sc est génériquement un

système de Chebychev. Le choix des termes monômes d’ordre égal donne

des fonctions polynômiales ξi, mais les ordres à +∞ sont dépendants

et on a pas une manière facile pour obtenir une propriété générique de

Chebychev. Bien sûr, il serait intéressant de travailler avec un polynôme

h de plus bas degré : h(x, ν) = 1 +
∑c

i=1 νix
i. Il est raisonnable de pen-

ser que même pour ce choix le système correspondant Sc = {ξ1, . . . , ξc}

est aussi génériquement un système de Chebychev. Mais dans ce cas les

fonctions ξi sont des polynômes en termes de
√

1 + u et
√

1 − u. Elles

ne sont définies (comme des fonctions réelles) en dehors de l’intervalle
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]− 1, 1[, et on ne peut pas les étudier directement à +∞. Au moins, en

calculant l’ordre des déterminants (Wronskiens) en u = 0, il est facile

de prouver le résultat pour c = 2, 3, 4 (dans [14] l’exemple pour c = 2 a

été obtenu, en utilisant le polynôme h(x, ν) = 1 + ν1x+ ν2x
3.

Conclusion

Tous les résultats obtenus dans le quatrième chapitre c’est à dire les

Théorèmes 4.1.3, 4.1.11, 4.1.13 peuvent être appliqués même dans le

cas ou le système n’est pas un système de Liénard car un système

quelconque dans le plan peut être localement mis sous une forme équi-

valente à un système de Liénard.

Le Théorème 4.1.3 sur la cyclicité fonctionne très bien quand on a

que deux paramètres de cassure, pour n paramètres on calculera 2n

intégrales de la divergence lente et les énoncés changent en conséquence.

Le problème qu’on a rencontré c’est qu’à partir de n ≥ 3 la méthode

de Khovanskii[21] utilisée dans le Théorème 4.1.3 peut être appliquée,

mais elle ne permet pas d’éliminer les fonctions exponentielles, donc le

problème de cyclicité reste ouvert.
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