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 ملخص
 

 

 

ن من  الى دراسة  الأطروحةمن خلال هذه نهدف  معتلة. العكسية و المسائل ال قسمي   

ط الاولىي لمسالة ذات    
ي المصدر والشر

ن
القسم الاول مخصص لاعادة بناء البيانات الناقصة المتمثلة ف

ح لدراستها طريقة تيخونوف المعدلة.   معادلة تكافئية حيث نقتر

ن  ي مخصص لدراسة مسألتي 
.  بالنسبة للمسألة الاولى و بهدف استكمال نقص لتفاعل المنتشر القسم الثانن

ط الاولىي 
. فكرة  الطريقة هي استبدال المسألة المعتلة اعتمدنا طريقة القيم الحدية المضافة المعدلة الشر

ط غت   ي بشر
 
ط النهان بوسيط من اجل الحصول على  موضعي بمسألة جيدة الطرح  بحيث نستبدل الشر

مستقرة.  تقريبيةحلول   

ي المصدر نقوم باعتماد طريقة 
ن
اما لدراسة المسألة الثانية وب  هدف استكمال المعطيات الناقصة و المتمثلة ف

ي حيث نقوم باعطاء تحليل نظري للمسألة المعتلة متبوع بأمثلة عددية. 
                           الاقتطاع الطيفن

                

 

 

 

طريقة القيم   , طريقة التعديل لتيخونوف  , مسائل عكسية , مسائل سيئة الطرح : الكلمات المفتاحية

.   , الحدية المضافة ي
                                                                     الاقتطاع الطيفن



Résumé

Dans le présent travail, on étudie deux classes de problèmes inverses en EDP.
• La première classe est consacrée à l’étude d’un problème parabolique abstrait mal posé.
En se basant sur la méthode de régularisation de Tikhonov, on développe une stratégie
de régularisation pour stabiliser le problème en question.
• Dans la deuxième classe, on étudie deux systèmes de réaction-diffusion mal posés.
Dans le premier problème on s’intéresse à l’identification de la condition initiale à partir
d’une donnée supplémentaire, pour régulariser le problème et neutraliser son caractère
mal posé, on propose une variante de la méthode des conditions aux limites auxiliaires.
Pour le second problème et en se basant sur la méthode de troncature spectrale, on
reconstruit le terme source et on établit des résultats de convergence. Chaque méthode
est suivie par des tests numériques validant les résultats théoriques .

Mots clés : Problèmes inverses, problèmes mal posés, systèmes de réaction-diffusion,
méthode de régularisation de Tikhonov , méthode des valeurs aux limites auxiliaires
modifiée, méthode de troncature spectrale.



Abstract

In this work we consider two classes of inverses problems.
• The first class is devoted to the study of the problem of determining an unknown
source and an unknown initial condition in an abstract parabolic problem. To neutralize
the instability of the problem a modified Tikhonov regularization method is proposed.
• In the second class, we study two inverse reaction-diffusion systems. For the first
problem we propose a simple method, based on a non-local data perturbation, known as
the auxiliary conditions method. By using this method we regularize the problem and we
establish some convergence results. For the second problem, we suggest a regularization
procedure based on the cut-off frequency method to construct the source terme. Finally,
we put end to this study by introducing some numerical examples.

Key words : Inverse problems, ill-posed problems, reaction-diffusion systems, Ti-
khonov regularization method, nonlocal boundary value method, cut-off frequency me-
thod.
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NOTATIONS PRINCIPALES  

Dans tout ce document nous avons utilisé autant que possible une notation unifiée. 

En voici la forme générale qui sera utilisée sauf mentions contraires : 

E : désigne l’espace de départ pour l’opérateur A  qui est un espace de Banach. 

F : désigne l’espace d’arrivé pour l’opérateur A  qui est un espace de Banach. 

H : un  espace de Hilbert. 

(. , .) : désigne le produit scalaire associé à l’espace H  . 

‖.‖ : désigne la norme associée à l’espace H. 

L(E, F) :  l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de E dans F. 

L(E) :  l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de E dans E. 

‖.‖ L(E, F)  : désigne la norme de la convergence  uniforme. 

D(A) : le domaine de A . 

N(A) : le noyau de A. 

R(A) : l’ image de A. 

G(A) : le graphe de A. 

A* : l’adjoint de l’opérateur A. 

A-1 : l’inverse de l’opérateur A. 

 
 
 
 



Introduction

0.1 Thématique de la thèse

Dans la nature, les systèmes et phénomènes physiques les plus intéressants
sont aussi les plus complexes à étudier. Ils sont souvent régis par un grand

nombre de paramètres interagissant entre eux. Pour représenter ces phénomènes
physiques on utilise des modèles mathématiques. Ces modèles utilisent très sou-
vent des systèmes d’équations aux dérivées partielles. La résolution de ces équations
constitue ce que l’on appelle le problème direct. Cela ne peut se faire que si tous les
paramètres du système sont connus, les conditions initiales et aux limites, les para-
mètres intervenant dans les équations, ainsi que le domaine spatial. Lorsque l’une
(ou plusieurs) des composantes du problème est manquante l’équation ne peut plus
être résolue sans informations complémentaires et la résolution de l’équation n’est
plus directe mais inverse.
La définition des problèmes inverses n’est pas simple. On peut les caractériser de
façon stricte par des définitions mathématiques pour chaque problème. D’après
J.B.Keller [59], deux problèmes sont dits inverses l’un de l’autre si la formulation
de l’un met l’autre en cause. Une définition plus opérationnelle est qu’un problème
inverse consiste à déterminer des causes à partir de la connaissance des effets. Ce
problème est l’inverse du problème dit direct, consistant à déduire les effets à partir
de la connaissance des causes, ce à quoi nous sommes plus souvent habitués [60].
Du point de vue mathématique, ces problèmes (inverses) se répartissent en deux
grandes classes. D’une part, il y a les problèmes linéaires qui se ramènent à la ré-
solution d’une équation intégrale de première espèce dans le cas continu ou à la
résolution d’un système dans le cas discret. Le recours à l’analyse fonctionnelle et à
l’algèbre linéaire permet d’obtenir des résultats précis et des algorithmes efficaces.
D’autre part, il y a les problèmes non-linéaires, qui sont le plus souvent des ques-
tions d’estimation de paramètres dans des équations différentielles ou aux dérivées
partielles. Les problèmes non-linéaires peuvent se diviser en deux catégories selon la
nature du paramètre qu’on cherche à estimer (un vecteur ou une fonction).
Dans la pratique la problématique inverse constitue une thématique extrêmement
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vaste, présente dans de nombreux domaines qui peuvent être très différents les uns
des autres, on peut citer par exemple l’identification des sources de pollution à partir
d’un faible nombre de mesures de concentrations, en sismologie : localiser l’origine
d’un tremblement de terre à partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques
réparties sur la surface du globe terrestre, en météorologie : l’évolution de la météo
à plus au moins long terme repose sur l’identification des conditions initiales grâce à
l’ensemble des données disponibles : les données d’observation (température, vent,...)
et les données issues de précédentes prévisions météorologiques, l’imagerie médicale
est aussi l’un des domaines les plus impliqués dans ce type de problèmes.
Les problèmes inverses constituent donc l’un des sujets où le lien entre la théorie
mathématiques et la pratique est le plus fort. Toutefois, malgré son omniprésence
dans nombreux domaines, la résolution des problèmes inverses est une problématique
qui reste encore aujourd’hui très complexe. Cette complexité provient du caractère
mal posés, que partagent les problèmes inverses par opposition aux problèmes di-
rects. Jacques Hadamard a proposé dans son ouvrage célèbre [98] une définition des
problèmes bien-posés, qui rassemble les conditions pour que la résolution de ceux-ci
soit robuste. Un problème est dit bien-posé au sens d’Hadamard lorsque : la solution
existe, elle est unique et stable, c’est à dire elle dépend continûment des données. Si
l’une de ces trois conditions n’est pas satisfaite, le problème est considéré mal-posé.
Le fait que la solution d’un problème inverse puisse ne pas exister n’est pas une
difficulté sérieuse. Il est habituellement possible de réétablir l’existence en relaxant
la notion de solution (procédé classique en mathématiques). La non-unicité est un
problème plus sérieux. Si un problème a plusieurs solutions, il faut un moyen de
choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations supplémentaires (une
information à priori). L’absence de la stabilité de la solution peut engendrer et am-
plifier un taux d’erreur dans la résolution, en particulier en vue d’une résolution
numérique. En effet, si la solution ne dépend pas continûment des données d’entrée
du problème, cela signifie qu’une faible variation de ces données peut générer d’im-
portantes variations dans la solution.

Une autre difficulté dans la résolution des problèmes inverses est qu’elle demande
souvent une bonne connaissance du problème direct, ce qui se traduit par le fait que
dans l’étude de chaque problème inverse on a recours à des éléments spécifiques à ce
dernier. Ceci balaie donc l’idée d’une grande méthode ”miracle” valable pour tous les
problèmes inverses. Il existe toutefois, quelques techniques et méthodes pour traiter
ces problèmes et surmonter leurs difficultés, parmi ces méthodes on a les procédures
de régularisation. La méthode de régularisation due initialement à Tikhonov [99]
consiste à remplacer le problème initial mal posé par un autre proche du premier et
bien posé de sorte que l’erreur commise soit compensée par le gain de la stabilité.
Dans la littérature mathématiques différentes méthodes de régularisation ont été
proposées pour résoudre les problèmes inverses mal-posés. On cite par exemple la
méthode de régularisation de Tikhonov [99], la méthode de quasi-réversibilité ( Q.R.
method ) introduite par Lattes et Lions [68] et développée dans les travaux de L.
E. Payne [83], [84], R.E Showaler [95], [96], [97], K. Miller [77], la régularisation par
conditions non locales ( Q.B.V. method), introduite par Abdulkarimov [1] et utilisée
par P.N. Vabishchevich [102], I.V. Melnikova et al ( [56], [75], [76] ), D.N Hào [51],
R.E. Showalter ([97], 1982 ) , G.W. Clark([19], 1994 ) et V.K. Ivanov ([56], 1995 ),
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la méthode itérative alternative proposée par Kozlov et Maz’ya ( [64], [63] ).

Dans le présent travail, nous traitons certaines classes de problèmes inverses linéaires,
en se basant sur des méthodes de régularisation

0.2 Contenue de la thèse

La thèse est composée d’une introduction et de quatre chapitres. Elle est orga-
nisée comme suit :

• Dans l’introduction on décrit le contexte de l’étude abordée, développe la
problématique et cite certaines méthodes de régularisation proposées dans la
littérature, pour traiter les problèmes inverses mal-posés.

• Dans le premier chapitre, on introduit quelques résultats et théorèmes d’ana-
lyse fonctionnelle nécessaires pour l’étude, ainsi que certains outils d’analyse
des problèmes inverses et mal-posés, indispensables à une bonne compréhen-
sion du domaine de recherche abordé.

• Le deuxième chapitre traite un problème inverse engendré par une équation
parabolique. En utilisant une procédure de régularisation basée sur la méthode
de Tikhonov, nous reconstruisons les données manquantes (condition initiale
et terme source) et nous établissons certaines estimations d’erreur. Le chapitre
se termine par des exemples numériques justifiant les résultats théoriques. Les
résultats obtenus dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication de caté-
gorie A dans la revue : Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta,
181-204. [93]

• Dans le troisième chapitre, nous étudions un problème mal posé engendré par
un système de réaction diffusion. En se basant sur une variante de la méthode
des valeurs aux limites auxiliaires, il régularise le problème et établit certains
résultats de convergence. L’étude est achevée par des tests numériques validant
les résultats théoriques.

• Le chapitre quatre est consacré à la régularisation d’un problème inverse
d’identification de source dans un système de réaction diffusion. Pour l’étude
numérique du problème direct, nous adoptons la méthode des différences finies
et pour l’étude du problème inverse, nous utilisons la méthode de troncature
spectrale, qui nous permet de construire une solution approchée stable du pro-
blème en question. Les résultats théoriques sont suivis par des tests numériques
illustrant la précision et l’efficacité de la méthode utilisée.

La thèse est clôturée par une conclusion et des perspectives. Le présent travail est

une extension des travaux [26]-[27] dans lesquels des systèmes de diffusion ont été

traités.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions, notions et résultats qui seront uti-

lisés par la suite dans notre étude ou qui seront nécessaires à une bonne compréhension

de celle-ci, pour plus détails nous renvoyons le lecteur aux références : [15], [25], [31],

[32], [36], [60], [65], [85].

1.1 Éléments de la théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 L’opérateur A : D(A) ⊂ H → H est dit

• symétrique lorsque (Au, v) = (u,Av),∀u, v ∈ D(A),

• aut-adjoint si A = A∗, i.e D(A) = D(A∗) et (u,Av) = (Au, v), ∀u, v ∈ D(A).

Définition 1.1.2 On dit qu’un opérateur linéaire A : E → F est borné s’il est

continu, autrement dit :

∃c > 0,∀x ∈ E, ‖Ax‖ ≤ c‖x‖.

Théorème 1.1.1 (Théorème d’isomorphisme de Banach)

Si A ∈ L(E,F ) est bijectif alors A−1 ∈ L(F,E).

Proposition 1.1.1 Soit A ∈ L(E). Si ‖A‖L(E) < 1, alors I −A est inversible dans

L(E) et

(I −A)−1 =
∑
n≥0

An.
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Proposition 1.1.2 Soit A ∈ L(H). Il existe un unique opérateur A∗ ∈ L(H) tel

que ∀u, v ∈ H, (Au, v) = (u,A∗v). De plus,

1. ‖A∗‖L(H) = ‖A‖L(H),

2. si A est inversible dans L(H), alors A∗ est aussi inversible dans L(H) et

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Définition 1.1.3 Un opérateur P ∈ L(H) est appelé un projecteur lorsque P 2 = P.

Si de plus P ∗ = P, on dit que P est un projecteur orthogonal.

Proposition 1.1.3 Soit A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors pour tout

u ∈ H,

1. (Au, u) ∈ R,

2. ‖A‖L(H) = sup{(Au, u) : ‖u‖ = 1}.

Définition 1.1.4 Un opérateur A : D(A) ⊂ E → F est dit fermé si son graphe

est fermé dans E × F, i.e, pour toute suite (xn) ⊂ D(A) telle que xn → x ∈ E et

Axn → y ∈ F. Alors x ∈ D(A) et y = Ax.

Un opérateur linéaire est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Théorème 1.1.2 (Théorème du graphe fermé)

Soit A un opérateur linéaire défini de E dans F, alors A est continu si et seulement

s’il est fermé.

Théorème 1.1.3 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et soit A : D(A) ⊂

H1 → H2 un opérateur fermé, avec D(A) = H1. Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) R(A) est fermé.

(ii) R(A∗) est fermé.

(iii) R(A) = N(A∗)⊥.

(iv) R(A∗) = N(A)⊥.
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1.1.2 Spectre et résolvante d’un opérateur non-borné

Définition 1.1.5 Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur fermé à domaine dense.

• On appelle spectre de A la partie de C défini par

σ(A) = {λ ∈ C : λI −An’est pas inversible dans L(H)}.

Les éléments de σ(A) sont appelés valeurs spectrales de A.

• L’ensemble C− σ(A) est appelé ensemble résolvant de A et est noté ρ(A), qui est

un ouvert de C.

Si λ ∈ ρ(A), on définit la résolvante de A au point λ par Rλ(A) = (λI −A)−1.

Pour tout λ, µ ∈ ρ(A), on a la formule de l’identité de la résolvante ;

Rλ(A)Rµ(A) = (µ− λ)(Rλ(A)−Rµ(A).

• L’application λ→ Rλ(A) (λ ∈ ρ(A)) est analytique sur ρ(A).

• L’opérateur (λI −A) peut ne pas être injectif et dans ce cas λ est une valeur

propre.

L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre ponctuel de A et est noté

σp(A).

Un vecteur x non nul tel que Ax = λx est appelé vecteur propre de A associé à la

valeur propre λ.

La multiplicité de la valeur propre λ est la dimension de N(λI −A).

• Si λ ∈ σ(A)− σp(A), alors R(λI −A) est injectif mais non surjectif.

Deux cas se présentent :

. Si R(λI −A) n’est pas dense, on dit que λ ∈ σr(A) le spectre résiduel de A.

. Si R(λI −A) est dense, on dit que λ ∈ σc(A) le spectre continu de A.

Théorème 1.1.4 Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur auto-adjoint. Alors

1. σ(A) ∈ R,

2. σr(A) = ∅,
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3. si A est coercif i.e il existe m > 0 telle que

∀x ∈ D(A), (Ax, x) ≥ m‖x‖2,

alors σ(A) ⊂ [m,+∞[.

Théorème 1.1.5 Soient H un espace de Hilbert et A ∈ L(H) un opérateur auto-

adjoint. On pose

m = inf
‖x‖=1

(Ax, x), M = sup
‖x‖=1

(Ax, x).

Alors

1) m,M ∈ [−‖A‖, ‖A‖],

2) m,M ∈ σ(A),

3) σ(A) ⊂ [m,M ],

4) ‖A‖ = sup{|(Ax, x)|, x ∈ Het ‖x‖ = 1}, en particulier ‖A‖ = max{|m|, |M |}.

Corollaire 1.1.1 Si A ∈ L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors

‖A‖ = max
λ∈σ(A)

| λ |.

Proposition 1.1.4 Soient A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint, σ(A) le spectre de

A. Pour f, g ∈ C(σ(A),K), on a :

1) (λf + µu)(A) = λf(A) + µg(A),

2) (f.g)(A) = f(A).g(A),

3) (f(A))∗ = f(A),

4) f (σ(A)) = σ (f(A)) ,

5) l’opérateur f(A) est auto-adjoint positif si et seulement si f(A) ≥ 0.

1.1.3 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com-
pacts

Un résultat classique d’algèbre linéaire affirme qu’en dimension finie tout opérateur

auto-adjoint est diagonalisable dans une base orthonormée. Le but de cette section

est de généraliser ce résultat en dimension infinie mais, pour ce faire, il est nécessaire

d’ajouter une hypothèse de compacité et donc de considérer des opérateurs auto-

adjoints compacts.
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Définition 1.1.6 Soit A ∈ L(E,F ), on dit que A est compact si A(BE) est une

partie compacte de F, où BE est la boule unité fermée de E.

On note par K(E,F ) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

. Dans le cas ou E = F, on note simplement cet espace par K(E).

. L’ensemble des opérateurs compacts K(E,F ) est un sous-espace vectoriel fermé

de L(E,F ).

Proposition 1.1.5 Soit A ∈ L(E,F ). Alors les conditions suivantes sont équiva-

lentes

1. A est compact,

2. pour tout ensemble B borné, A(B) est compact,

3. si (xn)n∈N est une suite bornée de E, alors (Axn)n∈N admet une valeur d’adhérence.

Proposition 1.1.6 Soient E,F et G trois espaces de Banach, A ∈ L(E,F ) et

B ∈ L(F,G), alors si A ou B est compact, AoB ∈ K(E,G).

Corollaire 1.1.2 Si E est de dimension infinie. Alors l’opérateur identité n’est pas

compact.

Définition 1.1.7 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Une application

A ∈ L(E,F ) est dit de rang fini si dimR(A) <∞.

Remarque 1.1.1 Tout opérateur de rang fini est compact : A(BE) est un fermé

borné de l’espace de dimension fini R(A) est donc compact.

Proposition 1.1.7 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Alors A ∈ K(H1, H2)

si et seulement s’il existe une suite An ∈ L(H1, H2) de rang fini telle que

lim
n→∞

‖An −A‖L(H1,H2) = 0.

Théorème 1.1.6 (Spectre d’un opérateur compact)

Soit A ∈ K(H), avec dim(H) =∞. Alors, on a :

1. 0 ∈ σ(A),

2. σ(A)− {0} = σp(A)− {0},
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3. l’une des situations suivantes :

− ou bien σ(A) = {0},

− ou bien σ(A)− {0} est fini,

− ou bien σ(A)− {0} est une suite qui tend vers zéro.

Définition 1.1.8 Soit (H, (., .)) un espace de Hilbert. Une famille ((ei)i∈I) de vec-

teurs de H est dite

1. orthonormée si (ei, ej) = 0 pour tous i, j ∈ I, tels que i 6= j, et (ei, ei) = 1

pour tout i ∈ I,

2. totale si vect((ei)i∈I) (le sous espace engendré par (ei)i∈I) est dense dans H.

On appelle base hilbetienne de H une famille orthonormée totale de vecteurs

de H.

Théorème 1.1.7 Tout espace de Hilbert séparable i.e ( admettant un sous ensemble

dense et dénombrable) admet une base hilbertienne.

Théorème 1.1.8 ( Théorème spectral des opérateurs compacts auto-adjoints)

Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit A ∈ K(H) un opérateur auto-adjoint.

Alors H admet une base hilbertienne (en)n∈N∗ formée de vecteurs propres de A, de

sorte que

Ax =
∞∑
n=1

λn(x, en)en, ∀x ∈ H,

où λn est la valeur propre associée à en pour chaque n ∈ N∗.

Définition 1.1.9 Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur non borné. On dit que A

est à résolvante compacte s’il existe λ ∈ ρ(A) tel que Rλ(A) soit compacte.

I Le résultat suivant nous permet de déterminer le spectre des opérateurs dont la

résolvante est compacte. Plus précisément, il affirme que le spectre de tels opérateurs

est discret. (valeurs propres isolées et espaces propres de dimension finie).

Théorème 1.1.9 Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur auto-adjoint à résolvante

compacte. Alors il existe une base hilbertienne dans H, (ϕn)n∈N∗ ⊂ D(A) et une
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suite réelle (µn)n∈N∗ telles que |µn| → ∞ et Aϕn = µnϕn, pour n ≥ 1.

De plus

D(A) = {u ∈ H :
∞∑
n=1
|(u, ϕn|2 <∞},

Au =
∑
n≥1

µn(u, ϕn)ϕn.

1.2 Semi-groupes

Cette classe d’opérateurs devellopée dans les années quarante, permet de résoudre

plusieurs types d’équations aux dérivées partielles.

Notons par E l’espace de Banach et {T (t)}t≥0 est une famille d’opérateurs linéaires

bornés définis sur E.

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1 La famille {T (t)}t≥0 est appelée semi-groupe si on a :

1. T (0) = I,

2. ∀s, t ∈ R+, T (t+ s) = T (t)T (s).

Définition 1.2.2 Un semi-groupe {T (t)}t>0 est dit fortement continu, et est noté

C0-semi-groupe, si T (t) est continue pour la topologie forte d’opérateurs sur L(E),

i.e.

lim
t→0+

‖T (t)x− x‖ = 0, pour toutx ∈ E.

Proposition 1.2.1 Soit {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe. Alors il existe des constantes

réelles ω ∈ R, M ≥ 1 telle que

∀t ≥ 0, ‖T (t)‖L(E) ≤Meωt.

• Si ω = 0, M = 1, {T (t)}t>0 est dit C0-semi-groupe de contractions.

Corollaire 1.2.1 Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe. Alors pour tout x ∈ E, t →

T (t)x est une fonction continue de R+ dans E, i.e pour tout t0 ∈ R+

lim
t→t0
‖T (t)x− T (t0)x‖ = 0.
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Définition 1.2.3 Le générateur infintésimal du C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 est l’opérateur

A défini par :

D(A) := {x ∈ E : lim
h→0+

T (h)x− x
h

existe dans E},

Ax = lim
h→0+

T (h)x− x
h

, x ∈ D(A).

D(A) est non vide (0 ∈ D(A))et est un sous-espace vectoriel de E. A est clairement

linéaire de D(A) dans E.

Proposition 1.2.2 Soit A le générateur infinitisémal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0

dans E. Alors on a les propriétés suivantes :

(i) ∀t ≥ 0, ∀x ∈ E, lim
h→0+

1
h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x,

(ii) ∀t ≥ 0, ∀x ∈ E, on a :∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A), et A(

∫ t

0
T (s)xds) = T (t)x−x, pour tout 0 ≤ s ≤ t <∞,

(iii) ∀t ≥ 0, ∀x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et t → T (t)x est différentiable sur R+

avec
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax,

(iv) ∀s, t ≥ 0, ∀x ∈ D(A),

T (t)x− T (s)x =
∫ t

s
AT (τ)xdτ =

∫ t

0
T (τ)Axdτ,

(v) A est un opérateur fermé à domaine dense.

Proposition 1.2.3 Soit A de domaine D(A) le générateur infinitisémal d’un C0-

semi-groupe {T (t)}t≥0 . Alors on a :

∞⋂
n=1

D(An) = E,

où D(An) est le domaine de An.

Définition 1.2.4 Un semi-groupe {T (t)}t≥0 est dit semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs linéaires bornés si

lim
t→0+

‖T (t)− I‖L(E) = 0.
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Remarque 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Alors

etA =
∞∑
n=0

tn

n!A
n.

I Le théorème suivant détermine la condition nécessaire et suffisante pour qu’un

opérateur A soit le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Hille-Yosida)

Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est le générateur infinitésimal d’un C0-

semi-groupe de contractions {T (t)}t≥0, sur E si et seulement si

(1) A est fermé et D(A) = E,

(2) R+ ⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0, on a

‖Rλ(A)‖L(E) ≤
1
λ
.

Corollaire 1.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contrac-

tions {T (t)}t≥0 sur E. Alors

{λ ∈ C : Re(λ) > 0} ⊂ ρ(A),

et pour tout λ ∈ C tel que Re(λ) > 0,

‖Rλ(A)‖L(E) ≤
1

Reλ
.

Corollaire 1.2.3 Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est le générateur in-

finitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 sur E, vérifiant ‖T (t)‖L(E) ≤ eωt si et

seulement si

(1) A est fermé et D(A) = E,

(2) ]ω,+∞[⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈]ω,∞[, on a

‖Rλ(A)‖L(E) ≤
1

λ− ω
.

Pour un semi-groupe fortement continu quelconque, on donne le théorème suivant

Théorème 1.2.2 Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est le générateur in-

finitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur E vérifiant ‖T (t)‖L(E) ≤ Meωt si et

seulement si
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(1) A est fermé et D(A) = E,

(2) ]ω,+∞[⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈]ω,∞[, on a

‖(Rλ(A))n‖L(E) ≤
M

(λ− ω)n , n = 1, 2, ...

Il est important de préciser qu’il existe de nombreuses définitions équivalentes pour

les opérateurs sectoriels. On utilisera ici celle donnée dans [45].

Définition 1.2.5 Un opérateur linéaire A sur E est dit sectoriel s’il est fermé et

s’il existe θ ∈]0;π[ tel que σ(A) ⊂ Sθ et sup
λ∈C−Sθ

‖(λA− λI)−1‖ <∞,

Sθ est le secteur défini par

Sθ = {z ∈ C : |arg(z)| < θ}.

Corollaire 1.2.4 .[52]

(1) Si A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach, alors A est

sectoriel,

(2) si A est un opérateur auto-adjoint à domaine dense dans un espace de Hilbert,

et s’il est borné infirieurement, alors A est sectoriel.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Définition 1.2.6 Soit θ ∈]0, π2 [, on dit que l’application S : Sθ ∪ {0} → L(E) est

un semi-groupe analytique si

1. S(0) = Id,

2. S(z1 + z2) = S(z1)S(z2) pour tout z1, z2 dans Sθ,

3. pour tout x ∈ E, S(z)x est continue en 0,

4. l’application z → S(z) est analytique dans Sθ.

Théorème 1.2.3 Si A est un opérateur sectoriel, alors −A est le générateur infi-

nitésimal d’un semi-groupe analytique noté {e−tA}t≥0, tel que

e−tA = 1
2πi

∫
Γ
(λ+A)−1eλtdλ,

où Γ est un contour dans l’ensemble résolvant ρ(−A) avec arg λ→ ±θ quand |λ| →

+∞ pour certain θ ∈ (π2 , π).
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1.3 Problèmes inverses et régularisation

1.3.1 Problèmes inverses

Un problème inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains para-

mètres (ou inconnues) d’un modèle doivent être identifiées à partir d’observations

(ou mesures) du phénomène. C’est également en quelques sortes le contraire d’un

problème direct : supposons que l’on dispose d’un modèle. Si on se fixe des valeurs

pour les paramètres du modèle, on peut alors faire tourner le modèle, en déduire

une trajectoire et l’observer.

Étant donné un phénomène physique, l’analyse de ce dernier consiste en général à

déterminer une grandeur non directement observable x(r) à partir d’un ensemble fini

de mesures d’une grandeur observée y(u) dépendant de paramètre θ selon le modèle

M(y(u), x(r), θ) = 0. (1.1)

Parfois le modèle est explicite i.e.,

y(u) = M(x(r), θ).

Nous pouvons dire que

• connaissant M, θ, x, le calcul de y est un problème direct,

• connaissant M, θ, y, le calcul de x est un problème inverse,

• connaissant M,x, y, le calcul de θ est un problème inverse d’identifications de

paramètres.

Si M est un opérateur linéaire, la relation peut s’écrire soit comme

y = Mx,

où M est une matrice dans le cas discret, soit comme une intégrale de Fredholm dite

de première espèce

y(u) =
∫
x(r)h(r, u)dr,

où h(r, u) est appelé noyau de Green.

Dans le présent travail, on s’intéresse à certaines classes de problèmes inverses li-

néaires. Afin de mieux cerner les difficultés inhérentes à la résolution des problèmes

inverses, on introduit la notion de problème bien et mal-posé.
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1.3.2 Caractère mal-posé des problèmes inverses et régularisation

En étudiant les équations aux dérivées partielles et leur résolution, Jacques Ha-

damard [46] a proposé une définition des problèmes bien posés, qui rassemble les

conditions pour que leur résolution de soit robuste.

Soient X et Y deux espaces munis de topologies, on considère le problème abstrait

suivant :

Ku = y, (1.2)

où y ∈ Y,

u est cherché dans X.

On dira que le problème (1.2) est bien posé au sens d’Hadamard si et seulement si :

i) pour tout y de Y, il existe une solution à (1.2),

ii) cette solution est unique dans X,

iii) la dépendance de u vis à vis de y est continue (pour les topologies de X et Y ).

IOn voit que le caractère bien posé d’un problème qualifie en fait le triplet (K,X, Y ).

De façon évidente : la condition i) impose que K soit surjectif : K(X) = Y,

la condition ii) impose que K soit injectif, si bien que l’ensemble des deux conditions

nécessite que K soit inversible. La dernière condition n’est autre que la continuité

de l’opérateur inverse de K pour les topologies de X et Y .

Un problème ne satisfaisant pas les trois conditions d’Hadamard est dit mal posé.

En pratique les problèmes inverses sont mal posés : ils ne vérifient souvent pas l’une

ou l’autre de ces conditions, voire les trois ensembles. Le fait que la solution d’un

problème inverse puisse ne pas exister n’est pas une grande difficulté. Il est habituel-

lement possible de rétablir l’existence en relaxant la notion de solution. Par exemple,

dans le cas d’un système linéaire surdéterminé Kx = y, en redéfinissant le problème

avec moins d’équations ou en cherchant la solution au sens des moindres carrés.

Deuxièmement, la non-unicité est un problème un peu plus sérieux. Si un problème

a plusieurs solutions, il faut un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut dis-

poser d’informations supplémentaires (une information a priori). Troisièmement, le

manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en vue
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d’une résolution approchée ou numérique.

Dans ce qui suit, on expose le caractère mal-posé par l’exemple suivant.

Exemple.

Soit le problème


∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0, (x, y) ∈ R× [0,∞),
u(x, 0) = 0, x ∈ R,
∂u(x,0)
∂y = 1

n sin(nx) = gn(x),
(1.3)

il est clair de voir que u(x, y) = 1
n2 sin(nx) sinh(ny) est la solution du problème (1.3).

On remarque que

sup
x∈R
|gn(x)| = 1

n
→ 0, n→∞,

par contre

sup |u(x, y)| = 1
n2 sinh(ny)→∞, n→∞, pour tout, y > 0.

Ce qui prouve que le problème est mal-posé.

Pour traiter un problème inverse il convient de disposer d’éléments précis pour eva-

luer et juger les instabilités causées par l’opérateur associé au problème considéré.

Pour ce but, on introduit la notion de décomposition en valeurs singulières, qui

généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-adjoints.

1.4 Décomposition en valeurs singulières des opérateurs
compacts

Soient X et Y deux espaces de Hilbert séparables. Considérons le problème inverse

Kx = y, (1.4)

où K : X → Y est un opérateur linéaire compact.

Définition 1.4.1 Soit K ∈ L(X,Y ) un opérateur compact. On appelle valeur sin-

gulière de l’opérateur K, le nombre réel positif µ =
√
λ, où λ est la valeur propre de

l’opérateur auto-adjoint compact K∗K.
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Théorème 1.4.1 Soient K ∈ L(X,Y ) un opérateur compact et (µn)n la suite des

valeurs singulières de K. Alors il existe deux systèmes orthonormés (ϕn) ⊂ X et

(ψn) ⊂ Y tels que

Kϕn = µnψn, et, K∗ψn = µnϕn,∀n ∈ N∗.

Pour tout u ∈ X, on a la décomposition suivante

u =
∞∑
n=1

(u, ϕn)ϕn + Pu,

où P désigne la projection de X sur N(K) (noyau de K) et

Ku =
∞∑
n=1

µn(u, ϕn)ψn.

(µn, ϕn, ψn) est appelé système singulier de K.

Remarque 1.4.1 Le comportement de valeurs singulières aide à déterminer le degré

de complixeté du problème mal-posé :

• Si la suite des valeurs singulières (µn)n∈N∗ possède un comportement polynomial,

i.e.

(µn)n∈N∗ ∼ ( 1
n

)−βn∈N∗ , β > 0,

le problème est dit moyennement mal-posé.

• Si la suite (µn)n∈N∗ décroit exponentiellement vers zéro, i.e.

µn ≤ (e−nβ ), β > 0, n ∈ N∗

on parlera d’un problème sévèrement mal-posé.

On présente dans ce qui suit un exemple d’un opérateur pour lequel on peut déterminer

les valeurs singulières.

Exemple.

Soit A : L2(0, 1)→ L2(0, 1), l’opérateur défini par

Ax(t) =
∫ t

0
x(s)ds.
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Pour tout y ∈ L2(0, 1), on a

(Ax, y) =
∫ 1

0

∫ t

0
x(s)y(t)dsdt =

∫ 1

0

(∫ 1

s
y(t)dt

)
x(s)ds = (x,A∗y.)

D’où l’opérateur adjoint est donnée par

A∗y(t) =
∫ 1

t
x(s)ds.

Pour tout u ∈ L2(0, 1), on définit

A∗Au(t) =
∫ 1

t

∫ s

0
u(τ)dτds.

Il est alors possible de démontrer que le système singulier (µn, ϕn, ψn)n∈N∗ associé

à cet opérateur est défini par

µn = 2
(2n− 1)π , ϕn(x) =

√
2 cos

(2n− 1
2 πx

)
, ψn(x) =

√
2 sin

(2n− 1
2 πx

)
,

on remarque que (µn) ∼ ( 1
n), la décroissance des valeurs singulière est polynomiale,

donc le problème est moyennement mal-posé.

Théorème 1.4.2 (Picard, [65])

Soit K : H1 → H2 un opérateur linéaire compact de système singulier (µn, ϕn, ψn).

L’équation

Kx = y

est resoluble si et seulement si y ∈ N(A∗)⊥ = R(A) et vérifie
∞∑
n=1

1
µ2
n

|(y, ψn)Y |2 <∞.

Dans ce cas

x =
∞∑
n=1

1
µn
|(y, ψn)Y ϕn + x0, x0 ∈ N(A) (1.5)

est la solution de l’équation (1.4)

Le théorème de Picard illustre bien la nature mal-posé de l’équation (1.4). En effet,

un second membre perturbé

yδ = y + δψn,

donne la solution

xδ = x+ δ
ϕn
µn
.
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Alors le rapport
‖xδ − x‖X
‖yδ − y‖Y

= 1
µn
,

veut dire que l’erreur sur la solution est amplifiée par l’inverse de la plus petite valeur

singulière par rapport à l’erreur sur la donnée. Dans le cas où cette petite valeur

singulière est petite, cette amplification peut devenir dramatique, ce qui explique

l’instabilité rencontrée lors de la résolution du problèmes mal-posés.

1.4.1 Régularisation

Pour résoudre les problèmes inverses et contourner leurs instabilités, on a recours

à l’utilisation des méthodes dites de régularisation dont le principe consiste à sub-

stituer au problème mal-posé une suite de problèmes bien-posés dépendant d’un

paramètre dit de régularisation. Les solutions approchées de ces derniers deviennent

stables vis à vis des données perturbées.

Avant d’introduire certaines méthodes de régularisation utilisées dans le présent tra-

vail, on commence par introduire la notion de schéma régularisant.

Schéma régularisant

Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, K : H1 → H2 un opérateur linéaire.

Idéalement, on souhaite utiliser une donnée y ∈ H2 pour trouver la solution du

problème (1.4). d’un point de vu pratique, ce n’est pas malheureusement toujours

possible, seule une mesure approximative de y est disponible. Donc, connaissant la

donnée y à une ereur δ près, notée yδ, i.e.,

‖y − yδ‖ ≤ δ,

on souhaite résoudre le problème

Kxδ = yδ. (1.6)

La résolution de l’équation (1.6) préserve des difficultés de stabilité liée à l’opérateur

inverse K−1. Pour pallier à ce problème une approximation Rα est introduite, telle

que xδα = Rαy
δ soit une solution approchée stable du problème (1.6).
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Définition 1.4.2 (Stratégie de régularisation)

Soient X et Y deux espaces normés, K : X → Y un opérateur linéaire borné injectif.

La famille des opérateurs linéaires bornés Rα : Y → X,α > 0, telle que

lim
α→0

RαKx = x, x ∈ X (1.7)

est appelée «Schéma régularisant» de l’opérateur K, α est le paramètre de régularisation.

Remarque 1.4.2 Pour un opérateur compact K en dimension infinie :

• la famille d’opérateurs (Rα) ne peut pas être uniformement bornée par rappport à

α, autrement dit, il existe une suite (αk) telle que ‖Rαk‖ → ∞ lorsque k →∞.

• La convergence Rαy → K−1y n’est pas uniforme, c’est à dire qu’il n’y a pas de

convergence de RαK vers l’identité au sens de la norme des opérateurs.

I Soit xδα = Rαy
δ une approximation de la solution x du problème y = Kx. On a

‖xδα − x‖ = ‖Rαyδ −Rαy +RαKx− x‖ ≤ δ‖Rα‖+ ‖RαKx− x‖.

Cette inégalité montre que l’erreur se compose de deux termes :

(i) Un premier terme dû aux erreurs sur la donnée multiplié par ‖Rα‖, qui tend vers

l’infini lorsque α→ 0.

(ii) Un second terme dû à l’approximation de la solution exacte et qui tend vers

zéro lorsque α tend vers zéro. Nous voyons donc bien la nécessité d’adapter le

paramètre de régularisation au niveau de bruit présent dans les données.

• Une stratégie de régularisation peut se concevoir de deux façon :

- Une stratégie de régularisation à priori : si l’on possède une estimation du niveau

de bruit, on peut en déduire comment il faut choisir α = α(δ), dans ce cas le

choix de α ne dépend pas de la donnée perturbée.

- Une stratégie de régularisation à posteriori : elle consiste à estimer au cours de

calcul la valeur convenable du paramètre, en utilisant les données disponibles,

α = α(δ, yδ). Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter ([35],[50]).

• Soit K est un opérateur compact dont le système singulier est (µn, ϕn, ψn)n∈N∗ .

L’idée de régularisation dans ce cas est de régulariser le problème en amortissant ou

en filtrant l’influence du rapport 1
µ dans l’identité (1.5).
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En effet on a le théorème suivant :

Théorème 1.4.3 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert séparables et K : H1 →

H2 un opérateur linéaire injectif compact de système singulier (µn, ϕn, ψn)n∈N∗ , et

soit q : (0,∞) × (0, ‖K‖) → R une fonction bornée telle que pour tout α > 0, il

existe une constante positive C(α), vérifiant

|q(α, µ)| ≤ C(α)

et

lim
µ→0

q(α, µ) = 1,

avec 0 ≤ µ ≤ ‖K‖. Alors la famille d’opérateurs linéaires bornés Rα : H2 → H1, α >

0, définis par :

Rαy =
∞∑
n=1

1
µn
q(α, µn)(y, ψn), y ∈ H2,

décrit un schéma régularisant avec ‖Rα‖ ≤ C(α).

Donc q(α, µ) joue le rôle d’un filtre : on la souhaite proche de 1 si µ est grand, et

telle que q(α,µ)
µ reste borné lorsque µ→ 0.

Pour le choix du paramètre de régularisation de nombreuses stratégies ont été pro-

posées, ce sont pour la plupart des méthodes d’estimation à posteriori. Parmi ces

stratégies on cite le principe de Morozov [78], consistant à rechercher un residu

‖Kxδα − yδ‖ égal au niveau de bruit δ.

A la fin de ce chapitre, on représente quelques méthodes de régularisation.

Méthodes de régularisation

• Méthode de régularisation de Tikhonov : Pour résoudre le problème

mal-posé Kx = y, où K : H1 → H2 est un opérateur compact, cette méthode

consiste à minimiser la fonctionnelle : ‖Kx − y‖2 par rapport à x. Si H1 est

de dimension infinie le problème de minimisation est aussi mal-posé d’après le

lemme suivant

Lemme 1.4.1 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, K : H1 → H2 un

opérateur linéaire borné et y ∈ H2. Alors x̂ est solution du problème de mini-

misation,i.e.

‖Kx̂− y‖ ≤ ‖Kx− y‖, pour tout x ∈ H1
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si et seulement si x̂ résout l’équation normale

K∗Kx̂ = Ky, 1

où K∗ : H2 → H1 désigne l’opérateur adjoint de K.

La régularisation de Tikhonov mène alors à la détermination de xα ∈ X mini-

misant la fonctionnelle (dite de Tikhonov) définie par

Jα(x) = ‖Kx− y‖2 + α‖x‖2, ∀x ∈ X.

Le théorème suivant détermine une forme explicite minimisant la fonctionnelle

de Tikhonov.

Théorème 1.4.4 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, K : H1 → H2 un

opérateur linéaire borné et α > 0. Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet

un minimum unique xα ∈ H1, qui est la solution de l’équation normale

αxα +K∗Kxα = K∗y (1.8)

La solution de (1.8) s’écrit donc xα = Rαy = (αI +K∗K)−1K∗y.

La famille d’opérateurs Rα = (αI +K∗K)−1K∗ : H2 → H1, décrit un schéma

régularisant, avec

‖Rα‖ ≤
1

2
√
α
.

• Si K est compact, en choisissant un système singulier (µn, ϕn, ψn)n∈N∗ pour

K, alors Rαy admet la représentation

Rαy =
∞∑
n=1

q(α, µn)
µn

(y, ψn)ϕn, y ∈ H2,

avec q(α, µ) = µ2

α+µ2 est la fonction filtre.

q(α, µ) est bornée : 0 < q(α, µ) < 1 et vérifiée q(α, µ) ≤ C(α)µ, avec C(α) =
1

2α .

• La méthode de quasi-réversibilité (Q.R. method ) : La méthode de

quasi-réversibilité introduite par R. Lattes et J.L. Lions [68] et qui a été

1. L’opérateur K∗K est compact, d’où le problème de minimisation est mal-posé.
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développée dans les travaux de K. Miller [77], L.E. Payne [83], [84], R. Showal-

ter [95], [96] et [97]. Cette méthode consiste à remplacer le problème original

mal-posé par un problème approché bien-posé au sens d’Hadamard et à re-

chercher des quasi-solutions stables vis-à-vis de faibles variations des données.

• Régularisation avec conditions non-locales(Q.B.V. method) : Due ini-

tialement à L. Abdulkerimov [1], son principe consiste à perturber les condi-

tions aux limites en lui ajoutant un terme correcteur pour obtenir un problème

non-local bien-posé, elle a été développée ensuite par G. W. Clark [19] et D.

N. hào [51], I.V. Melnikova et al. [56], [75], [76], R. E. Showalter [97].

• Régularisation par troncature spectrale : Si l’on connâıt la décomposition

en valeurs singulières de l’opérateur K, on peut proposer une méthode de

régularisation appelée troncature spectrale. Cette méthode consiste à tronquer

le déveleppement spectral à un certain rang. Ce rang joue le rôle de paramètre

de régularisation. Cette méthode est aujourd’hui très largement utilisée puis-

qu’elle fait partie des outils les plus performants pour résoudre les problèmes

inverses mal-posés ([34], [40], [88], [90]).

• Les méthodes itératives : Les méthodes itératives consistent à générer une

succession de problèmes bien-posés dont les solutions convergent vers la solu-

tion du problème considéré et où l’indice d’itération joue le rôle de paramètre

de régularisation. Dans leurs travaux ([63], [64]) Kozlov et Maz’ya ont proposé

une méthode itérative alternative, la convergence de cette méthode est basée

sur la notion d’opérateur quasi-contractant dans le cadre hilbertien. Par la

suite, le principe de cette méthode a été utilisé pour la résolution de différentes

classes de problèmes mal-posés (elliptiques , paraboliques et hyperboliques),

voir les travaux de G. Bastay ([11], 1995) et J. Baumeister et A. Leitao ([12],

2001).
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1.5 Systèmes de réaction diffusion

Un système de réaction-diffusion est un modèle mathématique qui décrit l’évolution

des concentrations d’une ou plusieurs substances spatialement distribuées et sou-

mises à deux processus : un processus de réactions (chimiques) locales dans lequel

les différentes substances se transforment et un processus de diffusion qui provoque

une répartition de ces substances dans l’espace.

Cette description implique naturellement que de tels systèmes sont appliqués en

chimie. Cependant, ils peuvent aussi décrire des phénomènes dynamiques de nature

différente : la biologie, la physique, la géologie ou l’écologie sont des exemples de

domaines où de tels systèmes apparaissent ([3], [5], [8], [9], [67], [79] et [82]).

Mathématiquement, les systèmes de réaction-diffusion sont représentés par des sys-

tèmes d’équations aux dérivées partielles paraboliques qui prennent la forme géné-

rale :
∂u

∂t
−D∆u = f(u, t, x), t > 0, x ∈ Ω,

avec Ω est ouvert régulier borné de Rp, le vecteur colonne u(t, x) = (ui(t, x))mi=1

est la fonction inconnue où chaque composante représente la concentration d’une

substance, D est la matrice dite matrice de diffusion, f est une application de Rm

dans Rm.



Chapitre 2

Régularisation de Tikhonov modifiée
pour une classe de problèmes inverses
paraboliques

Dans ce chapitre, on étudie un problème inverse parabolique mal-posé. Pour neutra-

liser le caractère mal-posé du problème, on adopte une procédure de régularisation

basée sur la méthode de régularisation du Tikhonov.

2.1 Formulation du problème

Soit H un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (., .) et de la norme

correspondante ‖.‖ et A : D(A) ⊂ H → H un opérateur linéaire auto-adjoint positif

et à résolvante compacte. Considérons le problème inverse suivant :

ut(t) +Au(t) = f, 0 < t < T2,

u(T1) = ψ1,
(2.1)

avec 0 < T1 < T2 et ψ1 ∈ H est une fonction donnée, notre but est d’identifier la

condition initiale u(0) et la source f à partir de la donnée supplémentaire

u(T2) = ψ2, ψ2 ∈ H.

Par conséquent, le problème inverse peut être reformulé comme suit : déterminer f

et g tels que
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ut(t) +Au(t) = f, 0 < t < T2,

u(0) = g,
(2.2)

à partir des données u(T1) = ψ1,

u(T2) = ψ2.
(2.3)

Le problème direct correspondant à (2.2) est une version abstraite du système



∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = f(x), (x, t) ∈ ΩT × [0, T ],

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω,

(2.4)

avec Ω est un domaine borné suffisamment régulier dans Rn, Ce dernier consiste à

déterminer la distribution de la température u(x, t) en connaissant la température

initiale et le terme source. Il est connu que ce problème classique est bien posé.

Cependant, l’accessibilité à la mesure de ces grandeurs n’est pas toujours facile à

cause de la nature physique du modèle (un environnement ”agressif” pour les cap-

tures), par exemple les hautes températures et la difficulté d’accès dans la chambre

de combustion d’un moteur [28], dans une enceinte contenant un feu [89] ou sur les

faces actives d’outils d’usinage [66].

Ce sont des cas où le recourt à ce type de problème d’identification est nécessaire.

2.2 Préliminaires

Dans cette section, on présente le cadre fonctionnel et les notations nécessaires pour

analyser le problème étudié. Sous les hypothèses faites sur A ce dernier est diagona-

lisable, on note (λn, ϕn) les couples propres, valeurs et vecteurs propres de A :

Aϕn = λnϕn, n ∈ N∗,

0 < λ1 ≤ λ2... ≤ ..., lim
n→∞

λn = +∞,

avec

b =
∞∑
n=1

bnϕn, bn = (b, ϕn), ∀b ∈ H.
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Pour p ∈ R, on introduit l’espace de Hilbert Hp, défini par

Hp = {b ∈ H :
∞∑
n=1

(1 + λ2
n)p | (b, ϕn) |2< +∞},

muni de la norme

‖b‖HP = (
∞∑
n=1

(1 + λ2
n)p | (b, ϕn) |2)

1
2 , b ∈ Hp.

On note par {S(t) = e−At}t>0 le semi-groupe analytique engendré par −A sur H,

S(t)b = e−tAb =
∞∑
n=1

e−tλn(b, ϕn)ϕn, ∀b ∈ H.

Théorème 2.2.1 [31]

Pour la famille d’opérateurs {S(t)}t>0, on a les propriétés suivantes :

• ‖S(t)‖ 6 1, pour tout t > 0,

• la fonction t→ S(t), t > 0 est analytique,

• S(t) : H → D(Ar), pour tout t > 0 et r > 0,

• pour tout b ∈ D(Ar) et r > 0, S(t)Arb = ArS(t)b,

• pour tout t > 0 et r > 0, l’opérateur ArS(t) est borné.

Le théorème suivant assure l’existence et l’unicité de la solution du problème direct.

Théorème 2.2.2 [44] Pour tout f ∈ H et g ∈ H le problème (2.2) admet une

solution unique u ∈ C((0, T ], D(A)) ∩ C1((0, T ], H) donnée par

u(t) = S(t)g +K(t)f = e−tAg +A−1(I − e−tA)f.

De plus, si g ∈ D(A) alors u ∈ C1([0, T ];H).

2.3 Caractère mal-posé du problème inverse

Notre objectif est de déterminer le couple (f, g) dans le système (2.2) à partir des

données supplémentaires (2.3). En effet, soit K(t) l’opérateur défini par

K(t)b = A−1(I − e−tA)b, b ∈ H.
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La solution du problème (2.2) se réécrit

u(t) = S(t)g +K(t)f.

A partir de (2.3), il s’ensuit queu(T1) = S(T1)g +K(T1)f = ψ1,

u(T2) = S(T2)g +K(T2)f = ψ2.

Par conséquent, on cherche une solution (f, g) du systèmeS(T1)g +K(T1)f = S(T1)g +A−1(I − S(T1))f = ψ1,

S(T2)g +K(T2)f = S(T2)g +A−1(I − S(T2))f = ψ2.
(2.5)

En appliquant à la première équation dans le système (2.5) S(T2) et à la deuxième

S(T1), on a

S(T2)S(T1)g + S(T2)A−1(I − S(T1))f = S(T2)ψ1, (2.6)

S(T1)S(T2)g + S(T1)A−1(I − S(T2))f = S(T1)ψ2. (2.7)

En soustrayant de l’équation (2.6) et (2.7) et en utilisant certaines propriétés des

semi-groupes, on obtient

A−1(S(T1)− S(T2))f = S(T1)ψ2 − S(T2)ψ1.

Par une procédure analogue à celle utilisée précédemment, on obtient

K(T2)S(T1)g +K(T2)K(T1)f = K(T2)ψ1, (2.8)

K(T1)S(T2)g +K(T1)K(T2)f = K(T1)ψ2. (2.9)

Par soustraction, il s’ensuit que

A−1(I − S(T2))S(T1)g −A−1(I − S(T1))S(T2)g = K(T2)ψ1 −K(T1)ψ2.

D’où il en découle que

A−1(S(T1)− S(T2))g = K(T1)ψ2 −K(T2)ψ1.

Ainsi, la résolution du système (2.5) est équivalente à la résolution du systèmeBf = η1,

Bg = η2.
(2.10)
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Avec

B = K(T2)−K(T1) = A−1(S(T1)− S(T2)),

η1 = S(T1)ψ2 − S(T2)ψ1,

et

η2 = K(T2)ψ1 −K(T1)ψ2.

Il est facile de vérifier que B est un opérateur linéaire, auto-adjoint, compact et

injectif, dont les valeurs singulières sont données par

(σn = e−T1λn − e−T2λn

λn
)+∞
n=1.

Remarque 2.3.1 Comme de nombreux problèmes inverses, l’étude du problème

(2.2)-(2.3) est réduite à l’étude d’un système d’équations de Fredholm de première

espèce de la forme

Bb = η. (2.11)

De l’injectivité de B, on a

b = B−1η =
∞∑
n=1

1
σn

(η, ϕn)ϕn.

On peut voir que 1
σn
→ ∞ quand n → ∞, le problème inverse est donc mal-posé,

i.e, la solution ne dépend pas continument des données. De plus, dans la pratique

les données ψ1 et ψ2 sont entachées d’erreurs donc on dispose seulement de données

bruitées ψδ1 et ψδ2, il s’ensuit que Bf = ηδ1,

Bg = ηδ2,
(2.12)

où

ηδ1 = S(T1)ψδ2 − S(T2)ψδ1,

ηδ2 = K(T2)ψδ1 −K(T1)ψδ2,

et

‖ψ1 − ψδ1‖+ ‖ψ2 − ψδ2‖ ≤ δ1 + δ2 = δ, (2.13)

avec δ > 0 est le niveau de bruit.
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Avant de passer à la régularisation du problème (2.2), on suppose que les solutions

cherchées vérifient les conditions de régularité suivantes :

‖f‖Hp1 ≤ E1, p1 > 0, (2.14)

‖g‖Hp2 ≤ E2, p2 > 0, (2.15)

où E1, E2 > 0 sont des constantes données.

2.4 Méthode de Tikhonov modifiée et résultats de conver-
gence

La régularisation de Tikhonov est une méthode très efficace pour résoudre les pro-

blèmes mal posés. Dans cette section, on propose une procédure modifiée de cette

méthode pour traiter le système (2.10).

La méthode de régularisation de Tikhonov consiste à minimiser les quantités sui-

vantes :

 ‖Bf − η
δ
1‖2 + α2‖f‖2,

‖Bg − ηδ2‖2 + α2‖g‖2.
(2.16)

La résolution du problème de minimisation de la fonctionnelle de Tikhonov est équi-

valente à la résolution des équations normales suivantes :α
2f δα +B∗Bf δα = B∗ηδ1,

α2gδα +B∗Bgδα = B∗ηδ2.
(2.17)

Comme B est un opérateur linéaire auto-adjoint, on obtient f
δ
α = (α2I +B2)−1Bηδ1,

gδα = (α2I +B2)−1Bηδ2.
(2.18)

En utilisant la décomposition spectrale de l’opérateur intervenant dans le système

(2.18), on a :
f δα =

∞∑
n=1

σn
α2 + σ2

n

(ηδ1, ϕn)ϕn =
∞∑
n=1

βn
1 + α2β2

n

(ηδ1, ϕn)ϕn,

gδα =
∞∑
n=1

σn
α2 + σ2

n

(ηδ2, ϕn)ϕn =
∞∑
n=1

βn
1 + α2β2

n

(ηδ2, ϕn)ϕn,
(2.19)
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où

βn = 1
σn

= λn
e−T1λn − e−T2λn

.

Afin de simplifier l’étude, on propose de remplacé le filtre

1
1 + β2

nα
2 = 1

1 + α2( λne
T1λn

1− e−(T2−T1)λn
)2
,

par le filtre possédant le même comportement suivant :

1
1 + α2(λneT1λn)2 .

Par conséquent, les solutions régularisées de Tikhonov modifiée sont données par
f δα =

∞∑
n=1

βn
1 + α2(λneT1λn)2 (ηδ1, ϕn)ϕn,

gδα =
∞∑
n=1

βn
1 + α2(λneT1λn)2 (ηδ2, ϕn)ϕn.

(2.20)

Dans ce qui suit, on introduit quelques propriétés et outils nécessaires pour établir

le résultat de convergence.

Lemme 2.4.1 La norme de l’opérateur K(t) = A−1(I − e−tA) est donnée par

‖K(t)‖ = 1− e−tλ1

λ1
.

Preuve. On vise à déterminer l’extremum de la fonction 1−e−tλn
λn

, n ∈ N∗, pour

cela, on fixe t, on pose µ = λt et on définit la fonction

F1(µ) = 1− e−µ

µ
, pour µ ≥ µ1 = tλ1.

On a

F ′1(µ) = (µ+ 1)e−µ − 1
µ2 .

Posons

F2(µ) = (µ+ 1)e−µ − 1,

par conséquent

F ′1(µ) = F2(µ)
µ2 .
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Pour étudier la monotonie de F1(µ), il suffit de déterminer le signe de F2. On a

F ′2(µ) = −µe−µ < 0, ∀µ ≥ µ1 > 0,

alors, F2 est décroissante, de plus F2(µ) ⊂]− 1, 0[. D’où F2(µ) < 0, ∀µ > µ1, ce qui

implique que F1(µ) est décroissante et

sup
µ≥µ1

F1(µ) = F1(µ1).

Donc,

sup
n≥1

1− e−tλn
λn

= 1− e−tλ1

λ1
.

Ce qui entraine que,

sup
t∈[0,T2]

‖K(t)‖ = sup
t∈[0,T2]

1− e−tλ1

λ1
≤ 1
λ1
. (2.21)

. �

Lemme 2.4.2 Pour 0 < α < 1 et p > 0, on a les estimations suivantes :

sup
n≥1

(1− 1
1 + α2λ2

ne
2λnT1

)(1+λ2
n)

−p
2 ≤ max(1, T p−2

1 , T p1 ) max(α, (ln( 1√
α

))−p), (2.22)

sup
n≥1

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ max(1, T−1

1 ) γ√
α
, i = 1, 2, (2.23)

sup
n≥1

βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

≤ max(1, λ−2
1 )γ

α
, (2.24)

avec γ = 1
1−e−λ1(T2−T1) .

Preuve. Posons λn0 = 1
2T1

ln 1
α , pour de grandes valeurs de λn on a :

• pour λn > λn0 , on a

G(λn) = (1− 1
1 + α2λ2

ne
2λnT1

)(1 + λ2
n)−

p
2

≤ (1 + λ2
n)−

p
2 ≤ λ−pn ≤ λ

−p
n0 = T p1 (ln( 1√

α
))−p, (2.25)

• pour λ1 < λn < λn0 , on a

G(λn) = ( α2λ2
ne

2λnT1

1 + α2λ2
ne

2λnT1
)(1 + λ2

n)−
p
2

≤ α2λ2
ne

2λnT1(1 + λ2
n)−

p
2 .

On distingue deux cas :



2.4 Méthode de Tikhonov modifiée et résultats de convergence 33

si 0 < p 6 2, on a

G(λn) ≤ α2e2λnT1λ2−p
n

≤ α2e2λn0T1λ2−p
n0 = α( 1

2T1
)2−p(ln 1

α
)2−p.

En utilisant l’inégalité

α(ln 1
α

)2 ≤ 1,

on a

G(λn) ≤ 1
T 2−p

1
(1
2 ln 1

α
)−p = T p−2

1 (ln 1√
α

)−p. (2.26)

Si p > 2, on a

G(λn) ≤ α2e2λnT1 ≤ α2e2λn0T1 = α. (2.27)

De (2.25), (2.26) et (2.27), on déduit (2.22).

Établissons (2.23). De l’inégalité

1
1− e−λn(T2−T1) ≤

1
1− e−λ1(T2−T1) = γ, (2.28)

pour i = 1, 2, on a

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
= λne

−λn(Ti−T1)

(1− e−λn(T2−T1))(1 + α2λ2
ne

2λnT1)

≤ γλne
−λn(Ti−T1)

1 + α2λ2
ne

2λnT1

≤ γλn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

. (2.29)

• Si λ1 6 λn < λn0 , de (2.29) on a

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ γλn ≤ γλn0 = γ

T1
ln 1√

α
. (2.30)

Puisque 0 < α < 1, ln 1√
α
6 1√

α
, on peut écrire

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ γT−1

1√
α
. (2.31)

• Si λn > λn0 , d’après (2.29) on a

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ γλn

1 + α2λ2
ne

2λnT1

≤ γλn
1 + α2λ2

ne
2λn0T1

= γλn
1 + αλ2

n

, i = 1, 2. (2.32)
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Dans ce qui suit, nous considérons les deux cas T1 ≥ 1 et T1 < 1.

- Soit T1 > 1, il est clair que lorsque λn1 = 1√
α

la fonction G1(λn) = λn
1+αλ2

n
atteint

son maximum. Comme

λn1 = 1√
α
≥ 1
T1

1√
α
≥ λn0 = 1

T1
ln( 1√

α
),

d’après (2.32), on obtient

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ γG1(λn)

≤ γG1(λn1) = γλn1
1 + αλ2

n1

≤ γλn1 = γ√
α
, i = 1, 2. (2.33)

- Soit T1 < 1, posons G2(λn) = λn
1 + αλ2

nT
2
1

, d’après (2.32)

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ γG1(λn) ≤ γG2(λn). (2.34)

On voit clairement que pour λn2 = 1
T1
√
α
> λn0 , la fonction G2(λn) atteint son

maximum, d’après (2.34), on a

βne
−λnTi

1 + α2λ2
ne

2λnT1
≤ γG2(λn2) = γλn2

1 + αT 2
1 λ

2
n2

≤ γλn2 = γ

T1
√
α
. (2.35)

En combinant (2.31), (2.33) et (2.35), on obtient (2.23).

Vérifions (2.24), on a

• si λ1 ≤ λn < λn0 ,

βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

≤ λ−1
n βn = λne

λnT1

(1− eλn(T2−T1))λn
.

En utilisant les inégalités (2.28) et 1√
α
< 1

α , on déduit que

βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

≤ γeλnT1

≤ γeλn0T1 = γ√
α
≤ γ

α
. (2.36)
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• Si λn > λn0 , on a

βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

≤ γeλnT1

(1 + α2λ2
ne

2λnT1)

≤ γeλnT1

(1 + α2λ2
1e

2λnT1)

≤ γ

min(1, λ2
1)

eλnT1

(1 + α2e2λnT1) . (2.37)

Il est facile de vérifier que 2λn0 = 1
T1
ln 1

α est le point où G3 admet une valeur

maximale avec G3(λn) = eλnT1

1 + α2e2λnT1
, donc

βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

≤ γmax (1, λ−2
1 )G3(2λn0)

≤ γmax (1, λ−2
1 )e2λn0T1

≤ max (1, λ−2
1 )γ

α
. (2.38)

A partir de (2.36) et (2.38), on obtient l’inégalité (2.24). �

Théorème 2.4.1 Soient f δα et gδα les solutions régularisées données par (2.20), f

et g les solutions exactes du problème (2.2)-(2.3) vérifiant (2.14) et (2.15) respec-

tivement. Soient ψδ1 et ψδ2 les données supplémentaires au moment T1 et T2 res-

pectivement, vérifiant (2.13). Si le paramètre de régularisation est choisi tel que

α = ( δ
E1

)
2

(p1+2) et α = ( δ
E2

)
2

(p2+2) respectivement, alors on a les estimations d’er-

reur suivantes :

‖f − f δα‖ ≤ max(1, T p1−2
1 , T p1

1 ) max(( δ
E1

)
2

p1+2 ,
1

(ln(E1
δ )

1
(p1+2) )p1

)E1

+ γmax(1, T−1
1 )( δ

E1
)
p1+1

(p1+2)E
p1

(p1+2)
1 , (2.39)

et

‖g − gδα‖ ≤ max(1, T p2−2
1 , T p2

1 ) max(( δ
E2

)
2

p2+2 ,
1

(ln(E2
δ )

1
(p2+2) )p2

)E2

+ γmax(1, λ−2
1 )( δ

E2
)

p2
p2+2E

2+p2
(p2+2)
2 . (2.40)

Preuve. En appliquant l’inégalité triangulaire, on a

‖f − fα‖ ≤ ‖f − fα‖+ ‖fα − f δα‖. (2.41)
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On calcule

‖f − fα‖ = ‖
∞∑
n=1

βn(η1, ϕn)ϕn −
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(η1, ϕn)ϕn‖

= ‖
∞∑
n=1

(1− 1
1 + α2λ2

ne
2λnT1

)(1 + λ2
n)−p1/2(1 + λ2

n)p1/2(f, ϕn)ϕn‖

≤ sup
n≥1

((1− 1
1 + α2λ2

ne
2λnT1

)(1 + λn)
−p1

2 )‖
∞∑
n=1

(1 + λ2
n)p1/2(f, ϕn)ϕn‖.

D’après l’inégalité (2.22) et (2.14), on a

‖f − fα‖ ≤ max(1, T p1−2
1 , T p1

1 ) max(α, (ln( 1√
α

))−p1)E1. (2.42)

D’autre part

‖fα − f δα‖ = ‖
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(η1, ϕn)ϕn −
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(ηδ1, ϕn)ϕn‖

= ‖
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(η1 − ηδ1, ϕn)ϕn‖

= ‖
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

e−T1λn(ψ2 − ψδ2, ϕn)ϕn

+
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

e−T2λn(ψδ1 − ψ1, ϕn)ϕn‖

≤ sup
n≥1

( βne
−T1λn

1 + α2λ2
ne

2λnT1
)‖
∞∑
n=1

(ψ2 − ψδ2, ϕn)ϕn‖

+ sup
n≥1

( βne
−T2λn

1 + α2λ2
ne

2λnT1
)‖
∞∑
n=1

(ψ1 − ψδ1, ϕn)ϕn‖.

En utilisant les estimations (2.23) et (2.13), on obtient

‖fα − f δα‖ ≤ max(1, T−1
1 ) γ√

α
(δ1 + δ2) = γmax(1, T−1

1 ) δ√
α
. (2.43)

En combinant (2.41) avec (2.42) et (2.43), on obtient

‖fα − f δα‖ ≤ max(1, T p1−2
1 , T p1

1 ) max (α, (ln( 1√
α

))−p1)E1 + γmax(1, T−1
1 ) δ√

α
.

Si on choisit α = ( δ
E1

)2/(p1+2), on obtient

‖f − f δα‖ ≤ max(1, T p1−2
1 , T p1

1 ) max(( δ
E1

)
2

p1+2 , (ln(E1
δ

)
1

(p1+2) )−p1)E1

+ γmax(1, T−1
1 )( δ

E1
)

−1
(p1+2) δ

≤ max(1, T p1−2
1 , T p1

1 ) max(( δ
E1

)
2

p1+2 , (ln(E1
δ

)
1

(p1+2) )−p1)E1

+ γmax(1, T−1
1 )( δ

E1
)
p1+1

(p1+2)E
p1

(p1+2)
1 .
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Maintenant, établissons (2.40), on a

‖g − gα‖ ≤ ‖g − gα‖+ ‖gα − gδα‖. (2.44)

Par un calcul similaire à celui utilisé pour établir (2.42), on obtient

‖g − gδα‖ ≤ max(1, T p2−2
1 , T p2

1 ) max (α, (ln( 1√
α

))−p2)E2. (2.45)

D’autre part

‖gα − gδα‖ = ‖
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(η2, ϕn)ϕn −
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(ηδ2, ϕn)ϕn‖

= ‖
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(η2 − ηδ2, ϕn)ϕn‖

= ‖
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(1− e−T2λn)
λn

(ψ1 − ψδ1, ϕn)ϕn

+
∞∑
n=1

βn
1 + α2λ2

ne
2λnT1

(1− e−T1λn)
λn

(ψδ2 − ψ2, ϕn)ϕn‖

≤ sup
n≥1

( βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

)‖
∞∑
n=1

(ψ1 − ψδ1, ϕn)ϕn‖

+ sup
n≥1

( βn
(1 + α2λ2

ne
2λnT1)λn

)‖
∞∑
n=1

(ψ2 − ψδ2, ϕn)ϕn‖.

En utilisant les estimations (2.24) et (2.13), on obtient

‖gα − gδα‖ ≤ max(1, λ−2
1 )γ

α
(δ1 + δ2) = γmax(1, λ−2

1 ) δ
α
. (2.46)

En combinant (2.44), (2.45) et (2.46), on trouve

‖gα − gδα‖ ≤ max(1, T p2−2
1 , T p2

1 ) max (α, (ln( 1√
α

))−p2)E2 + γmax(1, λ−2
1 ) δ

α
.

Si on choisit α = ( δ
E2

)
2

p2+2 , il s’ensuit que

‖g − gδα‖ ≤ max(1, T p2−2
1 , T p2

1 ) max(( δ
E2

)
2

p2+2 , (ln(E2
δ

)
1

(p2+2) )−p2)E2

+ γmax(1, λ−2
1 )( δ

E2
)

−2
(p2+2) δ

≤ max(1, T p2−2
1 , T p2

1 ) max(( δ
E2

)
2

p2+2 ,
1

(ln(E2
δ )

1
(p2+2) )p2

)E2

+ γmax(1, λ−2
1 )( δ

E2
)

p2
p2+2E

2+p2
(p2+2)
2 .
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Remarque 2.4.1

• Dans la pratique, ‖f‖p n’est pas généralement connue. Si on choisi α = Cδ
2
p+2 ,

avec C est une constante positive, on peut obtenir les résultats de convergence. En

effet, si α = Cδ
2

p1+2 et α = Cδ
2

p2+2 respectivement, on obtient à partir de (4.29) et

(4.33) respectivement les estimations suivantes :

‖f − f δα‖ 6 max(1, T p1−2
1 , T p1

1 )max(Cδ
2

p1+2 , (ln( 1
√
Cδ

1
p1+2

))−p1)E1

+ γmax(1, T−1
1 )C

−1
2 δ

p1+1
p1+2 → 0 lorsque δ → 0, (2.47)

et

‖g − gδα‖ 6 max(1, T p2−2
1 , T p2

1 )max(Cδ
2

p2+2 , (ln( 1
√
Cδ

1
p2+2

))−p2)E2

+ γmax(1, λ−1
1 )C−1δ

p2
p2+2 → 0 lorsque δ → 0. (2.48)

Par conséquent, f δα et gδα peuvent être considérés comme des approximations des

solutions exactes f et g respectivement.

• On peut voir que le terme logarithmique (ln(E
δ

)
1
p+2 )−p est le terme qui nous donne

la convergence dans les estimations (2.47) et (2.48), les autres termes sont négli-

geables par rapport à lui.

2.5 Implémentation numérique

Dans cette section, on introduit deux exemples pour vérifier l’efficacité de la méthode

proposée. On considère le problème inverse qui consiste à déterminer f(x), g(x) et

u(x, t) dans le système

ut(x, t)− uxx(x, t) = f(x), 0 < x < π, 0 < t ≤ 1,

u(x, 0) = g(x), 0 ≤ x ≤ π,

u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 < t < 1,

u(x, 1
2) = ψ1(x), u(x, 1) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ π.

(2.49)

On note

A = − ∂2

∂x2 , avec D(A) = H1
0 (0, π) ∩H2(0, π) ⊂ H = L2(0, π),
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λn = n2, ϕn =
√

2
π

sin(nx), n ∈ N∗,

sont les valeurs propres et les vecteurs propres orthonormées, formant une base pour

H. Par la méthode de séparation des variables, on obtient la solution du problème

direct correspondant au problème (2.49) comme suit

u(x, t) = S(t)g(x) +K(t)f(x) =
∞∑
n=1

(e−n2t(g, ϕn) + (1− e−n2t)
n2 (f, ϕn))ϕn.

Avant d’introduire les tests numériques, on commence par une étude numérique du

problème direct en utilisant la méthode des différences finies.

2.5.1 Discrétisation du problème direct

Dans cette section, on adopte le schéma de Crank-Nicolson pour discrétiser le pro-

blème direct. Pour ce but considérons une grille uniforme de temps ∆t = 1
m , tj =

j∆t, j = 0, ...,m et une grille uniforme d’espace h = 1
n , xi = ih, i = 0, ..., n. Soit le

schéma suivant

uj+1
i − uji

∆t = 1
2( 1
h2 (uj+1

i+1 + uj+1
i−1 − 2uj+1

i ) + fi)+
1
2( 1
h2 (uji+1 + uji−1 − 2uji ) + fi),

uj0 = ujn = 0, 1 ≤ j ≤ m,

u0
i = gi, 0 ≤ i ≤ n.

(2.50)

Ici uji désigne l’approximation de u(xi, tj) aux points de maillage (xi, tj), fi = f(xi)

et gi = g(xi). En écrivant le système (2.50) sous la forme matricielle, on obtientAU
j+1 = BU j + C, 0 ≤ j ≤ m− 1,

U0 = (g1, g2, ..., gn−1)T ,
(2.51)

avec

A=


1 + µ −µ

2
−µ

2 1 + µ −µ
2

. . . . . . . . .
−µ

2 1 + µ −µ
2

−µ
2 1 + µ
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B=


1− µ µ

2
µ
2 1− µ µ

2
. . . . . . . . .

µ
2 1− µ µ

2
µ
2 1− µ


µ = ∆t

h2 , U
j = (uj1, u

j
1, ..., u

j
n−1)T et C = (f1, f2, ..., fn−2, fn−1)T .

2.5.2 Tests numériques

Revenons au problème inverse, les solutions régularisées du problème (2.49) sont

données par

f δα(x) =
∞∑
n=1

βn

1 + α2n4en2 (ηδ1, ϕn)ϕn, (2.52)

gδα(x) =
∞∑
n=1

βn

1 + α2n4en2 (ηδ2, ϕn)ϕn, (2.53)

où

βn = n2

e−
n2
2 − e−n2

,

ηδ1(x) =
∞∑
n=1

(e−
1
2n

2
ψδ2 − e−n

2
ψδ1, ϕn)ϕn

et

ηδ2(x) =
∞∑
n=1

((1− e−n2)
n2 ψδ1 −

(1− e−
1
2n

2)
n2 ψδ2, ϕn)ϕn,

avec

(b, ϕn) =
√

2
π

∫ 1

0
b(s) sin(ns)ds, n = 1, 2...

Par conséquent, on a

f δα(x) =
∫ 1

0

∞∑
n=1

βn

1 + α2n4en2 (θ1nψ
δ
2(s)− θ2nψ

δ
1(s)) sin(ns) sin(nx)ds, (2.54)

gδα(x) =
∫ 1

0

∞∑
n=1

βn

1 + α2n4en2 (γ1nψ
δ
1(s)− γ2nψ

δ
2(s)) sin(ns) sin(nx)ds, (2.55)

avec θ1n = e−
1
2n

2
, θ2n = e−n

2
, γ1n = (1−e−n2 )

n2 et γ2n = (1−e− 1
2n

2
)

n2 .

On utilise la règle de trapèze pour approcher les intégrales dans (2.54)-(2.55) . Après

avoir considéré une grille équidistante 0 = x1 < x2 < ..... < xM+1 = π, (xi =
(i−1)π
M , i = 1, ....,M + 1), on obtient les approximations discrètes suivantes :

f δα = (f δα(x1), f δα(x2), ..., f δα(xM ))
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et

gδα = (gδα(x1), gδα(x2), ..., gδα(xM )).

De (2.52) et (2.53) respectivement, on a

f δα = AαΨδ
2 − BαΨδ

1, (2.56)

gδα = CαΨδ
2 − DαΨδ

1, (2.57)

où

Aαij = 2
π

N∑
n=1

βnθ1n
1 + α2n4en2 sin(nxi) sin(nxj)l,

Bα
ij = 2

π

N∑
n=1

βnθ2n
1 + α2n4en2 sin(nxi) sin(nxj)l,

Cαij = 2
π

N∑
n=1

βnγ1n
1 + α2n4en2 sin(nxi) sin(nxj)l,

Dα
ij = 2

π

N∑
n=1

βnγ2n
1 + α2n4en2 sin(nxi) sin(nxj)l,

l = π
M et Ψδ

i ∈ RM+1, i = 1, 2 sont les vecteurs obtenus en ajoutant une perturbation

aléatoire aux données correspondantes

Ψi = (ψi(x1), ψi(x2), ..., ψi(xM )),

i.e.,

Ψδ
i = Ψi + ε randn(size(Ψi)), i = 1, 2, (2.58)

où ε indique le niveau de bruit des données, la fonction ”randn(.)” génère des valeurs

aléatoires normalement distribuées dont la moyenne est égale à 0, la variance σ2 = 1

et l’écart type σ = 1. ”randn(size(.))” renvoie un tableau d’entrées aléatoire de la

même taille de l’erreur δ .

L’erreur δ est mesurée au sens de l’erreur quadratique moyenne (EQM) donnée par

δ = ‖ψδ − ψ‖l2 = ( 1
N + 1

N∑
i=0

(ψ(xi)− ψδ(xi))2)1/2.

Dans ce qui suit, on introduit deux tests pour valider les résultats théoriques, dans

le premier test la solution admet une forme explicite, dans le second test, la solution

ne possède pas d’expression analytique explicite.
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Test 1

Il est facile de vérifier que si on choisit

f(x) = 2sin(x)

et

g(x) = sin(x),

alors

u(x, t) = (2− e−t)sin(x)

est la solution exacte du problème (2.49). Par conséquent,

ψ1(x) = (2− e−
1
2 )sin(x)

et

ψ2(x) = (2− e−1)sin(x).

Tableaux et figures :

α 0.05α0 0.1α0 0.2α0 0.3α0 0.4α0 0.5α0 0.6α0 α0
Rer(f) 0.0035 0.0017 0.0011 0.0047 0.0033 0.0043 0.0097 0.0172
Rer(g) 0.0191 0.0041 0.0028 0.0072 0.0160 0.0014 0.0080 0.0139
Tableau 2.1. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p = 1, M = 100, N = 6,

ε = 0.01, δ = 0.0216 et α0 = δ
2
p+2 = 0.0776.

N 4 5 6 7 8 9 10
Rer(f) 0.0040 0.0018 0.0011 0.0052 0.0054 0.0033 0.0045
Rer(g) 0.0117 0.0037 0.0028 0.0082 0.0143 0.0023 0.0135

Tableau 2.2. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p = 1, M = 100, ε = 0.01,

δ = 0.0216 et α = α00.2 = 0.0155.

M 10 50 100 150 200 250 300
Rer(f) 0.0130 0.0051 0.0016 0.0017 0.0023 0.022 0.0018
Rer(g) 0.0320 0.0190 0.0039 0.0072 0.0227 0.0036 0.0075

Tableau 2.3. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p = 1, N = 6 et ε = 0.01.
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ε 0.1 0.01 0.001 0.0001
α 0.3600 0.0727 0.0149 0.0034

Rer(f) 0.0463 0.0017 1.6034e - 004 7.1518e - 005
Rer(g) 0.0503 0.0037 0.0032 0.0015

Tableau 2.4. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p = 1, N = 6 et M = 100.

Figure 2.1 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.001 .

Figure 2.2 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.01 .
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Figure 2.3 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.1 .

Figure 2.4 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gδε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.001 .
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Figure 2.5 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gδε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.01 .

Figure 2.6 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gδε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.1 .

• Le tableau 2.1 montre l’influence du choix du paramètre α sur l’erreur sur f et g.

On a choisit dans nos tests α = 0.2α0, α0 = δ
2
3 .

• Les tableaux 2.2 et 2.3 montrent l’influence du choix de N et M respectivement

sur l’erreur relative.

• Le tableau 2.4 et figure 2.1,2.2 et 2.3 (resp. Figure 2.4,2.5 et 2.6) donnent

la comparaison entre la solution exacte f(x) (resp. g(x)) et la solution approchée

f δα(x) (resp. gδα(x)). On peut constater que lorsque le niveau de bruit diminue, les

solutions régularisées convergent vers les solutions exactes et constituent de bonnes
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approximations même avec un niveau de bruit ε = 0.1.

Test 2

Soient g(x) = sin(2x) et f(x) une fonction définie par morceaux comme suit :

f(x) =



0, 0 ≤ x ≤ π

4 ,
4
π
x− 1, π

4 < x ≤ π

2 ,

3− 4
π
x,

π

2 < x ≤ 3π
4 ,

0, 3π
4 < x ≤ π.

I Concernant le test 2 :

• On résout le problème direct par la méthode des différences finies,

• on calcule les fonctions ψ1 et ψ2,

• on ajoute des perturbations aléatoires aux fonctions ψ1 et ψ2 en utilisant la fonc-

tion randn(size(.)),

• finalement, on calcule les solutions régularisées données par (2.56) et (2.57).

Figure 2.7 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gδε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.001 .
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Figure 2.8 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gδε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.01 .

Figure 2.9 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gδε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.1 .
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Figure 2.10 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6 et p = 1 .

Figure 2.11 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.001 .

Figure 2.12 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.01 .
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Figure 2.13 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f δε
avec M = 100, N = 6, p = 1 et ε = 0.1 .

I Les résultats numériques obtenues montrent une certaine efficacité de la méthode

de régularisation utilisée, les solutions approchées constituent de bonnes approxima-

tions pour les solutions exactes et ceci même dans le cas de données moins régulières.



Chapitre 3

Méthode des conditions aux limites
auxiliaires modifiée pour une classe de
système de réaction-diffusion mal-posé

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude d’un système de réaction-diffusion mal-posé,

où l’objectif est l’identification de la condition initiale. En adoptant une variante de

la méthode de régularisation avec conditions aux limites auxiliaires, on construit une

approximation stable de la solution du problème étudié.

3.1 Position du problème

Considérons le problème inverse, qui consiste à déterminer la condition initiale

u(x, 0) = (u1(x, 0), ..., um(x, 0))T = g(x) dans le système de réaction diffusion sui-

vant :


ut(x, t)−D∆u(x, t) = Bu(x, t), 0 < t < T, x ∈ Ω,
u(x, t) = 0, 0 ≤ t < T, x ∈ ∂Ω,
u(x, T ) = f(x), x ∈ Ω,

(3.1)

où T > 0,Ω est un domaine borné suffisamment régulier de Rp, f : Ω→ Rm est une

fonction donnée. B et D sont deux matrices réelles commutatives de taille m ×m.

De plus D est diagonalisable admettant un spectre positif 1.

1. Sous cette condition, on trouve une grande classe de systèmes de réaction-diffusion : les sys-
tèmes dont la matrice D (ou B) est la matrice identité.
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On note ici que malgré que dans la plus part des travaux qui traitent les systèmes de

réaction-diffusion les auteurs n’ont considéré que le cas d’une matrice de diffusion

diagonale ([23], [57], [58] et [103]), il existe plusieurs modèles physiques (tel que la

vibration) dans les quels la matrice D n’est pas diagonale, pour plus de détail, on

renvoie le lecteur à [[17], [70]] et les références qui y sont.

3.2 Résultats préliminaires fondamentaux

Comme l’analyse du problème inverse demande une bonne connaissance du com-

portement de la solution du problème direct. On introduit dans cette section les

outils et les conditions nécessaires permettant d’assurer l’existence et l’unicité de la

solution du problème direct.

Dans l’espace de Hilbert H = L2(Ω) dont le produit scalaire est noté (., .), on consi-

dère le problème aux valeurs propres suivant :{
−∆u = λu, dans Ω,
u = 0, sur ∂Ω, (3.2)

avec D(−∆) = H2(Ω) ∩H1
0(Ω). Le problème (3.2) admet un ensemble dénombrable

de valeurs propres

0 < λ1 < λ2 < λ3 < ... et lim
n→+∞

λn = +∞.

Chaque valeur propre λn a une multiplicité finie γn égale à la dimension de l’espace

propre correspondant Sn.

1. Par conséquent, il existe un ensemble complet orthonormé {ϕnk}k=γn
k=1 de vec-

teurs propres de −∆, tel que, pour tout w ∈ D(−∆), on a

−∆w =
∞∑
n=1

λnEnw,

avec

Enw =
γn∑
k=1

(w,ϕnk)ϕnk,

{En} est une famille complète de projections orthogonales dans H.

Pour tout w ∈ H, on a

w =
∞∑
n=1

Enw.
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2. L’opérateur ∆ engendre un semi-groupe analytique {e∆t}t≥0 sur H, défini par

e∆tw =
∞∑
n=1

e−λntEnw.

On note par X l’espace de Hilbert (L2(Ω))m des fonctions à carré intégrable u : Ω→

Rm muni du produit scalaire usuel

〈u, v〉 =
∫

Ω
(u1(x)v1(x) + ....+ um(x)vm(x))dx.

On définit l’opérateur non-borné

A : D(A) ⊂ X → X ,

Au = −D∆u, u ∈ D(A), (3.3)

avec

D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0(Ω))m.

Pour tout u ∈ D(A), on a

Au =
∞∑
n=1

λnDPnu,

et

u =
∞∑
n=1

Pnu, ‖u‖2 =
∞∑
n=1
‖Pnu‖2, u ∈ X ,

où

Pn = diag(En, En, ..., En),

est une famille complète de projections orthogonales dans X .

Lemme 3.2.1 [69] Soit X un espace de Hilbert séparable et soient {An}n≥1, {Pn}n≥1

deux familles d’opérateurs linéaires bornés dans X avec {Pn}n≥1 une famille com-

plète de projections orthogonales telles que

AnPn = PnAn, n = 1, 2, 3, ...

On définit la famille d’opérateurs linéaires suivante

S(t)u =
∞∑
n=1

eAntPnu, t ≥ 0.

Si

‖eAnt‖ ≤ g(t), n = 1, 2, 3, ... (3.4)

pour certaine fonction continue à valeurs réelles positives g(t). Alors
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1. la famille d’opérateurs linéaires bornées {S(t)}t≥0 est un C0-semi-groupe dans l’es-

pace de Hilbert X , dont le générateur infinitésimal A est donné par

Au =
∞∑
n=1

AnPnu, u ∈ D(A),

avec

D(A) = {u ∈ X :
∞∑
n=1
‖AnPnu‖2 <∞}.

2. Le spectre σ(A) de A est donné par σ(A) = ∪∞n=1σ(An).

Corollaire 3.2.1 L’opérateur −A est le générateur d’un C0-semi-groupe {e−At}t≥0,

sur X donné par

e−Atu =
∞∑
n=1

eAntPnu, t ≥ 0, u ∈ X ,

où

An = −λnD.

Le spectre σ(A) de l’opérateur A est donné par

σ(A) = ∪∞n=1λnσ(D).

Corollaire 3.2.2 L’opérateur A = −A + B génère un C0-semi-groupe {S(t)}t≥0,

on X donné par

S(t)u =
∞∑
n=1

eAntPnu, t ≥ 0, u ∈ X ,

avec

An = −λnD +B.

Le spectre σ(A) de l’opérateur A est donné par

σ(A) = ∪∞n=1σ(−λnD +B).

Théorème 3.2.1 [30] On suppose que d > 0 pour tout d ∈ σ(D). Alors, le C0-

semi-groupe {e−At}t≥0 est analytique et il existe des constantes C ≥ 1 et β > 0 tels

que

‖e−At‖L(X ) ≤ Ce−βt, pour tout t ≥ 0. (3.5)

• On termine cette section par le lemme technique suivant
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Lemme 3.2.2 [13] Soit

z 7→ Rβ(z) = 1
αzβ + e−zl

, z ∈ [1,+∞[

où α > 0, l > 0 et β ≥ 1. Alors on a

Rβ(z) ≤ 1
α

( βl

ln lβ

βα

)β. (3.6)

3.3 Instabilité du problème inverse

Comme indiqué précédemment, notre objectif est d’identifier la source u(x, 0) dans

le système
ut(x, t)−D∆u(x, t) = Bu(x, t), 0 < t < T, x ∈ Ω,
u(x, t) = 0, 0 ≤ t < T, x ∈ ∂Ω,
u(x, T ) = f(x), x ∈ Ω,

(3.7)

où f : Ω→ Rm est une fonction donnée. Le système (3.7) peut être écrit comme une

équation différentielle ordinaire abstraite dans l’espace de Hilbert X comme suit{
ut(t) = Au(t), 0 < t < T,
u(T ) = f, f ∈ X , (3.8)

où A = −A+B et A est donné par (3.3).

Pour une fonction donnée g ∈ X , on considère le problème direct suivant correspon-

dant au problème inverse (3.8){
vt(t) = Av(t), 0 < t < T,
u(0) = g,

(3.9)

Le caractère bien-posé du problème direct (3.9) est garantie par le théorème suivant

Théorème 3.3.1 [85] Pour tout g ∈ X , le problème (3.9) admet une solution unique

v ∈ C([0, T ],X ) donnée par

v(t) = S(t)g =
∑∞
n=1 e

(−λnD+B)tPng, (3.10)

avec

g =
∞∑
n=1

Png,
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• pour s ≤ m, notons par 0 < d1 < .... < ds les valeurs propres distinctes de D,

donc D admet la décomposition spéctrale suivante :

D =
s∑
i=1

diQi,

avec {Qi}1≤i≤s est une famille complète de projections. Alors la solution du problème

(3.9) admet la représentation suivante :

v(t) =
∞∑
n=1

e(−λnD+B)tPng =
∞∑
n=1

(
s∑
i=1

e−λnditQi)eBtPng.

Théorème 3.3.2 Le problème (3.8) admet une solution si et seulement si ‖ u(0) ‖<

+∞, i.e.,
∞∑
n=1
‖ e(λnD−B)TPnf ‖2<∞. (3.11)

et sa solution unique est donnée par

u(t) =
∞∑
n=1

e(λnD−B)(T−t)Pnf =
∞∑
n=1

(
s∑
i=1

eλndi(T−t)Qi)e−B(T−t)Pnf. (3.12)

Preuve. Si le problème (3.8) admet une solution u, cette solution admet la forme

u(t) = S(t)u(0). Alors,

f = u(T ) = S(T )u(0)

=
∞∑
n=1

e(−λnD+B)TPnu(0).

Il en résulte que

‖u(0)‖2 =
∞∑
n=1
‖ e(λnD−B)TPnf ‖2<∞.

Maintenant, si (3.11) est satisfaite, on peut définir

w =
∞∑
n=1

e(λnD−B)TPnf ∈ X ,

et on considère le problème{
ut(t) = Au(t), 0 < t < T,
u(0) = w,

(3.13)

Le problème direct (3.13) est bien posé et son unique solution est donnée par

u(t) = S(t)w =
∞∑
n=1

e(λnD−B)(T−t)Pnf

=
∞∑
n=1

s∑
i=1

eλndi(T−t)e−B(T−t)QiPnf, (3.14)
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pour t = T, on a

u(T ) =
∞∑
n=1

Pnf = f.

Donc, u est bien la solution unique de (3.8). �

Remarquons que les termes eλndi(T−t) dans (3.14) sont la source d’instabilité du pro-

blème inverse, donc pour neutraliser ce caractère mal-posé, on régularise le problème,

ça sera notre objectif dans la section suivante.

3.4 Méthode des valeurs aux limites auxiliaires modifiée

Dans cette étude nous proposons une version modifiée de la méthode des conditions

aux limites auxiliaires. L’idée de cette méthode est d’approcher le problème inverse

mal-posé par un problème où l’on perturbe la condition finale en ajoutant un terme

correcteur pour obtenir une condition non-locale. Pour notre problème, on propose

de l’approcher par le problème{
u′α(t) +Auα (t) = 0, 0 < t < T,
αeBTuα (0) + uα (T ) = f, α > 0 . (3.15)

Et on montre que

‖uα(T )− f‖ → 0 lorsque α→ 0,

‖uα(0)− u(0)‖ → 0 lorsque α→ 0,

et

sup
0≤t≤T

‖uα(t)− u(t)‖ → 0 lorsque α→ 0.

Pour la suite, on définit les espaces :

Fβ = {ϕ ∈ X , ∃E > 0,
+∞∑
n=1

λ2β
n ‖Pnϕ‖2 < E}, β ≥ 0.

Cβ = {ϕ ∈ X , ∃E > 0,
+∞∑
n=1

e2Tβλnds‖Pnϕ‖2 < E}, β ≥ 0.

où E > 0 est une constante donnée.

Théorème 3.4.1 La fonction uα(t) donnée par

uα(t) = S(t)(αeBT + S(T ))−1f. (3.16)
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est l’unique solution du problème (3.15), de plus on a l’estimation

‖uα (t) ‖ ≤ 1
α2M

2‖f‖.

où M est une constante positive.

Preuve. En utilisant la théorie des semi-groupes et le caractère bien posé du

problème direct, nous prouvons que la fonction uα suivante est l’unique solution du

problème (3.15)

uα(t) = S(t)(αeBT + S(T ))−1f

=
∞∑
n=1

e(−λnD+B)t(αeBT + e(−λnD+B)T )−1Pnf

=
∞∑
n=1

e−B(T−t)e−λnDt(αIn + e−λnDT )−1Pnf

=
∞∑
n=1

e−B(T−t)
s∑
i=1

e−λndit(α+ e−λndiT )−1QiPnf, (3.17)

Établissons la dépendance continue de u de f , on a

‖uα (t) ‖2 =
∞∑
n=1
‖e−B(T−t)

s∑
i=1

e−λndit(α+ e−λndiT )−1QiPnf‖2

≤
∞∑
n=1
‖e−B(T−t)(

s∑
i=1

e−λndit(α+ e−λndiT )−1Qi)‖2‖Pnf‖2

≤ e2‖B(T−t)‖
∞∑
n=1

(
s∑
i=1

e−λndit(α+ e−λndiT )−1‖|Qi|‖)2‖Pnf‖2

≤ e2‖B‖T
∞∑
n=1

(
s∑
i=1

(α+ e−λndiT )−1‖|Qi|‖)2‖Pnf‖2

≤ e2‖B‖T 1
α2

∞∑
n=1

(
s∑
i=1
‖|Qi|‖)2‖Pnf‖2

≤ e2‖B‖T 1
α2M

2
∞∑
n=1
‖Pnf‖2

≤ e2‖B‖T 1
α2M

2‖f‖2,

où M =
∑s
i=1 ‖| Qi |‖, (‖| . |‖ est une norme matricielle.) �

Théorème 3.4.2 Si f ∈ Fβ, 0 < β < 1, alors on a l’estimation suivante

‖u(T )− uα(T )‖ ≤ME( βdsT

ln( (dsT )β
βα )

)β. (3.18)
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Preuve. On calcule

‖u(T )− uα(T )‖2 =
∞∑
n=1
‖(I − e−λnDT (α+ e−λnDT ))Pnf‖2

=
∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

(1− e−λndiT

α+ e−λndiT
)QiPnf‖2

≤
∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

α

α+ e−λndiT
Qi‖2‖Pnf‖2

≤
∞∑
n=1

( α

λβn(α+ e−λndsT )
)2

s∑
i=1
‖Qi‖2λ2β

n ‖Pnf‖2

≤ M2supn∈N∗( α

λβn(α+ e−λndsT )
)2
∞∑
n=1

λ2β
n ‖Pnf‖2

≤ M2E2supn∈N∗( α

λβn(α+ e−λndsT )
)2.

Posons

g(λn) = α

λβn(α+ e−λndsT )
.

Comme λn ≥ 1, on a

g(λn) ≤ α

αλβn + e−λndsT
, ∀n ∈ N∗. (3.19)

En appliquant lemme 3.2.2 avec z = λn et l = dsT, on a

g(λn) ≤ ( βdsT

ln( (dsT )β
βα )

)β. (3.20)

De (3.19) et (3.20), il en découle que

‖u(T )− uα(T )‖2 ≤M2E2( βdsT

ln( (dsT )β
βα )

)2β,

avec M =
∑s
i=1 ‖|Qi|‖2. �

Théorème 3.4.3 Si f ∈ Cβ, (0 < β < 1), on a l’estimation

‖u(T )− uα(T )‖ ≤MEαβ(1− β
β

)(1−β). (3.21)
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Preuve. On a

‖u(T )− uα(T )‖2 =
+∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

α

α+ e−λndiT
QiPnf‖2

≤
+∞∑
n=1

( α

eβλndsT (α+ e−λndsT ))2(
s∑
i=1
‖Qi‖)2e2βλndsT ‖Pnf‖2

≤ M2supn∈N∗( α

eβλndsT (α+ e−λndsT ))2
+∞∑
n=1

e2βλndsT ‖Pnf‖2

≤ M2E2α2βsupn∈N∗
α2(1−β)

e2βλndsT (α+ e−λndsT )2 . (3.22)

Trouvons le supremum de la fonction

α2(1−β)

e2βλndsT (α+ e−λndsT )2 .

Pour cela, fixons n ∈ N∗, posons γn = λnds et

hn(α) = α2(1−β)

e2βλndsT (α+ e−λndsT )2 , α > 0, n ∈ N∗.

Il est clair que α1 = (1−β
β )e−γnT est le point critique où hn atteint son maximum.

Ainsi, il s’ensuit que

hn(α) ≤ hn(α1) = (1− β
β

)2(1−β)e2γnT (α1 + e−γnT )−2

≤ (1− β
β

)2(1−β)(α2
1e

2γnT + 2α1e
γnT + 1)−1

≤ (1− β
β

)2(1−β),

ce qui implique que

sup
n∈N∗

hn(α) ≤ (1− β
β

)2(1−β). (3.23)

De (3.22) et (3.23), on obtient l’estimation

‖u(T )− uα(T )‖2 ≤M2E2α2β(1− β
β

)2(1−β).

�

Lemme 3.4.1 Si f ∈ Cβ+1, (0 < β < 1), alors on a l’estimation suivante :

‖uα(0)− u(0)‖ ≤ CE2αβ(1− β
β

)(1−β), (3.24)

où C est une constante positive.
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Preuve. On calcule

‖uα(0)− u(0)‖2 =
+∞∑
n=1
‖((αeTB + e(−λnD+B)T )−1 − e(λnD−B)T )Pnf‖2

=
+∞∑
n=1
‖((α+ e−λnDT )−1 − eλnDT )e−TBPnf‖2

≤ ‖e−TB‖2
+∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

((α+ e−λndiT )−1 − eλndiT )QiPnf‖2

≤ ‖e−TB‖2
+∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

( αeλndiT

α+ e−λndiT
)QiPnf‖2

≤ ‖e−TB‖2
+∞∑
n=1

α2e2λndsT

(α+ e−λndsT )2 (
s∑
i=1
‖|Qi|‖2)‖Pnf‖2

≤ M2‖e−TB‖2α2β
+∞∑
n=1

α2(1−β)

e2βλndsT (α+ e−λndsT )2 e
2(β+1)λndsT ‖Pnf‖2

≤ M2‖e−TB‖2α2βsupn∈N∗( α2(1−β)

e2βλndsT (α+ e−λndsT )2 )
+∞∑
n=1

e2(β+1)λndsT ‖Pnf‖2.

D’après l’inégalité (3.23), il en découle que

‖uα(0)− u(0)‖2 ≤ C2E2α2β(1− β
β

)2(1−β),

avec C = M‖e−TB‖. �

Théorème 3.4.4 Si f ∈ C1+β, (0 < β < 1), alors uα(t) converge uniformément

vers u(t) avec l’ordre αβ et on a

‖uα(t)− u(t)‖ ≤ eT‖B‖MCαβ(1− β
β

)(1−β)E.

Preuve.

‖uα(t)− u(t)‖2 =
+∞∑
n=1
‖e(t−T )B

s∑
i=1

[ e−λndit

α+ e−λndiT
− eλndi(T−t)]QiPnf‖2

≤ e2T‖B‖
+∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

[ 1
α+ e−λndiT

− eλndiT ]e−λnditQiPnf‖2

≤ e2T‖B‖
+∞∑
n=1
‖

s∑
i=1

[ 1
α+ e−λndiT

− eλndiT ]QiPnf‖2

≤ e2T‖B‖‖uα(0)− u(0)‖2.

En utilisant l’inégalité (3.24), on obtient

‖uα(t)− u(t)‖2 ≤ e2T‖B‖M2C2α2β(1− β
β

)2(1−β)E2.

�
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3.5 Implémentation numérique

Cette section à pour but la validation des résultats théoriques par des exemples

numériques. On considère le problème inverse suivant qui consiste à déterminer

w(x, t) = (u(x, t), v(x, t))T et w(x, 0) = g(x) = (g1(x), g2(x))T dans le système
∂tw(x, t)−D∆w(x, t) = Bw(x, t), (x, t) ∈ (0, π)× (0, 1),
w(0, t) = w(π, t) = 0, t ∈ (0, 1),
w(x, 0) = g(x), x ∈ (0, π),

(3.25)

à partir de la donnée supplémentaire

w(x, 1) = (u(x, 1), v(x, 1))T .

Les couples propres de l’opérateur

−∆ = − ∂2

∂x2 , avec D(−∆) = H1(0, 1) ∩H2(0, π) ⊂ H = L2(0, π),

sont donnés par

λn = n2, φn =
√

2
π

sin(nx), n ∈ N∗.

On choisit les matrices

B =
(

2 1
2 3

)
, σ(B) = {b1, b2} = {1, 4}

et

D =
(

3 1
2 4

)
, σ(D) = {d1, d2} = {2, 5},

admettant la décomposition spéctrale

D = d1Q1 + d2Q2,

où Q1 = 1
3

(
2 −1
−2 1

)
et Q2 = 1

3

(
1 1
2 2

)
.

La solution régularisée prend la forme

wα(x, 0) = gα(x) =
∞∑
n=1

2∑
i=1

(α+ e−n
2di)Qie−BPnf(x), (3.26)

où

Pn = diag(En, En),
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Enb = bnϕn et bn = (b, ϕn) =
√

2
π

∫ π

0
b(s)sin(nπs)ds, n ∈ N∗.

En ajoutant une perturbation aléatoire (commande randn de Matlab) aux données,

on obtient le vecteur

f δ =
(
f1 + δrandn(size(f1))
f2 + δrandn(size(f2))

)
,

Pour des données perturbées f δ(x) = (f δ1 (x), f δ2 (x)) la formule (3.26) s’écrit :

gδα(x) =
∞∑
n=1

2∑
i=1

(α+ e−n
2di)Qie−BPnf δ(x),

avec

Pnf
δ(x) =

(
2
π (
∫ 1
0 f

δ
1 (s)sin(ns)ds)sin(nx) 0

0 2
π (
∫ 1

0 f
δ
2 (s)sin(ns)ds)sin(nx)

)
.

Pour l’approximation de l’intégrale dans la formule précédente, on utilise la méthode

des trapèzes et on fait une troncature approximative de la série en choisissant la

somme de M + 1 premiers termes. En considérant une grille équidistante 0 = x1 <

x2 < ..... < xM = π, (xi = (i)π
M , i = 1, ....,M), on a

gδ1,α(xj) = 1
3 .

2
π
h
M∑
i=1

N∑
n=1

[(2e−1(α+ e−2n2) + e−4(α+ e−5n2))f δ1 (xi)

+ (−e−1(α+ e−2n2) + e−4(α+ e−5n2))f δ2 (xi)]sin(nxi)sin(nxj)

et

gδ2,α(xj) = 1
3 .

2
π
h
M∑
i=1

N∑
n=1

[(−2e−1(α+ e−2n2) + 2e−4(α+ e−5n2))f δ1 (xi)

+ (e−1(α+ e−2n2) + 2e−4(α+ e−5n2))f δ2 (xi)]sin(nxi)sin(nxj),

où

j = 1, ...,M, h = π

M
.

Test 1

Pour w(x, 0) = (sinx, 2sinx), la solution du problème direct est donnée par

w(x, t) =
(

e−tsinx
2e−tsinx

)
,
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d’où

f(x) = w(x, 1) =
(

e−1sinx
2e−1sinx

)
.

• On choisit les valeurs des paramètres utilisés comme suit M = 50, N = 20.

• Pour le niveau de bruit, on prend δ = 0 puis δ = 10−5 et δ = 10−4.

Figure 3.1 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 50, N = 20 et α = 10−4.
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Figure 3.2 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 50, N = 20, α = 0.0003 et δ = 10−5 .

Figure 3.3 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 50, N = 20, α = 10−4 et δ = 10−4 .

Test 2

Dans cet exemple, on choisit la matrice de diffusion D = I2 la matrice identité,

B =
(

2 1
2 3

)
, pour w(x, 0) = (sinx, sin2x)T , la solution exacte du problème est
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donnée par

w(x, t) = 1
3

(
(2et + e4t)sinx+ (−2e−2t + et)sin2x
(−2et + 2e4t)sinx+ (e−2t + 2et)sin2x

)
.

Dans ce cas

f(x) = w(x, 1) = 1
3

(
(2e1 + e4)sinx+ (−2e−2 + e1)sin2x
(−2e1 + 2e4)sinx+ (e−2 + 2e1)sin2x

)
.

Figure 3.4 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 50, N = 20 et α = 0.00025.
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Figure 3.5 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 50, N = 20, α = 0.001 et δ = 0.0001 .

Figure 3.6 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 50, N = 20, α = 0.0015 et δ = 0.001 .

• Dans le cas des données exactes (non bruitées), les solutions approchées et les

solutions exactes sont identiques.

• Si on ajoute un niveau de bruit δ = 10−4 et δ = 10−3, les résultats restent

satisfaisants.

Test 3

Soit D =
(

1 0
0 1

)
, B =

(
3 1
2 4

)
, f1(x) et f2(x) sont choisit comme suit

f1(x) =


0, 0 ≤ x ≤ π

4 ,
4
πx− 1, π

4 ≤ x ≤
π
2 ,

3− 4
πx,

π
2 ≤ x ≤

3π
4 ,

0, 3π
4 ≤ x ≤ π,

et

f2(x) =


0, 0 ≤ x ≤ π

5 ,
5
πx− 1, π

5 ≤ x ≤
2π
5 ,

3− 5
πx,

2π
5 ≤ x ≤

3π
5 ,

0, 3π
5 ≤ x ≤ π.
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Dans ce cas la solution du problème direct ne possède pas une expression analytique,

on résout le problème direct par la méthode des différences finies, en adoptant le

schéma suivant 2

uj+1
i − uji

∆t − 1
2(
uj+1
i+1 + uj+1

i−1 − 2uj+1
i

h2 +
uji+1 + uji−1 − 2uji

h2 ) = 3
2(uj+1

i + uji ) + 1
2(vji + vj+1

i ),

vj+1
i − vji

∆t − 1
2(
vj+1
i+1 + vj+1

i−1 − 2vj+1
i

h2 +
vji+1 + vji−1 − 2vji

h2 ) = (uji + uj+1
i ) + 2(vji + vj+1

i ),

uj0 = ujN = vj0 = vjN = 0, 1 ≤ j ≤ m,

u0
i = 0, 0 ≤ i ≤ N,

v0
i = 0, 0 ≤ i ≤ N.

(3.27)

I Les paramètres utilisés sont choisit comme suit

• M : approximation de l’intégrale, M = 200.

• N : nombres de noeuds de discrétisation par la méthode des différences finies,

N = 20.

Figure 3.7 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 200, N = 20 et α = 10−7.

2. Cette méthode sera exposée en détaille dans le chapitre suivant.
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Figure 3.8 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 200, N = 20, α = 10−4 et δ = 10−4 .

Figure 3.9 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gδα
avec M = 200, N = 20, α = 10−3 et δ = 10−3 .
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I On remarque que :

• d’après le test 1 et 2, lorsque la matrice de diffusion est diagonale les résultats de

convergence sont plus sont plus satisfaisantes (ceci est dû au caractère mal posé du

problème, lié à l’opérateur ∆ intervenant dans le système ),

• pour le cas de données non bruitées les solutions régularisées sont de bonnes

approximations pour le problème considéré,

• la méthode de quasi-réversibilité est sensible aux erreurs de mesures.



Chapitre 4

Identification du terme source dans un
système de réaction-diffusion

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’identification du terme source dans un système

de réaction-diffusion, pour se faire, on se place dans le même cadre fonctionnel du

chapitre précédent.

4.1 Formulation du problème

Soit Ω un domaine borné suffisamment régulier de Rp et X = (L2(Ω))m l’espace des

fonctions à carré intégrable muni du produit scalaire

〈v, w〉 =
∫

Ω
(v1(x)w1(x) + ....+ vm(x)wm(x))dx.

On considère le problème suivant :
ut(x, t)−D∆u(x, t) = Bu(x, t) + f(x), 0 < t < 1, x ∈ Ω,
u(x, t) = 0, 0 ≤ t < 1, x ∈ ∂Ω,
u(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

(4.1)

où B et D sont deux m × m matrices réelles commutatives diagonalisables, avec

σ(D) > 0.

f : Ω→ Rm est le terme source inconnu qui doit être déterminé à partir d’un mesure

faite au temps t = 1,

u(x, 1) = g(x), x ∈ Ω. (4.2)

On note A l’opérateur non-borné défini par

A : D(A) ⊂ X → X ,
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Au = −D∆u, u ∈ D(A),

avec

D(A) = (H(Ω)2 ∩H1
0(Ω))m.

A : X → X est l’opérateur

A = −A+B

et {S(t)}t≥0 est le c0-semi-groupe sur X engendré par A défini par

S(t)b =
∞∑
n=1

eAntPnb, t ≥ 0, b ∈ X ,

où

An = −λnD +B,

Pn = diag(En, En, ..., En), n = 1, 2, ...

Enb = (ϕn, b)ϕn,

et (λn, ϕn)n∈N∗ sont les couples propres de ∆.

4.2 Instabilité du problème inverse

Commençons tout d’abord par analyser le problème direct associé au problème in-

verse (4.1). En effet pour f ∈ X donné le problème direct associé à (4.1) écrit sous

la forme abstraite suivante :{
ut(t) +Au(t) = Bu(t) + f, 0 < t ≤ 1,
u(0) = 0, (4.3)

est bien posé comme le montre le théorème suivant :

Théorème 4.2.1 Pour tout f ∈ X , le problème (4.3) admet une solution unique

u ∈ C([0, 1], D(A)) ∩ C1([0, 1],X ) donnée par

u(t) =
∫ t

0
S(t− s)fds

=
∫ t

0
e−(t−s)(A−B)fds.
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Remarque 4.2.1 I Pour 1 ≤ s, r ≤ m, on introduit les décompositions spectrales

des matrices D et B comme suit :

D =
s∑
i=1

diQi, σ(D) = {di}1≤i≤s, 0 < d1 < d2 < .. < ds

et

B =
r∑
j=1

bjBj , σ(B) = {bj}1≤j≤r, b1 < b2 < .. < br

où {Qi}1≤i≤s et {Bj}1≤j≤r sont deux familles complètes de projections.

On suppose que les matrices B et D vérifient la condition

λndi 6= bj , pour tout 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ r, n ∈ N∗.

Par conséquent la solution u du problème direct associé à (4.1) prend la forme

u(x, t) =
∫ t

0
e−(t−s)(A−B)f(x)ds

=
∞∑
n=1

∫ t

0
e(−λnD−B)(t−s)Pnf(x)ds

=
∞∑
n=1

(
r∑
j=1

(
s∑
i=1

1− e(−λndi+bj)t

(λndi − bj)
Qi)Bj)Pnf(x).

I Revenons au problème inverse (4.1). Soit l’opérateur

K : f → g,

Kf = g =
∑
n≥1

r∑
j=1

s∑
i=1

σn,ijQiBjPnf,

où

σn,ij = 1− e−λndi+bj
λndi − bj

.

Il est clair que l’opérateur K est compact et injectif. Alors l’étude du problème

inverse (4.1) est réduite à l’étude d’une équation de Fredholm de première espèce.

D’après le théorème de Picard, la solution cherchée f est donnée par la formule

f = K−1g =
∑
n≥1

r∑
j=1

s∑
i=1

1
σn,ij

QiBjPng. (4.4)

I Remarquons que 1
σn,ij

→ +∞ quand n→ +∞. A cause de ce comportement des

valeurs singulières le problème est instable.
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4.3 Stabilisation et approximation

Notre objectif dans ce qui suit et de stabiliser le problème mal-posé. Une manière

standard de le faire et d’éliminer les hautes fréquences et considérer la solution

tronquée comme une approximation de la solution instable.

D’autre part Comme la donnée g est souvent entachée d’erreur de mesure, il sera

notre objectif de résoudre l’équation (4.4) pour une donnée perturbée gδ vérifiant

‖g − gδ‖ < δ, (4.5)

où δ > 0 représente le niveau de bruit.

I Pour N > 0, on définit la solution régularisée du problème (4.1) pour des données

exactes et perturbées respectivement comme suit

fN =
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1

1
σn,ij

QiBjPng, (4.6)

f δN =
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1

1
σn,ij

QiBjPng
δ. (4.7)

Remarque 4.3.1 Le nombre entier N joue le rôle du paramétre de régularisation.

Si N est suffisamment grand, fN est proche de f. D’autre part si N est fixé, fN est

bornée.

• Pour établir les résultats de convergence, on suppose que la solution cherchée f

satisfait la condition de régularité suivante
m∑
k=1

∞∑
n=1

λ2θ
n ‖Enfk‖2 6 E2, (4.8)

où E > 0 est une constante donnée, θ > 0.

• De plus on suppose que |bj | < λndi
1, n ∈ N∗, 1 ≤ i ≤ s et 1 ≤ j ≤ r.

Théorème 4.3.1 Soient f δN la solution régularisée donnée par(4.7), f la solution

exacte donnée par (4.4) et vérifiant (4.8) et gδ(x) la donnée mesurée en t = 1

1. Cette condition n’a qu’un intérêt théorique pour établir l’estimation d’erreur et majorer uni-
formément le terme 1

δnij
par rapport à N. Dans les tests numériques, on a pu avoir des résultats de

convergence même sans avoir cette condition (voir test 2).
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vérifiant (4.5). Si on choisit λN+1 ≈ (Eδ )
1

1+θ , alors on a l’estimation d’erreur sui-

vante :

‖f − f δN‖ ≤ E
1

1+α δ
α

1+α (1 + 2c), (4.9)

où c = ds(1− e−λ1d1+br)−1.

Preuve. En utilisant l’inégalité triangulaire, il vient que

‖f − f δN‖ = ‖f − fN + fN − f δN‖

≤ ‖f − fN‖+ ‖fN − f δN‖.

D’une part, on a

‖f − fN‖ = ‖
∞∑
n=1

Pnf −
N∑
n=1

Pnf‖

= ‖
∞∑

n=N+1
Pnf‖

= ‖
∞∑

n=N+1
(λn)−θ(λn)θPnf‖

≤ (λN+1)−θ(
m∑
k=1

∞∑
n=N+1

(λn)2θ‖Enfk‖2)
1
2

≤ (λN+1)−θ(
m∑
k=1

∞∑
n=1

(λn)2θ‖Enfk‖2)
1
2

≤ (λN+1)−θ(
m∑
k=1

∞∑
n=1

(λn)2θ‖Enfk‖2)
1
2 . (4.10)

D’autre part, on a

‖fN − f δN‖ = ‖
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1

1
σnij

QiBjPng −
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1

1
σnij

QiBjPng
δ‖

≤ ‖
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1
|λndi − bj |(1− e−λndi+bj )−1QiBjPn(g − gδ)‖

≤ ‖
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1

(|λndi|+ |bj |)(1− e−λndi+bj )−1QiBjPn(g − gδ)‖

≤ 2λN+1c‖
N∑
n=1

r∑
j=1

s∑
i=1

QiBjPn(g − gδ)‖

≤ 2λN+1c(
m∑
k=1

∞∑
n=1
‖En(gk − gδk)‖2)

1
2

≤ 2λN+1c‖g − gδ‖. (4.11)
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où c = ds(1− e−λ1d1+br)−1.

De (4.10) et (4.11), il s’ensuit que

‖f − f δN‖ ≤ (λN+1)−θE + 2δλN+1c.

D’où, on obtient

‖f − f δN‖ ≤ (E
δ

)
−θ

1+θE + 2cδ(E
δ

)
1

1+θ

≤ E
1

1+θ δ
θ

1+θ (1 + 2c).

�

D’où le résultat.

4.4 Implementation numérique

Dans cette section, on commence par une étude numérique du problème direct qui

consiste à le discrétiser en utilisant la méthode des différences finies. Puis on introduit

quelques tests numériques justifiant les résultats théoriques et illustrant l’efficacité

de la méthode de régularisation utilisée pour approcher le problème inverse.

On considère le système de réaction-diffusion suivant :
ut(x, t)− 3uxx(x, t)− vxx(x, t) = 2u(x, t) + v(x, t) + f1(x), (x, t) ∈ (0, π)× (0, 1),
vt(x, t)− 2uxx(x, t)− 4vxx(x, t) = 2u(x, t) + 3v(x, t) + f2(x), (x, t) ∈ (0, π)× (0, 1),
u(0, t) = u(π, t) = v(0, t) = v(π, t) = 0, t ∈ (0, 1),
u(x, 0) = v(x, 0) = 0, x ∈ (0, π).

(4.12)

Le problème (4.12) peut être réécrit sous la forme
wt(x, t)−D∆w(x, t) = Bw(x, t) + f(x), (x, t) ∈ (0, π)× (0, 1),
w(0, t) = w(π, t) = 0, t ∈ (0, 1),
w(x, 0) = 0, x ∈ (0, π).

(4.13)

où w(x, t) = (u(x, t), v(x, t))T , f(x) = (f1(x), f2(x))T ,

B =
(

2 1
2 3

)
, σ(B) = {b1, b2} = {1, 4},

et

D =
(

3 1
2 4

)
, σ(D) = {d1, d2} = {2, 5}.
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On note (λn, ϕn)n∈N∗ les couples propres de l’opérateur −∆ = − ∂2

∂x2 , donnés par

λn = n2, ϕn =
√

2
π
sin(nx), n ∈ N∗.

La solution du problème direct est donnée par

w(x, t) =
∞∑
n=1

2∑
j=1

2∑
i=1

(1− e(−n2di+bj)t

n2di − bj
)QiBjPnf,

où

Q1 = B1 =
(

2 −1
−2 1

)
, Q2 = B2 =

(
1 1
2 2

)
,

Pn = diag(En, En), Enz = znϕn

et

zn = (z, ϕn) =
√

2
π

∫ π

0
z(s)sin(ns)ds, n ∈ N∗.

4.4.1 Résolution numérique du problème direct

Pour la discrétisation du problème direct (4.12), on adopte la méthode des différences

finies. Pour ce but on discrétise l’intervalle Ω = [0, π] en N1 +1 noeuds xi = ih, pour

i = 0, ...., N1 régulièrement espacés avec un pas h = 1
N1+1 . De même l’intervalle de

temps [0, 1] est décomposé en intervalles élémentaires de pas constant ∆t = 1
m avec

tj = j∆t, j = 0, ....,m.

On notera wji = (uji , v
j
i )T la valeur discrète inconnue de la grandeur w = (u, v)T au

noeuds xi et au temps tj .
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On propose le schéma de discrétisation suivant basé sur le schéma de Crank-Nicolson :

uj+1
i − uji

∆t − 3
2(
uj+1
i+1 + uj+1

i−1 − 2uj+1
i

h2 +
uji+1 + uji−1 − 2uji

h2 )− 1
2(
vj+1
i+1 + vj+1

i−1 − 2vj+1
i

h2 +
vji+1 + vji−1 − 2vji

h2 )

= (uj+1
i + uji ) + 1

2(vji + vj+1
i ) + f1,i,

vj+1
i − vji

∆t − 2
2(
uj+1
i+1 + uj+1

i−1 − 2uj+1
i

h2 +
uji+1 + uji−1 − 2uji

h2 )− 4
2(
vj+1
i+1 + vj+1

i−1 − 2vj+1
i

h2 +
vji+1 + vji−1 − 2vji

h2 )

= (uji + uj+1
i ) + 3

2(vji + vj+1
i ) + f2,i,

uj0 = ujN1
= vj0 = vjN1

= 0, 1 ≤ j ≤ m,

u0
i = 0, 0 ≤ i ≤ N1,

v0
i = 0, 0 ≤ i ≤ N1.

(4.14)

Par soucis de simplicité dans le réparage des inconnus, on les écrit dans l’ordre

suivant :

(u1, ..., uN1 , v1, ..., vN1)T ,

on obtient ainsi le système linéaire de 2(N1 − 1) inconnus à 2(N1 − 1) équations

suivant : 
AU j+1 = BU j + C, 0 ≤ j ≤ m− 1,

U j0 = U jN1
= (0, ..., 0)T , 1 ≤ j ≤ m,

U0
i = (0, ..., 0)T , 0 ≤ i ≤ 2N1 − 2,

(4.15)

avec

A =
(
A1 A2
A3 A4

)
, B =

(
B1 B2
B3 B4

)
et C =

(
C1
C2

)
,

où

A1=


1 + 6β −∆t −3β
−3β 1 + 6β −∆t −3β

. . . . . . . . .
−3β 1 + 6β −∆t −3β

−3β 1 + 6β −∆t

 ,

A2=


2β − ∆t

2 −β
−β 2β − ∆t

2 −β
. . . . . . . . .

−β 2β − ∆t
2 −β

−β 2β − ∆t
2

 ,
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A3=


4β −∆t −2β
−2β 4β −∆t −2β

. . . . . . . . .
−2β 4β −∆t −2β

−2β 4β −∆t

 ,

A4=


1 + 8β − 3∆t

2 −4β
−4β 1 + 8β − 3∆t

2 −4β
. . . . . . . . .

−4β 1 + 8β − 3∆t
2 −4β

−4β 1 + 8β − 3∆t
2

 ,

B1=


1− 6β + ∆t 3β

3β 1− 6β + ∆t 3β
. . . . . . . . .

3β 1− 6β + ∆t 3β
3β 1− 6β + ∆t

 ,

B2=


−2β + ∆t

2 β

β −2β + ∆t
2 β

. . . . . . . . .
β −2β + ∆t

2 β

β −2β + ∆t
2

 ,

B3=


−4β + ∆t 2β

2β −4β + ∆t 2β
. . . . . . . . .

2β −4β + ∆t 2β
2β −4β + ∆t

 ,

B4=


1− 8β + 3∆t

2 4β
4β 1− 8β + 3∆t

2 4β
. . . . . . . . .

4β 1− 8β + 3∆t
2 4β

4β 1− 8β + 3∆t
2

 ,
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C1=


∆tf1,1
.
.

∆tf1,2N1−1

 ,

C2=


∆tf2,1
.
.

∆tf2,2N1−1

 ,

avec β =
h2 et U j = (uj1, u

j
2, ..., u

j
N1−1, v

j
1, v

j
2, ..., v

j
N1−1)T .

Dans les figures suivantes, on donne la comparaison entre la solution exacte

w = (u, v) et son approximation wdiff = (udiff , vdiff ) obtenue par la méthode des

différences finies.

Figure 4.1-Comparaison de w et wdiff .
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4.4.2 Tests numériques (Problème inverse)

Revenons au problème inverse correspondant à (4.12). On veut déterminer la source

inconnue f(x) = (f1(x), f2(x))T à partir de la donnée supplémentaire au temps t = 1

w(x, 1) = (u(x, 1), v(x, 1))T = (g1(x), g2(x))T .

La solution régularisée obtenue par la méthode de troncature spéctrale est donnée

par

fNδ (x) =
N∑
n=1

2∑
j=1

2∑
i=1

( n2di − bj
1− e−n2di+bj

)QiBjPngδ(x).

On suppose que la donnée g est entachée d’erreur i.e. On dispose de la fonction

gδ = (gδ1, gδ2) ∈
(
L2(0, π)

)2 vérifiant

‖g − gδ‖(L2(0,π))2 < δ. (4.16)

D’où

f δ1,N = 2
π

∫ π

0

N∑
n=1

((2αn + βn)gδ1(s)sin(ns) + (−αn + βn)gδ2(s)sin(ns))sin(nx)ds,

et

f δ2,N = 2
π

∫ π

0

N∑
n=1

((−2αn + 2βn)gδ1(s)sin(ns) + (αn + 2βn)gδ2(s)sin(ns))sin(nx)ds,

avec αn = 1−e−2n2+1

2n2−1 et βn = 1−e−5n2+4

5n2−4 .

Pour l’approximation de l’intégrale, on utilise la règle de trapèze, en faisant une

troncature approximative de la série et ceci en choisissant la somme des M + 1

termes. Après avoir considéré une grille équidistante 0 = x1 < x2 < ... < xM+1 = π,

xj = (j − 1)h, h = π
M , j = 1, ..,M + 1, on obtient

f δ1,N (xj) = 2h
π

M+1∑
i=1

N∑
n=1

((2αn+βn)gδ1(xi)sin(nxi)+(−αn+βn)gδ2(xi)sin(nxi))sin(nxj),

(4.17)

et

f δ2,N (xj) = 2h
π

M+1∑
i=1

N∑
n=1

((−2αn+2βn)gδ1(xi)sin(nxi)+(αn+2βn)gδ2(xi)sin(nxi))sin(nxj).

(4.18)
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Test 1.

Dans ce premier test, on considère le cas où l’on possède une solution exacte

admettant une expression analytique. Si f(x) = (sinx, sin2x)T , alors

w(x, t) = 1
3

(
(3− 3e−t) sin(x) + ( 1

112)(−9 + 16e−7t − 7e−16t) sin(2x)
1

112(30− 16e−7t − 14e−16t) sin(2x)

)
,

est la solution exacte du problème (4.12). Par conséquent, on obtient

g(x) = w(x, 1) = 1
3

(
(3− 3e−1) sin(x) + ( 1

112)(−9 + 16e−7 − 7e−16) sin(2x)
1

112(30− 16e−7 − 14e−16) sin(2x)

)
.

Ajoutant une perturbation aléatoire distribuée selon la loi normale à chaque

fonction donnée g, on a

gδk = gk + εrandn(size(gk)), k = 1, 2,

où ε indique le niveau de bruit des données mesurées. Le niveau de bruit δk peut

être mesuré dans le sens de l’ erreur quadratique moyenne (RMSE) en utilisant la

relation

δk = ‖gδk − gk‖l2 = ( 1
M + 1

M∑
i=0

(gk(xi)− gδk(xi))2)
1
2 , k = 1, 2.

L’erreur relative s’obtient par la relation suivante :

RE(fk) =
‖f δk,N − fk‖l2
‖fk‖l2

, k = 1, 2.

Tableaux et figures

I Les valeurs des paramètres utilisés sont choisis comme suit

• N = 4 puis N = 5.

• M = 40.

• Le bruit considéré est d’amplitude ε = 0 puis ε = 10−3 et ε = 10−2.
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M Er(f1) Er(f2)

20 5.3655e− 016 5.2074e− 016

40 6.1694e− 016 4.9937e− 016

60 4.1312e− 015 2.2299e− 015

100 2.9473e− 015 1.7806e− 015

200 5.5548e− 015 3.6877e− 015

Tableau 4.1 Erreur relative pour des données exactes avec N = 4.

Figure 4.2 : Comparaison entre la solution exacte (non bruitées) et la solution

approchée pour M = 40 et N = 4.

M Er(f1) Er(f2)

20 1.3982e− 15 9.3685e− 16

40 1.5465e− 15 1.2706e− 15

60 6.1718e− 15 4.0391e− 15

100 8.7909e− 15 5.2323e− 15

200 7.9651e− 15 5.4267e− 15

Tableau 4.2 Erreur relative pour des données exactes avec N = 5.
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Figure 4.3 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40 et N = 5 .

M Er(f1) Er(f2)

20 0.0202 0.0201

50 0.0136 0.0104

100 0.0050 0.0125

200 0.0030 0.0029

Tableau 4.3 Erreur relative pour des données bruitées avec N = 4 et ε = 10−3.
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Figure 4.4 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 4 et ε = 10−3.

M Er(f1) Er(f2)

20 0.0043 0.0106

50 0.0169 0.0218

100 0.0084 0.0119

200 0.0059 0.0109

Tableau 4.4 Erreur relative pour des données bruitées avec N = 5 et ε = 10−3.
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Figure 4.5 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 5 et ε = 10−3.

M Er(f1) Er(f2)

20 0.2977 0.2704

50 0.0454 0.1370

100 0.0244 0.0443

200 0.1024 0.0249

Tableau 4.5 Erreur relative pour des données bruitées avec N = 4 et ε = 10−2.
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Figure 4.6 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 4 et ε = 10−2.

I On remarque que dans le cas des données exactes (non bruitées) les solutions

approchées obtenues par la méthode de troncature spéctrale sont presque

identiques aux solutions exactes.

On remarque aussi que même pour un niveau de bruit ε = 10−2, les solutions

approchées sont proches des solutions exactes.

Test 2.

On prend dans ce cas les matrices D et B comme suit

D =

 2 1

2 3

 , σ(D) = {d1, d2} = {1, 4},

et

B =

 3 1

2 4

 , σ(B) = {b1, b2} = {2, 5}.
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Figure 4.7 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40 et N = 4.

Figure 4.8 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40 et N = 5.
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Figure 4.9 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 4 et ε = 10−3.

Figure 4.10 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 5 et ε = 10−3.
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Figure 4.11 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 4 et ε = 10−2.

Figure 4.12 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M = 40, N = 5 et ε = 10−2.

• On remarque que même dans le cas λndi > |bj | (n ∈ N∗) les solutions régularisées

convergent vers les solutions exactes.



4.4 Implementation numérique 90

Test 3. Choisissons dans ce troisième test

f1(x) =



0, 0 ≤ x ≤ π
4 ,

4
πx− 1, π

4 ≤ x ≤
π
2 ,

3− 4
πx,

π
2 ≤ x ≤

3π
4 ,

0, 3π
4 ≤ x ≤ π.

f2(x) =



0, 0 ≤ x ≤ π
5 ,

5
πx− 1, π

5 ≤ x ≤
2π
5 ,

3− 5
πx,

2π
5 ≤ x ≤

3π
5 ,

0, 3π
5 ≤ x ≤ π.

• Notre résolution numérique comprend les étapes suivantes :

1. résoudre le problème direct par la méthode de différences finies,

2. calculer les vecteurs g = (g1, g2)T au temps t = 1,

3. perturber les données (g1, g2)T en ajoutant un bruit généré par la fonction Matlab

randn(.),

4. reconstruire la source f = (f1, f2)T à partir des formules (4.17) et (4.18).

I Les paramètres utilisés sont choisit comme suit

• M : paramètre d’approximation de l’intégrale par la méthode des Trapèze.

• N1 : nombres de noeuds de discrétisation par la méthode des différences finies.

• N : paramètre de régularisation par la méthode de troncature spectrale.
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Figure 4.13 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N = 4 et M = 100.

Figure 4.14 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N = 6 et M = 100.



4.4 Implementation numérique 92

Figure 4.15 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N = 6,M = 100 et ε = 10−5.

Figure 4.16 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N = 4,M = 100 et ε = 10−4.
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Figure 4.17 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N = 4,M = 100 et ε = 10−3.

• On remarque que pour les données non bruitées, les solutions approchées

constituent de bonnes approximations pour les solutions exactes. Des petites

oscillations qui augmentent avec le niveau de bruit sont remarqués pour ε = 10−2.

• La méthode de troncature spectrale montre une certaine performance dans la

résolution du problème inverse.



Conclusion et perspectives

Dans le cadre de la présente thèse, nous avons traité deux classes de problèmes

inverses, en utilisant différentes méthodes de régularisation.

Dans la première classe, nous avons utilisé une procédure de régularisation basée

sur la méthode de Tikhonov, pour reconstruire les données manquantes dans un

problème parabolique abstrait.

Dans la deuxième classe, on s’est intéressé a une catégorie de systèmes de réaction

diffusion où l’on a traité deux problèmes. le premier consiste à l’identification de la

condition initiale en utilisant une variante de la méthode des valeurs aux limites

auxiliaires, le second porte sur l’identification du terme source en adoptant la

méthode de troncature spectrale. Certains tests numériques ont été illustrés pour

vérifier l’efficacité de chaque méthode proposée.

Les résultats obtenus dans le présent travail, ouvrent de nouveaux horizons dans

l’étude des systèmes de réaction-diffusion comme perspective, on propose de

généraliser l’étude établie en 2d, ainsi de traiter les systèmes de réaction-diffusion

non-linéaire, vue l’importance et la présence de cette catégorie de problème dans

beaucoup de phénomène de biologie, physique, chimie et dans la dynamique des

populations.
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