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RESUME

Dans le présent travail, on étudie deux classes de problemes inverses en EDP.

e La premiére classe est consacrée a |'étude d'un probleme parabolique abstrait mal posé.
En se basant sur la méthode de régularisation de Tikhonov, on développe une stratégie
de régularisation pour stabiliser le probléme en question.

e Dans la deuxiéme classe, on étudie deux systémes de réaction-diffusion mal posés.
Dans le premier probléeme on s'intéresse a I'identification de la condition initiale a partir
d'une donnée supplémentaire, pour régulariser le probléme et neutraliser son caractere
mal posé, on propose une variante de la méthode des conditions aux limites auxiliaires.

Pour le second probléme et en se basant sur la méthode de troncature spectrale, on
reconstruit le terme source et on établit des résultats de convergence. Chaque méthode
est suivie par des tests numériques validant les résultats théoriques .

Mots clés : Problémes inverses, probléemes mal posés, systémes de réaction-diffusion,
méthode de régularisation de Tikhonov , méthode des valeurs aux limites auxiliaires
modifiée, méthode de troncature spectrale.



ABSTRACT

In this work we consider two classes of inverses problems.

e The first class is devoted to the study of the problem of determining an unknown
source and an unknown initial condition in an abstract parabolic problem. To neutralize
the instability of the problem a modified Tikhonov regularization method is proposed.

e In the second class, we study two inverse reaction-diffusion systems. For the first
problem we propose a simple method, based on a non-local data perturbation, known as
the auxiliary conditions method. By using this method we regularize the problem and we
establish some convergence results. For the second problem, we suggest a regularization
procedure based on the cut-off frequency method to construct the source terme. Finally,
we put end to this study by introducing some numerical examples.

Key words : Inverse problems, ill-posed problems, reaction-diffusion systems, Ti-
khonov reqularization method, nonlocal boundary value method, cut-off frequency me-

thod.
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NOTATIONS PRINCIPALES

Dans tout ce document nous avons utilisé autant que possible une notation unifiée.
En voici la forme générale qui sera utilisée sauf mentions contraires :

E : désigne I'espace de départ pour Popérateur A qui est un espace de Banach.
F : désigne I’espace d’arrivé pour 'opérateur A qui est un espace de Banach.
H: un espace de Hilbert.

(., .): désigne le produit scalaire associé a I’espace H .

I.Il : désigne la norme associée a I’espace H.

Z(E, F): l'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de E dans F.

Z(E) : l'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de E dans E.

ILIl .& r : désigne la norme de la convergence uniforme.

D(A) : le domaine de A..

N(A) : le noyau de A.

R(A) : I’image de A.

G(A) : le graphe de A.

A’: I'adjoint de I'opérateur A.

A*: Pinverse de 'opérateur A.



Introduction

0.1 Thématique de la these

ans la nature, les systemes et phénomeénes physiques les plus intéressants
sont aussi les plus complexes a étudier. Ils sont souvent régis par un grand

nombre de parameétres interagissant entre eux. Pour représenter ces phénomenes
physiques on utilise des modéles mathématiques. Ces modeéles utilisent trés sou-
vent des systémes d’équations aux dérivées partielles. La résolution de ces équations
constitue ce que I'on appelle le probleme direct. Cela ne peut se faire que si tous les
parametres du systéme sont connus, les conditions initiales et aux limites, les para-
metres intervenant dans les équations, ainsi que le domaine spatial. Lorsque 1'une
(ou plusieurs) des composantes du probléme est manquante 1’équation ne peut plus
étre résolue sans informations complémentaires et la résolution de 1’équation n’est
plus directe mais inverse.
La définition des problémes inverses n’est pas simple. On peut les caractériser de
fagon stricte par des définitions mathématiques pour chaque probléme. D’apres
J.B.Keller [59], deux problémes sont dits inverses l'un de l'autre si la formulation
de 'un met 'autre en cause. Une définition plus opérationnelle est qu’un probléme
inverse consiste a déterminer des causes & partir de la connaissance des effets. Ce
probléeme est I'inverse du probléme dit direct, consistant a déduire les effets & partir
de la connaissance des causes, ce & quoi nous sommes plus souvent habitués [60].
Du point de vue mathématique, ces probléemes (inverses) se répartissent en deux
grandes classes. D’une part, il y a les problemes linéaires qui se ramenent a la ré-
solution d’une équation intégrale de premiere espece dans le cas continu ou a la
résolution d’un systeme dans le cas discret. Le recours a I'analyse fonctionnelle et a
I’algebre linéaire permet d’obtenir des résultats précis et des algorithmes efficaces.
D’autre part, il y a les probléemes non-linéaires, qui sont le plus souvent des ques-
tions d’estimation de parameétres dans des équations différentielles ou aux dérivées
partielles. Les problemes non-linéaires peuvent se diviser en deux catégories selon la
nature du parametre qu’on cherche a estimer (un vecteur ou une fonction).
Dans la pratique la problématique inverse constitue une thématique extrémement
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vaste, présente dans de nombreux domaines qui peuvent étre tres différents les uns
des autres, on peut citer par exemple l'identification des sources de pollution & partir
d’un faible nombre de mesures de concentrations, en sismologie : localiser 1'origine
d’un tremblement de terre a partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques
réparties sur la surface du globe terrestre, en météorologie : I’évolution de la météo
a plus au moins long terme repose sur l’identification des conditions initiales grace a
Pensemble des données disponibles : les données d’observation (température, vent,...)
et les données issues de précédentes prévisions météorologiques, I'imagerie médicale
est aussi I'un des domaines les plus impliqués dans ce type de problémes.

Les problemes inverses constituent donc I'un des sujets ou le lien entre la théorie
mathématiques et la pratique est le plus fort. Toutefois, malgré son omniprésence
dans nombreux domaines, la résolution des problemes inverses est une problématique
qui reste encore aujourd’hui tres complexe. Cette complexité provient du caractere
mal posés, que partagent les problemes inverses par opposition aux problémes di-
rects. Jacques Hadamard a proposé dans son ouvrage célebre [98] une définition des
problémes bien-posés, qui rassemble les conditions pour que la résolution de ceux-ci
soit robuste. Un probléme est dit bien-posé au sens d’Hadamard lorsque : la solution
existe, elle est unique et stable, c’est a dire elle dépend continliiment des données. Si
I'une de ces trois conditions n’est pas satisfaite, le probleéme est considéré mal-posé.
Le fait que la solution d’un probléme inverse puisse ne pas exister n’est pas une
difficulté sérieuse. Il est habituellement possible de réétablir 'existence en relaxant
la notion de solution (procédé classique en mathématiques). La non-unicité est un
probléme plus sérieux. Si un probléme a plusieurs solutions, il faut un moyen de
choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations supplémentaires (une
information & priori). L’absence de la stabilité de la solution peut engendrer et am-
plifier un taux d’erreur dans la résolution, en particulier en vue d’une résolution
numérique. En effet, si la solution ne dépend pas continiment des données d’entrée
du probleme, cela signifie qu’une faible variation de ces données peut générer d’im-
portantes variations dans la solution.

Une autre difficulté dans la résolution des problemes inverses est qu’elle demande
souvent une bonne connaissance du probleme direct, ce qui se traduit par le fait que
dans I’étude de chaque probléme inverse on a recours a des éléments spécifiques a ce
dernier. Ceci balaie donc I'idée d’une grande méthode "miracle” valable pour tous les
problemes inverses. Il existe toutefois, quelques techniques et méthodes pour traiter
ces problemes et surmonter leurs difficultés, parmi ces méthodes on a les procédures
de régularisation. La méthode de régularisation due initialement a Tikhonov [99]
consiste a remplacer le probleme initial mal posé par un autre proche du premier et
bien posé de sorte que I'erreur commise soit compensée par le gain de la stabilité.
Dans la littérature mathématiques différentes méthodes de régularisation ont été
proposées pour résoudre les problémes inverses mal-posés. On cite par exemple la
méthode de régularisation de Tikhonov [99], la méthode de quasi-réversibilité ( Q.R.
method ) introduite par Lattes et Lions [68] et développée dans les travaux de L.
E. Payne [83], [84], R.E Showaler [95], [96], [97], K. Miller [77], la régularisation par
conditions non locales ( Q.B.V. method), introduite par Abdulkarimov [1] et utilisée
par P.N. Vabishchevich [102], I.V. Melnikova et al ( [56], [75], [76] ), D.N Hao [51],
R.E. Showalter ([97], 1982 ) , G.W. Clark([19], 1994 ) et V.K. Ivanov ([56], 1995 ),
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la méthode itérative alternative proposée par Kozlov et Maz’ya ( [64], [63] ).

Dans le présent travail, nous traitons certaines classes de problémes inverses linéaires,
en se basant sur des méthodes de régularisation

0.2 Contenue de la thése

La theése est composée d’une introduction et de quatre chapitres. Elle est orga-
nisée comme suit :

e Dans l'introduction on décrit le contexte de 1’étude abordée, développe la
problématique et cite certaines méthodes de régularisation proposées dans la
littérature, pour traiter les problemes inverses mal-posés.

e Dans le premier chapitre, on introduit quelques résultats et théoremes d’ana-
lyse fonctionnelle nécessaires pour ’étude, ainsi que certains outils d’analyse
des problémes inverses et mal-posés, indispensables & une bonne compréhen-
sion du domaine de recherche abordé.

e Le deuxieme chapitre traite un probléme inverse engendré par une équation
parabolique. En utilisant une procédure de régularisation basée sur la méthode
de Tikhonov, nous reconstruisons les données manquantes (condition initiale
et terme source) et nous établissons certaines estimations d’erreur. Le chapitre
se termine par des exemples numériques justifiant les résultats théoriques. Les
résultats obtenus dans ce chapitre ont fait I'objet d’une publication de caté-
gorie A dans la revue : Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta,
181-204. [93]

e Dans le troisieme chapitre, nous étudions un probleme mal posé engendré par
un systéme de réaction diffusion. En se basant sur une variante de la méthode
des valeurs aux limites auxiliaires, il régularise le probléme et établit certains
résultats de convergence. L’étude est achevée par des tests numériques validant
les résultats théoriques.

e Le chapitre quatre est consacré a la régularisation d’un probléme inverse
d’identification de source dans un systéme de réaction diffusion. Pour I’étude
numérique du probleme direct, nous adoptons la méthode des différences finies
et pour I’étude du probléme inverse, nous utilisons la méthode de troncature
spectrale, qui nous permet de construire une solution approchée stable du pro-
bleme en question. Les résultats théoriques sont suivis par des tests numériques
illustrant la précision et 'efficacité de la méthode utilisée.

La these est cloturée par une conclusion et des perspectives. Le présent travail est
une extension des travaux [26]-[27] dans lesquels des systémes de diffusion ont été

traités.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions, notions et résultats qui seront uti-
lisés par la suite dans notre étude ou qui seront nécessaires a une bonne compréhension
de celle-ci, pour plus détails nous renvoyons le lecteur aux références : [15], [25], [31],

[32], [36], [60], [65], [85)].

1.1 Eléments de la théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 L’opérateur A : D(A) C H — H est dit

o symétrique lorsque (Au,v) = (u, Av),Vu,v € D(A),

o qut-adjoint si A = A*, i.e D(A) = D(A*) et (u, Av) = (Au,v),Vu,v € D(A).

Définition 1.1.2 On dit qu’un opérateur linéaire A : E — F est borné s’il est

continu, autrement dit :
Je > 0,Vz € E, | Az| < ¢|z]|.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme d’isomorphisme de Banach)

Si A€ L(E,F) est bijectif alors A=t € L(F, E).

Proposition 1.1.1 Soit A € L(E). Si|[Allzg) < 1, alors [ — A est inversible dans
L(E) et
(I-A)"t=> A

n>0
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Proposition 1.1.2 Soit A € L(H). Il existe un unique opérateur A* € L(H) tel
que Yu,v € H, (Au,v) = (u, A*v). De plus,
LAl 2y = 1 All e
2. si A est inversible dans L(H), alors A* est aussi inversible dans L(H) et
(A*)fl — (Afl)*_

Définition 1.1.3 Un opérateur P € L(H) est appelé un projecteur lorsque P? = P.
Si de plus P* = P, on dit que P est un projecteur orthogonal.

Proposition 1.1.3 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors pour tout
u € H,

1. (Au,u) € R,

2. | All ey = sup{(Au, ) « [Jul| = 1}

Définition 1.1.4 Un opérateur A : D(A) C E — F est dit fermé si son graphe
est fermé dans E x F, i.e, pour toute suite (x,) C D(A) telle que x,, - x € E et
Az, —y € F. Alors x € D(A) et y = Ax.

Un opérateur linéaire est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme du graphe fermé)
Soit A un opérateur linéaire défini de E dans F, alors A est continu si et seulement

s’il est fermé.

Théoréme 1.1.3 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et soit A : D(A) C

Hy — Hs un opérateur fermé, avec D(A) = Hy. Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :
(i) R(A) est fermé.
(i) R(A*) est fermé.
(iii) R(A) = N(A*)*.

(iv) R(A*) = N(A)*.
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1.1.2 Spectre et résolvante d’un opérateur non-borné

Définition 1.1.5 Soit A: D(A) C H — H un opérateur fermé a domaine dense.

o On appelle spectre de A la partie de C défini par
o(A) ={X € C: X — An’est pas inversible dans L(H)}.

Les éléments de o(A) sont appelés valeurs spectrales de A.

o L’ensemble C — o (A) est appelé ensemble résolvant de A et est noté p(A), qui est
un ouvert de C.
Si X € p(A), on définit la résolvante de A au point X\ par Ry(A) = (A — A)~L.

Pour tout A\, u € p(A), on a la formule de l’identité de la résolvante ;
Ra(A)Ru(A) = (1 — A)(RA(A) — Ru(A).

e L’application A — R\(A) (X € p(A)) est analytique sur p(A).

o L’opérateur (A — A) peut ne pas étre injectif et dans ce cas A est une valeur
propre.
L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre ponctuel de A et est noté
op(A).
Un vecteur x non nul tel que Ax = Az est appelé vecteur propre de A associé a la
valeur propre .
La multiplicité de la valeur propre \ est la dimension de N (A — A).

o SiXe€a(A)—op(A), alors R(A — A) est injectif mais non surjectif.

Deux cas se présentent :

> Si R(A — A) nest pas dense, on dit que A € o,(A) le spectre résiduel de A.

> St R(A — A) est dense, on dit que X € g.(A) le spectre continu de A.

Théoréme 1.1.4 Soit A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors
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3. si A est coercif i.e il existe m > 0 telle que
Vo € D(4), (Az,2) > ml|z|?,
alors o(A) C [m, +ool.

Théoréme 1.1.5 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H) un opérateur auto-

adjoint. On pose

m = ”illrllfl(Ax,:L'), M = sup (Azx,x).
= [lz]|=1

Corollaire 1.1.1 Si A € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors
|All = max | A
co(A)

Proposition 1.1.4 Soient A € L(H) un opérateur auto-adjoint, o(A) le spectre de
A. Pour f,g € C(a(A),K), on a :

1) (Af + pu)(A) = Af(A) + pg(A),

2) (f.9)(4) = f(4).9(A),

3) (f(A)" = f(4),

4) f(o(A) = o (f(4)),

5) Vopérateur f(A) est auto-adjoint positif si et seulement si f(A) > 0.

1.1.3 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com-
pacts

Un résultat classique d’algebre linéaire affirme qu’en dimension finie tout opérateur
auto-adjoint est diagonalisable dans une base orthonormée. Le but de cette section
est de généraliser ce résultat en dimension infinie mais, pour ce faire, il est nécessaire

d’ajouter une hypothese de compacité et donc de considérer des opérateurs auto-

adjoints compacts.
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Définition 1.1.6 Soit A € L(E,F), on dit que A est compact si A(Bg) est une
partie compacte de F, ou B est la boule unité fermée de E.

On note par K(E, F) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.
> Dans le cas ou E = F, on note simplement cet espace par K(E).
> L’ensemble des opérateurs compacts KC(E, F') est un sous-espace vectoriel fermé

de L(E,F).

Proposition 1.1.5 Soit A € L(E, F). Alors les conditions suivantes sont équiva-

lentes
1. A est compact,

2. pour tout ensemble B borné, A(B) est compact,

3. 51 (Tpn)nen est une suite bornée de E, alors (Axy)nen admet une valeur d’adhérence.

Proposition 1.1.6 Soient E,F et G trois espaces de Banach, A € L(E,F) et
B € L(F,G), alors si A ou B est compact, AoB € K(E,G).

Corollaire 1.1.2 Si F est de dimension infinie. Alors l'opérateur identité n’est pas

compact.

Définition 1.1.7 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Une application

A€ L(E,F) est dit de rang fini si dim R(A) < oo.

Remarque 1.1.1 Tout opérateur de rang fini est compact : A(Bg) est un fermé

borné de l’espace de dimension fini R(A) est donc compact.

Proposition 1.1.7 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Alors A € K(Hy, Ha)

si et seulement s’il existe une suite A, € L(Hy, Hy) de rang fini telle que

n—oo

Théoréme 1.1.6 (Spectre d’un opérateur compact)

Soit A € K(H), avec dim(H) = co. Alors, on a :

1. 0 e o(A),

2. 0(A) = {0} = ap(4) — {0},
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3. lune des situations suitvantes :
— ou bien o(A) = {0},
— ou bien o(A) — {0} est fini,

— ou bien o(A) — {0} est une suite qui tend vers zéro.

Définition 1.1.8 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert. Une famille ((e;)icr) de vec-
teurs de H est dite

1. orthonormée si (e;,e;) = 0 pour tous i,j € I, tels que i # j, et (ej,e;) =1
pour tout © € I,
2. totale si vect((ei)ier) (le sous espace engendré par (e;)icr) est dense dans H.

On appelle base hilbetienne de H une famille orthonormée totale de vecteurs

de H.

Théoréme 1.1.7 Tout espace de Hilbert séparable i.e ( admettant un sous ensemble

dense et dénombrable) admet une base hilbertienne.

Théoréme 1.1.8 ( Théoréme spectral des opérateurs compacts auto-adjoints)
Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit A € K(H) un opérateur auto-adjoint.
Alors H admet une base hilbertienne (ep)nen+ formée de vecteurs propres de A, de

sorte que

Ar = Z An(x,epn)en, Vo € H,

n=1

ot Ay, est la valeur propre associée a e, pour chaque n € N*,

Définition 1.1.9 Soit A: D(A) C H — H un opérateur non borné. On dit que A

est @ résolvante compacte s’il existe A € p(A) tel que Rx(A) soit compacte.

» Le résultat suivant nous permet de déterminer le spectre des opérateurs dont la
résolvante est compacte. Plus précisément, il affirme que le spectre de tels opérateurs

est discret. (valeurs propres isolées et espaces propres de dimension finie).

Théoréme 1.1.9 Soit A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint d résolvante

compacte. Alors il existe une base hilbertienne dans H, (pn)nen+ C D(A) et une
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suite réelle (fin)nen+ telles que |pn| — oo et Apy = pinpn, pour n > 1.

De plus
D(A)={ue H: Z |(u, on|* < 00},
n=1
Au = Z fin (U, O )P

n>1
1.2 Semi-groupes

Cette classe d’opérateurs devellopée dans les années quarante, permet de résoudre
plusieurs types d’équations aux dérivées partielles.
Notons par E Pespace de Banach et {T'(¢)}+>0 est une famille d’opérateurs linéaires

bornés définis sur E.

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1 La famille {T'(t)}+>0 est appelée semi-groupe si on a :

2. Vs, t e RY, T(t+ s) =T (t)T(s).

Définition 1.2.2 Un semi-groupe {T'(t)}1>0 est dit fortement continu, et est noté
Co-semi-groupe, si T(t) est continue pour la topologie forte d’opérateurs sur L(E),
i.e.

lim ||T(t)z — x|| = 0, pour toutx € E.
t—0t

Proposition 1.2.1 Soit {T(t)}+>0 un Cy semi-groupe. Alors il existe des constantes

réelles w € R, M > 1 telle que
vt >0, |T()| o) < Me.
o Siw=0, M =1, {T(t)}+>0 est dit Co-semi-groupe de contractions.

Corollaire 1.2.1 Soit {T'(t)}+>0 un Cy-semi-groupe. Alors pour tout x € E, t —

T(t)x est une fonction continue de RT dans E, i.e pour tout ty € R

Jim [T (¢)e = T(to)zf| =0,
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Définition 1.2.3 Le générateur infintésimal du Co-semi-groupe {T'(t)}+>0 est l'opérateur

A défini par :

o L T(h)x — )
D(A)={z € E: h11>161+ . existe dans EY,
T _
Az = lim M, x € D(A).
h—0+ h

D(A) est non vide (0 € D(A))et est un sous-espace vectoriel de E. A est clairement
linéaire de D(A) dans E.

Proposition 1.2.2 Soit A le générateur infinitisémal d’un Co-semi-groupe {T'(t) }+>0

dans E. Alors on a les propriétés suivantes :

1 rtt+h
(i) ¥ >0, VreF, lim o / T(s)zds = T(t)z,
t

h—0t

(i) Vt >0, VYx e E, ona:
¢ t
/ T(s)xds € D(A), et A(/ T(s)xds) = T(t)z—x, pour tout 0 <s <t < o0,
0 0

(iii) Vt > 0, Vo € D(A), T(t)x € D(A) et t — T(t)z est différentiable sur R

avec

d
aT(t)x = AT (t)xr = T(t)Ax,

(iv) Vs, t >0, Vae D(A),
¢ t
T(t)x —T(s)x :/ AT (T)xdT :/ T(7)Axdr,
s 0
(v) A est un opérateur fermé a domaine dense.

Proposition 1.2.3 Soit A de domaine D(A) le générateur infinitisémal d’un Cy-

semi-groupe {T'(t)}1>0 . Alors on a :
() D(A") = E,
n=1

ot D(A™) est le domaine de A™.

Définition 1.2.4 Un semi-groupe {T'(t)}+>0 est dit semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs linéaires bornés si

lim [|T'(t) = If|z(z) = 0.

t—0t
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Remarque 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Alors

X un
l n

Ry

n!
= n!
» Le théoreme suivant détermine la condition nécessaire et suffisante pour qu’un

opérateur A soit le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est le générateur infinitésimal d’un Cop-

semi-groupe de contractions {T'(t) }+>0, sur E si et seulement si

(1) A est fermé et D(A) = E,

(2) RT C p(A) et pour tout A >0, on a

1
[RA(A) 2(E) < T

Corollaire 1.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contrac-

tions {T'(t) }s>0 sur E. Alors
{A € C: Re(N) >0} C p(A),
et pour tout A € C tel que Re(\) > 0,

1
A < —.
[BA(A) 2(r) < o

Corollaire 1.2.3 Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est le générateur in-
finitésimal dun Cy-semi-groupe {T(t)}i>0 sur E, vérifiant | T(t)||zm < €' si et

seulement si

(1) A est fermé et D(A) = E,
(2) |w,4o0[C p(A) et pour tout X €|w, 0|, on a

1
A—w

IRA(A)|lzm) <
Pour un semi-groupe fortement continu quelconque, on donne le théoréme suivant

Théoréme 1.2.2 Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est le générateur in-
finitésimal d’un Co-semi-groupe (T(t))i>0 sur E vérifiant || T(t)| oz < Me*" si et

seulement si
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(1) A est fermé et D(A) = E,

(2) |w,4+o0[C p(A) et pour tout X €|w, 0|, on a

IR ) < 5=

Il est important de préciser qu’il existe de nombreuses définitions équivalentes pour

les opérateurs sectoriels. On utilisera ici celle donnée dans [45].

Définition 1.2.5 Un opérateur linéaire A sur E est dit sectoriel s’il est fermé et

s’il existe 0 €]0; 7| tel que o(A) C Sp et sup [[(AA — M) < oo,
AeC—Sy
Sy est le secteur défini par

Sop={z¢€C:larg(z)| < 0}.

Corollaire 1.2.4 ./52/

(1) Si A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach, alors A est

sectoriel,
(2) si A est un opérateur auto-adjoint a domaine dense dans un espace de Hilbert,
et s’il est borné infirieurement, alors A est sectoriel.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Définition 1.2.6 Soit 6 €0, 5[, on dit que lapplication S : Sy U {0} — L(E) est
un semi-groupe analytique si

1. S(0) = Id,

2. S(z1 4 2z2) = S(21)S(22) pour tout z1,z2 dans Sp,

3. pour tout x € E, S(z)x est continue en 0,

4. Uapplication z — S(z) est analytique dans Sp.

Théoréme 1.2.3 Si A est un opérateur sectoriel, alors —A est le générateur infi-

nitésimal d’un semi-groupe analytique noté {e*tA}tZO, tel que

1
tA 1 Xt
e o 1‘*( ) e s

ot I est un contour dans ’ensemble résolvant p(—A) avec arg A\ — +0 quand |\ —

+00 pour certain § € (5, ).
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1.3 Problémes inverses et régularisation

1.3.1 Problémes inverses

Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains para-
metres (ou inconnues) d’un modele doivent étre identifiées & partir d’observations
(ou mesures) du phénomene. C’est également en quelques sortes le contraire d’un
probléme direct : supposons que 'on dispose d’un modele. Si on se fixe des valeurs
pour les parametres du modele, on peut alors faire tourner le modele, en déduire
une trajectoire et 1’observer.

Etant donné un phénoméne physique, ’analyse de ce dernier consiste en général a
déterminer une grandeur non directement observable z(r) & partir d’'un ensemble fini

de mesures d’'une grandeur observée y(u) dépendant de parametre € selon le modele
M (y(u), z(r),0) = 0. (1.1)

Parfois le modele est explicite i.e.,

Nous pouvons dire que
e connaissant M, 0, x, le calcul de y est un probleme direct,
e connaissant M, @, y, le calcul de x est un probleme inverse,

e connaissant M, z,y, le calcul de 6 est un probleme inverse d’identifications de
parametres.

Si M est un opérateur linéaire, la relation peut s’écrire soit comme
y= Mz,

ou M est une matrice dans le cas discret, soit comme une intégrale de Fredholm dite

de premiére espece

ou h(r,u) est appelé noyau de Green.
Dans le présent travail, on s’intéresse a certaines classes de problémes inverses li-
néaires. Afin de mieux cerner les difficultés inhérentes a la résolution des problemes

inverses, on introduit la notion de probléme bien et mal-posé.
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1.3.2 Caractére mal-posé des probléemes inverses et régularisation

En étudiant les équations aux dérivées partielles et leur résolution, Jacques Ha-
damard [46] a proposé une définition des problémes bien posés, qui rassemble les
conditions pour que leur résolution de soit robuste.

Soient X et Y deux espaces munis de topologies, on considére le probléme abstrait

suivant :

Ku=vy, (1.2)
ouy €Y,

u est cherché dans X.

On dira que le probléme (1.2) est bien posé au sens d’Hadamard si et seulement si :
i) pour tout y de Y, il existe une solution & (1.2),
ii) cette solution est unique dans X,

iii) la dépendance de u vis a vis de y est continue (pour les topologies de X et V).

» On voit que le caractere bien posé d’un probléeme qualifie en fait le triplet (K, X,Y").
De fagon évidente : la condition i) impose que K soit surjectif : K(X) =Y,

la condition ii) impose que K soit injectif, si bien que I'ensemble des deux conditions
nécessite que K soit inversible. La derniére condition n’est autre que la continuité
de l'opérateur inverse de K pour les topologies de X et Y.

Un probleme ne satisfaisant pas les trois conditions d’Hadamard est dit mal posé.
En pratique les problémes inverses sont mal posés : ils ne vérifient souvent pas I'une
ou l'autre de ces conditions, voire les trois ensembles. Le fait que la solution d’un
probléme inverse puisse ne pas exister n’est pas une grande difficulté. Il est habituel-
lement possible de rétablir I’existence en relaxant la notion de solution. Par exemple,
dans le cas d’un systéme linéaire surdéterminé Kx = y, en redéfinissant le probleme
avec moins d’équations ou en cherchant la solution au sens des moindres carrés.
Deuxiemement, la non-unicité est un probléme un peu plus sérieux. Si un probléme
a plusieurs solutions, il faut un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut dis-
poser d’informations supplémentaires (une information a priori). Troisiémement, le

manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en vue
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d’une résolution approchée ou numérique.

Dans ce qui suit, on expose le caractere mal-posé par I’exemple suivant.

Exemple.

Soit le probleme

G8+2%=0,  (2,y) €Rx[0,0),
u(x,0) =0, r € R, (1.3)
Ou(z,0) 1

2 = sin(nzx) = gn(z),

il est clair de voir que u(z,y) = n% sin(nz) sinh(ny) est la solution du probléme (1.3).
On remarque que

1
sup |gn(z)| = — — 0,n — oo,
reR n

par contre

1
sup |u(z,y)| = ﬁsinh(ny) — 00,n — 00, pour tout, y > 0.

Ce qui prouve que le probléme est mal-posé.

Pour traiter un probléme inverse il convient de disposer d’éléments précis pour eva-
luer et juger les instabilités causées par 'opérateur associé au probléeme considéré.
Pour ce but, on introduit la notion de décomposition en valeurs singulieres, qui

généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-adjoints.

1.4 Décomposition en valeurs singulieres des opérateurs
compacts

Soient X et Y deux espaces de Hilbert séparables. Considérons le probleme inverse
Kx =y, (1.4)
ou K : X — Y est un opérateur linéaire compact.

Définition 1.4.1 Soit K € L(X,Y) un opérateur compact. On appelle valeur sin-
guliére de opérateur K, le nombre réel positif p = VX, ot X est la valeur propre de

Uopérateur auto-adjoint compact K*K.
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Théoréme 1.4.1 Soient K € L(X,Y) un opérateur compact et (pn)n la suite des
valeurs singuliéres de K. Alors il existe deux systémes orthonormés (vn) C X et

(Yn) CY tels que
Kon = pintn, et, K*n = pin@n, ¥n € N*.
Pour tout uw € X, on a la décomposition suivante
oo
u = Z(u, ©n)en + Pu,
n=1
ot P désigne la projection de X sur N(K) (noyau de K) et

Ku = Z Nn(ua Son>wn

n=1

(tin, ©n,¥n) est appelé systéme singulier de K.

Remarque 1.4.1 Le comportement de valeurs singuliéres aide a déterminer le degré

de complizeté du probléme mal-posé :
e Sila suite des valeurs singuliéres (fn)nen+ posséde un comportement polynomial,
i.€.

1._
(Hn)ner ~ (=)nlyer B3>0,
le probléme est dit moyennement mal-posé.

o Sila suite (pun)nen+ décroit exponentiellement vers zéro, i.e.
_nB
pn < (7)), >0, neN*
on parlera d’un probléme sévérement mal-posé.

On présente dans ce qui suit un exemple d’un opérateur pour lequel on peut déterminer

les valeurs singuliéres.

Exemple.

Soit A : L?(0,1) — L?(0,1), 'opérateur défini par

Azx(t) = /Ot x(s)ds.
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Pour tout y € L?(0,1), on a

(Azx,y) = /01 /Otx(s)y(t)dsdt = /01 (/51 y(t)dt) z(s)ds = (z, A*y.)

D’out U'opérateur adjoint est donnée par

Pour tout u € L?(0,1), on définit

A*Au(t) = /t1 /Os u(7T)drds.

I1 est alors possible de démontrer que le systeme singulier (in, @n, ¥n)nen+ associé

a cet opérateur est défini par

oy, = (Qnil)w’ on(z) = V2 cos <2n2— 17r:c) . Un(z) = V2sin (2n2— 171'95) ,

on remarque que (fip) ~ (%), la décroissance des valeurs singuliére est polynomiale,

donc le probléme est moyennement mal-posé.

Théoréme 1.4.2 (Picard, [65])
Soit K : Hi — Ha un opérateur linéaire compact de systéme singulier (i, ©n, ¥n)-
L’équation

Kx=y

est resoluble si et seulement siy € N(A*)* = R(A) et vérifie

=1

> = tn)y |* < 0.
ne1 Mn
Dans ce cas
o0
1
T = Z — (Y, ¥n)y pn + To0, xo € N(A) (1.5)
n=1 Hn

est la solution de I’équation (1.4)

Le théoréeme de Picard illustre bien la nature mal-posé de 1’équation (1.4). En effet,

un second membre perturbé
Yy’ =y + 6n,

donne la solution

20 :m+5ﬁ.
[in
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Alors le rapport
|l2° —zllx _ 1

Iy —ylly — pn’

veut dire que ’erreur sur la solution est amplifiée par 'inverse de la plus petite valeur
singuliere par rapport a 'erreur sur la donnée. Dans le cas ou cette petite valeur
singuliere est petite, cette amplification peut devenir dramatique, ce qui explique

I'instabilité rencontrée lors de la résolution du problemes mal-posés.

1.4.1 Régularisation

Pour résoudre les problémes inverses et contourner leurs instabilités, on a recours
a l'utilisation des méthodes dites de régularisation dont le principe consiste a sub-
stituer au probléme mal-posé une suite de problémes bien-posés dépendant d’un
parameétre dit de régularisation. Les solutions approchées de ces derniers deviennent
stables vis & vis des données perturbées.

Avant d’introduire certaines méthodes de régularisation utilisées dans le présent tra-

vail, on commence par introduire la notion de schéma régularisant.

Schéma régularisant

Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert, K : Hy — Hs un opérateur linéaire.

Idéalement, on souhaite utiliser une donnée y € Hs pour trouver la solution du
probléme (1.4). d’un point de vu pratique, ce n’est pas malheureusement toujours
possible, seule une mesure approximative de y est disponible. Donc, connaissant la

donnée y & une ereur & prés, notée 3, i.e.,
ly =l <6,
on souhaite résoudre le probleme
Ka® =19, (1.6)

La résolution de I’équation (1.6) préserve des difficultés de stabilité liée a 'opérateur

inverse K ~1. Pour pallier & ce probleme une approximation R, est introduite, telle

que acg = R,y° soit une solution approchée stable du probléeme (1.6).
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Définition 1.4.2 (Stratégie de régqularisation)
Soient X etY deux espaces normés, K : X — Y un opérateur linéaire borné injectif.

La famille des opérateurs linéaires bornés Ry 1Y — X, a0 > 0, telle que
lim RyKx =2, x€ X (1.7)
a—0

est appelée «Schéma régularisanty de l'opérateur K, a est le paramétre de régqularisation.

Remarque 1.4.2 Pour un opérateur compact K en dimension infinie :

e la famille d’opérateurs (Ry) ne peut pas étre uniformement bornée par rappport a
a, autrement dit, il existe une suite (oy,) telle que | Ry, || — oo lorsque k — oo.
e La convergence Roy — K~ 'y n'est pas uniforme, c’est a dire qu’il n’y a pas de

convergence de R, K wvers l'identité au sens de la norme des opérateurs.

» Soit afg = R,y’ une approximation de la solution z du probléeme y = Kz. On a
|2, = 2l = | Ray’ = Ray + RaKz — 2|l < 8||Ral + ||Ra Kz — |-

Cette inégalité montre que ’erreur se compose de deux termes :

(¢) Un premier terme dii aux erreurs sur la donnée multiplié par || R, ||, qui tend vers

I’infini lorsque o — 0.

(7i) Un second terme dii a 'approximation de la solution exacte et qui tend vers
zéro lorsque « tend vers zéro. Nous voyons donc bien la nécessité d’adapter le

parametre de régularisation au niveau de bruit présent dans les données.
e Une stratégie de régularisation peut se concevoir de deux fagon :

- Une stratégie de régularisation a priori : si I’'on possede une estimation du niveau
de bruit, on peut en déduire comment il faut choisir & = «(6), dans ce cas le

choix de a ne dépend pas de la donnée perturbée.

- Une stratégie de régularisation a posteriori : elle consiste a estimer au cours de
calcul la valeur convenable du parametre, en utilisant les données disponibles,

a = a(6,y°). Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter ([35],[50]).

e Soit K est un opérateur compact dont le systéme singulier est (tin, ©n, ¥n)nen--
L’idée de régularisation dans ce cas est de régulariser le probléme en amortissant ou

en filtrant I'influence du rapport % dans 'identité (1.5).
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En effet on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.3 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert séparables et K : Hy —
Hy un opérateur linéaire injectif compact de systéme singulier (tin, Pn, ¥n)nen=, €t
soit q : (0,00) x (0,]|K||) — R une fonction bornée telle que pour tout o > 0, il

existe une constante positive C(«), vérifiant

lg(e, )| < C(e)
et
li =1
lim gla, p) =1,
avec 0 < p < ||K||. Alors la famille d’opérateurs linéaires bornés Ry, : Hy — Hy, o >

0, définis par :

> 1
Roy =Y —q(a, pin) (Y, ¥n), y € Ha,
n=1 """

décrit un schéma régularisant avec || Ry || < C(«).

Donc g(a, ) joue le role d’un filtre : on la souhaite proche de 1 si p est grand, et
telle que W reste borné lorsque pu — 0.

Pour le choix du parametre de régularisation de nombreuses stratégies ont été pro-
posées, ce sont pour la plupart des méthodes d’estimation a posteriori. Parmi ces
stratégies on cite le principe de Morozov [78], consistant & rechercher un residu

| K8 — o°|| égal au niveau de bruit 4.

A la fin de ce chapitre, on représente quelques méthodes de régularisation.

Méthodes de régularisation

e Méthode de régularisation de Tikhonov : Pour résoudre le probleme
mal-posé Kx =y, ou K : Hi — Hs est un opérateur compact, cette méthode
consiste & minimiser la fonctionnelle : ||Kz — y||?> par rapport & z. Si Hj est
de dimension infinie le probléme de minimisation est aussi mal-posé d’apres le

lemme suivant

Lemme 1.4.1 Soient Hi et Hs deux espaces de Hilbert, K : Hy — Hs un
opérateur linéaire borné et y € Hy. Alors & est solution du probléme de mini-
maisation,i.e.

|IKz —y| < |[Kx—y||, pour tout x € Hy
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st et seulement si & résout ’équation normale

K*Ki =Ky, !
ou K* : Hy — Hy désigne l'opérateur adjoint de K.
La régularisation de Tikhonov méne alors a la détermination de z® € X mini-
misant la fonctionnelle (dite de Tikhonov) définie par

Jo(@) = [|[Kz —y|* + af|z]?, Ve X.

Le théoréeme suivant détermine une forme explicite minimisant la fonctionnelle
de Tikhonov.

Théoréme 1.4.4 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert, K : Hy — Hy un
opérateur linéaire borné et a > 0. Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet

un minimum unique x% € Hy, qui est la solution de l’équation normale
az® + K*Kx® = K*y (1.8)

La solution de (1.8) s’écrit donc 2 = Ray = (al + K*K)~1K*y.
La famille d’opérateurs R, = (ol + K*K)~'K* : Hy — Hy, décrit un schéma

régularisant, avec

1
R.|| £ ——.
I1Bell < 5
e Si K est compact, en choisissant un systeme singulier (i, ©n, ¥n)nen+ pour

K, alors R,y admet la représentation
- q(O[,,LLn)
Ray = Z 7(.%7/%)80717 y S H27
n=1 Hn

avec q(a, p) = aﬁiQ est la fonction filtre.

q(a, p) est bornée : 0 < g(a, ) < 1 et vérifiée q(a, n) < C(a)p, avec C(a) =

1
2ac°

e La méthode de quasi-réversibilité (Q.R. method ) : La méthode de

quasi-réversibilité introduite par R. Lattes et J.L. Lions [68] et qui a été

1. L’opérateur K*K est compact, d’ol1 le probléeme de minimisation est mal-posé.
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développée dans les travaux de K. Miller [77], L.E. Payne [83], [84], R. Showal-
ter [95], [96] et [97]. Cette méthode consiste & remplacer le probléme original
mal-posé par un probléeme approché bien-posé au sens d’Hadamard et a re-

chercher des quasi-solutions stables vis-a-vis de faibles variations des données.

e Régularisation avec conditions non-locales(Q.B.V. method) : Due ini-
tialement a L. Abdulkerimov [1], son principe consiste a perturber les condi-
tions aux limites en lui ajoutant un terme correcteur pour obtenir un probléme
non-local bien-posé, elle a été développée ensuite par G. W. Clark [19] et D.
N. hao [51], I.V. Melnikova et al. [56], [75], [76], R. E. Showalter [97].

¢ Régularisation par troncature spectrale : Si ’on connait la décomposition
en valeurs singulieres de l'opérateur K, on peut proposer une méthode de
régularisation appelée troncature spectrale. Cette méthode consiste & tronquer
le déveleppement spectral a un certain rang. Ce rang joue le role de parameétre
de régularisation. Cette méthode est aujourd’hui tres largement utilisée puis-
qu’elle fait partie des outils les plus performants pour résoudre les problémes

inverses mal-posés ([34], [40], [88], [90]).

e Les méthodes itératives : Les méthodes itératives consistent a générer une
succession de problémes bien-posés dont les solutions convergent vers la solu-
tion du probléme considéré et ou l'indice d’itération joue le role de parametre
de régularisation. Dans leurs travaux ([63], [64]) Kozlov et Maz’ya ont proposé
une méthode itérative alternative, la convergence de cette méthode est basée
sur la notion d’opérateur quasi-contractant dans le cadre hilbertien. Par la
suite, le principe de cette méthode a été utilisé pour la résolution de différentes
classes de probléemes mal-posés (elliptiques , paraboliques et hyperboliques),
voir les travaux de G. Bastay ([11], 1995) et J. Baumeister et A. Leitao ([12],
2001).
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1.5 Systemes de réaction diffusion

Un systéme de réaction-diffusion est un modeéle mathématique qui décrit I’évolution
des concentrations d’une ou plusieurs substances spatialement distribuées et sou-
mises & deux processus : un processus de réactions (chimiques) locales dans lequel
les différentes substances se transforment et un processus de diffusion qui provoque
une répartition de ces substances dans ’espace.
Cette description implique naturellement que de tels systémes sont appliqués en
chimie. Cependant, ils peuvent aussi décrire des phénomeénes dynamiques de nature
différente : la biologie, la physique, la géologie ou 1’écologie sont des exemples de
domaines ot de tels systémes apparaissent ([3], [5], [8], [9], [67], [79] et [82]).
Mathématiquement, les systémes de réaction-diffusion sont représentés par des sys-
temes d’équations aux dérivées partielles paraboliques qui prennent la forme géné-
rale :

ou

E—DAu:f(u,t,w), t>0,z €,

avec ) est ouvert régulier borné de RP, le vecteur colonne u(t,z) = (u;(t,z))/",
est la fonction inconnue ou chaque composante représente la concentration d’une
substance, D est la matrice dite matrice de diffusion, f est une application de R™

dans R™.



Chapitre 2

Régularisation de Tikhonov modifiée
pour une classe de problemes inverses
paraboliques

Dans ce chapitre, on étudie un probléme inverse parabolique mal-posé. Pour neutra-
liser le caractere mal-posé du probléeme, on adopte une procédure de régularisation

basée sur la méthode de régularisation du Tikhonov.

2.1 Formulation du probleme

Soit H un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (.,.) et de la norme
correspondante ||.|| et A: D(A) C H — H un opérateur linéaire auto-adjoint positif

et a résolvante compacte. Considérons le probléme inverse suivant :

{ut(t)—i—Au(t) = f, 0<t<Ty,
(2.1)

U(Tl) = ¢17

avec 0 < T < T et ¢ € H est une fonction donnée, notre but est d’identifier la

condition initiale u(0) et la source f & partir de la donnée supplémentaire

u(Tp) = P2, Yo € H.

Par conséquent, le probleme inverse peut étre reformulé comme suit : déterminer f

et g tels que
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ut(t) + Au(t) = f, 0<t<Ty,

(2.2)
u(0) =g,
a partir des données
U(TI) = ¢17
(2.3)
u(Tz) = o.
Le probleme direct correspondant & (2.2) est une version abstraite du systeme
ou
E(m,t) — Au(z,t) = f(x), (x,t) € Qr x [0,T],
w(z,t) =0,  (x,t) €dQx[0,T], (2.4)

u(x,0) =g(x), x €9,

avec ) est un domaine borné suffisamment régulier dans R™, Ce dernier consiste a
déterminer la distribution de la température u(z,t) en connaissant la température
initiale et le terme source. Il est connu que ce probléme classique est bien posé.
Cependant, 'accessibilité a la mesure de ces grandeurs n’est pas toujours facile a
cause de la nature physique du modele (un environnement “agressif” pour les cap-
tures), par exemple les hautes températures et la difficulté d’acces dans la chambre
de combustion d’un moteur [28], dans une enceinte contenant un feu [89] ou sur les
faces actives d’outils d’usinage [66].

Ce sont des cas ot le recourt a ce type de probleme d’identification est nécessaire.

2.2 Préliminaires

Dans cette section, on présente le cadre fonctionnel et les notations nécessaires pour
analyser le probleme étudié. Sous les hypotheses faites sur A ce dernier est diagona-
lisable, on note (A, ¢,,) les couples propres, valeurs et vecteurs propres de A :
A‘Pn = /\n(Pm ne N*7
0< A\ <. <, lim A\, = +o0,
n—oo

avec

b= bupn, bn=(b,n), Vb e H.
n=1
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Pour p € R, on introduit ’espace de Hilbert HP, défini par

HP ={be H: Z(l + )\%)p | (b, on) ]2< +oo},

n=1

muni de la norme
> 1
1o e = Z L+ X7 | (bgn) D)2, be HP.
On note par {S(t) = e 4*};>¢ le semi-groupe analytique engendré par —A sur H,
S(t) b—e_tAb—Ze A (b, on)en, Vb e H.

Théoréme 2.2.1 [31]

Pour la famille d’opérateurs {S(t)}i=0, on a les propriétés suivantes :
o |S(®)|| <1, pour toutt >0,

e la fonction t — S(t), t > 0 est analytique,

e S(t): H— D(A"), pour toutt >0 et r >0,

e pour tout b € D(A") etr >0, S(t)A"b = A"S(t)b,

e pour tout t > 0 et r > 0, Uopérateur A"S(t) est borné.
Le théoreme suivant assure I'existence et 'unicité de la solution du probléme direct.

Théoréme 2.2.2 [44] Pour tout f € H et g € H le probléme (2.2) admet une
solution unique u € C((0,T], D(A)) N CY((0,T], H) donnée par

u(t) = S(t)g+ K(t)f = e Mg+ AT — 7).
De plus, si g € D(A) alors u € C*([0,T]; H).
2.3 Caractére mal-posé du probleme inverse

Notre objectif est de déterminer le couple (f,g) dans le systeme (2.2) a partir des

données supplémentaires (2.3). En effet, soit K (t) 'opérateur défini par

Ktb=A"' T -,  beH.
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La solution du probléme (2.2) se réécrit

A partir de (2.3), il s’ensuit que
{ w(Ty) = S(Th)g + K(T1) f = v,
u(Ty) = S(Tx)g + K(T2) f = vo.

Par conséquent, on cherche une solution (f,g) du systéme

{ S(Ty)g+ K(Th)f =S(T)g+ A I - S(Th)) f =¥, 25)
S(Th)g + K(To)f = S(To)g + AT — S(Tz)) f = s '

En appliquant & la premiere équation dans le systeme (2.5) S(73) et a la deuxiéme

S(T1), on a

S(I2)S(T1)g + S(To) A1 — S(T1)) f = S(T2)¥, (2.6)
S(T1)S(Tz)g + S(TV)AH(I — S(T2)) f = S(T1)ye. (2.7)

En soustrayant de 1’équation (2.6) et (2.7) et en utilisant certaines propriétés des

semi-groupes, on obtient
ATHS(Th) = S(T2)) f = S(Ta)2 — S(To)¢n.
Par une procédure analogue a celle utilisée précédemment, on obtient

K(T»)S(Th)g + K(T2) K(Th) f = K(T2)¢1, (2.8)

K(Th)S(Tz)g + K(Th)K(T) f = K(T1)e. (2.9)
Par soustraction, il s’ensuit que
ATHI = S(12))S(T1)g — A7 (I = S(11))S(T2)g = K (Tz)¢r — K (1)
D’ou il en découle que
ATH(S(Ty) - S(T2))g = K(T1)vh2 — K (T2)¢r.

Ainsi, la résolution du systéme (2.5) est équivalente a la résolution du systéme

Bf = 9
{ f=m (2.10)
Bg = na.
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Avec

B=K(Ty) — K(Th) = A™Y(S(T) — S(T)),

m = S(T1)pa — S(T)y,
et
ne = K(T2)y1 — K(11)vs.

Il est facile de vérifier que B est un opérateur linéaire, auto-adjoint, compact et
injectif, dont les valeurs singuliéres sont données par
e_TlAn — e_T2>\n

(o0 = )jz_g

An

Remarque 2.3.1 Comme de nombreuxr problemes inverses, l’étude du probléme
(2.2)-(2.3) est réduite a 'étude d’un systéme d’équations de Fredholm de premiére
espéce de la forme

Bb =1 (2.11)

De linjectivité de B, on a

21

-1
b=B'n=> —(n ¢n)en-
On

n=1
On peut voir que é — 00 quand n — oo, le probléme inverse est donc mal-posé,
i.e, la solution ne dépend pas continument des données. De plus, dans la pratique

les données 11 et 19 sont entachées d’erreurs donc on dispose seulement de données

bruitées ¢ et 3, il s’ensuit que

{ Bf =},
(2.12)
Bg =},
ou
) = S(T1)vs — S(Tu)y,
5 = K(To)y} — K(T)ys,
et

1 — 2| + [z — W3] < &1 + 82 = 4, (2.13)

avec 6 > 0 est le niveau de bruit.



2.4 Méthode de Tikhonov modifiée et résultats de convergence 30

Avant de passer & la régularisation du probléme (2.2), on suppose que les solutions

cherchées vérifient les conditions de régularité suivantes :
HfHle S Ela p1 > 07 (214)

lgllmr2 < B2, p2 >0, (2.15)

ou Fq, E5 > 0 sont des constantes données.

2.4 Meéthode de Tikhonov modifiée et résultats de conver-

gence

La régularisation de Tikhonov est une méthode tres efficace pour résoudre les pro-
blemes mal posés. Dans cette section, on propose une procédure modifiée de cette

méthode pour traiter le systeme (2.10).

La méthode de régularisation de Tikhonov consiste & minimiser les quantités sui-

vantes :

{ IBf = mI* + ?[| 117,
(2.16)

|Bg — n3||* + o?[|g]>.

La résolution du probleme de minimisation de la fonctionnelle de Tikhonov est équi-

valente & la résolution des équations normales suivantes :

A2 f + B*BfS = B*nj,
(2.17)
azgi + B*ng = B*ng.
Comme B est un opérateur linéaire auto-adjoint, on obtient
f& = (a1 + B*) ™' Bn,
5 2 2—1 73,0 (2.18)
9o = ("1 + B”)"" Bnj.

En utilisant la décomposition spectrale de 'opérateur intervenant dans le systéme

(218)7 on a :
5 = On 5 00 8, 5
fo= n; m(m,wn)% = nz::l W(m,s@n)wn,
— O S (2.19)
1 n 5 . 5
90 =2 oz g oz on)on = D 7 rgs (s #n)on,
’ n:1a +0n n:11+a Bn



2.4 Méthode de Tikhonov modifiée et résultats de convergence 31

ou
1 An

Bn - 0—7n - e_Tl)\n — e—TQ)\n ’

Afin de simplifier I’étude, on propose de remplacé le filtre

I 1

2,2 T1An ’

1+ Bia 1+ a2 Apetl 2
1 — 6_(T2_T1)>\n

par le filtre possédant le méme comportement suivant :

1
1+ a2(Mpelirn)2’

Par conséquent, les solutions régularisées de Tikhonov modifiée sont données par

0 .- Bn §
fa = Z 1+ a2()\neTl,\n)2 (nla@n)@ny
= (2.20)

00
6 _ Bn 5
Jo = Z 1 +a2(An€T1)\n>2(772>90n)90n'

n=1
Dans ce qui suit, on introduit quelques propriétés et outils nécessaires pour établir

le résultat de convergence.

Lemme 2.4.1 La norme de Uopérateur K(t) = A~Y(I — e %) est donnée par

1—etM
K(t)|| =
1K@ = —

C . . _etA
Preuve. On vise & déterminer extremum de la fonction 1 5 “. n € N*, pour
n

cela, on fixe t, on pose u = At et on définit la fonction

_ 1—e™#

Fi(p) = 0 pour g > py = tA;.
On a
+1)e #—1
1( ) ,uz
Posons

par conséquent
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Pour étudier la monotonie de Fi(u), il suffit de déterminer le signe de F». On a
Fé(/,L) = _/’Lei'u < 07 V/,L > p1 > 07

alors, I est décroissante, de plus Fy(u) C] —1,0[. D’ou Fa(u) < 0, Vi > p1, ce qui

implique que Fi(u) est décroissante et

sup F1(u) = Fi(p1).

HZ>p1
Donc,
1—etn 1 _eth
sup =
n>1  An A1

Ce qui entraine que,

1—etM
sup [|K(¢)[| = sup

1
< —. (2.21)
t€[0,Ts] te[0,T] AL A1

Lemme 2.4.2 Pour 0 < a <1 etp >0, on a les estimations suivantes :

- 1
- )1+ T < 1,7P72 TP In(—=))"P), (2.22
7811;;( 1 —|—a2>\%62/\nT1)( + n) SIS max( 1 ’ 1)max(a7(n(\/a)) )v ( )
Bpe T -1\ 7.

U T 22T < max(1, T} )ﬁ’ i=1,2, (2.23)

Bn N
< L)L 2.24
?ng (1 —i—OzQ/\%eQ)‘"Tl))\n — max( » M )a7 ( )

_ 1
aveey = T m-T
Preuve. Posons \,, = ﬁlné, pour de grandes valeurs de A, on a :

e pour A, = Ay, on a

GOw) =(1 1+ A2)75

T Tt a2a2e T

<A+A) 2 <A <AL =T (In(—=)) 77, (2.25)

1
T)

o
e pour A1 < A\, < Ay, ON 2

a2 )22
1+ a2X2e2AnTh

< a2/\%e2/\"TI(1 + )\%)_%

(M) = )(1+22)78

On distingue deux cas :
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si0<p<2,ona
G(An) < a2e2nTi)2=p
1 1
< 2>\n0T1)\2 P — q(—\27P(ln =)2P.
o’e a(QTl) (In a)
En utilisant I'inégalité
1
In—)*<1
afin Y <1,
on a
1 1.1 1
Zln=)P =TP 2(lnp—\P
G(A\p) < T127p(2 In a) =717 “(In ﬂ) . (2.26)
Sip>2 ona
G(\,) < a?eTh < 2P0t — (2.27)
De (2.25), (2.26) et (2.27), on déduit (2.22).
Etablissons (2.23). De l'inégalité
1 1
e @) = e m@m) ~ (2.28)
pour ¢ =1,2,0on a
ﬂne_)\nTi )\ne_)\n(Ti_Tl)
L+ a2X2e2MTi (1 — e~ An(T2=T1))(1 + a2)\2e2MnT)
ryAne_An(Ti_Tl)
T 1+ a2l
YAn
T 14 a?A2enTt’ (2.29)
o Si A < Ay < Ay, de (2.29) on a
Bne*’\"Tl ~y 1
— <A < YA = = In—. 2.30
1+a2)\%€2)\nTl S VYA S VA0 Tl n\/a ( )
Puisque 0 < a < 1, ln\f f’ on peut écrire
-\ T; —1
Fne < (2.31)
14+ a2X2e2Th — /o
e Si A\, > Ay, d’apres (2.29) on a
Bne T YAn
14+ a2X2e2MTi = 1 4 a2X2e2MTh
A A
o T 1,2. (2.32)

prm— Z’ =
T 14 a2t 14 N2’ ’
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Dans ce qui suit, nous considérons les deux cas T7 > 1 et T} < 1.

1
- Soit T1 > 1, il est clair que lorsque \,, = ﬁ la fonction Gy (A,) = 1+)\Tn>\% atteint
son maximum. Comme
1 1 1 1 1
Ay = —= > —— > Mo = — In(—
" a A1 Ja T n0 Ty n(\/&)’
d’apres (2.32), on obtient
Bne_)\nTz
1+ a2 2e2AnTi — 7G1(An)
7)\111
<vG1(An1)
" 1+ aX2,
< At = \% i=1,2. (2.33)
Soit T1 < 1 Ga(A\n) An d’apres (2.32)
- Soi 0Sons = ———— daprés (2.
1 , P 2\ \n 1+ O[A%Tf’ p
B ) < AG(A 2.34
1+C¥2A%62>‘”T1 =7 1( n) =7 2( TL) ( . )
. . 1 . .
On voit clairement que pour \,, = ———= > \,,, la fonction Ga()\,) atteint son

T\

maximum, d’apres (2.34), on a

- T
M < VGa(An2) = H’L)\j%
< A Ana = TX/&' (2.35)
En combinant (2.31), (2.33) et (2.35), on obtient (2.23).
Vérifions (2.24), on a
osi A <\ < Ay
AnTh
(1+ QQASZQ/\HTl)/\n <A = (1— e);\ZiTle)))\n'
En utilisant les inégalités (2.28) et ﬁ < 1 on déduit que
1+ a2A§ZQ>‘nTI)An < et
< yeli = % < % (2.36)
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e Si A, = Ay, 0na

Bn ’Ve)\nTl
(14 a2X2e2AnTi) )\, = (1 4 a2X2e2MnTh)
reM T
T (14 a2A\e2AnTh)
AnTi
e — ¢ . (2.37)
min(1, A?) (1 + a2e2*Th)
Il est facile de vérifier que 2\,, = T%lné est le point ou G3 admet une valeur
AnTi
maximale avec G3(\,) = m, donc
Fn < ymax (1, A\]?)G3(2\n0)
(14 a2X2e2AnTr)), — o
< ymax (1, \]2)e? 0T
< max (1, \;2) 2. (2.38)
a
A partir de (2.36) et (2.38), on obtient I'inégalité (2.24). O

Théoréme 2.4.1 Soient f° et g0 les solutions réqularisées données par (2.20), f

et g les solutions exactes du probléme (2.2)-(2.3) vérifiant (2.14) et (2.15) respec-

tivement. Soient w‘f et wg les données supplémentaires au moment Ty et Th res-

pectivement, vérifiant (2.13). Si le paramétre de régularisation est choisi tel que
0 .2 0 .2

o= (E—)<P1+2) et o = (E)(p2+2> respectivement, alors on a les estimations d’er-
1 2

reur suivantes :

2 1

_ § . 2
If = fall < max(1, T2, T{") max((-) 7172, T )Er
! (In(5Gt) @i e
0 _pitl P1
+ fymax(1,T;1)(E)<zﬁ+2> B (2.39)
et
§ p2—2 p2 0 -2 1
lg — gall < max(1, 777, T7*) max((+-) 7272, T )E
2 (In(52) @272 )p2
5 py 2+4+po
+ v max(1, Aﬁ)(E)w BT (2.40)

Preuve. En appliquant I'inégalité triangulaire, on a

1f = fall S UF = fall + 1 fa = £21I- (2.41)
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On calcule

oo oo
B
||f - fa“ = || Z Bn(n17§0n)(;0n - Z 1+ ag)\gez)\nTl (nla @n)@n”
n=1 n

n=1

1 _
=Y (- T o202 2Tt )L+ A2) P21+ A2)PY2(f, on)onl)
n=1 n
1
< 31;1'1)((1 - W)(l + )2 Z (L + 222 (f, o) nll.
nz n n=1

D’apres 'inégalité (2.22) et (2.14), on a

If = fall < max(l,Tf’l_z,Tfl) max(q, (In(—=)) " P') Ej. (2.42)

51~

D’autre part

e¢]
5 15} 5
1o = fall = Z W(m,s@n)% - Z W’W(m, ©n)enl|
n=1 n
s
= | Z W(m — 1%, ¢n)eul
~T1An 5
= | Z Wfﬁ (g = 1, on)en

— n 6
+ZW€ 2 (9] — 1, o) on

5 e Tl)\n 5
< igli(w | Z — 5, @n)enll
Bn —T2An )
+:&€(W | Z — Y1, on)enll-

En utilisant les estimations (2.23) et (2.13), on obtient
J

_ Yy _
| fo — f2|] < max(1,T; 1)ﬁ(5l + 6y) = ymax(1, T} l)ﬁ’ (2.43)
En combinant (2.41) avec (2.42) et (2.43), on obtient
1 )
Il fa — fﬁ” < max(l,Tfld,Tfl)max (v, (ln(ﬁ))_pl)El + ’ymax(l,Tfl)ﬁ.

Si on choisit o = (EL1)2/(1>1+2)’ on obtient

_2 E
1 = 31 < max(1, 02, TP ()72, (n(24) 7)) By

0 =1
+ v max(1, Tfl)(E) 1+ §

- 6 2 E
< max(1, T 2,Tf1)max((F)p1+z (In(2L - )<p1+2)) 9E,
1
+1 _P1__
+7max(1’Tfl)(Ei)&7+2)Efmﬂ).
1
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Maintenant, établissons (2.40), on a

g — gall < 19 — gall + lga — 5. (2.44)

Par un calcul similaire & celui utilisé pour établir (2.42), on obtient

(07

- 1
lg = g2l < max(1, T{*~*, T{*) max (a, (IH(T))_”)&- (2.45)

D’autre part
5 — p = p 5
n n
90 — gall = | Z v (2, @n)pn = D 7 oo g (12 #n) ol
n=1 n

§
- || Z 1+ 042)\262)‘"Tl (772 - 772;80n)§0n||

(1 — e~ T22n) 5
= | Z 1+ aQ)\?e?)‘ T I (V1 = 97, on)en

(1—eT1An)
+ Z 1 + O[2>\262)‘"T1 )\n (w2 - ¢27 Son)SOnH

< sup( bn || Z 1/’1,9011 ©nl|

n>1 (1 + 012)\%62)‘"T1

+ sup( 2 fnn T
n>1 (1+Oé )\ne n 1)A

)” Z(¢2 - ¢g790n)90nH‘
n n=1

En utilisant les estimations (2.24) et (2.13), on obtient

_ 0
g0 = gh ]l < max(L, A7) (31 + 82) = ymax(1,A,%) = (2.46)

En combinant (2.44), (2.45) et (2.46), on trouve

J

9o — g2l < max(1, 77>~ TP*) max (o, (In(—=)) ™) Bz +y max(1L,A7%) .

sl

d =2
Si on choisit a = (E—)P2+2, il s’ensuit que
2

1 P2—2 p2 0 . Ey
lg — gall < max(1,Ty* 7, Ty )Dﬂw((E)f”2+2 , (In(= 2) 52 79)P2) B

0 =2

+7max(1,)\1_2)(—)<p2+2>5
Es

_92 0 2 1
< max(1, TP, T?) max((—=-)#2*2, - )Eo
2 (ln(%) (r2+2) )pz

2+p2

5
+ymax(1, A;2)(E2)p2+2E<p2+2>
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Remarque 2.4.1

2
e Dans la pratique, | f||, n’est pas généralement connue. Si on choisi o = Cor+2,
avec C est une constante positive, on peut obtenir les résultats de convergence. En
2 _2
effet, si « = CoP1+2 et o« = CoP2+2 respectivement, on obtient & partir de (4.29) et

(4.33) respectivement les estimations suivantes :

2
1F= £ < maa(l, TP TP ymaz(CS#7, (In(————)) ) By
VCO§n+2
1 il
+ vmax(l,Tl_l)CTldﬁ — 0 lorsque d—0, (247
et
_2 1
lg—g3ll < max(1, TP TF*)max(C572+2, (In(————)) 72) B
VCor2tz
+ ymax(1, )\1_1)0715# -0 lorsque 5 —0. (2.48)

Par conséquent, f et g0 peuvent étre considérés comme des approzimations des

solutions exactes f et g respectivement.

E 1
e On peut voir que le terme logarithmique (ln(g)m-? )7P est le terme qui nous donne
la convergence dans les estimations (2.47) et (2.48), les autres termes sont négli-

geables par rapport a lui.

2.5 Implémentation numérique

Dans cette section, on introduit deux exemples pour vérifier I'efficacité de la méthode
proposée. On consideére le probléme inverse qui consiste & déterminer f(z), g(x) et

u(x,t) dans le systeme

ut(xat)_umr(x7t):f(x)a 0<z<m0<t<l,
u(z,0) = g(z), 0<xz<m,
(2.49)
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<l1,
1
u(z, 5) = Y1(x), u(z,1) = Ya(z), 0<x<m.
On note
82
A=———, avec D(A)= H}0,7)NH*0,7) C H=L*0,n),

ox?’
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2
A =12, on =1/ ;sm(nw), n € N*,
sont les valeurs propres et les vecteurs propres orthonormées, formant une base pour

H. Par la méthode de séparation des variables, on obtient la solution du probleme

direct correspondant au probléme (2.49) comme suit

u(z,t) = S(t)g(x) + K(t) E_: g, 0n) + 5 (F,0n))pn.

Avant d’introduire les tests numériques, on commence par une étude numérique du

probleme direct en utilisant la méthode des différences finies.

2.5.1 Discrétisation du probléme direct

Dans cette section, on adopte le schéma de Crank-Nicolson pour discrétiser le pro-
bléme direct. Pour ce but considérons une grille uniforme de temps At = %, tj =
jAt, 7 =0,...,m et une grille uniforme d’espace h = %, x; = th, 1 =0,...,n. Soit le

schéma suivant

w —uj_ 1( 1 (ul i+l — 20! 4 )+ l(i(uj L uly = 2u]) + i),
AL 5\7,2 (L i 2\ )2 i+ i— 7
why=ul =0, 1<j<m,

(2.50)
Ici uf désigne 'approximation de u(x;,t;) aux points de maillage (z;,t;), fi = f(z;)

et gi = g(x;). En écrivant le systeme (2.50) sous la forme matricielle, on obtient

AU = BUI +C,0<j<m—1,
(2.51)

UO = (gla g2, "'7gnfl)Ta

avec
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o |
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N
—
=

[ o

e |
—_

1

o= h27 U (U{aU{7 "‘7uZL_1)T et C = (f17 f27 "'7fn—27 fn—l)T'

2.5.2 Tests numériques

Revenons au probléme inverse, les solutions régularisées du probléeme (2.49) sont

données par

= B
fa Z W(m, ©n)en,

o
é ﬁ é
golz) = Z m(ﬂzwpn)%ﬁ
n=1
ol
2
n
677» - n2 57
e 2 —e ™
> 1.2 2
0 (@) = Y (€72 9§ — e i, on)on
n=1
et 2 2
= (1—em 1—e 2"
?73(37) = Z(( 2 )1/135—%1/137%)%,
= n n
avec
2 1
(b, on) = —/ b(s)sin(ns)ds, n=1,2...
™ Jo

Par conséquent, on a

/ T+ a2n4e"2( 13 () — O2,00(s)) sin(ns) sin(nz)ds,

/ 1 + « n4 1 + a2nten? (’leb‘f(s) - ’Yang(S)) Sin(ns) sin(nx)d&

2 _
(1*22 ) et Yon =

avec 61, = e_%"Q, O = e_nZ, Yin =
On utilise la regle de trapeéze pour approcher les intégrales dans (2.54)-(2.55)
avoir considéré une grille équidistante 0 = 1 < z3 < ..... < Tyl = T,

%,i =1,....,M + 1), on obtient les approximations discrétes suivantes :

£ = (fo(1), £3(@2), ey f2(0r))

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

. Apres

(zi =
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et

g0 = (9a(21), 92(2), -, 6o (1))

De (2.52) et (2.53) respectivement, on a
12 = A0S — BYWY, (2.56)

= COPS — DB, (2.57)

ol N
5n91n
[0}
AY =~ E T a 1o atnien? sin(n;) sin(na;)l,

B — al /8n92n I
== Z T a2nien? sin(n;) sin(na;)l,

2 o Bam
Ct=— — I sin(na;) sin(na;)l,
K 7r712:311+0¢2n4e”2 (na;) sin(nz;)

N
B2
Dj; = — Z N +(Z nze"Q sin(n;) sin(na;)l,
I =77 et \If? e RM+1 = 1,2 sont les vecteurs obtenus en ajoutant une perturbation

aléatoire aux données correspondantes

v, = (¢i(x1>v¢i(x2)v 7¢1(‘TM))a

i.e.,

\IléS =V, + erandn(size(¥V;)), i = 1,2, (2.58)

ou ¢ indique le niveau de bruit des données, la fonction "randn(.)” géneére des valeurs
’ s . . ’ ‘ N . 2
aléatoires normalement distribuées dont la moyenne est égale a 0, la variance o° =1
et 'écart type o = 1. "randn(size(.))” renvoie un tableau d’entrées aléatoire de la
méme taille de lerreur 9 .
L’erreur § est mesurée au sens de l'erreur quadratique moyenne (EQM) donnée par
1 N

8= 107 =l = (R () =97

Dans ce qui suit, on introduit deux tests pour valider les résultats théoriques, dans
le premier test la solution admet une forme explicite, dans le second test, la solution

ne possede pas d’expression analytique explicite.
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Test 1

Il est facile de vérifier que si on choisit
f(x) = 2sin(x)

et
g(x) = sin(z),

alors

u(z,t) = (2 — e Hsin(x)

est la solution exacte du probléme (2.49). Par conséquent,
Ui (x) = (2 — e 7)sin(z)

et

Po(z) = (2 — e Hsin(z).

Tableaux et figures :

« 0.05c9 | 0.1g | 0.2c9 | 0.3cg | 0.4cg | 0.5ag | 0.6 o)
Rer(f) | 0.0035 | 0.0017 | 0.0011 | 0.0047 | 0.0033 | 0.0043 | 0.0097 | 0.0172
Rer(g) | 0.0191 | 0.0041 | 0.0028 | 0.0072 | 0.0160 | 0.0014 | 0.0080 | 0.0139

Tableau 2.1. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p =1, M =100, N = 6,
e =0.01, § = 0.0216 et ap = §7:2 = 0.0776.

N 4 5 6 7 8 9 10
Rer(f) | 0.0040 | 0.0018 | 0.0011 | 0.0052 | 0.0054 | 0.0033 | 0.0045
Rer(g) | 0.0117 | 0.0037 | 0.0028 | 0.0082 | 0.0143 | 0.0023 | 0.0135

Tableau 2.2. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p =1, M = 100, e = 0.01,
0 = 0.0216 et a = 0.2 = 0.0155.

M 10 50 100 150 200 250 300
Rer(f) | 0.0130 | 0.0051 | 0.0016 | 0.0017 | 0.0023 | 0.022 | 0.0018
Rer(g) | 0.0320 | 0.0190 | 0.0039 | 0.0072 | 0.0227 | 0.0036 | 0.0075

Tableau 2.3. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p=1, N =6 et e = 0.01.
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€ 0.1 0.01 0.001 0.0001
o 0.3600 | 0.0727 0.0149 0.0034
Rer(f) | 0.0463 | 0.0017 | 1.6034e - 004 | 7.1518e - 005
Rer(g) | 0.0503 | 0.0037 0.0032 0.0015

Tableau 2.4. Erreur relative Rer(f) et Rer(g) avec p =1, N =6 et M = 100.

[N)

f(x) and its approximations
) o o
S 2] 3 Al
T T

I
]

o

T T
£=0.001
exact solution

o

05

Figure 2.1 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée f°

avec M =100, N =6, p=1et e =0.001 .

25

o

f(x) and its approximations

05

T T
v £=0.01
exact solution

3 35

Figure 2.2 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée ff

avec M =100, N =6, p=1et e =0.01.
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25

T T
-~ --£=0.1
exact solution

o

f(x) and its approximations

05

25 3 35

Figure 2.3 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée ff

avec M =100, N =6,p=1ete=0.1.

T
£=0.001
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0.5 1 1.5 2 25 3 35

Figure 2.4 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gf

avec M =100, N =6, p=1et e =0.001 .
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v £=0.01
exact solution

o
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T
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o

g(x) and its approximations
2
51

N k)
el

L i i i
05 1 15 2 25 3 35

o

Figure 2.5 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gf

avec M =100, N =6,p=1et e =0.01.
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g(x) and its approximations
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T

o
]

e

<.

Figure 2.6 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gf

avec M =100, N =6,p=1ete=0.1.

e Le tableau 2.1 montre 'influence du choix du parametre « sur 'erreur sur f et g.
On a choisit dans nos tests a = 0.2aq, ag = 55,

e Les tableaux 2.2 et 2.3 montrent 'influence du choix de N et M respectivement
sur l'erreur relative.

e Le tableau 2.4 et figure 2.1,2.2 et 2.3 (resp. Figure 2.4,2.5 et 2.6) donnent
la comparaison entre la solution exacte f(x) (resp. g(x)) et la solution approchée
f2(z) (vesp. g5 (x)). On peut constater que lorsque le niveau de bruit diminue, les

solutions régularisées convergent vers les solutions exactes et constituent de bonnes
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approximations méme avec un niveau de bruit € = 0.1.
Test 2

Soient g(z) = sin(2x) et f(z) une fonction définie par morceaux comme suit :

T
0, 0<xz < —,
_$_4
T T
—x—1, —<x< -,
T 4 2
f(x)z 4 T 3T
3—— — < —
x, 2<$74,
3
0, Zﬂ<x§7r

» Concernant le test 2 :

e On résout le probleme direct par la méthode des différences finies,

e on calcule les fonctions 1 et s,

e on ajoute des perturbations aléatoires aux fonctions 1 et 19 en utilisant la fonc-
tion randn(size(.)),

e finalement, on calcule les solutions régularisées données par (2.56) et (2.57).

y(x) and it approximation

Figure 2.7 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée go

avec M =100, N =6, p=1et e =0.001 .
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y(x) and it approximation

Figure 2.8 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée gf

avec M =100, N =6,p=1et e =0.01.

y(x) and it approximation

é

Figure 2.9 : La comparaison entre la solution exacte g la solution approchée g?

avec M =100, N =6,p=1ete=0.1.
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Figure 2.10 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée ff

avec M =100, N =6etp=1.

(@)

f(x) and its approximation

0.2 I i i i
0

Figure 2.11 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée ff

avec M =100, N =6,p=1et e =0.001 .
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f(x) and its approximation
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Figure 2.12 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée ff

avec M =100, N =6,p=1et e =0.01.
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f(x) and its approximation
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Figure 2.13 : La comparaison entre la solution exacte f la solution approchée ff

avec M =100, N =6,p=1ete=0.1.

» Les résultats numériques obtenues montrent une certaine efficacité de la méthode
de régularisation utilisée, les solutions approchées constituent de bonnes approxima-

tions pour les solutions exactes et ceci méme dans le cas de données moins régulieres.



Chapitre 3

Méthode des conditions aux limites
auxiliaires modifiée pour une classe de
systeme de reaction-diffusion mal-posé

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude d’un systéme de réaction-diffusion mal-posé,
ou 'objectif est 'identification de la condition initiale. En adoptant une variante de
la méthode de régularisation avec conditions aux limites auxiliaires, on construit une

approximation stable de la solution du probleme étudié.

3.1 Position du probléeme

Considérons le probléme inverse, qui consiste a déterminer la condition initiale
u(z,0) = (u1(x,0),...,um(x,0))T = g(x) dans le systéme de réaction diffusion sui-

vant :

ug(x,t) — DAu(z,t) = Bu(x,t), 0<t<T, €9,
) =0, 0<t<T, z€dQ, (3.1)
u(z, T) = f(x), z € Q,

ou T > 0,0 est un domaine borné suffisamment régulier de RP, f : 2 — R™ est une
fonction donnée. B et D sont deux matrices réelles commutatives de taille m x m.

De plus D est diagonalisable admettant un spectre positif!.

1. Sous cette condition, on trouve une grande classe de systemes de réaction-diffusion : les sys-
témes dont la matrice D (ou B) est la matrice identité.
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On note ici que malgré que dans la plus part des travaux qui traitent les systémes de
réaction-diffusion les auteurs n’ont considéré que le cas d’une matrice de diffusion
diagonale ([23], [57], [58] et [103]), il existe plusieurs modeles physiques (tel que la
vibration) dans les quels la matrice D n’est pas diagonale, pour plus de détail, on

renvoie le lecteur & [[17], [70]] et les références qui y sont.

3.2 Résultats préliminaires fondamentaux

Comme l’analyse du probleme inverse demande une bonne connaissance du com-
portement de la solution du probléme direct. On introduit dans cette section les
outils et les conditions nécessaires permettant d’assurer ’existence et 'unicité de la
solution du probleme direct.

Dans 'espace de Hilbert H = L?(£2) dont le produit scalaire est noté (.,.), on consi-

dere le probleme aux valeurs propres suivant :

{ —Au = Au, dans Q, (3.2)

u =0, sur 012,
avec D(—A) = H2(Q) N HL(2). Le probléme (3.2) admet un ensemble dénombrable

de valeurs propres

D<M <XA<A3<.. et lim A\, =-400.

n—-+o0o

Chaque valeur propre A\, a une multiplicité finie =, égale a la dimension de I'espace

propre correspondant .S,,.

1. Par conséquent, il existe un ensemble complet orthonormé {gonk}llz:{" de vec-

teurs propres de —A, tel que, pour tout w € D(—A), on a

—Aw =Y M\Eyw,

n=1

avec
Tn

Eyw = Z(w’ DOnk)Prk
k=1

{E,} est une famille compléte de projections orthogonales dans H.

Pour tout w € H, on a

[o.¢]
w = Z E,w.
n=1
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2. L’opérateur A engendre un semi-groupe analytique {eAt}tZ() sur ‘H, défini par

(o]
Aty = Z e_)‘"tEnw.

n=1
On note par X l'espace de Hilbert (L%(£2))™ des fonctions & carré intégrable u :  —

R™ muni du produit scalaire usuel

(u,v) = /Q(ul (X)o1(z) + ... + U ()T () ) dx.
On définit I'opérateur non-borné
A:DA) CX — X,
Au = —DAu, u € D(A), (3.3)

avec
D(A) = (H*(2) N Hp ()™
Pour tout u € D(A), on a
Au = Z M DP,u,

n=1

et
o0 (o]
U= Z P,u, HuH2 = Z HPnu||2, u € X,
n=1 n=1

ou

P, =diag(E,, Ey,, ..., E,),
est une famille complete de projections orthogonales dans X.

Lemme 3.2.1 [69] Soit X un espace de Hilbert séparable et soient {Ap}n>1,{Pn}n>1
deuz familles d’opérateurs linéaires bornés dans X avec {P,}n>1 une famille com-

pléte de projections orthogonales telles que
ApPy = PyAn,n=1,2,3,..
On définit la famille d’opérateurs linéaires suivante

[e.e]
S(t)u = Z et Pou,t > 0.

n=1
Si
lednt|| < g(t),n =1,2,3, ... (3.4)

pour certaine fonction continue d valeurs réelles positives g(t). Alors
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. la famille d’opérateurs linéaires bornées {S(t)}i+>0 est un Co-semi-groupe dans l’es-
pace de Hilbert X, dont le générateur infinitésimal A est donné par
o
Au = Z ApPyu, u € D(A),
n=1
avec

DA)={ueX: Z | A, Poul|® < 0o}

n=1

. Le spectre 0(A) de A est donné par o(A) = US> 0(Ay).

Corollaire 3.2.1 L’opérateur — A est le générateur d’un Cy-semi-groupe {e*At}tZO,
sur X donné par

(e.0)
e Mty = Z eA"tPnu7 t>0, ued,
n=1

ol

An = -\ D.

Le spectre o(A) de l'opérateur A est donné par
o(A) = U Ao (D).

Corollaire 3.2.2 L’opérateur A = —A + B génére un Cy-semi-groupe {S(t)}>o0,
on X donné par

o0
Stu=> e*Pu, t>0, uel,
n=1

avec

A, =—-\D+ B.
Le spectre o(A) de lopérateur A est donné par
o(A) =Uy20(=\, D+ B).

Théoréme 3.2.1 [30] On suppose que d > 0 pour tout d € o(D). Alors, le Cp-
semi-groupe {e*At}tZO est analytique et il existe des constantes C' > 1 et > 0 tels
que

||e_AtHL(X) < Ce Pt pour tout t > 0. (3.5)

e On termine cette section par le lemme technique suivant



3.3 Instabilité du probléme inverse 54

Lemme 3.2.2 [13] Soit

1

2o Bele) = e

z € [1,+00]

ot a>0,1>0etfp>1. Alorsona

T

1
Rs(2) < —(———
ﬁ()_alnéi

3.3 Instabilité du probleme inverse

Comme indiqué précédemment, notre objectif est d’identifier la source u(z,0) dans

le systéme

ug(x,t) — DAu(x,t) = Bu(zx,t), 0<t<T, x € Q,
u(z,t) =0, 0<t<T, x € 09, (3.7)
u(w,T) = f(z), we,

ou f: Q2 — R™ est une fonction donnée. Le systeme (3.7) peut étre écrit comme une

équation différentielle ordinaire abstraite dans I’espace de Hilbert X comme suit

{ u(t) = Au(t), 0<t<T, (3.8)

u(T) = f, fex,

out A=—A+ B et A est donné par (3.3).
Pour une fonction donnée g € X, on considere le probleme direct suivant correspon-

dant au probleme inverse (3.8)

{ u(t) = Av(t), 0<t<T, (3.9)

u(0) =g,

Le caractere bien-posé du probleme direct (3.9) est garantie par le théoréme suivant

Théoréme 3.3.1 [85] Pour tout g € X, le probléme (3.9) admet une solution unique
v e C([0,T],X) donnée par

u(t) = S(t)g = X5 e PR, (3.10)

avec

00
9= ZPTL97
n=1
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e pour s < m, notons par 0 < dy < .... < ds les valeurs propres distinctes de D,

donc D admet la décomposition spéctrale suivante :

S
D=>dQ;,
i=1
avec {Q; }1<i<s est une famille compleéte de projections. Alors la solution du probléme
(3.9) admet la représentation suivante :

S
Z —AnD+B) tP Z (Z eiAnditQi)GBtPng.

n=1 n=1 =1
Théoréme 3.3.2 Le probléme (3.8) admet une solution si et seulement si || u(0) ||<
+o00, i.€.,

ST e P=BTR, f2< 0. (3.11)
n=1

et sa solution unique est donnée par

Z (AnD—-B)(T— t)Pf Zze)\thQZ) —B(T—- tPf (312)

= n=1 i=1

Preuve. Si le probléeme (3.8) admet une solution u, cette solution admet la forme

u(t) = S(t)u(0). Alors,

f=uT) = S(T)u(0)

Il en résulte que
lu(0)|* = Z | X P=BTP, £ |P< oo.

n=1

Maintenant, si (3.11) est satisfaite, on peut définir
o
_ Z (AnD—B) TP f c X
n=1

et on considere le probléme

{ Zt(g))::iu(t), 0<t<T, (3.13)

Le probleme direct (3.13) est bien posé et son unique solution est donnée par

u(t) =Stw = Z eQnD=B)(T=)p ¢

= fj fjeMW(T*”e*B(T*t)QiPnf, (3.14)

n=11i=1
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pour t =T, on a

U(T):anf:f-
n=1

Donc, u est bien la solution unique de (3.8). O
Remarquons que les termes e*% (7= dans (3.14) sont la source d’instabilité du pro-
bleme inverse, donc pour neutraliser ce caractére mal-posé, on régularise le probleme,

ca sera notre objectif dans la section suivante.

3.4 Meéthode des valeurs aux limites auxiliaires modifiée

Dans cette étude nous proposons une version modifiée de la méthode des conditions
aux limites auxiliaires. L’idée de cette méthode est d’approcher le probléeme inverse
mal-posé par un probleme ou l'on perturbe la condition finale en ajoutant un terme
correcteur pour obtenir une condition non-locale. Pour notre probleme, on propose

de ’approcher par le probleme

ug(t) + Aug (1) =0,  0<t<T,
{ aeBTuq (0) +uy (T) = f, a>0. (3.15)

Et on montre que
|lua(T) — f|| — 0 lorsque o — 0,

|ua(0) — u(0)|| — 0 lorsque o — 0,

et

sup ||uq(t) —u(t)|| = 0lorsque av — 0.
0<t<T

Pour la suite, on définit les espaces :

“+o00o
Fs={peX,3E>0, > I\?||P.y|* < E}, B>0.

n=1
—+oc0o
Co={pe X, IE>0, Y TPd|Po|? <E}, B>0.
n=1

ou E > 0 est une constante donnée.

Théoréme 3.4.1 La fonction u,(t) donnée par

Ua(t) = S(t)(aeBT + S(T)) " f. (3.16)
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est l'unique solution du probléme (3.15), de plus on a ’estimation

1

— M2 £|.
2 [Fal

[lua (8) | <
ou M est une constante positive.

Preuve. En utilisant la théorie des semi-groupes et le caractére bien posé du
probleme direct, nous prouvons que la fonction u, suivante est I'unique solution du

probléme (3.15)

=

ua(t) = S(t) (BT +8(T))71f

6(f/\nD+B)t(OéeBT + e(*)\nDJrB)T)fanf

[
hE

S
Il
—

e—B(T—t)e—)\nDt (Oé[n + e—)\nDT)—IPnf

[
NE

n=1
= Z e~ BT-1) Z e_’\"d"t(a + e_’\"diT)_lQl-Pnf, (3.17)
n=1 i=1

Etablissons la dépendance continue de u de f,on a

00 s
lua (D 1F = D e BTN e Andif(q 4 e hT) 10, P, fJ?
n=1 i=1

00 S
< Z He—B(T—t)(Z e—Andit(a + 6—>\ndiT)_1Qi)||2HPnf||2
n=1 =1
oo S
< ABEINRE S e o+ e T QPP 1P
n=1 =1
oo S
< SPITYT (at e ) QIS
n=1 i=1
1 9] S
< ST 3 Nl Paf1?
n=1 =1

1 )
< €2||B||T7M2 Z ||Pnf”2
a n=1
1
< AT g2,

ou M = Zf:l H‘ Q;

I, (Il - ||| est une norme matricielle.) 0

Théoréme 3.4.2 Si f € I3, 0 < B < 1, alors on a l’estimation suivante

In( (d‘é?ﬁ)

[u(T) = ua(T)|| < ME( (3.18)
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Preuve. On calcule
(o]
[u(T) = ua(T)? = D NI —e P (a+e PP, £
n=1
o s o AndiT )
= > 1>~ W)QiPnfll
n=1 i=1
(o] S Qa
< DY oo @il I PP
n=1 =1
(o] a S ﬁ
< 2PN P fIP
221 An(a+ e AndsT) i=1 "
oo
!
< MZ%suppen- 2 228 P, f1?
e g o A IR
< M?E?suppen- a 2
" (Aﬁ(a + e AndsT)
Posons
«
g(An) = .
() X (0 4 e=AndsT)
Comme A, > 1, on a
g < —— 2 nenN (3.19)
T N e Ands T ‘ '
En appliquant lemme 3.2.2 avec z = A\, et [ = dsT, on a
dsT
9(An) < (7%3)5 )’ (3.20)
In(*=55-)
Ba
De (3.19) et (3.20), il en découle que
dsT
[u(T) — ua ()2 < M2E2 (0T
ln((dsT)B)
Ba
avec M = 3774 [[|Qilll*. O
Théoréme 3.4.3 Si f € Cg, (0 < < 1), on a Uestimation
s l=8\a-p)
|lu(T) — ua(T)|| £ MEa”(——) . (3.21)

B
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Preuve. On a

+oo s
(D) —uaDIP = 3NN ——gr @iPaf P

n=1 i=1
“+o00 s
« 2 1N\2.,28Ands T 2
< 2 Cmar(g 4 ey Qi IS
2 - 2 X 2BAndsT 2
< M SUP”GN*(G,BAndST(a+6—And5T)> ;::16 mE | P fl

a2(1_5)

< 22 28 * :
< M E“a“” suppen e2PndsT (o 4 e=AndsT)?2

(3.22)

Trouvons le supremum de la fonction

a2(1=8)
e2BAndsT (o + e~ MndsT)2

Pour cela, fixons n € N*, posons v, = \,ds et

az(lfﬁ)

hn(a) = ezﬁAndeT(Oz + e—)\ndST)

5, a>0,n€N".

Il est clair que a; = (%)e—%T est le point critique ou h,, atteint son maximum.

Ainsi, il s’ensuit que

1—
hn(a) S hn(al) = (6/8)2(1_:8)627%1—’(&1 + 6—’YnT)—2
< (Fﬁﬁ)m‘ﬂ)(a%“ﬂ + 2T 1)L
1= Braas)
< T )
< ()
ce qui implique que
1—
sup hn(a) < (1=2y20-9), (3.23)
neN* ﬁ

De (3.22) et (3.23), on obtient I'estimation

|u(T) — ua(T)[2 < M2E2a25(1;8)2(1—6)'

Lemme 3.4.1 Si f € Cgyq, (0 < B < 1), alors on a l'estimation suivante :
2,8(L=Bya-9)
[4a(0) = w(0)] < CE e (—5=)"", (3.24)

ot C' est une constante positive.
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Preuve. On calcule

“+oo
lua(0) = u(O)|> = 3" [[((ae™ + eAPERT) =1 _ ((nD=BIT) P, )2
n=1
+oo
— Z H((a + e—)\nDT)—l _ eAnDT)e—TBPanQ
n=1

“+o00 s
e PP Y 1D ((a + e )=t — M d Qi P, |

<
n=1 i=1
TB2 <= o aetndiT 9
< e 7 ZHZ(W)@PM
n=1 i=1
TB 2+oo a?e2AndsT Zs: 2 2
< e 773 O NQillIF) 1P fl
n; (a + e MndsT)2 2 i n
too 2(1-8)
_ o
< MQH@ TBH2@2/3Z 62(ﬁ+1)>\ndsT||Pnf”2

e?ﬁAndsT(a + e—AndsT)Q
n=1

< M2H€TB!204258“177161\1*(ezﬁxndsTo(i(:i)—AndsT)Q) iojez(ﬁﬂ)x”dSTHPanz-
n—
D’apres l'inégalité (3.23), il en découle que
J1a(0) ~ u(O) < 2B (- F 09,
avec C' = M|le~TB|. O

Théoréme 3.4.4 Si f € Ci45, (0 < B < 1), alors ua(t) converge uniformément

vers u(t) avec Uordre o et on a

1—Ba-
[ua(t) —u(t)]| < eT”B”cho/f(Tﬂ1 OE.
Preuve.
2 L -T)B e it Andi (T—t 2
Jua(t) —u®)> = > le=T) Z[W — M ETD1Q. P, f|
n=1 i=1

IA

“+o00 s
1 T d
62T||B|| Z || Z[ 7 ez\ndZT]e )\nd’tQiPan2
a1 =g atert

2T B X | 1 AndT 2
< e ZHZ[W—G”Z]@PMCH
— o+ e Mndi
n=1 =1
< 218 ug (0) — u(0)]*.

En utilisant I'inégalité (3.24), on obtient

1= 800
o) ~ (@ < SN2 E 02
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3.5 Implémentation numérique

Cette section a pour but la validation des résultats théoriques par des exemples

numériques. On considere le probleme inverse suivant qui consiste a déterminer

w(z,t) = (u(z,t),v(z, )" et w(x,0) = g(z) = (91(x), g2(x))T dans le systeme

Oyw(z,t) — DAw(z,t) = Bw(z,t), (z,t) € (0,7) x (0,1),
w(0,t) = w(m,t) =0, te(0,1), (3.25)
w(z,0) = g(x), x € (0,m),

a partir de la donnée supplémentaire

w(z, 1) = (u(z, 1), v(z, 1))T.

Les couples propres de 'opérateur

2
A= ‘%, avec D(=A) = H'(0,1) N H?*(0,7) € H = L*(0,7),

sont donnés par

2
An =12, ¢, =1/ =sin(nz), n € N*.
T

On choisit les matrices

BI(Z ?1)>, o(B) = {b1,b2} = {1,4}

D= ( ) 1>, o(D) = {d1.d2) = (2.5},

admettant la décomposition spéctrale

D = diQ1 + d2Q2,

waci(4 7 )eeni(1 1)

La solution régularisée prend la forme

co 2
we(z,0) = ZZ a+e Qe BP, f(x), (3.26)

n=1i=1
ou

P, = diag(En, E,),



3.5 Implémentation numérique 62

E.b=0bypn et b, =(b,pn) \/>/ )sin(nms)ds, n € N*.

En ajoutant une perturbation aléatoire (commande randn de Matlab) aux données,

on obtient le vecteur

5 < fi + drandn(size(f1)) >
fa + drandn(size(f2)) |’

Pour des données perturbées f0(x) = (f{(x), f(z)) la formule (3.26) s’écrit :

co 2
=33 (ot e Qi PR @),
n=11i=1
5(p) — %(fl f2(s)sin(ns)ds)sin(nzx) 0 )
Puf(z) = ( ’ 0 %(fol f9(s)sin(ns)ds)sin(nz) )’

Pour ’'approximation de l'intégrale dans la formule précédente, on utilise la méthode
des trapeézes et on fait une troncature approximative de la série en choisissant la

somme de M + 1 premiers termes. En considérant une grille équidistante 0 = x; <

Ty < .. <xpy =T, (wi:%,izl,....,M),ona
1) 12 LI -1 —2n? -4 —5n? §
Galws) = 320D 3 (e at+e™ )+ e a+e™ ) f ()
i=1n=1

+ (e Nate™™)+eta+ 6_5"2))f§(xi)]sin(nxi)sin(nxj)

et
19 M N
Goalws) = 3.2hD 3 [(=2e7 ot ) + 27 a4+ e 7)) f (i)
i=1n=1
+ (el a+ _2”)—1—26 (a+6_5"2))f2(x@)]sm(nzm)sm(n:vj)
ou
s
j—]_, .7M, h—M
Test 1

Pour w(zx,0) = (sinz, 2sinx), la solution du probléme direct est donnée par

_t .
e tsinx
w(@,t) = < 2e tsinx ) ’
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e Llsinx

2¢ Lsinx

f@) = w(x,1) =

e On choisit les valeurs des parametres utilisés comme suit M = 50, N = 20.

e Pour le niveau de bruit, on prend § = 0 puis § = 107° et § = 104

g1(x) et son approximation g2(x) et son approximation
2

T s T T

sol.exacte
—#— sol.approchée

sol. exacte
—#— sol.approchée

Figure 3.1 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée g

avec M =50, N =20 et a« = 1074,
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sol. exacte
sol.exacte

. —*— sol.approchée
—F— sol.approchée

g1(x) et son approximation g2(x) et son ap et

0.9 g 1.8 =
0.8 - 1.6 %
0.7 = 1.4 &
0.6 1 1.2 B
0.5 B 1 &
0.4 - 0.8 i
0.3 B 0.6 B
0.2 - 0.4 ,
0.1 1 0.2 B

G0 1 2 3 4 00 1 2 3 4

Figure 3.2 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gg

avec M =50, N =20, a = 0.0003 et § = 107° .

g1(x) et son approximation g2(x) et son approximation
T : T

. sol.exacte
’ —#— sol.approchée

sol. exacte

—+—— sol.approchée
09 e

0.8
07
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1y

Figure 3.3 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gg

avec M =50, N =20, a =10"%et § = 1074 .

Test 2
Dans cet exemple, on choisit la matrice de diffusion D = I5 la matrice identité,
2 1
B = , pour w(x,0) = (sinz, sin2x)T, la solution exacte du probléme est

2 3
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donnée par

L[ (2" + e')sina + (—2e7* + e')sin2x
T3\ (—2ef + 2e*)sinz + (e7 % + 2e!)sin2x

Dans ce cas

f($) = w(g; 1) _ 1 (2@1 + e4)sina: + (—26_2 + €1)Sin2x
. 73\ (26t 4 2et)sina + (€72 + 2¢!)sin2e

y gl(x) et ion approximation g2(x) et son approximation
‘ ‘ sol.e;(acte ‘
Gl —#— sol.approchée 04 —#— sol.approchée
08r B 0.6 -
0.7 s 0.4 s
0.6 1 0.2 =
05f g o4 -
04 - . . . i . e .- - _02 . -
03+ - -0.4 -
021 1 ~ -06 4
0.1 1 -0.8 Gl
0 L : L -1
[¢] 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figure 3.4 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gg

avec M =50, N = 20 et a = 0.00025.

g1(x) et son approximation g2(x) et son approximation
1.4 T T T T T T
sol.exacte sol. exacte
—#— sol.approchée 0.8 —+— sol.approchée
1.2 1

0.6

0.4

0.2
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Figure 3.5 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gg

avec M =50, N =20, a = 0.001 et § = 0.0001 .

g1(x) et son approximation g2(x) et son approximation
1 T

1.4 T T T T T
sol.exacte sol. exacte
—#— sol.approchée 03 —#— sol.approchée

1.2 .

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Figure 3.6 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gg

avec M =50, N =20, a = 0.0015 et 6 = 0.001 .

e Dans le cas des données exactes (non bruitées), les solutions approchées et les
solutions exactes sont identiques.

e Si on ajoute un niveau de bruit § = 107% et § = 1073, les résultats restent
satisfaisants.

Test 3

Soit D = < é (1) ) , B = ( ; i > , fi(x) et fa(x) sont choisit comme suit

0, 0<z <7,
4 T s
f@={ 750 IZTE
3— 2u, 3§§x§%’r,
0, T <<,

et
0, 0<z<ZI,
5 T T
fz(ﬂj): %x—l, g§x§§7
3_E"L‘a %S$§%>
0, %S.ﬁvfﬂ'.
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Dans ce cas la solution du probleme direct ne posséde pas une expression analytique,

on résout le probléme direct par la méthode des différences finies, en adoptant le

schéma suivant 2

+1 j j+1 +1 j+1 j j j
ul” — ul _l(ug+1 +ully — 20 +ug+1+u§_1—2u§) = §(uj+1+uj)+1(vj+vj+l)
At 2 h2 h2 2 K3 K3 2 K3 1 Y
B S Ujj-_ll Fodtl gt vl vl 20 , - L
i (A zh2 i ( };2 ’):(uﬁ—i—ug )+2(’UZJ~—|—U£ )

At 2

(3.27)

» Les parametres utilisés sont choisit comme suit
e M : approximation de l'intégrale, M = 200.

e N : nombres de noeuds de discrétisation par la méthode des différences finies,

N = 20.

g1(x) et son approximation g2(x) et son approximation
1.2 T T T 1.2 T T

T
sol.exacte sol. exacte
—#— sol.approchée —#— sol.approchée

-0.2 - : . -0.2 L
0 0

Figure 3.7 : La comparaison entre la solution exacte g et la solution approchée gg

avec M =200, N =20 et « = 107"

2. Cette méthode sera exposée en détaille dans le chapitre suivant.
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f1(x) et son approximation

09r

08

07

06+

05

0.4

03

0.2

01r

T T T
sol.exacte
—#— sol.approchée

Figure 3.8 : La comparaison entre la

avec M =200, N =

f1(x) et son approximation

solution exacte g

f2(x) et son approximation

sol. exacte
—+— sol.approchée

20, a =10"%et 6 =107% .

09r-

08

0.7

06+

05+

0.4r-

03

0.2

01r

T T
sol.exacte
—#— sol.approchée

Figure 3.9 : La comparaison entre la solution exacte g

f2(x) et son approximation

sol. exacte
—+— sol.approchée

avec M =200, N =20, a =103 et 6 =103 .

et la solution approchée gg

et la solution approchée gg
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» On remarque que :

e d’apres le test 1 et 2, lorsque la matrice de diffusion est diagonale les résultats de
convergence sont plus sont plus satisfaisantes (ceci est dii au caractere mal posé du
probléme, lié a 'opérateur A intervenant dans le systéme ),

e pour le cas de données non bruitées les solutions régularisées sont de bonnes
approximations pour le probléme considéré,

e la méthode de quasi-réversibilité est sensible aux erreurs de mesures.



Chapitre 4

|dentification du terme source dans un
systeme de réaction-diffusion

Dans ce chapitre on s’intéresse a 'identification du terme source dans un systéme
de réaction-diffusion, pour se faire, on se place dans le méme cadre fonctionnel du

chapitre précédent.
4.1 Formulation du probleme

Soit © un domaine borné suffisamment régulier de R? et X = (L%(Q2))™ I'espace des

fonctions a carré intégrable muni du produit scalaire

(v,w) = /Q(vl ()wyi(z) + ... + v (2)wp (2))dz.

On consideére le probléme suivant :

ut(x,t) — DAu(z,t) = Bu(x,t) + f(x), 0<t<l1l, ze€Q,
u(z,t) =0, 0<t<1, €, (4.1)
u(z,0) =0, x €,

ou B et D sont deux m x m matrices réelles commutatives diagonalisables, avec
o(D) > 0.
f Q2 — R™ est le terme source inconnu qui doit étre déterminé a partir d’un mesure
faite au temps t = 1,

u(z,1) = g(z), x € (). (4.2)

On note A l'opérateur non-borné défini par

A:DA) CX = X,
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Au = —DAu, u € D(A),

avec

D(A) = (H(Q)* N H ()™

A: X — X est Uopérateur
A=—-A+B

et {S(t)}+>0 est le cp-semi-groupe sur X' engendré par A défini par

o0
Stb="> eM'Pb, t>0, beRX,

n=1
ou

A, =-\,D + B,
P, =diag(E,, Ey, ..., E,), n=12,..
Enb= (Sonab)@ny

et (An, @n)nen+ sont les couples propres de A.

4.2 Instabilité du probleme inverse

Commencons tout d’abord par analyser le probleme direct associé au probleme in-
verse (4.1). En effet pour f € X donné le probleéme direct associé a (4.1) écrit sous

la forme abstraite suivante :

{ us(t) + Au(t) = Bu(t) + f, 0<t=<l, (4.3)

u(0) =0,

est bien posé comme le montre le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.1 Pour tout f € X, le probléme (4.3) admet une solution unique

u € C([0,1], D(A)) N C*([0,1], X) donnée par

u(t) = /Ot S(t— s)fds

t
_ / e~ (=) (A=B) g
0
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Remarque 4.2.1 » Pour 1 < s,r < m, on introduit les décompositions spectrales

des matrices D et B comme suit :
S
D= Zszu J(D) = {di}lgig& O0<di<dy <..<dys
i=1

et
B = ijBj, U(B) = {bj}lgjgr, by < by <..< by
j=1

ot {Qiti<i<s et {Bj}i<j<r sont deuz familles complétes de projections.

On suppose que les matrices B et D vérifient la condition
And; # bj, pour tout 1<:1<s,1<j<rneN".
Par conséquent la solution u du probléme direct associé a (4.1) prend la forme

u(z,t) = /te_(t_s)(A_B)f(a:)ds

0

o0 t
_ /O (AD=BY=9 P £(z)ds
n=1

r S 1— e(_>\ndi+bj)t

= X gy QBB @

n=1 j=1 i=1

» Revenons au probleme inverse (4.1). Soit 'opérateur
K:f—=y,

Kf=g=> > 0n:ijQiB;Puf,

n>1j=1i=1

ol
1— e*)\ndi+bj

A W
Il est clair que lopérateur K est compact et injectif. Alors I’étude du probléme
inverse (4.1) est réduite a I’étude d’une équation de Fredholm de premiére espéce.
D’apres le théoreme de Picard, la solution cherchée f est donnée par la formule

FeKlg =YY

n>1j=1i=1 9n.ij

1

QiB;Ppg. (4.4)

» Remarquons que % — +o00 quand n — +oo. A cause de ce comportement des
n,ij

valeurs singuliéres le probleme est instable.
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4.3 Stabilisation et approximation

Notre objectif dans ce qui suit et de stabiliser le probleme mal-posé. Une maniére
standard de le faire et d’éliminer les hautes fréquences et considérer la solution
tronquée comme une approximation de la solution instable.

D’autre part Comme la donnée g est souvent entachée d’erreur de mesure, il sera

notre objectif de résoudre I’équation (4.4) pour une donnée perturbée ¢° vérifiant
lg — g°ll <6, (4.5)

ou d > 0 représente le niveau de bruit.
» Pour N > 0, on définit la solution régularisée du probléme (4.1) pour des données
exactes et perturbées respectivement comme suit

N r s
=33 QB P (16)

n=1j=1i=1 "™

N r S
=3 QB (4.7)

n=1j=1i=1 Imij

Remarque 4.3.1 Le nombre entier N joue le réle du paramétre de régularisation.
Si N est suffisamment grand, fx est proche de f. D’autre part si N est fixé, fn est

bornée.

e Pour établir les résultats de convergence, on suppose que la solution cherchée f
satisfait la condition de régularité suivante
m oo
SN Bufill? < E2, (4.8)
k=1n=1
ou E > 0 est une constante donnée, 6 > 0.

e De plus on suppose que |bj| < A, d; ImeN*, 1<i<setl<j<r.

Théoréme 4.3.1 Soient fj{, la solution régularisée donnée par(4.7), f la solution

exacte donnée par (4.4) et vérifiant (4.8) et ¢°(z) la donnée mesurée en t = 1

1. Cette condition n’a qu’un intérét théorique pour établir ’estimation d’erreur et majorer uni-
formément le terme % par rapport a N. Dans les tests numériques, on a pu avoir des résultats de
nij

convergence méme sans avoir cette condition (voir test 2).
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vérifiant (4.5). Si on choisit An41 =~ (%) alors on a lestimation d’erreur sui-

vante :

If — £l < ETa 57 (1 + 2¢), (4.9)
ot ¢ = dg(1 — e AMrditbr)—1

Preuve. En utilisant I'inégalité triangulaire, il vient que

If = £l = Wf =S+ fx = 1
< \f = fnll+ 1y = -
D’une part, on a
o0 N
If=Inll = 1D Puf =D Pufll
n=1 n=1
= I Y. Pl
n=N-+1
= | > Q) 'O Puf]
n=N+1
m o 1
< (w00 DT WPIELSD)2
k=1n=N+1
< Qe 0 Y )P Eafil?)3
k=1n=1
m o 1
< ) PO0 Y WP E £z (4.10)
k=1n=1

D’autre part, on a

Ifv = Sl = ||ZZZ—QZBPng—ZZZ QlBPng [

n= 1] 1i=1 n=1j= 1@1
I Yt - (1 e ) QB P — |
n—lj—l i=1
< | ZZZ Andi| + [b;)(1 = e 4 t0) 7 Qi B; Po(g — )|
n=1j=1¢=1
N r s
< 2wviae| Do YD QiBiPalg — ¢°)|
n=1j=11i=1
m oo L
< 2wae(D] Y I1Ealgr — gD)IP)?
k=1n=1
< 2vpcllg =9l (4.11)
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oil ¢ = dg(1 — e~ Mdrtbry=1

De (4.10) et (4.11), il s’ensuit que
1f — f]i/” < (>\N+1)_9E + 26 AN 1€

D’ou, on obtient

If = 1

IN

IN
&
=
4
(e
=
g
—~
—_
+
[\
2
~

D’ou le résultat.

4.4 Implementation numérique

Dans cette section, on commence par une étude numérique du probléme direct qui
consiste a le discrétiser en utilisant la méthode des différences finies. Puis on introduit
quelques tests numériques justifiant les résultats théoriques et illustrant I'efficacité
de la méthode de régularisation utilisée pour approcher le probleme inverse.

On considere le systeme de réaction-diffusion suivant :

ut(z,t) — Bugy (2, t) — vap(x, t) = 2u(z, t) +v(2,t) + f1(2), (x,t) € (0,m) x (0,1),
V(2 1) — 2ugq (2, 1) — 4vgp(z, t) = 2u(z, t) + 3v(x, t) + fo(x), (z,t) € (0,7) x (0,1),
u(0,t) = u(m,t) =v(0,t) = v(m,t) =0, te(0,1),
u(z,0) = v(z,0) =0, z € (0,7).
(4.12)
Le probleme (4.12) peut étre réécrit sous la forme
(x,t) — DAw(x,t) = Bw(x,t) + f(x), (x,t) € (0,7) x (0,1),
w(0,t) = w(m,t) =0, te(0,1),
w(z,0) =0, x € (0,).
(4.13)

ot w(x,t) = (u(@,t),v(z,1))", f(2) = (fi(2), fa(@)),

2 1
B:<2 3), o(B) = {bi,ba} = (1,4},

et

3 1
D:<24>, o(D) = {dy,ds} = {2,5).
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On note (An, ©n)nen+ les couples propres de 'opérateur —A = —66—;2, donnés par

2
Ap = n?, on =1/ —sin(nz), n € N*.
T

La solution du probléme direct est donnée par

0o 2 1 — e(—nPdi+b))t
w(z,t) => Y Y (—57—)QiB;Puf,
. n dz — bj
n=1j=1:=1
ou
2 -1 11
Q1231=<_2 1)7@2:BQZ< >>
P, = diag(Ena En)a E.z = zpon
et

2 ™
zn = (2,0n) = \/—/ z(s)sin(ns)ds,n € N*.
T™Jo
4.4.1 Résolution numérique du probleme direct

Pour la discrétisation du probléme direct (4.12), on adopte la méthode des différences
finies. Pour ce but on discrétise I'intervalle Q = [0, 7] en N+ 1 noeuds z; = ih, pour

1 =0, ...., N1 régulierement espacés avec un pas h = De méme l'intervalle de

1
Ni+1-
temps [0, 1] est décomposé en intervalles élémentaires de pas constant At = L avec

t]’ = jAt, j = O, ceeey T

J o (0d 2
7 = (ug, v

T

On notera w )7 1a valeur discréte inconnue de la grandeur w = (u,v)? au

noeuds x; et au temps ¢;.
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On propose le schéma de discrétisation suivant basé sur le schéma de Crank-Nicolson :

i+1 j j+1 +1 +1 j j ' j+1 +1 1 j j j
ul " ] §(“g+1 +uily — 2uf Uiy Ul - QUg) _ l(vlj'—ﬁ-l + o7y — 20 Vi v — 2“5)
At 2 h2 h? 2 h2 h?
, . 1 . .
= (u] "' +uf) + Sl + UJ-H) + fii,
o padllead2d bl -2 it o2l e, -2
At 2 h2 h? 2 h2 h?
. . 3
= (] +ul ™) + S o) + fos
ugzug\,l vé le—O 1 <5 <m,
uw) =0, 0<i<Ny,
v =0, 0<i<N.
(4.14)

Par soucis de simplicité dans le réparage des inconnus, on les écrit dans l'ordre

suivant :

(ula <oy UN7, V1, "'7UN1)Ta

on obtient ainsi le systeme linéaire de

suivant :

AUV = BUI +C, 0<j<m—1,
U = U}, =(0,..,00", 1<j<m,
U =(0,...,007, 0<i<2N; -2,
avec
. A1 AQ . Bl BQ . Cl
ou
1468 — At -3
34 14+68—At —38
Ar= ’ -
—-33 1+68— At 34
—33 14668 — At
26 At _6
—B 2865t -8
AQ— . ,
-8 26—— —B
At

26 — 4t

2(Ny — 1) inconnus a 2(N; — 1) équations

(4.15)
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4 — At —28
—28 4B — At
A3: :
1485 — 35t —4p
—453 1+88—35L
A4: :
1— 63+ At 38
38 1 - 683+ At
Blz :
-28+4 8
i 28+ 4t
By '
—48 + At 28
28 —48 + At
33: :
1—88+ 34t 4
48 186+ 35t
B4: :

_25
—zb 48 LA —28
98 48— At
_46
4B 1488-3 _ug
—48 1+83—35L
38
35 1- 66.4— At 33
34 1- 68+ Al

B

B -28+4 B
A —28+ 4t

24
25 —48 + At 28
28 —48 + At
4
45 1-— 8B.+ L 43

A
48 1-88+ 35t
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Atfia
C1= ' ;
At f1an,—1
Atfaq
Co— ) ,
At faon, -1

_ (o] g J JoaJ J
avec B = 13 et U7 = (ug, Ug, .oy Uy, 1, V1, Vs ooy Un,y

)T
Dans les figures suivantes, on donne la comparaison entre la solution exacte
w = (u,v) et son approximation wgirr = (udiff,Vaiff) obtenue par la méthode des

différences finies.

u(x) et udiff(x) v(x) et vdiff()
01

07

T T T T
sol.exacte’, 'sol.approchée sol.exacte’, 'sol.approchée

0.08

0.02

-0.02
-0.04 -
-0.06 -

-0.08

Figure 4.1-Comparaison de w et wg; -
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4.4.2 Tests numériques (Probléme inverse)

Revenons au probleme inverse correspondant a (4.12). On veut déterminer la source

inconnue f(x) = (fi(z), f2(x))T & partir de la donnée supplémentaire au temps ¢ = 1

w(w, 1) - (u(:c, 1)77)(377 1))T - (gl(x)agQ(x))T'

La solution régularisée obtenue par la méthode de troncature spéctrale est donnée

par
2 n2d; — b

N
@) =>" ZZ(W)@B Pog’(2).

On suppose que la donnée g est entachée d’erreur i.e. On dispose de la fonction

9 = (g3, ) € (L*(0,))? vérifiant
lg = 8°ll 2022 < & (4.16)
D’ou
2
fﬁN = ;/ Z((Qan + Bn)gf(s)sin(ns) + (—ap + ﬁn)gg(s)sin(ns))sin(nx)ds,
0 n=1
et

N
2 [ . . )
fiN = ;/0 Z((—2an + 25n)g(15(s)sm(ns) + (ap + 25n)gg(s)sm(ns))sm(n:c)ds,
n=1
o —2n2?11 _ . —5n?44
avec a,, = =6, 51— et Bn = e e
Pour 'approximation de l'intégrale, on utilise la reégle de trapeéze, en faisant une
troncature approximative de la série et ceci en choisissant la somme des M + 1
termes. Apres avoir considéré une grille équidistante 0 = 21 < z9 < ... < Tpr41 = 7,

rj=(j—1)h, h={;,j=1,..,M +1, on obtient

op, M+1 N
f1 N(zj) = — Z Z 2an+6n)gl(:Jcl)sm(nxz)+(—an+ﬁn)gg(wi)sin(nwi))sin(nxj),
=1 n=1 (417)
et
op, M+1 N
f2N x;) = Z Z 2an+2ﬂn)g‘f(xi)sin(nxi)+(an+2,8n)gg(mi)sin(nxi))sin(nxj).
=1 n=1

(4.18)
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Test 1.
Dans ce premier test, on considere le cas ou I'on possede une solution exacte

admettant une expression analytique. Si f(z) = (sinz, sin2z)T, alors

1 ( (3 —3e ") sin(z) + (135)(—9 + 16e~ " — 7e~16%) sin(2z) )

w(z,t) = 3 115 (30 — 16e =7 — 14e~16%) sin(2)

est la solution exacte du probléme (4.12). Par conséquent, on obtient

- 1 [ (3=3e Ysin(z) + (135)(—9+ 1677 — Te~16) sin(27)
g@)_w@J)_3< 1%@0—&54—1@4%$mmg )'

Ajoutant une perturbation aléatoire distribuée selon la loi normale & chaque

fonction donnée g, on a
g,‘i = g + erandn(size(gy)), k = 1,2,

ou ¢ indique le niveau de bruit des données mesurées. Le niveau de bruit 5 peut
étre mesuré dans le sens de I’ erreur quadratique moyenne (RMSE) en utilisant la

relation

1
M+1

(gr(zi) — gh(xi)?) 2,k = 1,2.

B

5k = |lgh — gnlliz = (

Il
=)

i
, . ) 1 . . )
L’erreur relative s’obtient par la relation suivante :

R 2
RE(fy) = 17 n = frlli k=12
Il fells2

Tableaux et figures

» Les valeurs des parametres utilisés sont choisis comme suit
o N =4 puis N =5.
o M = 40.

e Le bruit considéré est d’amplitude € = 0 puis e = 1073 et e = 1072.
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M Er(f;) Er(f2)
20 5.3655¢ — 016 5.2074e — 016
40 6.1694e — 016 4.9937e — 016
60 4.1312e — 015 2.2299¢ — 015
100 2.9473e — 015 1.7806e — 015
200 5.5548e — 015 3.6877e — 015

Tableau 4.1 Erreur relative pour des données exactes avec N = 4.

f1(x) et son approximation
T ot T

09r-

08

0.7

06

05+

0.4r-

03r

02r

0.1

sol.exacte
—#+— sol.approchée

08

06

0.4

0.2

O

02

_0.41

061

-0.8

f2(x) et son approximation
KT T

sol. exacte

i | —#*— sol.approchée

Figure 4.2 : Comparaison entre la solution exacte (non bruitées) et la solution

approchée pour M =40 et N = 4.

M Er(f;) Er(fs)
20 1.3982e — 15 9.3685e — 16
40 1.5465e — 15 1.2706e — 15
60 6.1718e — 15 4.0391e — 15
100 8.7909¢e — 15 5.2323e — 15
200 7.9651e — 15 5.4267e — 15

Tableau 4.2 Erreur relative pour des données exactes avec N = 5.
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f1(x) et son approximation
T b T T

09r

08+

0T

06

05

0.4

0.3

02r

0.1

f2(x) et son approximation
T T

sol.exacte
—#— sol.approchée

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

Figure 4.3 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M=40et N=5.

M Ex(f;) Ex(f,)
20 0.0202 0.0201
50 0.0136 0.0104
100 0.0050 0.0125
200 0.0030 0.0029

Tableau 4.3 Erreur relative pour des données bruitées avec N =4 et e = 1073,



4.4 Implementation numérique 84

f1(x) et son approximation
T T

T
sol.exacte
—#— sol.approchée

1.2 o

f2(x) et son approximation
do T T
sol. exacte
—+— sol.approchée

051

_05F

Figure 4.4 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =4 et e=1075.

M Er(f) Er(f2)
20 0.0043 0.0106
50 0.0169 0.0218
100 0.0084 0.0119
200 0.0059 0.0109

Tableau 4.4 Erreur relative pour des données bruitées avec N =5 et € = 1075.
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f1(x) et son approximation
T T T

09r

08+

0T

06

05

0.4

0354

0.1

0.2

f2(x) et son approximation
T T

sol.exacte
—#— sol.approchée

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

Figure 4.5 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =5et e =1075.

M Er(f) Er(f2)
20 0.2977 0.2704
50 0.0454 0.1370
100 0.0244 0.0443
200 0.1024 0.0249

Tableau 4.5 Erreur relative pour des données bruitées avec N =4 et e = 1072,
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f1(x) et son approximation
T T

T
sol.exacte
—#— sol.approchée

-0.5

f2(x) et son approximation
T T

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

05

0

Figure 4.6 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =4 et e=10"2

» On remarque que dans le cas des données exactes (non bruitées) les solutions

approchées obtenues par la méthode de troncature spéctrale sont presque

identiques aux solutions exactes.

On remarque aussi que méme pour un niveau de bruit e = 1072, les solutions

approchées sont proches des solutions exactes.

Test 2.

On prend dans ce cas les matrices D et B comme suit

1
D = ,
2 3
et
3 1
B = ,

(D) = {di,d2} = {1,4},

o(B) = {b1,b2} = {2,5}.
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f1(x) et son approximation f2(x) et son approximation
1.4 T T T 1 ot T T
sol.exacte sol. exacte
—#— sol.approchée —+— sol.approchée
1.2 1

05

04

Figure 4.7 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40 et N = 4.

f1(x) et son approximation f2(x) et son approximation
1.4 T T T 1 ) T T
sol.exacte sol. exacte
—#— sol.approchée —+— sol.approchée
1.2 1

05

04

Figure 4.8 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40 et N =5.
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f1(x) et son approximation
T

09r

08+

05

0.4

03

0.2r

0.1

sol.exacte
—#— sol.approchée

f2(x) et son approximation
T

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

Figure 4.9 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =4 et e=1075.

f1(x) et son approximation
T

T
sol.exacte
—#— sol.approchée

0.5

f2(x) et son approximation
T

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

Figure 4.10 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =5et e = 1075,
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f1(x) et son approximation
T

1.4 T T
sol.exacte
—#— sol.approchée
1.2 1

f2(x) et son approximation
T

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

Figure 4.11 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =4 et e=10"2

f1(x) et son approximation
T

1.4 T T
sol.exacte
—#— sol.approchée
121 &

0.5

f2(x) et son approximation
ST

T
sol. exacte
—+— sol.approchée

Figure 4.12 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

M =40, N =5et e =102,

e On remarque que méme dans le cas A, d; > |b;| (n € N*) les solutions régularisées

convergent vers les solutions exactes.



4.4 Implementation numérique 90

Test 3. Choisissons dans ce troisiéme test

0, 0<xz< 7,

4 s T

iy ={ 70 Psren
3—4g T<gp<3m

T 2 =7 = 4>

0, Sz <

0, 0<z<E,

5 s 2

f(l’): W‘r_]-a gSZES?,
? 3—3g 2T << 3T
T 5 — — 5

0, %’Tgxgw

e Notre résolution numérique comprend les étapes suivantes :

1. résoudre le probleme direct par la méthode de différences finies,

2. calculer les vecteurs g = (g1, g2)" au temps ¢ = 1,

. perturber les données (g1, g2)” en ajoutant un bruit généré par la fonction Matlab

randn(.),

4. reconstruire la source f = (f1, f2)T a partir des formules (4.17) et (4.18).

» Les parametres utilisés sont choisit comme suit
e M : parametre d’approximation de l'intégrale par la méthode des Trapeze.
e N7 : nombres de noeuds de discrétisation par la méthode des différences finies.

e N : parametre de régularisation par la méthode de troncature spectrale.
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-0.2
0

Figure 4.13 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

-0.2
0

Figure 4.14 : Comparaison entre la solution exacte

f1(x) et son approximation

sol.exacte
—#— sol.approchée

f2(x) et son approximation

sol. exacte
—+— sol.approchée

N =4et M =100.

f1(x) et son approximation

sol.exacte
—#— sol.approchée

f2(x) et son approximation

sol. exacte
—+— sol.approchée

N =6et M =100.

et la solution approchée pour
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f1(x) et son approximation

sol.exacte
—#— sol.approchée

f2(x) et son approximation

sol. exacte
—+— sol.approchée

-0.2 L L L 0.2 i i i
[¢] 0

Figure 4.15 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N =6,M =100 et e = 1075,

f1(x) et son approximation f2(x) et son approximation
1.2 T T T 1.2 T T T

sol.exacte sol. exacte
—#— sol.approchée —+— sol.approchée

Figure 4.16 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N =4,M =100 et e = 1074
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f1(x) et son approximation f2(x) et son approximation

1.2 T T 1.2 T
sol.exacte sol. exacte
—*— sol.approchée —#— sol.approchée

Figure 4.17 : Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour

N =4,M =100 et e = 1073.

e On remarque que pour les données non bruitées, les solutions approchées
constituent de bonnes approximations pour les solutions exactes. Des petites
oscillations qui augmentent avec le niveau de bruit sont remarqués pour € = 1072,
e La méthode de troncature spectrale montre une certaine performance dans la

résolution du probléme inverse.



Conclusion et perspectives

Dans le cadre de la présente these, nous avons traité deux classes de problémes
inverses, en utilisant différentes méthodes de régularisation.

Dans la premiere classe, nous avons utilisé une procédure de régularisation basée
sur la méthode de Tikhonov, pour reconstruire les données manquantes dans un
probleme parabolique abstrait.

Dans la deuxiéme classe, on s’est intéressé a une catégorie de systemes de réaction
diffusion ou l'on a traité deux problemes. le premier consiste a ’identification de la
condition initiale en utilisant une variante de la méthode des valeurs aux limites
auxiliaires, le second porte sur 'identification du terme source en adoptant la
méthode de troncature spectrale. Certains tests numériques ont été illustrés pour
vérifier 'efficacité de chaque méthode proposée.

Les résultats obtenus dans le présent travail, ouvrent de nouveaux horizons dans
I’étude des systemes de réaction-diffusion comme perspective, on propose de
généraliser I’étude établie en 2d, ainsi de traiter les systémes de réaction-diffusion
non-linéaire, vue 'importance et la présence de cette catégorie de probleme dans
beaucoup de phénomeéne de biologie, physique, chimie et dans la dynamique des

populations.
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