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Resume
Cette these porte sur I’étude de I'existence de la solution ainsi que du controle, pour
une classe d’équations stochastiques du second ordre de type neutre, a coefficients non-
Lipschitziens, dirigées par un mouvement Brownien et un processus de Rosenblatt. Le
premier chapitre, contient les plus importantes notions concernant le mouvement Brownien,

et plus de détails sur le processus de Rosenblatt.

Le deuxieme chapitre, concerne les familles de cosinus, I'existence et I'unicité de la
solution d’'une équation différentielle non linéaire. Ensuite, la controlabilité d'un systeme

linéaire déterministe, ainsi que quelques types de controlabilité, existant dans la littérature.

Dans le troisieme chapitre, on a étudié une classe d’équations différentielles sto-
chastiques fonctionnelles du second ordre de type neutre dirigées simultanément par un
processus de Rosenblatt et un mouvement Brownien standard dans un espace de Hilbert.
On a démontré un résultat d’existence et d'unicité sous condition non-Lipschitzienne qui
est plus faible que la condition de Lipschitz et on a établi quelques conditions afin d’assurer
la controlabilité de la solution mild au moyen du principe de point fixe de Banach.

En fin, on a fourni un exemple pratique pour illustrer la fiabilité du résultat.
Mots clés : Controlabilité, Systeme stochastique du second ordre, Famille de cosinus, Mou-

vement Brownien, Processus de Rosenblatt, Condition non-Lipschitzienne.
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Abstract

This thesis deals with the study of the solution existence and the control, for a class
of neutral second order stochastic equations, with non-Lipschitz coefficients, driven by an
independent Brownian motion and a Rosenblatt process.

The first chapter, contains the most important notions of the Brownian motion, and more
details about the Rosenblatt process.

The second chapter concerns cosine families, the existence and uniqueness of the so-
lution of nonlinear differential equation. Then, the controllability of a deterministic linear
system, as well as some types of controllability, found in literature.

In the third chapter, we studied a class of neutral second order functional stochastic
differential equations driven simultaneously by Rosenblatt process and a standard Brow-
nian motion in Hilbert space. We have demonstrated an existence and uniqueness result
under non-Lipschitz condition which is weaker than the Lipschitz condition and we have
established some conditions to ensure the controllability of the mild solution, by means of
Banach’s fixed point principle.

Finally, we have provided a practical example to clarify the result reliability.

Keywords : Controllability, Second-order stochastic system, Cosine family, Brownian motion,

Rosenblatt process, Non-Lipschitz condition.
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Notations

Z (X) : espace de tous les opérateurs linéaires bornés sur X.

14 : fonction indicatrice avec 14(x) =1 si x € A et 0 sinon.

{T(t)}+>0 : famille d’opérateurs linéaires bornés.

{C(t),t € R} : famille de cosinus.

{S(t),t € R} : famille de sinus associée a {C (t),t € R}.

E = {x : C(t)x est une fonction continument différentiable en t}.

a A'b : minimum de a et b.

a Vb : maximum de a et b.

xLy. égalité au sens des distributions de dimension finie.

X+ : max(x,0).

:= égalité par définition.

L7(X,Y) : espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur X a valeurs dans Y.
R(t,s) : covariance du processus.

ES(Y, X) : espace de tous les opérateurs Q -Hilbert-Schmidt agissant entre Y et X.
U : ensemble des controles.

U, : ensemble des controles admissibles.

Ljoc([0, +00[; U) : ensemble des fonctions localement intégrables a valeurs dans R™.

D’autres notations, seront éclaircies quand elles apparaitront pour la premiére fois.
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Introduction

Thématique de la these

En 1908 C. E. Picard déclara que I’on pouvait réver d’équations fonctionnelles plus com-
pliquées que les équations classiques. En effet, grace aux intégrales prises entre un temps
passé trés éloigné et le temps actuel, quelles renfermeraient, elles apporteraient la part de
I’hérédité qui manquait aux equations. Il devint ainsi, le premier mathématicien, & évoquer
la nécessité de prendre en compte le passé d’un systéme dans sa modélisation différentielle
[19]. Ce fut K. It6 et Nisio, qui initiérent 'étude des équation différentielles stochastiques
fonctionnelles en 1963 [17]. Mais ce n’est qu’en 1970 que la théorie des équations fonc-
tionnelles différentielles -appelées aussi équations différentielles a retard- fut fondée, par
J.K.Hale, [15].

Le plus connu des processus stochastiques est le mouvement Brownien. Largement uti-
lisé, on le trouve dans les mathématiques financiéres, I’économie (par exemple en évolution
des prix des actions et des taux d’intérét obligataires), la mécanique quantique, le traite-
ment du signal, la chimie, la météorologie, ... et méme la musique ! Il permet d’effectuer un
calcul différentiel adapté aux trajectoires non différentiables. Actuellement, on s’intéresse
considérablement au mouvement Brownien fractionnaire. Son utilisation majeure est due
a ses propriétés d’auto-similarité, de dépendance, et de longue portée et si on le préfere
aux autres processus, c’est parce qu’il est gaussien et simple de calcul.

Dirigées par le mouvement Brownien fractionnaire ( mBf), les équations différentielles
stochastiques, bénéficient d’un intérét croissant, [20], [36])...etc. Ce processus est incon-
tournable quand on veut s’affranchir des propriétés de Markov et de I'indépendance des
accroissements. Cependant, il y a des situations concrétes ot les données du modéle ne
semblent pas étre gaussiennes. Le processus de Rosenblatt peut alors, intervenir. Ce der-

nier qui fut nommé par Taqqu [39], a fait 'objet de différentes études dans la littérature,
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Introduction 2

notamment ses aspects théoriques. Sa théorie a été développée et enrichie, en raison de
ses bonnes propriétés, telles que 'auto-similarité, la stationnarité des accroissements, la
dépendance a long terme, ete. [29], [38], [23]. Par exemple, une loi de logarithme itéré¢ a
été donnée en 1993 dans [13]. Les propriétés extrémes de la distribution de Rosenblatt ont
été étudiées par Albin[5]. Le taux de convergence vers le processus de Rosenblatt, dans
Le Théoréme de la limite non-centrale, a été donné par Leonenko et Ahn [23] en 2001.
Abry et Pipiras 2] en 2006 ont donné le développement de type ondelette du processus de
Rosenblatt. Tudore [41] en 2008 a établi sa représentation comme une intégrale multiple
de Wiener-It6 par rapport au mouvement Brownien sur un intervalle fini, et développé le
calcul stochastique par rapport a celui-ci, en utilisant & la fois le calcul trajectoriel et le
calcul de Malliavin (voir [25], Maejima et Tudor [26]), pour plus de détails sur le processus
de Rosenblatt, et le calcul stochastique associé.
Les processus de Rosenblatt contribuent également, dans des modéles ou 'auto-similarité
est observée dans des données empiriques et qui semblent étre non gaussiennes. Voir [33].
En raison de ses différentes applications dans le domaine des mathématiques appliquées,
tels que, les équations fonctionnelles stochastiques (EFSs), la controlabilité a suscité beau-
coup d’intérét durant de la derniére décennie.
Congue par Kalman, la notion de controlabilité a été lancée systématiquement au début
des années soixante, du fait qu’elle fournit un des comportements qualitatifs de base d’un
systéme dynamique. Elle a été développée en réponse a des problémes générés par les
besoins de la technologie, tels que les domaines liés aux contréle, communication, informa-
tique, finances, électricité, physique quantique...etc. Elle signifie généralement qu’a I’aide
d’un jeu de commandes admissibles, il est possible de guider un systéme de controle dy-
namique a partir d’'un état initial arbitraire & un état arbitraire final. Voir par exemple
Tréla [40] pour des concepts de base concernant la controlabilité.
Selon le cadre ou le type de modéle appliqué, si le systéme ne peut étre complétement
controlable, il existe dans la littérature différents types de controlabilité pour les EFSs,
aussi bien pour les systémes dynamiques linéaires (ex. Goreac|[14]) que non linéaires (Ba-
lachandran [7]). On compte respectivement, controlabilité approximative des EDSs (Go-
reac [14]), contrdlabilité nulle exacte des EDSs linéaires de dimension infinie (Sirbu et
Tessitore[35]), controlabilité faible et forte, (Aapostathis et al.|[6]). Bachirov [9] donna une
caractérisation de la controlabilité approchée, de concept plus faible pour les EDS non

linéaires et de controlabilité compléte d’un systéme de controle stochastique. Shen et al.
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Introduction 3

[34] étudia la controlabilité compléte des systémes intégro-différentiels impulsifs. La notion
de controlabilité a fini par étre un domaine d’investigation tres actif.

La controlabilité exacte permet de diriger le systéme vers un état final arbitraire, tandis
que la contrélabilité approchée signifie que le systéme peut étre dirigé vers un petit voisi-
nage arbitraire d’un état final.

La théorie des familles d’opérateurs de cosinus fortement continues contribue & la réso-
lution des équations abstraites du second ordre. L’existence et 1'unicité de la solution des
systémes du second-ordre non linéaire et la controlabilité de ces systémes dans les espaces
de Banach ont été étudiés largement par plusieurs auteurs, mais peu étudiée dans le cas
stochastique. ...

L’objet de cette thése est d’étudier les solutions des équations stochastiques dirigées
par un mouvement Brownien fractionnaire (mBf) et ses applications. On considére le pro-
bléme suivant :

Etant donnés des espaces de Hilbert X et Y, (Q,.%r,IP) un espace de probabilité com-
plet muni de la filtration naturelle %, t € [0, T| engendrée par les variables aléatoires

Zy(s),w(s),s € [0, T]. Soit le probléme suivant :

d (x’(t) - h(t,x(t))) = Ax(t)dt + f (t, x(t)) dt + g(t, x()dw(t) + o(H)dZp (t),
x(0) =x9, x(0)=xp, tel[0,T)
(1.1)
Ou, x(.) prend ses valeurs dans l'espace de Hilbert X et A le générateur infinitésimal
d’une famille de cosinus fortement continue {C (¢),t € R} sur 'espace X. La fonction o :
est bornée définie de [0, T] dans LY(Y, X), et les fonctions & et f, sont définie de [0, T] x X
dans X. Quant a la fonction g, elle est définie de [0, T] x X dans Lj. xo et xpp sont des
variables aléatoires Fy-mesurables a valeurs dans X, indépendantes de w et Zg. Zy est un
processus Q-Rosenblatt sur un espace de Hilbert Y, et Q un opérateur de classe trace sur
Y positif, auto-adjoint.
on s’intéresse a l'existence et 'unicité de la solution mild pour le systéme avec des
conditions non-Lipschitzienne, ce qui est plus général que le cas Lipschitzien avec crois-
sance linéaire, voir 28], [11], par exemple. Le probléme de controlabilité du systéme est

discuté en second lieu.

Organisation de la thése :

U. Badji Mohtar. Annaba Département de Mathématiques Ahmed-Yahia Rakia



Introduction 4

Dans le premier chapitre, on rappelle les notions de base, & savoir, les familles de
cosinus, le processus de Rosenblatt ainsi que le mouvement Brownien, les équation fonc-
tionnelles de types neutre, et la condition de Lipschitz.

Le deuxiéme chapitre, concerne la controlabilité des systéemes linéaires déterministes et
stochastiques, ainsi que les différents types de controlabilité qui existe dans la littérature.
Le troisiéeme chapitre concerne une classe d’équations différentielles stochastiques fonc-
tionnelles du second ordre dirigées simultanément par un processus de Rosenblatt et un
mouvement Brownien standard dans un espace de Hilbert. Afin d’étudier la contrélabilité
du systéme sous condition non-Lipschitzienne, on a commencé par démontrer un résultat
d’existence et d’unicité de la solution. La condition non-Lipschitzienne est plus faible que
la Lipschitzienne, c’est la que réside tout 'intérét du travail. On a donc, établit quelques
conditions afin d’assurer la contrélabilité de la solution mild au moyen du principe du
point fixe de Banach.

Cette étude a fait 'objet d’une publication internationale [4]. Elle comprend un exemple

pratique afin d’illustrer la fiabilité du résultat.
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CHAPITRE

Analyse stochastique

1.1 Mouvement Brownien . . . . . . . . .., 5

1.2 Processus de Rosenblatt . . . . . . . . . .. 7

Ce chapitre, comporte les notions sur lesquelles repose cette thése. il se divise en deux
sections. La premiére, concerne des résultats de processus stochastiques Notamment, le
mouvement Brownien fractionnaire (mBf). La deuxiéme section est un rappel détaillé du
processus de Rosenblatt, de I'intégrale de Wiener par rapport a lui ainsi que sa présentation

en dimension infinie. Les références suivantes ont été mises en ceuvre ([25], [32]).

1.1 Mouvement Brownien

Soit (Q), #,IP) un espace de probabilité ou .# est une c—Algebre contenue dans I'en-

semble des parties de (), et IP est une probabilité sur la tribu .%.

Définition 1.1.1. On dit qu'un processus gaussien a valeurs réelles (B;);>o est un mouve-
ment Brownien (mB) ou processus de Wiener lorsque le processus est centré, ses trajectoires

sont continues, et que sa fonction de covariance est donnée par :

U. Badji Mohtar. Annaba Département de Mathématiques Ahmed-Yahia Rakia



1.1 Mouvement Brownien 6

cov(By, Bs) = Cmin(t,s) = C(tAs)

ou C = Var(By).

Lorsque C = 1, le mouvement Brownien est dit standard.

-Le mouvement Brownien B; dans R” est une martingale par rapport a la c—Algébre

Fi géneérée par {Bs;s < t}.

Propriétés 1.1.1. Le mouvement Brownien standard B a les propriétés suivantes :
-By =0.
- Pourtout t >0, By suit la loi normale centrée de variancet, i.e.; By ~ N(0,1).

- Pourtout 0 <ty <tp <..<ty, lesvariables aléatoires By, By, — By, ..., By, — By, | sont

n—1
indépendantes.

- Auto similarité : Pour tout a > 0; a%Bat est un mouvement Brownien.

- Symétrie : Le processus (—Bt)>( est aussi un mouvement Brownien.

- Stationnarité : Les accroissements du mouvement Brownien sont stationnaires, i.e;

V s <t, B;— B estunevariable gaussienne centrée de variancet — s.

Proposition 1.1.1. Presque siirement, les trajectoires du mouvement Brownien ne sont pas

différentiables.

1.1.2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Le mouvement Brownien fractionnaire (mBf) apparait assez naturellement dans la
modélisation de nombreux phénomeénes complexes, issus des problémes du monde réel,
lorsque les systémes sont soumis a une force externe brutale. En tant que processus gaussien
centré, il est caractérisé par des accroissements stationnaires et une propriété de mémoire
a long terme.

Le mouvement Brownien fractionnaire différe considérablement du mouvement Brownien

standard, des semi-martingales et d’autres modéles stochastiques.

Définition 1.1.2. Le mouvement Brownien fractionnaire standard d’exposant de Hurst

H € (0,1) noté B{{ est un processus gaussien continu centré, nul en zéro et il est le seul
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1.2 Processus de Rosenblatt 7

processus vérifiant les propriétés suivantes :
1. Auto-similarité : V. a > 0; (a_HBat)tZO améme loi que (B¢);>0.
2. Accroissements stationnaires: V' 1 > 0; (B;,; — By)t>0 a méme loi que (B;)s>0.

3. Gaussien avec E(B;) = O et E(B}) = 1.

Autrement dit, pour 0 < H < 1, Le mouvement Brownien fractionnaire d’indice H,

(Bf{ )t>0 est le processus gaussien centré de fonction de covariance :

cov(Bf!, By') = Z ([t + |s| — [t — s

N~

Le mouvement Brownien fractionnaire "non-standard" a la fonction de covariance sui-

vante :

i oy _ VI oy 2H _ |4 _ o|2H
cov(By’, B') = ——([|™ + [s|™ — |t = s|™7)

avec,

v(H) _ I'(2— H)cos(rtH)
7H(1 — 2H)

ou I'(.) est la fonction gamma définie par :
—+o0
I'(z) =/ - le~tdt,
0

Remarque 1.1.1. Lorsque H = 1/2, le mBf se réduit au mouvement Brownien standard
(non fractionnaire). Dans le cas contraire, c’'est-a-dire lorsque H # 1/2, le mBf se comporte
d’'une maniére completement différente du mouvement Brownien standard, notamment, il

n'est ni une martingale ni un processus de Markov.

Proposition 1.1.2. On a les propriétés suivantes :

- Le mouvement Brownien fractionnaire (BtH )t>0 est un processus gaussien de variance t2H.
: N X 1

- Le mouvement Brownien fractionnaire (BI') de parametre de Hurst H € (0,1)\ {E } nest

pas un processus de Markouv.

1.2 Processus de Rosenblatt

Parmi les processus auto-similaires, on distingue une classe intéressante, donnée sous
forme de limites du Théoréme de la limite non-centrale , étudiée dans [38] : Les processus

d’Hermite sont des limites de sommes normalisées de variables aléatoires dépendantes et

U. Badji Mohtar. Annaba Département de Mathématiques Ahmed-Yahia Rakia



1.2 Processus de Rosenblatt 8

de longue portée.
Rappelons d’abord la notion de rang d’Hermite :

Soit Hy,(x) le polynome d’Hermite de dégrée m donné par

N

am 2

2
dxm e .

X

Hpy(x) = (=1)"e7”

On considére la suite stationnaire gaussienne (¢, ),cz de moyenne 0 et de variance 1, qui

présente une dépendance a long terme, dans le sens o1, la fonction de corrélation satisfait :

2H-2

r(n) = B(&&) = n*F ) L(n)

avec H € (1/2,1), k > 1 et L une fonction qui varie lentement a l'infini.

Soit ¢ une fonction sur R qui admet le développement en polynomes d’Hermite suivant :
g(x) =) ciHj(x)
j=1
ou,
1
¢j = j—!E[g(CoH]‘(é‘o))]

qui vérifie E[g(&)] = 0 et E[g(&)?] < .

Le rang d'Hermite de g est défini par :

k = min{j;c; # 0}.

Du moment que E[g(&p)] = 0, on a k > 1. Alors, d’aprés le Théoréme de la limite

non-centrale, on a :

1 [nt]
H Y g(2))
j=1
converge quand n — o0 au sens des distributions de dimension finie, vers le processus

k (/Ot (Hi-‘zl(s — yi))‘(§+1kH) ds) dB(y1)...dB(yy). (1.2.1)

Jr

7k (1) = c(H,k)/

R
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1.2 Processus de Rosenblatt 9

Le processus (Zlkq(t))tzo est appelé processus d’Hermite de rang k.
Lorsque k = 1 dans (1.2.1), le processus d’Hermite est le mouvement Brownien fraction-
naire, et quand k=2 dans (1.2.1), le processus obtenu est celui de Rosenblatt.

Dans ce cas on a,

Zut)) =d(et) [ [ ([ 6= - ) BB 022)

L’intégrale précédente est une intégrale multiple de Wiener-1t6 d’ordre 2 par rapport
au mouvement Brownien standard (B(y),y € R) sur R, et d(H) est une constante positive
de normalisation, choisie telle que E(Z%(1)) = 1.

Il s’en suit que :

ou B est la fonction Béta définie par :

1
B(p.q) = / Zp_l(l —Z)”_ldz, p,q > 0.
0

Le processus (Zy(t))r € [0, T| est auto-similaire d’ordre H, dans le sens ou pour tout

c>0,
(ZE(et) =7 (cZ(1)).

Il a des accroissements stationnaires, et il admet une version continue Holdérienne d’ordre

1
6 = H—€ < H. Quand H € (E'l)’ le processus Z présente des dépendances a long

terme.

1.2.1 Représentation par intervalle de temps fini du processus de Rosen-

blatt

Comme dans le cas du mBf, on voudrait représenter Z; par une intégrale stochastique

par rapport a un mouvement Brownien d’intervalle de temps [0, T]. Rappelons que le mBf
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1.2 Processus de Rosenblatt 10

avec H > 1/2 peut étre écrit sous la forme :
t
Bl = / KH(t,5)dws (1.2.3)
0

avec(wy, t € [0, T]) un processus de Wiener standard et,

t
KH(t,s) = cHsé_H/ (u— s)H_%uH_% du (1.2.4)
S
out>set
H(2H - 1)
B(2—2H,H-})

CH =

Pour prouver la représentation (1.2.3) il suffit de voir que le membre droit a la méme
covariance R que le mBf; autrement, on peut voir & partir de I'expression du noyau K que
le membre droit dans (1.2.3) est H—auto-similaire & accroissements stationnaires. Comme
le processus de Rosenblatt n’est pas gaussien, la preuve dans son cas d’une représentation

similaire & (1.2.3) nécessite un argument supplémentaire ; en fait nous avons ce qui suit :

Proposition 1.2.1. SoitK les noyaux (1.2.4) etsoit (Z(t)); € [0, T] un processus de Rosenblatt

de parametre H. ona :

/

t oot [ gt H H
Zu(t) =am) [ [ [/y . <u,y1>a§—<u,yz>du] dB(y)dB(y),  (125)

1Vy2 u

/ H-+1
B={B(t):t € [0,T]} estun processusde Wiener, H = T+’
1 H

AH) = 777 2(2H — 1)

etKH(t, s) le noyau donné par :

t
KH(t,s) = cHsl/z_H/ (u—s)1=32yH=12q0 pourt > s
S

KH(t,s) =0, pourt <s

La constante de normalisation d(H) a été choisie de telle sorte que :
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1.2 Processus de Rosenblatt 11

E(Z(H)Z(s)) = <t2H+52H |—s|2H—2).

I\JIH

En effet,
d 5 tAS tAS
E(Z()Z(s)) < 24H /0 [ dyady,
toos KM aKH aKH aKH
x ( /H L, S ) Sy () S (o) S (o yz)dudv>

, 2
/ / dudv (E)KH u, yl)aI;H (v, y1)>

=24(H)*(H (2H —1) /O /O u — v 2dudv = R(t,s).

Il est aisé de voir que le processus

t H 24
// [/ X yl)alg (u, yz)du] dB(y1)dB(y2),

nVvVy2

définit un processus H auto-similaire & accroissements stationnaires. En effet, pour tout

c >0,
ot pot [ et aKH/ aKH'
H)/o /0 /yl\/yz o W), (”’yZ)d”] dB(y1)dB(y2),
ot pot [ gt aKH/ aKH'
H)/o /o /Vlvyz ou (e, 1) =~ By (cu, yZ)Cd”] dB(y1)dB(y2),
t kM aKH
_// [/ylVyz o (cu,cyq) 32 (cu,cyz)cdu] dB(cy1)dB(cys),
et comme,
d 1
B(cy) = c2B(y)
et,
0 H/ /_7aKH/
5 (cu,cy;) = cH ga (1, y7),
on obtient,

Z(ct) L Hz ().

U. Badji Mohtar. Annaba Département de Mathématiques Ahmed-Yahia Rakia



1.2 Processus de Rosenblatt 12

Le fait que Z a des accroissements stationnaires, découle de la relation,
! / !/
K (t4h,s) — KH (t,5) = K (t —s,h), (1.2.6)

pour tous s,t € [0,T], s <teth>D0.
Le processus de Rosenblatt posséde une propriété similaire au mBf : il peut étre approché

—, par une suite de processus

par une suite de semi martingales (ici en fait, puisque H > >

a variation bornée).
L’observation de base est que, si I’on intervertit formellement les intégrales, stochastiques

et de Lebesgue dans (1.2.5), on obtient
uaKH BKH
Zu(t)” = "d(H / < A AR yz)dB(yl)dB(y2> du.
Mais I'expression ci-dessus ne peut pas tenir car le noyau

OKH oKH
ou W) T we)

n’appartient pas a L%(]0, T]?) puisque la dérivée partielle

oKH
au (M/yl)

se trouve sur la diagonale
H-2

(u—y1) 2.

On définit pour tout € > 0 :

o [ ][, B’
H

/(// 3 u—l—t—:%)aa (u+ey2)dB(y1)dB(y2>du

= ”/O Ae(u)du

U. Badji Mohtar. Annaba Département de Mathématiques Ahmed-Yahia Rakia
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1.2 Processus de Rosenblatt 13

Comme A est adapté, et Ae € Lp([0, T] x Q) pour tout € > 0, on déduit que le processus

Z€ est une semi martingale.
Proposition 1.2.2. Pour toutt € [0,T], Z¢(t) — Z(t) dans L*(QY).

Démonstration.
220~ 2(0) = || [ BB

(M oKH aKH OKH
X </y ( 50 (u+e€y1) Ew (u+e€y2) — W(u,yl)v(u,yzg du)

1VY2

et,

t t t t
E|Z¢(1) — Z(1)|? :2/ / dyldyy_/ / dodu
0 /0 V1iVy2 Jy1Vys

P o ) - K K )
5, Wtey)— —(ut+ey ou \WY1) =5~ Y2

X aKH/(v—H—: )aKHl(v-H.; )_E)K_H/(v )BK_H/(U )
ou Y1 ou 'Y2 ou g4 ou 'Y2

Il est clair que la quantité

aKH'( .\ )aKH’( . )_aKH’( )aKH’( )
9u Uu-re€ o u-Te€ ou U, ou u,y2

converge vers zéro quand € — 0 pour tous 1, i1, 2. Par le théoréme de la convergence

dominée, on obtient le résultat. ]

1.2.2 Intégrale de Wiener par rapport au processus de Rosenblatt

La structure de covariance du processus d’Hermite est similaire & celle du mou-
vement Brownien fractionnaire, ce qui a permis d’utiliser les mémes classes d’intégrants
déterministes que dans le cas du mouvement Brownien fractionnaire. Ainsi, grace a la
structure de covariance du processus de Rosenblatt, on peut construire des intégrales de

Wiener par rapport a celui-ci. Dans ce contexte on a :

Zig(0)= [ [ 1 (1i0n) 0,02) B () dB (32)
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1.2 Processus de Rosenblatt 14

ou l'opérateur I est défini sur espace des fonctions f : [0, T] — R a valeurs dans l'espace
des fonctions g : [0, T]2 — R? et donné par
T oKH’ oKH’

H ag) = d (1) [ F () G () Ty () e

Soit f un élément de 'ensemble £ des fonctions en escalier, sur [0, T| de la forme

n—1
f= Zail(ti/tiJrl]/ t: € [0, T].
i=0

Alors son intégrale de Wiener par rapport a Zp est

n—1

/on(u)dZH () © =} ai(Zu(tiv1) — Zn (1))

i=0
= [ 1) () B () B ). (127

Soit ‘H ’ensemble des fonctions telles que

B =2 [ [0 o) Py < oo

Il s’en suit que,

1 = H@H 1) [ [ f () f () o 2 dudo

En effet :
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1.2 Processus de Rosenblatt 15

/ / 2
aKH oKH
I3 =2 dmy [ [ (/y o F 00 S ) S <u,yz>du) dyr dys
1

T T
:ZdHf/ﬁ/ dmdm/’ /’ du dv
0 Jo ViVy2 Jy1Vys

H’ H' H’ H’
x f<u>f<v>a§< (,30) 2 (1,2) 5 (0,90) 25 (0,)

2

T LN S
:H(ZH—l)/0 /0 f(u)f(v)|u—v|2H_2dvdu.

Il a été prouvé que 'application

fo [0z ()

est une isométrie de £ vers L? (Q) et qu’elle peut étre étendue a une isométrie de H vers
L? (Q)), parce que & est dense dans H. On nome cette extension par 'intégrale de Wiener

de f € H par rapport a Zg.

Notons que 'espace ‘H contient non seulement des fonctions, mais ses éléments peuvent

aussi étre des distributions. Par conséquent, il convient de connaitre les sous-espaces ||

de H :

|H|:{f 0T—>1R/// w) |If (v |]u—v\2H2dudv<oo}. (1.2.8)

L’espace |H| (par conséquent H) n’est pas complet pour la norme ||.||,; mais il est de

Banach pour la norme

Iy = HEH=1) [ [T G 1f @ o Paude.  129)

Par conséquent, nous avons :

L2 ([0, T]) N LY ([0,T]) C L7 ([0,T]) C |H| C H
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1.2 Processus de Rosenblatt 16

et, pour toute f € L? ([0,T]) on a :

T
£ < 2HTY [T 15 ()P ds (1.2.10)

et,

£ l5ey < € CH) £l asm 0,17 - (12.11)

pour une certaine constante C (H) > 0.

1.2.3 Processus de Rosenblatt de dimension infinie

Soient X un espace de Hilbert réel séparable. Soit Q € L5(Y, X) un opérateur de
trace classe positif et auto-adjoint. Il existe alors une suite 0 < A,; (0 de valeurs propres
de Q telle que n > 1, A, < oco. En outre, les vecteurs propres correspondants forment

une base orthonormée dans X. En d’autre termes, nous avons Qe;, = A, e, avec trace finie

trQ =Y Ay < oo.
n=1
Soit l'intervalle de temps [0, T| a horizon arbitraire fixé T et soit {Zy(t), t € [0, T|} le
processus unidimensionnel de Rosenblatt a parameétre H € (E' 1). On sait que Zp admet

la représentation suivante :

o-aon [ |

On définit le processus de Rosenblatt de dimension infinie sur X, par :

t H H
/ a1< (,yl)ag (1, y2)du | dB(y1)dB(y2).

y1iVy

Zu(t) = Zo(t) = Y v/ Aueuza(t) (12.12)
n=1

ot (2y),~o est une famille de processus de Rosenblatt réels et indépendants. La série

(1.2.12) est convergente dans L*(Q)) pour tout t € [0, T], du moment que,

E|Zo()]? = fl ME (za(5)? = P Y A, < oo,

n=1

ZQ a une fonction de covariance dans le sens ou

E(Zq(t),x){Za(s),y) = R(s,t) (Q(x),y), pour tous x,y € X et t,5 € [0, T].
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1.2 Processus de Rosenblatt 17

Soit ¢ : [0, T] — LI (Y, X) tel que

2
* 1/2
ZHK PQ " "en L>([0,T]) <

L’intégrale de Wiener par rapport au processus Q-Rosenblatt Zg est définie par :

[99206) = T [ Viaplewza(s)
= X[ [ K000 (i, y2) dB)dBGs). (1213)

T
Lemme 1.2.1. Si¢ : [0,T] — LI(Y,X) satisfait/ ||‘P(S)”2£2 ds < oo, alors la somme
0

précédente dans (1.2.13) est bien définie comme variable aléatoire a valeurs dans X eton a :

| [ o)zt 2

Démonstration. Soit {¢, } N 1a base orthonormée totale de I'espace Y introduite aupara-

t
— 2
<20 [ p(s) g ds

vant. En appliquant (1.2.9), (1.2.10) et I'inégalité de Holder on a:

H / $)dZo(s)

2 2

< Hz/ (5)Q"2e,)dzn(s)
= YB|[ 0610 ez (o

~ Y HQH-1) / / (1Q" )| [(p(s)Q" )| |t — 5|21 2dsal
= Y 11¢Q" 2enll3
< 2HT?H- 12/ (5)Q2e,, ‘ s

_ 2H-1 1/2,2
= 2HT /0 ) ’(P(S)Q e, | ds
— 2HT2H_1/TZH§D(S)H20ds

0 L™

2
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2.1 Familles de Cosinus

Le concept de famille de cosinus sur un espace de Banach est trés proche de celui
de semi groupe d’opérateurs sur un espace de Banach, qui est plus familier. Quand les
semi groupes fortement continus correspondent aux équations différentielles abstraites du
premier ordre, les familles de cosinus fortement continus correspondent aux équations dif-

férentielles abstraites linéaires du second ordre.

Soit X un espace de Banach. On désigne par £ (X) lespace de tous les opérateurs
linéaires bornés sur X et par Ix I'opérateur identité sur X.
Une famille {T(#)};>¢ d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X est un

semi-groupe d’opérateurs sur X si :
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2.1 Familles de Cosinus 19

(1)T(s)T(t)=T(s+t) pour tous s,t > 0 (équation de Cauchy , dite aussi I’équation expo-
nentielle),
(i) T(0)=Ix.

Une famille de . (X) a un paramétre, est dite famille de cosinus sur X si :

(i) C(t+s)+ C(t—s)=2C(t)C(s) pour tous s,t € R. (équation fonctionnelle de d’Alem-
bert, appelée aussi équation fonctionnelle de cosinus),

(i1)C(0)=Ix.

Le sous ensemble {C(t), t & R} est appelé une famille de cosinus fortement conti-
nue dans l'espace de Banach X si, C (f)x est continu en t de R pour tout x fixé de
X. (CHxe X)

La famille de sinus {S (), t € R} associée, est la famille & un parameétre d’opérateurs

linéaires bornés dans X définie par :
t

S(t)x = / C(s)x(s)ds, x € X, teR.
0

Exemple 2.1.1. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire borné dans X.

Alors
[e°] Ak tZk

) =L

0

est une famille de cosinus fortement continue. La famille de sinus correspondante est donnée

par:
o) Akt2k+1

S(t):;(ZkJrl)!

SiX=R, a>0 e A:R— Restdéfinipar Ax = ax, alors

C(t) = cosh(tv/a)

et,

S(t) = sinh\(/%\/ﬁ)'

SiA: R — Restdéfini par Ax = —ax alors,

C(t) = cos(tv/a)
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2.1 Familles de Cosinus 20

et

S(t) = sin(t\/ﬁ).

Ja
Exemple 2.1.2. Les fonctions continues bornées sur R muni de la norme uniforme.
Soit T(t), t € Rlegroupe des translations sur X, quiest, (T(t)x)(u) = x(u + t).On
définit
C(t) = (T(t) + T(=t))/2.

Ona:
(Ct)x) (u) = (x(u+t)+x(u—1t))/2,

(S(t)x) (u) = (/OtC(S)xds> (1) = 21 (/uu+tx(s) ds> (2.1.1)

—t
On peut facilement voir que C(t), t € R est une famille de cosinus fortement continue
ayant le générateur infinitésimal A donné par:
Ax=x", DA ={xeX: " eX}.
SiB: X — Xestdéfinipar: Bx =1x', D(B)={x e X:x' € X},alors B> = A, du fait
que,
(BS(t)x)(u) = (x(u+t)+x(u—1t))/2.

Notons que pour f € D (A), g€ E=D(B),

w(e ) 2 (COF +5W ) =2 (fxt )+ fr-)+270 [ g(s)ds,

x—t
donne la solution classique de D’Alembert de I’équation des ondes unidimensionnelle
02 02

S t) = ssw(x ), w(x,0) = f(x), %W(x,()) = g(x),

dont la formulation abstraite est

d2 d
(D) = Aw(t), w(0) =f, Lw(0)=g

Les familles de cosinus fortement continues sur un espace de Banach sont caractérisées

de facon unique par leurs générateurs.

Proposition 2.1.1. SoitC(t), t € R une famille de cosinus fortement continue dans X. On

a:
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1. C(t) = C(—t) pourtout t€R.

(
2. C(s), S(s), C(t) et S(t)commutentpourtous s,tcR.

3. S(t)x estcontinuen t sur R pourtout x € X fixé.
4. S(s+1t) 4+ S(s —t) = 25(s)C(t) pourtous s,t € R.
5. S(s+1t) = S(s)C(t) + S(t)C(s) pourtous s,t € R.
6. S(t) = —S(—t) pourtous s, teR.

7. Il existe des constantes K > 1 et w > 0 telles que |C(t)| < Ke“!!l pour tout
t e R.

t
8. |s(t) —s(t)] SK‘/ e“lslds
t/

pourtous t,t' € R.

Proposition 2.1.2. SoitC(t), t € R, une famille de cosinus fortement continue dans X

avec générateur infinitésimal A. Ona:
1. D(A) estdensedans X et A estun opérateur fermé dans X.

2.8 xe€X et r,s€R. alors.
S
7 & S(u)xdu € D(A) et Az =C(s)x —C(r)x.

7

3.8 xe€X et rscRalors,
zdef// v)xdudv € D(A) et Az =2"1(C(s+r)x — C(s —r)x).

4. Si x e X, alors S(t)x € E.

5.8 x€E, alors S(t)x € D(A) et ;tC( t)x = AS(t)x.
2
6.Si xcE', alorsC(t)x € D(A) et ;tZC( Bx = AC(t)x = C(t) Ax.

7.8 x€E, alors LimAS(t)x =0.
x—0

2
8 Si x€E alors S(t)x e D(A) et %S(t)x = AS(t)x.

9.Si x€D(A) alors S(t)x € D(A), etona AS(t)x = S(t)Ax.
10. C(t+s) — C(t —s) = 2AS(t)S(s) pourtous s,t € R.

1. Voir notation p vi
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2.1.2 Générateur infinitésimal d’'une famille de cosinus fortement continu

Le générateur A d’un semi-groupe fortement continu T(t),~, sur un espace de Banach

X est défini par

T(t)x = lim ¥ =%

, 2.1.2
=0 t—0 t ( )

4
dt

ou D(A) est 'ensemble de tous les x € X pour lesquels la dérivée (2.1.2) est satisfaite.
De méme, le générateur infinitésimal d'une famille de cosinus fortement continue C(t),.r
est 'opérateur A : X — X défini par :

d2
‘ﬁ

C(t)x = lim (t%) (C(H)x —x),

=0 t—0

et D(A) = {x € X : C(t)x est une fonction de t deux fois continument différentiable}.
Autrement dit, le générateur infinitésimal A de C(t), t € R est Popérateur linéaire

A défini sur X par
d2

Ax=C"0)x = 7

C(0)x,

et & domaine dense.

2.1.3 Condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur soit le gé-

nérateur infinitésimal d’'une famille de cosinus

On désigne par p(A) et R (A; A) I'ensemble résolvant et la résolvante de A, respec-
tivement : R(A; A) = (Al — A)™1, A € p(A). En termes de générateur, une fonction de

cosinus est caractérisée par le théoréme du générateur suivant :
Théoréme 2.1.1. Soit A un opérateur linéaire sur X. A est le générateur d'une fonction de
cosinus sur X si et seulement si :

1. A est fermé et a domaine dense.

2. llyauneconstante w > 0 telle que pour A > w, A e p(A).

3. llyauneconstante M > 0 telle que pour A > w,

m |
Mm: m=0,1,2..

s [AROZ )| < PR

aAm

Ce théoréme peut étre considéré comme 'analogue du théoréme de Hille-Yosida sur les

générateurs de semi-groupes de classe (Cp).
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Lemme 2.1.1. Sous les hypothéses du théoréeme (2.1.1) ona:
IC(H)]| < Me“tl, teR; (2.1.3)

AR (A%4) = / eMC(H)dt, A > w
0
et donc,
IS(H)]| < M]t]e“!], teR
ef,

AR(AZ; A) = / eMS(1)dt, A > w.
0

L’équation (2.1.3) signifie que la fonction C croit au plus exponentiellement ;

/ e MC(t)dt, A > w est la transformée de Laplace de C.
0

2.1.4 Probleme de Cauchy abstrait linéaire du second ordre

Soit le probléme suivant :

x"(t) = Ax(t)+ f(t), te]0,T]

(2.1.4)
x(0) =uxo, x'(0)= xop.

ot A : X — X est le générateur infinitésimal d’une famille de cosinus et f : [0, T] — X
une fonction intégrable sur [0, T].

Alors A est un opérateur fermé et & domaine dense sur X.

Proposition 2.1.3. Supposons que A est le générateur infinitésimal d'une famille de cosinus

C(t);er ayantla famille de sinus correspondante S(t),.g. Ona:

1. Il existedes constantes My >1 et A >0 tellesque
IC(t)|| < MaeMt!  etdonc ||S(t)|| < Maet.
2. Pourtout x € X ettout 0<s<r< oo,

/rS(t)xdt € D(A) et A/rS(t)xdt: [C(r) — C(s)]x.
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3. Ilexiste une constante p > 1 telle que, pourtout 0<s <r < oo,
LNL]
S(r) — S(s) gﬁ/ ¢ de.
S

Remarque 2.1.1. Le principe de la borne uniforme, avec la proposition (2.1.3), implique
que Cpcpor et S(t)te[O,T] sont tous les deux uniformément bornés, i.e.; il existe une

AT

constante positive M = Mye telle que :

ICHIF <M et [S(H)]| <M

Définition 2.1.1. La fonction
t
x(1) :C(t)x0+5(t)xoo+/ S(t—s)f(s)ds, te0,T]
0

est dite solution mild de (2.1.4), quand xg € H. x(.) est continument différentiable et on
a:
t
X' (1) = AS(E)xo + C(£)xg0 + / C(t—s)f(s)ds, te[0,T]
0

2.1.5 Equations différentielles du second ordre abstraites non linéaires

Supposons que A est le générateur infinitésimal d’une famille de cosinus fortement

continu, Cyer dans X. Soit le probléme

x"(t) = Ax(t) + f(t,x(t),x'(t)), t€]0,T],

(2.1.5)
x(0) ==x9, x'(0)=xp € X.

Proposition 2.1.4. Soit D un ouvertde R x X x X, etsoitf : D — X une fonction

continue telle que,

1f (£ xy) = f(&, 2,y < L) ([l = x| + [ly = ¥/l

pour (t,x',y') € D erune fonction a valeurs réelles L.
Pourtout (0,x,y) € D telque x € D(A), ilexiste t; >0 etune fonction unique

x:(—t,t1) — X continument différentiable qui soit solution du probleme (2.1.5).
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Deplus,si D =R x X x X, alorslasolution x(t) estdéfiniesurR.

Donc si f est définie sur R x X x X, alors pour (0, xg, xpp) ot xo9 € D(A), il existe

une fonction unique solution du probléme (2.1.5) définie sur R qui s’écrit sous la forme

x(t) = C(t)xo + S(t)xg0 + /Ot S(t—s)f(s)ds, te[0,T]

x(t) est la solution mild du probléme (2.1.5).

2.2 Equations Fonctionnelles

De telles équations surviennent lors de la modélisation de processus biologiques, phy-
siques, etc., dont le taux de changement d’état a n’importe quel moment du temps test
déterminé non seulement par I’état présent, mais aussi par les états passés. On considére

I’équation différentielle suivante :
XM () = £t xU) (£ = by (1)), .xU™) (£ = B (1)),  t>0. (2.2.1)

x est la fonction inconnue de t dont les dérivées successives sont m; (m; > 0 pour tout
i=1.k), hi(t) >0 des fonctions positives, la fonction f et les retards h; sont donnés.
L’équation (2.2.1) est la forme généralisée d’'une équation différentielle fonctionnelle.

Dans des cas plus compliqués, le retard peut dépendre de la solution inconnue, et avoir la

forme h;(t, x(t)). De tels retards sont parfois nommeés fonctions autorégulatrices.

2.2.1 Equation fonctionnelle de type neutre (EDN)

L’équation différentielle fonctionnelle (2.2.1) est de type neutre si :
max{my,..m} = m.
En particulier une (EDN) peut étre écrite sous la forme :

x(t) = f(t,xt,x1), (2.2.2)
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Ici: x(t) € R" et x; (pour un t donné) est la fonction définie par :
x(0) = x(t+0), 6€]Ji C (00,0,

Il est a noter que si J; n’est pas réduit a un point, alors formellement le membre droit de
I'équation (2.2.2) peut étre écrit comme f(f,x¢), car en donnant une fonction on a aussi

donné sa dérivée. Beaucoup d’auteurs préférent la forme de Hale :
[x(t) — G(t,x¢)]" = F(t, xt) (2.2.3)

En général, (2.2.2) et (2.2.3) ne peuvent pas étre réduite I'une a 'autre. Des distinctions
principales entre ces formes de (E. D. N) généralement absentes dans les cas simples, ont
fait que le concept de solution est raisonnablement modifié. (Pour des détails approfondis,

voir [19]).

2.3 Existence et unicité de la solution d’une équation diffé-

rentielle non linéaire

Lorsque I'équation différentielle est non linéaire, on voudrait que ses coefficients rem-
plissent certaines conditions permettant d’assurer I'existence de la solution. Dans la théorie
classique des équations différentielles stochastiques d’Ito, ot les coefficients sont supposés
étre des fonctions continues, Lipschitziennes, les solutions sont construites sur un mou-
vement brownien, et données par approximations successives. Lunicité des solutions est
montrée immédiatement par la construction. Dans le cas échéant, I'existence et le pro-
bleme d’unicité sont traités par d’autres méthodes a partir de I’approximation successive.
Rappelons d’abord, la propriété de Lipschitz et quelques différentes propriétés non Lip-

schitziennes se trouvant dans la littérature.

2.3.1 Conditions de Lipschitz

Soient H et H' deux espaces de Banach. Et soient f : H — H' et ¢:H — H’
deux fonctions.

On dit que les fonctions f et g vérifient la condition de Lipschitz si :
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Pour tous x,y € H et tout t¢€ [0,00), ilexiste L, L' >0, telsque:

f(tx) = flty) < Llx—y| et [g(t,x)—g(ty)| < L'x—yl
Ce qui se résume par :
f(t,x) = f(t,y)[ + gt x) = g(t,y)| < Llx —y|
Il est facile de vérifier que ceci donne :
F(tx) = F(Ey)) + gt x) — g(ty)|* < Ljx —y|?

Remarque 2.3.1. Cette condition globale de Lipschitz semble étre considérablement forte

quand on discute différentes applications dans le monde réel.

2.3.2 Condition locale de Lipschitz

Pour un entier N > 0 fixé, Il existe un Ly > 0 tel que pour tous x,y € H
avec |x| <N et |y| <N,

f(tx) — f(ty)[>+|g(t x) — g(t,y)|* < Ly|x —y|?

De nos jours, il existe de nombreux exemples ou les coefficients ne satisfont pas la
condition de Lipschitz mais nous pouvons prouver l'existence et I'unicité de la solution.

Parmi les conditions que 1'on peut trouver on a :

2.3.3 Conditions non Lipschitzienne Taniguchi a introduit une certaine condition locale
non lipschitzienne définie comme suit : Soient H et K deux espaces de Hilbert séparables.

f et g deux fonctions mesurables

f:]0,00)x H— H et g:[0,00) x H— L3(K,H)

F(tx) = F(E )+ [g(8x) = g(ty)I? < ADa(lx — yI?)
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(a2)
f( )2+ gt x) 2 < B(E) + (1) |x]?

ol

OC(M) : RJF — IRJF

est une fonction concave, monotone décroissante telle que :

K(0) =0,  a(t),B(1), (1) € Lh (10,00, R.) e,
/m(l/oc(u))du = o0

Remarque 2.3.2. Si «a(u) = u(u >0) et A(t) = L(L > 0) alors, la condition (al)

implique la condition globale de Lipschitz.

Cette condition non lipschitzienne a été généralisée, comme condition non Lipschit-

zienne de type Taniguchi, et pris la forme finale suivante :

2.3.4 Condition non-Lipschitzienne globale

1) il existe une fonction G(t,7) : RT x RT — R™ telle que G(t,r) est continue,
monotone, croissante, localement intégrable en t € [0,T] pour tout r > 0 fixé, et
concave en r pour tout t € [0,T] fixé, avec G(t,0) = 0 pour tout t € [0,T]
fixé,

de plus, l'inégalité suivante est satisfaite, pour tout x,y € H :

f(tx) = f(ty) P+ g (tx) —g(ty)P < Gt [x —yl),t € [0, T]

2) Pour toute constante -, si une fonction non-négative z(t) satisfait :

z(t) < 'y/OtG(s,z(s))ds,

pour tout t € [0,T|, alors z(t)=0 pourtout t € [0,T].

Remarque 2.3.3. 1l existe une fonction: | x [0, +00) — [0, +o0) telle que

E(||F(t, X) — F(£,Y)[|") + E(||B(£, XB(t, Y)Hzg) < K(t,B([| X = Y[|7)) (2.3.1)
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Remarque 2.3.4. Si K(t,u) = Lu,u > 0, ou L > 0 estune constante, alors la

condition (2.3.1) implique la condition de Lipschitz globale

2.3.5 Condition non-Lipschitzienne locale

1)Pour tout entier N > 0, il existe une fonction Gy : RT x RT — RT telle
que Gn(t,7) est localement intégrable en t € [0, T| pour tout » > 0 fixé, continue, mo-
notone, non-décroissante et concave en r avec  Gyn(#,0) =0, de plus I'inégalité suivante

est satisfaite, pour tout x,y € H avec |x|, |y| < N,

f(tx) = f(Ly) P +18(tx) — (4 y)]* < Gn(t, |x —yI?), t€[0,T]

2) Pour toute constante <y, si une fonction non-négative z(t) satisfait :

t
z(t) < 'y/ Gn(s,z(s))ds,
0
pour tout ¢ € [0, T], alors z(t) = 0 pour tout t € [0, T].

Remarque 2.3.5. la condition (1) est une généralisation de la condition locale de Lipschitz.

2.3.6 Condition de croissance

On dit que les fonctions f et g vérifient la condition de croissance s’il existe une fonction
H(t,r) : R" x RT — R telle que H(t,7) est :
continue, monotone croissante, localement intégrable en t >0 pour tout » >0 fixé,
et concave en r pour tout t € [0, T] fixé.

De plus, pour tout t € [0,T] et x € H Dinégalité suivante est satisfaite :
f(tx) 2+ gt )2 < H(t, [x]?)
et pour toute constante 7y > 0 I’équation différentielle
((d0) /(dt)) = YH(t,6)

admet une solution

6(t) = 6(t,0,6p)
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sur [0, T| pour toute valeur initiale 6.

Exemple 2.3.1. Si, par exemple, pour tous x € H ettoutt € [0,00), il existe L > 0(ala
place de H(t,r)) telque:

F(&x) 2+ gt )P < L2(1+ [x]?)

2.4 Controlabilité

Elle a été introduite par Kalman [18], exclusivement pour des systémes de controle
déterministes dimensionnels. Au fil des ans, elle s’est frayé un chemin dans la littérature
pour devenir une théorie a part entiére. Durant les derniéres décennies, les concepts de la
controlabilité déterministe ont été étendu aux systémes de controle stochastiques.

Ce chapitre se compose de deux parties : La premiére a pour objectif de présenter le plus
simplement possible les concepts de controlabilité des systémes linéaires, en particulier sa
caractérisation algébrique en dimension finie. Dans la deuxiéme partie nous présentons
quelques types de controlabilité. A fin de simplifier ces notions, considérons un systéme

différentiel de la forme :
x (t) = f(x(t),u(t)), x(t)eX, u(-)el. (2.4.1)

ou le vecteur x(t) appartient & un espace X, dit espace des états et la fonction u(-)
appartient & un ensemble U, dit espaces des controles. Nous sommes autorisés & agir sur
les trajectoires du systéme au moyen d’une commande appropriée. Alors, étant donné un
intervalle de temps [0, T], un état initial xo et un autre final x1, nous devons trouver un
controdle tel que la solution x corresponde a la fois, & 1’état initial xg au temps t = 0 et a

I’état final xq au temps t = T. i.e.;

x(T,x,u) = x1
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2.4.1 Controlabilité d’un systeme linéaire

Systemes linéaires a coefficients constants

Considérons sur [0, T] le systéme différentiel suivant :

X' =AM x(t)+B(t)u(t)

2.4.2
x(0) =2xp€R" (242)

o, A € Myxn et B € Myxm, et u € Ljye([0,00;U) avec U = R™. Le systéme
différentiel (2.4.2) admet une solution unique x € C([0,T]; X) qui dépend de la donnée

initiale et du second membre donnée sous la forme suivante :
t
x(t, xp,u) = S(t)xo —{—/ S(t—s)Bu(s)ds, tel0,T].
0

Ou S est la matrice résolvante du systéme :

d
S =AS()
S(0) =1

et, I est la matrice identité.

On dit qu'un controle u transfert un état a vers un état b au moment T, si  x(T,a,u) =
b. Soit Qr la matrice de controlabilité (ou le Gramien de contrdlabilité) associée au

systéme (2.4.2), définie telle que
T
Qr :/ S(t)B(H)B*S*(H)dt, T >0
0

On vérifie facilement que Qt est symétrique et définie positive.

Théoréme 2.4.1. Supposons que pourT > 0 la matrice Q soit non singuliere. Alors :

1 Pour a,b € R" lecontrole
i(s) = —B*S*(T —s)Q7'(S(T)a—b), s€0,T],

transferta versb au tempsT.
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2 Parmi tous les controles conduisant a versb au temps T, le controle ii minimise l'intégrale

T
/ lu(s)|*ds. De plus,
0

/OT |u(s)|?ds = (Q7'(S(T)a — b),S(T)a — b)

Critere de Kalman

Théoreéme 2.4.2. La paire (A, B) est controlable sur [0, T, si et seulement si :
rg[A\B] = rg [B,AB,..., A’HB] —n.
c’est & dire n colonnes linéairement indépendantes, n est le nombre des composantes

du vecteur d’état x.

Remarque 2.4.1. Si rgB=j alors rg[A/B| peutétre remplacée, dans!'énoncé du
théoréme, par
re [B,AB,...,A”*J'B} = n.

Remarque 2.4.2. Cette condition ne dépend pas de T. Malheureusement, elle n'est pas
valable pour les systemes non linéaires et, pour les systemes linéaires modélisés par des

équations aux dérivées partielles non plus.
2.4.2. Systemes linéaires instationnaires
Considérons un systéme différentiel linéaire défini sur [0, T] par :

X' =AM x(t)+B(t)u(t)

£ (0) =10 (2.4.3)

Ou A € M,xn et B€ M, L'état x et la condition initiale xg sont dans X = R". La
fonction u est localement intégrable sur [0, T] et & valeurs dans U = R"™. Le théoréme
suivant, nous permet de controler le systéme (2.4.5) grace a la condition nécessaire et

suffisante qu’il met en notre disposition :

Théoréme 2.4.3. Le systeme ( 2.4.5) est controlable en temps T si et seulement si :

C(T) = /OTS(t)lB (t) BT (1) (s (t)_1>Tdt, (2.4.4)
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est inversible.

C(T) est appelée matrice de controlabilité. On a C(T) = CT(T); et xTC(T)x > 0

pour tout x € R", i.e., C(T) est une matrice symétrique positive.

Démonstration. pour toute solution x(t),ona:
T -1
x(T):S(T)xO+S(T)/ S(s)" B (s) u(s) ds.
0

Posons x* = S(T) xo,
Si C(T) estinversible, posons u(t) = <S(t)_1B(t)>T‘I’, avec Y e R".
Alorson a

x(T)=x*+S(T)C(T)Y,

et il suffit de prendre,
¥ = (S(T)C(T)) ! (x1 —x%).

Réciproquement, si C(T) nest pas inversible, alorsil existe ¥ € R"_{0} telque:
yYic(T)¥ = 0.

On en déduit : 5

(S(t)_lB(t)>T‘F dt = 0.

r

T
d’ou (S(t)_lB(t)) ¥ = 0 p.psur [0, T], et donc, pour tout controle u, on a:

T
‘I’T/ S(8)"'B(t)u(t)dt = 0,
0
-1 T A
Posons ¥ = (S(T) ) Y, on a pour tout contréle u
YT (x, (T) — x*) =0,

ie,x,(T) € x* + b (‘-I’L étant I'orthogonale de ¥), et donc le systeme n'est pas controlable.
O

Remarque 2.4.3.

La condition ( 2.4.4 ) dépend de T mais ne dépend pas de la condition initiale x.

U. Badji Mohtar. Annaba Département de Mathématiques Ahmed-Yahia Rakia



2.4 Controlabilité 34

Remarque 2.4.4. Sile systeéme est autonome,ona S(t) = exp(tA); etdonc
T T
C(T) = / exp(—sA)BBTexp (—sA)" ds.
0

Dans ce cas, C(Ty) est inversible si et seulement si C(T>) est inversible, i.e. la condition ne

dépend pasde T.

Remarque 2.4.5. La controlabilité des systemes linéaires n'est pas une condition nécessaire

de la controélabilité des systemes non linéaires.

La plupart des systémes dynamiques définis dans les espaces de dimension infinies
( c’est-a-dire pour le cas des systémes d’équations aux dérivées partielles) ne sont pas
exactement controlables : il peut arriver selon la complexité du probléme, que la valeur
de la solution a l'instant T soit suffisamment proche de x7, sans nécessairement lui étre
égale, alors on utilise la controlabilité approximative. Parfois on ne cherche qu’a atteindre
I'état nul x; = 0 (la cible x1), alors on procéde par la controlabilité a zéro. Et dans
certain cas, on se contente d’atteindre des cibles correspondant a des trajectoires, ce qui
consiste a controler aux trajectoires... Il existe plusieurs types de controlabilité qui ont été
introduites comme version affaiblie de la controlabilité exacte. Citons en quelques types

que 'on trouve dans la littérature :

2.4.3 Types de controlabilité

Considérons un systéme différentiel linéaire défini sur [0, T] par :

X' =AM x(t)+B(t)u(t)

£ (0) =10 (2.4.5)

on suppose que pour tout £ € [0,T], A(t) : D(A(t)) € X — X et B(t) : D(B(t)) C
U — K sont des opérateurs non bornés, U, X et K désignant des espaces de Hilbert
séparables, ot X s’injecte de maniére continue et dense dans K. Les espaces U et X sont
appelés respectivement espace des controles et espace des états.
On suppose que A est tel que pour tout T > 0, tout xg € X et toute f € Ly([0, T|; H), le
probléme

X' =A(t)x(t)+ f(t)

£ (0) = 5 (2.4.6)
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admet une unique solution faible x € C([0; T]; H) qui dépend de maniére continue des
données xq et f. On note U,; 'ensemble des controles u € Ly (0, T; U) tels que la solution
x de (2.4.5) pour xg = 0 vérifie x(T) € X. Pour tout u € U,; , on note x(f,xp,u) la

solution du systéme (2.4.5) a 'instant t. On définit alors 'opérateur non borné
Ly :D(Lt) C Ly([0, T|; U) — X, D(Lt) = Uy, Ly(u) = x(T,0,u)

C’est a dire, pour tout u € Uy, Lr(u) = x(T) ou x est la solution de (2.4.5) pour
X9 = 0. On suppose dans la suite que L est fermé est de domaine dense.

1- Contrdélabilité exacte
Définition 2.4.1. On dira que le systeme (2.4.5) est exactement controdlable en temps
T>0,si V(xg,x1) € XxX, 3Ju€Uy,tellequelasolutionde (2.4.5:

x1 = x(T,x0,u(-)).

2- Controlabilité approximative
Définition 2.4.2. Le Systeme ( 2.4.5 ) est dit approximativement contrélable au temps
T >0si:V(xg,x1) € XxX, Ve>0, Juel,telque

12 (T, xo, u(+)) = x1llx <€

Proposition 2.4.1. Le systeme (2.4.5) est :
— Exactement controlable au temps T si, et seulement si, Lt est surjectif,
— Approximativement contrélable au temps T si, et seulement si, Im(Lt) est dense dans X.

3- Controlabilité a zéro

Définition 2.4.3. On dit que le systeme (2.4.5) est controlable a zéro au temps T > 0'si:

Vxo € X, FJu Uy :x(T,xo,u(-))=0

La Controélabilité exacte est équivalente a la Controlabilité a zéro dans le cas des

systémes linéaires de dimension finie.
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4- Controlabilité aux trajectoires

Définition 2.4.4. On dit que le systeme (2.4.5) est controlable aux trajectoires au temps

T>0si:

Vxpe X, Y(a,B)XxX, Juecly: x(T,x,u(-))=x(T,ap).
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Dans ce chapitre on s’intéresse aux équations stochastiques du second ordre de type
neutre, dirigées par le mouvement Brownien et un processus de Rosenblatt indépendants,

du type

d (x’(t) —h(t, x(t))> = Ax(t)dt + f (£, x(8)) dt + g(t, x(+))dw(t) + o (HdZy (1),
x(0) =x9, x(0)=xp, te€[0,T]
(1.1)
ou x(.) prend ses valeurs dans 'espace de Hilbert séparable X, A : D(A) C X — X
est le générateur infinitésimal fortement continu d’une famille de cosinus C(t) sur X. Soit
Qg un opérateur de classe trace sur K positif et auto-adjoint, et soit £, (K, X) lespace de
tous les opérateurs Qg -Hilbert-Schmidt agissant entre K et X muni de la norme Hilbert-

Schmidt [|.||,,. w est un processus Qg-Wiener sur un espace de Hilbert K. Soit Q un
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opérateur de classe trace sur Y auto-adjoint, positif et soit E(Z)(Y, X) Pespace de tous les
opérateurs Q-Hilbert-Schmidt agissant entre Y et X, muni de la norme de Hilbert-Schmidt
-] £9- ZH est un processus Q-Rosenblatt sur un espace de Hilbert Y. Les processus w et
Zy sont indépendants et h, f, g et o sont des fonctions données qui seront spécifiées
ultérieurement. Soit (Q), %, P) l'espace de probabilité complet muni de la filtration natu-
relle {%; | t € [0, T]} générée par des variables aléatoires, {Zy(s), w(s), s € [0,T]|}, et
soient xq et xoo des #p-mesurables a valeurs des variables aléatoires dans X indépendantes
de w et de Zg.

On définit les classes de fonctions suivantes : soit L£,(Q), %1, X) lespace de Hilbert de
toutes les variables .#r-mesurables et carré intégrables a valeurs dans X, L’Z‘O; ([0, T],X)
est 'espace de Hilbert de tous les processus a valeurs dans X carré intégrables et Z-adapté.
C ([0, T], L2(Q), Z1, X)) est Pespace de Banach des applications continues satisfaisant la
condition sup;¢ o 77 E [[x(#) 12 < 00 et AJ est le sous espace fermé de C ([0, T], £2(Q, Fr, X))
des processus mesurables et .%-adapté x(t). AZT est alors un espace de Banach muni de la

norme définie par :

NI—

I%lag = (supreor ElIx (1))

Récemment, il y a eu un intérét croissant pour les équations différentielles fonction-
nelles stochastiques dirigées par le mouvement Brownien fractionnaire (mBf), (voir [3],
[22]). Ce dernier est en général Gaussien, ce qui rend le calcul beaucoup plus facile qu’avec
un autre processus. Cependant, dans des situations concrétes o la Gaussianité n’est pas
plausible pour le modéle, on peut employer le processus de Rosenblatt. La théorie du pro-
cessus de Rosenblatt a donc été développée, en raison de ses bonnes propriétés, a savoir
I'auto-similitude, la stationnarité des incréments, dépendance a long terme, etc. (voir [23],
[29], [38]). Les processus de Rosenblatt peuvent également étre des fonctions d’entrée dans
des modeles ol 'auto-similarité est observée dans les données empiriques d’apparences
non gaussiennes. Il y a une littérature cohérente qui se focalise sur les différents aspects
théoriques des processus de Rosenblatt ([21], [22], [24], [30]). Certains types particuliers

de systémes dynamiques nécessitent un processus mixte pour modéliser leurs dynamique

(1] [16]).

Motivé par des travaux récents ([10], [12], [16], [42]), ce chapitre consiste a prouver
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I'existence et l'unicité de la solution mild pour le systéme (1.1) sous conditions non-
Lipschitziennes, ce qui est plus général que le cas Lipschitzien et celui de croissance li-
néaire, voir ( [11], [28]). Plus loin, le probléme de contrdlabilité est discuté pour le systéme
(1.1). Notons que l'existence et l'unicité de la solution pour les équations différentielles
stochastiques du second ordre de type neutre gouvernées par le processus de Wiener et
d’un processus Rosenblatt indépendant, sous conditions non-Lipschitzienne n’a pas encore
été étudié.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante : dans la section 1, nous énoncgons et construi-
sons la solution mild pour la classe d’équations stochastiques a la fois dirigées par un mou-
vement Brownien et un processus de Rosenblatt de type neutre. Dans la section 2 nous
démontrerons notre résultat principal, qui est la controlabilité du systéme sous conditions
non-Lipschitziennes. Dans la section 3, nous donnons un exemple pour illustrer efficacité

du résultat obtenu.

3.1 Solution mild du systeme stochastique

Dans cette section, nous étudions I'existence et I'unicité de la solution mild pour (1.1).

Pour le faire, nous présentions d’abord la définition de solutions mild pour le systéme
(1.1).

Définition 3.1.1. Un processus stochastique x € Ag est une solution mild de (1.1) s'il

satisfait 'équation intégrale suivante :

x(t) = C(t)x0+5(t)(x00—h(0,xo))+/OtC(t—s)h(s,x(s))ds
+/0tS(t—s)f(s,x(s)ds+/0t5(t—s)g(s,x(s))dw(s) (3.1.1)

+ /t S(t—s)o(s)dZy(s), P—a.s.
0

Construction de la solution

Nous supposons la condition non Lipschitzienne suivante :

(H1) A est le générateur infinitésimal de la famille de cosinus fortement continu {C(#) },~

sur X.
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(H2) La fonction ¢ : [0, T] — L£3(Y, X) est bornée, ce qui revient a dire : il existe une
constante positive L telle que || (#) Hzﬁg < L, uniformément en t € [0, T].

(H3) Les fonctions h, f:[0,T] x X — X, g :[0,T] x X — L, sont mesurables,
continues en x pour tout € [0, T] fixé; et il existe une fonction

G:[0,T] x [0,400) = [0,40), (t,v) = G(t,v) telle que :
E|lh(e, 0| + B £ 0P+ Elgt0)I2, < GEEIRD) (312

pour tout t € [0, T] et tout x € £2(Q, .Fr, X).

(H4) G(t,v) est localement intégrable en f pour tout v € [0, +00) fixé, est continue,
croissante en v et pour tout t € [0, T| fix¢, pour tout A > 0, vg > 0, l'équation
intégrale : v(f) =vp+ A /Ot G(s,v(s))ds, admet une solution globale sur [0, T].

(H5) 11 existe une fonction K : [0, T] x [0, +00) — [0, +00) telle que :

B||h(t,x) — h(t,y)|I + E||f(t,x) = f(t,y)|* < K(LE|x = y|*)

(3.1.3)
E|lg(t x) —g(f,y)llz,cz < K(LE|x—y|?)

pour tout t € [0, T] et tous x,y € EZ(Q, F1,X),
(H6) K(t,v) est localement intégrable en f pour tout v € [0, 4-00)fixé, continue et crois-

sante en v pour tout t € [0, T| fixé. De plus, K(¢,0) = 0; et si une fonction continue

positive z(t), t € [0, T] satisfait

2(f) < /0 "K(s,2(s))ds, t€[0,T]

o
(3.1.4)
z(0) =0
pour certains o > 0, alors z(t) = 0 pour tout t € [0, T].
Remarque 3.1.1. 1. Silafonction K est concave par rapport a la deuxiéme variable pour

tout tfixé, t>O0et

(¢, ) = h(E )P+ £ (8 20) = £8P+ llg(tx) = (8 y)lI7g < K(E [lx = yII*),

pourtousx, y € X et t > 0,alorsparl'inégalité de Jensen (3.1.3) est satisfaite.
2. SiK(t,v) =5(t)¥(v), t>0, v>0 ou n(t) >0 estlocalementintégrable

et ¢ : [0,+00) — [0,400) est une fonction continue, monotone croissante et
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concave avec #(0) = 0, ¢(v) >0 pour v > 0 et /+ 1/0(u)du = oo;
0

alors la fonction K(t, v) satisfait la supposition (H6).

Donnons maintenant quelques exemples concrets de la fonction @,  (voir [37] soit € > 0

suffisamment petit, définissons

o) = 11g<( >)’+ 190<< ><S ) RS
elog(e™ 1 u—e€), u>e (3.15)
ulog(u=')loglog(u™!), 0<u<e

192(u) = ’
elog(e M loglog(e™!) + dy(e_)(u—¢€), u>e

Théoréme 3.1.1. Supposons que les conditions (H1)-(H6) soient vérifiées, alors il existe une

solution unique de (1.1) dans AZT.

La preuve de ce théoréme est basée sur la méthode d’approximation de type Picard .

Construisons une suite de processus stochastique {xn}n>0 comme suit :

xo(t) = C(t)xo + S(t)(x00 — 1(0,x0))

Xos1(F) = C(B)x0 + S(#) (x00 — h(0, x0)) + /Ot C(t — $)h(s, xa(s))ds
" / (= s)f (s xno)ds + [ 8t = )36, %4(5)das)

|+ / (f = 8)o(s)dZx(s)

(3.1.6)

Lemme 3.1.1. Sous les conditions (H1)-(H5) la suite {x”}nZO est uniformément boornée

dansAl,ie, E

sup ||x.(s)||*| < C, o C est une constante.
s€[0,T]

Démonstration. On a

E|xy+1(8)]* < 6E|IC(H)x0* + 6E ||S(t)(x00 — h (0 %)) ||

+6F H/Otca — (s, xa(s))ds /OtS(t )£ (s, xn(s))ds

2
-|—6E

2
+ 6E

2

+6E ‘ /Ot S(t—5s)g(s, xn(s))dw(s) /Ot S(t—s)o(s)dZy(s)
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Par la proposition (2.1.1), I'inégalité de Holder et le théoreme d’isométrie d’Itd , On a

Elxun()|F < 6ME x| + 12M%(E |xo | + E[[1(0,30) )
t
H6MPTE [ (E (s, %4 () + E £ %a(s))]1?) ds

t t
6M? / E (g5, x(s))||2, ds + 12M?HT?H~1 / E|lo(s) 2y ds.
0 0
Alors de (H1)-(H5), on obtient :

E||x,1()]> < 6M2E |xo|? + 12M2E ||xgo||? + 12M2G <0,E\|x0||2>
t t
+6MT? (ch+cf)/0 G (5/E lxa(5)1) ds—|—6M2TCg/O G (5/E lxa(s)|I7) ds
+12M?HT?H-1TL
< C t 2
< 4G [ G(sE[u()?)ds

On obtient donc,
t
E [sup ||xn+1(s)||2] <C+ Cz/ G <S,E [sup ||xn(r)||2]) ds. (3.1.7)
s€[0,t] 0 rel0,s]

ou
C, = 6M? <E 0% + 2E || xg0||? + 2G (O,E onu2> +2HT2H—1TL)

Co = 6M>T (T (Cp, + Cy) + Cg)
Par conséquent, de (H4) et I'inégalité (3.1.7),ilyaun o(t), t € [0,T] satisfaisant

v(t) =C1+ G /Ot G(s,v(s))ds..

On doit maintenant montrer par récurrence que, pourn = 0,1, 2, ...

E [sup Hxn(s)Hz] <o(t), Vtelo,T] (3.1.8)
s€(0,¢]
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En utilisant 'argument de récurrence

E [sup ||Xo(5)||2] = E [sup r|c<s>xo+s<s><xoo—h<o,xo>>||2]
s€[0,4] s€[0,t]

< M2 (E |[xo + 2E 0|2 +2G (0,E o) )

Supposons que (3.1.8) soit vraie pour n € IN. Alors par (3.1.7), 'hypothése de récurrence et

la propriété de non décroissance de G en v, on obtient :

@) /Ot <G (s,0(s)) — G (S,E Lsel[lc)pS] ||xn(r)|‘2]>> ds

> 0, Vtelo,T].

Vv

v(t) — E lsup ||xn(5)||2]

s€[0,t]
Par récurrence, on obtient pour toutn € IN,

E [51[10[1] Hxn(s)Hzl <o(t) < o(T) < o0

O

Démonstration du Théoréme 3.1.1. Etape 1 : Existence : Par un argument similaire a celui

duLemme (3.1.1),ona:

2

E |xen () — xu(£)? < 3E \ [l =) (15,31 (5)) — s,y 1(5))) s

2

438 | [15(6=5) (st 1 (5)) = Fl5,501(9) ds

2

438 | [15(6=5) (s xmam1(5)) = F(5,501(9))) deo(s)

t
2TMC "B (5, 5rmr (1) — s, 50 1(5)) s

IN

t 2
F2TMCy [ B (s, r1(5) = (5, %aa(s))| ds

+2M [ B (5, % 1(5)) — 506, 101 (5)) 2 s
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Alors on obtient,

t
E | sup [[xiim(s) — 2u(s) ||2] <G [ K (E [ SUP [ irtm-1(8) — Xu-1(s) Hz] ) "
s€(04] 0 re(0,s]
(3.1.9)
ouCs = 2M (T(Cy, + Cr) + Cq) -
Il découle du lemme (3.1.1) que sup ||X;+m—1 — Xn—1 ||2 < 0. Par conséquent, on peut

n,m
appliquer le lemme de Fatou a 'inégalité (3.1.9),

lim sup E [sup | Xn+m(s) — xn(s)Hzl (3.1.10)

1,m—00 se[0,4]

t
< C3/ K (s,lim sup E [sup |Xp4+m—1 — xn1]|2]> ds. (3.1.11)
0

nim—co | re(0,]

On pose :

z(t) :=lim sup E [sup | Xn+m(s) — xn(s)||2]

n,m—00 se[0,4]
Alors I'inégalité précédente (3.1.10) peut étre réécrite sous la forme

t

z(t) < Cg/ K (s,z(s))ds,

0

Par (H6) on obtient immédiatement, que

z(t) =lim sup E [sup | Xnpm(s) — xn(s)||2] =0, pourtoutt € [0, T].

1,1M—$00 se[0,4]

qui a pour conséquence,

lim E [sup | Xn+m(s) —xn(s)||2] =0, pourtoutt € [0, T].

n,m— 00 SG[O,t]

Donc, la suite {x; },~ est de Cauchy dans I'espace de Banach Al Soit x(t) salimite. Faisant
tendre n vers inf dans I’équation (3.1.6), on obtient (3.1.1). En d’autres termes, nous avons

prouvé l'existence de la solution mild dans I'espace Al .

Etape 2 : Unicité. Supposons que x; et xp € Ag sont des solutions mild de (1.1). De
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maniére analogue a la preuve de (3.1.9), on obtient pour tout ¢ € [0, T|

E | sup [[x1(s) — xz(s)Hz] <Cs /OtK <S,E [sup l|x1(s) — x2(5)||2]) ds, (3.1.12)

s€[0,4] re[0,s]

En raison de I'hypothése (H6) et Barbu (Lemme 2.2 [8]) on obtient :

E[am|wm®—xxﬂwlza

s€[0,T]

ie, X1 = Xp. O]

3.2 Controlabilité du systeme

Dans cette section, nous énongons et prouvons la controélabilité pour 1’équation sto-
chastique du second membre de type neutre gouvernée par le mouvement Brownien et un

processus de Rosenblatt indépendant, donné sous la forme suivante :

d (x/(t) — h(t,x(t))) = Ax(t)dt + Bu(t)dt + f (t,x(t)) dt + g(t, x(t))dw(t) + o (t)dZy(t),
x(0) =xp, x(0)=xp, te][0,T]
(3.2.1)
ouh, f, g, o, A sont les mémes que dans 'équation(1.1), B : U — X est une application
donnée et la fonction de controle u prend ses valeurs dans U,; = Lz([O, T],U), Pespace de

Hilbert des fonctions de controle admissibles pour 'espace de Hilbert séparable U.

Définition 3.2.1. Un processus stochastique x € Ag est une solution mild de ( 3.2.1) si pour

tout u € U,, il satisfait I'équation intégrale suivante :

t
X()) = C(t)xo+S(t)(x0 — (0, x0)) + [ C(t=5)h(s, x(s))ds
t t
+/0 S(t—s) (Bu(s)+ f(s,x(s))ds +/0 S(t—s)g(s, x(s))dw(s)
t
—|—/ S(t—s)o(s)dZy(s), P—a.s.
0
Définition 3.2.2. Le systeme (3.2.1 ) est dit controlable sur I'intervalle [0, T}, si pour toute

!/
fonction initiale x(0) = xp, x (0) = xq et état final souhaité x; € X, il existe un controle

stochastique u € U, tel que la solution mild du systeme ( 3.2.1) correspondante a ce
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controle satisfait x(T) = x1.

Ci-aprés, les hypothéses supplémentaires de cette section :

(H7) Les fonction h, f : [0,T] x X — X et ¢ : [0,T] x X — L(K, X) satisfont les
conditions de croissance linéaire et de Lipschitz, qui veut dire il existe des constantes

positives Cp, Cy et Cg telles que pour x,y € X et t € [0, T]

() 1> < Ci(1+ 1x[?) () = h(t,y)|I* < i llx =y
IFE P < Cra+lIxl®) o+ lf(6x) = fEy)II* < Cr lx =y
lg(t,0)Z, < Co(1+ lxII*) lg(t,x) =gt )IZ, < Cellx —yl?

=

(H8) L’opérateur linéaire T : L2([0, T], U) —Ly(Q), Fr, X), et défini par
T
Tu = / S(T — s)Bu(s)ds
0

admet un opérateur inverse borné I'™! qui prend ses valeurs dans L?([0, T], U) /T et

2
il existe des constantes positives Mg, Mr telle que HBH2 < Mg et HF_1H < Mr.

A présent, nous décrivons le résultat de contrélabilité et donnons sa preuve comme

suit :

Théoréme 3.2.1. Sous les hypotheses (H1)-(H2) et (H7)-(H8), le systeme( 3.2.1) est contrélable
sur[0, T1.

Démonstration. En utilisant les hypotheéses (H8), pour un xp € L,(Q), %7, X) arbitraire,

on définit le controle stochastique

T
uy(t) = 17! {xT — C(T)xp — S(T)(xp0 — (0, x0)) — /0 C(T —s)h(s,x(s))ds
- /OT S(T — s)f(s, x(s))ds — /OT S(T — s)g(s, x(s))dw(s) (3.2.2)
_ /OT S(T — s)a(s)dZH(s)} (1)

On définit l'opérateur ¥ : Al — Al par:
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(Fx)(t) = C(t)xo + S(t)(x00 — 1 (0, x0)) + /Ot C(t —s)h(s,x(s))ds
/Ot S(t —s) (Bux(s) + f(s,x(s))) ds + /Ot S(t—s)g(s,x(s))dw(s) (3.2.3)

n /OtS(t — 5)o(s)dZx(s)

Maintenant, nous montrons que 'opérateur ¥ a un point fixe dans AZT qui est une solution
mild du systéeme (3.2.1). En substituant (3.2.2) dans (3.2.3) on trouve que (¥Yx)(T) = xr,
indiquant que le controle u, méne le systeme de x vers x7 en temps fini T, ce qui implique
en outre que le systeme(3.2.1) est contrdlable. On divise la preuve en trois étapes.

Etape 1: Pour tout x € A}, (¥x)(t) est continu sur I'intervalle [0, T] au sens de L2

Soit0 < t; < tp, < T. Alors pour tout x € Ag fixé :

E||(¥x)(f2) — (¥x)(1)||* < 5E|[(C(t2) = C(t1)) xo + (S(t2) — S(t1)) (x00 — (0, x0)) ||
+5E /02 [C(ty —s)h(s,x(s)) + S(ta —s)f(s,x(s))] ds

2

_ /01‘1 [C(ty —s)h(s,x(s)) + S(t1 —s)f(s,x(s))] ds

¢ 2

+5E /Otz S(ty —s)f(s,x(s))dw(s) — / 1 S(t1 —s)g(s, x(s))dw(s)

0

¢ 2

+5E /OtZS(tz—s)a(s)dZH(s) —/Olsu1 — §)o(s)dZg (s)

2

t t
+5E /ZS(tz—s)Bux(s)ds—/ls(tl—s)Bux(s)ds
0 0
= 5 ) E|IDi”.

1<i=5

Par continuité forte de C(¢) et S(t),ona:

lim (C(tZ) — C(tl)) X0 + (S(tZ) — S(tl)) (xoo — h(O, xo)) =0.

th—1t —0

De la propriété (2.1.1),ona:

[(C(t2) — C(t1)) x0 + (S(t2) — S(t1)) (x00 — 1(0, x0)) || < 2M [|xo]| 4+ 2M [[x00 — h(0, x0)|| -
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Ainsi, nous concluons par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue que :

lim E|D;|J* =0.

ty—t1—0

Pour le second terme D, on a:

|D2]] < H/Otl [(C(tp —s) —C(t1 —s)) h(s,x(s)) + (S(tp —s) — S(t1 —s)) f(s,x(s))] ds

+ /t2 [C(t2 —s)h(s, x(s)) + S(t2 — 5) f(s, x(s))] ds

ty
< D1 + Dp.

Par I'inégalité de Holder,

t
E||Dx* < tlE/O I(C(t2 = s) = Ct1 = 8)) (s, x(5)) + (S(t2 = s) = S(tr —s)) £ (s, x(s))||*ds.
Par continuité forte de C () et S(¢), on a

lim (C(tp —s) —C(t1 —s)) h(s,x(s)) + (S(ta —s) — S(t1 —s)) f(s,x(s)) = 0.

tr—t1 —0
En utilisant la propriété (2.1.1) et la condition (H7), on obtient :

I(C(t2 =) = C(ty —5)) h(s, x(s)) + (S(t2 = 5) = S(t1 —5)) f(s,x(s))]|
< 2M([lh(s, x(s))[| + [ £ (s, x(s))]) -

donc, nous concluons par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue que :

lim E||Dy|* = 0.

tr—t1—0

Par la propriété (2.1.1), la condition (H7) et I'inégalité de Holder, on a :

Bz < 202 — ) [ B (Ih(s,x(6) I+ (s x)IP) ds

1

< MG+ i)l h) [ (BIx(e)P 1) do.
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Ainsi,

lim E|Dyl|*=0.
tr—t1—0

Maintenant, pour le terme D3, on a:

1D

IN

/tZ S(ts — s)g(s, x(s))dw(s)

5]

H/Otl (S(tp —s) —S(t1 —s)) g(s, x(s))dw(s)
D31 + || D32

.

A

et par le théoreme de I'isométrie d’Ito, on a :

2

Dal < | [ (5002 = 5) = 5l - ) sts x(9)als)

/Oﬂ 1(S(t2 —s) — S(t1 —5)) g(s,x(s)) ||, ds.

IA

Par la continuité forte de S(¢), on a:

lim_[[(S(t2 —s) — S(t1 — 5)) 8(s,x(s)) |2, = 0.

tr—t1—0

De plus
1(S(t2 =) = S(t1 —5)) &(5,x(s)) |7, < 4M? [|g(s,x(5))Z,

Donc nous concluons par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue que
. 2
lim E ||D31 || = 0.

tr—t; —0
Pour le second terme D3y, de maniere similaire on obtient

2 2 (P2 2

E[[Daall” <20 [ " [lg(s,x(6))I17, o
1

Par conséquent,

lim E|Ds|*=0.
th—t1—0

Pour Dy, il va de soi que,

|| D4 ||

IN

/ % S(ty — 5)o(s)dZss ()

f

H/ot (S(t2 =) = (11 =) 0(s)dZn(s) || +

Dar[| + [ Daz] -

IN
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Par le Lemme (1.2),0ona:

) 2
IDal? < ]

[ (5l 5) ~ S(11 — ) e(s)az(s)

2HAT [ (5(0 - 5) - S(t1 - 5)) 0(5) g

IN

On a par la continuité forte de S(t)

lim [(S(t2—s) = S(ty —5)) o(s)[|7g = 0.

th—t1—0
De plus,
2 2
1(S(t2 = 5) = S(t1 = 5)) (5) |3y < 4M2 [lo(s) I

D’apreés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on peut obtenir
. 2
lim E HD41|| =0.
i’2—f1—>0
De manieére similaire, on obtient :
2 2 oH-1_ pH-1) [ 2
E||Dan |2 < 4M2H (311 — 21-1) /t lor(s) 2 ds.
1
Par conséquent,
lim E||Dg|*=0.
tr—t;1—0

En utilisant 'inégalité de Holder, la propriété (2.1.1), (H2), (H7) et (H8), on obtient

Ellux(t)|> < 5Mr {E |lxll” + M?E [« +2M2(E |lx00 1> + E 1(0,%0) )
+M? (T(Cy, + Cy) + Cg) (1 + [|x[[37) + ZMZHTZH_lLU} (3.2.4)
< Mu(1+||x|3p).

Ensuite, observons que

2 2

E||Ds||* < 2E H/Otl (S(tp —s) — S(t1 —s)) Bux(s)ds /tz S(tp — s)Buy(s)ds

f

+2E‘

< 2(E||Dsi|” +E | Ds2|?)
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En utilisant la méme procédure qu’avant, on obtient
2 h 2
E||Dsi | < /0 E||(S(ty—s) — S(t — 5)) Bux(s) || ds.
En combinant ceci avec la continuité forte de S(f) et I'inégalité (3.2.4), on obtient
lim E|Ds|*=0.
th—t1—0
Pour le second terme Dy, de maniere similaire on a
)
E||Dsa||* < M?||B|* (t2 — 1) /t E [[ux(s) ]| ds.

1

On obtient
lim E|Ds]||* = 0.
tr—t1—0

Largument précédent montre que t21i&0 E||(¥x)(t2) — (¥x)(t1)||* =0

Ainsi nous concluons que (¥x)(t) est continue a droite dans [0, T). Un raisonnement
similaire montre qu’elle est également continue a gauche dans (0, T].
Etape 2 : Lopérateur Y renvoie AZT dans lui méme.

Soitx € A, alorsona:

E||(¥x)(t)|* < 7E|C(t)x0]> + 7E||S(t)(x00 — (0, x0)) |I*
t 2 t
/O S(t—s)f(s, x(s))ds

2

+7E C(t —s)h(s,x(s))ds

S~

+7E‘

2 2

tS(t —5)g(s,x(s))dw(s)
2

+7E /O 'S(t = $)0(5)dZ ()

S~

+7E‘

t

+7E S(t — s)Buy(s)ds

S~
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Par I'inégalité de Holder, le théoréeme de I'isométrie d’Ito et la propriété (2.1.1), on a
E[|(¥x)(1)|[* < 7ME||xo|* + 14M?(E [[xo0|* + E[|72(0, x0)[|*)
t
2 2
+7M2TE/O (Ellh(s, x(s)|* + E [I£(5,x(5))]17) ds
t t
+7M2/ E||g(s,x(s))]|2£2ds+14M2HT2H_1/ E|lo(s) |2 ds
0 0

t
+7M2||B||2T/0 E [lu2(s)|| > ds.
Par conséquent, de (H2) et (H7), combinés avec la propriété ( 2.1.1) et I'inégalité (3.2.4), on a

E[(Yx)()]I° < 7MZE |xol* + 14M>(E || x00]|* + E || (0, x0)||)
2 2
+7MPT2 (Cy + Cf) (1+ |Ixllag ) +7M2TCq (1+||x] 31 )
+14M2HTITL + 702 B> T2M, (1 + x5 )

IN

7M? (E |xo]* + 2(E |00 > + E (0, x0) ||*) + 2HT2~'TL)
+7M? ([|BI* T2 (Cy+ C + Mu) + TCg ) (1+ |31

= c+e x|z

olicy > Oetcy, > 0sont des constantes appropriées. Par conséquent, nous obtenons que
|(Fx) ||izT < co. Puisque (¥x)(t) est continu sur [0, T] donc ¥ transforme A} en lui-méme.
Etape 3 : ¥ est une contraction dans Al. Soitx,y € A, alors pourtoutt € [0, T]ona:

2

E|(¥x)(t) - (Fn)(1)? < 45\ [ 86518 (ux(5) () ds

t 2
F4E /0 Ct — ) (h(s, x(s)) — h(s, y(s))) ds

2

HE | [15(t-9) (£(,3(5)) — £(5,9(5))) ds

2

HE | [5(6-5) (3(5,x(5)) — 8(s,y(9))) deo(s)

Par la propriété (2.1.1), combinée avec I'inégalité de Holder et le théoréeme de I'isométrie
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d’1t6, on déduit que

BJ|(¥x)() —~ (B ()2 < 4V [BIPT [ B Jus(s) — g )]s
HMT B [l(s,x(5)) — h(s,y(s)) | ds
HAMPT [CE|If(s,x(5)) = f(5,9() | ds

M2 [ B g5, 1(5)) (5, y(5)) 3, 85

De (H7), (H8) et la propriété (2.1.1),combinée avec 'inégalité de Holder et le théoreme de
I'isométrie d’Ito, on a

, 2
E |[ux(s) — uy(s)||

IN

3E Hr1 /OT C(T — 5) [h(s, x(s)) — h(s, y(s))] ds

2

+3E Hr—1 [S(7 = 5) [£(5,(5)) ~ (s, y(5))] ds

t 2
#3611 [7S(T = 5) [g(5,2(6)) = (5, 3(5)) (s

IN

t
3MrM2T(C, +cf)/0 E |lx(s) — y(s) |2 ds

t
+3MrM2Cg/O E [|x(s) — y(s)|* ds

IN

3MrM? (T(Cp, + Cy) + Cy) /Ot E||x(s) —y(s)|* ds
- M, /OtE||x(s) —y(s)|]P ds.

ott My, = 3MrM? (T(Cy + Cy) + Cg) -
Par conséquent,
t
E[[(¥x)(8) ~ (¥) (O] < 4MPT (Cy+Cy) [ Elx(s) — y(s)]*ds
t
+4M2Cg/0 E||x(s) —y(s)|* ds

t
+4M? || B TZMV/O E |[x(s) — y(s) | ds.
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On obtient donc une constante réelle positive (T telle que :

BN ()~ () ()] < T) [ Ellx(s) - y(s)]as.

ou
Y(T) = 4M*T ([|BI> TMy + T (G + C) + G ) -

donc,

B v - (0| < w0 [EIEE) - o)) ds

< (D)t [ V(D) |x(s) — y(s)|*ds

= ()Pt [ BJs) — y(s) .

Par récurrence on peut avoir pour tout entier naturel 7,

B0~ ()@ < o) [ B[ - ooty [ as
(t7(T))"

2
< n! ||x - ]/HA; :
Alors, en prenant la borne supérieure sur [0, T],
(Ty(T))"

(") (£) — (‘I’”y)(f)Hig < Hx—yHig.

(T2(T))"

stricte sur AZT , de sorte que Le théoreme du point fixe de Banach garantit que ¥ a un point

Pour n suffisamment grand, on a < 1.1l s’en suit que ¥" est une contraction

fixe unique, ce qui est une solution mild pour (3.2.1).

Ce qui implique que le systeme (3.2.1) est controlable sur [0, T. [l
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3.3 Application a un systéme stochastique du second ordre

de type neutre

Exemple 3.3.1. Afin d’illustrer la théorie obtenue, on considere le systeme de controle

gouverné par le processus w et Zy

( d ax(att,z) —hy (t,x(t,2))| = ;—;x(t,z)at + (v(t,z) + f1 (£, x(t,2))) ot
+g1 (t,x(t,z)) dw(t) + o(t)dZy, t €0, T, ze€]l0,n]

x(0,z) = x0(z), z € 0,7, (3.3.1)
0x(0,z)
ot
x(t,0) =x(t,t) =0, t€[0,T].

= x00(z), z€ [0, 7],

\

Soit X = K=Y = U = L]0, 7] et x9, xg0 € L]0, 7t]. Soit A C D(A) : X — X l'opérateur

linéaire donné par Ay = yﬂ, ol
D(A) = {y € X/ y, y sontabsolument continusy’ € X, y(0) = y(r) = 0}.

w(t) désigne un mouvement Brownien standard unidimensionnel et Z; est un processus
de Rosenblatt. Les processus w et Zy sont indépendants.
On suppose que
hi, f1,81: RT xR — R
sont continues, uniformément bornées et satisfont les conditions de Lipschitz et de crois-
sance linéaire.

Tout d’abord, notons qu'’il existe un ensemble orthonormé complet {e, } -, de vecteurs

propres de A tel que
en(z) =4/(2/m)sinnz, 0<z<m n=1,2,...

et les propriétés suivantes sont vérifiées
i) Siy € D(A), alors
(e 9)

Ay =—Y n*(y,en)en(y), y € D(A),

n=1
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ii) Lopérateur C(t) défini par:

C(t)yy = i cos(nt) (y,eq)en, y € X

n=1
est la famille de cosinus dans X générée par (A, D(A)). La famille de sinus associée
est donnée par:

X sin(nt
S<t)y = Z fl ) <y,€n> eqn, ¥y € X.
n=1

I est clair que C(.)x et S(.)x sont des fonctions périodiques, et
ICHI <L ISl <1, teRr

Maintenant on définit les fonctions :
h, f:[0,T] x X = X,etg:[0,T] x X = L,(K, X) comme suit

pour t€[0,T], x€X et 0<z< mLafonctiono:[0,T] — L3(Y,X) est bornée.

Soit B : U — X un opérateur linéaire borné défini par
Bu(t)(z) = v(t,z), 0 <z < m, u € L2([0,T], U).

Lopérateur
I:L2([0,T],U) — X donné par,

T
Tu = / S(T —s)v(s,z)ds.
0
I' est un opérateur linéaire borné mais pas nécessairement bijectif. Soit
ker(T') = {x e 12([0, T], U), Tx = o}

le noyau de T et [(I')] - son supplémentaire orthogonal dans L>([0, T], U).
Soit T : [(1“)]l — Range(T') la restriction de I sur [(F)]L, T est nécessairement un opé-

rateur bijectif . Le théoréme d’'inversion des applications stipule que I ! est borné du
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moment que [(T)]" et 2%(T) sont des espaces de Banach, de sorte que I' ! est borné
et prend ses valeurs dans L?([0, T], U)\(T). Lhypothése (H4) est satisfaite, ainsi toutes
les conditions du théoréme (3.2.1) sont satisfaites, et par conséquent le systeme (3.3.1) est

controlable sur [0, T'.
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EXISTENCE RESULTS FOR SECOND-ORDER NEUTRAL
STOCHASTIC EQUATIONS DRIVEN BY ROSENBLATT PROCESS

RAKIA AHMED YAHIA, ABBES BENCHAABANE, AND HALIM ZEGHDOUDI

ABsTRACT. In this paper we consider a class of second-order impulsive stochastic
functional differential equations driven simultaneously by a Rosenblatt process and a
standard Brownian motion in a Hilbert space. We prove an existence and uniqueness
result under non-Lipschitz condition which is weaker than Lipschitz one and we
establish some conditions ensuring the controllability for the mild solution by means
of the Banach fixed point principle. At the end we provide a practical example in
order to illustrate the viability of our result.

PosrisinyTo ki1ac iMIyJIbCHUX CTOXaCTUYIHUAX DYHKI[IOHATIBHO-IUMEPEHIIATbHAX
PIBHSIHB OPYroOro MOPSIAKY, SIKi KepyloThcsi mporecoM Posenbiara i cranmaprHuM
OpOYHIBCHKHUI PYyXOM y I'1Ib0€pTOBOMY IIPOCTOPI OJTHOYACHO 38 YMOBH, SIKa, € CJIAOKIIITOIO
3a ymoBu Jlimmuna. TakoXk BCTaAHOBJIEHO yMOBU KEPOBAHOCTI JIJIsl IOMIPHOI'O PO3B’ 13Ky
3a jjonoMoru npunnuily Banaxa mpo HepyxoMmy Touky. HaBeneno npukiaj 3 IpakTuKH,
[0 LJIIOCTPY€ OTPUMaHi Pe3yIbTaTH.

1. INTRODUCTION

In this paper, we are interested in the second-order neutral stochastic differential
equations driven by Brownian motion and an independent Rosenblatt process of the type

{ d (ac (t) — ht, x(t))) = Az(t)dt + f (t, 2(t)) dt + g(t, 2(t)dw(t) + o (t)dZx (1),
z(0) = z0, x (0)=zgo, te€0,T]

(1.1)
where z(-) takes values in the separable Hilbert space X, A : D(A) C X — X is the
infinitesimal generator of a strongly continuous cosine family C(t) on X. Let Qi be a
positive, self-adjoint and trace class operator on K, and let L£o(K, X) be the space of
all Qx -Hilbert-Schmidt operators acting between K and X equipped with the Hilbert-
Schmidt norm H.||£2, and w be a Qx-Wiener process on Hilbert space K. Let () be a
positive, self-adjoint and trace class operator on Y and let £(Y, X) be the space of all Q
-Hilbert-Schmidt operators acting between Y and X equipped with the Hilbert-Schmidt
norm ||.|| .. Let Zp be a Q-Rosenblatt process on a Hilbert space ', the process w and Zy

are independent and h, f, g and o are given functions to be specified later. Let (Q, Fr, P)
be the complete probability space with the natural filtration {F; | ¢ € [0,T]} generated by
random variables {Zy (s), w(s), s € [0,T]}, let zyp and zog be Fo-measurable X-valued
random variables independent of w and Zg.

We define the following classes of functions: let Lo(€2, Fr, X) be the Hilbert space
of all Fr-measurable, square integrable variables with values in X, £ ([0,7], X) be
the Hilbert space of all square integrable and F;-adapted processes with values in X,
C ([0,T], L2(Q, Fr, X)) be a Banach space of continuous maps satisfying the condition
Supyeo,7) B |z(t)||> < oo and AT be the closed subspace of C ([0, T7], £2(€2, Fr, X)) con-

sisting of measurable and F;-adapted processes z(t), then AZ" is a Banach space with the

2020 Mathematics Subject Classification. 93B05, 60G12, 34K50, 60H30.
Keywords. Controllability, Second-Order Stochastic System, Cosine Family, Rosenblatt process,
Non-Lipschitz condition.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, on a étudié des équations stochastiques du second degré de type neutre,
dirigées a la fois par un mouvement Brownien et un processus de Rosenblatt. Trois volets
ont été traités : D’abord, on a prouvé 'existence de la solution mild d’un systéme diffé-
rentiel stochastique du second ordre de type neutre, ensuite on a montré la controlabilité
du systéeme de controle associé. Le troisiéme volet concerne la projection des résultats sur
un systéeme différentiel stochastique du second ordre et de type neutre. L’étude a révélé
une généralisation dans le sens o, la condition qui consiste & considérer des fonctions
lipschitziennes -ce qui est assez fort- a été relevée, et remplacée par des conditions plus
faibles permettant d’assurer la controlabilité du systéme. Ce travail nous pousse & poser
d’autres questions pouvant faire objet d’étude, telles que :

1- Etudier les équation différentielles stochastiques dirigées par un mouvement Brownien
avec des conditions aux limites différentes.
2- Etudier le cas ot le mouvement Brownien est associé a d’autres processus.

3- Etudier le probléme d’observabilité du systéme...
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