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Résumé

Dans cette these, nous étudions l'existence des cycles limites de deux problemes de sys-

temes différentiels planaires perturbés.

Pour le premier probleme, nous étudions la bifurcation d’un centre en utilisant la

théorie de moyennisation et pour 'appliquer au systeme suivant :

T =y,
y=—z—e(l+sin™(0))Y(z,y),

ou € > 0 suffisamment petit, m est un entier arbitraire postif, ¥)(x, y) est un polynéme de
degré n > 1 et tan(f) = y/x.
Pour le deuxieme probleme, nous étudions les solutions périodiques d’un centre per-

turbé pour le systeme planaire suivant :

i =y+e(l+sin™0) > pyriy,
i+5=0

y:—I,

en utilisant deux méthodes a savoir : la méthode de moyennisation du premier ordre et
celle de Melnikov.

Mots clés : Systeme différentiel, solutions périodiques, méthode de moyennisation, mé-
thode de Melnikov.



Abstract

In this thesis, we study the existence of limit cycles of two problems of perturbed

planar differential systems.

First, we study the bifurcation of a center using the averaging theory and apply it to
the following system :
T =Y,
y=—z—e(l+sin™(0))¥(z,y),
where € > 0 small enough, m is an arbitrary non-negative integer, ¥(x,y) is a polynomial
of degree n > 1 and tan(f) = y/z.
Second, we study the periodic solutions of a perturbed center for the following planar
system :

i=y+e(l+sin™) > pyriy,
i+j=0
y = -,

using two methods namely : the averaging method of first-order and that of Melnikov.

Keywords : Differential system, periodic solutions, averaging method, Melnikov method.



uadla

Aokl 4 i) 4lalil) dadai¥) (e pilSial aadl ) g0 dga g o ¢ Al 028 8
AUl AUl e adphaty ¢ o giall 4y ki aladiinly S pall e g ai oY

X =y
{y = —x —&(1 + sin™(9) )y (x,y)

e s (X, Y) a5 ASmma e m o ASE jradara g > 0 S
tan(0) =y/x s n=>14s4
: ) (5 ginnall AU o placme S el Ayl Jslal) ey oLl

n
x =y +e(l+sin™(0)) Z " xtyl
n=1

y = —x

o Sailia &yl g LY A2l (e s giall 8k ¢ L (3 sl o1l

i sSailie A3yl ¢ Ja gial) 38l edy ) sall Jlall ¢ Loaliil) pUail) -Azalidal) cilalst)



Table des matiéres

1 Notions préliminaires 11
1 Probleme a valeur initiale . . . . . .. ... ... oL 12
2 Existence et unicité des solutions des problémes a valeur initiale . . . . . . 12
3 Stabilité de la solution . . . . . . .. ... o 13
4 Systemes différentiels polynomiaux . . . . . ... ... ... ... ... 13
5 Systéeme dynamique . . . . . . . ... 14
6 Notionduflot . . . .. ... 14
7 Théorie des systemes différentiels non linéaires autonomes . . . . . . . .. 15

7.1 Point d’équilibre . . . . . . ..o 15
7.2 Linéarisation des systemes . . . . . . . . . ... ... 15

7.3 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systemes
linéaires . . . . . . .. Lo 16

7.4 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systémes non
linéaires . . . . . . .. 16
7.5 Stabilité des points d’équilibre . . . . . .. ... 17
8 Portrait de phase et cycles limites . . . . . . . . .. .. ... 0. 22
8.1 Plan et portrait de phase . . . . . . . .. .. ... oo 22
8.2 Orbite périodique . . . . . . . . .. 22
8.3 Cycle limite . . . . . . . . . 23
9  Stabilité des cycles limites . . . . . . . . ... Lo 23
10  Existence des cycles limites . . . . . .. .. ..o oo 26
11 Théoreme de Decartes . . . . . . . . .. .o 28
12 Quelques formules mathématiques . . . . . . . .. ... ... 28
13 Double factoriels . . . . . . ... 28
14 Bifurcation de Hopf dans R? . . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 29

2 Théorie de moyennisation 34
1 Théoreme de moyennisation du premier ordre . . . . . . ... ... .. .. 35
2 Théoréme de moyennisation du premier ordre . . . . . . . .. .. .. ... 39



3 Sur le nombre maximum de cycles limites d’un systéme différentiel

planaire
1 Résultats principaux . . .
2 Preuve . . . ... ... ..

3 Applications et simulations

4 Solutions périodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie

de moyennisation et la méthode de Melnikov

1 Résultats principaux . . .

Solutions périodiques via la théorie de moyennisation . . . . . .. .. ...

2
3 Solutions périodiques via la méthode de Melnikov . . . . . . . ... .. ..
4

Applications et simulations
Conclusion et perspectives

Bibliographie

40
41
41
49

56
57
57
61
66

71

72



Introduction générale

Souvent on dit que les mathématiques sont le langage de la science et de la nature.
Personne ne peut nier le role central que jouent les mathématiques dans tous les domaines,
depuis que 'humanité a pris conscience du monde qui I’entoure, ou la compréhension des
phénomenes naturels du passé, du présent et du futur sont de grandes préoccupations
des étres humains. Les mathématiques permettent de prédire ce qui va se passer dans un
langage universel et rigoureux. En particulier, les équations différentielles se sont révélées
étre I'un des outils les plus efficaces pour modéliser les relations entre objets ou événements
a partir de la réalité dans laquelle nous vivons, non seulement pour décrire les lois de
la nature mais aussi pour expliquer le comportement de certains processus sociaux. Les
équations différentielles ordinaires actuellement connues sous le nom de théorie qualitative
des équations différentielles qui ont donné naissance a une théorie complete et élaborée.
Autrement dit, les EDO sont considérées comme de simples outils de modélisation et
fournissent des regles d’évolution dans le temps d’une particule.

Depuis le 17¢ siécle, les deux brillants esprits I. Newton et G. Leibniz introduisirent
plus précisément le calcul différentiel et ont jeté la base de la théorie des équations dif-
férentielles ordinaires qui seront développées au cours des années suivantes. L’étude des
EDO est favorisée au 18 siecle par L. Euler (1707-1783) qui s’attaque & la résolution
de certains problemes de mécanique; ainsi que les deux mathématiciens J. L. Lagrange
(1736-1813) et P. S. Laplace (1749-1827), qui ont également introduit la notion des équa-
tions différentielles imposent comme un outil pertinent et efficace pour modéliser dans
un langage abstrait ce qui se passe dans le monde réel, & commencer par les problemes
mécaniques de corps.

Dans la derniére décennie du 19°™ siécle, un autre brillant mathématicien qui ap-
porta la splendeur de I'étude des équations différentielles, H. Poincaré qui a donné un
sens géométrique aux équations différentielles dans sa série d’ouvrages « Mémoire sur les
courbes définies par une équation différentielle » publiés entre 1881 et 1886. Cette nou-
velle approche consistait a ’étude de la structure topologique des solutions d'une équation
différentielle, ce qui permettait de déduire des propriétés de telles solutions sans les trou-

ver explicitement. L'un des principaux problemes de la théorie des équations différentielles



est ’étude des cycles limites : leur existence, leur stabilité et leur nombre. L’idée de cycle
limite a été introduite par Poincaré comme orbite périodique pour laquelle au moins une
trajectoire du champ de vecteurs approche en temps positif ou négatif.

Habituellement, une définition alternative est donnée par « un cycle limite est une
orbite périodique qui est isolée dans l’ensemble des orbites périodiques d'une équation
différentielle» . Il a également défini d’autres objets fondamentaux tels que le portrait
de phase qui permet de déterminer la structure topologique des orbites d'un systeme
différentiel, la notion de carte de retour connue sous le nom de carte de Poincaré. Les
travaux de Poincaré ainsi que la contribution de I. Bendixson (1861-1935) - au cours des
premiéres années du 20°"¢ siecle - ont abouti au théoréme de Poincaré-Bendixson, qui
stipule que dans une région bornée et compacte du plan, une trajectoire d'un systeme
planaire converge vers un cycle limite ou un point critique. Et pour la non-existence des
solutions périodiques, il existe les critéres de Bendixson et ceux de Dulac qui affirment
sous certaines conditions que le systeme différentiel planaire n’admet aucune solution
périodique.

Lors du congres international de mathématiques en 1900, David Hilbert a proposé 23
problémes qui, selon lui, motiveraient les progrés des mathématiques au cours du 20°¢
siecle; Ces probléemes ont motivé de nombreux chercheurs, parmi ces problémes, il y a
le 16°™¢ probleéme qui a été considéré comme l'un des problémes les plus pertinent du
21°m¢ siecle, dont la deuxiéme partie peut étre décrite dans [35], « Prouver que pour
tout n > 2 il existe un nombre fini H(n) tel que toute équation différentielle polynomiale
de degré inférieur ou égal a n a moins de H(n) cycles limites » . Le premier intéressé
du 16" probleme de Hilbert a été Dulac en 1923; son travail allait dans le sens de
prouver la finitude du nombre de cycles limites dans un champ de vecteurs polynomiaux
du plan. Il proposa une démonstration qui assure que ce nombre est fini pour tout n, mais
malheureusement cette démonstration comportait une certaine erreur. Pour plus de détails
a ce sujet voire la revue de Y. Ilyashenko qui a prouvé que la démonstration de Dulac était
fausse dans [18]. Aussi, J. Li [22] a contribué de facon considérable au développement de se
sujet. Concernant les bornes inférieures globales, le travail de N. Lloyd et C. Christopher
dans [11] est remarquable,qui a été amélioré il y a quelques années par M. Han et J. Li
dans [16] et récemment dans [1]. En ce qui concerne les résumés des bornes inférieures
connues pour H(n) de faibles valeurs du degré, les meilleurs peuvent étre trouvés dans
[31].

Au fil des années, plusieurs travaux ont fait I'objet d’étude du 16°™¢ probleme de
Hilbert. Mais malheureusement méme le cas le plus simple : n = 2 n’est pas toujours
résolu. Etant donné la grande difficulté de ce probléme, les mathématiciens ont commencé
a proposer des versions plus faibles de ce probleme. La version générale est dit aussi le
probleme d’Arnold-Hilbert, qui réste jusqu’a présent un probléme ouvert.

L’intérét de 1’étude des cycles limites vient du grand nombre de phénomeénes dans



la nature ou en sciences sociales ou 1'on peut observer des comportements périodiques.
L’un des principaux outils d’étude des cycles limites est la théorie de moyennisation.
Cette derniere apparait tot dans les travaux de Lagrange et Laplace, ensuite dans ceux
de Fatou, Bogoliubov et Krylov plus tard dans la premi¢re moitié du 20°™¢ siecle, pour
plus de détails voire [24,10]. C’est toujours un outil puissant dans I’étude de divers types
de systémes dynamiques (voire [2, 8, 12, 19, 23, 29, 30]). Il existe au moins cinq méthodes
pour analyser le nombre de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques ayant un
centre. En effet,

1ere

la est la méthode de moyennisation (Averaging Theory).

la 2¢™¢ méthode est basée sur l'intégrale de Poincaré Melnikov.
la 3°"¢ méthode est basée sur I’intégrale Abélienne.
la 4™ est la méthode du facteur intégrant inverse.
la 5™¢ méthode est basée sur I'application de retour de Poincaré.
Dans cette these, on s’intéresse a 1’étude des solutions périodiques des systemes diffé-
rentiels dans R? en appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre.

Cette these comporte une introduction générale et quatre chapitres.

e Le premier chapitre présente quelques rappels et notions préliminaires sur les sys-

temes différentiels ordinaires dans R™.

e Le deuxieme chapitre utilise la théorie de moyennisation du premier ordre pour

étudier le nombre des orbites périodiques d'un systeme différentiel.

e Le troisieme chapitre est consacré a I’'étude du nombre maximal de cycles limites
du systeme différentiel planaire en utilisant la théorie de moyennisation du premier

ordre,

T =y,
y=—z—e(l+sin™(0))¥(z,y),
ou £ > 0 suffisamment petit, m est un entier arbitraire postif, ¢)(x,y) est un poly-
nome de degré n > 1 et tan(f) = y/x. On a déterminé une valeur supérieure pour
le nombre maximal de cycles limites dans les quatre cas ou m et n sont pairs et
impairs
e Le quatrieme chapitre étudie des solutions périodiques d’un centre pérturbé en uti-

lisant deux méthodes a savoir la théorie de moyennisation du premier ordre et la
méthode de Melnikov.
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Chapitre

Notions préliminaires

Objectifs

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales et principales pour
I’étude qualitative des systéemes dynamiques et des équations différentielles or-
dinaires.

Sommaire
1 Probleme & valeur initiale . . . . . . . . ... L 12
2 Existence et unicité des solutions des problemes a valeur initiale . . . .. .. .. .. 12
3 Stabilité de la solution . . . . . . . . . . . ... 13
4 Systemes différentiels polynomiaux . . . . . . . ... L Lo 13
5 Systeme dynamique . . . . . ... Lo e e 14
6 Notion du flot . . . . . . . . . e 14
7 Théorie des systemes différentiels non linéaires autonomes . . . . . . . . . .. .. .. 15
7.1 Point d’équilibre . . . . . . . .o 15
7.2 Linéarisation des systemes . . . . . . .. .. L L 15
7.3 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systemes linéaires . . . 16
7.4 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systemes non linéaires 16
7.5 Stabilité des points d’équilibre . . . . . .. ..o o Lo 17
8 Portrait de phase et cycles limites . . . . . . . ... ... L oL 22
8.1 Plan et portrait de phase . . . . . . . . ... 22
8.2 Orbite périodique . . . . . . . . . . e 22
8.3 Cycle limite . . . . . . . e 23
9 Stabilité des cycles limites . . . . . . . . .. 23
10 Existence des cycles limites . . . . . . . .. L oL oo 26
11 Théoreme de Decartes . . . . . . . . . . . . o o i e e e e 28
12 Quelques formules mathématiques . . . . . . . . . ... .. ... .. ... . ... .. 28
13 Double factoriels . . . . . . . .. e e e 28
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1 Probleme a valeur initiale

Définition 1.1. Soient U un ouvert de R x R? et f : U — R?% une fonction continue.

a) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation de la forme

B(t) = f(t, x(t))

que [’on note brievement
dx

dt

b) Pour (ty,xo) donné, un probléme da valeur initiale associé a l’équation (1.1) est donné

= f(t,z) ou & = (1.1)

sous la forme
T = f(t,z), x(ty) = xo. (1.2)

c¢) La fonction x(t) est dite solution de l’équation (1.1) sur un intervalle I C R si elle est
définie et continiment dérivable sur I, si (t,xz(t)) € U pour tout t € I et si x(t) satisfait
la relation (1.1) sur 1.

d) Soit (ty,zo) € U donné, la fonction x(t) est dite solution du probléme a valeur initiale
(1.2) s’il existe un intervalle I contenant ty tel que x(t) est une solution de l’équation
(1.1) sur I et vérifie x(ty) = xo.

2 Existence et unicité des solutions des pro-

blemes a valeur initiale

Théoréme 2.1. (Existence) Soit U un ouvert de R x R% Si f: U — RY une fonction

continue alors pour tout (to,zo) € U, le probléme (1.2) admet au moins une solution.

Définition 2.1. Soient U un ouvert de R x R? et f = f(t,x) : U — RY. f est localement
lipchitzienne en x si pour tout fermé et borné (compact) K dans U, il existe une constante
L > 0 telle que

|f(t,z1) — f(t,22)| < Llzy — 22|

pour tout (t,x1) et (t,x9) dans K.

Définition 2.2. Pour (ty,x¢) € U donné, une solution du probléme d valeur initiale (1.2)

est dite unique si elle coincide avec toute solution partout ou elles sont toutes les deux

définies.

Théoréme 2.2. (Unincité) Soit U un ouvert de R x R, Si f: U — R une fonction
continue et localement lipschitzienne en x, alors pour tout (to,xo) € U, le probléme (1.2)

admet une solution unique.
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3 Stabilité de la solution

L’un des éléments clés de la théorie qualitative des équations différentielles est la sta-
bilité. Cette notion a été étudié par le mathématicien russe lyaponov (1857 — 1918),
qui a publié sa these sous le titre "Probleme général de la stabilité du mouvement",
ou il a donné une définiton tres rigoureuse du probleme de la stabilité du movement.

Soit le systeme différentiel

= f(t, ) (1.3)

avec la condition initiale z(0) = xy et x € Rt € R. On suppose que f satisfait

les conditions du théoréme d’existence et d’unicité des solutions.

.

Théoréme 3.1. Une solution (t) du systéme (1.3) telle que p(ty) = @o est dite stable
au sens de Lyapunov si : Ye > 0,3 6 > 0, telle que pour toute solution x(t) de (1.3) dont

la valeur initial x(ty) on a :
[2(to) = @oll < & = [lz(t) = (B[] < &,¥t > to.

Si en plus, on a :
lim |[z(t) — ¢(t)[| = 0,

t——+o0

la solution ¢(t) est dite asymptotiquement stable.

Remarque 3.1. Une solution qui n’est pas stable est dite instable.

4 Systemes différentiels polynomiaux

Définition 4.1. On appelle un systeme différentiel polynomial dans R™, un systéme de

la forme y
ditl(t) = fi(z1(t); z2(t); ....... x(t))
de 1) = t): t): . t 4
2 ()= Fal@r (1) 22(8)s o (1)) (1.4)
dx,, £ — - 20 (1): (4
%( ) = falzi(t); 2a(t); ... s (1))

ot fi, fo,....et f, sont des polyndmes a coefficients réels. on dit aussi que (1.4) est un

systéme différentiel planaire polynomial. Le systéme (1.4) est de degré d ot
d = mazx(deg fr;degfa; ...; deg fr).

Remarque 4.1. Si fi; fo;...; fn ne dépendent pas de t explicitement, alors le systéme

(1.4) est dit autonome.

13



Chapitre 1. Notions préliminaires

5 Systéeme dynamique

Définition 5.1. Un systeme dynamique sur R"est une application j1 : R x R — R™ telle
que
,x): R" — R™ est continue.

) : R — R" est continue.

(
(t,
(
(

T E

0,z) =x.

t+s,x) = p(t, pu(s,z)) Vt,s € R et Vo € R™.

=

1.
2.
3.
4. 1

Proposition 5.1. Les systémes dynamiques sont engendrés par des systemes différentiels.

Exemple 5.1. Soit le systeme différentiel

i Az ,x(0) = zo, (1.5)
ou A est une matrice constante, x € R™. La solution de (1.5) est donnée par
z(t) = ey,

Le systéme (1.5) engendre un systéme dynamique

p:RT x R" — R"

p(t, ) = e,
6 Notion du flot
Définition 6.1. Soit le systeme non linéaire
&= f(z), zeR", (1.6)

avec la condition initiale x(0) = xg, xg € E, E est un sous ensemble ouvert de R™ et
f e CYE). Soit ®(t,xo) la solution de (1.6). L’ensemble des applications ®; définit par

CI)t(ZL‘O) = CI)(t, l’o)

est appelé le flot du systeme différentielle (1.6).

Remarque 6.1. Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps t,

stnon il est dit non autonome.

14



7 Théorie des systemes différentiels non linéaires

autonomes

7.1 Point d’équilibre

Définition 7.1. On appelle point d’équilibre, point critique, point singulier ou point fixe
du systéme (1.6), tout point xo € R™ vérifiant

Remarque 7.1. Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

7.2 Linéarisation des systemes

Les systemes qui modélisent des phénomenes naturelles sont non linéaires. Afin d’étu-
dier le comportement des trajectoires de ces systeémes, on se ramene a 'étude de ces

systemes linéarisés associés.

Définition 7.2. Considérons le systéme différentiel non linéaire (1.6). Le systéme
t=Ar, zeR"” (1.7)

afi

(20)) (1 < i,7 < n), est appelé systéme linéarisé associé au

systéme (1.6) en xo.
Remarque 7.2. La matrice A est dite matrice jacobienne associée au systeme (1.6).

Exemple 7.1. Soit le systeme

{ r=x(2—-1x—1y), (1.8)

y:x_ya

alors les points d’équilibre sont : (0,0) et (1.1). Le systéme linéarisé est

A:Df(x):<2_2x_y —x))

1 -1

Df<0,0>:(f _01)

15
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Chapitre 1. Notions préliminaires

-1 -1
Df(1,1) = ,
()
les systémes linéarisés du systeme (1.8) sont :

a) au point (0,0)
T =2z,
y =T -y,

:'U:_x_ya
y=r—y.

Remarque 7.3. On utilise La linéarisation pour étudier la nature des points critiques.

et

b) au point (1,1)

Définition 7.3. On appelle point d’équilibre hyperbolique de (1.6) tout point d’équilibre

xo tel qu’aucune des valeurs propres de la matrice A n’a une partie réelle nulle.

7.3 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des sys-

temes linéaires
Soit le systeme (1.7)
= Ax
ou x € R", A une matrice constante inversible, et \q, ..., A, sont les valeurs propres de la

matrice A.

— Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution

xr = x( est appelée selle.

— Si les valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles, non nulles et de méme signe, la solution

x = xo est appelée noeud.

— Si les valeurs propres Aj, ..., A, sont complexes conjuguées avec Im(\;) # 0,i =

1,...,n , la solution x = x( est appelée foyer.

— Si les valeurs propres i, ..., A, sont complexes conjuguées avec Re()\;) = 0 et

Im(X\;) #0,i=1,...,n ]a solution = = x, est appelée centre.

7.4 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des sys-

témes non linéaires

On considere le systeme non-linéaire autonéome
&= f(x)
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ou x = (x1,...,2,) et f = (f1,..., fn) et le systeme linéarisé associé
= Ax

le point d’équilibre zy est appelé :
— Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xg) ont des parties réelle

négatives.

— Sourece si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(z() ont des parties réelle

positives.

— Selle s'il est hyperbolique et si la matrice A = Df(z) a au moins une valeur
propre avec la partie réelle négative et au moins une valeur propre avec la partie

réelle positive.

7.5 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité des solutions d’un systeme différentiel ameéne a connaitre le

comportement des trajectoires voisines de ces solutions.

Théoréme 7.1. Soit o un point critique pour le systéeme (1.6).

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(xq) ont des parties réelles

négatives, alors le point critique xgest asymptotiquement stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de D f(xg) avec une partie réelle positive,

alors le point critique xo est instable.

3. St Df(xg) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec
des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du point critique

Zo-

Exemple 7.2. Soit le systéme linéaire
r = Az,

aix a2

ou A = est une matrice constante inversible, et * = (x1,13) € R% Soient

21 A22
Aret Ny les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynéme caractéristique

sutvant :

p(>\) = >\2 — (an + a22>>\ “+ aj1.a92 — G12.G97.
i) Siles valeurs propres A\jet Ay sont réelles, non nulles :

1. Si A\ x Ay < 0, alors le point critique x = xo est un point selle, il est toujours
instable (voir Figure 1.1)
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2. Si\ix Ay >0, on a trois cas :

— Si A\ < A2 <0, le point critique x = xy est un noeud stable (voir Figure 1.2).
— Si0 <\ < Ay, le point critique x = o est un noeud instable (voir Figure 1.3).

— Si Ay = Xy = A, le point critique x = x( est un noeud propre, il est stable si A < 0
(voir Figure 1.4) et instable si X\ > 0 (voir Figure 1.5).

ii) Si les valeurs propres Ajet Ay sont complexes conjuguées
)\172 == Zﬁ,

1. Sia#0 on a

— «a < 0 est un foyer stable (voir Figure 1.6).

— a > 0 est un foyer instable (voir Figure 1.7).

2. St a = 0, le point critique est un centre. Il est stable mais pas asymptotiquement
stable (voir Figure 1.8).

FIGURE 1.1 — (0,0) est un point selle.
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FIGURE 1.2 — (0,0) est noeud stable.
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FIGURE 1.3 — (0,0) est un noeud instable.
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FIGURE 1.4 — (0,0) est un noeud propre stable.
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FIGURE 1.6 — (0,0) est un foyer stable.
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FIGURE 1.7 — (0,0) est un foyer instable.
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FIGURE 1.8 — (0,0) est un centre.
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[ 8 Portrait de phase et cycles limites

8.1 Plan et portrait de phase

Définition 8.1. Soit le systeme planaire

(1.9)

&= P(z,y)
y = Q($7y>

Un portrait de phase est I’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier,
pour les systemes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables, Les
solutions (x(t),y(t)) du systéme (1.9) représentent dans le plan (x,y) des courbes appelées
orbites.

Définition 8.2. Les points critiques du systéeme (1.9) sont des solutions constantes et
la figure compléte des orbites de ce systeme ainsi que ces points critiques représentent le
portrait de phase et le plan (x oy) est appelé le plan de phase.

8.2 Orbite périodique

Définition 8.3. On appelle orbite périodique toute trajectoire ¢(t,x) de (1.9) telle qu’il
existe un nombre T > 0, vérifiant

O(t+T,2)=d(t,x). (1.10)
Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.10) est appelé période.
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Proposition 8.1. Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

8.3 Cycle limite

Définition 8.4. Un cycle limite C' du systéme (1.9) est une trajectoire (orbite périodique)
fermée isolée dans l’espace de phases, c’est a dire qu’il existe un voisinage de C' dans lequel

il n’y a pas d’autres courbes fermées.

Définition 8.5. L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x du

cycle limite.

9 Stabilité des cycles limites

Théoréme 9.1. C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit toutes les
trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s’enroulent en spirales autour de C

pour t — 400 ou pour t — —o0.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont refoulées de C.
3. Le cycle limite est dit semi-stable, si les trajectoires voisines de C sont attirées

d’un coté et refoulées de ['autre coté.

Exemple 9.1. Soit le systeme

(1.11)

i=azr —y— ar(x® +y?)
) =x+ay—ay(e®+y?)

ou « est un paramétre réel. En coordonnées polaires x = rcos@ et y = rsinf, le systéme

précédent devient

r=ar(l—r?),
0 =1,

r = 1 correspond a ['orbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0 et instable
pour a < 0.

1. Si =0 le systéme a une infinité de nombres des orbites périodiques et il n’y a pas

des cycles limites.

2. Prenons un exemple o = 3, le systeme devient

i =3x —y— 3z(z* + y?),
g =1+ 3y —3y(a® +y°),
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la solution périodique est un cycle limite stable (voir Figure 1.9).

3. st = —b, le systéme devient

i = —bx —y + ba(a? + y?),
y =z — 5y +5y(z® + ),

la solution périodique est un cycle limite instable (voir Figure 1.10).
4. st =0, le systéme devient
T = —-Y,

y =,
le systéeme a une infinité des orbites périodiques (voir Figure 1.11).

FIGURE 1.9 — Cycle limite stable.




FIGURE 1.11 — Orbites périodiques.
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Remarque 9.1. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes différentiels

non linéaires.

Proposition 9.1. (Cycle limite hyperbolique) Supposons que le systéme (1.9) a une

orbite périodique (z(t),y(t)) de période T. Soit I’exposant caractéristique donné par

O+ )t viear

S =
T

o~

si s > 0 (respectivement s < 0), alors lorbite périodique (x(t),y(t)) est un cycle limite
instable (respectivement stable). L’orbite périodique (z(t),y(t)) est dite un cycle limite
hyperbolique si s # 0.

Exemple 9.2. Soit le systeme

{ i=—y+ax(l—2%—y?), (1.12)

v=x+y(l—2*—1y?).

En coordonnées polaires x = rcost et y = rsinf, le systéme précédent devient

r=r(l—r?),
6=1,

d’ot
r=0&r=0o0ur=1;

pourr =1, on a
7(t) = (cos(t),sin(t)),
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2

/(?3]; + gfj)(cos(t), sin(t))dt,

- /(1 — 3cos2(t) — sin(t)) + (1 — cos2(t) — 3sin(t))dt,

0
2w

= /(2 — 4cos?(t) — 4sin’(t))dt,

0
2

_ /—2dtz—47r<0.
0

Donc, le systéme (1.12) a un cycle limite hyperbolique v(t) = (cos(t),sin(t)) qui est stable
(voir Figure 1.12).

F1GURE 1.12 — Cycle limite hyperbolique stable.

10 Existence des cycles limites

Nous présentons quelques résultats intéressants concernant 1’existence et ’absence

des cycles limites.

Théoréme 10.1. (Poincaré-Bendixson). Soit le systéme planaire suivant

{ = f@y), (1.13)

v =g(z,y).

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C' sur E, ou E est un sous ensemble

ouvert de R?, le systéme (1.13) a une orbite ~y telle que l’orbite positive
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Y+(p) = {®(p, 1), t > 0}

passant par le point p est contenue dans un sous ensemble compact F de E. Alors on est
dans l'un des trois cas suivants :

— Soit v, (p) tend vers un point d’équilibre.

— Soit v, (p) tend vers une orbite périodique.

— Soit v (p) est une orbite périodique.
Si F' ne contient pas de points critiques alors il existe une orbite périodique du systéme

(1.13).

Théoréme 10.2. (Critére de Bendixson). Soit le systéme planaire

{fzf@wh

v =g(x,y),

et soit F = (f,g)7 € CHE) oi E est une région simplement connere dans R?. Si la
divergence du champ de vecteur F' (notée VF') est non identiquement nulle et ne change

pas de signe dans E, alors ce systéeme n’a aucune orbite fermée entiérement contenue dans

E.

Exemple 10.1. Considérons le systéme suivant

i = 2xy — 2yt — ,
P N g

Soit
F = 2zy — 2y* — x, 2% —y* — 22y3)T.

On calcule la divergence du champ de vecteur F, on obtient

0 0
wF = F=_—"2(2 _24_ 2,2 2.3
div Y% 81:( ry — 2y x)+ay(:v Y- —z7y’)

= 2y —1—2y—3a%y*=—-1-32%° < 0.

D’ou, d’aprés le critére de Bendizson ce systéme n'a aucun cycle limite dans R2.
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11 Théoréeme de Decartes

Théoreme 11.1. Considérons le polynome réel
p(r) = a;, "™ + a,r? + ... 4 a;, ",

avec 0 < iy < iy < ... < i, et a;; # 0 sont des constantes réelles pour j € (1,2,...,n).
Lorsque a;;a;; ., <0, on dit que a;; et a;;,, ont une variation de signe. Si le nombre des
variations des signes est m, alors p(r) a au plus m racines réelles positives. De plus, il est
toujours possible de choisir les coefficients de p(r) de sorte que p(r) ait exactement n — 1

racines réelles positives.

12 Quelques formules mathématiques

Dans notre étude, nous allons utiliser les formules suivantes, [40].

o P(6) sin?? = (2¢ — D" u cos?
/0 o @) s (B0 = oo /0 (6)de, (1.14)

peR\{-2,—4,..}, ¢geN.
27
/ cos? () sin2 1 (9)dd = 0, (1.15)
0

peR\{-1,-3,..}, ¢eN.

2 20 — 1!
/ cos?(0)dh = QQW, [ >0, (1.16)
0 24
2
/ cos?™(0)do =0, 1>0, (1.17)
0
[ 13 Double factoriels
n, 2.1 1 n
IN—95(2 s—zcos(nm) 7\
i =25 (%) @)
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14 Bifurcation de Hopf dans R?

L’étude mathématique et physique de certaines caractéristiques du systeme dyna-
mique est connue sous le nom de théorie de la bifurcation. Poincaré a introduit
cette théorie pour expliquer comment les points d’équilibre d’une famille de sys-
temes changent avec le temps. Une bifurcation intervient lorsqu’un petit change-
ment d’un parametre physique produit un changement majeur dans I'organisation
du systeme. Ceci implique que la bifurcation de Hopf est pour les systemes de
dimension n > 2. Pour une étude générale sur les bifurcations de Hopf et leurs
applications voir [13],[14], [15], [21], [37].

Le théoreme de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet de démontrer plus aisé-
ment 'existence de solutions périodiques. Le théoreme de P-A-H est applicable en
dimension supérieure a deux contrairement au théoreme de Poincaré-Bendixson qui

n’est valable que dans le plan.

Théoréme 14.1. Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) Soit le systéme dynamique
suivant .
{ T = fu<x7 y)7

Yy = gulz,y),
ot est un paramétre. Supposons que le systeme admet un point d’équilibre (xo(1), yo(p))-
Soit A(xo(p),yo(p)) la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre. Supposons que les
valeurs propres de la matrice Jacobienne sont complexes conjuguées et s’écrivent sous la
formeX(u), Mu) = a(p) & iB(u) avec a(u) la partie réelle et B(u) la partie imaginaire.
Supposons que pour une certaine valeur de p : = pgo , les conditions suivantes sont
satisfaites :
1. a(ji0) = 0,8(10) = w 001t sgn(w) = sgn[(99/02) o 0, o))
( Condition non-hyperbolicité ).

d
2. MLM:MO =d # 0. ( Condition de tranversalité ).

dp

3. a#0
a = Tlfi(fxzx+fxyy+gxxy +gyyy)+ﬁ<fxy(fxx+fyy) _gacy(g:ca: +gyy) _fxxgzx_l_fyygyy)'
avec  fuy = (8% [/ 020Y)| ympo (0, Yo)- ( Condition de généricité ).
Alors

— Il y a une seule orbite périodique qui bifurque de l'origine pour p > po si ad < 0 ou
1< o stad > 0.

— Le point d’équilibre (xo,y0) est stable pour > po ( respectivement p < pg) et
instable pour u < po ( respectivement pn > pg) si d < 0 ( respectivement d > 0).
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— La solution périodique est stable ( respectivement instable) si le point d’équilibre est

instable (respectivement stable ), du coté p = pgy ot les solutions périodiques existent.

— L’amplitude de orbite periodique \/|p — ol -
27
— La période de l'orbite périodique est T = W )
w
— La bifurcation est applée super-critique si la solution périodique de la bifurcation est

stable et sous-critique si la solution périodique de la bifurcation est instable.

Remarque 14.1. [] existe trois cas de bifurcations de Hopf possibles :

I Bifurcation de Hopf dégénérée : Si une des conditions du théoréme de la Bifurcation de
Hopf n’est pas satisfaite, on peut avoir bifurcation de solution périodiques, on dit que la
bifurcation est dégénérée.

IT Bifurcation de Hopf super-critique :

e La bifurcation est dite super-critique si [’orbite périodique est stable.

e Sia <0 alors la bifurcation est super-critique ce qui signifie que [’orbite périodique est
stable.

IIT Bifurcation de Hopf sous-critique :

e FElle est sous-critique si ['orbite périodique est instable.

e Sia > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signifie que l’orbite périodique est

instable.

Remarque 14.2. Pour une bifurcation super-critique ou sous-critique, le point d’équilibre

(x(po), y(po)) est un foyer. Quand pg est une valeur telle que a(po) = 0 et B(uo) # 0, le
point d’équilibre (x(uo), y(po)) correspond a un centre.

Exemple 14.1. Considérons l’équation de Van Der Pol
r— (u—2*)r+x=0. (1.18)
On pose :
P=y.

L’équation devient un systéme du premier ordre

{izy’ (1.19)

y:_x+(u_x2)ya

O Calculer les points critiques du systéme (1.19) :

{ —0
—z+(p—2)y=0
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donc on a un unique point critique : (zo,yo) = (0,0) qui est lorigine.

O Le systéme linéarisé en (0,0)est

z =y,
y=—x+py.

O Calculons les valeurs propres du systéme (1.19) :

A1
A pr—
p(N) 1o

A = p?—4<0sipe]-2,2[,
A = 24— p?).

=\ —pA+1=0,

Alors les valeurs propres sont :

By VA
2

K V
2

ot

alp) = ,6()

Vérifions les conditions du théoreme de Poz’ncaré—Andmnov—Hopf (P-A-H)

1)

a(po) = 0=

=

:O:Mozoa

sgn() = 59792 0, )]

2)

31



Chapitre 1. Notions préliminaires

3)
1 1
“= E<fxm+fxyy+gmy+gyyy)+167<fwy(ﬁnz+fyy)_gﬂfy<gm+gyy)_f“gxx—i_fyygyy)'
o f o°f
frzm - %L:O(an) =0 ) fmyy - W|M:0(O’O) =0 ’
P*g A
Gy = MLKO(O’ O) =-2, yyy = aiy?,‘uﬂ(o’o) =0,
o2 f 0*f
fa:y - W@yh:o(ovo) =0 > fxx = @L:O(O’O) =0 ’
0% f Pg
Fin = Gyalio00) =0, 92y = 50501, ,(0,0) =0,
0% 0%g
Goz = @‘uﬂ)(()’o) =0 y Guy = 873/2’“:()(0’0) = 07
On remplace dans a on obtient :
1
a = ——.
8
— Puisque
ad < 0

done, il y a une solution périodique qui bifurque de l'origine (0,0) pour pu > 0.

— Puisque d = % > 0 donc
O sipw <0 (cesta dire p€]—2,0[), le point d’équilibre (0,0) est un foyer stable
(voir Figure 1.14).
O sip >0 (cesta dire p€]0,2),le point d’équilibre est un  foyer instable (voir
Figure 1.13).

— La solution périodique pour > 0 est stable.

— L’amplitude du cycle limite est \/|u| de période I%rl = 27, le cycle limite est stable,
donc la bifurcation est super-critique ( ou puis que a = —% < 0 alors la bifurcation

est super-critique ce qui signifie que l'orbite périodique est stable).
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F1GURE 1.13 — Portrait de phase pour pu = 1.
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FIGURE 1.14 — Portrait de phase
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Chapitre

Théorie de moyennisation

Objectifs

L’une des théories perturbatives les plus importantes actuellement utilisées
pour étudier les cycles limites des systemes dynamiques est la théorie de moyen-
nisation. Cette méthode donne une relation quantitative entre les solutions d’un
systeme différentiel périodique non autonome et celle de son systeme différentiel
moyenné lequel est autonome. Cette méthode a une longue histoire qui com-
mence avec les travaux classiques de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont fourni
une justification intuitive de la méthode. Puis, Fatou qui en 1928 fit la premiere
formalisation de cette théorie. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov
en 1937 [6],[5] et Bogoliubov et Mitropolskii [7] (1961). Elle a été ensuite dé-
veloppée par Verhulst [39] (1991), Marsden et McCracken [26] (1976), Sanders
et Verhulst [36] (1985), Malkin [25] (1956) et Roseau [32] (1966), Llibre et
Buica [9] (2004). Gréce a cette méthode, nous avons réduit le probleme difficile
des équations différentielles a la recherche des racines positives d’un systeme
algébrique non linéaire.

Sommaire
1 Théoréme de moyennisation du premier ordre . . . . . . . .. ... ... ... .... 35
2 Théoréme de moyennisation du premier ordre . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 39
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1 Théoreme de moyennisation du premier ordre

Considérons le systeme différentiel a valeur initiale suivant
i(t) = eF(t,x) + 2G(t,x,¢), z(0) = m, (2.1)

ouz € D CR", D un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que F(t,z) et G(t,x,¢)
sont des fonctions T—périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systeme
(2.1) est défini par :

y(t) =ef’(y),  y(0) =, (2.2)

1) = 7 [ Fls,u)ds. (2.3

Le théoreme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du

systéme moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.1).

Théoréme 1.1. [36] Considérons le systéme (2.1) et supposons que :

(a) Les fonctions vectorielles F, G, D,F, D*F et D,G sont continues et bornées

par une constante M indépendante de € dans [0, +00) X D, avec —gy < € < &y.

(b) Les fonctions F' et G sont T'—périodiques en t, avec T' indépendante de €.

Alors on a :

1. Sile point p € D est un point d’équilibre pour le systéme moyenné (2.2) telle

que
det (D2 f°(p)) # 0,

alors pour |e| # 0 suffisamment petit, il existe une solution T —périodique x.(t)

du systéme (2.1) telle que z.(t) — p quand € — 0.
2. Si le point d’équilibre y = p du systeme moyenné (2.2) est hyperbolique, alors

pour & > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x.(t) du

systéme (2.1) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Exemple 1.1. Soit I’équation de Van Der Pol :

i+x=¢e(l—a2%i. (2.4)
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Chapitre 2. Théorie de moyennisation

L’équation (2.4) peut s’écrire sous la forme d’un systeme différentiel suivant

{ =y, (2.5)

y=—z+e(l -2y

Le systéme non perturbé du systéme différentiel (2.5) est :

T =y,
y:_l‘7

les orbites de ce systéme sont des cercles dans le plan de phases (zoy). En coordonnées
polaires (r,0) ot x = rcosf, y =rsin@ avec r > 0, le systéme perturbé (2.5) s’écrit sous

la forme

. TT+yy _ s oy e

r= 7= er(l —r?cos® ) sin® 0 (2.6)

=YYt 0 = —1+¢e(1 —r?cos? ) sin § cos f. .
2

En divisant v par 0, on trouve :

dr er(1 — r?cos?(6)) sin*(0)
d)  —1+¢ecos(f)(1 — r2cos?())sin()
on a :
. =1+ + o(z?), puisque |z| < 1.
-z
On pose
z = e cos(6)(1 — r* cos(0)) sin(0).
D’ou :
Zg = er(1 —r*cos®(6))sin®(0)(1 + £ cos(8)(1 — r* cos*(#)) sin(#) + o(z?))

= —¢[r(1 —r*cos*(0)) sin?(0)] — &*[r cos(8)(1 — r® cos*(#)) sin®(0)] + o(e?),
donc le systéeme (2.6) est équivalent a

jg = —er(1 —r?cos? ) sin® 6 + O(&?). (2.7)

On note que 'équation (2.7) est sous la forme standard (2.1) donc on peut appliquer la
théorie de moyennisation avec

v=r t=0, T=2ret F(t,r) = F(0,r) = —r(1 — r? cos* 0) sin* 0.
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Remarquons que F' est 2m—périodique en 0 et d’aprés l’équation (2.3), on obtient

1 2m
1) = 5 { F (o,

r)df = ;r(r2 —4).

f°(r) a une unique racine positive r = 2. Comme

df°
—1(2)=1#0
( dr) (2) =1#0,

donc d’aprés le théoréme 1.1 ’équation de Van Der Pol (2.4) a pour |e| # 0 suffisam-

ment petit, un cycle limite qui bifurque de [’orbite périodique du rayon 2 du systéme non

d,
perturbé (2.5) avec € = 0. De plus, comme (f

(voir Figure 2.1), voir [17].

0

dr

FiGURE 2.1 — Cycle limite instable pour ¢ = 0.001 .
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Exemple 1.2. Soit le systéme de Liénard suivant :

Pour e suffisamment petit et a,, # 0, le systéeme (2.8) admet au plus

{ T =y—celaxr+ ... + a,z™)

Y= —2x.

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve :

|

7= —er(a;cos? 0 + ... + a,r" ' cos™ ! )

0= —1+esinf(aycosf + ... + a,r" ' cos™ )

37
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(2) =1 >0, ce cycle limite est instable

(2.8)

] cycles limites.



Chapitre 2. Théorie de moyennisation

qui est équivalent a

dr

i er(a; cos® 0 + azcos® O + ... + a,r" ' cos™ ™ 0)

+ersinf cos0(a; cos @ + ... + a,r™ ' cos™ 0)% + o(e?).

Le systéme différentiel précédent est sous la forme standart (2.1), ainsi on peut appliquer

la théorie de moyennisation décrite dans le théoréme [1.1], on obtient

1 2T
Py = oo |7 F@.rde
2T
= QL / (a3 cos® 0 + agcos® 0 + ... + a,r™ ' cos"t 0)do,
7w Jo
on a p
.
i efo(r). (2.9)
D’ou
dr _er [ 2 3 n-2 ._.n n—1 . .+l
i 2—/ (ay cos® @ + azcos” 0 + ... + a,_1r" “cos™ 0 + a,r" " cos" 6)db,
m Jo
comme
JZT cos™0df = 0 sim est impair.
Donc
dr er o, 2
a_ 00 2/ 1046 + ...
7 27T(a1/0 cos + asr | cos +
21 21
+an_1r”_2/ cos™ 0df + anr”_l/ cos" ™ 0d6).
0 0
Posons :

2m
Iy :/ cos™ ™ (6)df
0

i) Sin est impair
dr_ i
do 27

On cherche les points d’équilibre de fO(r), r >0, on pose X =r? = r = X3

alfg + a3r2_f4 + ...+ anrn_lln+1).

fO(X) =0= (CL1[2 +CL3[4X—|— —|—anIn+1XnTil) = 0.

n—1

Ce polynome possede au plus racines positives car r > 0.

it) Sin est pair
dr  er

i %<CL1]2 +agr®ly + ... + a,r" 2.
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On cherche les points d’équilibre de fO(r), r > 0, on pose X =12 = r = X3

fD(X) =0= (alfg +asly X + ... —|—an[n+anT_2) = (.

n—2
racines positives car r > 0. Alors le systéme (2.8)

Ce polynome posséde au plus

n —
posséede au plus 2} cycles limites.

T
Remarque 1.1. Si f%(y) = % [F(s,y)ds = 0, on passe d la méthode de moyennisation
0

de deuzieme ordre.

2 Théoreme de moyennisation du premier ordre

Théoréme 2.1. Considérons une équation différentielle non autonome de la forme

& = X(r.6) = <F(r,6) + *R(r, 6,), (2.10)

our €R, 0 e S'=R/(27Z) et F: D x S* - R?, R: D x S' x (—¢gg,&09) — R?

sont deux fonctions de classe C?, 2w —périodique en 0 et D est un intervalle ouvert

de R. La fonction moyennée f: D — R associé au systéeme (2.10) est défini par

1

" or

£) /O " Fr, 0)do.

Nous avons appelé cela si r(ro,0) est la solution du champ vectoriel x(r,0) tel que

r(ro,0) = ro, ensuite nous avons
(1o, 2m) — 19 = ££(r) + O(€?).

Donc pour € > 0 suffisamment petit, les zéros simples de la fonction moyennée f(r)

fournissent des cycles limites du champ vectoriel x(r,0). voir [9], [24].
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Chapitre

Sur le nombre maximum de cycles limites

d'un systeme différentiel planaire

Objectifs

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre,
nous étudions le nombre maximal de cycles limites du systeme différentiel pla-
naire suivant :

&=y,
{ y=—x—¢e(1+sin™(0))v(x,y), (3.1)

ou € > 0 est un petit parametre, m est un entier arbitraire positif, ¥ (x,y) est

un polynéme de degré n > 1 et tan(f) = g
x

Sommaire
1 Résultats principaux . . . . . . . . .. 41
2 Preuve . . . .. 41
3 Applications et simulations . . . . . . . ... L e 49
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1 Reésultats principaux

La contribution principale de ce travail est résumée dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.1. Supposons que f(x) la fonction moyennée du premier ordre est non
nulle et que € > 0 est suffisamment petit. Le nombre maximum de cycles limites

bifurquant a partir des solutions périodiques du centre est au plus
a) n—1, si m est impair et n est pair.

b) n, si m et n sont impairs.

c) (n—2)/2, sim etn sont pairs.

d) (n—1)/2, si m est pair et n est impair.

Remarque 1.1. Lorsque m = 0, le systéme (3.1 )devient

z =1y,
y = —T— gpn(xay)

D’apreés le théoreme 1.1, pour le systéme (3.1 ), Le mombre mazimum de cycles
limites bifurquant a partir des solutions périodiques du centre est au plus (n —1)/2

ou (n — 2)/2, lorsque n est pair ou impair, respectivement.

2 Preuve

Supposons que le polyndme (z,y) = > a;z'y’. En effectuant le changement de
i+5=0
variable, (z,y) — (r,60), ou @ = rcos(f), y = rsin(f), avec r > 0, le systeme (3.1) en

coordonnées polaires (r,0) s’écrit

7= —c i Rij(Q)r”j,
i+=0
9 =—1—¢ Z @ij(e)rwjilu

i+j=0

ou

R;;(0) = a;j(cos'(0) sin? *(0) + cos(#) sin™ 1 (9),
0;;(0) = a;;(cos™ () sin’ () + cos™(6) sin™*(0).

En prenant 6 comme nouvelle variable indépendante, le systeme différentiel précédent

devient

Zg = Y Rij(0)r'7 +0(%) =eF(r,0) + O(?). (3.2)
i+5=0

Notons que cette équation différentielle s’écrit sous la forme standard (2.10) ce qui nous
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Chapitre 3. Sur le nombre maximum de cycles limites d'un systeme différentiel planaire

permet d’appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre. Par conséquent, nous
considérons quatre cas afin d’étudier la fonction moyennée associée a 1’équation différen-
tielle (3.2).

Cas (a) Sim est impair et n est pair, on a

“\Hif\**

= [ F
/ Zn: "t (cos’ (0) sin? T (6) + cos(6) sin? T (0))do

1 ™ o A A
= —/ [ Z a;jr" cos'(0) sin/ ™ (0)
2m Jo |52

+ > ayr ™ cos'(0) sinj+m+1(9)] df

i+j=0
1 p2r " . )

= —/ > aigp1r T cos' (0) sin® (6)

2m Jo i+2p—1=0

i+2p=0

+ D @i cos'(0) sin2p+m+1(0)} df

1 27 ntl . .
—/ > aigp1r TP cos'(6) sin®(0)

21 Jo |50

+ Y a7 cos'(6) sin® T (9) | db
1+2p=0

n

1 2m
——/ [ > anop1r* T cos® (0) sin® (0)

21 Jo 2U+2p=2

+ > amopr® T cos™(0) sin2p+m+1(9)] de

20+2p=0

1 2 n
= 2—/ [ > agrop_ 172271 cos? (0) sin® ()
7 Jo

20+2p=2

+ > agopr® T cos®(0) sinzp“”“(e)] do

20+2p=0

1 27 %
—/ [Z a2172p_17"2l+2p_10082l(9) sin?(0)

21 Jo l4+p=1

Z ag1.2572 P cos? (6) sin2p+m+1(0)] de
+p=
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1 2
+— > ay gpr2l+2p/ cos? () sin® ™+ () dd.
2 I4+p=0 ’ 0

En utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

1 : 2A+2p—1 (2p— 1N (20 — )27
hr) =5 o, et 2p+20)(2p+2—2)..(20+2) 21l
1 2
2 agp 0pr? TP
2p+m+1—1)! (20 — )12
Cp+ 2+ m I D@+ 20 +m+1-2).(0+2)  20)
_ Z G 29— r2l+2p—l (2p — D20 = 1)!!
ot B 2(p+ 1)2(p+ 1 — 1)..2(1 + 1)2(7)!
: (2l — 1)1
2l+2p (2p +m)!1(2 )
+ lg;O 2,27 [(Qp Fotm+ D)2+ 2l+m—1)..(20+2)2/(0)!
% 2lt2p1 (2p — 1)N(20 — 1)
lglam’” l2p+l(l)!(p+l)(p+l— 1..(1+1)
3 — I I
204+2p (20 = DN(2p + m)!!
! zﬂ.;o et [2’(1)!(210 +2+m+1)(2p+20+m—1)...(20 +2)
= Ap*. (3.3)
k=0

Cas (b) Sim et n sont impairs, on a
1 2m
falr) = % | Fro)a

2m
=3 / > ayr't(cos'(6) sin? 1 (8) + cos' (6) sin’ T (6))do
T i+j=0

= 21/ " [ Z aijr7 cos'(0) sin’ T (0)
7 Jo

i+j=0

+ > ayr'™ cos'(6) sin? ()| db

i+5=0
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Chapitre 3. Sur le nombre maximum de cycles limites d'un systeme différentiel planaire

n

2 . .
:1/ [ > o1 TP cos'(0) sin® ()

2w Jo |9 T1—0

> aipr™ cos'(0) sin2p+m+1(6)] df

i+2p=0
1 o2r | ntl ) '
= 7/ > aiop-1r TP cos'(0) sin® ()
2m o |5
n
+ ) g cos'(6) sin2p+m+1(9)] de
i+2p=0
1 2 n+1
= 7/ > agr.2p 1722 cos? () sin*(0)
2o |y fop=s
n+1
+ > ag1.2p7 2P cos® () sin*P () | df
204-2p=0
nt1
1 2T 2
- 7/ 7 agop1r* T cos® (0) sin® (0)
2 to |55
HTH
+ ) gt cos® (0) sin® T (0) | db
I4+p=0
ntl
13 srop—1 [T o . 2p
= o Z a21,2p—17 /0 cos™ (0) sin“?(0)do
I+p=1
nt1
2 Z Qg 2p T p/ cos? () sin® ™+ () db.
T l4+p=0

Ainsi, En utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

1 2'23 o wmp l (2p— ! (20 — 1)!!%1
- 21,2p—1 — 7
T or it (2p+20)(2p + 21 — 2)...(21 + 2) 24!

+1

1
2[1+2
+ 7271_ E Q21 2pT P

l4+p=0
(m+2p+1-1 (20 — )27
p+2l+m+D(2pr2+m+1—2). (2+2) 2()
HTH I I
_ 204+2p—1 (2]9 - 1)-‘(21 - 1)'-
lﬂ; “2.2p—17 [Q(p T 0200 +1—1)..2(0 + 1)20)!
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n+1
2

o (2p +m)!N(20 — 1)!!
‘ﬂgif%%r Lm+awwn+n@p+m+np4y4m+2pwy

n+1
2

=y 20+2p—1 (2p — D21 — D!
et A21,2p—17 [2p+l(l)!(p +D(p+1—1)...(1+ 1)1

ntl
2 ol42p (2p +m)!1(20 — )N
+ Z Q21,2pT lQl(l)!(gp +2l+m+1D)(2p+20+m—1)...(2l + 2)

l4+p=0

=Y Byr*. (3.4)

k=0
Cas (c) Sim et n sont pairs, on a

o) = & /0 7 R 0)d0

n

27 S . . . .
— 7/ > ayr't(cos'(6) sin? 1 (0) + cos' (6) sin’ T (6))db
0

1 2 n L . )

= — Lt cogt(0) sin (9

27T/0 erj:oa]r cos'(0) sin’ " (0)

+ > ayr™ cos'(0) sinj+m+1(0)] db
i+5=0

n

1 27 . )
/ [ > o1 cos' (0) sin® ()
0

21 i+2p—1=0

+ > i cos'(6) sin2p+m(0)] db

1+2p—1=0
1 2r | nAl ) .
= 2—/ > aigp1r TP cos’(6) sin®(6)
TJO i op=2

n+1
+ Z ai72p_17“’+2p_1cosl(Q)Sin2p+m(0) do
14-2p=2

n

1 27
/ [ Z agl,zp_lrﬂ”p_l COSQZ(Q) sinQp(Q)
0

21 2+ 2p=2

20+2p=2
n
1 20+2p—1
o Y. amgpr X
T ol+2p=2

2m 2m
X [/ cos® (6) sin?” () —l—/ cos? (0) sin2p+m(0)} db
0 0

+ > G,Ql,gp_17’21+2p_1COSZZ(Q)SiHQIH—m(Q)] db
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Chapitre 3. Sur le nombre maximum de cycles limites d'un systeme différentiel planaire

27 27
X [/ cos? () sin? +/ cos? () sin®” ™™ (0) | db.
0

Ainsi, en utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

_ 1 i 2421 (2p — D! (20— i2m

o o, 2 2p+20)(2p+20—2)..2l+2)  2U
(m+2p — D! (20 — N2

Toprarm@pt At m 2.2 +2) 20

_ < a p2+2p—1 (2p — D2 —1)!

_lg:l 2hept l2l+p(l)!(p+l)(p+l—1)...(l+1)
(2p +m — N2 — )N

21( N2p+20+m)(2p+ 2l +m —2)...(21 —1-2)]

Zj: r2h=t (3.5)

Cas (d) Si m est pair et n impair, on a

fir) =5 [ FO )

1 2t N o . . . .
= —/ > a;r ™ (cos'(0) sin? T (0) + cos’(6) sin’ T (0))do

2m o 520

1 2| & o A ,

=5 7 cos'(0) sin? (0

27r/o L%;Oa]r cos'(6) sin? ™ (0)

+ > a;r™ cos'(6) sinj+m+1(9)] df
i+j=0

n

1 2T . .
:—/ [ > aigp1r T cos' (0) sin® (0)

2 Jo | ipopTi—o

i+2p—1=0

+ > ai,gp1ri+2p_lcosi(9)51n2p+m(9)] df

1 2 ntl . .
= —/ > aiop1rTP  cos'(0) sin®(6)

2mJo | s

n+1
+ Y aigpar T cos'(6) sin2p+m(6)] db

i+2p=2
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1 o2 n+1
= 7/ > agop-1r* T cos® (0) sin (0)

2rJo |y o

21+2p=2
1 n+1

_ 2+2p—1
= o Z Ay op17" " PTX
T ol+2p=2

27 27
/ sin(0) cos? (0) + / cos? () sin?+™ (0)] df
0

n+1

20+2p—1
E a1 2p—1T P x
l+p=1

2 2
/ cos® (6) sin®?(6) + / cos? (6) sin? ™ (0)] db.
0

n+1
+ > amap 1?7 cos™(0) sin2p+m(6’)] df

X

1
27r

X

Ainsi, en utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

n41
_ 15 2l+2p—1 (2p—1)! (20 — 1)!127
R0 =5 lg;l et (2p+20)(2p+ 20 —2)...(2l +2)  2U!

n (2p+m — D! (20 — )27

p+20+m)2p+2+m—2)..2l+2) 2

nt1

— 22: (g 172 2P (2p — D20 — )N

vt () (p+ D(p+1—1)..(I+1)

20-1)N2p+m -1
Ty 2A rm) 2y + 2+ m—2). 2 + 2)]

= Z Dkr2k_1. (36)
k=1

D’apres les expressions de Ay, By, Cy et Dy, dans (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6) respecti-

vement, on obtient
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Chapitre 3. Sur le nombre maximum de cycles limites d'un systeme différentiel planaire

0(A1, Ay, ..  A)
3(610,1,610,2, "'7a0,n)

[ 0 .. 0 0
(m4+2)!
(m+3)!!

J1:

O W=
o

0 0 D 0
23 (2

%
(m+n)!!
0 0 T 0 (m+n+)I1 |

£
|

SE

(B, Ba, ..., By)
3(a0,1, ap,2, -+, aom)

[ 0 0 0

(m+2)!!
(m+3)yn 0 0

J2:

O Wi

9(C1,Cs, ..., Cpy)

6’(610,1, 0,3y -+ ao,nq)

1 (m~+1)!!
2t (m+2)l 0

J3:

6 ... (=DM +. (m+n—1)!

d(Dy, Ds, ..., Dy,)

é7(@0,17 ap,3, -+ @o,n)

1 (m+1)!!
2T (m+2)n 0

Jy =

n!! (m+n)!!
0 T + (mAn+1)!!

Ce qui montre bien que det(J;) # 0, det(Ja) # 0, det(J3) # 0 et det(J4) # 0. Par
conséquent, les familles { Ax }, { Bi }, {Ck} et { Dy} sont indépendantes. Ainsi, a partir
de (3.3) et (3.4), la fonction moyennée f(r) est générée par une combinaison linéaire
de fonctions dans I'ensemble S; = {r,r%,...,r'}, avec [ € {n,n + 1}. En utilisant le

théoreme de Descartes, il s’ensuit que f(r) peut avoir au plus n — 1 racines positives

si m est impair et n est pair, ou au plus n lorsque n et m ont des nombres impairs.
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Donc, d’apres le théoreme 1.1 , pour € > 0 suffisamment petit, le systeme différentiel
(3.1) peut avoir au plus n — 1 ou n cycles limites. De maniére similaire, a partir
de (3.5) et (3.6), f(r) est engendré par une combinaison linéaire de fonctions en
Sy = {r,r3 .., r?7 1} avec | € {n/2,(n +1)/2}. Pour £ > 0 suffisamment petit, le
systeme différentiel (3.1) peut avoir au plus (n — 2)/2 ou (n — 1)/2 cycles limites
si m et m sont pairs ou m est pair et n est impair, respectivement. Ceci acheve la
preuve du théoreme 1.1.

3 Applications et simulations

Dans cette section, quatre exemples numériques sont présentés afin d’interpréter
nos résultats.

Exemple 3.1. Considérons le systeme différentiel

{izy’ (3.7)

y=—x—e(1+sin®0))(y — 2?).

En coordonnées polaires,

{ x = rcos(h),

y = rsin(6),
avec ) .
rr + Yy
- Y L :ic7
g Tyt
T

systéme (3.7) devient

{f:—mammu+ﬁﬁw»@mm—rw§w»
0 = —1—ecos(0)(1 + sin®(0))(sin(#) — r cos?(6)).

En prenant 0 comme nouvelle variable indépendante,

dr  drdt
dg — dtdf’
on obtient [’équation suivante

dr . .3 : 2
i sin(0)(1 + sin®(0))(sin(0) — r cos*(6)).

On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

Z —cF 2
5= ¢ (r,0) + O(e7),
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Chapitre 3. Sur le nombre maximum de cycles limites d'un systeme différentiel planaire

ou F(r,0) est donné par
F(r,0) = rsin(0)(1 + sin®(9))(sin(0) — r cos*(#)).

La fonction moyennée est calculée comme suit

1 27
fi(r) = %/0 F(r,0)do
21
— 1/ TSin(G)(l + SiHS(‘g))(Sin(e) . TCOS2(9))d¢9
21 Jo
— i 2 . 9 B 2 9 ) .
=5 {/0 rsin“(0)df /0 r* cos”(0) sin(0)dl
21 o
+/ rsin®(0)do — / r? cos?(6) sin* (0)df
0 0
_ b [mr _ 7“271
2m )
1 2
=16 &=,

ui n’a qu’une racine positive, r, = 8. Comme
)

df1 (7") . 1
dr 16[8 2r],
on obtient 0F(8) .
1 - -
dr 2 7 0.

Puisque m = 3 et n = 2, d’aprés le théoréme 1.1 (a), le systéme (3.7) peut avoir au plus

un cycle limite, et cela apparail clairement sur la figure (3.1) .

Exemple 3.2. Considérons le systéme différentiel

{ =y, (3.8)

y=—x—¢e(l+sin®9))(y> — z?).
Le systéeme (3.8) en coordonnées polaires, devient

7 = —resin(f)(1 + sin®(0))(r?sin®(0) — r cos?(6))
0 = —1 — ecos(A)(1 + sin®(0)) (2 sin®(0) — r cos?(8)).
En prenant 0 comme variable indépendante, on obtient ’équation suivante

;l;“ = resin(6)(1 4 sin®(0))(r? sin®(0) — r cos?(0)).
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On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

 —¢F 2
= eF(r,6) + O(c2),

ot F(r,0) est donné par
F(r,0) = rsin(0)(1 + sin®(0))(r?sin®(0) — r cos?(9)).

La fonction moyennée est calculée comme suit

folr) = /O 7 R, 0)d0

2

_ ;ﬁ / 7 sin(0) (1 + sin®(6)) (2 sin(6) — 7 cos(6))d0
= 217T [/Ozw 3 sin(0)do — /027T 2 cos?(#) sin(6)d6

27 27
+ / 3 sin’ (6)df — / r? cos? () sin (6)d0
0 0

T [3% 7T:|
= — |— — =7
2 L 4 8

1
= 1—67“2[67“ —1],

qui a une racine positive unique, T, = %. Comme

dfz(?") 1 3 2
_— = = — 1 —
= 87“[67“ |+ 87’ ,

on a i
= 1
dr 96

Puisque m = 3 et n = 3, d’apres le théoréme 1.1 (b), le systéeme (3.8) peut avoir au plus

trois cycles limites, voir Figure (3.2).

Exemple 3.3. Considérons le systéme différentiel

{ =y, (3.9)

y=—x—¢e(l+sin?*0))(y — 2?).
En coordonnées polaires, le systéme (5.9) devient

{ 7“ = —resin(f)(1 + sin?(0))(sin(8) — r cos?(#))
0 = —1 —ecos(0)(1 + sin?(0))(sin(9) — r cos?(#)).
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En prenant 0 comme variable indépendante, on obtient [’équation suivante

;lg = resin(6)(1 + sin?(0))(sin() — r cos?()).

On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

Dl 2
7 eF(r,0) 4+ O(e),

ou F(r,0) est donné par
F(r,0) = rsin(0)(1 + sin?(9))(sin(0) — r cos*(#)),

La fonction moyennée est calculée comme suit
1 gor
folr) = 5= [ F(r.6)do
_ ;ﬁ | T sin(0) (1 + sin?(6)) (sin(0) — r cos2(6))d0

1 2T 27
= — [/ rsin®(0)df — / r? cos?(6) sin(6)db
2m Lo 0

2w 2w
+ / rsin®(0)df — / r? cos? () sin®(6)df
0 0

_ 1L
o7 T4

7
= T

8

f3(r) n’a pas de racine positive, ce qui implique qu’il n’y a pas de cycle limite, ce qui est

confirmé par le théoréme 1.1 (c), puisque m=2 et n=_2, voir figure (3.3).

Exemple 3.4. Considérons le systeme différentiel

&=y,
{ j = —x — (1 +sin®(0))(y° — 2%°). (3.10)

Le systéme (3.10) en coordonnées polaires, devient

7': = —&(r®sin*(0) cos*(0) — 2r° cos?(0) sin*(0) — r3 sin*(0) cos?(0) + 273 sin*(9))
0 = —1 — esin(0)(—2r* cos?(0) + 212 cos(#) — 3r? cos®(0) — r cos” (0)+
+1r2 cos®(0) + 3r* cos®(0)).

En prenant 0 comme variable indépendante, on obtient [’équation suivante

Zg e(r® sin*(0) cos*(0) — 2r° cos?() sin*(A) — 73 cos®(0) sin*(A) + 213 sin*(0)).
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On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

ot F(r,0)

F(r,0) = r°sin*(0) cos*() — 2r° cos®(6) sin*(0)

est donné par

dr

@ :EF(T,

0) + O(£?),

—7"3008

La fonction moyennée est calculée comme suit

]_ 21
fulr) = 5 [ F(r.6)d8
_ 1
o
- 3 2 o
= " [137« 88}

qui a un unique zéro strictement positif, r,

on obtient

Puisque m = 2 et n =5, d’apreés le théoréme 1.1 (d), le systéme (3.10) peut avoir au plus

df4 (7") 3

27
/ (7° sin*(#) cos*(0) — 2r° cos®(6) sin*(0) — r® cos®(6) sin*(0) + 2r* sin*(9))db
0

2 .
13V286 . Depuis

13

=——7r? [13r? - 88| — —r*
dr 128" 137 ] 64
df4(ry) 121
— 2 .
dr 13 7

deuz cycles limites, voir figure (3.4).

FIGURE 3.1 — Cycle limite de rayon 8 pour le systéme (3.7) lorsque € = 0.01.
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0.17 pour le systeme (3.7) lorsque € = 0.01.
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FIGURE 3.2 — Cycle limite de rayon
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2
1—3\/286 ~ 2.6 pour le systéme (3.7) lorsque ¢ = 0.01.

FI1GURE 3.4 — Cycle limite de rayon
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Chapitre

Solutions périodiques d’'un systeme

différentiel perturbé via la théorie de

moyennisation et la méthode de Melnikov

Objectifs

Dans ce chapitre, nous étudierons le nombre maximum de cycles limites d’un
systeme différentiel perturbé par rapport d ses paramétres qui apparaissent dans
le systéme notamment sur le degré du polynome. Pour cela nous allons utiliser
deux méthodes a savoir la théorie de moyennisation du premier ordre et celle
de Melnikov sur le méme systéme pour donner une borne supérieure pour le
nombre de solutions périodiques qui peuvent bifurquer a partir du centre avec
e = 0. Enfin, nous présentons quelques exemples numériques afin d’illustrer les
résultats théoriques donnés par la théorie de moyennisation et celle de Melnikov.

=1y +e(l+sin™(0 En ity
Y ( ( >)i+j=0 J Y (41>
y=—x,

ot e > 0 est suffisamment petit, m est un entier arbitraire positif et tan(f) = Q‘
x

Sommaire
1 Résultats principaux . . . . . . . . L 57
2 Solutions périodiques via la théorie de moyennisation . . . . . .. ... ... .. .. 57
3 Solutions périodiques via la méthode de Melnikov . . . . . . ... .. ... .. ... 61
4 Applications et simulations . . . . . . . . . .. e 66
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1 Reésultats principaux

Nos contributions principales seront présentées dans les théoremes suivants.

Théoréme 1.1. Supposons que f(r) la fonction moyennée du premier ordre est non
nulle et € > 0 suffisamment petit. Le nombre mazximum de cycles limites bifurquant

a partir des solutions périodiques du centre est au plus :

a) 72, st n et m sont pairs.
n—1
2 7

)
c)n—1, sin et m sont impairs.

S

st est impair et m est pair.

d) n—1, sin est pair et m est impair.

Théoreme 1.2. Supposons que la fonction de Melnikov est non nulle et € > 0
suffisamment petit. Le nombre mazximum de cycles limites bifurquant da partir de
solutions périodiques d’un centre est au plus :

a) "2, sin et m sont pairs.

b) ”Tl, st n est impair et m est pair.

c)n—1, sin et m sont impairs.

d) n—1, sin est pair et m est impair.

Remarque 1.1. Lorsque m =0 et j = 0 ot pjo = —a;, le systéme (4.1 ) devient

P=y—ed a,
Ve y (4.2)

y:_l‘7

pour le systéme (4.2 ), le nombre mazimum de cycles limites bifurquant a partir
des solutions périodiques du centre est au plus (n — 1)/2 ou (n — 2)/2, lorsque n
est pair ou impair, respectivement. D’apres 'exemple 1.2, le systeme de Liénard
possede au plus (n — 1)/2 ou (n — 2)/2 cycles limites lorsque n est pair ou impair,

respectivement. Ce qui est confirmé par notre résultats.

2 Solutions périodiques via la théorie de moyen-

nisation

\.

Le systéme (/.1) en coordonnées polaires s’écrit comme suit :

= (1 + sin™(h)) f: pijr 9 cos™(0) sin’ (6),
i+5=0

0 =—1—¢(1+sin™(9)) 5 pijrt 1 cos’(9) sin? 1 (0).
i+7=0
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Chapitre 4. Solutions periodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

En prenant 0 comme nouvelle variable indépendante, le systeme différentiel précédent

devient ’équation différentielle suivante

e(1 +sin™(0)) Zn: i cos™ () sin? ()

dr - _ i+5=0

dg —1 —&(1 + sin™(0)) f: pijriti— cosi(9) sin? 1 (6)
i+5=0

dr

= —e(1+sin™(0)) > pyr'™ cos™(0) sin’ (6) + O(?).
i+5=0

= eF(r,0) +0(e?).

do
dr
do

Remarque 2.1. Cette équation différentielle s’écrit sous la forme standard (2.10).
Remarque 2.2. Le calcul de f(r) dépend de m et n.

Cas (a) Sin et m sont pairs.

1

" or

2w
/ F(r,0)d0
0
1

27 n L ) )
— 7/ (L+sin™(0)) > pyr'™ cos™(6) sin (6)db
2m Jo i+5=0

fi(r)

—1 r2r n o . .
= %/0 [ > pir™ cos™H(0) sin’ (0)+
i+j=0

+ > pyrt cos™HO) sin”m(@)] df
i+j=0
—1 o n+l . .
" on /0 > popor77P 1 cos™(6) sin’ (6)do+
2p+j=2

27 ntl ) .
+ / > popo1,77P 7 cos™ (6) Sin3+m(0)d9]
0

2p+j=2
1~ -
=5 2 Hapaar X
T opt2q=2
2m
X / (COSQp((g) sin®4(6) + cos™ () sin2q+m(9)> d@}
0
—1 i 2(p+q)—1
= o= fop—1,2g7 TV TX
2 p+q=1
2 — 1)!! 2p — 1)
" (20— 1) -1,
(2¢+2p)(2¢+2p—2)...2p+2) 27p!
(2¢g +m — 1! (2p—1)!!2
m
(2¢+m+2p)(2g+m+2p—2)...2p+2) 2rp!
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Cas (b) Sin est impair et m est pair.

1 2m
= — F(r,0)do
falr) = 5 [ F(r6)
—1 s2r n o . .

= 7/ (1 +sin™(0)) > pyr'™t cos™ () sin’ (6)db
2m Jo i+5=0
—1 2r M

= / > pr™ cos™(6) sin’ (0)df+
271— i+5=0

2r N
+ / > pir™ cos' () sm”m(ﬁ)dG]

i+7=0

1 n+1
=~ or Z H2p— 12T2p+2q x

T opi2g=2

27 2T

X / cos () sin®?(6)df + / cos? (0) sin2q+m(9)d0]

0

—1 g:l 2p+2¢-1

= Pop—1,2g7 " TX
s oom 2p+2q=2 e

9 (2¢g — 1! (2p — 1)”27T—|—

(2¢+2p)(2¢+2p —2)...2p+2) 27p!

N (2g +m — 1! (2p — !
(2¢q+m+2p)(2¢g+m+2p—2)...(2p+2) 27pl

n+l

= - Z N2p—1,2q7’2(p+q)_1><

p+q=1
9 (2¢ — N (2p — DN
(29 +2p)(2¢+2p —2)...2p+2) 2vp!

N (2¢ +m — ! (2p — !
(2g+m+2p)(2¢+m+2p—2)...2p+2) 2°p!
nT-‘rl

— Z Bk:,er‘—l
k=1

Cas (c) Sin et m sont impairs.

fo(r) = ;W/O%F(r, 0)do

—1 ron n o . ,
— 7/ (14sin™(0)) > pyr™ cos'™ () sin ()df

27 Jo i+j=0
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Chapitre 4. Solutions periodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

_ 2t o ) .
— 21 [/ > pigr™ cos™(0) sin’ (0)df+
7 |Jo

i+5=0

2r 0 p ) )
+/0 > pir cos' () sinj+m(6)d8]

i+j=0
—1 n+l 2m

=— Y u2p_172qr2p+2‘1_1/ cos™ (0) sin®?(6)df+
2 9+ 29=2 0

n 27
+ Z Hap—1,2g177 7 /0 cos™(6) Sin2q+m+1(9)d9]

2p+2q+1=3
—1 nizl 2p+2¢—1
= o fop—1,2g7 "X
27 2p+2g=2 e
2¢g — 1! 2p — !
" (2¢ - 1) (Zp— DN,
(2¢+2p)(2¢+2p —2)...2p+2) 2rp!
n—1
+ Z N2p*1,2q+17ﬁ2p+2q X
2p+2q=2
" (2¢g+m+1-1! (2p — D!
(2¢q+m+1+4+2p)2¢g+m+1+2p—2)...(2p+2) 2rp!
—1 g:l 2p+2¢-1
== Pop—1.2q7 7T X
2m ptg=1
" (2¢ — 1! (2p — D!
(2¢+2p)(2¢+2p—2)...2p+2) 27p!
n—1
T
+ Z ,u2p—1,2q+17”2p+2q><
pt+q=1
(2¢+m+1-1)! (2p—1)!!2
T
(2q+m+1+2p)2¢+m+1+2p—2)...2p+2) 2°p!
= Z C’krk
k=1

Cas (d) Sin est pair et m est impair.

1 2
fir) = o= [ F(r.0)d0

2m Jo
—1 r2n n L . )

= 7/ (1+sin™(0)) Y pyr't cos™(0) sin? (6)do
2m Jo i+5=0

= — i cos sin
2m |Jo 3520 !

60



2r 0 L ) .
+/ > purt™ cos™H(6) sin? T () d6
0 itj=0

_ !
C2r

n 27
[ > ,u2p_172qr2p+2‘1_1/ cos?(6) sin®(6)df

2p+2q=2 0

n+1 2T
+ Z Hap—1,2g 417 / cos™(6) Sin2q+m+1(9)d9]
0

2p+2q+1=3
—1 22: (r+a)-1
= 5= Hop—1,2q7 P X
2m pt+q=1
" (2¢ — D! (2p—1)!!27r+
(2¢+2p)(2¢+2p—2)...2p+2) 2vp!
%
+ Z MQp—1,2q+17’2(p+q) X
p+g=1
" (2g+m—1-1)N (2p — D!
(2¢q+m+14+2p)2¢g+m+1+2p—2)...(2p+2) 2rp!
= Z Dka
k=1

3 Solutions périodiques via la méthode de Mel-

nikov

Considérons le systeme qui prend la forme suivante :
X =f(X)+eg(X.p), X €R” (4.3)

Ou f € CY(R?), g € CH(R? x R™) et ¢ # 0 suffisamment petit. Le systéme non perturbé

pour e =10 :

X = f(X) (4.4
posséde une famille & un paramétre d’orbites périodiques v,.(0) de période T, a l'intérieur
07v-(0
de T'y avec 7-(0) #0 .
or

La fonction de Melnikov est donnée par :

00 0
M) = [~ exp(= [V F(o()ds).f (10(6)) A gbo(6). 6 -+ bo]d.

Remarque 3.1. Le produit de deuz vecteurs u = (uy,uz)? etv = (vi,v1)? € R2est défini par :

U ANV = UIVy — ViU

Remarque 3.2. Si pour e =0, (4.4) est un systéme hamilton c’est-a-dire, si
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Chapitre 4. Solutions periodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

f= (%—IZ, —%%)T. Alors, Vf =0 et la fonction de Melnikov a la forme la plus simple.

M(B0) = [ F(20(0)) A g10(6),0 + o]as. (4.5)
Démonstration. f = (H,,—H,)" = V[ = div(f) = £ H, — 5-H, = 0. O

Théoréme 3.1. Considérons le systéme différentiel (4.3). Pour € = 0 le system

(4.3) a une famille a un paramétre d’orbites périodiques 7, (0) de periode T, a l'inté-

rieur de I'y avec 875—150) # 0, s’il existe un point (ro, o) € R™ ! telle que la fonction

M) = [ F0n(6)) A gl 6), .

Satisfait
M(ro,p00) =0 et M,.(ro, o) # 0.

alors pour tout ¢ # 0 suffisamment petit, le systéme (4.3) avec p = po a un cycle
limite hyperbolique unique en O(g) voisinage du cycle v,,(6). St M (rq, uo) # 0, alors
pour € # 0 suffisamment petit, le systéme

Min(00) = [ 50 (6) A g13:(6),6 + o).

avec 1 = g n'a pas de cycle dans O(g) voisinage du cycle ~,,(0), voir [29].

.

Notre systéme considéré (4.1) prend la forme (4.3), pour f = (y, —z)7 et
T
g = ((1 +sin™(0)) > piaty, O) , oll g est une fonction 27— périodique.
i+j=0
Pour € = 0, le systeme a un centre a 'origine avec une famille a un parametre d’orbites

périodiques 7, (0) = (r cos(f), —rsin(h))7.

Remarque 3.3. Le calcul de M (r, p) dépend de m et n.

En remplacant f et g dans (3.2), on obtient :

M(r,p) = /02”<y,—x>TA(<1+sinm<e>> > mjxiyj,o) [7(0). 1)do.

i+j=0
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27 n o
M (r, p) :/0 z(1+sin™(0)) > pi,x'y’dl
i+j=0
2T n .
_ / (1+sin™(@)z Y. wi,x'y’'do
0 i+j=0

2 n ) ;
:/ (L4sin™(0)) Y g,z y’'do
0

i+j=0

En effectuant le changement de variables telles que x = r cos(#) et y = rsin(6), on trouve :

2m n . . . .
M(r,p) = / (1+sin™(0)) S g7 cos™(6)r7 sin? (6)d0
0 i45j=0
2m n L. . .
:/ [Z ;7 cos™(6) sin’ (0)+
0

i+5=0

+ Y g™ cos™ 1 (0) sin? T (6) | dO
i+j=0
2w M . ) .
:/ > g cos™H(0) sin (6)do
0 itj=0
2r o . .
—i—/ > i, cos™ 1 (9) sin? T (0)d6
0

i+j=0
Cas (a) Si m et n sont pairs.

2r N o . .
M (r, ) :/0 > i, cos™H(9) sin (6)dO+
i+j=0

27 S . .
+ / > i, cos™(9) sin’ T (0)do
0

i+j=0
2T n
:/ > papo12gr?P 9 cos™ (6) sin®?(0)df+
U
27 n
+/ > Hop-12gr?P 9 cos™(0) sin®T " (6)do
0 9pi2g=2
n
= D iz
2p+2q=2

X { /0 " (coszp (0) sin®!(0) + cos®(0) sin2q+m) d@}

n

2
_ 2p+2
= > o127 THIX

ptg=1
— 1\ — 1
" (2g — )N (2p 1)”27T+
(2¢+2p)(2¢+2p—2)...2p+2) 27p!
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Chapitre 4. Solutions periodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie de
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N (2¢ +m — 1!l (2]9—1)!!2
T
(2¢+m+2p)(2g+m+2p—2)...2p+2) 2rp
=27 Z AkT2k
k=1
Cas (b) Si n est impair et m est pair.
2r " L . )
My(r,p) = / > i, cos™(0) sin (6)dO+
0 =0
2r N o . .
+ / > i, cos™(9) sin? T (0)d6
0 itj=0
27 ntl
= / > Hap-124r?P T cos®(0) sin®(0)db+
0 2pt2g=2
onr n+l
+/ > Hop-1,24rP T cos™ (0) sin® T (6)db
0 9p19¢=2
n+1
= D iz tTX
2p+2q=2
2w
X [/ (cos2p(9) sin®?(6) + cos™ (0) sin2q+m((9)) d@]
0
n+1
= Z #2p—172qT2p+2qx
2p+2q=2
2m
X {/ (coszp(ﬁ) sin?? () + cos* () sin2q+m(¢9)) d@]
0
ntl
2
= D apo12gr X
ptg=1
2qg — 1! 2p — !
y [ (2¢ — 1) (2p -4,
(2¢+2p)(2¢+2p—2)...2p+2) 27p!
(2g +m — 1! (2p—1)!!2
s
(2¢+m+2p)(2¢g+m+2p—2)...2p+2) 2rp
n+l
2 ~
=27 Z B]J”Qk
k=1

Cas (c) Sin et m sont impairs

2r 7 "y . .
M (r, ) :/ > i, cos™(0) sin (6)dO+
0 itj=0
2r M oy ) .
+/ > i, cos™(9) sin T (0)do
0

i+5=0
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o n+l
:/ > popo1.2gr?P 9 cos™ (6) sin®(0)df+
0 9p¥2g=2

2m
+/0 > popo12g+1r P cos™(0) sin® T (6)do

2p+2q+1=3
n+1 27
= > /Lgp,mqﬁp”q/ cos?(6) sin®!(6)df+
2p+2q=2 0
n—1 2
+ > ugp,172q+1r2p+2q+l/ cos? () sin®t ™+ (9)do
2p+2q=2 0
n+1
= D o1 X
2p+2q=2
2qg — ! 2p — !
(29 +2p)(2¢+2p —2)...2p+2) 2°p!
n—1
+ Z M2p—172q+1r2p+2q+1 %
2p+2q=2

" (2¢+m+1-1)
(2¢q+m+1+2p)(2¢+m+1+2p—2)...(2p+2)
2p — 1)
xi(p ) 2m
2rp!

n+1

2
— 2(p+
= >tz x

ptq=1
" (2¢g — 1! (2p — D!
(2¢+2p)(2¢+2p—2)...2p+2) 2vp!

n—1

=

2(ptq)+1

+ Z Hop—1.2q+1T (PHa)+15
p+q=1

X

2+

(2 +m)!!
(2¢g+m+14+2p)(2¢g+m+2p—2)...(2p +2)
— 1)
" (2p — D!
2rp!
n+l
= QWZCka

k=2

X

X

2

Cas (d) Si et n est pair et m est impair.

2 L . .
My(r, 1) :/ > i, cos™H(0) sin (0)dO+
0 itj=0
2r M . . .
—I—/ > gyt cos™ () sin? T (0)do
0

i+7=0
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Chapitre 4. Solutions periodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie de
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27 n
—/ > popo1,2rP T cos™ (0) sin®(0)dO+
2p+2q=2
n+1

2m
Wp+2g+1 2 .2 1
+/ og—1.g+17 P2 cos™(9) sin®?T () db
2p+2q+1 3

— Z Hap— 12qr2p+2q/ cos™ () sin®?(6)df+
0

2p+2q=2
n 27
+ > Mgp_172q_17"2p+2q+1/ cos? (0) sin®t ™+ (9)do
2p+2¢=2 0
Z H2p—1,2q7"2p+2q><
ptg=1
(2¢g — D! (2p — D!

X 2m+
2q+2p)(2q +2p—2)..(2p+2) 20p! "

2
2p+2q+1
+ D Hop-12ga7 T X
pHq=1

" (2¢g+m+1—-1)! "
(2g+m+1+2p)2¢+m+1+2p—2)...(2p+2)
(2p — D!

2Pp!
n+1
=27 Z Dkrk

k=2

2

4 Applications et simulations

Ici, quatre exemples numériques sont présentés afin de confirmer nos résultats.

Exemple 4.1. Considérons le systeme suivant

{ i =y +e(l+sin’(0)(y’r — 2%y — ) (4.6)

y:_JJ,

icin =6 et m =4 qui sont pairs, cela correspond au cas (a). La fonction moyennée et

celle de Melnikov sont les suivantes :
fi(r) = 256 r3(19r2 — 42)

My(r) = —5kr* (1902 — 42),
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et comme nous l’avons )
Ofi(55vV798) _ 441

or ~ 608
OMy(5V798) M1 /ees
or — T 11552 798,

alors il n’y a qu’un seul cycle limite de rayon %\/ 798 ~ 1.49 pour le systéme (4.6). D’aprés

les résultats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov dans le

n—2 —

5 2 cycles limites (voir figure 4.1).

cas (a) il existe au plus

Exemple 4.2. Considérons le systéeme suivant

{ i = y+e(L+sin(60))(x — 2%)(32% — 5a%) (4.7)

y:_ma

icin =7 etm =4 ol n est impair et m pair, cela correspond au cas (b). La fonction
moyennée et celle de Melnikov sont les suivantes :

folr) = =12 (1453r* — 26567 + 1224)

My(r) = 2 (1435r% — 265612 + 1224),

1024

et comme nous l’avons
9f3(0.99)

099 = —0.31941

OM3(0.99
OMs(099) — (1.31688,

et
2E095) — 0.24796

M = —0.23082,

alors le systéme (/.7) posséde deux cycles limites de rayon 0.99 et 0.93. D’apres les résul-

tats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov dans le cas (b) il

n—1 —

5 3 cycle limite (voir figure 4.2).

existe au plus

Exemple 4.3. Considérons le systeme suivant

{ &=y +e(1+sin’(0))(z — 2°)(32* — 5a?) (4.8)

y:_'xa

icin =7 et m = 3 ot n et m sont impairs, cela correspond au cas (¢). La fonction

moyennée et celle de Melnikov sont les suivantes :
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falr) = =2 (1750 — 320r% + 144)

My(r) = L5 (1757* — 32002 + 144),

et comme nous l’avons

r 25

et .
0f3(35v35) 162
or - 245

OM3(v35) _ 972 35
ar = 8575 )

alors le systéeme (4.8) posséde deux cycles limites de rayon %\/5 ~ (.89 et %\/ 35 ~ 1.01.
D’apres les résultats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov

dans le cas (c) il existe au plus n — 1 =6 cycles limites (voir figure 4.3).
Exemple 4.4. Considérons le systeme suivant

(4.9)

{ &=y + (1 + sin’(0))(zy — yz?)
y=-z,

icin =4 et m =3 oun est pair et m impair, cela correspond au cas (d). La fonction

moyennée et celle de Melnikov sont les suivantes :
7.2
fa(r) = 55 (=8 +3r?)

My(r) = 55 (=8 4 31%),

et comme nous l’avons
8f4(%\/6) _ 1 6

or 12
OMi(3VE) _ 1
or -3

alors il n’y a qu’un seul cycle limite de rayon g\/é ~ 1.63 pour le systéme (4.9). D’apres
les résultats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov dans le

cas (d) il existe au plus n — 1 = 3 cycles limites (voir figure 4.4).
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FIGURE 4.1 — Cycle limite de rayon 1.49 pour le systéme (4.6) lorsque € = 0.01.

e e e e e T e e

FIGURE 4.2 — Deux cycles limites de rayons 0.99 et 0.93 pour le systeme (4.7) lorsque

e = 0.01.

Jbatg b R R e g
\\\\\\\\\\\\{\i\.\\h\\ihﬁrlb
F T E T S A e s
F T A e SN N
S e NN
Fof ok Sy
S T N Y
b gLy ey Y
L T _gfggﬁ
aEBal 8 | S T
SEREEEE R _ﬁhﬁﬁ+
Gl T\ e o

IR Byl
R LR i
B A N et
MR NR NSNS S S S S
M MR N L L e e o
e P s A
gl Sl B A R T o L

69



Chapitre 4. Solutions periodiques d’un systeme différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

FIGURE 4.3 — Deux cycles limites de rayons 0.89 et 1.01 pour le systéme (4.8) lorsque
e =0.01.
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FIGURE 4.4 — Cycle limite de rayon 1.63 pour le systeme (4.9) lorsque € = 0.01
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, on s’est intéressé a ’étude des systemes différentiels planaires.
En premier lieu, on a étudié le nombre maximum de cycles limites en utilisant la théorie

de moyennisation du premier ordre, pour le systeme suivant :

r=y
y=—z—¢e(l+sin"(0))v(z,y),

En deuxieme lieu, en appliquant deux méthodes a savoir : la méthode de moyennisation

du premier ordre et celle de Melnikov. On a étudié le systéme suivant :

i=y+e(l+sin™0) > pyaz'y’,
i+=0

y:—fE,

Comme perspective : on propose d’étudier le nombre maximum de cycles limites du

systeme différentiel planaire suivant :

T =y+e(l+sin™(0))P(x,y),
y=—z+e(1l+sn™(0))Q(z,y),

ou P(z,y) et Q(z,y) deux polynémes de degré ny, ns respectivement, par la méthode de

moyennisation du premier ordre.
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