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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions l’existence des cycles limites de deux problèmes de sys-
tèmes différentiels planaires perturbés.

Pour le premier problème, nous étudions la bifurcation d’un centre en utilisant la
théorie de moyennisation et pour l’appliquer au système suivant : ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sinm(θ))ψ(x, y),

où ε > 0 suffisamment petit, m est un entier arbitraire postif, ψ(x, y) est un polynôme de
degré n ≥ 1 et tan(θ) = y/x.

Pour le deuxième problème, nous étudions les solutions périodiques d’un centre per-
turbé pour le système planaire suivant :

ẋ = y + ε(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijx

iyj,

ẏ = −x,

en utilisant deux méthodes à savoir : la méthode de moyennisation du premier ordre et
celle de Melnikov.

Mots clés : Système différentiel, solutions périodiques, méthode de moyennisation, mé-
thode de Melnikov.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of limit cycles of two problems of perturbed
planar differential systems.

First, we study the bifurcation of a center using the averaging theory and apply it to
the following system :  ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sinm(θ))ψ(x, y),

where ε > 0 small enough, m is an arbitrary non-negative integer, ψ(x, y) is a polynomial
of degree n ≥ 1 and tan(θ) = y/x.

Second, we study the periodic solutions of a perturbed center for the following planar
system : 

ẋ = y + ε(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijx

iyj,

ẏ = −x,

using two methods namely : the averaging method of first-order and that of Melnikov.

Keywords : Differential system, periodic solutions, averaging method, Melnikov method.
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 ملخص

 

 . في هذه الرسالة ، ندرس وجود دورات الحد لمشكلتين من الأنظمة التفاضلية المستوية المضطربة

 التالي: تشعب المركز باستخدام نظرية المتوسط ، وتطبيقه على النظامأولا، ندرس 

 

{
�̇� = 𝑦                                                   

ẏ = −x − ɛ(1 + sin𝑚(𝜃))ψ(x, y)
 

 

ɛحيث  > ,ψ(x  صحيح كيفي و موجب، عدد m،  معلمة صغيرة كفاية 0 y)  كثير حدود من 

nالدرجة  ≥ tan(θ)  و    1 = y/x. 

 التالي: المستوي ظامالحلول الدورية لمركز مضطرب للن ، ندرسثانيا

{
�̇� = 𝑦 + ɛ(1 + sin𝑚(𝜃)) ∑ µij 𝑥

𝑖𝑦𝑗

𝑛

𝑛=1

ẏ = −x                                                     

 

 

 باستخدام طريقتين هما : طريقة المتوسط من الدرجة الاولى و طريقة ميلنيكوف.

 

 

 : النظام التفاضلي، الحلول الدورية، طريقة المتوسط ، طريقة ميلنيكوف.الكلمات المفتاحية
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Introduction générale

Souvent on dit que les mathématiques sont le langage de la science et de la nature.
Personne ne peut nier le rôle central que jouent les mathématiques dans tous les domaines,
depuis que l’humanité a pris conscience du monde qui l’entoure, où la compréhension des
phénomènes naturels du passé, du présent et du futur sont de grandes préoccupations
des êtres humains. Les mathématiques permettent de prédire ce qui va se passer dans un
langage universel et rigoureux. En particulier, les équations différentielles se sont révélées
être l’un des outils les plus efficaces pour modéliser les relations entre objets ou événements
à partir de la réalité dans laquelle nous vivons, non seulement pour décrire les lois de
la nature mais aussi pour expliquer le comportement de certains processus sociaux. Les
équations différentielles ordinaires actuellement connues sous le nom de théorie qualitative
des équations différentielles qui ont donné naissance à une théorie complète et élaborée.
Autrement dit, les EDO sont considérées comme de simples outils de modélisation et
fournissent des règles d’évolution dans le temps d’une particule.

Depuis le 17ème siècle, les deux brillants esprits I. Newton et G. Leibniz introduisirent
plus précisément le calcul différentiel et ont jeté la base de la théorie des équations dif-
férentielles ordinaires qui seront développées au cours des années suivantes. L’étude des
EDO est favorisée au 18ème siècle par L. Euler (1707-1783) qui s’attaque à la résolution
de certains problèmes de mécanique ; ainsi que les deux mathématiciens J. L. Lagrange
(1736-1813) et P. S. Laplace (1749-1827), qui ont également introduit la notion des équa-
tions différentielles imposent comme un outil pertinent et efficace pour modéliser dans
un langage abstrait ce qui se passe dans le monde réel, à commencer par les problèmes
mécaniques de corps.

Dans la dernière décennie du 19ème siècle, un autre brillant mathématicien qui ap-
porta la splendeur de l’étude des équations différentielles, H. Poincaré qui a donné un
sens géométrique aux équations différentielles dans sa série d’ouvrages « Mémoire sur les
courbes définies par une équation différentielle » publiés entre 1881 et 1886. Cette nou-
velle approche consistait à l’étude de la structure topologique des solutions d’une équation
différentielle, ce qui permettait de déduire des propriétés de telles solutions sans les trou-
ver explicitement. L’un des principaux problèmes de la théorie des équations différentielles
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est l’étude des cycles limites : leur existence, leur stabilité et leur nombre. L’idée de cycle
limite a été introduite par Poincaré comme orbite périodique pour laquelle au moins une
trajectoire du champ de vecteurs approche en temps positif ou négatif.

Habituellement, une définition alternative est donnée par « un cycle limite est une
orbite périodique qui est isolée dans l’ensemble des orbites périodiques d’une équation
différentielle» . Il a également défini d’autres objets fondamentaux tels que le portrait
de phase qui permet de déterminer la structure topologique des orbites d’un système
différentiel, la notion de carte de retour connue sous le nom de carte de Poincaré. Les
travaux de Poincaré ainsi que la contribution de I. Bendixson (1861-1935) - au cours des
premières années du 20ème siècle - ont abouti au théorème de Poincaré-Bendixson, qui
stipule que dans une région bornée et compacte du plan, une trajectoire d’un système
planaire converge vers un cycle limite ou un point critique. Et pour la non-existence des
solutions périodiques, il existe les critères de Bendixson et ceux de Dulac qui affirment
sous certaines conditions que le système différentiel planaire n’admet aucune solution
périodique.

Lors du congrès international de mathématiques en 1900, David Hilbert a proposé 23
problèmes qui, selon lui, motiveraient les progrès des mathématiques au cours du 20ème

siècle ; Ces problèmes ont motivé de nombreux chercheurs, parmi ces problèmes, il y a
le 16ème problème qui a été considéré comme l’un des problèmes les plus pertinent du
21ème siècle, dont la deuxième partie peut être décrite dans [35], « Prouver que pour
tout n ≥ 2 il existe un nombre fini H(n) tel que toute équation différentielle polynomiale
de degré inférieur ou égal à n a moins de H(n) cycles limites » . Le premier intéressé
du 16ème problème de Hilbert a été Dulac en 1923 ; son travail allait dans le sens de
prouver la finitude du nombre de cycles limites dans un champ de vecteurs polynomiaux
du plan. Il proposa une démonstration qui assure que ce nombre est fini pour tout n, mais
malheureusement cette démonstration comportait une certaine erreur. Pour plus de détails
à ce sujet voire la revue de Y. Ilyashenko qui a prouvé que la démonstration de Dulac était
fausse dans [18]. Aussi, J. Li [22] a contribué de facon considérable au développement de se
sujet. Concernant les bornes inférieures globales, le travail de N. Lloyd et C. Christopher
dans [11] est remarquable,qui a été amélioré il y a quelques années par M. Han et J. Li
dans [16] et récemment dans [1]. En ce qui concerne les résumés des bornes inférieures
connues pour H(n) de faibles valeurs du degré, les meilleurs peuvent être trouvés dans
[31].

Au fil des années, plusieurs travaux ont fait l’objet d’étude du 16ème problème de
Hilbert. Mais malheureusement même le cas le plus simple : n = 2 n’est pas toujours
résolu. Étant donné la grande difficulté de ce problème, les mathématiciens ont commencé
à proposer des versions plus faibles de ce problème. La version générale est dit aussi le
problème d’Arnold-Hilbert, qui rèste jusqu’à présent un problème ouvert.

L’intérêt de l’étude des cycles limites vient du grand nombre de phénomènes dans
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la nature ou en sciences sociales où l’on peut observer des comportements périodiques.
L’un des principaux outils d’étude des cycles limites est la théorie de moyennisation.
Cette dernière apparaît tôt dans les travaux de Lagrange et Laplace, ensuite dans ceux
de Fatou, Bogoliubov et Krylov plus tard dans la première moitié du 20ème siècle, pour
plus de détails voire [24,10]. C’est toujours un outil puissant dans l’étude de divers types
de systèmes dynamiques (voire [2, 8, 12, 19, 23, 29, 30]). Il existe au moins cinq méthodes
pour analyser le nombre de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques ayant un
centre. En effet,
la 1ère est la méthode de moyennisation (Averaging Theory).
la 2ème méthode est basée sur l’intégrale de Poincaré Melnikov.
la 3ème méthode est basée sur l’intégrale Abélienne.
la 4ème est la méthode du facteur intégrant inverse.
la 5ème méthode est basée sur l’application de retour de Poincaré.

Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude des solutions périodiques des systèmes diffé-
rentiels dans R2 en appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre.
Cette thèse comporte une introduction générale et quatre chapitres.

• Le premier chapitre présente quelques rappels et notions préliminaires sur les sys-
tèmes différentiels ordinaires dans Rn.

• Le deuxième chapitre utilise la théorie de moyennisation du premier ordre pour
étudier le nombre des orbites périodiques d’un système différentiel.

• Le troisième chapitre est consacré à l’étude du nombre maximal de cycles limites
du système différentiel planaire en utilisant la théorie de moyennisation du premier
ordre,  ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sinm(θ))ψ(x, y),

où ε > 0 suffisamment petit, m est un entier arbitraire postif, ψ(x, y) est un poly-
nôme de degré n ≥ 1 et tan(θ) = y/x. On a déterminé une valeur supérieure pour
le nombre maximal de cycles limites dans les quatre cas où m et n sont pairs et
impairs

• Le quatrième chapitre étudie des solutions périodiques d’un centre pérturbé en uti-
lisant deux méthodes à savoir la théorie de moyennisation du premier ordre et la
méthode de Melnikov.
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Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales et principales pour
l’étude qualitative des systèmes dynamiques et des équations différentielles or-
dinaires.

Objectifs

Sommaire
1 Problème à valeur initiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2 Existence et unicité des solutions des problèmes à valeur initiale . . . . . . . . . . . 12
3 Stabilité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4 Systèmes différentiels polynomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
5 Système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
6 Notion du flot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
7 Théorie des systèmes différentiels non linéaires autonomes . . . . . . . . . . . . . . . 15

7.1 Point d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
7.2 Linéarisation des systèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
7.3 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systèmes linéaires . . . 16
7.4 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systèmes non linéaires 16
7.5 Stabilité des points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

8 Portrait de phase et cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
8.1 Plan et portrait de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
8.2 Orbite périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
8.3 Cycle limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

9 Stabilité des cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
10 Existence des cycles limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
11 Théorème de Decartes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
12 Quelques formules mathématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
13 Double factoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
14 Bifurcation de Hopf dans R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1 Problème à valeur initiale

Définition 1.1. Soient U un ouvert de R × Rd et f : U → Rd une fonction continue.
a) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation de la forme

ẋ(t) = f(t, x(t))

que l’on note brièvement
ẋ = f(t, x) où ẋ = dx

dt
(1.1)

b) Pour (t0, x0) donné, un problème à valeur initiale associé à l’équation (1.1) est donné
sous la forme

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0. (1.2)

c) La fonction x(t) est dite solution de l’équation (1.1) sur un intervalle I ⊂ R si elle est
définie et continûment dérivable sur I, si (t, x(t)) ∈ U pour tout t ∈ I et si x(t) satisfait
la relation (1.1) sur I.
d) Soit (t0, x0) ∈ U donné, la fonction x(t) est dite solution du problème à valeur initiale
(1.2) s’il existe un intervalle I contenant t0 tel que x(t) est une solution de l’équation
(1.1) sur I et vérifie x(t0) = x0.

2 Existence et unicité des solutions des pro-
blèmes à valeur initiale

Théorème 2.1. (Existence) Soit U un ouvert de R × Rd. Si f : U → Rd une fonction
continue alors pour tout (t0, x0) ∈ U , le problème (1.2) admet au moins une solution.

Définition 2.1. Soient U un ouvert de R×Rd et f = f(t, x) : U → Rd. f est localement
lipchitzienne en x si pour tout fermé et borné (compact) K dans U , il existe une constante
L > 0 telle que

|f(t, x1) − f(t, x2)| < L|x1 − x2|

pour tout (t, x1) et (t, x2) dans K.

Définition 2.2. Pour (t0, x0) ∈ U donné, une solution du problème à valeur initiale (1.2)
est dite unique si elle coïncide avec toute solution partout où elles sont toutes les deux
définies.

Théorème 2.2. (Unincité) Soit U un ouvert de R × Rd. Si f : U → Rd une fonction
continue et localement lipschitzienne en x, alors pour tout (t0, x0) ∈ U , le problème (1.2)
admet une solution unique.
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3 Stabilité de la solution

L’un des éléments clés de la théorie qualitative des équations différentielles est la sta-
bilité. Cette notion a été étudié par le mathématicien russe lyaponov (1857−1918),
qui a publié sa thèse sous le titre "Problème général de la stabilité du mouvement",
où il a donné une définiton très rigoureuse du problème de la stabilité du movement.
Soit le système différentiel

ẋ = f(t, x) (1.3)

avec la condition initiale x(0) = x0 et x ∈ Rn, t ∈ R. On suppose que f satisfait
les conditions du théorème d’existence et d’unicité des solutions.

Théorème 3.1. Une solution φ(t) du système (1.3) telle que φ(t0) = φ0 est dite stable
au sens de Lyapunov si : ∀ε > 0, ∃ δ > 0, telle que pour toute solution x(t) de (1.3) dont
la valeur initial x(t0) on a :

∥x(t0) − φ0∥ < δ ⇒ ∥x(t) − φ(t)∥ < ε,∀t ≥ t0.

Si en plus, on a :
lim

t→+∞
∥x(t) − φ(t)∥ = 0,

la solution φ(t) est dite asymptotiquement stable.

Remarque 3.1. Une solution qui n’est pas stable est dite instable.

4 Systèmes différentiels polynomiaux

Définition 4.1. On appelle un système différentiel polynomial dans Rn, un système de
la forme 

dx1

dt
(t) = f1(x1(t);x2(t); .......;xn(t))

dx2

dt
(t) = f2(x1(t);x2(t); .......;xn(t))

...
dxn

dt
(t) = fn(x1(t);x2(t); .......;xn(t))

(1.4)

où f1, f2, ....et fn sont des polynômes à coefficients réels. on dit aussi que (1.4) est un
système différentiel planaire polynômial. Le système (1.4) est de degré d où

d = max(degf1; degf2; ...; degfn).

Remarque 4.1. Si f1; f2; ...; fn ne dépendent pas de t explicitement, alors le système
(1.4) est dit autonome.
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5 Système dynamique

Définition 5.1. Un système dynamique sur Rnest une application µ : R×Rn → Rn telle
que
1. µ(., x) : Rn → Rn est continue.
2. µ(t, .) : R → Rn est continue.
3. µ(0, x) = x.

4. µ(t+ s, x) = µ(t, µ(s, x)) ∀t, s ∈ R et ∀x ∈ Rn.

Proposition 5.1. Les systèmes dynamiques sont engendrés par des systèmes différentiels.

Exemple 5.1. Soit le système différentiel

dx

dt
= Ax , x(0) = x0, (1.5)

où A est une matrice constante, x ∈ Rn. La solution de (1.5) est donnée par

x(t) = eAtx0.

Le système (1.5) engendre un système dynamique

µ : R+ × Rn → Rn

µ(t, x) = eAtx.

6 Notion du flot

Définition 6.1. Soit le système non linéaire

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (1.6)

avec la condition initiale x(0) = x0, x0 ∈ E, E est un sous ensemble ouvert de Rn et
f ∈ C1(E). Soit Φ(t, x0) la solution de (1.6). L’ensemble des applications Φt définit par

Φt(x0) = Φ(t, x0)

est appelé le flot du système différentielle (1.6).

Remarque 6.1. Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps t,
sinon il est dit non autonome.
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7 Théorie des systèmes différentiels non linéaires
autonomes

7.1 Point d’équilibre

Définition 7.1. On appelle point d’équilibre, point critique, point singulier ou point fixe
du système (1.6), tout point x0 ∈ Rn vérifiant

f(x0) = 0.

Remarque 7.1. Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

7.2 Linéarisation des systèmes

Les systèmes qui modélisent des phénomènes naturelles sont non linéaires. Afin d’étu-
dier le comportement des trajectoires de ces systèmes, on se ramène à l’étude de ces
systèmes linéarisés associés.

Définition 7.2. Considérons le système différentiel non linéaire (1.6). Le système

ẋ = Ax , x ∈ Rn (1.7)

où A = Df(x0) = ( ∂fi

∂xj

(x0)) (1 ≤ i, j ≤ n), est appelé système linéarisé associé au

système (1.6) en x0.

Remarque 7.2. La matrice A est dite matrice jacobienne associée au système (1.6).

Exemple 7.1. Soit le système 
·
x = x(2 − x− y),
·
y = x− y,

(1.8)

alors les points d’équilibre sont : (0, 0) et (1.1). Le système linéarisé est

A = Df(x) =
 2 − 2x− y −x

1 −1

 ,
donc

Df(0, 0) =
 2 0

1 −1

 ,
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et

Df(1, 1) =
 −1 −1

1 −1

 ,
les systèmes linéarisés du système (1.8) sont :
a) au point (0, 0) 

·
x = 2x,
·
y = x− y,

b) au point (1, 1) 
·
x = −x− y,
·
y = x− y.

Remarque 7.3. On utilise La linéarisation pour étudier la nature des points critiques.

Définition 7.3. On appelle point d’équilibre hyperbolique de (1.6) tout point d’équilibre
x0 tel qu’aucune des valeurs propres de la matrice A n’a une partie réelle nulle.

7.3 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des sys-
tèmes linéaires

Soit le système (1.7)

ẋ = Ax

où x ∈ Rn, A une matrice constante inversible, et λ1, ..., λn sont les valeurs propres de la
matrice A.

— Si les valeurs propres λ1, ..., λn sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution
x = x0 est appelée selle.

— Si les valeurs propres λ1, ..., λn sont réelles, non nulles et de même signe, la solution
x = x0 est appelée nœud.

— Si les valeurs propres λ1, ..., λn sont complexes conjuguées avec Im(λi) ̸= 0, i =
1, ..., n , la solution x = x0 est appelée foyer.

— Si les valeurs propres λ1, ..., λn sont complexes conjuguées avec Re(λi) = 0 et
Im(λi) ̸= 0, i = 1, ..., n ,la solution x = x0 est appelée centre.

7.4 Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des sys-
tèmes non linéaires

On considère le système non-linéaire autonôme

ẋ = f(x)
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où x = (x1, ..., xn) et f = (f1, ..., fn) et le système linéarisé associé

ẋ = Ax

le point d’équilibre x0 est appelé :

— Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelle
négatives.

— Source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelle
positives.

— Selle s’il est hyperbolique et si la matrice A = Df(x0) a au moins une valeur
propre avec la partie réelle négative et au moins une valeur propre avec la partie
réelle positive.

7.5 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité des solutions d’un système différentiel amène à connaître le
comportement des trajectoires voisines de ces solutions.

Théorème 7.1. Soit x0 un point critique pour le système (1.6).

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne Df(x0) ont des parties réelles
négatives, alors le point critique x0est asymptotiquement stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de Df(x0) avec une partie réelle positive,
alors le point critique x0 est instable.

3. Si Df(x0) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec
des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du point critique
x0.

Exemple 7.2. Soit le système linéaire

·
x = Ax,

où A =
 a11 a12

a21 a22

est une matrice constante inversible, et x = (x1, x2) ∈ R2. Soient

λ1et λ2 les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynôme caractéristique
suivant :

p(λ) = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11.a22 − a12.a21.

i) Si les valeurs propres λ1et λ2 sont réelles, non nulles :

1. Si λ1× λ2 < 0, alors le point critique x = x0 est un point selle, il est toujours
instable (voir Figure 1.1)
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2. Si λ1× λ2 > 0, on a trois cas :

— Si λ1 < λ2 < 0 , le point critique x = x0 est un noeud stable (voir Figure 1.2).

— Si 0 < λ1 < λ2 , le point critique x = x0 est un noeud instable (voir Figure 1.3).

— Si λ1 = λ2 = λ , le point critique x = x0 est un noeud propre, il est stable si λ < 0
(voir Figure 1.4) et instable si λ > 0 (voir Figure 1.5).

ii) Si les valeurs propres λ1et λ2 sont complexes conjuguées

λ1,2 = α± iβ,

1. Si α ̸= 0 on a:

— α < 0 est un foyer stable (voir Figure 1.6).

— α > 0 est un foyer instable (voir Figure 1.7).

2. Si α = 0, le point critique est un centre. Il est stable mais pas asymptotiquement
stable (voir Figure 1.8).

Figure 1.1 – (0,0) est un point selle.
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Figure 1.2 – (0,0) est noeud stable.

Figure 1.3 – (0,0) est un noeud instable.
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Figure 1.4 – (0,0) est un noeud propre stable.

Figure 1.5 – (0,0) est un noeud propre instable.
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Figure 1.6 – (0,0) est un foyer stable.

Figure 1.7 – (0,0) est un foyer instable.
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Figure 1.8 – (0,0) est un centre.

8 Portrait de phase et cycles limites

8.1 Plan et portrait de phase

Définition 8.1. Soit le système planaire ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y).

(1.9)

Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier,
pour les systèmes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables, Les
solutions (x(t), y(t)) du système (1.9) représentent dans le plan (x, y) des courbes appelées
orbites.

Définition 8.2. Les points critiques du système (1.9) sont des solutions constantes et
la figure complète des orbites de ce système ainsi que ces points critiques représentent le
portrait de phase et le plan (x ◦ y) est appelé le plan de phase.

8.2 Orbite périodique

Définition 8.3. On appelle orbite périodique toute trajectoire ϕ(t, x) de (1.9) telle qu’il
existe un nombre T > 0, vérifiant

Φ(t+ T, x) = Φ(t, x). (1.10)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.10) est appelé période.
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Proposition 8.1. Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

8.3 Cycle limite

Définition 8.4. Un cycle limite C du système (1.9) est une trajectoire (orbite périodique)
fermée isolée dans l’espace de phases, c’est à dire qu’il existe un voisinage de C dans lequel
il n’y a pas d’autres courbes fermées.

Définition 8.5. L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x du
cycle limite.

9 Stabilité des cycles limites

Théorème 9.1. C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit toutes les
trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s’enroulent en spirales autour de C
pour t → +∞ ou pour t → −∞.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont refoulées de C.

3. Le cycle limite est dit semi-stable, si les trajectoires voisines de C sont attirées
d’un coté et refoulées de l’autre coté.

Exemple 9.1. Soit le système ẋ = αx− y − αx(x2 + y2)
ẏ = x+ αy − αy(x2 + y2)

(1.11)

où α est un paramètre réel. En coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ, le système
précédent devient  ṙ = αr(1 − r2),

θ̇ = 1,

r = 1 correspond à l’orbite périodique est un cycle limite stable pour α > 0 et instable
pour α < 0.

1. Si α = 0 le système a une infinité de nombres des orbites périodiques et il n’y a pas
des cycles limites.

2. Prenons un exemple α = 3, le système devient ẋ = 3x− y − 3x(x2 + y2),
ẏ = x+ 3y − 3y(x2 + y2),
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la solution périodique est un cycle limite stable (voir Figure 1.9).
3. si α = −5, le système devient ẋ = −5x− y + 5x(x2 + y2),

ẏ = x− 5y + 5y(x2 + y2),

la solution périodique est un cycle limite instable (voir Figure 1.10).
4. si α = 0, le système devient  ẋ = −y,

ẏ = x,

le système a une infinité des orbites périodiques (voir Figure 1.11).

Figure 1.9 – Cycle limite stable.

Figure 1.10 – Cycle limite instable.
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Figure 1.11 – Orbites périodiques.

Remarque 9.1. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes différentiels
non linéaires.

Proposition 9.1. (Cycle limite hyperbolique) Supposons que le système (1.9) a une
orbite périodique (x(t), y(t)) de période T . Soit l’exposant caractéristique donné par

s =
T∫
0

(∂P
∂x

+ ∂Q

∂x
)(x(t), y(t))dt.

si s > 0 (respectivement s < 0), alors l’orbite périodique (x(t), y(t)) est un cycle limite
instable (respectivement stable). L’orbite périodique (x(t), y(t)) est dite un cycle limite
hyperbolique si s ̸= 0.

Exemple 9.2. Soit le système ẋ = −y + x(1 − x2 − y2),
ẏ = x+ y(1 − x2 − y2).

(1.12)

En coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ, le système précédent devient ṙ = r(1 − r2),
θ̇ = 1,

d’où
ṙ = 0 ⇔ r = 0 ou r = 1;

pour r = 1, on a
γ(t) = (cos(t), sin(t)),
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S =
2π∫
0

(∂P
∂x

+ ∂Q

∂x
)(cos(t), sin(t))dt,

=
2π∫
0

(1 − 3 cos2(t) − sin2(t)) + (1 − cos2(t) − 3 sin2(t))dt,

=
2π∫
0

(2 − 4 cos2(t) − 4 sin2(t))dt,

=
2π∫
0

− 2dt = −4π < 0.

Donc, le système (1.12) a un cycle limite hyperbolique γ(t) = (cos(t), sin(t)) qui est stable
(voir Figure 1.12).

Figure 1.12 – Cycle limite hyperbolique stable.

10 Existence des cycles limites

Nous présentons quelques résultats intéressants concernant l’existence et l’absence
des cycles limites.

Théorème 10.1. (Poincaré-Bendixson). Soit le système planaire suivant ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y).

(1.13)

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C1 sur E, où E est un sous ensemble
ouvert de R2, le système (1.13) a une orbite γ telle que l’orbite positive
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γ+(p) = {Φ(p, t), t ≥ 0}

passant par le point p est contenue dans un sous ensemble compact F de E. Alors on est
dans l’un des trois cas suivants :

— Soit γ+(p) tend vers un point d’équilibre.

— Soit γ+(p) tend vers une orbite périodique.

— Soit γ+(p) est une orbite périodique.

Si F ne contient pas de points critiques alors il existe une orbite périodique du système
(1.13).

Théorème 10.2. (Critère de Bendixson). Soit le système planaire ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y),

et soit F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2. Si la
divergence du champ de vecteur F (notée ∇F ) est non identiquement nulle et ne change
pas de signe dans E, alors ce système n’a aucune orbite fermée entièrement contenue dans
E.

Exemple 10.1. Considérons le système suivant ẋ = 2xy − 2y4 − x,

ẏ = x2 − y2 − x2y3.

Soit

F = (2xy − 2y4 − x, x2 − y2 − x2y3)T .

On calcule la divergence du champ de vecteur F, on obtient

divF = ∇F = ∂

∂x
(2xy − 2y4 − x) + ∂

∂y
(x2 − y2 − x2y3)

= 2y − 1 − 2y − 3x2y2 = −1 − 3x2y2 < 0.

D’où, d’après le critère de Bendixson ce système n’a aucun cycle limite dans R2.
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11 Théorème de Decartes

Théorème 11.1. Considérons le polynôme réel

p(r) = ai1r
i1 + ai2r

i2 + ...+ ainr
in ,

avec 0 ≤ i1 < i2 < ... < in et aij
̸= 0 sont des constantes réelles pour j ∈ (1, 2, ..., n).

Lorsque aij
aij+1 < 0, on dit que aij

et aij+1 ont une variation de signe. Si le nombre des
variations des signes est m, alors p(r) a au plus m racines réelles positives. De plus, il est
toujours possible de choisir les coefficients de p(r) de sorte que p(r) ait exactement n− 1
racines réelles positives.

12 Quelques formules mathématiques

Dans notre étude, nous allons utiliser les formules suivantes, [40].

∫ 2π

0
cosp(θ) sin2q(θ)dθ = (2q − 1)!!

(2q + p)(2q + p− 2)...(p+ 2)

∫ 2π

0
cosp(θ)dθ, (1.14)

p ∈ R \ {−2,−4, ...}, q ∈ N.

∫ 2π

0
cosp(θ) sin2q+1(θ)dθ = 0, (1.15)

p ∈ R \ {−1,−3, ...}, q ∈ N.

∫ 2π

0
cos2l(θ)dθ = (2l − 1)!!

2ll
2π, l > 0, (1.16)∫ 2π

0
cos2l+1(θ)dθ = 0, l ≥ 0, (1.17)

13 Double factoriels

n!! = 2n
2 ( 2
π

) 1
4 − 1

4 cos(nπ)(n2 )!
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14 Bifurcation de Hopf dans R2

L’étude mathématique et physique de certaines caractéristiques du système dyna-
mique est connue sous le nom de théorie de la bifurcation. Poincaré a introduit
cette théorie pour expliquer comment les points d’équilibre d’une famille de sys-
tèmes changent avec le temps. Une bifurcation intervient lorsqu’un petit change-
ment d’un paramètre physique produit un changement majeur dans l’organisation
du système. Ceci implique que la bifurcation de Hopf est pour les systèmes de
dimension n ⩾ 2. Pour une étude générale sur les bifurcations de Hopf et leurs
applications voir [13],[14], [15], [21], [37].
Le théorème de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet de démontrer plus aisé-
ment l’existence de solutions périodiques. Le théorème de P-A-H est applicable en
dimension supérieure à deux contrairement au théorème de Poincaré-Bendixson qui
n’est valable que dans le plan.

Théorème 14.1. Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) Soit le système dynamique
suivant 

·
x = fµ(x, y),
·
y = gµ(x, y),

où µ est un paramètre. Supposons que le système admet un point d’équilibre (x0(µ), y0(µ)).
Soit A(x0(µ), y0(µ)) la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre. Supposons que les
valeurs propres de la matrice Jacobienne sont complexes conjuguées et s’écrivent sous la
formeλ(µ), λ(µ) = α(µ) ± iβ(µ) avec α(µ) la partie réelle et β(µ) la partie imaginaire.
Supposons que pour une certaine valeur de µ : µ = µ0 , les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. α(µ0) = 0, β(µ0) = ω ̸= 0 où sgn(ω) = sgn[(∂gµ/∂x)|µ=µ0(x0, y0)].
( Condition non-hyperbolicité ).

2. dα(µ)
dµ

|µ=µ0 = d ̸= 0. ( Condition de tranversalité ).

3. a ̸= 0
a = 1

16(fxxx+fxyy +gxxy +gyyy)+ 1
16ω

(fxy(fxx+fyy)−gxy(gxx+gyy)−fxxgxx+fyygyy).
avec fxy = (∂2fµ/∂x∂y)|µ=µ0(x0, y0). ( Condition de généricité ).
Alors

— Il y a une seule orbite périodique qui bifurque de l’origine pour µ > µ0 si ad < 0 ou
µ < µ0 si ad > 0.

— Le point d’équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ0 ( respectivement µ < µ0) et
instable pour µ < µ0 ( respectivement µ > µ0) si d < 0 ( respectivement d > 0).
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— La solution périodique est stable ( respectivement instable) si le point d’équilibre est
instable (respectivement stable ), du côté µ = µ0 où les solutions périodiques existent.

— L’amplitude de orbite periodique
√

|µ− µ0| .

— La période de l’orbite périodique est T = 2π
|ω|

.

— La bifurcation est applée super-critique si la solution périodique de la bifurcation est
stable et sous-critique si la solution périodique de la bifurcation est instable.

Remarque 14.1. Il existe trois cas de bifurcations de Hopf possibles :
I Bifurcation de Hopf dégénérée : Si une des conditions du théorème de la Bifurcation de
Hopf n’est pas satisfaite, on peut avoir bifurcation de solution périodiques, on dit que la
bifurcation est dégénérée.
II Bifurcation de Hopf super-critique :
• La bifurcation est dite super-critique si l’orbite périodique est stable.
• Si a < 0 alors la bifurcation est super-critique ce qui signifie que l’orbite périodique est
stable.
III Bifurcation de Hopf sous-critique :
• Elle est sous-critique si l’orbite périodique est instable.
• Si a > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signifie que l’orbite périodique est
instable.

Remarque 14.2. Pour une bifurcation super-critique ou sous-critique, le point d’équilibre
(x(µ0), y(µ0)) est un foyer. Quand µ0 est une valeur telle que α(µ0) = 0 et β(µ0) ̸= 0, le
point d’équilibre (x(µ0), y(µ0)) correspond à un centre.

Exemple 14.1. Considérons l’équation de Van Der Pol

··
x− (µ− x2) ·

x+ x = 0. (1.18)

On pose :
·
x = y.

L’équation devient un système du premier ordre
·
x = y,
·
y = −x+ ( µ− x2)y,

(1.19)

♢ Calculer les points critiques du système (1.19) : y = 0
−x+ ( µ− x2)y = 0
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donc on a un unique point critique : (x0, y0) = (0, 0) qui est l’origine.
♢ Le système linéarisé en (0, 0)est

·
x = y,
·
y = −x+ µy.

♢ Calculons les valeurs propres du système (1.19) :

p(λ) =

∣∣∣∣∣∣ −λ 1
−1 µ− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − µλ+ 1 = 0,

∆ = µ2 − 4 < 0 si µ ∈ ]−2, 2[ ,
∆ = i2(4 − µ2).

Alors les valeurs propres sont :

λ(µ) = µ

2 + i

√
4 − µ2

2 ,

λ(µ) = µ

2 − i

√
4 − µ2

2

où

α(µ) = µ

2 , β(µ) = ±
√

4 − µ2

2 .

Vérifions les conditions du théorème de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)

1)

α(µ0) = 0 ⇒ µ

2 = 0 ⇒ µ0 = 0,

sgn(ω) = sgn[(∂gµ

∂x
)|µ=µ0(x0, y0)]

= sgn[∂(−x+ ( µ− x2)y)
∂x

|µ=0(0, 0)]

= −1 ⇒ β(µ0) = −1 = ω ̸= 0

2)

dα(µ)
dµ

|µ=0 = 1
2 = d ̸= 0.
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3)

a = 1
16(fxxx+fxyy+gxxy+gyyy)+ 1

16ω (fxy(fxx+fyy)−gxy(gxx+gyy)−fxxgxx+fyygyy).

fxxx = ∂3f

∂x3 |µ=0(0, 0) = 0 , fxyy = ∂3f

∂x∂y2 |µ=0(0, 0) = 0 ,

gxxy = ∂3g

∂x2∂y
|µ=0(0, 0) = −2 , gyyy = ∂3g

∂y3 |µ=0(0, 0) = 0 ,

fxy = ∂2f

∂x∂y
|µ=0(0, 0) = 0 , fxx = ∂2f

∂x2 |µ=0(0, 0) = 0 ,

fyy = ∂2f

∂y2 |µ=0(0, 0) = 0, gxy = ∂2g

∂x∂y
|µ=0(0, 0) = 0 ,

gxx = ∂2g

∂x2 |µ=0(0, 0) = 0 , gyy = ∂2g

∂y2 |µ=0(0, 0) = 0,

On remplace dans a on obtient :

a = −1
8 .

— Puisque

ad < 0

donc, il y a une solution périodique qui bifurque de l’origine (0, 0) pour µ > 0.

— Puisque d = 1
2 > 0 donc

♢ si µ < 0 (c’est à dire µ ∈ ]−2, 0[), le point d’équilibre (0, 0) est un foyer stable
(voir Figure 1.14).
♢ si µ > 0 ( c’est à dire µ ∈ ]0, 2[),le point d’équilibre est un foyer instable (voir
Figure 1.13).

— La solution périodique pour µ > 0 est stable.

— L’amplitude du cycle limite est
√

|µ| de période 2π
|ω| = 2π, le cycle limite est stable,

donc la bifurcation est super-critique ( ou puis que a = −1
8 < 0 alors la bifurcation

est super-critique ce qui signifie que l’orbite périodique est stable).
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Figure 1.13 – Portrait de phase pour µ = 1.

Figure 1.14 – Portrait de phase pour µ = −0.5.
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Chapitre 2
Théorie de moyennisation

L’une des théories perturbatives les plus importantes actuellement utilisées
pour étudier les cycles limites des systèmes dynamiques est la théorie de moyen-
nisation. Cette méthode donne une relation quantitative entre les solutions d’un
système différentiel périodique non autonome et celle de son système différentiel
moyenné lequel est autonome. Cette méthode a une longue histoire qui com-
mence avec les travaux classiques de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont fourni
une justification intuitive de la méthode. Puis, Fatou qui en 1928 fit la première
formalisation de cette théorie. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov
en 1937 [6],[5] et Bogoliubov et Mitropolskii [7] (1961). Elle a été ensuite dé-
veloppée par Verhulst [39] (1991), Marsden et McCracken [26] (1976), Sanders
et Verhulst [36] (1985), Malkin [25] (1956) et Roseau [32] (1966), Llibre et
Buica [9] (2004). Grâce à cette méthode, nous avons réduit le problème difficile
des équations différentielles à la recherche des racines positives d’un système
algébrique non linéaire.

Objectifs

Sommaire
1 Théorème de moyennisation du premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2 Théorème de moyennisation du premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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1 Théorème de moyennisation du premier ordre

Considérons le système différentiel à valeur initiale suivant

ẋ(t) = εF (t, x) + ε2G(t, x, ε), x(0) = x0, (2.1)

où x ∈ D ⊂ Rn, D un domaine borné et t ≥ 0. On suppose que F (t, x) et G(t, x, ε)
sont des fonctions T−périodiques en t. Le système moyenné associé au système
(2.1) est défini par :

ẏ(t) = εf 0(y), y(0) = x0, (2.2)

où

f 0(y) = 1
T

T∫
0

F (s, y)ds. (2.3)

Le théorème suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du
système moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du système (2.1).

Théorème 1.1. [36] Considérons le système (2.1) et supposons que :

(a) Les fonctions vectorielles F, G, DxF, D
2
xF et DxG sont continues et bornées

par une constante M indépendante de ε dans [0,+∞)×D, avec −ε0 < ε < ε0.

(b) Les fonctions F et G sont T−périodiques en t, avec T indépendante de ε.
Alors on a :

1. Si le point p ∈ D est un point d’équilibre pour le système moyenné (2.2) telle
que

det
(
Dxf

0(p
)
) ̸= 0,

alors pour |ε| ≠ 0 suffisamment petit, il existe une solution T−périodique xε(t)
du système (2.1) telle que xε(t) → p quand ε → 0.

2. Si le point d’équilibre y = p du système moyenné (2.2) est hyperbolique, alors
pour ε > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante xε(t) du
système (2.1) est unique, hyperbolique et de même stabilité que p.

Exemple 1.1. Soit l’équation de Van Der Pol :

ẍ+ x = ε(1 − x2)ẋ. (2.4)
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Chapitre 2. Théorie de moyennisation

L’équation (2.4) peut s’écrire sous la forme d’un système différentiel suivant ẋ = y,

ẏ = −x+ ε(1 − x2)y.
(2.5)

Le système non perturbé du système différentiel (2.5) est : ẋ = y,

ẏ = −x,

les orbites de ce système sont des cercles dans le plan de phases (xoy). En coordonnées
polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ avec r > 0, le système perturbé (2.5) s’écrit sous
la forme 

ṙ = xẋ+ yẏ

r

θ̇ = xẏ − yẋ

r2

⇔

 ṙ = εr(1 − r2 cos2 θ) sin2 θ

θ̇ = −1 + ε(1 − r2 cos2 θ) sin θ cos θ.
(2.6)

En divisant ·
r par

·
θ, on trouve :

dr

dθ
= εr(1 − r2 cos2(θ)) sin2(θ)

−1 + ε cos(θ)(1 − r2 cos2(θ)) sin(θ)

on a :
1

1 − x
= 1 + x+ o(x2), puisque |x| < 1.

On pose
x = ε cos(θ)(1 − r2 cos2(θ)) sin(θ).

D’où :

dr

dθ
= εr(1 − r2 cos2(θ)) sin2(θ)(1 + ε cos(θ)(1 − r2 cos2(θ)) sin(θ) + o(x2))

= −ε[r(1 − r2 cos2(θ)) sin2(θ)] − ε2[r cos(θ)(1 − r2 cos2(θ)) sin3(θ)] + o(ε3),

donc le système (2.6) est équivalent à

dr

dθ
= −εr(1 − r2 cos2 θ) sin2 θ +O(ε2). (2.7)

On note que l’équation (2.7) est sous la forme standard (2.1) donc on peut appliquer la
théorie de moyennisation avec

x = r, t = θ, T = 2π et F (t, x) = F (θ, r) = −r(1 − r2 cos2 θ) sin2 θ.
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Remarquons que F est 2π−périodique en θ et d’après l’équation (2.3), on obtient

f 0(r) = 1
2π

2π∫
0

F (θ, r)dθ = 1
8r(r

2 − 4).

f 0(r) a une unique racine positive r = 2. Comme(
df 0

dr

)
(2) = 1 ̸= 0,

donc d’après le théorème 1.1 l’équation de Van Der Pol (2.4) a pour |ε| ≠ 0 suffisam-
ment petit, un cycle limite qui bifurque de l’orbite périodique du rayon 2 du système non

perturbé (2.5) avec ε = 0. De plus, comme
(
df 0

dr

)
(2) = 1 > 0, ce cycle limite est instable

(voir Figure 2.1), voir [17].

Figure 2.1 – Cycle limite instable pour ε = 0.001 .

Exemple 1.2. Soit le système de Liénard suivant : ẋ = y − ε(a1x+ ...+ anx
n)

ẏ = −x.
(2.8)

Pour ε suffisamment petit et an ̸= 0, le système (2.8) admet au plus
[
n− 1

2

]
cycles limites.

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve : ṙ = −εr(a1 cos2 θ + ...+ anr
n−1 cosn+1 θ)

θ̇ = −1 + ε sin θ(a1 cos θ + ...+ anr
n−1 cosn θ)
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Chapitre 2. Théorie de moyennisation

qui est équivalent à

dr

dθ
= εr(a1 cos2 θ + a2 cos3 θ + ...+ anr

n−1 cosn+1 θ)

+ε2r sin θ cos θ(a1 cos θ + ...+ anr
n−1 cosn θ)2 + o(ε3).

Le système différentiel précédent est sous la forme standart (2.1), ainsi on peut appliquer
la théorie de moyennisation décrite dans le théorème [1.1], on obtient

f 0(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (θ, r)dθ

= r

2π

∫ 2π

0
(a1 cos2 θ + a2 cos3 θ + ...+ anr

n−1 cosn+1 θ)dθ‘,

on a
dr

dθ
= εf 0(r). (2.9)

D’où

dr

dθ
= εr

2π

∫ 2π

0
(a1 cos2 θ + a2 cos3 θ + ...+ an−1r

n−2 cosn θ + anr
n−1 cosn+1 θ)dθ,

comme
∫ 2π

0 cosm θdθ = 0 si m est impair.

Donc

dr

dθ
= εr

2π (a1

∫ 2π

0
cos2 θdθ + a3r

2
∫ 2π

0
cos4 θdθ + ....

+an−1r
n−2

∫ 2π

0
cosn θdθ + anr

n−1
∫ 2π

0
cosn+1 θdθ).

Posons :
In+1 =

∫ 2π

0
cosn+1(θ)dθ

i) Si n est impair
dr

dθ
= εr

2π (a1I2 + a3r
2I4 + ...+ anr

n−1In+1).

On cherche les points d’équilibre de f 0(r), r > 0, on pose X = r2 ⇒ r = X
1
2

f 0(X) = 0 ⇒ (a1I2 + a3I4X + ...+ anIn+1X
n−1

2 ) = 0.

Ce polynôme possède au plus n− 1
2 racines positives car r > 0.

ii) Si n est pair
dr

dθ
= εr

2π (a1I2 + a3r
2I4 + ...+ anr

n−2In).
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On cherche les points d’équilibre de f 0(r), r > 0, on pose X = r2 ⇒ r = X
1
2

f 0(X) = 0 ⇒ (a1I2 + a3I4X + ...+ anIn+1X
n−2

2 ) = 0.

Ce polynôme possède au plus n− 2
2 racines positives car r > 0. Alors le système (2.8)

possède au plus
[
n− 1

2

]
cycles limites.

Remarque 1.1. Si f 0(y) = 1
T

T∫
0
F (s, y)ds = 0, on passe à la méthode de moyennisation

de deuxième ordre.

2 Théorème de moyennisation du premier ordre

Théorème 2.1. Considérons une équation différentielle non autonome de la forme

dr

dθ
= χ(r, θ) = εF (r, θ) + ε2R(r, θ, ε), (2.10)

où r ∈ R, θ ∈ S1 = R/(2πZ) et F : D × S1 → R2, R : D × S1 × (−ε0, ε0) → R2

sont deux fonctions de classe C2, 2π−périodique en θ et D est un intervalle ouvert
de R. La fonction moyennée f : D → R associé au système (2.10) est défini par

f(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ.

Nous avons appelé cela si r(r0, θ) est la solution du champ vectoriel χ(r, θ) tel que
r(r0, 0) = r0, ensuite nous avons

r(r0, 2π) − r0 = εf(r) +O(ε2).

Donc pour ε > 0 suffisamment petit, les zéros simples de la fonction moyennée f(r)
fournissent des cycles limites du champ vectoriel χ(r, θ). voir [9], [24].
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Chapitre 3
Sur le nombre maximum de cycles limites
d’un système différentiel planaire

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre,
nous étudions le nombre maximal de cycles limites du système différentiel pla-
naire suivant : {

ẋ = y,
ẏ = −x− ε(1 + sinm(θ))ψ(x, y), (3.1)

où ε > 0 est un petit paramètre, m est un entier arbitraire positif, ψ(x, y) est
un polynôme de degré n ≥ 1 et tan(θ) = y

x
.

Objectifs

Sommaire
1 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2 Preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3 Applications et simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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1 Résultats principaux

La contribution principale de ce travail est résumée dans le théorème suivant.

Théorème 1.1. Supposons que f(x) la fonction moyennée du premier ordre est non
nulle et que ε > 0 est suffisamment petit. Le nombre maximum de cycles limites
bifurquant à partir des solutions périodiques du centre est au plus

a) n− 1, si m est impair et n est pair.

b) n, si m et n sont impairs.

c) (n− 2)/2, si m et n sont pairs.

d) (n− 1)/2, si m est pair et n est impair.

Remarque 1.1. Lorsque m = 0, le système (3.1 )devient ẋ = y,

ẏ = −x− εPn(x, y).

D’après le théorème 1.1, pour le système (3.1 ), Le nombre maximum de cycles
limites bifurquant à partir des solutions périodiques du centre est au plus (n− 1)/2
ou (n− 2)/2, lorsque n est pair ou impair, respectivement.

2 Preuve

Supposons que le polynôme ψ(x, y) =
n∑

i+j=0
aijx

iyj. En effectuant le changement de

variable, (x, y) → (r, θ), où x = r cos(θ), y = r sin(θ), avec r > 0, le système (3.1) en
coordonnées polaires (r, θ) s’écrit


ṙ = −ε

n∑
i+j=0

Rij(θ)ri+j,

θ̇ = −1 − ε
n∑

i+j=0
Θij(θ)ri+j−1,

où  Rij(θ) = aij(cosi(θ) sinj+1(θ) + cosi(θ) sinm+j+1(θ),
Θij(θ) = aij(cosi+1(θ) sinj(θ) + cosi+1(θ) sinm+j(θ).

En prenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système différentiel précédent
devient

dr

dθ
= ε

n∑
i+j=0

Rij(θ)ri+j +O(ε2) = εF (r, θ) +O(ε2). (3.2)

Notons que cette équation différentielle s’écrit sous la forme standard (2.10) ce qui nous
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Chapitre 3. Sur le nombre maximum de cycles limites d’un système différentiel planaire

permet d’appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre. Par conséquent, nous
considérons quatre cas afin d’étudier la fonction moyennée associée à l’équation différen-
tielle (3.2).

Cas (a) Si m est impair et n est pair, on a

f1(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

aijr
i+j(cosi(θ) sinj+1(θ) + cosi(θ) sinj+m+1(θ))dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi(θ) sinj+1(θ)

+
n∑

i+j=0
aijr

i+j cosi(θ) sinj+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+2p−1=0

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n∑

i+2p=0
ai,2pr

i+2p cosi(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n+1∑
i+2p=2

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n∑

i+2p=0
ai,2pr

i+2p cosi(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n∑

2l+2p=0
a2l,2pr

2l+2p cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n∑

2l+2p=0
a2l,2pr

2l+2p cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ
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= 1
2π

n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p(θ)dθ

+ 1
2π

n
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p
∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)dθ.

En utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

f1(r) = 1
2π

n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1 ×
[

(2p− 1)!!
(2p+ 2l)(2p+ 2l − 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2ll!

]

+ 1
2π

n
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p

×
[

(2p+m+ 1 − 1)!!
(2p+ 2l +m+ 1)(2p+ 2l +m+ 1 − 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2l(l)!

]

=
n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
[

(2p− 1)!!(2l − 1)!!
2(p+ l)2(p+ l − 1)...2(l + 1)2l(l)!

]

+
n
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p

[
(2p+m)!!(2l − 1)!!

(2p+ 2l +m+ 1)(2p+ 2l +m− 1)...(2l + 2)2l(l)!

]

=
n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
[

(2p− 1)!!(2l − 1)!!
2p+l(l)!(p+ l)(p+ l − 1)...(l + 1)

]

+
n
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p

[
(2l − 1)!!(2p+m)!!

2l(l)!(2p+ 2l +m+ 1)(2p+ 2l +m− 1)...(2l + 2)

]

=
n∑

k=0
Akr

k. (3.3)

Cas (b) Si m et n sont impairs, on a

f2(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

aijr
i+j(cosi(θ) sinj+1(θ) + cosi(θ) sinj+m+1(θ))dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi(θ) sinj+1(θ)

+
n∑

i+j=0
aijr

i+j cosi(θ) sinj+m+1(θ)
 dθ
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= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+2p−1=0

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n∑

i+2p=0
ai,2pr

i+2p cosi(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n+1∑
i+2p=2

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n∑

i+2p=0
ai,2pr

i+2p cosi(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n+1∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n+1∑

2l+2p=0
a2l,2pr

2l+2p cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0


n+1

2∑
l+p=1

a2l,2p−1r
2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n+1

2∑
l+p=0

a2l,2pr
2l+2p cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)

 dθ
= 1

2π

n+1
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p(θ)dθ

+ 1
2π

n+1
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p
∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p+m+1(θ)dθ.

Ainsi, En utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

f2(r) = 1
2π

n+1
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1 ×
[

(2p− 1)!!
(2p+ 2l)(2p+ 2l − 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2ll!

]

+ 1
2π

n+1
2∑

l+p=0
a2l,2pr

2l+2p

×
[

(m+ 2p+ 1 − 1)!!
(2p+ 2l +m+ 1)(2p+ 2l +m+ 1 − 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2l(l)!

]

=
n+1

2∑
l+p=1

a2l,2p−1r
2l+2p−1

[
(2p− 1)!!(2l − 1)!!

2(p+ l)2(p+ l − 1)...2(l + 1)2l(l)!

]
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+
n+1

2∑
l+p=0

a2l,2pr
2l+2p

[
(2p+m)!!(2l − 1)!!

(2p+ 2l +m+ 1)(2p+ 2l +m− 1)...(2l + 2)2l(l)!

]

=
n+1

2∑
l+p=1

a2l,2p−1r
2l+2p−1

[
(2p− 1)!!(2l − 1)!!

2p+l(l)!(p+ l)(p+ l − 1)...(l + 1)

]

+
n+1

2∑
l+p=0

a2l,2pr
2l+2p

[
(2p+m)!!(2l − 1)!!

2l(l)!(2p+ 2l +m+ 1)(2p+ 2l +m− 1)...(2l + 2)

]

=
n+1∑
k=0

Bkr
k. (3.4)

Cas (c) Si m et n sont pairs, on a

f3(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

aijr
i+j(cosi(θ) sinj+1(θ) + cosi(θ) sinj+m+1(θ))dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi(θ) sinj+1(θ)

+
n∑

i+j=0
aijr

i+j cosi(θ) sinj+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+2p−1=0

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n∑

i+2p−1=0
ai,2p−1r

i+2p−1 cosi(θ) sin2p+m(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n+1∑
i+2p=2

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n+1∑

i+2p=2
ai,2p−1r

i+2p−1 cosi(θ) sin2p+m(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n∑

2l+2p=2
a2l,2p−1r

2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p+m(θ)
 dθ

= 1
2π

n∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1×

×
[∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p(θ) +

∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p+m(θ)

]
dθ
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= 1
2π

n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1×

×
[∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p(θ) +

∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p+m(θ)

]
dθ.

Ainsi, en utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

f3(r) = 1
2π

n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
[

(2p− 1)!!
(2p+ 2l)(2p+ 2l − 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2ll!

+ (m+ 2p− 1)!!
(2p+ 2l +m)(2p+ 2l +m− 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2l(l)!

]

=
n
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
[

(2p− 1)!!(2l − 1)!!
2l+p(l)!(p+ l)(p+ l − 1)...(l + 1)

+ (2p+m− 1)!!(2l − 1)!!
2l(l)!(2p+ 2l +m)(2p+ 2l +m− 2)...(2l + 2)

]

=
n
2∑

k=1
Ckr

2k−1. (3.5)

Cas (d) Si m est pair et n impair, on a

f4(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

aijr
i+j(cosi(θ) sinj+1(θ) + cosi(θ) sinj+m+1(θ))dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi(θ) sinj+1(θ)

+
n∑

i+j=0
aijr

i+j cosi(θ) sinj+m+1(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+2p−1=0

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n∑

i+2p−1=0
ai,2p−1r

i+2p−1 cosi(θ) sin2p+m(θ)
 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n+1∑
i+2p=2

ai,2p−1r
i+2p−1 cosi(θ) sin2p(θ)

+
n+1∑

i+2p=2
ai,2p−1r

i+2p−1 cosi(θ) sin2p+m(θ)
 dθ
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= 1
2π

∫ 2π

0

 n+1∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p(θ)

+
n+1∑

2l+2p=2
a2l,2p−1r

2l+2p−1 cos2l(θ) sin2p+m(θ)
 dθ

= 1
2π

n+1∑
2l+2p=2

a2l,2p−1r
2l+2p−1×

×
[∫ 2π

0
sin2p(θ) cos2l(θ) +

∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p+m(θ)

]
dθ

= 1
2π

n+1
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1×

×
[∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p(θ) +

∫ 2π

0
cos2l(θ) sin2p+m(θ)

]
dθ.

Ainsi, en utilisant les formules (1.14), (1.16) et (1.17), on obtient

f4(r) = 1
2π

n+1
2∑

l+p=1
a2l,2p−1r

2l+2p−1
[

(2p− 1)!!
(2p+ 2l)(2p+ 2l − 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2ll!

+ (2p+m− 1)!!
(2p+ 2l +m)(2p+ 2l +m− 2)...(2l + 2)

(2l − 1)!!2π
2l(l)!

]

=
n+1

2∑
l+p=1

a2l,2p−1r
2l+2p−1

[
(2p− 1)!!(2l − 1)!!

2l+p(l)!(p+ l)(p+ l − 1)...(l + 1)

+ (2l − 1)!!(2p+m− 1)!!
2l(l)!(2p+ 2l +m)(2p+ 2l +m− 2)...(2l + 2)

]

=
n+1

2∑
k=1

Dkr
2k−1. (3.6)

D’après les expressions de Ak, Bk, Ck et Dk dans (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6) respecti-
vement, on obtient
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J1 = ∂(A1, A2, ..., An)
∂(a0,1, a0,2, ..., a0,n)

=



1
2 0 · · · 0 0
0 (m+2)!!

(m+3)!! · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · (n−1)!!

2
n
2 ( n

2 )!!
0

0 0 · · · 0 (m+n)!!
(m+n+1)!!


,

J2 = ∂(B1, B2, ..., Bn)
∂(a0,1, a0,2, ..., a0,n)

=



1
2 0 · · · 0 0
0 (m+2)!!

(m+3)!! · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · n!!

2
n+1

2 ( n+1
2 )!!

0

0 0 · · · 0 (m+n+1)!!
(m+n+2)!!


,

J3 = ∂(C1, C3, ..., Cn−1)
∂(a0,1, a0,3, ..., a0,n−1)

=


1
2 + (m+1)!!

(m+2)!! · · · 0
... . . . ...
0 · · · (n−1)!!

2
n
2 ( n

2 )!!
+ (m+n−1)!!

(m+n)!!

 ,

J4 = ∂(D1, D3, ..., Dn)
∂(a0,1, a0,3, ..., a0,n)

=


1
2 + (m+1)!!

(m+2)!! · · · 0
... . . . ...
0 · · · n!!

2
n+1

2 ( n+1
2 )!!

+ (m+n)!!
(m+n+1)!!

 .

Ce qui montre bien que det(J1) ̸= 0, det(J2) ̸= 0, det(J3) ̸= 0 et det(J4) ̸= 0. Par
conséquent, les familles {Ak}, {Bk}, {Ck} et {Dk} sont indépendantes. Ainsi, à partir
de (3.3) et (3.4), la fonction moyennée f(r) est générée par une combinaison linéaire
de fonctions dans l’ensemble S1 = {r, r2, ..., rl}, avec l ∈ {n, n + 1}. En utilisant le
théorème de Descartes, il s’ensuit que f(r) peut avoir au plus n−1 racines positives
si m est impair et n est pair, ou au plus n lorsque n et m ont des nombres impairs.
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Donc, d’après le théorème 1.1 , pour ε > 0 suffisamment petit, le système différentiel
(3.1) peut avoir au plus n − 1 ou n cycles limites. De manière similaire, à partir
de (3.5) et (3.6), f(r) est engendré par une combinaison linéaire de fonctions en
S2 = {r, r3, ..., r2l−1}, avec l ∈ {n/2, (n + 1)/2}. Pour ε > 0 suffisamment petit, le
système différentiel (3.1) peut avoir au plus (n − 2)/2 ou (n − 1)/2 cycles limites
si m et n sont pairs ou m est pair et n est impair, respectivement. Ceci achève la
preuve du théorème 1.1.

3 Applications et simulations

Dans cette section, quatre exemples numériques sont présentés afin d’interpréter
nos résultats.

Exemple 3.1. Considérons le système différentiel ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sin3(θ))(y − x2).
(3.7)

En coordonnées polaires,  x = r cos(θ),
y = r sin(θ),

avec 
ṙ = xẋ+ yẏ

r
,

θ̇ = xẏ − yẋ

r2 ,

système (3.7) devient ṙ = −rε sin(θ)(1 + sin3(θ))(sin(θ) − r cos2(θ))
θ̇ = −1 − ε cos(θ)(1 + sin3(θ))(sin(θ) − r cos2(θ)).

En prenant θ comme nouvelle variable indépendante,

dr

dθ
= dr

dt

dt

dθ
,

on obtient l’équation suivante

dr

dθ
= rε sin(θ)(1 + sin3(θ))(sin(θ) − r cos2(θ)).

On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

dθ
= εF (r, θ) +O(ε2),
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où F (r, θ) est donné par

F (r, θ) = r sin(θ)(1 + sin3(θ))(sin(θ) − r cos2(θ)).

La fonction moyennée est calculée comme suit

f1(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
r sin(θ)(1 + sin3(θ))(sin(θ) − r cos2(θ))dθ

= 1
2π

[∫ 2π

0
r sin2(θ)dθ −

∫ 2π

0
r2 cos2(θ) sin(θ)dθ

+
∫ 2π

0
r sin5(θ)dθ −

∫ 2π

0
r2 cos2(θ) sin4(θ)dθ

]
= 1

2π

[
rπ − r2π

8

]
= 1

16
[
8r − r2

]
,

qui n’a qu’une racine positive, r∗ = 8. Comme

df1(r)
dr

= 1
16[8 − 2r],

on obtient
df1(8)
dr

= −1
2 ̸= 0.

Puisque m = 3 et n = 2, d’après le théorème 1.1 (a), le système (3.7) peut avoir au plus
un cycle limite, et cela apparaît clairement sur la figure (3.1) .

Exemple 3.2. Considérons le système différentiel ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sin3(θ))(y3 − x2).
(3.8)

Le système (3.8) en coordonnées polaires, devient ṙ = −rε sin(θ)(1 + sin3(θ))(r2 sin3(θ) − r cos2(θ))
θ̇ = −1 − ε cos(θ)(1 + sin3(θ))(r2 sin3(θ) − r cos2(θ)).

En prenant θ comme variable indépendante, on obtient l’équation suivante

dr

dθ
= rε sin(θ)(1 + sin3(θ))(r2 sin3(θ) − r cos2(θ)).
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On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

dθ
= εF (r, θ) +O(ε2),

où F (r, θ) est donné par

F (r, θ) = r sin(θ)(1 + sin3(θ))(r2 sin3(θ) − r cos2(θ)).

La fonction moyennée est calculée comme suit

f2(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
r sin(θ)(1 + sin3(θ))(r2 sin3(θ) − r cos2(θ))dθ

= 1
2π

[∫ 2π

0
r3 sin4(θ)dθ −

∫ 2π

0
r2 cos2(θ) sin(θ)dθ

+
∫ 2π

0
r3 sin7(θ)dθ −

∫ 2π

0
r2 cos2(θ) sin4(θ)dθ

]
= r

2π

[3π
4 − π

8 r
]

= 1
16r

2[6r − 1],

qui a une racine positive unique, r∗ = 1
6 . Comme

df2(r)
dr

= 1
8r[6r − 1] + 3

8r
2,

on a
df2(1

6)
dr

= 1
96 ̸= 0.

Puisque m = 3 et n = 3, d’après le théorème 1.1 (b), le système (3.8) peut avoir au plus
trois cycles limites, voir Figure (3.2).

Exemple 3.3. Considérons le système différentiel ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sin2(θ))(y − x2).
(3.9)

En coordonnées polaires, le système (3.9) devient ṙ = −rε sin(θ)(1 + sin2(θ))(sin(θ) − r cos2(θ))
θ̇ = −1 − ε cos(θ)(1 + sin2(θ))(sin(θ) − r cos2(θ)).
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En prenant θ comme variable indépendante, on obtient l’équation suivante

dr

dθ
= rε sin(θ)(1 + sin2(θ))(sin(θ) − r cos2(θ)).

On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

dθ
= εF (r, θ) +O(ε2),

où F (r, θ) est donné par

F (r, θ) = r sin(θ)(1 + sin2(θ))(sin(θ) − r cos2(θ)),

La fonction moyennée est calculée comme suit

f3(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
r sin(θ)(1 + sin2(θ))(sin(θ) − r cos2(θ))dθ

= 1
2π

[∫ 2π

0
r sin2(θ)dθ −

∫ 2π

0
r2 cos2(θ) sin(θ)dθ

+
∫ 2π

0
r sin4(θ)dθ −

∫ 2π

0
r2 cos2(θ) sin3(θ)dθ

]
= 1

2π

[
r

7π
4

]
= 7

8r.

f3(r) n’a pas de racine positive, ce qui implique qu’il n’y a pas de cycle limite, ce qui est
confirmé par le théorème 1.1 (c), puisque m=2 et n=2, voir figure (3.3).

Exemple 3.4. Considérons le système différentiel ẋ = y,

ẏ = −x− ε(1 + sin2(θ))(y3 − x2y3).
(3.10)

Le système (3.10) en coordonnées polaires, devient

ṙ = −ε(r5 sin4(θ) cos4(θ) − 2r5 cos2(θ) sin4(θ) − r3 sin4(θ) cos2(θ) + 2r3 sin4(θ))
θ̇ = −1 − ε sin(θ)(−2r4 cos3(θ) + 2r2 cos(θ) − 3r2 cos3(θ) − r4 cos7(θ)+

+r2 cos5(θ) + 3r4 cos5(θ)).

En prenant θ comme variable indépendante, on obtient l’équation suivante

dr

dθ
= ε(r5 sin4(θ) cos4(θ) − 2r5 cos2(θ) sin4(θ) − r3 cos2(θ) sin4(θ) + 2r3 sin4(θ)).
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On retrouve donc la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre

dr

dθ
= εF (r, θ) +O(ε2),

où F (r, θ) est donné par

F (r, θ) = r5 sin4(θ) cos4(θ) − 2r5 cos2(θ) sin4(θ) − r3 cos2(θ) sin4(θ) + 2r3 sin4(θ),

La fonction moyennée est calculée comme suit

f4(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= 1
2π

∫ 2π

0
(r5 sin4(θ) cos4(θ) − 2r5 cos2(θ) sin4(θ) − r3 cos2(θ) sin4(θ) + 2r3 sin4(θ))dθ

= − 1
128r

3
[
13r2 − 88

]
qui a un unique zéro strictement positif, r∗ = 2

13

√
286 . Depuis

df4(r)
dr

= − 3
128r

2
[
13r2 − 88

]
− 13

64r
4,

on obtient
df4(r∗)
dr

= −121
13 ̸= 0.

Puisque m = 2 et n = 5, d’après le théorème 1.1 (d), le système (3.10) peut avoir au plus
deux cycles limites, voir figure (3.4).

Figure 3.1 – Cycle limite de rayon 8 pour le système (3.7) lorsque ε = 0.01.
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Figure 3.2 – Cycle limite de rayon 1
6 ≃ 0.17 pour le système (3.7) lorsque ε = 0.01.

Figure 3.3 – Pas de cycle limite.
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Figure 3.4 – Cycle limite de rayon 2
13

√
286 ≃ 2.6 pour le système (3.7) lorsque ε = 0.01.

55



Chapitre 4
Solutions périodiques d’un système
différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

Dans ce chapitre, nous étudierons le nombre maximum de cycles limites d’un
système différentiel perturbé par rapport à ses paramètres qui apparaissent dans
le système notamment sur le degré du polynôme. Pour cela nous allons utiliser
deux méthodes à savoir la théorie de moyennisation du premier ordre et celle
de Melnikov sur le même système pour donner une borne supérieure pour le
nombre de solutions périodiques qui peuvent bifurquer à partir du centre avec
ε = 0. Enfin, nous présentons quelques exemples numériques afin d’illustrer les
résultats théoriques donnés par la théorie de moyennisation et celle de Melnikov. ẋ = y + ε(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijx
iyj,

ẏ = −x,
(4.1)

où ε > 0 est suffisamment petit, m est un entier arbitraire positif et tan(θ) = y

x
.

Objectifs
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1 Résultats principaux

Nos contributions principales seront présentées dans les théorèmes suivants.

Théorème 1.1. Supposons que f(r) la fonction moyennée du premier ordre est non
nulle et ε > 0 suffisamment petit. Le nombre maximum de cycles limites bifurquant
à partir des solutions périodiques du centre est au plus :
a) n−2

2 , si n et m sont pairs.
b) n−1

2 , si n est impair et m est pair.
c) n− 1, si n et m sont impairs.
d) n− 1, si n est pair et m est impair.

Théorème 1.2. Supposons que la fonction de Melnikov est non nulle et ε > 0
suffisamment petit. Le nombre maximum de cycles limites bifurquant à partir de
solutions périodiques d’un centre est au plus :
a) n−2

2 , si n et m sont pairs.
b) n−1

2 , si n est impair et m est pair.
c) n− 1, si n et m sont impairs.
d) n− 1, si n est pair et m est impair.

Remarque 1.1. Lorsque m = 0 et j = 0 où µi0 = −ai, le système (4.1 ) devient ẋ = y − ε
n∑

i=0
aix

i,

ẏ = −x,
(4.2)

pour le système (4.2 ), le nombre maximum de cycles limites bifurquant à partir
des solutions périodiques du centre est au plus (n − 1)/2 ou (n − 2)/2, lorsque n
est pair ou impair, respectivement. D’après l’exemple 1.2, le système de Liénard
possède au plus (n− 1)/2 ou (n− 2)/2 cycles limites lorsque n est pair ou impair,
respectivement. Ce qui est confirmé par notre résultats.

2 Solutions périodiques via la théorie de moyen-
nisation

Le système (4.1) en coordonnées polaires s’écrit comme suit :

ṙ = ε(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ),

θ̇ = −1 − ε(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijr

i+j−1 cosi(θ) sinj+1(θ).
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Chapitre 4. Solutions periodiques d’un système différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

En prenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système différentiel précédent
devient l’équation différentielle suivante

dr

dθ
=

ε(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijr

i+j cosi+1(θ) sinj(θ)

−1 − ε(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijri+j−1 cosi(θ) sinj+1(θ)

dr

dθ
= −ε(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ) +O(ε2).

dr

dθ
= εF (r, θ) +O(ε2).

Remarque 2.1. Cette équation différentielle s’écrit sous la forme standard (2.10).

Remarque 2.2. Le calcul de f(r) dépend de m et n.

Cas (a) Si n et m sont pairs.

f1(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)+

+
n∑

i+j=0
µijr

i+j cosi+1(θ) sinj+m(θ)
 dθ

= −1
2π

∫ 2π

0

n+1∑
2p+j=2

µ2p−1,jr
2p−1+j cos2p(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n+1∑
2p+j=2

µ2p−1,jr
2p−1+j cos2p(θ) sinj+m(θ)dθ


= −1

2π

n∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q−1×

×
[∫ 2π

0

(
cos2p(θ) sin2q(θ) + cos2p(θ) sin2q+m(θ)

)
dθ
]

= −1
2π

n
2∑

p+q=1
µ2p−1,2qr

2(p+q)−1×

×
[

(2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+ (2q +m− 1)!!
(2q +m+ 2p)(2q +m+ 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]
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=
n
2∑

k=1
Akr

2k−1

Cas (b) Si n est impair et m est pair.

f2(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ


= −1

2π

n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q−1×

×
[∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q(θ)dθ +

∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q+m(θ)dθ

]

= −1
2π

n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q−1×

×
[

(2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+ (2q +m− 1)!!
(2q +m+ 2p)(2q +m+ 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]

= −
n+1

2∑
p+q=1

µ2p−1,2qr
2(p+q)−1×

×
[

(2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! +

+ (2q +m− 1)!!
(2q +m+ 2p)(2q +m+ 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp!

]

=
n+1

2∑
k=1

Bkr
2k−1

Cas (c) Si n et m sont impairs.

f3(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ
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= −1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ


= −1

2π

 n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q−1

∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
n∑

2p+2q+1=3
µ2p−1,2q+1r

2p+2q
∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q+m+1(θ)dθ


= −1

2π

 n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q−1×

× (2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+
n−1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2q+1r

2p+2q ×

× (2q +m+ 1 − 1)!!
(2q +m+ 1 + 2p)(2q +m+ 1 + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]

= −1
2π


n+1

2∑
p+q=1

µ2p−1,2qr
2p+2q−1 ×

× (2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! +

+
n−1

2∑
p+q=1

µ2p−1,2q+1r
2p+2q×

(2q +m+ 1 − 1)!!
(2q +m+ 1 + 2p)(2q +m+ 1 + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]

=
n∑

k=1
Ckr

k

Cas (d) Si n est pair et m est impair.

f4(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ

= −1
2π

∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj(θ)dθ
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+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µijr
i+j cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ


= −1

2π

 n∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q−1

∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q(θ)dθ

+
n+1∑

2p+2q+1=3
µ2p−1,2q+1r

2p+2q
∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q+m+1(θ)dθ


= −1

2π

 n
2∑

p+q=1
µ2p−1,2qr

2(p+q)−1 ×

× (2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+
n
2∑

p+q=1
µ2p−1,2q+1r

2(p+q)×

× (2q +m− 1 − 1)!!
(2q +m+ 1 + 2p)(2q +m+ 1 + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]

=
n∑

k=1
Dkr

k

3 Solutions périodiques via la méthode de Mel-
nikov

Considérons le système qui prend la forme suivante :

Ẋ = f(X) + ε g(X,µ), X ∈ R2. (4.3)

Où f ∈ C1(R2), g ∈ C1(R2 × Rm) et ε ̸= 0 suffisamment petit. Le système non perturbé
pour ε = 0 :

Ẋ = f(X) (4.4)

possède une famille à un paramètre d’orbites périodiques γr(θ) de période Tr à l’intérieur

de Γ0 avec ∂γr(0)
∂r

̸= 0 .

La fonction de Melnikov est donnée par :

M(θ0) =
∫ ∞

−∞
exp(−

∫ θ

θ0
∇f(γ0(s))ds).f(γ0(θ)) ∧ g[γ0(θ), θ + θ0]dθ.

Remarque 3.1. Le produit de deux vecteurs u = (u1, u2)T et v = (v1, v1)T ∈ R2est défini par :
u ∧v = u1v2 − v1u2

Remarque 3.2. Si pour ε = 0, (4.4) est un système hamilton c’est-à-dire, si
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f =
(

∂H
∂y
,−∂H

∂x

)T
. Alors, ∇f = 0 et la fonction de Melnikov a la forme la plus simple.

M(θ0) =
∫ ∞

−∞
f(γ0(θ)) ∧ g[γ0(θ), θ + θ0]dθ. (4.5)

Démonstration. f = (Hy,−Hx)T =⇒ ∇f = div(f) = ∂
∂x
Hy − ∂

∂y
Hx = 0.

Théorème 3.1. Considérons le système différentiel (4.3). Pour ε = 0 le system
(4.3) a une famille à un paramètre d’orbites périodiques γr(θ) de periode Tr à l’inté-
rieur de Γ0 avec ∂γr(0)

∂r
̸= 0, s’il existe un point (r0, µ0) ∈ Rm+1 telle que la fonction

M(r, µ) =
∫ Tr

0
f(γr(θ)) ∧ g[γr(θ), µ]dθ.

Satisfait
M(r0, µ0) = 0 et Mr(r0, µ0) ̸= 0.

alors pour tout ε ̸= 0 suffisamment petit, le système (4.3) avec µ = µ0 a un cycle
limite hyperbolique unique en O(ε) voisinage du cycle γr0(θ). Si M(r0, µ0) ̸= 0, alors
pour ε ̸= 0 suffisamment petit, le système

Mm,n(θ0) =
∫ mT

0
f(γr(θ)) ∧ g[γr(θ), θ + θ0]dθ.

avec µ = µ0 n’a pas de cycle dans O(ε) voisinage du cycle γr0(θ), voir [29].

Notre système considéré (4.1) prend la forme (4.3), pour f = (y,−x)T et

g =
(

(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijx

iyj, 0
)T

, où g est une fonction 2π− périodique.

Pour ε = 0, le système a un centre à l’origine avec une famille à un paramètre d’orbites

périodiques γr(θ) = (r cos(θ),−r sin(θ))T .

Remarque 3.3. Le calcul de M(r, µ) dépend de m et n.

En remplaçant f et g dans (3.2), on obtient :

M(r, µ) =
∫ 2π

0
(y,−x)T ∧

(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijx

iyj, 0
T

[γr(θ), µ]dθ.
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M(r, µ) =
∫ 2π

0
x(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µij
xiyjdθ

=
∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))x

n∑
i+j=0

µij
xiyjdθ

=
∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µij
xi+1yjdθ

En effectuant le changement de variables telles que x = r cos(θ) et y = r sin(θ), on trouve :

M(r, µ) =
∫ 2π

0
(1 + sinm(θ))

n∑
i+j=0

µij
ri+1 cosi+1(θ)rj sinj(θ)dθ

=
∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj(θ)+

+
n∑

i+j=0
µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj+m(θ)

 dθ
=
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj(θ)dθ

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ

Cas (a) Si m et n sont pairs.

M1(r, µ) =
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ

=
∫ 2π

0

n∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q cos2p(θ) sin2q+m(θ)dθ

=
n∑

2p+2q=2
µ2p−1,2qr

2p+2q×

×
[∫ 2π

0

(
cos2p(θ) sin2q(θ) + cos2p(θ) sin2q+m

)
dθ
]

=
n
2∑

p+q=1
µ2p−1,2qr

2p+2q×

×
[

(2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

63



Chapitre 4. Solutions periodiques d’un système différentiel perturbé via la théorie de
moyennisation et la méthode de Melnikov

+ (2q +m− 1)!!
(2q +m+ 2p)(2q +m+ 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]

= 2π
n
2∑

k=1
Ãkr

2k

Cas (b) Si n est impair et m est pair.

M2(r, µ) =
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ

=
∫ 2π

0

n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q cos2p(θ) sin2q+m(θ)dθ

=
n+1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2qr

2p+2q×

×
[∫ 2π

0

(
cos2p(θ) sin2q(θ) + cos2p(θ) sin2q+m(θ)

)
dθ
]

=
n+1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2qr

2p+2q×

×
[∫ 2π

0

(
cos2p(θ) sin2q(θ) + cos2p(θ) sin2q+m(θ)

)
dθ
]

=
n+1

2∑
p+q=1

µ2p−1,2qr
2p+2q×

×
[

(2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+ (2q +m− 1)!!
(2q +m+ 2p)(2q +m+ 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π

]

= 2π
n+1

2∑
k=1

B̃kr
2k

Cas (c) Si n et m sont impairs

M3(r, µ) =
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ
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=
∫ 2π

0

n+1∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
2p+2q+1=3

µ2p−1,2q+1r
2p+2q+1 cos2p(θ) sin2q+m+1(θ)dθ

=
n+1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2qr

2p+2q
∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
n−1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2q+1r

2p+2q+1
∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q+m+1(θ)dθ

=
n+1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2qr

2p+2q×

× (2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+
n−1∑

2p+2q=2
µ2p−1,2q+1r

2p+2q+1×

× (2q +m+ 1 − 1)!!
(2q +m+ 1 + 2p)(2q +m+ 1 + 2p− 2)...(2p+ 2) ×

× (2p− 1)!!
2pp! 2π

=
n+1

2∑
p+q=1

µ2p−1,2qr
2(p+q)×

× (2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+
n−1

2∑
p+q=1

µ2p−1,2q+1r
2(p+q)+1×

× (2q +m)!!
(2q +m+ 1 + 2p)(2q +m+ 2p− 2)...(2p+ 2) ×

× (2p− 1)!!
2pp! 2π

= 2π
n+1∑
k=2

C̃kr
k

Cas (d) Si et n est pair et m est impair.

M4(r, µ) =
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n∑
i+j=0

µij
ri+j+1 cosi+1(θ) sinj+m(θ)dθ
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=
∫ 2π

0

n∑
2p+2q=2

µ2p−1,2qr
2p+2q cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
∫ 2π

0

n+1∑
2p+2q+1=3

µ2q−1,q+1r
2p+2q+1 cos2p(θ) sin2q+m+1(θ)dθ

=
n∑

2p+2q=2
µ2p−1,2qr

2p+2q
∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q(θ)dθ+

+
n∑

2p+2q=2
µ2p−1,2q−1r

2p+2q+1
∫ 2π

0
cos2p(θ) sin2q+m+1(θ)dθ

=
n
2∑

p+q=1
µ2p−1,2qr

2p+2q×

× (2q − 1)!!
(2q + 2p)(2q + 2p− 2)...(2p+ 2)

(2p− 1)!!
2pp! 2π+

+
n
2∑

p+q=1
µ2p−1,2q−1r

2p+2q+1 ×

× (2q +m+ 1 − 1)!!
(2q +m+ 1 + 2p)(2q +m+ 1 + 2p− 2)...(2p+ 2) ×

× (2p− 1)!!
2pp! 2π

= 2π
n+1∑
k=2

D̃kr
k

4 Applications et simulations

Ici, quatre exemples numériques sont présentés afin de confirmer nos résultats.

Exemple 4.1. Considérons le système suivant ẋ = y + ε(1 + sin4(θ))(y2x− x3y2 − y6)
ẏ = −x,

(4.6)

ici n = 6 et m = 4 qui sont pairs, cela correspond au cas (a). La fonction moyennée et
celle de Melnikov sont les suivantes :

f1(r) = 1
256r

3(19r2 − 42)

M1(r) = − 1
256r

4(19r2 − 42),
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et comme nous l’avons 
∂f1( 1

19
√

798)
∂r

= 441
608

∂M1( 1
19

√
798)

∂r
= − 441

11552

√
798,

alors il n’y a qu’un seul cycle limite de rayon 1
19

√
798 ≃ 1.49 pour le système (4.6). D’après

les résultats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov dans le
cas (a) il existe au plus n−2

2 = 2 cycles limites (voir figure 4.1).

Exemple 4.2. Considérons le système suivant ẋ = y + ε(1 + sin4(θ))(x− x3)(3x2 − 5x4)
ẏ = −x,

(4.7)

ici n = 7 et m = 4 où n est impair et m pair, cela correspond au cas (b). La fonction
moyennée et celle de Melnikov sont les suivantes :


f2(r) = − r3

1024(1453r4 − 2656r2 + 1224)

M2(r) = r4

1024(1435r4 − 2656r2 + 1224),

et comme nous l’avons 
∂f3(0.99)

∂r
= −0.31941

∂M3(0.99)
∂r

= 0.31688,

et 
∂f2(0.93)

∂r
= 0.24796

∂M2(0.93)
∂r

= −0.23082,

alors le système (4.7) possède deux cycles limites de rayon 0.99 et 0.93. D’après les résul-
tats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov dans le cas (b) il
existe au plus n−1

2 = 3 cycle limite (voir figure 4.2).

Exemple 4.3. Considérons le système suivant ẋ = y + ε(1 + sin3(θ))(x− x3)(3x2 − 5x4)
ẏ = −x,

(4.8)

ici n = 7 et m = 3 où n et m sont impairs, cela correspond au cas (c). La fonction
moyennée et celle de Melnikov sont les suivantes :
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f3(r) = − r3

128(175r4 − 320r2 + 144)

M3(r) = r4

128(175r4 − 320r2 + 144),

et comme nous l’avons 
∂f3( 2

5
√

5)
∂r

= 2
5

∂M3( 2
5

√
5)

∂r
= − 4

25

√
5,

et 
∂f3( 6

35
√

35)
∂r

= −162
245

∂M3( 6
35

√
35)

∂r
= 972

8575

√
35,

alors le système (4.8) possède deux cycles limites de rayon 2
5

√
5 ≃ 0.89 et 6

35

√
35 ≃ 1.01.

D’après les résultats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov
dans le cas (c) il existe au plus n− 1 = 6 cycles limites (voir figure 4.3).

Exemple 4.4. Considérons le système suivant ẋ = y + ε(1 + sin3(θ))(xy − yx3)
ẏ = −x,

(4.9)

ici n = 4 et m = 3 où n est pair et m impair, cela correspond au cas (d). La fonction
moyennée et celle de Melnikov sont les suivantes :


f4(r) = r2

128(−8 + 3r2)

M4(r) = −r3

128 (−8 + 3r2),

et comme nous l’avons 
∂f4( 2

3
√

6)
∂r

= 1
12

√
6

∂M4( 2
3

√
6)

∂r
= −1

3 ,

alors il n’y a qu’un seul cycle limite de rayon 2
3

√
6 ≃ 1.63 pour le système (4.9). D’après

les résultats donnés par la théorie de moyennisation et la méthode de Melnikov dans le
cas (d) il existe au plus n− 1 = 3 cycles limites (voir figure 4.4).
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Figure 4.1 – Cycle limite de rayon 1.49 pour le système (4.6) lorsque ε = 0.01.

Figure 4.2 – Deux cycles limites de rayons 0.99 et 0.93 pour le système (4.7) lorsque
ε = 0.01.
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Figure 4.3 – Deux cycles limites de rayons 0.89 et 1.01 pour le système (4.8) lorsque
ε = 0.01.

Figure 4.4 – Cycle limite de rayon 1.63 pour le système (4.9) lorsque ε = 0.01
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on s’est intéressé à l’étude des systèmes différentiels planaires.
En premier lieu, on a étudié le nombre maximum de cycles limites en utilisant la théorie
de moyennisation du premier ordre, pour le système suivant : ẋ = y

ẏ = −x− ε(1 + sinm(θ))ψ(x, y),

En deuxième lieu, en appliquant deux méthodes à savoir : la méthode de moyennisation
du premier ordre et celle de Melnikov. On a étudié le système suivant :

ẋ = y + ε(1 + sinm(θ))
n∑

i+j=0
µijx

iyj,

ẏ = −x,

Comme perspective : on propose d’étudier le nombre maximum de cycles limites du
système différentiel planaire suivant : ẋ = y + ε(1 + sinm(θ))P (x, y),

ẏ = −x+ ε(1 + sinm(θ))Q(x, y),

où P (x, y) et Q(x, y) deux polynômes de degré n1, n2 respectivement, par la méthode de
moyennisation du premier ordre.
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