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Résumé

Ce travail de recherche est consacré à la construction et la mise en �uvre
de tests d�ajustement du type du chi-deux modi�é pour la distribution gé-
néralisée de Rayleigh et de modèles associés à celle-ci tels que le modèle à
durée de vie accélérée dont la distribution de base est une Rayleigh générali-
sée et le modèle mélange de deux distributions de Rayleigh. Dans le cas des
données complètes, on utilise la statistique NRR (Nikulin-Rao-Robson) qui
est une modi�cation de la statistique du chi-deux de Pearson. Pour les don-
nées censurées à droite, on se base sur l�approche introduite récemment par
Bagdonaviµcius et Nikulin (2011). L�estimation des paramètres inconnus des
modèles étudiés est basée sur les données initiales non groupées permettant
ainsi de recouvrir toute l�information apportée par l�échantillon. Une im-
portante étude par simulations numériques con�rme les résultats théoriques
obtenus.

Mots-clés : Données censurées, Test du chi-deux, Distribution de Ray-
leigh généralisée, Estimation du maximum de vraisemblance, Statistique NRR,
Modèle AFT, Modèle de mélange.
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Abstract

This research is devoted to the construction and implementation of modi-
�ed chi-squared goodness-of- �t tests for the generalized Rayleigh distribution
and the associated models such as the accelerated failure time model with
generalized Rayleigh distribution as the baseline and the Rayleigh mixture
model. For complete data, we use the NRR (Nikulin-Rao-Robson) statistic,
which is a modi�cation of the Pearson chi-squared statistic. In right censo-
red data case, we use the approach introduced recently by Bagdonaviµcius
and Nikulin (2011). The estimation of the unknown parameters of the stu-
died models is based on the non-grouped initial data, which recover all the
information provided by the sample. An important study by numerical simu-
lations con�rms the theoretical results obtained.

Keywords : Censored data, Chi-square test, Generalized Rayleigh distri-
bution, Maximum likelihood estimation, NRR statistic, AFT model, Mixture
model.
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Introduction générale

Dans la modélisation de la propagation des ondes radioélectriques, la
distribution de Rayleigh (1980) compte parmi les distributions importantes
pour dé�nir certains paramètres physiques décrivant l�atmosphère, le com-
portement des signaux et les processus d�interaction qui lient ces paramètres
entre eux. Elle peut être utilisée pour décrire la hauteur et la profondeur
des vagues en océanographie, en théorie de la communication pour décrire
les signaux radio reçus et en imagerie. Aussi, de nombreux problèmes de
dynamique aboutissent à une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 2, où la
solution est fonction d�une distribution de Rayleigh. Les domaines d�applica-
tions de ce modèle se sont généralisés aux études de �abilité et de l�analyse de
survie, ce qui a conduit les chercheurs à proposer de nouvelles généralisations
de cette distribution.

La distribution généralisée de Rayleigh a été introduite par Surles et
Padgett (2001). A l�origine, Mudholkar et Srivastava (1993), Mudholkar et
al. (1995) ont proposé plusieurs distributions appelées les distributions Burr,
dont la distribution de Rayleigh généralisée (GR) est un cas particulier de
celles de Burr Type X. Selon les valeurs des paramètres, Kundu et Raqab
(2005) ont montré que la densité de probabilité de cette distribution a dif-
férentes formes lui permettant de décrire beaucoup plus de données réelles.
Ils ont utilisé di¤érentes méthodes d�estimation sur données simples alors
qu�Al-Khedhairi et al. (2007) ont calculé les estimateurs sur données grou-
pées et données censurées. Fathipour et al. (2013) et Rao (2014) se sont
intéressés à l�estimation de la �abilité des composants décrits par des distri-
butions de Rayleigh généralisées. Ces auteurs ont utilisé le test classique de
Kolmogorov-Smirnov et celui du rapport de vraisemblance LR (maximum li-
kelihood Ratio) pour ajuster ce modèle à des données observées. Récemment,
Abd-Elfattah (2011) a fourni pour cette distribution, les tables des valeurs
critiques de la statistique d�Anderson-Darling dans le cas de données com-
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plètes. Toutefois en présence de censure, le problème reste ouvert. De plus les
tests d�ajustement pour ce modèle n�ont pas encore été investis su¢ samment.
Ce travail de recherche est consacré à la construction de tests d�ajuste-

ment du type du chi-deux modi�é pour la distribution généralisée de Rayleigh
et de modèles associés à celle-ci tels que le modèle à durée de vie accélérée
dont la distribution de base est une Rayleigh généralisée et le modèle mélange
de deux distributions de Rayleigh.
La validation des modèles choisis pour n�importe quelle analyse est né-

cessaire si nous voulons obtenir des résultats �ables. C�est pourquoi les mé-
thodes et les techniques de tests d�ajustement sont en perpétuel dévelop-
pement. Quand la distribution est bien spéci�ée, on peut utiliser n�importe
quel test classique comme celui du chi-deux de Pearson, ou la statistique
de Kolmogorov-Smirnov, la statistique d�Anderson-Darling, la statistique de
Cramer-Von Mises et d�autres statistiques. On utilise aussi le test du rapport
de vraisemblance ou des critères d�information comme le critère d�informa-
tion d�Akaike (AIC) pour mesurer la qualité d�un modèle parmi deux modèles
possibles. Cependant pour valider une hypothèse composite quand les para-
mètres sont inconnus et doivent être estimés à partir de l�échantillon et si en
plus les données sont censurées, les tests classiques ne sont plus adaptés et les
distributions des statistiques de test dépendent de la méthode d�estimation
utilisée et du modèle proposé.
Parmi les nouvelles approches utilisées dans le cas de données complètes,

nous considérons la statistique NRR (Nikulin-Rao-Robson) proposée sépa-
rément par Nikulin (1973) et Rao et Robson (1974). Ce test est une mo-
di�cation de la statistique du chi-deux de Pearson. Basée sur l�estimation
du maximum de vraisemblance sur les données d�échantillon non regroupées,
cette statistique suit à la limite une distribution du chi-deux [Drost (1988)
et Van Der Vaart (1998)].
Pour les données censurées à droite, récemment Bagdonavicius et Nikulin

(2011), Bagdonavicius et al. (2013) ont introduit un test du type du chi-deux
modi�é pour les distributions paramétriques continues. Cette statistique est
basée sur la di¤érence entre le nombre de pannes observées et le nombre de
pannes théoriques. L�estimation des paramètres inconnus du modèle se fait
sur les données initiales non groupées permettant ainsi de recouvrir toute
l�information apportée par l�échantillon. Le critère de test est distribué selon
un chi-deux.
Le manuscrit est structuré de la manière suivante :
Après la présentation des caractéristiques statistiques de la distribution de

xi



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Rayleigh généralisée, on étudie les estimateurs du maximum de vraisemblance
des paramètres inconnus pour les données complètes et les données censurées
à droite.
Dans un deuxième chapitre, nous construisons un test d�ajustement du

type du chi-deux modi�é basé sur la NRR statistique pour le modèle de
Rayleigh généralisé pour données complètes. Nous déterminons les matrices
d�information de Fisher pour données non groupées et pour données groupées
ainsi que le critère de la statistique de test.
Quant au troisième chapitre, il est consacré à la construction et à la

mise en place d�un test d�ajustement pour le modèle suscité en présence de
censure aléatoire droite. Nous utilisons la statistique du test introduite par
Bagdonaviµcius et Nikulin (2011) qui est basée aussi sur les estimateurs du
maximum de vraisemblance sur les données initiales et suit une distribution
du chi-deux. Tous les éléments constituant la statistique de test sont obtenus
de manière explicite.
Un modèle à durée de vie accélérée AFT (accelerated failure time) dont

la distribution de base est une distribution de Rayleigh généralisée est in-
troduit dans le quatrième chapitre. Après l�étude des propriétés statistiques
du modèle, on calcule les estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres inconnus de la distribution de base et des coe¢ cients de régres-
sion représentant les variables explicatives. En utilisant la même approche,
nous construisons pour ce modèle, un test d�ajustement qui nous permettra
de véri�er si une suite de données censurées à droite est distribuée selon un
modèle AFT-GR.
Dans le chapitre cinq, on présente un modèle mélange de deux distri-

butions de Rayleigh. Ce type de modèle s�avère très utile pour décrire une
variable provenant d�une population contenant des sous-populations ayant
des paramètres di¤érents. Pour déterminer les estimateurs du maximum de
vraisemblance de ces paramètres, on utilise une méthode itérative basée sur
l�algorithme espérance-maximisation (EM). Ensuite, on calcule le critère de
test d�ajustement pour ce modèle dans le cas de données complètes.
Nous terminons par une étude par simulations numériques. Des dizaines

de milliers d�échantillons avec di¤érentes tailles et di¤érentes valeurs de pa-
ramètres ont été simulés et ceci pour les di¤érents modèles étudiés. Les es-
timateurs du maximum de vraisemblance des paramètres ainsi que leurs er-
reurs quadratiques moyennes sont déterminées. Les valeurs des critères de
tests pour chacun des modèles ont été calculées selon plusieurs niveaux de
con�ance. Les résultats obtenus dans cette étude ont été appliqués à plusieurs
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jeux de données provenant des études de �abilité et d�analyse de survie.
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Chapitre 1

Pésentation du modèle
Rayleigh généralisé

1.1 Introduction

La distribution de Rayleigh a été proposée à l�origine dans les domaines de
l�acoustique et de l�optique par Lord Rayleigh (1880). Ensuite, elle a trouvé
ses applications en océanographie pour décrire la hauteur et la profondeur
des vagues, la variation de la vitesse du vent en météorologie, la �abilité
des composants des systèmes et en théorie de la communication pour décrire
le pic instantané de la puissance des signaux radio reçus. En 2001, Surles
et Padgett ont introduit une généralisation de la distribution de Rayleigh
en ajoutant un nouveau paramètre qui permet à cette nouvelle distribution
d�être appliquée dans beaucoup plus de domaines tels que la �abilité et l�ana-
lyse de survie. A l�origine, Mudholkar et Srivastava (1993), Mudholkar et al.
(1995) ont proposé plusieurs distributions appelées les distributions Burr,
dont la distribution de Rayleigh généralisée (GR) est un cas particulier de
celles de Burr Type X. Selon les valeurs des paramètres, Kundu et Raqab
(2005) ont montré que cette densité de probabilité a di¤érentes formes lui
permettant de décrire beaucoup plus de données réelles.

Dans ce chapitre, nous présentons la distribution de Rayleigh généralisée
et nous déterminons les estimateurs des moments et les estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance des paramètres inconnus pour les données complètes
et pour les données censurées à droite.

1



CHAPITRE 1. PÉSENTATION DU MODÈLE RAYLEIGH
GÉNÉRALISÉ

1.2 La distribution de Rayleigh

On dit qu�une variable aléatoire T suit la distribution de Rayleigh R (�)
avec le paramètre �(� > 0); si sa fonction de densité est :

f(t; �) =
t

�2
e
�
t2

2�2

La fonction de répartition d�une distribution de Rayleigh est donnée par :

F (t; �) = 1� exp(�t
2

2�2
) pour t � 0

L�espérance mathématique et la variance d�une variable aléatoire de Ray-
leigh T sont :

E(T ) = �

r
�

2
et V (T ) =

4� �

2
�2

La distribution de Rayleigh s�applique à une variable continue positive
non limitée et souvent utilisée seulement au voisinage de l�origine, c�est à dire
pour les faibles valeurs de t: En particulier, la distribution de Rayleigh inter-
vient dans les phénomènes de di¤usion (comme le comportement dynamique
des signaux utiles et des signaux brouilleurs). Cette distribution est liée avec
plusieurs distributions continues, comme par exemple :
- Si T  R(�); alors T =

p
Y 2 + Z2, où Y  N(0; �2) et Z  N(0; �2)

sont deux variables gaussiennes indépendantes.
- Si T  R(�); alors T = �

p
�2 ln(U), où U est une variable uniforme

sur l�intervalle [0; 1] :
- Si T  R(1); alors T 2 suit la loi du �2 avec deux degrés de liberté :

T 2  �22; qui est une loi exponentielle de paramètre
1

2
:

- Si Y suit une loi exponentielle de paramètre �; alors

T =
p
2Y �2� R(�):

- La loi de Rice est une généralisation de la loi de Rayleigh.

2



1.3. MODÉLISATION PAR LA DISTRIBUTION DE RAYLEIGH

1.3 Modélisation par la distribution de Ray-
leigh

De nombreux problèmes de dynamique basés sur la deuxième loi de New-
ton (cette loi décrit ce qui se passe lorsqu�une force est exercée sur un objet
et elle présente une formule mathématique permettant de calculer l�intensité
de cette force en physique) aboutissent à une équation du deuxième ordre
que l�on peut mettre sous la forme :

M �x+ g(x; _x) = f(t);

où _x =
dx

dt
; �x =

d2x

dt2
,M est la masse et l�excitation f(t) est centrée tandis

que la fonction g est impaire par rapport à ses deux paramètres position et
vitesse.
Ce type d�équation ne possède, sauf exception, de solution explicite que

lorsqu�elle est linéaire (voir Équation di¤érentielle linéaire d�ordre deux) :

M �x+B _x+Kx = f(t)

La raideur K est le coe¢ cient d�amortissement linéaire, B étant a priori
inconnus, l�idée consiste à exprimer l�erreur comme la di¤érence entre les
termes des deux équations

" (t) = B _x+Kx� g(x; _x);

3



CHAPITRE 1. PÉSENTATION DU MODÈLE RAYLEIGH
GÉNÉRALISÉ

On minimise alors le carré de sa moyenne quadratique " (t)2 en annulant
ses dérivées par rapport à B et K, ce qui fournit deux équations en B et K.
Ces équations permettent d�exprimer les deux inconnues en fonction des

caractéristiques de la réponse. Par ailleurs, en utilisant l�équation linéaire, le
calcul de cette réponse en fonction de B et K permet d�obtenir �nalement
une équation algébrique qui donne une valeur généralement approchée de la
solution.
Cette méthode s�utilise dans deux cas particuliers, celui de l�excitation

sinusoïdale et celui de l�excitation par un processus de Gauss.

Excitation sinusoïdale
À l�équation

M �x+ g(x; _x) = F cos!t;

on substitue l�équation linéaire

M �x+B _x+Kx = F cos!t;

dont la solution est de la forme

x = X cos(!t+ ')

_x = �!X sin(!t+ '):

Excitation gaussienne
Dans ce cas, le second membre est un processus aléatoireF (t) représentant

une in�nité de signaux. La solution de l�équation est elle-même un processus
X(t)constitué par une in�nité de signaux :

M �X + g(X; _X) = F (t)

Si le processusF (t) est gaussien, l�équation linéarité

M �X +B _X +KX = F (t)

a pour solution un processus également gaussien de densité de probabilité

PX _X (x; _x) =
1

2��X� _X

e
�
x2

2�2X
�
_x2

2�2_X

4



1.4. DISTRIBUTION RAYLEIGH GÉNÉRALISÉE

Exemple de représentation de Rice
La représentation (voir Lin, 1976) d�un processus gaussien centré sous la

forme
X (t) = A (t) cos(!t+ � (t))

! : constante
A (t) : processus aléatoire à valeurs positives ou nulles
� (t) : processus aléatoire sur un intervalle]0; 2�]
Pour cela il faut également considérer le processus

Y (t) = A (t) sin(!t+ � (t))

Les deux processus gaussiens ont même variance �2 et sont indépendants.
Leur densité de probabilité jointe se réduit donc à

PXY (x; y) =
1

2��2
e
�
x2 + y2

2�2

Le changement de variables dé�ni par les deux formules du début conduit
à une densité de probabilité jointe qui montre que les deux nouveaux proces-
sus sont indépendants :

PA (a) =
1

2��2
e
�
a2

2�2 : processus de Rayleigh

P� (') =
1

2�
: processus uniforme

Le processus gaussien est donc décrit par un processus vaguement sinu-
soïdal cos(!t+ � (t))modulé par un processus enveloppe A (t).

1.4 Distribution Rayleigh généralisée

Soit T = (T1; T2; ::::::::Tn)
T un échantillon de n variables aléatoires in-

dépendantes. On dit que Ti(i = 1; ::::; n) suit la distribution de Rayleigh
généralisée, on note Ti  GR (�; �) si sa densité de probabilité est dé�nie
par :

f (t; �; �) = 2��2te�(�t)
2
�
1� e�(�t)

2
���1

, t > 0; � > 0; � > 0: (1:1)
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où � est le paramètre d�échelle et � est le paramètre de forme.
Et sa fonction de répartition est donnée par :

F (t; �; �) =
�
1� e�(�t)

2
��
: (1:2)

Dans la �gure 1 et 2 nous représentons les densités de probabilité de la
distribution de Rayleigh généralisée, en �xant un paramètre et en variant
l�autre.

1.4.1 La fonction de survie

La fonction de survie de la distribution de Rayleigh généralisée, est dé�nie
par :

S(t; �; �) = 1�
�
1� e�(�t)

2
��
;

Les représentations graphiques de cette fonction sont illustrées dans les �-
gures 3 et 4.

6



1.4. DISTRIBUTION RAYLEIGH GÉNÉRALISÉE

1.4.2 La fonction de hasard

La fonction de hasard (le taux de défaillance, de panne ou de risque) de
la distribution de Rayleigh généralisée est dé�nie par :

h (t; �; �) =
f (t; �; �)

S(t; �; �)
=
2��2te�(�t)

2
�
1� e�(�t)

2
���1

1�
�
1� e�(�t)

2�� :

Sa présentation graphique se trouve dans les �gures 5 et 6.

1.4.3 La fonction de hasard cumulé

La fonction de hasard cumulé de la distribution de Rayleigh généralisée
est dé�nie comme suit :

�(t) = � ln[1�
�
1� e�(� t)

2
��
];

et sa présentation graphique est illustrée dans les �gures 7 et 8.
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1.4. DISTRIBUTION RAYLEIGH GÉNÉRALISÉE

Remarque :

1- Raqab et Kundu (2006) ont montré que la fonction de densité (pdf) de
Rayleigh généralisée est une fonction décroissante si � � 0:5 (voir Figure 1.1) :
Et si � > 0:5 c�est une fonction unimodale asymétrique à droite (voir la �gure
9).

2- Il a également été montré par Raqab et Kundu (2006) que la fonction
de taux de risque h(t) est une fonction croissante pour � > 0:5 (voir la �gure
10):

3- Si � = 1 et � =
1p
2�
; on dit que T suit la distribution de Rayleigh à

un paramètre R (�) :

9
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1.5 Moyenne du temps de bon fonctionne-
ment (MTBF)

La moyenne du temps de bon fonctionnement d�une variable aléatoire
(MTBF) est la moyenne de la variable aléatoire T dé�nie par :

MTBF = E(T ) =

+1Z
0

t f (t) dt = lim
x!+1

xZ
0

t f (t) dt:

Elle représente l�espérance de vie du dispositif.
Pour la distribution de Rayleigh généralisée, on obtient

MTBF =

+1Z
0

2t2��2e�(� t)
2
�
1� e�(�t)

2
���1

dt (1:3)

On utilise le changement de variable

X = e�(� t)
2

:
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Donc, on obtient l�intégrale suivante :

MTBF =
�

�

1Z
0

r
log(

1

X
) (1�X)��1 dX

�Si � = 1 : MTBF =
0:8862269255

�
:

� Si � = 2 : MTBF =
1:145796782

�
:

� Si � = 3 : MTBF =
1:290372924

�
:

1.6 Moments

L�espérance de T pour quelques valeurs du paramètre � :

E(T ) =

+1Z
0

S(t)dt

où S(t) = 1� (1� exp(�(�t)2)�:

� Si � = 1 : E(T ) = lim
t!+1

�p
� erf(�t)

2�

�
, où erf(x)= 2p

�

xZ
0

exp(�t2)dt:

� Si � = 2 : E(T ) = lim
t!+1

 
�
p
�(�4 erf(�t) +

p
2 erf(

p
2�t))

4�

!
:

� Si � = 3 :E(T ) = lim
t!+1

 p
�(18 erf(�t)� 9

p
2 erf(

p
2�t) + 2

p
3 erf(

p
3�t))

12�

!

1.6.1 Fonction génératrice des moments

Soit X  GR (�; �) ; la fonction génératrice des moments MX (t) de X
est donnée par :

11
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M
X
(t) = E(etX) =

+1Z
0

etxf (x; �; �) dx

M
X
(t) =

1Z
0

etx2��2xe��
2x2(1� e��

2x2)��1dx

La résolution de l�intégrale précédente par changement de variable donne :

Mu (t) =

1Z
0

�e
t
�

p
� log(1�u)u��1du

on obtient :

My (t) =

1Z
0

�y�
t
� (1� y)

��1
dy = �

1Z
0

y�
t
� (1� y)

��1
dy

= �Beta(1� t

�
; �) = �

�
�
1� t

�

�
� (�)

�
�
1� t

�
+ �

� =
�
�
1� t

�

�
� (�+ 1)

�
�
1� t

�
+ �

�
où � (�) est la fonction gamma (�� (�) = � (�+ 1) ; � (1) = 1) etBeta(1�

t
�
; �) est la fonction bêta à deux variables 1� t

�
et �:

La fonction gamma est dé�nie par :

� (�) =

+1Z
0

t��1 exp(t)dt;

et

Beta(�; �) =

1Z
0

t��1 (1� t)��1 dt:

Donc

M
X
(t) =

�
�
1� t

�

�
� (�+ 1)

�
�
1� t

�
+ �

� (1:4)
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Le calcul de la dérivée première de M
X
(t) est

M
X
�(t) =

d

dt
M

X
(t) = �(	(

��t
� )�	(

(��t+��)
� ))�(�+1)�(��t� )

��(��t+��� )
;

et de sa dérivée deuxième, est

M
X
��(t) =

d

dt
M

X
�(t) =

(	(1;��t� )+	2(
��t
� )�2	(

��t
� )	(

��t+��
� )+	2(��t+��� )�	(1;��t+��� ))�(�+1)�(��t� )
�2�(��t+��� )

où 	(�) est la fonction digamma est dé�nie comme la dérivée logarith-
mique de la fonction gamma

	(�) =
�
0
(�)

� (�)
;

et 	(n; �) est la fonction polygamma qui est la dérivée nième de la fonction
digamma

	(n; �) = 	(n) (�) = (�1)(n+1)
+1Z
0

tn exp(��t)
1� exp(�t)dt:

1.6.2 L�espérance mathématique et la variance

Soit X  GR (�; �), alors

E(X) = M
X
�(0) = �	(1)�	(1 + �)

�
=

 +	(1 + �)

�

V (X) = E(X2)� E2(X)

E(X2) = M
X
��(0) = 	(1;1)+	2(1)�2	(1)	(1+�)+	2(1+�)�	(1;1+�)

�2

=
1
6
�2+
2+2
	(1+�)+	2(1+�)�	(1;�)� 1

�2

�2

où 	(1) = �
 = � 0:5772156649 et 	(1; 1) = 1
6
�2 = 1:644934068

On a aussi comme � > 0;

	(1 + �) = 	 (1) +

1X
n=1

�

n(n+ �)
;

13
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et

	(1; 1 + �) = 	 (1; �)� 1

�2
=

1X
n=0

1

(n+ �)2
� 1

�2
:

1.6.3 Estimateurs par la méthode des moments

La méthode des moments (MM) est un outil d�estimation intuitif et elle
peut être utilisée à la place de la méthode du maximum de vraisemblance.
Elle consiste à estimer les paramètres recherchés en égalisant certains mo-
ments théoriques (qui dépendent de ces paramètres) avec leurs contreparties
empiriques. Cette méthode peut être résumée comme suit.
On suppose que l�échantillon X1; : : : ; Xn est un échantillon iid (identique-

ment et indépendamment distribué) selon une famille de lois paramétriques,
paramétrée par �. Toute fonction des données de l�échantillon est donc une
fonction F (�).
On sélectionne alors s moments qui dé�nit un vecteur s�1. Il existe donc

une fonction G telle que G (�) = [m1(�);m2(�); ::::;ms(�)] . L�équivalent
empirique du vecteur G est le vecteur composé des s moments d�échan-

tillon, noté bG . Cela signi�e que l�on remplace le i-ème moment théorique, à
savoir E �(X

i), par la quantité :

bmi =
1

n

nX
k=1

xik

L�estimateur de � par la méthode des moments, noté b�, consiste à résoudre
l�équation vectorielle :

bG = G
�b��

Supposons que X1; : : : ; Xn sont des variables aléatoires iid selon la loi de
Rayleigh généralisée. On cherche à estimer le vecteur des paramètres

� = [�; �] :

On détermine d�abord les moments théoriques. Le premier moment, l�es-
pérance, est donné par

E(X) = m1 =

 +	(1 + �)

�

14
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et le second moment, l�espérance du carré de la variable, est

E(X2) = m2 =
1
6
�2 + 
2 + 2
	(1 + �) + 	2 (1 + �)�	(1; �) + 1

�2

�2

On exprime ensuite la relation entre les paramètres et les moments théo-
riques : (


+	(1+�)
�

= m1 (1)
1
6
�2+
2+2
	(1+�)+	2(1+�)�	(1;�)+ 1

�2

�2
= m2 (2)

d�après l�équation (1), l�estimateur de � est

b� = 
+	(1+b�)
m1

(3)

Pour évaluer l�estimateur b�, il faut trouver l�estimateur b� de � qui est
di¢ cile à résoudre. Dans ce cas-là, on utilise la méthode suivante :
la méthode des moments consiste à utiliser les moments empiriques

E(X) =
1

n

nX
i=1

xi = X = m1 (4)

E(X2) =
1

n

nX
i=1

x2i = m2 (5)

d�après les relations précédentes, on obtient l�équation suivante :

m2�
�
1
6
�2 + 
2 + 2
	(1 + b�) + 	2 (1 + b�)�	(1; b�) + 1b�2 �X2

(
 +	(1 + b�))2 = 0 (6)

pour résoudre l�équation (6), on utilise la méthode de Newton Raphson
sous forme : b�i+1 = b�i � g(b�i)

g�(b�i)
où

g(b�i) = m2 �

�
1
6
�2 + 
2 + 2
	(1 + b�i) + 	2 (1 + b�i)�	(1; b�i) + 1b�2i

�
X
2

(
 +	(1 + b�i))2 ;
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alors

g0(b�i) = (A(b�i; 
) +B(b�i; �))X2

3b�4i (
 +	(1 + b�i))3
où

A(b�i; 
) = 3	(2; b�i)b�4i 
 + 3	(2; b�i)b�4i	(1 + b�i) + 6
b�i;
et

B(b�i; �) = 6	 (1 + b�i) b�i+�2b�4i	(1; b�i)��2b�2i�6	2 (1; b�i) b�4i+12	 (1; b�i) b�2i�6;
donc à chaque fois on trouve l�estimateur b�; on le substitue dans (3) pour

obtenir b� (pour les calculs, on utilise Maple 13).
1.7 Estimation dumaximum de vraisemblance

en cas de données complètes

On considère les estimateurs du maximum de vraisemblance (MLE) des
paramètres inconnus. Soit x1; :::; xn un échantillon aléatoire de taille n de GR
(�; �), la fonction de vraisemblance est donnée par l�équation suivante :

L (x; �) =
nY
i=1

f (xi; �)

=
nY
i=1

2��2xie
�(�xi)2

�
1� e�(�xi)

2
���1

= 2n�n�2n
nY
i=1

xie
�(�xi)2

�
1� e�(�xi)

2
���1

Notons `(�) la log-vraisemblance telle que :

`(�) =
nX
i=1

ln f (xi; �)

= n ln(2) + n ln(�) + 2n ln (�) +
nX
i=1

ln (xi)�

�2
nX
i=1

x2i + (�� 1)
nX
i=1

ln
�
1� e�(�xi)

2
�

(1:5)
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1.8. ESTIMATION DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE EN CAS DE
DONNÉES CENSURÉES

alors l�estimateur MLE véri�e l�équation :

_̀(b�) = 0
et _̀ est le vecteur de score

_̀(�) =
@

@�
`(�) =

�
@

@�
`(�);

@

@�
`(�)

�T
Les fonctions de score sont obtenues comme suit :

8>><>>:
@

@�
`(�) =

n

�
+

nP
i=1

ln
�
1� e�(�xi)

2
�
= 0 (1)

@

@�
`(�) =

2n

�
� 2�

nP
i=1

x2i + 2� (�� 1)
nP
i=1

x2i e
�(�xi)

2

1�e�(�xi)
2 = 0 (2)

D�après (1), nous obtenons l�estimateur du maximum de vraisemblance
de � comme suit :

�̂ = � n
nP
i=1

ln
�
1� e�(�̂xi)

2� (3)

et celui de � comme :

�̂
2
=

n
nP
i=1

x2i � (�̂� 1)
nP
i=1

�
x2i e

�(�̂xi)2

1�e�(�̂xi)2

� (4)

Les équations (3) et (4) forment un système non linéaire. La résolution de
ce système peut être donnée par des méthodes numériques (par exemple, la
méthode de Newton Raphson, l�algorithme BB, l�algorithme maxLik). Pour
plus de détails, on peut consulter Kundu et Raqab (2005).

1.8 Estimation dumaximum de vraisemblance
en cas de données censurées

Soit T1; T2; :::; Tn les taux de défaillance et C1; C2; :::::::; Cn les taux de
censure à droite. Les données observées sont (X1; �1), (X2; �2) ; :::::; (Xn; �n) ;
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où Xi = min(Ti; Ci) et la fonction indicatrice dé�nie comme suit :

�i =

�
1 si Ti � Ci
0 sinon

Soit Ti une variable aléatoire distribuée avec le vecteur de paramètres
� = (�; �)T , où Ti et Ci sont des variables aléatoires indépendantes.
La fonction de vraisemblance est :

L(�) =

nY
i=1

f(Xi; �) =
nY
i=1

h�i(Xi; �)S(Xi; �)

où f(Xi; �) est la fonction de densité de la distribution Rayleigh généra-
lisée, h(Xi; �) est la fonction de hasard et S(Xi; �) est la fonction de survie.
Alors

L(�) =
nY
i=1

242��2Xie�(� Xi)
2
�
1�e�(� Xi)

2
���1

1�
�
1�e�(� Xi)

2
��

35�i h1� �1� e�(� Xi)
2
��i

;

et la fonction de log-vraisemblance est :

`(�) = ln(L(�)) =
nX
i=1

�i lnh(Xi; �) +
nX
i=1

lnS(Xi; �);

alors

`(�) =
nX
i=1

�i[ln(2) + ln(�) + 2 ln(�) + ln(Xi)� �2X2
i + (�� 1) ln(1� e�(� Xi)

2

)] +

nX
i=1

(1� �i) ln
�
1�

�
1� e�(� Xi)

2
���

;

`(�) =
nX
i=1

�i (ln(2) + ln(�) + 2 ln(�)) +
X
i2P

ln(Xi)� �2
X
i2P

X2
i +

(�� 1)
X
i2P

ln
�
1� e�(� Xi)

2
�
�
X
i2P

ln
�
1�

�
1� e�(� Xi)

2
���

+
X
i2C

ln
�
1�

�
1� e�(� Xi)

2
���

; (1:6)
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1.9. ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE AVEC
L�ALGORITHME EM

où P et C désignent les ensembles d�observations non censurées et censu-
rées, respectivement.
Les fonctions de score pour les paramètres � et � sont données par :

@`(�)

@�
=

nX
i=1

�i

24 1
�
+ ln(1�e�(� Xi)

2
)

1�
�
1�e�(� Xi)

2
��
35� nX

i=1

�
1�e�(� Xi)

2
��

ln

�
1�e�(� Xi)

2
�

1�
�
1�e�(� Xi)

2
��

@`(�)

@�
=

nX
i=1

�i

24 2
�
+

2�X2
i

�
�1+�e�(� Xi)

2
�

1�e�(� Xi)
2 +

2��X2
i e
�(� Xi)

2
�
1�e�(� Xi)

2
���1

1�
�
1�e�(� Xi)

2
��

35�
nX
i=1

2��X2
i e
�(� Xi)

2
�
1�e�(� Xi)

2
���1

1�
�
1�e�(� Xi)

2
�� :

Pour résoudre le système de fonctions de score, assez compliquées, on fait
appel aux méthodes numériques, telles que la méthode de Newton Raphson,
l�algorithme BB, l�algorithme maxLix et autres.

1.9 Estimateurs du maximum de vraisemblance
avec l�algorithme EM

L�algorithme espérance-maximisation (expectation-maximization algorithm,
EM), proposé par Dempster et al. (1977), est un algorithme itératif qui per-
met de trouver les paramètres du maximum de vraisemblance d�un modèle
probabiliste lorsque ce dernier dépend de variables non observables dites va-
riables cachées. Depuis et vu leur utilité, de nombreuses variantes ont été
proposées dans la littérature, formant une classe entière d�algorithmes.
Dé�nition 1 :
Les situations où l�algorithme EM est utile peuvent être résumées ainsi.

Avec les données dont y; nous disposons réellement, l�estimation est di¢ cile.
Avec les données plus �nes, t, l�estimation est facile, mais nous n�en disposons
pas. Dans un contexte général, soient donc yobs les données observées et soit
� le paramètre que nous souhaitons estimer.
La densité des données est fY (yj�) et la fonction de vraisemblance est

VY (�) = fY (yobsj�) : L�estimateur b� du maximum de vraisemblance est tel

que `Y
�b�� = ln�VY �b��� � `Y (�) pour tout �: En ajoutant une composante

19



CHAPITRE 1. PÉSENTATION DU MODÈLE RAYLEIGH
GÉNÉRALISÉ

d�information suplémentaire Z aux données Y la vraisemblance se simpli�e.
Tout en augmentant la complexité

Y ! (Y; Z) = T

données �! données augmentées

La loi de fT (xj�) devient plus facile à analyser que fY (yj�) : Parce qu�on
ne dispose pas de la valeur tobs, on procède à une estimation en remplaçant

`T (�) = ln (VT (�)) = ln(fT (tobsj�))

par son espérance mathématique

Q (�j�) = E [ln (fT (tj�)) jY = yobs; � = �] = E [ln (`T (�)) jY = yobs; � = �] :

L�espérance est calculée par rapport à la densité conditionnelle de T sous

condition Y = yobs:
Le but consiste à optimiser `Y (�) et l�algorithme EM y arrive en s�ap-

puyant surQ (�j�). La démarche est telle que l�on calcule une suite �0; �1; �2; ::::d�approximation
de b�:
Dé�nition 2 :
L�algorithme EM est une sorte de log-vraisemblance approximativeQ avec

l�optimisation de cette fonction. Au départ, on choisit une valeur initiale du
paramètre, �0:
Ensuite, on utilise �0 pour calculer l�espérance des statistiques dont on a

besoin pour déterminer Q (�j�0) : Puis on trouve la valeur de � qui maximise
cette fonction Q: Cette valeur nous donne �1; et ainsi de suite.
En général, le schéma de l�algorithme EM est le suivant :
[EM0] choisir une valeur initiale �0 et poser i=0.
[EM1] Calculer Q (�j�i) = E [ln(VT (�))j� = �i; yobs] ; où l�espérance est

par rapport à la densité conditionnelle fT jY (T j�i; yobs) :
[EM2]maximiserQ (�j�i) par rapport à � et poser �i+1 = argmaxQ (�j�i) :
[EM3] Tester la convergence (�i+1 � �i � 0) : Soit on s�arrête, soit on pose

i = i+ 1 et
on reprend avec [EM1] :
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Chapitre 2

Tests d�ajustement pour
données complètes

2.1 Introduction

Quand la distribution est bien spéci�ée, on peut utiliser n�importe quel
test classique comme celui du chi-deux de Pearson, la statistique de Kolmogorov-
Smirnov, la statistique d�Anderson-Darling, la statistique de Cramer-Von
Mises et d�autres statistiques pour valider le choix du modèle utilisé dans
l�analyse. Le test du rapport de vraisemblance ou des critères d�information
comme le critère d�information d�Akaike (AIC) sont utilisés pour mesurer la
qualité d�un modèle parmi deux modèles possibles. Cependant pour valider
une hypothèse composite quand les paramètres sont inconnus et doivent être
estimés à partir de l�échantillon, les tests classiques ne sont plus adaptés et les
distributions des statistiques de test dépendent de la méthode d�estimation
utilisée et du modèle proposé. Récemment, en utilisant la méthode de Monte
Carlo, Abd Elfattah (2011) a calculé les valeurs critiques de la statistique
d�Anderson-Darling pour la distribution de Rayleigh généralisée dans le cas
où les paramètres sont inconnus.
Dans ce chapitre, nous donnons un aperçu sur le test du chi-deux de Pear-

son et les statistiques classiques d�Anderson-Darling et Kolmogorov-Smirnov.
Ensuite nous construisons un test du type du chi-deux modi�é pour la distri-
bution de Rayleigh généralisé, basé sur la statistique de Nikulin-Rao-Robson
(NRR). La NRR statistique introduite par Nikulin (1973) et Rao et Rob-
son (1974) est une modi�cation de la statistique de Pearson qui est basée
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sur l�estimation du maximum de vraisemblance sur les données initiales Sa
distribution est une loi du chi-deux à r� 1 degrés de libertés où r représente
le nombre de classes choisies pour le groupement des données. Nous procu-
rons la formule explicite du critère de test permettant de véri�er si une série
d�observations est distribuée selon un modèle de Rayleigh généralisé.

2.2 La théorie de test du chi-deux de Pearson

Soit un échantillon T1; T2;���; Tn de T suivant une distribution paramé-
trique F (t; �),c-à-d :

P fTi � t n H0g = F (t; �), où � = (�1; �2; :::::�s)
T 2 � � Rs et t 2 R1:

où � est un ensemble ouvert.
On considère de tester l�hypothèse H0 selon laquelle la distribution de

T = (T1; T2; :::::Tn)
T véri�e :

H0 : P (Ti � t) = F (t; �) (2:1)

où F (t; �)est la fonction de répartition de ti.
On partage la droite réelle en r sous-intervalles :I1; I2;���; Ir mutuellement

disjoints, par les points :

�1 = a0 < a1 < ��� < ar�1 < ar = +1; Ij =]aj�1; aj]; Ii\Ij = �; i 6= j;
rS
j=1

Ij = R1:

Soit � = (�1; �2;���; �r)T le vecteur des fréquences obtenu en regroupant les

Ti dans des intervalles Ij ( r classes), avec

�j = card fi; Ti 2 Ij; i = 1; 2; ::::::; ng :

La matrice d�information de Fisher pour les donnée groupées est nJ =
nBTB;où

J = J (�) =

"
rX
l=1

1p
pl (�)

@pl (�)

@�i

@pl (�)

@�j

#
s�s

= BT (�)B (�) ; rang (J) = s;
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et

B (�) =

"
1p
pl (�)

@pl (�)

@�j

#
r�s

:

La statistique du chi-deux de Pearson est :

X2
n (�) = XT

n (�)Xn (�) =
rX
j=1

(�j � npj (�))
2

npj (�)
(2:2)

où

Xn (�) =

 
�1 � np1 (�)p

np1 (�)
;
�2 � np2 (�)p

np2 (�)
; :::::::::::;

�r � npr (�)p
npr (�)

!T

; (2:3)

et que

pj (�) =

ajZ
aj�1

f (t; �) dt = F (aj)� F (aj�1); j = 1; 2; ::::r:

sous H0, si � est connu, Karl. Pearson a montré que pour n assez grand,
on a :
Théorème 2.1.(Karl Pearson 1900)

lim
n!1

P
�
X2
n (�) � tjH0

�
= P

�
�2r�1 � t

�
(2:4)

où �2r�1 (�) est la distribution de chi-deux à r � 1 degrés de liberté.
L�hypothèse H0 est rejetée au seuil �, si :

X2
n (�) � C�; C� = �2r�1;�

C� est la valeur critique du test de Pearson.
Si � est inconnu, il faut l�estimer à l�aide des données. Par conséquent, la

limite de distribution de la statistique de Pearson X2
n (�) ne suit plus asymp-

totiquement une loi du chi-deux �2r�1 et dépend de la méthode d�estimation
utilisée.
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2.3 Tests d�ajustement du chi-deux modi�é

Si les paramètres du modèle à tester sont inconnus, la NRR statistique
Y 2
n introduite par Nikulin (1973) et Rao et Robson (1974) se base sur les
estimateurs du maximum de vraisemblance sur les données non regroupées
recouvrant ainsi toute l�information apportée par l�échantillon.
La statistique de test s�écrit

Y 2
n

�
�̂n

�
= XT

n

�
�̂n

�
W�

�
�̂n

�
Xn

�
�̂n

�
(2:5)

où W� (�) est la matrice inverse généralisée deW (�), et

W (�) = Ir � q(�)qT (�)�B (�) I�1 (�)BT (�) ; rang (W ) = r � 1;
où

q(�) =
�p

p1(�);
p
p2(�); :::::::::;

p
pr(�)

�T
;

et Ir est la matrice unité d�ordre r.
En utilisant l�équation (2:5), Nikulin (1973) a montré que la matrice in-

verse généralisée W� de W peut s�écrire :

W� (�) = Ir +B(�) (I (�)� J(�))�1BT (�);

et donc l�équation (2:5) devient :

Y 2
n

�
�̂n

�
= X2

n

�
�̂n

�
+XT

n

�
�̂n

�
B(�̂n)

�
I
�
�̂n

�
� J(�̂n)

��1
BT (�̂n)Xn

�
�̂n

�
:

Pour calculer la statistique NRR, on utilise souvent la formule quadra-
tique simple suivante :

Y 2
n

�
�̂n

�
= X2

n

�
�̂n

�
+Qn

�
�̂n

�
= X2

n

�
�̂n

�
+
1

n
LT
�
�̂n

��
I
�
�̂n

�
� J(�̂n)

��1
L
�
�̂n

�
, (2:6)

où L (�) = (L1 (�) ; L2 (�) ; :::::::::; Ls (�))
T ; s = 1; j et

Lj (�) =

rX
i=1

�i
pi

@pi (�)

@�j
:

Le comportement asymptotique de la statistique Y 2
n

�
�̂n

�
est donné par

le théorème suivant.
Théorème 2.2. [Nikulin (1973a)] Pour n su¢ samment grand, on a

lim
n!1

P(Y 2
n

�
�̂n

�
� t) = P

�
�2r�1 � t

�
: (2:7)
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2.4 Test d�ajustement du chi-deux modi�é pour
le modèle de Rayleigh généralisé

Nous voulons tester l�hypothèse composite H0 selon laquelle la distribu-
tion de l�échantillon T = (T1; T2; :::::Tn)T véri�e :

H0 : P (Ti � t) = FGR(t; �); t � 0, � = (�; �)T , (2:8)

où FGR(t; �) est la fonction de répartition de la distribution de Rayleigh
généralisée dé�nie par l�équation (1:2) et fGR (t; �) sa densité de probabi-
lité. Nous allons adapter la statistique de Nikulin-Rao-Robson. Pour cela, on
partage l�ensemble R en r sous-intervalles I1; I2;���; Ir mutuellement disjoints,
par les points :

�1 = a0 < a1 < ��� < ar�1 < ar = +1;

où
Ij =]aj�1; aj]; Ii \ Ij = �; i 6= j;

rS
j=1

Ij = R1:

Soit � le vecteur de fréquences � = (�1; �2;���; �r)T obtenu en regroupant
l�échantillon T1; T2; ::::; Tn dans les sous-intervalles Ij.
Dans le cas d�équiprobabilité (i.e. p1 = p2 = :::::: = pr), les aj sont dé�nies

telles que :

aj = F�1GR (p1 + p2 + ::::::+ pr) = F�1GR

�
j

r

�
; j = 1; ::::; r � 1;

aj =

r
� ln

�
1�

�
j
r

� 1
�

�
�

:

Soit p (�) = (p1 (�) ; p2 (�) ; ::::; pr (�))
T et

pj (�) =

Z
Ij

fGR(t; �)dt = FGR(aj)� FGR(aj�1); j = 1; 2; ::::r:

Soit le vecteur Xn (�)

Xn (�) =

 
�1 � np1 (�)p

np1 (�)
;
�2 � np2 (�)p

np2 (�)
; :::::;

�r � npr (�)p
npr (�)

!T

:
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L�information de Fisher In (�) pour les données non groupées est :

In(�) = nI(�) = n (Iij)2�2 = n

�
I11 I12
I21 I22

�

In(�) =

0B@ n
�2

�2n�t2 exp(��2t2)
1�exp(��2t2)

�2n�t2 exp(��2t2)
1�exp(��2t2)

2n
�2
+ 2nt2 � n (�� 1)

�
(2t2�4�2t4) exp(��2t2)�2t2 exp(�2�2t2)

(1�exp(��2t2))
2

�
1CA ;

pour la calculer, nous prenons la relation suivante :

I(�) = �E
�
@2 ln(fGR(t; �))

@�2

�
:

Pour tester l�hypothèse H0, on utilise la statistique NRR donnée par
l�équation (2:5) :

Y 2
n

�
�̂n

�
= X2

n

�
�̂n

�
+
1

n
LT
�
�̂n

�
(I
�
�̂n

�
� J

�
�̂n

�
)�1L

�
�̂n

�
où

L (�) = (L1 (�) ; L2 (�))
T et L1 (�) =

rX
j=1

�j
pj

@pj (�)

@�
; L2 (�) =

rX
j=1

�j
pj

@pj (�)

@�

et la matrice d�information pour les données groupées J (�) est :

J (�) = B(�)TB(�); B(�) =

0BBBB@
b11 b12
b21 b22
: :
: :
br1 br2

1CCCCA
où

bj1(�) =
1
p
pj

@pj (�)

@�
; bj2(�) =

1
p
pj

@pj(�)

@�
, j = 1; 2; ::::r:

Pour la distribution de Rayleigh généralisée, on obtient

pj(�) =
�
1� e��

2a2j

��
�
�
1� e��

2a2j�1

��
; (2:9)

les dérivées partielles de pj(�), sont
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@pj(�)

@�
=
�
1� e��

2a2j

��
ln(1� e��

2a2j )�
�
1� e��

2a2j�1

��
ln
�
1� e��

2a2j�1

�
;

@pj(�)

@�
= 2��

�
a2je

��2a2j
�
1� e��

2a2j

��
� a2j�1e

��2a2j�1
�
1� e��

2a2j�1

���
;

et les éléments de la matrice d�information J (�) = (Jij)2�2 sont :

J11 =

rX
j=1

(A� (�; aj) lnA (�; aj)� A� (�; aj�1) lnA (�; aj�1))
2

A� (�; aj)� A� (�; aj�1)
;

J12 = J21 =

"
rX
j=1

A� (�; aj) lnA (�; aj)� A� (�; aj�1) lnA (�; aj)

A� (�; aj)� A� (�; aj�1)

#
�"

2��
rX
j=1

�
a2je

��2a2jA(��1) (�; aj)� a2j�1e
��2a2j�1A(��1) (�; aj�1)

�#
;

J22 = 4�2�2
rX
j=1

�
a2je

��2a2jA(��1) (�; aj)� a2j�1e
��2a2j�1A(��1) (�; aj�1)

�2
A� (�; aj)� A� (�; aj�1)

;

où
A (�; aj) = 1� e��

2a2j :

Après un calcul laborieux, on obtient la forme explicite de la statistique
NRR, pour les di¤érentes situations, selon que les paramètres soient connus
ou non, comme suit :
1. Si � = (�; �)T est connu, la statistique Y 2

n devient :

Y 2
n = XT

n (�)Xn (�) = X2
n (�) =

rX
j=1

(�j � npj)
2

npj
:

2. a) Si � est connu et � est inconnu, on obtient :

Y 2
n = X2

n (�̂) +
1

n

 
rP
j=1

�j
pj

@pj (�̂)

@�

!2
n

�̂2
�

rP
j=1

1

pj

�
@pj (�̂)

@�

�2 :
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b) Si � est inconnu et � est connu, on a alors :

Y 2
n = X2

n

�
�̂
�
+
1

n

0@ rP
j=1

�j
pj

@pj

�
�̂
�

@�

1A2

nI22 �
rP
j=1

1

pj

0@@pj
�
�̂
�

@�

1A2 :

3. Si � = (�; �)T est inconnu, donc la statistique Y 2
n

�
�̂n

�
devient :

Y 2
n

�
�̂n

�
= X2

n

�
�̂n

�
+ 1
njM j

24 I22 � rP
j=1

1

pj
u2j2

�
�̂n

�!
�
 

rP
j=1

�j
pj
uj1

�
�̂n

�!235+
2

njM j

" 
rP
j=1

1

pj
uj1

�
�̂n

�
uj2

�
�̂n

�
� I12

! 
rP
j=1

�j
pj
uj1

�
�̂n

�! rP
j=1

�j
pj
uj2

�
�̂n

�!#
+

1
njM j

24 1
�̂2n
�

rP
j=1

1

pj
u2j1

�
�̂n

�! rP
j=1

�j
pj
uj2

�
�̂n

�!235 ;
où

M =

0BB@
1
�̂2n
�

rP
j=1

1

pj
u2j1

�
�̂n

�
I12 �

rP
j=1

1

pj
uj1

�
�̂n

�
uj2

�
�̂n

�
I12 �

rP
j=1

1

pj
uj1

�
�̂n

�
uj2

�
�̂n

�
I22 �

rP
j=1

1

pj
u2j2

�
�̂n

�
1CCA ;

uj1

�
�̂n

�
=

@pj

�
�̂n

�
@�

et uj2
�
�̂n

�
=
@pj(�̂n)

@�
;

et jM j est le déterminant de la matrice M .
Au seuil �; la valeur critique

C� = �2r�1;1��;

et pour n su¢ samment grand, la statistique Y 2
n

�
�̂n

�
suit une distribution

�2r�1 à r � 1 degrés de liberté, l�hypothèse nulle H0 est acceptée si

Y 2
n

�
�̂n

�
� C�:

Dans le cas contraire, H0 est rejetée.
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2.5 Autres tests d�ajustement

Soit T = (T1; T2; ::::::; Tn)
T un n-échantillon, nous voulons tester l�hypo-

thèse H0 selon laquelle la distribution de l�échantillon T suit une distribution
F (t; �). Il existe d�autres statistiques, basées sur la di¤érence entre les fonc-
tions de répartition empiriques et les fonctions de répartition théoriques.
Néanmoins ces tests ne peuvent être utilisés généralement que si les para-
mètres sont spéci�és.

2.5.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test d�ajustement de Kolmogorov-Smirnov est un test non paramé-
trique qui permet de tester l�hypothèse H0 selon laquelle les données obser-
vées sont engendrées par une loi de probabilité théorique considérée comme
étant un modèle convenable.
Soit la statistique :

Dn = sup
jnj<1

jFn(t)� F (t; �)j ; (2:12)

où Fn(t) est la fonction de répartition empirique associée à cet échantillon.
En pratique, il est préférable d�utiliser le test basé sur n Dn avec la correction
de Bolshev (1987), Bolshev et Smirnov (1983). Le problème de l�ajustement
peut être énoncé comme suit

Sk =
6nDn + 1

6
p
n

;

où Dn = max (D
+
n ; D

�
n ) ;

D+
n = max

1�i�n

�
i

n
� F (ti; �)

�
; D�

n = max
1�i�n

�
F (ti; �)�

i� 1
n

�
; (2:13)

avec t1; t2; :::::tn sont en ordre croissant.
Si � est connu, la distribution de la statistique de bolshev obéit à la

distribution de Kolmogorov -Smirnov (Bolshev et Smirnov, 1983).

2.5.2 Test d�Anderson-Darling

Avec la statistique d�ordre T(1) < T(2) < :::: < T(n) générée par une distri-
bution particulière, Anderson et Darling (1954) ont proposé une statistique
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de test d�ajustement A2n comme suit :

A2n = �n�
1

n

nX
i=1

�
(2i� 1) lnF (t(i); �) + (2n� 2i+ 1) ln(1� F (t(i); �))

	
: (2:14)

Remarque 2.4 : Si � est inconnu, la distribution de ces statistiques dé-
pend d�un certain nombre de facteurs, la forme de la loi F (t; �) correspondant
à l�hypothèse H0, la méthode d�estimation des paramètres et le nombre de
paramètres estimés, (voir Lemeshko et Lemeshko (2009), Lemeshko et al.
(2010a)).
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Chapitre 3

Tests d�ajustement pour
données censurées

3.1 Introduction

Lorsque les données sont censurées à droite, les tests d�ajustement clas-
siques ne sont plus valables. Quelques techniques ont été suggérées comme
le test d�Habib et Thomas (1986) basé sur l�estimateur de Kaplan Meyer.
Récemment, Bagdonaviµcius et Nikulin (2011) ont proposé une modi�cation
de la statistique NRR basée sur l�estimation du maximum de vraisemblance
sur des données non groupées et qui suit une distribution du chi-deux. Le
principe de cette approche est que les nombres de défaillance théoriques
doivent être égaux pour toutes les classes choisies pour le groupement des
données. Ce test donne de bons résultats pour les modèles paramétriques,
voir par exemple Bagdonavicius et al. (2013), Nikulin et Tran (2013), Goual
et Seddik-Ameur (2014), Aidi et seddik-Ameur (2016), Chouia et Seddik-
Ameur (2017). En utilisant cette approche, on propose la construction d�un
test d�ajustement pour la distribution de Rayleigh généralisée. Nous calcu-
lons explicitement tous les éléments qui composent le critère de test pour ce
modèle.

On peut consulter le livre de Voinov et al. (2013) qui donne une synthèse
sur la construction et les applications des tests du type du chi-deux.
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3.2 Test d�ajustement de Bagdonaviµcius et
Nikulin pour données censurées à droite

Pour tester l�hypothèse nulle H0 selon laquelle une variable aléatoire T
suit une distribution paramétrique F (t; �), Bagdonaviµcius et Nikulin (2011)
procèdent comme suit.
Soit l�échantillon censuré à droite

(X1; �1) ; (X2; �2) ; :::::; (Xn; �n) ; (3:1)

où Xi = min(Ti; Ci); C1, C2,.......,Cn sont les taux de censure et �i est la
fonction indicatrice dé�nie comme

�i =

�
1 si Ti � Ci
0 ailleurs

:

Supposons que les taux de panne T1, T2; :::; Tn sont n variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. La fonction de densité de Ti
appartient à une famille paramétrique ff(t; �); � 2 � � Rmg et dont le taux
de hasard cumulé est noté par :

� (t; �) = � lnS (t; �) =
tR
0

h(u; �)du:

La fonction de la log-vraisemblance est :

`(�) =
nP
i=1

�i lnh (Xi; �) +
nP
i=1

lnS (Xi; �) ; (3:2)

l�estimateur du maximum de vraisemblance �̂ de � véri�e :

_̀(�̂) = 0;

où _̀ est le vecteur de score :

_̀(�) =
@

@�
`(�) =

�
@

@�1
`(�); ::::;

@

@�s
`(�)

�T
: (3:3)

La matrice d�information de Fisher est

I (�) = �E� �̀(�); (3:4)
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où

�̀(�) =
nP
i=1

�i
@2

@�2
lnh (Xi; �)�

nP
i=1

@2

@�2
� (Xi; �) : (3:5)

L�échantillon censuré (3.1) est représenté sous la forme de processus de
comptage

(N1 (t) ; Y1 (t) ; t � 0) ; :::; (Nn (t) ; Yn (t) ; t � 0) ; (3:6)

où

Ni (t) = 1fXi�t;�i=1g; Yi (t) = 1f0<t�Xig,

N (t) =
nP
i=1

Ni (t) et Y (t) =
nP
i=1

Yi (t) : (3:7)

les fonctions (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5) seront écrites en termes des processus
stochastiques Ni et Yi: Les trajectoires de comptage Ni (t) ont la forme :

Ni (t) =

�
0; 0 � t < Xi

1; t � Xi

Si �i = 1 et Ni (t) = 0; si �i = 0; �i = 0, les trajectoires du processus de
comptage Yi ont la forme :

Yi (t) =

�
1; 0 � t � Xi

0; t > Xi

L�utilisation de ces processus donne les deux relations :

1R
0

lnh (u; �) dNi (u) = �i lnh (Xi; �) ; (3:8)

et

1R
0

Yi (u)h (u; �) du =
XiR
0

h (u; �) du = � lnS (Xi; �) : (3:9)

Alors l�équation (3:2) s�écrit :

`(�) =
nP
i=1

1R
0

flnh (u; �) dNi (u)� Yi (u)h (u; �)gdu:
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La matrice d�information de Fisher est :

I (�) = �E� �̀(�) = E�
nP
i=1

�R
0

@

@�
lnh (u; �)

�
@

@�
lnh (u; �)

�T
Yi (u)h (u; �) du:

Les processus Ni et Yi sont supposés être observés pendant un temps �ni
� : L�intervalle [0; � ] est partagé en r > s sous-intervalles où s est le nombre
de paramètres

Ij = (aj�1; aj]; a0 = 0; ar = � ;

Soit :

Uj = N (aj)�N (aj�1) =
P

i:Xi2Ij
�i; (3:10)

le nombre des défaillances observées dans le j�eme intervalle, j = 1; 2; ::::; r:
On peut prévoir d�observer le nombre de défaillance

ej =
ajR

aj�1

Yi (u)h
�
u; �̂
�
du =

P
i:Xi>aj�1

�
�
�
aj ^Xi; �̂

�
� �

�
aj�1; �̂

��
; (3:11)

où a^b = min (a; b) ; ici �̂ est l�estimateur du maximum de vraisemblance
du paramètre �:
Pour tester l�hypothèse H0, Bagdonaviµcius et Nikulin (2011) ont proposé

la statistique :

Ŷ 2 = ZT bV �Z; (3:12)

basée sur le vecteur

Z = (Z1; Z2; ::::; Zr)
T ; Zj =

1p
n
(Uj � ej) ; (3:13)

où bV � est l�inverse généralisée de la matrice bV et donnée par :

bV � = bA�1 + bA�1 bCT bG� bC bA�1; bG =bi� bC bA�1 bCT :

Donc la statistique du test peut être écrite sous la forme :

Ŷ 2 = ZT bA�1Z + ZT bA�1 bCT bG�1 bC bA�1Z = rX
j=1

(Uj � ej)
2

Uj
+Q; (3:14)
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où

Q = W T bG�W; cW = bC bA�1Z = (cW1; ::::;cWs)
T ; cWl =

rX
j=1

bClj bA�1j Zj;

bG = [bgll0 ]sxs; bgll0 =bill0 � rX
j=1

bClj bCl0j bA�1j ;

bClj = 1

n

X
i:Xi2Ij

�i
@

@�
lnh(Xi;b�); bill0 = 1

n

nX
i=1

�i
@ lnh(Xi;b�)

@�l

@ lnh(Xi;b�)
@�l0

;

bAj =
Uj
n
; Uj =

X
i:Xi2Ij

�i;

i = 1; :::n; j = 1; 2; :::; r et l; l0 = 1; ::::; s:

Choix de âj
Le principe de cette approche est que l�on doit s�assurer de l�égalité des

e¤ectifs théoriques dans les classes de groupement des données. Pour cela, les
auteurs recommandent de prendre aj , les limites des intervalles choisis pour
le groupement des données, comme fonctions de données aléatoires. L�idée est
de partager l�intervalle [0; � ] en r intervalles dont les nombres de défaillances
prévus (qui ne sont pas nécessairement des entiers) sont tous égaux.
Soit

bi = (n� i) �
�
X(i); �̂

�
+

iX
l=1

�
�
X(l); �̂

�
;

oùX(i) est le i�eme élément dans les statistiques ordonnées (X(1); X(2); :::::; X(n)).
Si i est le plus petit nombre naturel qui véri�e que

Ej 2 [bi�1; bi] ; j = 1; 2; :::::; r � 1;

alors âj est solution de l�équation :

(n� i+ 1)�
�
aj; �̂

�
+

i�1X
l=1

�
�
X(l); �̂

�
= Ej; (3:15)
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d�où

âj = �
�1

 "
Ej �

i�1X
l=1

�
�
X(l); �̂

�#
= (n� i+ 1) ; �̂

!
; âr = max

�
X(n); �

�

où ��1 est l�inverse de la fonction de hasard cumulé �:
Nous avons 0 < â1 < â2 < :::::::: < âr = � ; avec ce choix d�intervalles

ej =
Er
r
pour tout j où Er =

nX
i=1

�(X(i); �̂):

Bagdonaviµcius et al. (2010a) et Greenwood, Nikulin (1996) donnent des
recommandations pour le choix des intervalles. S�il n�y a aucune autre hypo-
thèse, le nombre d�intervalles r peut être pris comme

n

r
> 5.

Ainsi, en remplaçant aj par âj dans l�expression de la statistique Ŷ 2, la
distribution limite de la statistique Ŷ 2 est encore un chi-deux, comme dans
le cas de aj �xe.
De la manière classique de la sélection des intervalles équiprobables nous

�xons r et prenons 0 < P1 < ::: < Pr < 1 de telle façon que

Pj =
j

r + 1
; j = 1; :::; r

Par exemple, en prenant r = 9 nous avons

P1 = 0; 1; P2 = 0; 2; :::; P9 = 0; 9

aj = F�1(Pj; �̂) = infft : F�(t; �̂) � Pg:

Sous H0 la distribution limite de la statistique Y 2
n est une distribution

du chi-deux avec k = rang(V �) = Tr (V �V ) degrés de liberté. Si G est non
dégénérée alors k = r:
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3.3 Test du chi-deux modi�é pour le modèle
de Rayleigh généralisé avec données cen-
surées

3.3.1 Choix des intervalles du groupement des données

1) Dans notre cas, le choix de baj est obtenu comme suit :
âj =

1

�̂

)
p
� ln(1� (1� exp(�M))�̂)

où

M =

"
Ej �

i�1X
l=1

�
�
X(l); �̂

�#
= (n� i+ 1) ;

pour j = 1; ::::; k � 1 et l = 1; ::::; s:Et

Ej =
P

i:Xi>aj�1

ln
S(aj�1; �̂)

S(aj ^Xi; �̂)

Ej =
P

i:Xi>aj�1

ln
1� (1� exp(��̂2a2j�1)�̂

1� (1� exp(��̂2 (aj ^Xi)
2)�̂

2) Pour r = 5, nous avons

P1 =
1

6
; P2 =

1

3
; P3 =

1

2
; P4 =

2

3
; P5 =

5

6
;

les limites aj des intervalles sont données par :

aj = F�1GR

�
Pj; �̂

�
; j = 1; k:

=

vuuut� ln
0@1� (Pj) 1�̂

1A
�̂

:
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3.3.2 Calcul de la matricecW
Pour le calcul de la matrice cW , on doit d�abord calculer la matrice bC.

Pour cela, on a besoin des dérivées partielles de la fonction lnh (Xi; �) par
rapport � et � :8>>>>>><>>>>>>:

@ lnh(Xi; �)

@�
=
1

�̂
+

ln

�
1�e�(�̂Xi)

2
�

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂

@ lnh(Xi; �)

@�
=
2

�̂
+

2�̂X2
i

�
�1+�̂e�(�̂Xi)

2
�

1�e�(�̂Xi)
2 +

2�̂�̂X2
i e
�(�̂ Xi)

2
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂�1

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂ :

Après calcul, nous trouvons les éléments de la matrice bC qui sont donnés
par :

bC1j = 1

n

X
i:Xi2Ij

�i

24 1
�̂
+

ln

�
1�e�(�̂Xi)

2
�

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂
35

bC2j = 1

n

X
i:Xi2Ij

�i

24 2
�̂
+

2�̂X2
i

�
�1+�̂e�(�̂Xi)

2
�

1�e�(�̂Xi)
2 +

2�̂�̂X2
i e
�(�̂ Xi)

2
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂�1

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂

35

3.3.3 Calcul de la matrice d�information de Fisher es-
timée

Dans ce cas, à partir de la fonction de la log-vraisemblance, nous pouvons
calculer la matrice d�information de Fisher estimée bi = �bill0�

2�2
:

bill0 = 1

n

nX
i=1

�i
@ lnh(Xi;b�)

@�l

@ lnh(Xi;b�)
@�l0

; l0; l = 1; 2:

Ils sont donnés comme suit :
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bi11 =
1

n

nX
i=1

�i

24 1
�̂
+

ln

�
1�e�(�̂Xi)

2
�

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂
352 ;

bi12 = bi21 = 1

n

nX
i=1

�i

24 1
�̂
+

ln

�
1�e�(�̂Xi)

2
�

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂
35 �

24 2
�̂
+

2�̂X2
i

�
�1+�̂e�(�̂Xi)

2
�

1�e�(�̂Xi)
2 +

2�̂�̂X2
i e
�(�̂ Xi)

2
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂�1

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂

35 ;
bi22 = 1

n

nX
i=1

�i

24 2
�̂
+

2�̂X2
i

�
�1+�̂e�(�̂Xi)

2
�

1�e�(�̂Xi)
2 +

2�̂�̂X2
i e
�(�̂ Xi)

2
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂�1

1�
�
1�e�(�̂ Xi)

2
��̂

352 :
En�n, on obtient la forme explicite de la statistiqueŶ 2 du test du chi-deux

modi�é

Ŷ 2 =
rX
j=1

(Uj � ej)
2

Uj
+Q;

pour la distribution de Rayleigh généralisée (GR), comme suit :

Ŷ 2 =
rX
j=1

(Uj � ej)
2

Uj
+W T

"bill0 � rX
j=1

bClj bCl0jÂ�1j
#�1

W; l; l0 = 1; 2

Ŷ 2 =
rX
j=1

(Uj � ej)
2

Uj
+

rX
j=1

"
1

n3=2

nX
i=1

�i
@

@�
ln
�
h(Xi;b�)� Â�1j (Uj � ej)

#T
�

[
1

n

nX
i=1

�i
@

@�l
ln
�
h(Xi;b�)� @

@�l0
ln
�
h(Xi;b�)��

kX
j=1

bClj bCl0jÂ�1j )�1]�
rX
j=1

"
1

n3=2

nX
i=1

�i
@

@�
ln
�
h(Xi;b�)� Â�1j (Uj � ej)

#
;
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où b� = ��̂; �̂�T ; est l�estimateur du maximum de vraisemblance sur les
données non regroupées du vecteur des paramètres inconnus �:
Sous l�hypothèse H0 et pour n su¢ samment grand, la statistiqueY 2

n suit
asymptotiquement une loi de �2k à r degrés de liberté. L�hypothèse est rejetée
avec niveau � si Ŷ 2 > �2� (r).
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Chapitre 4

Le modèle AFT de la
distribution de Rayleigh
généralisée (AFT �GR)

4.1 Introduction

En �abilité, pour mesurer les taux de défaillance en un temps court, on
met le matériel sous des conditions appelées stress pour accélérer le processus
provoquant les pannes, les modèles utilisés sont dits modèles à temps de vie
accéléré AFT (accelerated failure time). Ces stress sont représentés par des
covariables qui interviennent sur les fonctions d�intérêt du modèle. Ces mo-
dèles trouvent également des applications en analyse de survie, pour mesurer
l�e¤et des di¤érents schémas thérapeutiques ou les di¤érentes caractéristiques
des patients ayant des impacts directs sur la santé des patients.
Nous introduisons un modèle AFT dont la distribution de base est une

distribution de Rayleigh généralisée. Après la présentation des caractéris-
tiques du modèle AFT � GR et l�étude des estimateurs du maximum de
vraisemblance, on propose pour ce modèle, un test d�ajustement basé sur la
statistique de Bagdonaviµcius et Nikulin (2011) dans le cas où les données
sont censurées à droite et les paramètres inconnus.
Considérons E l�ensemble de tous les stress possibles, dé�ni par :

E =
�
z (:) = (z1(:); z2(:); ::::; zm(:))

T ; z : [0;1[! Rm; z (:)
	

Nous écrivons z au lieu de z(�) si le stress est constant et on note E1 � E
l�ensemble des stress constants. On suppose que le taux de défaillance (le

41
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taux de panne) Tz(:) sous z(�) est une variable aléatoire positive avec fonction
de survie

Sz(:)(t) = P
�
Tz(:) � t

�
; t > 0; z(�) 2 E:

Dé�nition 4.1 : Le modèle AFT est dé�ni sur E, si la fonction de survie
sous le stress z (:) 2 E est

Sz(:)(t) = S0

0@ tZ
0

r(z(u))du

1A ; z(:) 2 E: (4:1)

La fonction r (z) est souvent paramétrisée comme suit :

r(z) = e��0��1 (z);

où  (z) est une fonction donnée de x; cette fonction peut prendre plu-
sieurs formes :
- r(z) = e��0��1z;  (z) = z; c�est le modèle log-linéaire.
- r(z) = e��0��1 ln z;  (z) = ln(z); c�est le modèle puissance.
- r(z) = e��0��1=z;  (z) = 1=z; c�est le modèle d�Arrhenius.

- r(z) = e
��0��1 ln

z
1�z ; 0 < z < 1;  (z) = ln z

1�z ; c�est le modèle de
Meeker-Luvalle.
Généralement, nous prenons :

r(z) = expf��T zg;

où � = (�0; �1; :::::; �m)
T est le vecteur de régression inconnu. Dans ce

cas, le modèle AFT paramétrique (4.1) est donné par la formule :

Sz(:)(t) = S0

0@ tZ
0

e��
T z(u)du

1A ; z(:) 2 E; (4.2)

sur l�ensemble des stress E1 constants dans le temps, on a

Sz(:)(t) = S0

�
e��

T zt
�
; z 2 E1; (4.3)

et le logarithme du temps de défaillance Tz sous z peut s�écrire

ln(Tz) = �T z + �;

où la fonction � ne dépend pas de z et est S(t) = S0 (ln t) :
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4.2 Construction du modèle AFT �GR

Pour un modèle AFT dont la distribution de base est une Rayleigh gé-
néralisée, de fonction de survie de base S0(t) donnée par :

S0(t) = 1�
�
1� e�(� t)

2
��
; t > 0; � > 0; � > 0:

La fonction de distribution cumulative de AFT �GR est déduite comme
suit :

F (t) = 1� S0(exp
�
��T z

	
t)

=
�
1� exp(��2 exp

�
�2�T z

	
t2)
��
; (4:4)

où � et � sont les paramètres de la distribution de Rayleigh généralisée
GR, � = (�0; ::; �m)

T sont les paramètres de la régression du modèle AFT
et z = (1; z1; :::; zm)T sont les covariables représentant les stress éventuels.
Ainsi, la fonction de survie pour le modèle AFT�GR est obtenue comme

suit :

S(t) = S0(exp
�
��T z

	
t)

= 1�
�
1� exp(��2 exp

�
�2�T z

	
t2)
��
;

les fonctions risque et risque cumulé sont alors, respectivement :

h(t) = �S 0
(t)=S(t) =

2��2t exp
�
�2�T z � �2t2e�2�

T z
��
1� exp(��2t2e�2�T z)

���1
1�

�
1� exp(��2t2 exp

�
�2�T z

	
)
�� ;

�(t) = � lnS(t) = � ln(1�
�
1� exp(��2t2 exp

�
�2�T z

	
)
��
):

4.2.1 Estimation du maximum de vraisemblance en cas
de données censurées

Soit Ti est une variable aléatoire selon une distribution AFT �GR, avec
le vecteur de paramètres � = (�; �; �0; �1)

T : Supposons que les données se
composent de n observations indépendantes

ti = min(Ti; Ci) pour i = 1; :::; n:
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La distribution de Ci ne dépend pas de paramètres inconnus de Ti.
La fonction de vraisemblance dans le cas de la censure

L(t; �) =
nY
i=1

f(ti; �) =

nY
i=1

��i(ti; �)S(ti; �); �i = 1fTi�Cig: (4:5)

Ce qui donne pour la distribution AFT �GR :

L(t; �) =
nY
i=1

"
2��2ti exp

�
�2�T zi��2t2i e�2�

T zi

��
1�exp(��2e�2�T zi t2i )

���1
1�(1�exp(��2 expf�2�T zigt2i ))�

#�i
��

1�
�
1� exp(��2t2i exp

�
�2�T zi

	
)
���

:

La fonction de la log-vraisemblance est :

`(t; �) =
nX
i=1

�i[ln(2) + 2 ln(�) + ln(�) + ln(ti)� 2�T zi � �2t2i exp
�
�2�T zi

�
+

(�� 1) ln(1� exp(��2t2i e�2�
T zi))] +

nX
i=1

(1� �i) ln(1� (1� exp(��2t2i e�2�
T zi))�):

Après de longs calculs, nous obtenons les fonctions de score pour les pa-
ramètres �; �; �0, �1; ::::; �m :

@`(�;�;�)
@�

=
nX
i=1

�i
�
1
�
+ ln(1� T (ti; zi)

�
�

nX
i=1

(1� �i)
h
(1�T (ti;zi))� ln(1�T (ti;zi))

1�(1�T (ti;zi))�

i
;

@`(�;�;�)
@�

=

nX
i=1

�i

h
2
�
� 2�t2i e�2�

T zi + 2 (�� 1) �t
2
iZ(ti;zi)

1�T (ti;zi)

i
�

nX
i=1

(1� �i)
h
2��t2iZ(ti;zi)(1�T (ti;zi))

��1

1�(1�T (ti;zi))�
i
;

@`(�;�;�)
@�0

=

nX
i=1

�i

h
�2 + 2�2t2i e�2�

T zi � 2 (�� 1) �
2t2iZ(ti;zi)

1�T (ti;zi)

i
+
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nX
i=1

(1� �i)
h
2��2t2iZ(ti;zi)(1�T (ti;zi))

��1

1�(1�T (ti;zi))�
i

@`(�;�;�)
@�1

=
nX
i=1

�i

h
�2zi1 + 2�2t2i zi1e�2�

T zi � 2 (�� 1) �
2t2i zi1Z(ti;zi)

1�T (ti;zi)

i
+

nX
i=1

(1� �i)
h
2��2t2i zi1Z(ti;zi)(1�T (ti;zi))

��1

1�(1�T (ti;zi))�
i
;

.

.

.
@`(�;�;�)
@�m

=
nX
i=1

�i

h
�2zim + 2�2t2i zime�2�

T zi � 2 (�� 1) �
2t2i zimZ(ti;zi)

1�T (ti;zi)

i
+

nX
i=1

(1� �i)
h
2��2t2i zimZ(ti;zi)(1�T (ti;zi))

��1

1�(1�T (ti;zi))�
i
:

où Z(ti; zi) = exp
�
�2�T zi � �2t2i e

�2�T zi
�
et T (ti; zi) = exp(��2t2i e�2�

T zi):

4.2.2 Estimation et intervalle de con�ance de la fonc-
tion de survie

Estimation de la fonction de survie

Si �̂; �̂ et �̂ sont les estimateurs de maximum de vraisemblance des pa-
ramètres du modèle AFT � GR, alors la fonction de survie sous un stress
d�accélération constant z 2 E0 est :

Ŝz(t) = 1�
�
1� exp(��̂2 exp

n
�2�̂T z

o
t2)
��̂
; (4:6)

et la fonction de survie estimée sous un stress normal ou usuel quand
z = z(0) peut être écrite comme suit :

Ŝz(0)(t) = 1�
�
1� exp(��̂2 exp

n
�2�̂T z(0)

o
t2)
��̂

Intervalle de con�ance de la fonction de survie

En utilisant les propriétés des estimateurs du maximum du vraisemblance,
sous le stress usuel, pour un risque �, l�intervalle de con�ance pour la fonction
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de survie Ŝz(0)(t) est :0@1 + 1� Ŝz(0)(t)

Ŝz(0)(t)
exp

24��̂Qz(0)w
1�
�

2

351A�1

;

où w1��
2
est le

�
1� �

2

�
-quantile de N (0; 1) et

�̂2Qz(0) =
JTg

�
�̂
�
I�1

�
�̂
�
Jg

�
�̂
�

�
Ŝz(0)(t)

�2 �
1� Ŝz(0)(t)

�2 ;
où

JTg

�
�̂
�
I�1

�
�̂
�
Jg

�
�̂
�
=
�
@S
@�0

; :::; @S
@�m

; @S
@�
; @S
@�

�0BB@
I00 : I0(m+2)
Ii0 : Ii(m+2)
: : :

I(m+2)0 : I(m+2)(m+2)

1CCA
0BBBB@

@S
@�0

:
@S
@�m
@S
@�
@S
@�

1CCCCA

=
�
@S
@�0

; :::; @S
@�m

; @S
@�
; @S
@�

�
0BBBBBBBBB@

m+2P
j=0

I0j
@S
@�j

m+2P
j=0

I1j
@S
@�j

:
m+2P
j=0

I(m+2)j
@S
@�j

1CCCCCCCCCA
=

m+2P
k=0

m+2P
j=0

@S

@�k
Ikj

@S

@�j
:

Ou il peut être écrit sous la forme simple :

�̂2Qz(0) =
1�

Ŝz(0)(t)
�2 �

1� Ŝz(0)(t)
�2 m+2P

k=0

m+2P
j=0

�k

�
t; �̂; �̂; �̂

�
Ikj

�
�̂; �̂; �̂

�
�j

�
t; �̂; �̂; �̂

�
;

où �k
�
t; �̂; �̂; �̂

�
et �j

�
t; �̂; �̂; �̂

�
sont les dérivées partielles de la fonc-

tion de survie par rapport aux paramètres du modèle AFT �GR tels que :

@S

@�
(t; �) = � (1� T (t; z))� ln(1� T (t; z));
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@S

@�
(t; �) = �2��t

2Z(t; z) (1� T (t; z))�

1� T (t; z)
;

@S

@�0
(t; �) =

2��2t2Z(t; z) (1� T (t; z))�

1� T (t; z)
;

@S

@�1
(t; �) =

2�z1�
2t2Z(t; z) (1� T (t; z))�

1� T (t; z)
;

.

.

.

@S

@�m
(t; �) =

2�zm�
2t2Z(t; z) (1� T (t; z))�

1� T (t; z)
:

où Z(t; z) = exp
�
�2�T z � �2t2e�2�

T z
�
et T (t; z) = exp(��2t2e�2�T z)

Et Ikj
�
�̂; �̂; �̂

�
sont les éléments de la matrice I�1

�
�̂; �̂; �̂

�
: La matrice

de Fisher Ikj (�; �; �) est estimée par :

I
�
�̂; �̂; �̂

�
= �

@2`
�
�̂; �̂; �̂

�
@�i@�j

; � = (�; �; �0; �1; :::::; �m)
T :

4.3 Test d�ajustement pour le modèle AFT-
Rayleigh généralisé en cas de données cen-
surées

En utilisant l�approche de Bagdonaviµcius et Nikulin (2011) et présentée
plus haut, nous construisons un test du chi-deux modi�é pour le modèle de
durée de vie accélérée dont la distribution de base est une distribution de
Rayleigh généralisée (AFT �GR).
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Considérons l�hypothèse :

H0 : F (t) 2 F0 = fF0(t; �); � 2 � � Rsg ; (4:7)

où � = (�1; :::; �s)T 2 � � Rs est le vecteur des paramètres inconnus de
dimension s et F0 est la fonction de répartition du modèle AFT � GR. On
divise l�intervalle [0; � ] en r > s intervalles Ij = (aj�1; aj]; j = 1; 2; :::; r et
a0 = 0, ar = � :

Le test est basé sur le vecteur Z = (Z1; :::; Zr)
T , Zj =

1p
n
(Uj � ej);

j = 1; 2; :::; r;

où Uj représente le nombre des défaillances observés dans ces intervalles.
Sous l�hypothèseH0, la distribution limite de la statistique Y 2 (voir (3:14))

est chi-deux avec r degrés de liberté. L�hypothèse nulle H0 est rejetée avec
un niveau de signi�cation approximatif � si Y 2

n > �2�(r).

4.3.1 Le choix de âj

La valeur de baj estimée est donnée par :
âj = �

�1

 "
Ej �

i�1X
l=1

�
�
t(l); �̂

�#
= (n� i+ 1) ; �̂

!
; âr = t(n);

où �̂ est l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre �, ��1

est l�inverse de la fonction de hasard cumulé � et

Ej =
j

r
Er; où Er =

nX
i=1

�(t(i);b�):
Pour notre modèle, Le choix de âj est obtenu comme suit :

baj =
1

�̂
exp

�
�T zi

	24� ln
0@1� "1� exp �Ej �Pi�1

l=1 �(tl;
b�)

n� i+ 1

!#1=�̂1A351=2 ;
j = 1; ::::; r � 1;bar = t(n):

Pour un tel choix d�intervalles, nous avons ej = Er
r
pour tout j.
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4.3.2 Calcul de la matricecW
Les éléments de la matrice cW qui est dé�nie par :

cWl =
kX
j=1

bClj bA�1j Zj; l = 1; 2; :::; 4: j = 1; :::; r;

sont obtenus de la manière suivante :

bC1j = 1

n

nX
i:xi2Ij

�i

h
� lnh(ti;�)��h�(ti) lnh(ti)+1�2h�(ti)+h2�(ti)

�(1�h�(ti))2

i
;

bC2j =
1

n

nX
i:xi2Ij

�i[2 (�� 1)�t2h�1(ti)Z(ti; zi) +

2

�
� 2�t2i e�2�

T zi + 2 (1� h�(ti))
�1 ��t2ih

��1(ti)Z(ti; zi)];

bC3j =
1

n

nX
i:xi2Ij

�i �

[�2 (�� 1)�2t2h�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2e�2�
T zi �

2� 2��2t2ih��1(ti) (1� h�(ti))
�1 Z(ti; zi)];

bC4j =
1

n

nX
i:xi2Ij

�i �

[�2zi (�� 1)�2t2h�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2zie�2�
T zi �

2zi � 2��2t2i zih��1(ti) (1� h�(ti))
�1 Z(ti; zi)];

où h(ti) = 1� exp(��2t2i e�2�
T zi):

4.3.3 Matrice d�information de Fisher bi[4�4]
Les composantes de la matrice d�information bi[4�4] sont requises pour le

calcul de la matrice G. Elles sont données comme suit :
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bi11 = 1

n

nX
i=1

�i

h
� lnh(ti;�)��h�(ti) lnh(ti)+1�2h�(ti)+h2�(ti)

�(1�h�(ti))2

i2
;

bi12 = bi21 = 1

n

nX
i=1

�i

h
� lnh(ti;�)��h�(ti) lnh(ti)+1�2h�(ti)+h2�(ti)

�(1�h�(ti))2

i
�

[2 (�� 1)�t2i (h(ti))
�1 Z(ti; zi) +

2

�
� 2�t2i e�2�

T zi +

2 (1� (h(ti))�)�1 ��t2i (h(ti))
��1 Z(ti; zi)];

bi13 = bi31 = 1

n

nX
i=1

�i

h
� lnh(ti;�)��h�(ti) lnh(ti)+1�2h�(ti)+h2�(ti)

�(1�h�(ti))2

i
�

[�2 (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i e�2�
T zi � 2�

2��2t2ih
��1(ti) (1� h�(ti))

�1 Z(ti; zi)];

bi14 = bi41 = 1

n

nX
i=1

�i

h
� lnh(ti;�)��h�(ti) lnh(ti)+1�2h�(ti)+h2�(ti)

�(1�h�(ti))2

i
�

[�2zi (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i zie�2�
T zi � 2zi �

2��2t2i zih
��1(ti) (1� h�(ti))

�1 Z(ti; zi)];

bi22 =
1

n

nX
i=1

�i[2 (�� 1)�t2ih�1(ti)Z(ti; zi) +
2

�
� 2�t2i e�2�

T zi +

2 (1� h�(ti))
�1 ��t2ih

��1(ti)Z(ti; zi)]
2;
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bi23 = bi32 = 1

n

nX
i=1

�i[2 (�� 1)�t2ih�1(ti)Z(ti; zi) +

2

�
� 2�t2i e�2�

T zi + 2 (1� h�(ti))
�1 ��t2ih

��1(ti)Z(ti; zi)]�

[�2 (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i e�2�
T zi � 2�

2��2t2ih
��1(ti) (1� h�(ti))

�1 Z(ti; zi)];

bi24 = bi42 = 1

n

nX
i=1

�i[2 (�� 1)�t2ih�1(ti)Z(ti; zi) +
2

�
� 2�t2i e�2�

T zi +

2 (1� h�(ti))
�1 ��t2ih

��1(ti)Z(ti; zi)]�
[�2zi (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i zie�2�

T zi � 2zi �
2��2t2i zih

��1(ti) (1� h�(ti))
�1 Z(ti; zi)];

bi33 =
1

n

nX
i=1

�i �

[�2 (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i e�2�
T zi � 2�

2��2t2ih
��1(ti) (1� h�(ti))

�1 Z(ti; zi)]
2;

bi34 = bi43 = 1

n

nX
i=1

�i �

[�2zi (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i zie�2�
T zi �

2zi � 2��2t2i zih��1(ti) (1� h�(ti))
�1 Z(ti; zi)]�

[�2 (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i e�2�
T zi � 2�

2��2t2ih
��1(ti) (1� h�(ti))

�1 Z(ti; zi)];

bi44 =
1

n

nX
i=1

�i �

[�2zi (�� 1)�2t2ih�1(ti)Z(ti; zi) + 2�2t2i zie�2�
T zi �

2zi � 2��2t2i zih��1(ti) (1� h�(ti))
�1 Z(ti; zi)]

2:
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Ensuite, nous obtenons la statistique Y 2

Y 2 =
rX
j=1

(Uj � ej)
2

Uj
+cW T

"bill0 � kX
j=1

bClj bCl0jÂ�1j
#�1cW; l; l0 = 1; 2; :::; 4
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Chapitre 5

Le modèle mélange de deux
distributions de Rayleigh
généralisées

5.1 Introduction

Grâce à leur grande �exibilité, les modèles de mélange �ni sont très utiles
pour décrire une large variété de phénomènes aléatoires. Ils modélisent di-
verses situations réelles, où des mesures proviennent de di¤érentes popula-
tions qui ont toutes des distributions di¤érentes. De plus, les modèles de
mélange dé�nissent de nouvelles classes de distributions comme par exemple
des densités asymétriques (un mélange de deux lois gaussiennes peut donner
lieu à une densité asymétrique).
La fonction de répartition cumulative d�un modèle mélange (et la den-

sité de probabilité si elle existe) peuvent être exprimées sous forme d�une
combinaison convexe (par exemple une somme pondérée, avec des probabi-
lités positives dont la somme est 1) d�autres fonctions de distribution et de
fonctions de densité. Les répartitions individuelles qui sont combinées pour
former la distribution du mélange sont appelées les composants du mélange,
et les probabilités associées à chaque composant sont appelées les probabili-
tés du mélange. On peut consulter les travaux d�Ahmad et Abdul Rahman
(1994) pour le mélange de distributions de Weibull, et Liu et Shao (2003)
pour le mélange de distributions normales.
Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�estimation des paramètres d�un mo-
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dèle mélange de deux distributions de Rayleigh généralisées. Nous utilisons
l�algorithme EM et le logiciel R pour déterminer les estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance des paramètres inconnus du modèle. Ensuite, nous
construisons pour ce modèle, un test d�adéquation basé sur la statistique
NRR.

5.2 Mélange �ni de lois

Soit P l�ensemble de toutes les lois de probabilités dé�nies sur un espace
probabilisable (
; B) : On appelle mélange �ni de lois de probabilités pi la
probabilité p dé�nie sur (
; B) par :

p =
kX
i=1

�ipi;

où

�i > 0;
rX
i=1

�i = 1; pi 2 P pour i = 1; 2; ::::; k:

Un certain nombre de résultats et de remarques découlent de cette dé�-
nition.
Prenons 
 = R; ce qui ne restrient en rien la portée de ce qui suit :

a) P (]�1; t[) =
kX
i=1

�ipi (]�1; t[) ;

et on a :

F (t) =
kX
i=1

�iFi(t);

F et Fi, i = 1; 2; ::::; k; étant les fonctions de répartitions de p et pi:
b) Si les pi admettent des densité fi; par rapport à une même mesure

���nie, p admet aussi une densité f qui véri�e, par simple dérivation du
résultat précédent :

f(t) =
kX
i=1

�ifi:

c) Si les probabilités pi sont discrètes, c�est-à-dire dé�nies sur un même
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espace �ni ou dénombrable, on a :

p (ftg) =
kX
i=1

�ipi (ftg) :

d) Il peut arriver que, les pi étant connues, la loi p puisse être parfaitement
déterminée. En e¤et, si 'i est la fonction caractéristique de pi la fonction '
de p s�écrit :

' (x) =

Z
eixtdp =

kX
i=1

�i

Z
eixtdp =

kX
i=1

�i'i (x) :

On sait alors que si p probabilité sur R, admet une fonction ' intégrable
par rapport à la mesure de Lebesgue, p admet une densité continue f(t)
dé�nie par :

f(t) =
1

2�

Z
e�ixt' (x) dx:

5.3 Cas d�un mélange de deux distributions
de Rayleigh généralisées

Soit T = (T1; T2; ::::::::Tn) un échantillon d�observations issues d�un mé-
lange de deux distributions Rayleigh généralisées (MGR) de paramètres
�i; �i; �i. La densité de X est donnée par

f(t; �i; �i; �i) =
2P
i=1

2�i�1i�
2
i te

�(�ix)2
�
1� e�(�it)

2
��i�1

; (5:1)

où x > 0; �i > 0; �i > 0; �i > 0; telle que �1 = �, �2 = 1 � �. � est le
paramètre de mélange suivant une loi de Bernoulli B(�):
Sa fonction de répartition FT est dé�nie par la formule suivante :

FT (t) = �1

�
1� e�(�1t)

2
��1

+ �2

�
1� e�(�2t)

2
��2

: (5:2)

Et soit Z = (Z1; Z2; ::::::::Zn) la donnée cachée où Zi détermine la distri-
bution dont est issue Ti :

L (Ti jZi = 1) = GR(�1; �1); L (TijZi = 2) = GR(�2; �2);
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avec P fZi = 1g = �1 et P fZi = 2g = �2 = 1� �1:

5.4 Estimation des paramètres inconnus d�un
modèle mélange de distributions de Ray-
leigh généralisées

On cherche à estimer les cinq paramètres inconnus � = (�; �1; �1; �2; �2)
du modèle mélange.
La vraisemblance des données complètes est dé�nie par

Ln (T; Z j�) =
nQ
i=1

"
2P
j=1

1fZi=jg�jfj (ti)

#
; (5:3)

où fj (t) = 2�j�
2
j te

�(�jt)
2 �
1� e�(�jt)

2��j�1
est une densité de Rayleigh

généralisée de paramètres �j et �j:
Passons à la log-vraisemblance des données complètes :

log (Ln (T; Z j�)) =
nP
i=1

[
2P
j=1

1fZi=jg
�
log(�j) + log(2) + log(�j) + log(�

2
j) + log (ti)

�
�

�
�jti

�2
+ log

�
1� e�(�jti)

2��j�1
]: (5:4)

L�estimation des paramètres par les méthodes classiques telles que le
maximum de vraisemblance s�avère di¢ cile, c�est pourquoi on utilise des ap-
proches numériques. La méthode d�estimation via l�algorithme EM (Expectation-
maximisation) très développée et largement utilisée ces dernières années nous
donne des résultats très satisfaisants dans le cas de lois mélanges (voir Bor-
man, 2004, Santos, 2010).
On procède comme suit :
- L�étape E : Calculons EZ jT;�m [logP (T; Z j�)] :
- L�étape M : On maximise l�étape E

�m+1 = argmax
�

�
EZ jT;�m [logP (T; Z j�)]

	
;

l�étape E nécessite de dé�nir la distribution a posteriori de Zj connaissant
Ti et �m:
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On dé�nit

~pi;j = P fZj = j jTi = ti; �mg =
�jfj (ti)

�1f1 (ti) + �2f2 (ti)
;

la probabilité a posteriori pour que le point Ti soit issu de la distribution
fj = GR(�j; �j), connaissant �m.
Alors, on a :

EZ jT;�m [logP (T; Z j�)] =
nP
i=1

2P
j=1

~pi;j(log(�j) + log(2) + log(�j) + log(�
2
j) +

log (ti)�
�
�jti

�2
+ log

�
1� e�(�jti)

2��j�1
): (5:5)

La maximisation en � de cette expression, bien qu�un peu lourde, ne
présente aucune di¢ culté majeure et conduit aux estimateurs suivants (pour
j = 1 ou 2)8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
(m+1)
j = 1

n

nP
i=1

~pi;j

�
(m+1)
j = �

nP
i=1

~pi;j

nP
i=1

~pi;j log(1�e
�(�jti)

2

)

�
(m+1)
j =

nP
i=1

~pi;j

nP
i=1

~pi;j�jt
2
i+(1��j)

nP
i=1

~pi;jt2i e
�(�jti)

2

(1�e�(�jti)
2

)�1

(5:6)

La résolution de ce système peut être donnée par des méthodes numé-
riques (par exemple, la méthode de Newton Raphson, l�algorithme BB, etc...).

5.5 Test d�ajustement du chi-deux modi�é pour
le modèle mélange

Pour tester l�hypothèseH0, nous pouvons utiliser la statistique de Nikulin-
Rao-Robson donnée par l�équation :

Ŷ 2
n

�
�̂n

�
= X2

n

�
�̂n

�
+
1

n
LT
�
�̂n

�
(I
�
�̂n

�
� J

�
�̂n

�
)�1L

�
�̂n

�
:
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5.5. TEST D�AJUSTEMENT DU CHI-DEUX MODIFIÉ POUR LE
MODÈLE MÉLANGE

où L (�) = (L1 (�) ; L2 (�) ; L3 (�) ; L4 (�) ; L5 (�))
T et

Lk (�) =
rX
j=1

�j
pj

@pj (�)

@�l
; l = 1; 2; 3; 4; 5;

et la matrice d�information pour les données groupées J (�) est :

J (�) = B(�)TB(�); B(�) = (bjl(�))1�l�5; 1�j�r;

où
bj1(�) =

1p
pj

@pj(�)

@�
; bj2(�) =

1p
pj

@pj(�)

@�1
,bj3(�) = 1p

pj

@pj(�)

@�1
;

bj4(�) =
1p
pj

@pj(�)

@�2
, bj5(�) = 1p

pj

@pj(�)

@�2
; j = 1; 2; ::::r:

Pour le modèle de mélange, on obtient

pj(�) = =

ajZ
aj�1

fMGR (t; �) dx = FMGR(aj)� FMGR(aj�1)

�
h�
1� e�(�1aj)

2
��1
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�
1� e�(�1aj�1)

2
��1i

+

(1� �)
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2
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�
1� e�(�2aj�1)

2
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;

et les dérivées partielles sont
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�
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5.6 Calcul de la matrice d�information de Fi-
sher

La matrice d�information de Fisher pour un modèle mélange à cinq pa-
ramètres (� = �; �1; �1; �2; �2) est donnée par :

In(�) = nI(�)

où

I(�) = �@
2 ln(f (t; �; �1; �1; �2; �2))

@�2

où

f(t; �) = f (t; �; �1; �1; �2; �2)

= 2��1�
2
1te

�(�1t)2
�
1� e�(�1t)

2
��1�1

+ 2(1� �)�2�
2
2te

�(�2t)2
�
1� e�(�2t)

2
��2�1

;
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�
1� e�(�1t)

2
�
; A2 =

�
1� e�(�2t)

2
�
et on obtient :
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où B1 = ��21t2 + lnA1 et posons B2 = ��22t2 + lnA2 :
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I24 = I42 = �
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Tous les composants des matrices sont obtenus, donc nous obtenons la
statistique NRR
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où �̂n =
�
�̂; �̂1; �̂1; �̂2; �̂2

�
est l�estimateur du maximum de vraisemblance

de � = (�; �1; �1; �2; �2) obtenu après la résolution de système (5:6) :
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Chapitre 6

Simulations et Applications

6.1 Simulations

Une importante étude par simulations numériques a été réalisée pour
illustrer l�utilité et la maniabilité des tests proposés dans ce travail. De plus,
nous avons appliqué ces tests à des données réelles issues de la �abilité et de
l�analyse de survie. Toutes les simulations ont été réalisées à l�aide du logiciel
statistique R, l�algorithme EM pour le modèle de mélange et l�algorithme
Barzilai-Borwein (BB).

6.1.1 Estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres, cas des données complètes et censu-
rées

Nous considérons des échantillons d�une distribution de Rayleigh géné-
ralisée avec des paramètres � = 2 et � = 3. Les données ont été simulées
N = 10:000 fois. Les valeurs de la moyenne des estimateurs du maximum de
vraisemblance MLEs �̂ et �̂ et leurs erreurs quadratiques moyennes (SME)
sont calculées et données dans la table 1 et la table 2 (taille des échantillons
n = 100; n = 300; et n = 500)
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N = 10:000 n = 100 n = 300 n = 500b� 2:060411 2:083386 2:157434
SME 0:0895411 0:031215 0:018386

�̂ 2:793059 3:078906 3:096955
SME 0:0262139 0:009344 0:005561

Table 1 : MLEs des paramètres � et � de la distribution de Rayleigh
généralisée dans le cas des données complètes

N = 10:000 n = 100 n = 300 n = 500b� 2:02226 2:01668 2:00434
SME 0:01786 0:01351 0:00480

�̂ 3:01807 3:00732 3:00176
SME 0:01521 0:00693 0:00433

Table 2 :MLEs des paramètres � et � de la distribution de Rayleigh
généralisée dans le cas des données censurées

6.1.2 Estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres, cas du modèle AFT-GR

Dans le cas du modèle AFT � GR, nous avons simulé N = 1000 échan-
tillons avec les valeurs des paramètres � = 2, � = 3; �0 = 6 et �1 = �0:8 de
tailles respectives n = 100; n = 300 et n = 500. La méthode du maximum
de vraisemblance donne les valeurs des MLEs �̂;.�̂; �̂0et �̂1 et leurs valeurs
d�erreurs quadratiques moyennes EQM. Les résultats sont résumés dans la
table 3 suivante :

N = 1000 n = 100 n = 300 n = 500b� 1:71063 2:195526 2:005487
EQM 0:00209182 0:0001940519 0:00023154b� 3:742451 2:819077 3:014142
EQM 0:00740269 0:0001946275 0:00005478b�0 6:187793 5:910105 5:996235
EQM 0:0007913436 3:27343e� 05 2:354612e� 05b�1 �0:7908987 �0:802198 �0:8002223
EQM 6:945995e� 07 6:460948e� 09 5:654897e� 10

Table 3 : MLEs des paramètres �; �; �0 et �1 du modèle AFT �GR
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6.1.3 Estimateurs du maximum de vraisemblance des
paramètres, cas de modèle mélange de deux dis-
tributions de Rayleigh généralisées

Pour le modèle mélange, nous avons simulé N = 1000 échantillons d�un
modèle mélange de deux distributions de Rayleigh généralisées de paramètres
� = 0:7; �1 = 0:2; �1 = 0:3; �2 = 0:4 et �2 = 0:5 de taille n = 100; n = 300
et n = 500 respectivement. En utilisant l�algorithme EM et le logiciel R, on
a calculé les estimateurs MLEs �̂; �̂1; �̂1; �̂2 et �̂2 et les valeurs des erreurs
quadratiques moyennes EQM. Les résultats sont résumés dans la table 4
suivante :

N = 1000 n = 100 n = 300 n = 500b� 0:69451233 0:7171572 0:7098541
EQM 0:003755767 0:002187682 0:007990055b�1 0:2463238 0:2296811 0:2097716
EQM 0:00855037 0:010145451 0:003655481

�̂1 0:3275523 0:2816178 0:3017516
EQM 0:003163524 0:001315777 0:005501159b�2 0:41221431 0:3998054 0:4062134
EQM 0:00907314 0:020288942 0:002214715

�̂2 0:4820595 0:5052816 0:4981365
EQM 0:004844981 0:006900255 0:002457866

Table 4 : MLEs des paramètres �; �1; �1; �2 et �2 pour le modèle mélange

6.1.4 La statistique NRR

NRR pour les données complètes et censurées à droite

Dans cette section, nous avons e¤ectué une étude par simulations pour
évaluer la performance des tests proposés, à la fois dans le cas de données
complètes et de données censurées à droite. Pour cela, nous avons généré
N = 10:000 échantillons de di¤érentes tailles (n = 25; n = 30; n = 60;
n = 100; n = 300 et n = 500) respectivement de la distribution généralisée
Rayleigh GR (� = 2, � = 3) avec des données complètes et N = 10:000
échantillons avec di¤érents pourcentages de censure non informative à droite
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(20%; 25% et 30%). Après calcul des MLEs �̂; �̂, nous calculons les valeurs
des statistiques de critères (Y 2

n ; Ŷ
2) pour chaque échantillon. Ensuite, on

compte le nombre de rejets de l�hypothèse H0, avec di¤érents niveaux de
signi�cation � = 1%; � = 2% et � = 5%. Les résultats des niveaux de
signi�cation empiriques par rapport à leurs valeurs théoriques sont résumés
dans la table 5 et la table 6 :

N = 10; 000 � = 1% � = 2% � = 5%
n = 25 0:0057 0:0144 0:0435
n = 30 0:0060 0:0146 0:0442
n = 60 0:0063 0:0150 0:0463
n = 100 0:0079 0:0180 0:0474
n = 300 0:0080 0:0198 0:0483
n = 500 0:0105 0:0204 0:0499

Table 5 :"Niveaux de signi�cation simulés pour Y 2
n pour les données

complètes par rapport à leurs valeurs théoriques"

N = 10; 000 � = 1% � = 2% � = 5%
n = 25 0:0044 0:0182 0:0477
n = 30 0:0084 0:0188 0:0479
n = 60 0:0087 0:0191 0:0482
n = 100 0:0098 0:0198 0:0499
n = 300 0:0122 0:0210 0:0513
n = 500 0:0110 0:0209 0:0508

Table 6 :"Niveaux de signi�cation simulés de Ŷ 2 pour les données censurées
à droite par rapport à leurs valeurs théoriques "

Nous observons que les niveaux de signi�cation simulés pour les statis-
tiques Y 2

n et Ŷ
2 coïncident dans les niveaux théoriques correspondants des

distributions du chi-deux. Ainsi, les tests proposés peuvent être utilisés pour
ajuster des données à une distribution généralisée de Rayleigh dans le cas
complet et le cas de censure aléatoire droite.
Deuxièmement, les histogrammes de la distribution de la statistique Ŷ 2,

sous l�hypothèse nulle H0, par rapport aux distributions du chi-deux avec r
degrés de liberté, donnés dans la �gure 1, pour di¤érentes valeurs de para-
mètres et di¤érentes tailles d�échantillon con�rment que Ŷ 2 suit une distri-
bution �2r à r degrés de libertés.
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Figure 1: Y 2 sous l’hypothèse nulle H0 , ÝJ = 2,K = 3Þ versus la distribution du chi­deux avec 8 degrés de liberté Ýr = 8,n = 25,60,100Þ,N = 10.000

NRR pour le modèle AFT-GR

De même, les valeurs du test statistique Y 2 sont calculées à partir des
échantillons générés (N = 1000 fois) d�une distribution AFT �GR de tailles
respectives n = 30; n = 60; n = 100, n = 300 et n = 500. Nous calculons
le nombre de cas d�hypothèses rejetées H0 (le nombre de cas où Y 2 < �2r)
respectivement (� = 2; � = 3; �0 = 6; �1 = �0; 8) avec des données de
di¤érents pourcentages de censures non-informatives à droite (20%; 30%).
Ensuite, on compte le nombre de rejets de l�hypothèse H0, avec di¤érents
niveaux de signi�cation alpha � = 1%, � = 2% et � = 5%. Les résultats
des niveaux de signi�cation empiriques contre leurs valeurs théoriques sont
résumés dans la table7.

N = 1000 � = 1% � = 2% � = 5%
n = 30 0:005 0:014 0:037
n = 60 0:005 0:016 0:044
n = 100 0:006 0:018 0:047
n = 300 0:008 0:021 0:052
n = 500 0:009 0:019 0:049

Table 7 :"Niveaux de signi�cation simulés pour Y 2 pour les données
censurées par rapport à leurs valeurs théoriques"

NRR pour le modèle de mélange MGR

La valeur du test statistique Ŷ 2
n pour données complètes, est calculée à

partir d�échantillons générés (N = 1000) à partir d�un modèle mélange de
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deux distributions de Rayleigh généralisées de paramètres � = 0:7; �1 =
0:2; �1 = 0:3; �2 = 0:4, �2 = 0:5, et de taille respectives n = 30; n = 60; n =
100, n = 300 et n = 500. Nous calculons le nombre de rejets de l�hypothèse
nulle H0 (le nombre de cas où Ŷ 2

n � �2�). Ensuite, on compte le nombre de
rejets de l�hypothèse H0, avec di¤érents niveaux de signi�cation � = 1%,
� = 2% et � = 5%. Les résultats des niveaux de signi�cation empiriques
contre leurs valeurs théoriques sont résumés dans la table 8.

N = 1000 � = 1% � = 2% � = 5%
n = 30 0:006 0:017 0:039
n = 60 0:007 0:018 0:046
n = 100 0:009 0:018 0:048
n = 300 0:009 0:019 0:051
n = 500 0:011 0:022 0:049

Table 8 :"Niveaux de signi�cation simulés pour Ŷ 2
n pour les données

complètes par rapport à leurs valeurs théoriques"

6.2 Applications

Pour montrer l�utilité et les di¤érentes applications des tests du chi-deux
modi�és construits dans cette thèse, nous présentons quelques exemples illus-
tratifs.

6.2.1 Distribution de Rayleigh généralisée

Cas de Données complètes
1) Les données (Pashardes et Christo�des, 2008) portant sur la vitesse

quotidienne du vent ont été extraites de l�index des données de l�Institut
suédois de météorologie et d�hydrologie pendant 30 mois entre 2006 et 2008.
Les 30 valeurs de la vitesse moyenne du vent sont les suivantes : 5.5, 4, 5.3,
5.7 , 4,1, 6,7, 5,4, 3,9, 2,8, 3,7, 2,9, 4,7, 3,8, 3,4, 2,5, 3,3, 3,5, 2,6, 4,1, 3,3, 6,9,
2,7, 2,0, 2,5, 2,8, 2,0, 3,2, 2,6, 3,8 et 4.0. On veut tester l�hypothèse H0 selon
laquelle ces observations sont modélisées par une distribution de Rayleigh
généralisée. En utilisant le logiciel statistique R, nous trouvons les valeurs
des estimateurs ML des paramètres :

69



CHAPITRE 6. SIMULATIONS ET APPLICATIONS

�̂ = 3:077557, �̂ = 0:342554.

Nous choisissons r = 5 intervalles. On obtient la valeur de la statistique
NRR

Y 2
n = 2:01468

Pour le niveau de signi�cation � = 0:05, �2(4) = 9:487729, l�hypothèse
nulle H0(Y

2
n < �2) que les données de la vitesse quotidienne du vent suivent

une distribution de Rayleigh généralisée ne peut pas être rejetée.
Récemment, Abd-Elfattah (2011) a fourni les valeurs critiques de la statis-

tique d�Anderson�Darling (AD) pour la distribution de Rayleigh généralisée
et il a utilisé ces données pour les ajuster à ce modèle. Selon cette étude, la
valeur correspondante de cette statistique est égale à A2n = 0:481:Comme la
valeur critique est de 2:113 pour le niveau de signi�cation � = 0:05 , il ac-
cepte l�hypothèse selon laquelle ces données sont distribuées selon un modèle
de Rayleigh généralisé. Ceci con�rme notre résultat.

2) Dans un deuxième exemple, on veut tester si la hauteur des vagues
peut être décrite par une distribution de Rayleigh généralisée. On utilise les
données de prévisions de la hauteur des vagues à Alger plage pour la dernière
mise à jour du 14/02/2017 qui sont les suivantes :
0.9 m, 1 m, 1.1 m, 1.1 m, 1 m, 0.9 m, 0.8 m, 0.7 m pour les heures 2h,

5h, 8h, 11h, 14h, 17h, 20h, 23h respectivement
(voir le site https ://www.meteoblue.com/fr/meteo/prevision/semaine/alger-

plage_alg%C3%A9rie_2507474).
En utilisant le logiciel statistique R, nous trouvons les valeurs des esti-

mateurs ML :

�̂ = 26:59652, �̂ = 2:06841.

Après calcul de la statistique de NRR, nous trouvons Y 2
n = 2:015697. Au

seuil � = 0:05, et pour r = 5, la valeur critique �2r�1 = 9:487729, d�où H0 est
loin d�être rejetée. On peut dire que la hauteur des vagues est modélisée par
une distribution généralisée.
Cas de Données censurées

Pour montrer l�utilisation du test proposé pour le modèle de Rayleigh
généralisé, on considère les données d�échantillon sur les cellules de réduction
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d�aluminium de Whitmore (1983) représentant pour 20 cellules de réduction
d�aluminium, le temps de rupture en unités de 1.000 jours :
0:468�0:725�0:838�0:853�0:965�1:139�1:142�1:304�1:317�1:427�

1:554�1:658�1:764�1:776�1:990�2:010�2:224�2:279��2:244��2:286�:
* Censure

Sous l�hypothèse nulleH0, que ces données correspondent à la distribution
de Rayleigh généralisée GR(�; �), et en utilisant le logiciel R, nous calculons
d�abord les estimateurs du maximum de vraisemblance �̂ = 1:56743, �̂ =
0:67498. Ensuite, nous donnons les valeurs des éléments des matrices Ĝ;cW ,
et {̂. Si l�on prend par exemple r = 5 intervalles de groupement, les résultats
sont donnés dans la table 9 :

j 1 2 3 4 5
âj 0.9277222 1.2496460 1.5397171 1.8501269 2.286
Uj 4 3 3 4 6
Zj 0.13149031 -0.09211648 -0.09211648 0.13149031 0.57870391
ej 3.411957 3.411957 3.411957 3.411957 3.411957

Table 9 : Les valeurs de âj, Uj, Zj et ej

La matrice estimée Ĝ est :

Ĝ =

�
0:03156306 �0:03201908
�0:03201908 0:79903700

�
La matrice estimée cW

cW =

�
�0:1139747
1:2496075

�
La matrice d�information estimée est :

{̂ =

�
0:3546345 �1:60288
�1:60288 11:56418

�
On obtient donc la valeur du test statistique Ŷ 2 = 3:491465. Pour un

niveau de signi�cation � = 0:05, la valeur critique est �25 = 11:0705, de sorte
que les temps de rupture des cellules de réduction en aluminium peuvent être
modélisés par une distribution généralisée de Rayleigh.
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6.2.2 Modèle de Rayleigh généralisé à temps de vie
accéléré AFT �GR

Nous étudions l�exemple des données de survie censurées, extraites du
�chier "lupus" sur le site web : http ://lib.stat.cmu.edu/data sets/. Les don-
nées représentent le temps de survie (en mois) d�une biopsie rénale initiale
pour 40 lupus de patients qui ont subi une biopsie rénale entre 1967 et 1983
et ont été suivis jusqu�au décès ou à la �n de 1990. En utilisant ces données,
nous appliquerons le test chi-deux pour le modèle AFT�GR. Pour ce modèle
nous prenons zi1 = ln zi1.

ti 157� 268� 209 21 28 46 169 39 99 132 114 127 103 39 63
zi1 1 10 2 0:1 7 24 2 22 0:1 0:1 1 4 11 57 1

ti 159 75 32 148� 138 145 182 4 103 180
zi1 0:1 1 1 44 10 0:1 14 106 1 7

ti 54 188 19 118 48 13 165 86 78 25 4 65 62 89� 44
zi1 1 0:1 0:1 10 1 6 0:1 8 0:1 15 34 0:1 8 0:1 77

En utilisant le logiciel statistique R, nous trouvons les valeurs des estima-
teurs ML : b� = 0:5486051; b� = 18:92193; b�0 = 7:983122; b�1 = �0:01995037:
Nous choisissons r = 5 intervalles. Le tableau suivant montre que les

longueurs des classes aléatoires (aj�1; aj] sont très di¤érentesbaj 33:00048 64:44906 99:90688 147:76466 268
Uj 8 8 5 8 7
Zj 0:01885848 �0:07055504 �0:08886287 0:25060626 0:27840963
ej 7:322908 7:322908 7:322908 7:322908 7:322908

bC =
2664
�0:66414448 �0:27642029 �0:106444992 �0:08248429 �0:02926638
0:01258793 0:01423843 0:009648072 0:01705604 0:01630865
�0:23818803 �0:26941863 �0:182560193 �0:32273335 �0:30859128
�0:28754353 �0:55696039 0:172728740 �0:15107578 0:08718125

3775
Par conséquent

cW =
�
�0:228893806; 0:000896427; �0:016962133; �0:936919930

�T
:

Notons que dans le cas de la distribution AFT � GR, la matrice bG est
dégénérée. Donc, le rang de la matrice V est r�1, et nous avons et la matrice
d�information de Fisher
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bI =
2664
3:07430936 �0:078595052 1:4871704 2:05174286
�0:07859505 0:005529806 �0:1046346 �0:04909417
1:48717045 �0:104634625 1:9798896 0:92895674
2:05174286 �0:049094173 0:9289567 9:30495798

3775
Nous trouvons

Q = 0:9247978; X2 = 1:522067

la statistique de test est alors

Y 2 = 2:446865, et �20:5(4) = 9:487729:

Nous concluons donc que l�hypothèse H0 est acceptée et par conséquent
ces données sont distribuées selon un modèle AFT �GR.

6.2.3 Modèle mélange de deux distributions de Ray-

leigh généralisées

Dans cet exemple, on considère les données de la durée de vie de 20 com-
posants électroniques qui ont été prises de Murthy et al (2004). Les 20 valeurs
sont les suivantes : 0.03, 0.12, 0.22, 0.35, 0.73, 0.79, 1.25, 1.41, 1.52, 1.79, 1.80,
1.94, 2.38, 2.4, 2.87, 2.99, 3.14, 3.17, 4.72, 5.09. On suppose que ces données
peuvent provenir du mélange de deux distributions de Rayleigh généralisées
de paramètres respectifs �1; �1 et �2; �2 et le paramètre de mélange �:
En utilisant l�algorithme "BB" et l�algorithme EM, on calcule les valeurs

des estimateurs du maximum de vraisemblance de 5 paramètres du modèle :

�̂ = 0:6202931; �̂1 = 0:3704238; �̂1 = 0:4069023; �̂2 = 0:6899404 et
�̂2 = 0:3205562:

Si par exemple, on choisit r = 5 intervalles pour regrouper ces données,
la valeur de la statistique du test NRR est :

Ŷ 2
n = 6:978987

Pour le niveau de signi�cation � = 0:05, �2(4) = 9:487729, l�hypothèse
nulle H0(Ŷ

2
n < �2) n�est pas rejetée. On conclut que les données représen-

tant la durée de vie de ces composants électroniques suivent une distribution
mélange de deux distributions de Rayleigh généralisées.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

La validation des modèles choisis pour n�importe quelle analyse statistique
est nécessaire si nous voulons obtenir des résultats �ables. C�est pourquoi les
méthodes et les techniques de tests d�ajustement sont en perpétuel dévelop-
pement. Quand la distribution est bien spéci�ée, on peut utiliser n�importe
quel test classique, cependant pour valider une hypothèse composite quand
les paramètres sont inconnus et doivent être estimés à partir de l�échantillon
et si en plus les données sont censurées, ces tests ne sont plus adaptés et les
distributions des statistiques de test dépendent de la méthode d�estimation
utilisée et du modèle proposé. Par ce travail, on a proposé des tests d�ajuste-
ment pour le modèle de Rayleigh généralisé dans les cas de données complètes
et censurées et les paramètres inconnus, pour le modèle de Rayleigh générali-
sée à temps de vie accéléré et pour un modèle mélange de deux distributions
de Rayleigh généralisées. L�intérêt de ces modèles et la maniabilité des tests
proposés dans ce travail sont mis en évidence dans les di¤érentes applications.
On espère que ces résultats seront béné�ques pour les utilisateurs.
En perspective, on se propose de construire de nouveaux modèles plus

�exibles généralisant la distribution de Rayleigh ainsi que des tests pour
valider ceux-ci.
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