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Résumé

Il est largement connu que la théorie des inégalités intégrales présente un rôle fon-

damental dans le développement des théories des équations di¤érentielles non linéaires

et intégrales, elles présentent un outil important dans l�étude de l�existence, l�unicité, la

stabilité et d�autres propriétés qualitatives des solutions.

L�objectif de cette thèse est d�établir, dans un premier temps, de nouvelles inégalités

intégrales non linéaires de type Bihari-Gamidov à deux variables aux échelles de temps.

Dans un deuxième temps, nous avons établi des nouvelles généralisations des inégalités

intégrales à retard avec puissance.

En�n, nous avons étudié la stabilité de certains systèmes perturbées et la stabilité

pratique en particulier aux échelles de temps, en utilisant deux approches, l�une est

l�approche des inégalités intégrales et l�autre de la fonction de Lyapunov.

Mots-clés : Inégalités intégrales, échelle de temps, inégalité de Gronwall, inégalité

de Bihari-Gamidov, stabilité, stabilité pratique, systèmes perturbés.
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Abstract

It is widely known that the theory of integral inequalities plays a fundamental role

in the development of non-linear and integral di¤erential equation theories, they present

an important tool in the study of existence, uniqueness, stability and other qualitatives

properties of solutions.

The objective of this thesis. At �rst, is to establish new non-linear Bihari-Gamidov

type integral inequalities in two independent variables on time scales.

Secondly, we established new generalizations of delay non-linear integral inequalities

with power.

Eventually, we studied the stability of certain perturbed systems and the practical

stability in particular on time scales, using two approaches, one is the integral inequalities

approach, and the other is the Lyapunov function.

Keywords : Integral inequalities, time scales, Gronwall�s inequality, Bihari-Gamidov�s

inequality, stability, practical stability, perturbed systems.
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 ــملخ   ص ــــ  

 

 

من الشائع أن نظرية المتراجحات التكاملية تلعب دورا أساسيا في تطوير الدراسة النظرية للمعادلات  

  ا وغيرهوالاستقرار والوحدانية  دراسة الوجود   وسيلة مهمة في هي و  . ليةالتكامو ة الغير خطيالتفاضلية 

. النوعية للحلول صائص الخ من  

إنشاء متراجحات تكاملية غير خطية جديدة من نوع   الاطروحة في البداية، هو حيث أن الهدف من هذه 

.الزمنية  لجداولجامدوف" بمتغيرين على ا-"بيهاري    

.بعد ذلك، قمنا بتعميم متراجحات تكاملية غير خطية مع التأخير ذات أسس    

العملي على   وبالأخص الإستقرار   ب ضطرااقرار لبعض الأنظمة في حالة وجود درسنا الإست وفي النهاية

. دالة ليابونوف و  المتراجحات التكاملية ض بع وذلك باستعمالالزمنية،  الجداول  

 

 

المفتاحية: الكلمات   

الإستقرار،  جامدوف، - بيهاري جرنوال، متراجحات جحات ارالزمنية، مت الجداولالتكاملية،  المتراجحات 

. الإستقرار العملي، الأنظمة المضطربة   



Introduction

Les mathématiques sont un ensemble de connaissances abstraites résultant de raison-

nements logiques appliqués à des objets divers tels que les ensembles mathématiques,

les nombres, les formes, les structures, les transformations, etc. Ainsi qu�aux relations et

opérations mathématiques qui existent entre ces objets. Elles sont aussi le domaine de

recherche développant ces connaissances, ainsi que la discipline qui les enseigne.

Plus précisément, et en mathématiques appliquées, les inégalités jouent un rôle très

important dans plusieurs branches, telles que l�analyse, les probabilités et les statistiques.

En particulier, les inégalités intégrales jouent un rôle considérable dans l�étude des équa-

tions intégrales et plus généralement dans le cadre des équations di¤érentielles ordinaires

et avec retard.

D�autres travaux qui sont liés à ce type d�inégalités ont été établis pour les équa-

tions d�évolutions en présence de petites perturbations. Ces inégalités ont été introduites

par Gronwall en 1919 [32], qui a élaboré leurs applications dans plusieurs domaines.

Et depuis cette époque, la théorie de ces inégalités a connu une croissance rapide et de

nombreuses monographies ont été consacrées à ce sujet. Les applications des inégalités

intégrales, ainsi les inégalités di¤érentielles, ont été développées de manière remarquable

dans l�étude du comportement asymptotique des solutions, ( l�existence, l�unicité, la com-

paraison, la stabilité) ainsi que la dépendance continue des conditions initiales. Notons

aussi qu�une série de généralisations sont motivées par certaines applications. Parmi ces

généralisations, on peut citer les travaux de Bellman [7], Pachpatte [43] et Bihari

[15].

Par ailleurs, l�uni�cation et la simpli�cation sont deux points principaux en mathé-

matiques. L�une des principales tentatives pour uni�er l�analyse continue et discrète est

la théorie des échelles de temps. Cette nouvelle théorie a été initiée par Stefan Hilger

dans sa thèse de doctorat [34] en 1988. Ceci constitue un sujet unique pour étudier à

la fois les problèmes di¤érentiels et de di¤érence des équations dynamiques. Elle peut

s�appliquer à tout domaine dans lequel la dynamique des processus est décrite par des
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modèles en temps discret ou continue ou une combinaison des deux, tels que les mo-

dèles macroéconomiques, la dynamique radioactive et le cycle agronomique des plantes

saisonnières. L�étude des équations dynamiques aux échelles de temps, est un domaine

des mathématiques qui reçoit actuellement une attention considérable. Les chercheurs

Martin Bohner et Allan Peterson étendent et incorporent les résultats de Hilger,

avec ceux de beaucoup d�autres dans le domaine, dans les deux livres importants [4; 16],

riches en informations sur cette vaste théorie.

L�objectif de cette thèse est d�établir, dans un premier temps, de nouvelles généra-

lisations des inégalités intégrales de type Bihari-Gamidov à deux variables aux échelles

de temps, et nouvelles versions des inégalités intégrales non linéaires à retard, ainsi que

leurs applications. Dans un second temps, nous présentons l�étude de stabilité de cer-

taines classes de quelques systèmes non linéaires par l�approches des inégalités intégrales

et nous montrons aussi l�utilité des fonctions de Lyapunov dé�nies sur des échelles de

temps pour l�étude de la stabilité pratique de certains systèmes perturbés aux échelles

de temps.

Cette thèse est répartie en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré d�une part, à quelques dé�nitions et propriétés es-

sentielles concernant la théorie des échelles de temps, et plusieurs inégalités intégrales et

d�autre part, à la théorie de la stabilité.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude des inégalités intégrales de type Gamidov.

Nous allons citer brièvement les résultats classiques obtenus de ce type d�inégalités ainsi

que quelques généralisations obtenues par Pachpatte [44] et Kendre et Latpate [36],

puis nous allons établir des nouvelles inégalités de type Bihari-Gamidov à deux variables,

qui sont des généralisations des résultats obtenus par Boukerrioua, Diabi et Kilani

[19], sur des échelles de temps quelconques. Ces nouvelles inégalités, peuvent être uti-

lisées comme outils dans l�étude du comportement qualitatif des solutions de certaines

équations intégrales et di¤érentielles, et ont fait l�objet de la publication :

M. Meramria, K. Boukerrioua and B. Kilani, Further Results of Certain
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Bihari-Gamidov Type Integral Inequalities in Two Independent Variables on

Time Scales and Applications. Surveys in Mathematics and its Applications

16 (2021), 111�126.

Le troisième chapitre concerne les inégalités intégrales non linéaires à retard, dans

lequel nous présentons tout d�abord une petite introduction autour des équations di¤é-

rentielles à retard et quelques résultats classiques, puis nous citerons quelques généra-

lisations apparues ces dernières années [39; 49; 47]. En�n, nous présentons de nouvelles

généralisations qui sont illustrées par quelques applications.

Les résultats obtenus sont soumis pour une éventuelle publication dans une revue

internationale.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude de la stabilité exponentielle de certaines

classes de quelques systèmes perturbés par l�approche des inégalités intégrales et à la

stabilité pratique par l�approche de la fonction de Lyapunov aux échelles de temps. Cer-

tains résultats de ce chapitre ont fait l�objet de la publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi, M. Meramria, M. A. Hammami, Su¢ cient

conditions for uniform exponential stability of some classes of dynamic equa-

tions on time scales and applications, Trans. Natl. Acad. Sci. Azerb. Ser.

Phys.-Tech. Math. Sci. Mathematics, 41(1), (2021), 60�70. Les autres nouveaux

résultats, ont été soumis pour une éventuelle publication dans une revue internationale.

Cette thèse s�achève par une conclusion.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous allons présenter tous les notions de base nécessaires

tout au long de notre travail. Dans la première section nous présentons quelques notions

de base sur la théorie des échelles de temps et pour plus de détails, le lecteur pourra

consulter [16] ; [18]. Dans la deuxième section nous citerons également quelques inégalités

importantes ainsi que quelques résultats d�analyse. En�n à la troisième section, nous rap-

pellerons quelques notions fondamentales et des dé�nitions correspondantes à la théorie

de stabilité.

1.1 La théorie des échelles de temps

En mathématique, le calcul des échelles de temps a été introduit en 1988 par le

mathématicien allemand Stéphan Hilger [34], a�n de créer une théorie qui peut uni�er

l�analyse discrète et continue. Les équations dynamiques sur une échelle de temps ont

un potentiel d�applications au cours des dernières années telles que la dynamique des

populations. Par exemple, ils peuvent modéliser des populations d�insectes qui évoluent

continuellement pendant la saison, meurent en hiver pendant que leurs �ufs sont en

incubation ou en dormance, puis éclosent au cours d�une nouvelle saison, donnant lieu à

une population non chevauchante.
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Nous rappelons maintenant quelques notions de base liées à la théorie des échelles de

temps et dérivabilité des fonctions.

1.1.1 Terminologie

Dé�nition 1.1 Une échelle de temps T est un sous-ensemble arbitraire fermé non vide

de l�ensemble des nombres réels R.

Exemple 1.1 Les ensembles R;N; Z; fx 2 R; kxk � 1g [
�
n
2
;n 2 N

	
; N0 = N [ f0g ;

Pfa;bg = [1k=0 [k (a+ b) ; k (a+ b) + a], sont des échelles de temps.

Exemple 1.2 Les ensembles Q; R�Q; C; (0; 1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

1.1.2 Opérateurs de sauts

Les opérateurs de saut avant et de saut arrière représentent le point le plus proche de

l�échelle de temps à droite et à gauche d�un point donné, respectivement.

Dé�nition 1.2 Soit T une échelle de temps, pour t 2 T, l�opérateur de saut avant (for-

ward jump operator) � : T �! T est dé�ni comme suit

� (t) = inf fs 2 T : s > tg : (1.1)

Dé�nition 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t 2 T, l�opérateur de saut arrière

(backward jump operator) � : T �! T est dé�ni comme suit

� (t) = sup fs 2 T : s < tg : (1.2)

Dé�nition 1.4 On appelle fonction de granulation la fonction dé�nie par

� : T! [0;+1) ; � (t) = � (t)� t: (1.3)

10



Remarque 1.2 Dans ces deux dé�nition, nous posons inf ; = supT, (ie, � (t) = t si

T a un maximum en t) et sup ; = inf T, (ie, � (t) = t si T a un minimum en t), où ;

désigne l�ensemble vide.

Nous illustrons les dé�nitions précédentes par les exemples suivants :

Exemple 1.3 Le tableau suivant présente quelques échelles de temps et leurs caractéris-

tiques :

T R Z 2N qZ := qZ [ f0g N
1
2
0

� (t) t t+ 1 2t qt
p
t2 + 1

� (t) t t� 1 t
2

t
q

p
t2 � 1

� (t) 0 1 t (q � 1) t
p
t2 + 1� t:

Exemple 1.4 Soit Hn la fonction harmonique et T = fHn : n 2 N0g avec

H0 = 0 et Hn =
nP
k=1

1
k
pour n 2 N:

Alors nous avons :

� (Hn) = Hn+1 8n 2 N0;

� (Hn) = Hn�1 si n 2 N; et � (H0) = H0

� (Hn) = � (Hn)�Hn = Hn+1 �Hn =
1
n+1

:

1.1.3 Classi�cation des points dans une échelle de temps T

Soit T une échelle de temps arbitraire, les points t 2 T sont classés comme suit :

Dé�nition 1.5 On dit que t est un point dense à droite de T, si t < supT et � (t) = t

(resp. un point dense à gauche de T), (resp. t > inf T et � (t) = t).

Dé�nition 1.6 On dit que t est un point dense s�il est simultanément dense à droite et

à gauche.
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Dé�nition 1.7 On dit que t est un point dispersé à droite de T (resp. un point dispersé

à gauche de T), si � (t) > t (resp. � (t) < t).

Dé�nition 1.8 t est dit point isolé s�il est simultanément dispersé à droite et à gauche.

Les points La description

dense à droite t = � (t)

dense à gauche t = � (t)

dispersé à gauche � (t) < t

dispersé à droite t < � (t)

dense � (t) = t = � (t)

isolé � (t) < t < � (t) :

1.1.4 Les sous ensembles dérivés d�une échelle de temps

Nous notons que, de chaque échelle de temps, nous pouvons extraire les sous-ensembles

suivants :

Dé�nition 1.9 Soit T une échelle de temps, l�ensemble Tk est dé�ni comme suit :

Tk =
�

Tn (� (supT) ; supT] si supT <1
T si supT =1:

Exemple 1.5 Soit T = f2n : n 2 Ng. Alors supT =1 et Tk = T.

Dé�nition 1.10 Pour deux points a; b 2 T, l�intervalle d�échelle de temps est dé�ni par :

[a; b] := ft 2 T : a � t � bg :

Remarque 1.3 Nous notons par [a; b]k = [a; b] si b est un point dense à gauche, et

[a; b]k = [a; b) = [a; � (b)] dans le cas où b est un point dispersé à gauche.
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1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps

Maintenant, nous rappelons la dé�nition de la �-dérivée dite aussi la dérivée au sens

de Hilger.

Dé�nition 1.11 Soit la fonction f : T ! R; f est dite �-di¤érentiable en t 2 Tk s�il

existe un nombre f� (t) tel que pour tout " > 0, il existe un voisinage U de t satisfaisant

��[f (� (t))� f (s)]� f� (t) [� (t)� s]
�� � " j� (t)� sj ; pour tout s 2 U:

Si f est �-di¤érentiable en tout point t 2 Tk, alors la fonction f� : Tk ! R est dite la

�-dérivée de f sur Tk.

Théorème 1.1 ([16]) Soit t0 2 Tk et supposons que � : T� Tk ! R une fonction

continue en (t; t), où t 2 Tk avec t > t0. Aussi supposons que pour tout t 2 Tk; ��t (t; :)

est rd-continue en [t0; � (t)] et pour tout " > 0, il existe un voisinage Ut de t, indépendant

de � 2 [t0; � (t)], tel que

��� (� (t) ; �)� � (s; �)� ��t (t; �) (� (t)� s)
�� � " j� (t)� sj pour tout s 2 Ut;

où ��t est la dérivé première de �, alors

g (t) :=

Z t

t0

� (t; �)�� implique g� (t) :=

Z t

t0

��t (t; �)�� + � (� (t) ; t) :

Quelques théorèmes et propriétés, utiles et importantes, sur la �-dérivée sont donnés

ci-dessous.

Théorème 1.2 Soit la fonction f : T! R, et soit t 2 Tk. Alors nous avons les proprié-

tés suivantes :

1. Si f est �-di¤érentiable en t, alors f est continue en t.
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2. Si f est continue en t et si t est dispersé à droite, alors f est �-di¤érentiable en t

avec

f� (t) = f(�(t))�f(t)
�(t)

: (1.4)

3. Si t est dense à droite, alors f est�-di¤érentiable en t si et seulement si lim
s!t

f(t)�f(s)
t�s ,

existe et est �nie.

Dans ce cas nous avons :

f� (t) = lim
s�!t

f(t)�f(s)
t�s :

4. Si f est �-di¤érentiable en t, alors

f (� (t)) = f (t) + � (t) f� (t) : (1.5)

Exemple 1.6 Nous considérons les trois cas suivant :

(i) Si T = R, alors pour t 2 Tk = R est un point dense à droite,

f� (t) = lim
s!t

f(t)�f(s)
t�s = f

0
(t) :

(ii) Si T = Z, alors pour t 2 Tk = Z est un point isolé,

f� (t) = f(�(t))�f(t)
�(t)�t = f(t+1)�f(t)

1
= f (t+ 1)� f (t) = �f (t) :

(iii) Si T = hZ, alors pour t 2 hZ est un point isolé,

f� (t) = f(�(t))�f(t)
�(t)�t = f(t+h)�f(t)

h
= �hf (t) :

Exemple 1.7 Soit T =
�

4
p
2n+ 1 : n 2 N0

	
et f (t) = t4; t 2 T. Nous allons trouver
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f� (t) ; t 2 T:

Pour tout t 2 T; t = 4
p
2n+ 1; n = t4�1

2
; n 2 N0; nous avons

� (t) = inf
n

4
p
2l + 1 :

4
p
2l + 1 > 4

p
2n+ 1; l 2 N0

o
= 4

p
2n+ 3

=
4
p
t4 + 2 > t:

Par conséquent, chaque point de T est dispersé à droite. Nous notons que la fonction f(t)

est continue sur T. En appliquant le Théorème 1.1, nous obtenons

f� (t) = f(�(t))�f(t)
�(t)

= (�(t))4�t4
�(t)�t

= (� (t))3 + t (� (t))2 + t2� (t) + t3

=
4

q
(t4 + 2)3 + t2

4
p
t4 + 2 + t

p
t4 + 2 + t3; t 2 Tk:

Exemple 1.8 Considérons l�ensemble T = f
p
n;n 2 N0g. Pour tout t 2 T; � (t) =

p
t2 + 1. Ainsi pour tout t 2 Tk on a

�� (t) = �(�(t))��(t)
�(t)

=
p
t2+2�

p
t2+1p

t2+1�t =
�p

t2 + 2�
p
t2 + 1

��p
t2 + 1 + t

�
:

1.1.6 Propriétés de la �-dérivée

Le théorème suivant établit quelques identités de base pour obtenir les �-dérivées

de certaines opérations sur des fonctions comme la linéarité, ainsi que le produit et le

quotient ...etc.

Théorème 1.3 Soient f; g : T ! R deux fonctions �-di¤érentiables en t 2 Tk, alors

nous avons les propriétés suivantes :
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1- La somme f + g est �-di¤érentiable en t, avec

(f + g)� (t) = f� (t) + g� (t) :

2- Pour toute constante � 2 R, (�f) est �-di¤érentiable en t et nous avons :

(�f)� (t) = �f� (t) :

3- Le produit fg est �-di¤érentiable en t et nous avons :

(fg)� (t) = f� (t) g (t) + f (� (t)) g� (t)

= f (t) g� (t) + f� (t) g (� (t)) :

4- Si f (t) f (� (t)) 6= 0, alors 1
f
est �-di¤érentiable en t et nous avons :

�
1
f

��
(t) = � f�(t)

f(t)f(�(t))
:

5- Si g (t) g (� (t)) 6= 0, alors f
g
est �-di¤érentiable en t et nous avons :

�
f
g

��
(t) = f�(t)g(t)�f(t)g�(t)

g(t)g(�(t))
:

Exemple 1.9 Soit f : T! R une fonction di¤érentiable pour tout t 2 Tk, alors

�
f 2
��
(t) = (ff)� (t)

= f� (t) f (t) + f (� (t)) f� (t)

= f� (t) (f (� (t)) + f (t)) :
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Aussi,

�
f 3
��
(t) =

�
ff 2
��
(t)

= f� (t) f 2 (t) + f (� (t))
�
f 2
��
(t)

= f� (t) f 2 (t) + f (� (t)) f� (t) (f (� (t)) + f (t))

= f� (t)
�
f 2 (t) + f (t) f (� (t)) + f (� (t))2

�
:

Nous supposons que

(fn)� (t) = f� (t)
n�1P
k=0

fk (t) f (� (t))n�1�k (t) :

1.1.7 Dérivation des fonctions composées

Théorème 1.4 Soit g : R ! R une fonction continue, g : T ! R est �-di¤érentiable

en T k et f : R! R est continûment di¤érentiable, alors il existe c 2 [t; � (t)] satisfaisant

(f � g)� = f
0
(g (c)) g� (t) :

Exemple 1.10 Soit g : Z! R; f : R! R telles que f (t) = t2 et g (t) = 2t, alors nous

trouvons directement la valeur de c garantie par le théorème précédent de sorte que :

(f � g)� (3) = f
0
(g (c)) g� (3) ;

avec

f
0
(t) = 2t;

g� (t) = 2;

(f � g)� = f(g(�(t)))�f(g(t))
�(t)
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et

28 = 2 (2c) 2:

Ainsi, nous obtenons c = 7
2
2 [3; � (3)] = [3; 4].

Théorème 1.5 Soit f : R �! R, une fonction continûment di¤érentiable et g : T! R

une fonction �-di¤érentiable sur Tk. Alors f � g est �-di¤érentiable et on a la formule

suivante :

(f � g)� (t) =
�Z 1

0

f
0 �
g (t) + h� (t) g� (t)

�
dh

�
g� (t) :

1.1.8 Intégration sur les échelles de temps

Dé�nition 1.12 Une fonction f : T �! R est dite régulière si sa limite à droite existe

en tout point dense à droite de T et sa limite à gauche existe en tout point dense à gauche

de T.

Dé�nition 1.13 Une fonction f : T �! R est dite rd-continue si elle est continue en

tout point dense à droite de T et si sa limite à gauche existe et est �nie en tout point

dense à gauche de T. L�ensemble de toutes les fonctions rd-continues sur T est noté par

Crd = Crd(T) = Crd(T;R):

L�ensemble de toutes les fonctions �-di¤érentiables et rd-continues sur T est noté par :

C1rd = C1rd(T) = C1rd(T;R):

Supposons que T1 et T2 sont des échelles de temps, soit 
 = [�; �]T1 � [
; �]T2.

Dé�nition 1.14 On dé�nit l�intervalle des échelles de temps par

[�; �]T = ft 2 T : � � t � �g ;
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Alors CCrd est l�ensemble de toutes les fonctions f (t; s) sur 
 qui véri�ent les propriétés

suivantes :

1- f est rd-continue en t,

2- f est rd-continue en s,

3- Si (t1; s1) 2 
, avec t1 un point dense à droite où un maximum et s1 un point

dense à droite où un maximum, alors f est continue en (t1; s1),

4- Si t1 et s1 sont deux points dense à gauche, alors la limite de f (t; s) existe en (t; s)

et approches (t1; s1) le long de n�importe quel chemin dans la région

RLL (t1; s1) =
�
(t; s) : t 2 [a; t1] \ [�; �]T1 ; s 2 [c; s1] \ [
; �]T2

	
:

Dé�nition 1.15 La fonction F : T! R, est dite primitive de f : T! R, si elle véri�e

F� (t) = f (t) pour tout t 2 Tk:

Dé�nition 1.16 Toute fonction rd-continue f : T ! R, admet une primitive F : T !

R, et nous notons

Z r

s

f (t)�t = F (r)� F (s) pour tout r; s 2 T:

Théorème 1.6 Si f 2 Crd (T) et t 2 Tk, nous avons :

Z �(t)

t

f (�)�� = � (t) f (t) :

Théorème 1.7 Soit a; b; c 2 T; � 2 R et f; g 2 Crd
�
Tk
�
alors :

1-
R b
a
[f (t) + g (t)]�t =

R b
a
f (t)�t+

R b
a
g (t)�t,

2-
R b
a
(�f (t))�t = �

R b
a
f (t)�t,

3-
R b
a
f (t)�t = �

R a
b
f (t)�t,

4-
R b
a
f (t)�t =

R c
a
f (t)�t+

R b
c
f (t)�t,

5-
R a
a
f (t)�t = 0,
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6- Si jf (t)j � g (t) sur [a; b]Tk , alors
���R ba f (t)�t��� � R ba g (t)�t,

7- Si f (t) � 0 pour t 2 [a; b]\T, alors
R b
a
f (t)�t � 0.

Proposition 1.1 Soit a; b 2 T et f 2 Crd (t), on a :

�Pour T = R Z b

a

f (t)�t =

Z b

a

f (t) dt:

� Pour T = Z

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

b�1P
t=a

f (t) si a < b;

0 si a = b;

�
a�1P
t=b

f (t) si a > b:

� Si [a; b] ne contient que des points isolés, alors

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

P
t2[a;b[

� (t) f (t) si a < b;

0 si a = b;P
t2[b;a[

� (t) f (t) si a > b:

Exemple 1.11 Soit T = [�1; 0] [ 3N0, où [�1; 0]est un intervalle réel. Considérons la

fonction

f (t) =

8>>><>>>:
1

(t+2)3
� 1

8
pour t 2 [�1; 0) ;

0 pour t = 0;

t2 � t pour t 2 3N0 :

Calculons

I =

Z 3

�1
f (t)�t:
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Nous avons :

I =

Z 0

�1
f (t)�t+

Z 1

0

f (t)�t+

Z 3

1

f (t)�t

=

Z 0

�1

�
1

(t+2)3
� 1

8

�
dt+

Z 3

1

�
t2 � t

�
�t

= � 1
2(t+2)2

���t=0
t=�1

� 1
8
+ 2t

�
t2 � t

���3
1

= �1
4
+ 1

2

= 1
4
:

1.1.9 �-intégration par partie

Proposition 1.2 Si a; b 2 T et f; g 2 C1rd(T;R), alors

Z b

a

f� (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g (t)�t;Z b

a

f (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g� (t)�t:

Théorème 1.8 Soit a 2 Tk; b 2 T et w : T� Tk ! R est continue en (t; t) pour t 2 Tk,

t > t0 et w�(t; :) est rd-continue dans [t0; �(t)]. Nous supposons que pour tout " > 0;9U

voisinage de t, indépendant de � 2 [t0; �(t)], telle que :

jw(�(t); �)� w(s; �)� w
�

(t; �)(�(t)� s)j � "j�(t)� sj 8s 2 U;

où w� est la dérivée de w par rapport à la première variable, alors nous avons :

g(t) =

tZ
t0

w(t; �)�� =) g�(t) =

tZ
t0

w�(t; �)�� + w(�(t); �)
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et

h (t) =

bZ
t

w(t; �)�� =) h�(t) =

bZ
t

w�(t; �)�� � w(�(t); �):

1.1.10 La fonction exponentielle aux échelles de temps

Cette sous section est consacré à la fonction exponentielle sur une échelle de temps,

et quelques théorèmes importants.

Dé�nition 1.17 Soit h > 0, on dé�nit les nombres complexes de Hilger par :

Ch :=
�
z 2 C : z 6= 1

h

	
:

L�axe imaginaire de Hilger est

Zh :=
�
z 2 C : ��

h
< Im z < �

h

	
:

Pour h = 0, on pose par dé�nition C0 = C; Z0 = C.

Dé�nition 1.18 On dit que la fonction p : T! R est régressive si

1 + �(t)p(t) 6= 0 pour tout t 2 Tk:

L�ensemble de toutes les fonctions régressives et rd-continues est noté par < = <(T;R).

L�ensemble de toute les fonctions régressives positives est dé�ni par :

<+ = fp 2 < : 1 + �(t)p(t) > 0; pour tout t 2 Tkg: (1.6)

Proposition 1.3 L�ensemble < muni de l�addition � dé�nie par

(p� q) (t) := p (t) + q (t) + � (t) p (t) q (t) ; pour tout t 2 Tk; p; q 2 <:
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est un groupe abélien. On l�appelle le groupe régressif, le conjugué de chaque élément p

du groupe < noté par 	p est donné par :

	p = �p(t)
1+�(t)p(t)

; pour tout t 2 Tk

et

p	 q := p� (	p) :

Nous utilisons la transformation cylindrique pour dé�nir la fonction exponentielle sur

une échelle de temps arbitraire T.

Dé�nition 1.19 Si p 2 <(T;R), alors nous dé�nissons la fonction exponentielle ep(t; t0)

par

ep(t; t0) = exp

0@ tZ
t0

��(�)(p(�))��

1A ; pour t; t0 2 T;

où �h : Ch ! Zh est la transformation cylindrique donnée par

�h(z) =

8<: 1
h
log(1 + zh) si h 6= 0;

z si h = 0;

où log est le logarithme principale.

Théorème 1.9 Nous supposons que p 2 < et t0 2 T un point �xé, alors le problème à

valeur initiale

y� (t) = p (t) y (t) ; y (t0) = 1; (1.7)

admet une solution unique dans T.

Remarque 1.4 Soit p 2 <, la fonction exponentielle est l�unique solution du problème

(1.7), et nous avons

y(t) = exp

0@ tZ
t0

��(�)(p(�))��

1A ; pour t; t0 2 T;
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Proposition 1.4 Soit p; q 2 < et t; t0; s 2 T, alors

1- e0 (t; t0) � 1 et ep (t; t) � 1,

2- ep (� (t) ; t0) = (1 + � (t) p (t)) ep (t; t0),

3- ep (t; t0) ep (t0; s) = ep (t; s),

4- ep (t; t0) = 1
ep(t0;t)

,

5- Si p 2 <+; q 2 <+ et p � q; alors ep (t; t0) � eq (t; t0),

6- Si p � 0 alors ep (:; t0) est une fonction croissante et ep (t; t0) � 1,

7- Si p 2 <+;alors ep (t; t0) > 0,

8- ep (t; t0) eq (t; t0) = ep�q (t; t0) où (p� q) (t) := p (t) + q (t) + � (t) p (t) q (t),

9- ep(t;t0)
eq(t;t0)

= ep	q (t; t0),

10- La fonction ep (:; s) est �-di¤érentiable en t et (ep (:; s))
� (t) = p (t) ep (t; s).

Exemple 1.12 Soit � 2 R. Supposons que les deux fonctions exponentielles

ef (t; t0) et eg (t; t0) avec f (t) = �2

t
� (��1)2

�(t)
; g (t) = �

t

existes pour tout t 2 T \ (0;1). Alors

ef (t;t0)

eg(t;t0)
= e��1

�
(t; t0) :

Nous avons

(f 	 g) (t) = f(t)�g(t)
1+�(t)g(t)

=
�2

t
� (��1)2

�(t)
��
t

1+�(t)�
t

= 1
�(t)

�(��1)�(t)�(��1)2t
t+��(t)

= ��1
�(t)

��(t)�(��1)t
t+��(t)

= ��1
�(t)

:

Ainsi,
ef (t;t0)

eg(t;t0)
= ef	g (t; t0) = e��1

�
(t; t0) :
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1.2 Inégalités importantes

Dans cette section, nous présentons quelques inégalités et lemmes qui sont utiles dans

notre étude.

1.2.1 Les inégalités intégrales célèbres de type Gronwall

Depuis 1919 le Suédois Thomas Hakon Gronwall est devenu connu pour son inéga-

lité di¤érentielle remarquable [32], parfois appelée lemme de Gronwall. Son application

à la théorie des équations di¤érentielles est arrivée plus tard.

Lemme 1.1 ([32]) Soit u (t) une fonction continue et dé�nie sur l�intervalle [t0; t1], a

et b des constantes positives. Si l�inégalité

u (t) � a+ b

Z t

t0

u (s) ds

est satisfaite, alors on a

u (t) � aeb(t�t0); t 2 [t0; t1] :

En 1943, Richard Bellman [7] a généralisé le résultat de Gronwall dans le cas où

b est une fonction qui dépend de la variable t, son résultat est sous la forme suivante :

Théorème 1.10 ([7]) Soient u (t) et b (t) deux fonctions continues et positives, a � 0

est une constante, t 2 [t0; t1]. Si l�inégalité

u (t) � a+

Z t

t0

b (s)u (s) ds; t 2 [t0; t1]

est satisfaite, alors on a

u (t) � a exp

�Z t

t0

b (s) ds

�
; t 2 [t0; t1] :
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En 1956, Bihari [15] a prouvé une inégalité encore plus générale que celles des deux

inégalités précédentes, dont l�énoncé est le suivant :

Théorème 1.11 ([15]) Soient u (t) et b (t) deux fonctions continues et positives sur

[0;+1[, w (t) une fonction croissante et continue sur [0;+1[ ;véri�ant w (t) > 0 pour

tout x > 0 et a une constante positive. Si l�inégalité

u (t) � a+

Z t

t0

b (s)w (u (s)) ds

est satisfaite pour tout t � 0, alors on a

u (t) � G�1
�
G (a) +

Z t

t0

b (s) ds

�
pour tout 0 � t � � ;

où G est solution de l�équation intégrale suivante

G (t) =

Z t

t0

1

w (s)
ds; t > t0 > 0;

G�1 est la fonction inverse de G, � est choisi de telle sorte que

�
G (a) +

Z t

t0

b (s) ds

�
2 DomG�1 pour tout 0 � t � � :

En 1958, Bellman [8] a établi une autre version du Théorème 1.10 comme suit :

Théorème 1.12 ([8]) Soient u (t) et b (t) deux fonctions continues et positives sur I =

[�; �] et soit a (t) une fonction continue, positive et non décroissante dé�nie sur I. Si

l�inégalité

u (t) � a (t) +

Z t

�

b (s)u (s) ds; t 2 I

est satisfaite, alors on a

u (t) � a (t) exp

�Z t

�

b (s) ds

�
; t 2 I:
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Nous présentons maintenant une version de l�inégalité de Gronwall aux échelles de

temps.

Théorème 1.13 ([4], Inégalité de Gronwall) Soit t0 2 T; x; f 2 Crd et p 2 <+;

p � 0. Si

x(t) � f(t) +

tZ
t0

x(�)p(�)�� , pour tout t 2 T

alors on a

x(t) � f(t) +

tZ
t0

ep(t; �(�))f(�)p(�)�� , pour tout t 2 T:

Lemme 1.2 ([4], Théorème de Comparaison) Soit t0 2 T; x; f 2 Crd et p 2 <+. Si

x�(t) � p(t)x(t) + f(t), pour tout t 2 Tk;

alors on a

x(t) � x(t0)ep(t; t0) +

tZ
t0

ep(t; �(�))f(�)�� , pour tout t 2 T+t0 :

Théorème 1.14 ([4]) Supposons que a; b 2 Crd; a 2 <+, alors l�unique solution du

problème à valeur initiale8<: u� (t) � a (t)u (t) + b (t) ; t � t0; t 2 Tk;

u (t0) = u0;

est donnée par

u (t) � u (t0) ea (t; t0) +

Z t

t0

ea (t; � (�)) b (�)�� ; t � t0; t 2 Tk:
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1.2.2 Quelques résultats importants d�analyse

Lemme 1.3 ([35]) Supposons que a � 0; p � q � 0 et p 6= 0, pour tout K > 0 nous

avons :

a
q
p � q

p
K

q�p
p a+ p�q

p
K

q
p :

Lemme 1.4 ([49]) Supposons que u; v � 0 et p � 0. Alors

(u+ v)p � Kp (u
p + vp) ;

où

Kp =

�
1 si 0 � p � 1;
2p�1 si p � 1:

1.3 Notions fondamentales de stabilité

En mathématiques, la théorie de la stabilité traite les comportements qualitatifs des

solutions d�équations di¤érentielles et des trajectoires des systèmes dynamiques sous des

petites perturbations sur les conditions initiales. La première étude de stabilité aux

échelles de temps a été réalisée en 1992, par l�utilisation de la méthode de Lyapunov,

dont nous avons remarqué que les dé�nitions de stabilité des systèmes sur les échelles

de temps sont obtenues par une légère modi�cation de leur dé�nition standard, pour les

équations di¤érentielles ordinaires.

Dans cette section, nous illustrons les di¤érents types de stabilité aux échelles de

temps. En particulier, on cite la stabilité au sens de Lyapunov.

Les résultats que nous développerons au chapitre 4 s�appuieront sur ces concepts pour

démontrer des propriétés de stabilité des systèmes perturbés étudiés.

1.3.1 Dé�nitions des di¤érents types de stabilité

Hamza [33] ;DaCunha [28] etChoi etKoo [25] ont donné quelques caractérisations

généralisées de divers types de stabilité pour les solutions des systèmes dynamiques aux
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échelles de temps. Considérons un système dynamique dé�ni sur une échelle de temps T

comme ci-dessous

x� (t) = f (t; x) ; x (t0) = x0; (1.8)

où t 2 T et f : T �Rn 7�! Rn une fonction rd-continue, régressive, avec kf (t; 0)k � f0 <

1. Supposons aussi que les conditions d�existence et d�unicité de solution du système

(1.8) sur T+t0 sont satisfaites pour toute condition initiale (t0; x0) 2 T � Rn. Désignons

cette solution par x (t) = x (t; t0; x0).

Nous notons que la stabilité de toute solution est étroitement liée à la stabilité du point

zéro, la solution de l�équation variationnelle correspondante (1.8). Supposons d�abord que

f (t; 0) = 0, cela indique que l�origine devait être un point d�équilibre pour le système

(1.8).

Dé�nition 1.20 Le système dynamique (1.8) est dit stable, si pour tout t0 2 T et pour

tout " > 0, il existe une constante �nie � = � ("; t0) > 0 tel que, toute solution x (t)

satisfait :

kx (t0)k < � =) kx (t; t0; x0)k < "; t � t0:

Dé�nition 1.21 Le système dynamique (1.8) est dit uniformément stable s�il existe une

constante �nie 
 > 0 tel que pour tout t0 2 T et x (t0), toute solution x (t) satisfait :

kx(t)k < 
 kx (t0)k ; t � t0:

Dé�nition 1.22 Le système (1.8) est dit exponentiellement stable s�il existe � > 0 avec

�� 2 <+ tel que pour tout t0 2 T, il existe 
 = 
 (t0) � 1 tel que, toute solution x (t)

satisfait :

kx(t)k < 
 kx (t0)k e�� (t; t0) ; pour tout t � t0:

Dé�nition 1.23 Le système dynamique (1.8) est dit uniformément exponentiellement

stable s�il existe � > 0 avec �� 2 <+ et 
 � 1 indépendant de tout point initial t0; tel
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que pour tout t0 2 T et x (t0), toute solution x (t) satisfait :

kx(t)k < 
 kx (t0)k e�� (t; t0) ; pour tout t � t0:

Passons maintenant à la stabilité pour certains cas particuliers où l�origine n�est pas un

point d�équilibre. Les dé�nitions ci-dessous servent simplement à caractériser le problème

de la stabilité asymptotique, non pour l�origine, mais pour un voisinage de l�origine

approximée par une petite boule de rayon R centrée à l�origine.

Dé�nition 1.24 Le système dynamique (1.8) est dit uniformément pratiquement expo-

nentiellement stable s�il existe des constantes 
 � 1; � > 0 avec �� 2 <+ et !; R � 0

tel que toute solution x (t) satisfait

kx (t)k � 
e�� (t; t0)
! kx (t0)k+R; pour tout t 2 T+t0 :

Dé�nition 1.25 ([11]) Le système dynamique (1.8) est dit globalement uniformément

pratiquement asymptotiquement stable, s�il existe une fonction % de classe K, et des

constantes 0 � � < �; ! > 0 et r > 0 telles que la solution x (t) satisfait

kx (t)k � % (kx (t0)k) (e�	� (t; t0))! + r; pour tout t 2 T+t0 :

Cet aspect de stabilité concerne le cas où la taille des conditions initiales peut être

croissante et les trajectoires correspondantes convergents de manière stable décroissante,

à un petit voisinage de l�origine.

1.3.2 Stabilité au sens de Lyapunov

L�analyse de la stabilité au sens de Lyapunov consiste à l�étude des trajectoires du

système quand l�état initial est proche d�un état d�équilibre. Cette sous section exhibe

les notions générales et les outils mathématiques qui permettent de distinguer la stabilité

au sens de Lyapunov pour les systèmes dynamiques
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Dé�nition 1.26 (Fonction de classe K) Une fonction continue � : [0; a[ �! [0;+1[

est dite de classe K; si elle est strictement croissante et � (0) = 0: Elle est dite de classe

K1, si de plus on a a = +1 et � (r) �! +1 quand r �! +1.

Dé�nition 1.27 (Fonction de classe KL) Une fonction continue � : [0; a[�[0;+1[!

[0;+1[ est dite de classe KL, si pour tout s �xé, l�application r 7�! � (r; s) est de classe

K, et pour tout r �xé, l�application s 7�! � (r; s) est décroissante et � (r; s) �! 0 quand

s �! +1.

Dé�nition 1.28 Une fonction continue V : R+ � Rn �! R+ est dite :

� Dé�nie positive s�il existe une fonction � de classe K, tel que pour tout t � 0;

8x 2 Rn; V (t; x) � � (kxk).

� Dé�nie positive et radialement non-bornée (ou propre), si l�inégalité précédente est

véri�ée pour tout x 2 Rn avec une fonction � de classe K1.

� Limitée ou décrescent, s�il existe une fonction 
 de classe K, tel que pour tout t �

0;8x 2 Rn; V (t; x) � 
 (kxk).

Dé�nition 1.29 (Fonction de Lyapunov) On considère le système (1.8). Soit U (0)

un voisinage de zéro et V : R+ � U (0) une fonction continue et di¤érentiable sur U (0).

- On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle véri�e les

deux propriétés suivantes :

� i- V est dé�nie positive.

� ii-
�
V (t; x) � 0 pour tout x 2 U (0).

- On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle véri�e les deux

propriétés suivantes :

� i- V est dé�nie positive.

� ii-
�
V (t; x) < 0 pour tout x 2 U (0) 8 f0g.

L�utilisation de ces fonctions fournit des critères qui permettent de conclure à la

stabilité d�un point d�équilibre sans que l�intégration des équations du système considéré

soit nécessaire. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer à [40; 37].
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Théorème 1.15 On considère le système (1.8). Si le système admet une fonction de

Lyapunov au sens large sur U (0), alors l�origine x = 0 est un point d�équilibre stable. Si

de plus V est décroissante, alors x = 0 est un point d�équilibre uniformément stable.

Théorème 1.16 Soit x = 0 un point d�équilibre du système (1:8) et U (0) = fx 2 Rn; kxk < rg.

Soit V : R+�U (0) �! R une fonction de classe C1 et supposons qu�il existe des fonctions

�1; �2 et �3 de classe K, dé�nies sur [0; r[, telle que, 8t � t0 et 8x 2 U (0) véri�ant :

�1 (kxk) � V (t; x) � �2 (kxk)

et
�
V (t; x) � ��3 (kxk) :

Alors, x = 0 est un point d�équilibre uniformément asymptotiquement stable. Si U (0) =

Rn et �1 et �2 sont de classe K1, alors x = 0 est un point d�équilibre globalement

uniformément asymptotiquement stable.

Théorème 1.17 Considérons le système (1.8). Supposons que ce système admet une

fonction de Lyapunov V (t; x) et supposons qu�il existe des constantes c1; c2; c3; et c4 > 0

telles que 8x 2 U (0) ; 8t � t0 on a :

c1 kxk2 � V (t; x) � c2 kxk2 ;

�
V (t; x) � �c3 kxk2

et 

@V
@x
(t; x)



 � c4 kxk ;

alors, x = 0 est un point d�équilibre exponentiellement stable. Si U (0) = Rn, alors

l�origine est un point d�équilibre globalement exponentiellement stable.
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1.3.3 Stabilité au sens de Lyapunov aux échelles de temps

La stabilité des systèmes dynamiques nécessite de bons outils d�approximation des

solutions. Et parmi les techniques les plus e¢ caces, nous trouvons comme approche l�ana-

lyse de Lyapunov pour évaluer les comportements des trajectoires à travers une fonction

énergétique. Pour plus de détails voir [16; 45; 46].

Présentons le théorème de (Chain Rule) due à Christian Pötzsche [46], qui l�a

présenté en 1998.

Théorème 1.18 ([16]) Soit p : R �! R continûment dérivable et supposons que q :

T �! R est �-di¤érentiable. Alors p � q : T �! R est �-di¤érentiable, de plus on a

[p (q (t))]� =

�Z 1

0

p
0 �
q (t) + h� (t) q� (t)

�
dh

�
q� (t) :

Dé�nition 1.30 Appelons V : Rn �! R une fonction de Lyapunov « type I » lorsque

V (x) =
nP
i=1

Vi (xi) = V1 (x1) + � � �+ Vn (xn) ;

où chaque Vi : R �! R est continûment di¤érentiable.

Dé�nition 1.31 Supposons maintenant que V : Rn �! R est une fonction de Lyapunov

« type I » , alors la �-dérivée de V (x (t)) est comme suit

[V (x (t))]� =

�
nP
i=1

Vi (xi (t))

��
=

nP
i=1

[Vi (xi (t))]
�

=
nP
i=1

Z 1

0

V
0

i

�
xi (t) + h� (t)x�i (t)

�
dh x�i (t)

=
nP
i=1

Z 1

0

V
0

i (xi (t) + h� (t) fi (t; x (t))) fi (t; x (t)) dh

=

Z 1

0

rV (x (t) + h� (t) f (t; x (t))) � f (t; x (t)) dh;

où r =
�

@
@x1
; : : : ; @

@xn

�
est l�opérateur du gradient. Cela nous incite à dé�nir

�
V : T �
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Rn �! R par
�
V (t; x) =

Z 1

0

rV (x+ h� (t) f (t; x)) :f (t; x) dh:

Ensuite, nous trouvons une autre formule pour
�
V (t; x), si � (t) = 0, alors on obtient

simplement
�
V (t; x) = rV (x) � f (t; x) :

Exemple 1.13 Soit V (x) =
Pn

i=1 x
1=2
i , pour x 2 D, où

D = fx 2 Rn : xi > 0; xi + � (t) fi (t; x) � 0; i = 1; 2; � � � ; ng ;

on a
�
V (t; x) =

nP
i=1

fi(t;x)p
xi+�(t)fi(t;x)+

p
xi
:

Remarque 1.5 Le produit scalaire de l�espace vectoriel Rn est la fonction h:; :i dé�nie

par

hx; yi = x1y1 + � � �+ xnyn pour x = (x1; x2; : : : ; xn)
> ; y = (y1; y2; : : : ; yn)

> 2 Rn:

Pour chaque vecteur x 2 Rn, la norme de x est dé�nie comme suit

kxk =
p
hx; xi =

p
x>x:

1.3.4 Stabilité des systèmes dynamiques linéaires non-autonomes

aux échelles de temps

On considère un cas particulier de système (1.8) où f (t; x) = A (t)x (t), alors (1.8)

devient un système dynamique linéaire non-autonome

x� (t) = A (t)x (t) ; x (t0) = x0; (1.9)
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où x 2 Rn; t 2 T et A : T 7�! Rn�n une fonction matricielle rd-continue, régressive

et dépendante de t.

Dé�nition 1.32 L�application A : T 7�! Mn (R) est appelée régressive, si pour tout

t 2 T la matrice carrée I + � (t)A de degré n � n est inversible, où I est la matrice

identité.

Remarque 1.6 La classe de toutes les fonctions régressives et rd-continue A de T 7!

Mn (R) est notée Crd< (T;Mn (R)).

Dé�nition 1.33 Pour t0 2 T, la solution du système (1.9) avec x (t0) = In s�appelle

exponentielle de la fonction matricielle, notée par RA (t; t0), où A 2 Crd< (T;Mn (R)).

En conséquence, la fonction �A (t; t0) possède les deux propriétés suivantes :

R�A (t; t0) = A (t)�A (t; t0)

et

RA (t0; t0) = In:

Cette fonction matricielle est dite matrice de transition et notre hypothèse sur A(t)

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Remarque 1.7 Si A (t) = A où A est constante, alors RA (t; t0) = eA (t; t0) est l�expo-

nentielle de la matrice A.

Le théorème suivant présente certaines propriétés de la matrice de transition.

Théorème 1.19 Supposons r; s; t 2 T et A;B 2 Crd< (T;Mn (R)), alors la matrice de

transition possède les propriétés suivantes :

� RA (t; r)�A (r; s) = RA (t; s),

� RA (� (t) ; s) = (I + � (t)A (t))RA (t; s),

� Si T = R et A est constante, alors RA (t; s) = eA (t; s) = eA(t�s),

35



� Si T = hZ, avec h > 0 et A est constante, alors RA (t; s) = (I + hA)
t�s
h .

DaCunha dans [28], a énoncer et prouvé des théorèmes dont caractérisent la stabilité

uniforme et la stabilité uniforme exponentielle, en termes de la matrice de transition pour

le système (1.9).

Théorème 1.20 Le système dynamique (1.9) est dit uniformément stable si et seulement

s�il existe une constante 
 > 0 telle que

kRA (t; t0)k � 
; pour tout t 2 T; t � t0:

Théorème 1.21 Le système dynamique (1.9) est dit uniformément exponentiellement

stable si et seulement s�il existe une constante positive � > 0; avec �� 2 <+, et il existe


 � 1 indépendant de tout point initial t0, tel que

kRA (t; t0)k � 
e�� (t; t0) ; pour tout t 2 T; t � t0:

Pour plus de détails sur les di¤érents types de stabilité, se référer à [28; 33; 25].
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Gamidov et leurs applications

Ce chapitre est consacré aux inégalités intégrales de type Gamidov, c�est l�une des

inégalités les plus connus et largement utilisée dans le domaine des équations di¤éren-

tielles et intégrales. En vue de leurs applications importantes, récemment de nombreuses

généralisations et des variantes sont apparues et leurs références sont [36; 24; 20; 23; 19].

Dans la première section de ce chapitre, nous citons quelques résultats classiques de

type Gamidov.

Puis dans la deuxième section, nous établissons de nouvelles extensions de cette der-

nière en dimension une et en dimension deux.

Dans la troisième section, nous étudions de nouvelles généralisations des inégalités

intégrales non linéaires de type Bihar-Gamidov à deux variables indépendantes sur une

échelle de temps arbitraire. Deux exemples illustratifs pour mettre en évidence l�utilité

de nos résultats sont également donnés.

Ces nouveaux résultats obtenus dans la troisième section ont fait l�objet de la publi-

cation suivante :

M. Meramria, K. Boukerrioua and B. Kilani, Further results of certain

Bihari-Gamidov type integral inequalities in two independent variables on
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time scales and applications. Surv. Math. Appl. 16 (2021), 111�126.

2.1 Les inégalités intégrales célèbres de type Gami-

dov classiques

Dans cette première section, nous énoncerons les inégalités les plus célèbres de type

Gamidov.

En 1969 Gamidov [31] a prouvé les inégalités suivantes, a�n de les appliquer dans

l�étude de certains problèmes aux limites pour les équations di¤érentielles d�ordre supé-

rieur, il a initié l�étude de l�obtention de bornes supérieures explicites sur les inégalités

intégrales de la forme

u (t) � c+

Z t

�

f (s)u (s) ds+

Z �

�

g (s)u (s) ds;

Dans tous ce qui suit, nous désignerons par J l�intervalle [�; �].

Corollaire 2.1 ([31]) Soient u; f; g1; g2; hi (i = 1; 2; :::::n) des fonctions positives, conti-

nues et dé�nies sur J: Si

u (t) � f (t) + g1 (t)

Z t

t1

h1 (s)u (s) ds+ g2 (t)
nP
i=1

ci

Z t

t1

hi (s)u (s) ds;

où

� = t1 � t2 � :::::::: � tn = � et ci sont des constantes,

avec

nP
i=2

ci

Z ti

t1

hi (s)

�
g2 (s) + g1 (s)

Z s

t1

h1 (�) g2 (�) exp

�Z s

�

g1 (�)h1 (�) d�

�
d�

�
ds < 1:

Alors, nous avons

u (t) � p1 (t) +Mp2 (t) ;
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où

p1 (t) = f (t) + g (t)

Z t

t1

h1 (s) f (s) exp

�Z t

s

g1 (�)h1 (�) d�

�
ds;

p2 (t) = g2 (t) + g1 (t)

Z t

t1

h1 (s) g2 (s) exp

�Z t

s

g1 (�)h1 (�) d�

�
ds;

M =

�
nP
i=2

ci

Z ti

t1

hi (s) p1 (s) ds

��
1�

nP
i=2

ci

Z ti

t1

hi (s) p2 (s) ds

��1
:

Théorème 2.1 ([31]) Soient u et k des fonctions positives continue sur J , et soient

0 < p < 1; a1 � 0; a2 � 0 et a3 > 0 des constantes. Supposons que pour tout t 2 J

u (t) � a1 + a2

Z t

�

k (s)up (s) ds+ a3

Z �

�

k (s)up (s) ds:

Alors, nous aurons

u (t) �
�
xq0 + a2q

Z t

�

k (s) ds

� 1
q

;

où q = 1� p et x0 est l�unique racine positive de l�équation

h
a2+a3
a3

x� a1a2
a3

iq
� xq � a2q

Z �

�

k (s) ds = 0:

Après en 1989, Lakshmikantham, Leela et Martynyuk [38], ont établi une nou-

velle inégalité de type Gamidov, dont l�énoncé est le suivant :

Théorème 2.2 ([38]) Soient m; v 2 C (R+;R+) ; T > t0 � 0. Si l�inégalité

m (t) � m (t0) +

Z t

t0

v (s)m (s) ds+

Z T

t0

v (s)m (s) ds

est satisfaite, de plus, si

exp

�Z T

t0

v (s) ds

�
< 2;

alors, nous avons

m (t) � m(t0)

2�exp
�R T

t0
v(s)ds

� exp
�Z t

t0

v (s) ds

�
:
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Et en 1992, Bainov et Simeonov [6], ont démontré une variante du Théorème 2.2.

Ce résultat est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.3 ([6]) Soient u; b; c des fonctions continues sur J telles que b et c sont

positives sur J . Admettons que

u (t) � a+

Z t

�

b (s)u (s) ds+

Z �

�

c (s)u (s) ds; t 2 J;

où a est une constante. Si

q =

Z �

�

C (s) exp

�Z s

�

b (�) d�

�
ds < 1;

alors, on a

u (t) � a
1�q exp

�Z t

�

b (s) ds

�
; t 2 J:

2.2 Certaines versions plus générales

2.2.1 Quelques versions des inégalités de type Gamidov en di-

mension une

Nous allons exposer, sans démonstrations, quelques variantes obtenues sur les inéga-

lités présentées dans la section précédente. Pour plus de détails, nous pouvons consulter

[44; 36; 24; 20].

Dans [44], Pachpatte a établi une version plus générale de l�inégalité de Gamidov,

dont l�énoncé suivant :

Théorème 2.4 ([44]) Soient u; a; b; c; f; g 2 C (J;R+).

� (H1) Soit a (t) une fonction continûment di¤érentiable sur J telle que a0 (t) � 0 et

u (t) � a (t) +

Z t

�

b (s)u (s) ds+

Z �

�

c (s)u (s) ds; 8t 2 J:
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Si

p1 =

Z �

�

c (s) exp

�Z s

�

b (�) d�

�
ds < 1:

Alors, on a :

u (t) �M1 exp

�Z t

�

b (s) ds

�
+

Z t

�

a
0
(s) exp

�Z t

s

b (�) d�

�
ds

pour tout t 2 J , où

M1 =
1

1�p1

�
a (�) +

Z �

�

c (s)

�Z s

�

a
0
(�) exp

�Z s

�

b (�) d�

�
d�

�
ds

�
:

� (H2) Supposons que

u (t) � a (t) + b (t)

Z t

�

f (s)u (s) ds+ c (t)

Z �

�

g (s)u (s) ds; 8t 2 J:

Si

p2 =

Z �

�

g (s) k2 (s) ds < 1:

Alors, on a :

u (t) � k1 (t) +M2k2 (t) ; 8t 2 J;

avec

k1 (t) = a (t) + b (t)

Z t

�

f (�) a (�) exp

�Z t

�

f (�) b (�) d�

�
d� ;

k2 (t) = c (t) + b (t)

Z t

�

f (�) c (�) exp

�Z t

�

f (�) b (�) d�

�
d�

et

M2 =
1

1�p2

Z �

�

g (s) k1 (s) ds:

� (H3) Soient h (t; s) et sa dérivée partilelle
@h(t;s)
@t

des fonctions positives et continues
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pour � � s � t � � et l�inégalité

u (t) � a (t) +

Z t

�

h (t; s)u (s) ds+

Z �

�

c (s)u (s) ds;

pour tout t 2 J . Si

p3 =

Z �

�

c (s) exp

�Z s

�

B (�) d�

�
ds < 1:

Alors on a :

u (t) � a (t) +M3 exp

�Z t

�

B (�) d�

�
+

Z t

�

A (s) exp

�Z t

s

B (�) d�

�
ds; 8t 2 J;

où

A (t) = h (t; t) a (t) +

Z t

�

@

@t
h (t; s) a (s) ds;

B (t) = h (t; t) +

Z t

�

@

@t
h (t; s) ds

et

M3 =
1

1�p3

Z �

�

c (s)

�
a (s) +

Z s

�

A (�) exp

�Z s

�

B (�) d�

�
d�

�
ds:

Remarque 2.1 Si nous prenons a (t) = a (une constante) et par conséquence a0 (t) = 0,

alors l�inégalité établie dans (H1, Théorème 2.4) est une variante de l�inégalité donnée

par Bainov et Simeonov dans le (Théorème 2.3), tandis que l�inégalité établie en (H2) est

une variante de l�inégalité donnée par Gamidov dans le Corollaire 2.1.

Kendre et Latpate [36], ont développé l�inégalité prouvée par Pachpatte dans (H1,

Théorème 2.4) pour obtenir une borne explicite des solutions d�une certaine équation

intégrale mixte, les résultats sont les suivants :

Théorème 2.5 ([36]) Soient u (t) ; f (t) ; g (t) ; c (t) ; c0 (t) 2 C (J;R+) et p � q � 0;
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p 6= 0 sont des constantes. Si

up (t) � c (t) +

Z t

�

f (s)uq (s) ds+

Z �

�

g (s)up (s) ds

et

Q =

Z �

�

g (s) exp

�Z s

�

n1f (�) d�

�
ds < 1;

alors,

up (t) �
c(�)+

R �
� g(s)

�R s
�

h
c
0
(�)+n2f(�)

i
exp(

R s
� n1f(�)d�)d�

�
ds

1�Q

� exp
�Z t

�

mf (s) ds

�
+

Z t

�

h
c
0
(s) + n2f (s)

i
exp

�Z t

s

n1f (�) d�

�
ds;

où

k > 0; n1 =
q
p
k
q�p
p et n2 =

p�q
p
k
q
p :

Remarque 2.2 Il est intéressant de noter que lorsque p = q = 1 le Théorème 2.5 se

réduit à l�inégalité énoncée dans le Théorème 2.4 (H1). Pour p = 1 et g = 0, il se réduit

à l�inégalité bien connue de Gronwall-Bellman.

Théorème 2.6 ([36]) Soient u (t) ; f (t) ; g (t) ; h (t) 2 C (J;R+) et c � 0 une constante.

Si

up (t) � c+

Z t

�

h (s)

�
uq (s) +

Z s

�

f (�)uq (�) d� +

Z �

�

g (�)up (�) d�

�
ds; 8t 2 J:

Alors, on a :

up (t) � c exp

�Z t

�

n1A (�) d�

�
+

Z t

�

n2B (s) exp

�Z t

s

n1A (�) d�

�
;

où

A (t) = h (t)

�
1 +

Z t

�

f (�) d� + 1
n1

Z �

�

g (�) d�

�
;
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B (t) = h (t)

�
1 +

Z t

�

f (�) d�

�
;

p; q; n1 et n2 sont dé�nies comme dans le Théorème 2.5.

Corollaire 2.2 ([36]) Supposons que les hypothèses du Théorème 2.6 sont véri�ées et

soit c(t) � 1 une fonction croissante. Si

up (t) � c (t) +

Z t

�

h (s)

�
uq (s) +

Z s

�

f (�)uq (�) d� +

Z �

�

g (�)up (�) d�

�
ds; 8t 2 J:

Alors, on a :

up (t) � cp (t) exp

�Z t

�

n1A (�) d�

�
+ cp (t)

Z t

�

n2B (s) exp

�Z t

s

n1A (�) d�

�
;

où p � q � 1; A (t) ; B (t) et n1; n2 sont les même fonctions dé�nies dans les Théorèmes

2.6 et 2.5 respectivement.

Dans [24], Cheng, Guo et Tang ont établis une version plus générale de l�inégalité

de Gamidov. Dont l�énoncé est le suivant, où I = [0; T ] avec T � 0.

Lemme 2.1 ([24]) Soient u (t) ; m (t) ; n (t) ; l (t) 2 C (I;R+). Si

u (t) � m (t) + n (t)

Z T

0

l (s)u (s) ds:

Alors, on a :

u (t) � m (t) +
n(t)

R T
0 m(s)l(s)ds

1�
R T
0 n(s)l(s)ds

pour t 2 I, à condition que Z T

0

n (s) l (s) ds < 1:

Ensuite dans [20], Boukerrioua et Meziri ont obtenu des résultats plus �ns et des

versions plus générales des inégalités représentées dans les deux sections précédentes sur

des échelles de temps arbitraires.
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Par commodité, nous supposons que p 6= 0; p; q; r sont des constantes réelles telles

que 0 � q; r � p et �; b 2 T.

Théorème 2.7 ([20]) Supposons que u; c; g 2 Crd ([�; b]T ;R+) ; et c� � 0. Si f est

dé�nie comme dans le Théorème 1.7 telle que f (t; s) � 0 et f� (t; s) � 0 pour t; s 2 [�; b]T
avec s � t. Si

up (t) � c (t) +

Z t

�

f (t; s)uq (s)�s+

Z b

�

g (s)ur (s)�s

est satisfaite. Alors

u (t) �
"
m (t) +

r
p
k
r�p
p ep(t;�)

R b
� g(s)m(s)�s

1� r
p
k
r�p
p
R b
� g(s)ep(s;�)�s

# 1
p

pour t 2 [�; b]kT ;

où

P (t) = q
p
k
q�p
p

�
f (� (t) ; t) +

Z t

�

f� (t; s)�s

�
;

Q (t) = c� (t) + p�q
p
k
q
p

�
f (� (t) ; t) +

Z t

�

f� (t; s)�s

�

et

m (t) = c (�) ep (t; �) +

Z t

�

Q (s) ep (t; � (s))�s+
p�r
p
k
r
p ep (t; �)

Z b

�

g (s)�s;

à condition que
r
p
k
r�p
p

Z b

�

g (s) ep (s; �)�s < 1:

Remarque 2.3 Si nous prenons T = R; p = q = r = 1, l�inégalité donnée dans le

Théorème 2.7 se réduira à l�inégalité donnée par Pachpatte dans (H3, Théorème 2.4).

Théorème 2.8 ([20]) Supposons que u; h; g 2 Crd ([�; b]T ;R+) et c � 0 une constante.

Si f est dé�nie comme dans le Théorème 1.7 telle que f (t; s) � 0 et f� (t; s) � 0 pour
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t; s 2 [�; b]T avec s � t. Si

up (t) � c+

Z t

�

h (s)

�
uq (s) +

Z s

�

f (s; �)uq (�)�� +

Z b

�

g (�)ur (�)��

�
�s

est satisfaite. Alors

u (t) �
�
c+

Z t

�

h (s)
�
m (s) +

l(s)
R b
� g(�)m(�)��

1�
R b
� g(�)l(�)��

�
�s

� 1
p

pour t 2 [�; b]kT ;

où

m (t) =

�
q
p
K

q�p
p c+ p�q

p
K

q
p + p�r

p
K

r
p

Z b

�

g (�)��

�
ep (t; �)

+

Z t

�

Q (�) ep (t; � (�))��

P (t) = q
p
K

q�p
p h (t) + f (� (t) ; t) +

Z t

�

f� (t; �)�� ;

Q (t) = p�q
p
K

q
p

�
f (� (t) ; t) +

Z t

�

f� (t; �)��

�
;

à condition que Z b

�

g (�) l (�)�� < 1:

2.2.2 Quelques versions des inégalités de type Gamidov en di-

mensions deux

Nous allons à présent voir, quelques généralisations des inégalités représentées dans

la première partie en deux dimensions.

Dans [23], Cheng et Guo ont étudié et développé l�inégalité prouvée par Pachpatte

à une version plus générale en deux variables indépendantes comme suit.

Dans tous ce qui suit, nous désignons par R l�ensemble des nombres réels, R+ =

[0;1) ; R0 = (0;1) ; I1 = [0;M ] et I2 = [0; N ] sont des sous-ensembles de R: Soit

� = I1 � I2: C (U; V ) l�ensemble des fonctions continues de U à V:
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Lemme 2.2 ([23]) Supposons que u (x; y) ; a (x; y) ; c (x; y) ; g (x; y) 2 C (�;R+). Si

u (x; y) � a (x; y) + c (x; y)

Z M

0

Z N

0

u (s; t) g (s; t) dsdt

pour tout (x; y) 2 �, et Z M

0

Z N

0

c (s; t) g (s; t) dsdt < 1:

Alors on a

u (x; y) � a (x; y) +
c(x;y)

RM
0

RN
0 a(s;t)g(s;t)dsdt

1�
RM
0

RN
0 c(s;t)g(s;t)dsdt

pour tout (x; y) 2 �:

Théorème 2.9 ([23]) Supposons que a (x; y) ; b (x; y) ; c (x; y) ; f (x; y) ; g (x; y) 2 C (�;R+)

où a (x; y) ; b (x; y) et c (x; y) sont des fonctions croissantes. Si u (x; y) 2 C (�;R+) et

satisfait

u (x; y) � a (x; y) + b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t)u (s; t) dsdt

+c (x; y)

Z M

0

Z N

0

g (s; t)u (s; t) dsdt;

alors

u (x; y)

� a (x; y) + c (x; y)

��Z M

0

Z N

0

a (s; t) g (s; t) exp

�
b (s; t)

Z s

0

Z t

0

f (u; v) dudv

�
dsdt

�
�
�
1�

Z M

0

Z N

0

c (s; t) g (s; t) exp

�
b (s; t)

Z s

0

Z t

0

f (u; v) dudv

�
dsdt

��1#

� exp
�
b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t) dsdt

�

est valable pour tout (x; y) 2 �, sous la condition :

Z M

0

Z N

0

c (s; t) g (s; t) exp

�
b (s; t)

Z s

0

Z t

0

f (u; v) dudv

�
dsdt < 1:

47



Théorème 2.10 ([23]) Supposons que a (x; y) ; b (x; y) ; c (x; y) ; f (x; y) et g (x; y) sont

dé�nies comme dans le Théorème 2.9. Si u (x; y) 2 C (�;R+) satisfait

um (x; y) � a (x; y) + b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t)un (s; t) dsdt

+c (x; y)

Z M

0

Z N

0

g (s; t)ur (s; t) dsdt;

où m � n � 0; m � r � 0 et m;n; r sont des constantes. De plus si

Z M

0

Z N

0

C (s; t)G (s; t) exp

�
B (s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v) dudv

�
dsdt < 1;

alors

u (x; y)

�
�
a (x; y) +

�
A (x; y) + C (x; y)�

��Z M

0

Z N

0

A (s; t)G (s; t)

� exp
�
B (s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v) dudv

�
dsdt

�
�
�
1�

Z M

0

Z N

0

C (x; y)G (s; t) exp

�
B (s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v) dudv

�
dsdt

��1!#

� exp
�
B (x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t) dsdt

�� 1
m

est valable pour tout (x; y) 2 �, où

A (x; y)

= b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t)
h
n
m
K
(n�m)=m
1 (s; t) a (s; t) + m�n

m
K
n=m
1 (s; t)

i
dsdt

+c (x; y)

Z M

0

Z N

0

g (s; t)
h
r
m
K
(r�m)=m
2 (s; t) a (s; t) + m�r

m
K
r=m
2 (s; t)

i
dsdt;
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B (x; y) = n
m
b (x; y) ;

C (x; y) = n
m
c (x; y) ;

F (x; y) = f (x; y)K
(n�m)=m
1 (x; y) ;

G (x; y) = g (x; y)K
(r�m)=m
2 (x; y)

pour tous Ki (x; y) 2 C (�;R0) ; (i = 1; 2).

Lorsque m = 2; n = r = 1 dans le Théorème 2.9, une version de l�inégalité de type

Gamidov est obtenue comme suit :

Corollaire 2.3 ([23]) Supposons que les hypothèses du Théorème 2.9 sont véri�ées. Si

u (x; y) 2 C (�;R+) satisfait

u2 (x; y) � a (x; y) + b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t)u (s; t) dsdt

+c (x; y)

Z M

0

Z N

0

g (s; t)u (s; t) dsdt;

à condition que

Z M

0

Z N

0

1
2
c (s; t)G (s; t) exp

�
1
2
b (s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v) dudv

�
dsdt < 1;

alors, l�estimation suivante :

u (x; y) �
�
a (x; y) +

�
A (x; y) + 1

2
c (x; y)

��Z M

0

Z N

0

A (s; t)G (s; t)

� exp
�
1
2
b (s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v) dudv

�
dsdt

�
�
�
1�

Z M

0

Z N

0

1
2
c (s; t)G (s; t)

� exp

�
1
2
b (s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v) dudv

�
dsdt

��1!#

� exp
�
1
2
b (x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t) dsdt

�� 1
2
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est valable pour tout (x; y) 2 �, où

A (x; y) = b (x; y)

Z x

0

Z y

0

1
2
f (s; t)

h
K
�1=2
1 (s; t) a (s; t) +K

1=2
1 (s; t)

i
dsdt

+c (x; y)

Z M

0

Z N

0

1
2
g (s; t)

h
K
�1=2
2 (s; t) a (s; t) +K

1=2
2 (s; t)

i
dsdt;

F (x; y) = f (x; y)K
�1=2
1 (x; y) ;

G (x; y) = g (x; y)K
�1=2
2 (x; y) pour tout Ki (x; y) 2 C (�;R0) ; (i = 1; 2) :

Ensuite, dans [19], Boukerrioua, Diabi et Kilani, ont étudié la version générale à

deux variables comme suit :

Lemme 2.3 ([19]) Supposons que u (x; y) ; a (x; y) ; c (x; y) et g (x; y) 2 C (�;R+). Soit

n : R+ �! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée

première n0 est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

u (x; y) � a (x; y) + c (x; y)

Z M

0

Z N

0

g (s; t)n (u (s; t)) dsdt

est satisfaite, alors l�estimation suivante

u (x; y) � a (x; y) +
c(x;y)

RM
0

RN
0 g(s;t)n(a(s;t))dsdt

1�
RM
0

RN
0 c(s;t)g(s;t)n0 (a(s;t))dsdt

est valable pour tout (x; y) 2 �, sous la condition :

Z M

0

Z N

0

c (s; t) g (s; t)n
0
(a (s; t)) dsdt < 1:

Remarque 2.4 ([19]) En prenant n (x) = x; l�inégalité donnée dans le Lemme 2:3 se

réduit à l�inégalité donnée dans le Lemme 2.2.

Théorème 2.11 ([19]) Supposons que a (x; y) ; b (x; y) ; c (x; y) ; f (x; y) et g (x; y) 2 C (�;R+),

où a (x; y) ; b (x; y) et c (x; y) sont des fonctions croissantes en x et y. Soit n : R+ �! R+
une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée première n0 est
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continue et décroissante sur ]0;+1[. Si u (x; y) 2 C (�;R+) satisfait

u (x; y) � a (x; y) + b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t)u (s; t) dsdt

+c (x; y)

Z M

0

Z N

0

g (s; t)n (u (s; t)) dsdt;

alors, nous avons

u (x; y) � A� (x; y) + C� (x; y)
RM
0

RN
0 g(s;t)n(A�(s;t))dsdt

1�
RM
0

RN
0 C�(s;t)g(s;t)n0 (A�(s;t))dsdt

pour tout (x; y) 2 �, sous la condition

Z M

0

Z N

0

C� (s; t) g (s; t)n
0
(A� (s; t)) dsdt < 1;

où

A� (x; y) = a (x; y) exp

�
b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t) dsdt

�
;

C� (X;Y ) = c (x; y) exp

�
b (x; y)

Z x

0

Z y

0

f (s; t) dsdt

�
:

Remarque 2.5 En prenant n (x) = x, le Théorème 2.11 sera réduit au Théorème 2.9.

2.3 Nouvelles généralisations de type Bihari-Gamidov

aux échelles de temps en dimension deux

Dans cette partie, nous allons énoncer avec preuves quelques nouvelles versions des in-

égalités intégrales de type Bihari-Gamidov à deux variables indépendantes sur des échelles

de temps, ces dernières sont des généralisations des résultats obtenus par Boukerrioua,

Diabi et Kilani [19].

Tout au long de cette section, nous supposons toujours que T1 et T2 sont des échelles
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de temps, 
 = [�; �]T1 � [
; �]T2et nous écrivons x
�t (t; s) pour la �-dérivée partielle de

x (t; s) par rapport à t.

Dans la suite, et par commodité, nous supposons toujours que p; q; r sont des constantes

réelles telles que 0 < q; r � p; 1 � p et �; � 2 T1; 
; � 2 T2: Pour une fonction donnée  

est dé�nie dans un domaine 
 à deux variables, on dit que  est une fonction décroissante

si, pour tout (p; q) ; (P;Q) 2 
 avec p � P; q � Q, on a toujours  (P;Q) �  (p; q).

Nous mentionnons que les résultats de cette section sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 2.4 Supposons que u (x; y) ; a (x; y) ; c (x; y) ; g (x; y) 2 CCrd (
;R+). Soit n :

R+ �! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée première

n0 est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si

u (x; y) � a (x; y) + c (x; y)

Z �

�

Z �




g (x; y)n (u (x; y))�y�x (2.1)

pour (x; y) 2 
 et si

Z �

�

Z �




g (x; y) c (x; y)n
0
(a (x; y))�y�x < 1: (2.2)

Alors, l�estimation suivante :

u (x; y) � a (x; y) +
c(x;y)

R �
�

R �

 g(x;y)n(a(x;y))�y�x

1�
R �
�

R �

 g(x;y)c(x;y)n

0 (a(x;y))�y�x
(2.3)

est satisfaite pour tout (x; y) 2 
.

Preuve.De toute évidence,
R �
�

R �


g (x; y)n (u (x; y))�y�x est une constante. Posons,

Z �

�

Z �




g (x; y)n (u (x; y))�y�x = �:

De (2.1), nous avons

u (x; y) � a (x; y) + c (x; y) �: (2.4)
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Puisque n est croissante sur ]0;+1[, alors

n (u (x; y)) � n (a (x; y) + c (x; y) �) : (2.5)

Nous appliquons le Théorème de la valeur moyenne à la fonction n, pour tout x1 � y1 > 0

il existe c 2 ]y1; x1[ telle que,

n (x1)� n (y1) = n
0
(c) (x1 � y1) � n

0
(y1) (x1 � y1) : (2.6)

Ainsi

n (u (x; y)) � n
0
(a (x; y)) c (x; y) � + n (a (x; y)) : (2.7)

Sachant que g (s; y) est une fonction positive, alors

g (x; y)n (u (x; y)) � g (x; y)n
0
(a (x; y)) c (x; y) � + g (x; y)n (a (x; y)) : (2.8)

En intégrant les deux côtés de l�inégalité (2.8) sur 
, nous aurons

� =

Z �

�

Z �




g (x; y)n (u (x; y))�y�x

�
Z �

�

Z �




g (x; y)n (a (x; y))�y�x

+�

Z �

�

Z �




g (x; y) c (x; y)n
0
(a (x; y))�y�x: (2.9)

Par conséquent, on déduit de l�inégalité (2.9) que

� �
R �
�

R �

 g(x;y)n(a(x;y))�y�x

1�
R �
�

R �

 g(x;y)c(x;y)n

0 (a(x;y))�y�x
: (2.10)

En remplaçant l�inégalité ci-dessus dans (2.4), nous obtenons l�estimation (2.3) pour

u (x; y).

Théorème 2.12 Supposons que u (t; s) ; a (t; s) ; f (t; s) ; g (t; s) 2 CCrd (
;R+). Soit n :
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R+ �! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ dont la dérivée première n0

est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

u (t; s) � a (t; s)+

Z t

�

Z s




f (� ; �)u (� ; �)����+

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (u (� ; �))���� (2.11)

est satisfaite, alors nous avons

u (t; s) � A� (t; s) +
C�(t;s)

R �
�

R �

 g(�;�)n(a(�;�))����

1�
R �
�

R �

 g(�;�)C

�(�;�)n0 (a(�;�))����
; (2.12)

où

A� (t; s) = a (t; s) +

Z t

�

eA(:;s) (t; � (�))B (� ; s)�� ; (2.13)

C� (t; s) = eA(:;s) (t; �) ; (2.14)

A (t; s) =

Z s




f (t; �)�� (2.15)

et

B (t; s) =

Z s




f (t; �) a (t; �)��: (2.16)

Preuve. Dé�nissons une fonction z (t; s) par

z (t; s) =

Z t

�

Z s




f (� ; �)u (� ; �)���� +

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (u (� ; �))���� ; (2.17)

alors,

u (t; s) � a (t; s) + z (t; s) = w (t; s) : (2.18)

de (2.17) et (2.18) nous trouvons

z�t (t; s) �
Z s




f (t; �) a (t; �)�� +

Z s




f (t; �) z (t; �)��

�
Z s




f (t; �) a (t; �)�� +

�Z s




f (t; �)��

�
z (t; s) ; (2.19)

puisque z (t; s) est une fonction croissante en s, pour un point t �xe, alors l�inégalité
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(2.19) peut s�écrire sous la forme :

z�t (t; s) � B (t; s) + A (t; s) z (t; s) ; (2.20)

oùA (t; s) etB (t; s) sont dé�nies par (2.15) et (2.16). En

notant que

z (�; s) =

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (u (� ; �))����

�
Z �

�

Z �




g (� ; �)n (a (� ; �) + z (� ; �))���� : (2.21)

En utilisant le Lemme 1.2 dans (2.20), on a

z (t; s) � z (�; s) eA(:;s) (t; �) +

Z t

�

eA(:;s) (t; � (�))B (� ; s)�� : (2.22)

De (2.22) et (2.23), on obtient

z (t; s) � eA(:;s) (t; �)

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (a (� ; �) + z (� ; �))����

+

Z t

�

eA(:;s) (t; � (�))B (� ; s)�� : (2.23)

L�inégalité (2.23) peut être reformulée comme suit :

w (t; s) � A� (t; s) + C� (t; s)

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (w (� ; �))���� ; (2.24)

oùA� (t; s) ; C� (t; s) sont dé�nis comme dans (2.13) et (2.14). En

utilisant le Lemme 2.4 à (2.24) et à partir de (2.18), nous obtenons l�inégalité recherchée

(2.12).

Corollaire 2.4 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.12 soient véri�ées. Si l�in-

55



égalité

u (t; s) � a (t; s) +

Z t

�

Z s




f (� ; �)u (� ; �)���� +

Z �

�

Z �




g (� ; �) arctan (u (� ; �))����

est satisfaite, alors

u (t; s) � A� (t; s) +
C�(t;s)

R �
�

R �

 g(�;�) arctan(a(�;�))����

1�
R �
�

R �

 g(�;�)

C�(�;�)
1+a2(�;�)

����
;

où A� (t; s) ; C� (t; s) sont dé�nis comme dans le Théorème 2.12, à condition que

Z �

�

Z �




g (� ; �) C�(�;�)
1+a2(�;�)

���� < 1:

Corollaire 2.5 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.12 soient véri�ées. Si l�in-

égalité

u (t; s) � a (t; s) +

Z t

�

Z s




f (� ; �)u (� ; �)���� +

Z �

�

Z �




g (� ; �) ln (u (� ; �) + 1)����

est satisfaite, alors on a

u (t; s) � A� (t; s) +
C�(t;s)

R �
�

R �

 g(�;�) ln(a(�;�)+1)����

1�
R �
�

R �

 g(�;�)

C�(�;�)
1+a(�;�)

����
;

où A� (t; s) et C� (t; s) sont dé�nies comme dans le Théorème 2.12, à condition que

Z �

�

Z �




g (� ; �) C�(�;�)
1+a(�;�)

���� < 1:

Théorème 2.13 Soit u (t; s) ; a (t; s) ; b (t; s) ; c (t; s) ; f (t; s) ; g (t; s) ; h (t; s) 2 CCrd (
;R+)

et b (t; s) + c (t; s) est décroissante, p; q; r 2 R+ tel que p � q > 0; p � r > 0; p � 1.

Soit n : R+ �! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ dont sa dérivée
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première n0 soit continue et décroissante sur ]0;+1[. Si u(t; s) satisfait

up (t; s) � a (t; s) + b (t; s)

Z t

�

Z s




[f (� ; �)uq (� ; �) + g (� ; �)u (� ; �)]����

+c (t; s)

Z �

�

Z �




h (� ; �)n (ur (� ; �))���� : (2.25)

Alors, nous avons

u (t; s) �
�
A�1 (t; s) +

C�1 (t;s)
R �
�

R �

 g1(�;�)n(a1(�;�))����

1�
R �
�

R �

 g1(�;�)C

�
1 (�;�)n

0 (a1(�;�))����

� 1
r

(2.26)

pour (t; s) 2 [�; �]kT1 � [
; �]T2, où

A�1 (t; s) = a1 (t; s) +

Z t

�

eA1(:;s) (t; � (�))B1 (� ; s)�� ; (2.27)

C�1 (t; s) = eA1(:;s) (t; �) ; (2.28)

et

a1 (t; s) = r
p
K

r�p
p a (t; s) + p�r

p
K

r
p

+ r
p
K

r�p
p b� (�; 
)

Z t

�

Z s




�
f (� ; �)

�
q

p
K

q�p
p a (� ; �) + p�q

p
K

q
p

�

+ g (� ; �)
�
1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p

��
���� ; (2.29)

f1 (t; s) =
h
q
p
K

q�p
p f (t; s) + 1

p
K

1�p
p g (t; s)

i
b� (�; 
) ; (2.30)

g1 (t; s) =
r
p
K

r�p
p b� (�; 
)h (t; s) (2.31)

et

A1 (t; s) =

Z s




f1 (t; �)��; B1 (t; s) =

Z s




f1 (t; �) a1 (t; �)��;
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avec Z �

�

Z �




g1 (� ; �)C
�
1 (� ; �)n

0
(a1 (� ; �))���� < 1:

Preuve. L�inégalité (2.25) peut être reformulée comme suit :

up (t; s) � a (t; s) + b� (t; s)

�Z t

�

Z s




[f (� ; �)uq (� ; �) + g (� ; �)u (� ; �)]����

+

Z �

�

Z �




h (� ; �)n (ur (� ; �))����

�
; (2.32)

où

b� (t; s) = b (t; s) + c (t; s) ;

b� (t; s) � b� (�; 
) :

Dé�nissons une fonction z (t; s) par

z (t; s) =

Z t

�

Z s




(f (� ; �)uq (� ; �) + g (� ; �)u (� ; �))����

+

Z �

�

Z �




h (� ; �)n (ur (� ; �))���� : (2.33)

D�après le Lemme 1.3, on a

u (t; s) � (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s))
1
p

� 1
p
K

1�p
p (a (� ; �) + b� (�; 
) z (� ; �)) + p�1

p
K

1
p ;

uq (t; s) � (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s))
q
p

� q
p
K

q�p
p (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s)) + p�q

p
K

q
p ; (2.34)

ur (t; s) � (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s))
r
p

� r
p
K

r�p
p (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s)) + p�r

p
K

r
p = w (t; s) : (2.35)
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Substituons les inégalités (2.34) et (2.35) dans l�inégalité (2.33), nous aurons

z (t; s) �
Z t

�

Z s




h
f (� ; �)

�
q
p
K

q�p
p (a (� ; �) + b� (�; 
) z (� ; �)) + p�q

p
K

q
p

�
(2.36)

+ g (� ; �)
�
1
p
K

1�p
p (a (� ; �) + b� (�; 
) z (� ; �)) + p�1

p
K

1
p

�i
����

+

Z �

�

Z �




h (� ; �)n
�
r
p
K

r�p
p (a (� ; �) + b� (�; 
) z (� ; �)) + p�r

p
K

r
p

�
���� :

L�inégalité (2.36), nous donne

z (t; s) �
Z t

�

Z s




h
f (� ; �) ( q

p
K

q�p
p a (� ; �) + p�q

p
K

q
p )

+g (� ; �) (1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p )
i
����

+

Z t

�

Z s




h
q
p
K

q�p
p f (� ; �) + 1

p
K

1�p
p g (� ; �)

i
b� (�; 
) z (� ; �)����

+

Z �

�

Z �




h (� ; �)n (w (� ; �))���� ; (2.37)

où w(t; s) est dé�ni dans (2.35).

En multipliant les deux côtés de l�inégalité (2.37) par r
p
K

r�p
p b� (�; 
) et en ajoutant

r
p
K

r�p
p a (t; s) + p�r

p
K

r
p à l�inégalité résultante, nous obtenons l�inégalité suivante :

w(t; s) � a1 (t; s) +

Z t

�

Z s




f1 (� ; �)w (� ; �)���� +

Z �

�

Z �




g1 (� ; �)n (w (� ; �))���� ;

(2.38)

où a1 (t; s) est dé�ni dans (2.29) et f1 (t; s) et g1 (t; s) sont dé�nis comme dans (2.30) et

(2.31).

Appliquons le Théorème 2.12 à l�inégalité (2.38), nous obtenons

w(t; s) � A�1 (t; s) +
C�1 (t;s)

R �
�

R �

 g1(�;�)n(a1(�;�))����

1�
R �
�

R �

 g1(�;�)C

�
1 (�;�)n

0 (a1(�;�))����
: (2.39)

Puis à partir de (2.35) et (2.39), on obtient l�inégalité recherchée (2.26).

Théorème 2.14 Supposons que les fonctions u (t; s) ; a (t; s) ; b (t; s) ; c (t; s) ; g (t; s) 2
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CCrd (
;R+) et soit b (t; s) + c (t; s) décroissante, p � 1 est une constante réel. Soit

n : R+ �! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée

première n0 est continue et décroissante sur ]0;+1[. Soit f; h : 
�R+ �! R+ sont des

fonctions CCrd (
;R+) tel que

0 � f (t; s; x)� f (t; s; y) � h (t; s; y) (x� y) ; x � y � 0

pour (t; s) 2 
, si l�inégalité suivante est satisfaite

up (t; s) � a (t; s) + b (t; s)

Z t

�

Z s




f (� ; �; u (� ; �))����

+c (t; s)

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (ur (� ; �))���� ; (2.40)

alors, nous avons

u (t; s) �
�
A�2 (t; s) +

C�2 (t;s)
R �
�

R �

 g2(�;�)n(a2(�;�))����

1�
R �
�

R �

 g2(�;�)C

�
2 (�;�)n

0 (a2(�;�))����

� 1
r

(2.41)

pour (t; s) 2 [�; �]kT1 � [
; �]T2, à condition queZ �

�

Z �




g2 (� ; �)C
�
2 (� ; �)n

0
(a2 (� ; �))���� < 1;

où

A�2 (t; s) = a2 (t; s) +

Z t

�

eA2(:;s) (t; � (�))B2 (� ; s)�� ; (2.42)

C�2 (t; s) = eA2(:;s) (t; �) (2.43)

a2 (t; s) = r
p
K

r�p
p b� (�; 
)

�
Z t

�

Z s




f(� ; �; 1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p )����
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+ r
p
K

r�p
p a (t; s) + p�r

p
K

r
p ; (2.44)

B2 (t; s) =

Z s




f2 (t; �) a2 (t; �)��;

A2 (t; s) =

Z s




f2 (t; �)��;

f2 (t; s) = h(t; s; 1
p
K

1�p
p a (t; s) + p�1

p
K

1
p )1
p
K

1�p
p b� (�; 
) ; (2.45)

et

g2 (t; s) =
r
p
K

r�p
p b� (�; 
) g (t; s) : (2.46)

Preuve. L�inégalité (2.40) peut être reformulée comme suit

up (t; s) � a (t; s) + b� (t; s) (

Z t

�

Z s




f (� ; �; u (� ; �))����

+

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (ur (� ; �))����): (2.47)

Dé�nissons une fonction z(t; s) par

z (t; s) =

Z t

�

Z s




f (� ; �; u (� ; �))���� +

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (ur (� ; �))���� : (2.48)

D�après (2.47) et (2.48), on a

u (t; s) � (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s))
1
p : (2.49)

Appliquons le Lemme 1.3 à l�inégalité (2.49), nous obtenons

z (t; s) �
Z t

�

Z s




h
f(� ; �; 1

p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p + 1

p
K

1�p
p b� (�; 
) z (� ; �)) (2.50)

� f(� ; �; 1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p ) + f(� ; �; 1

p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p )
i
����

+

Z �

�

Z �




g (� ; �)n
�
r
p
K

r�p
p (a (� ; �) + b� (�; 
) z (� ; �)) + p�r

p
K

r
p

�
���� :

61



En utilisant les hypothèses de la fonction f , on obtient

z (t; s) �
Z t

�

Z s




f(� ; �; 1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p )����

+

Z t

�

Z s




h(� ; �; 1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p )1
p
K

1�p
p b� (�; 
) z (� ; �)����

+

Z �

�

Z �




g (� ; �)n (w (� ; �))���� ; (2.51)

où

w (t; s) = r
p
K

r�p
p (a (t; s) + b� (�; 
) z (t; s)) + p�r

p
K

r
p :

En multipliant les deux côtés de l�inégalité (2.51) par r
p
K

r�p
p b� (�; 
) et en ajoutant

r
p
K

r�p
p a (t; s) + p�r

p
K

r
p à l�inégalité résultante, nous obtenons l�inégalité suivante

w (t; s) � a2 (t; s)

+

Z t

�

Z s




h(� ; �; 1
p
K

1�p
p a (� ; �) + p�1

p
K

1
p )1
p
K

1�p
p b� (�; 
)w (� ; �)����

+

Z �

�

Z �




r
p
K

r�p
p b� (�; 
) g (� ; �)n (w (� ; �))���� : (2.52)

Ainsi, l�inégalité (2.52) peut être exprimée comme suit

w (t; s) � a2 (t; s) +

Z t

�

Z s




f2 (� ; �)w (� ; �)����

+

Z �

�

Z �




g2 (� ; �)n (w (� ; �))���� ; (2.53)

où a2 (t; s) est dé�ni par (2.44) et f2 (t; s) ; g2 (t; s) sont dé�nis par (2.45) et (2.46).

En utilisant le Théorème 2.12 à l�inégalité (2.53) et à partir de (2.35), nous obtenons

le résultat souhaité dans l�inégalité (2.41).
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2.4 Applications

Dans cette section, nous présentons quelques applications de nos résultats pour étudier

l�estimation et l�unicité des solutions d�une équation intégrale de type Volterra-Fredholm

à deux variables sur des échelles de temps.

Exemple 2.1 Considérons l�équation intégrale sur l�échelle de temps suivante :

zp (t; s) = a (t; s) + b (t; s)

Z t

�

Z s




F (� ; �; z (� ; �))����

+c (t; s)

Z �

�

Z �




G (� ; �; z (� ; �))���� (2.54)

pour (t; s) 2 
, où z (t; s) 2 CCrd (
;R) ; a (t; s) ; b (t; s) ; c (t; s) 2 CCrd (
;R+) et

F (t; s; z) ; G (t; s; z) 2 CCrd (
� R;R).

Théorème 2.15 Supposons que les fonctions F et G indiquées dans la formule (2.54)

véri�ent les deux conditions suivantes :

jF (t; s; z)j � f (t; s) jzjq + g (t; s) jzj

jG (t; s; z)j � h (t; s)n (jzjr) ; (2.55)

où f (t; s) ; h (t; s) et n sont dé�nis comme dans le Théorème 2.13, avec n0 (0) = 0; p; q; r

sont des constantes telles que p � q > 0; p � r > 0; p � 1. Si z(t; s) est une solution des

équations (2.54) et (2.55), alors z(t; s) satisfait

z (t; s) �
�
A�1 (t; s) +

C�1 (t;s)
R �
�

R �

 g1(�;�)n(a1(�;�))����

1�
R �
�

R �

 g1(�;�)C

�
1 (�;�)n

0 (a1(�;�))����

� 1
r

(2.56)

pour tout (t; s) 2 [�; �]kT1 � [
; �]T2, où A
�
1 (t; s) ; C

�
1 (t; s) ; g1 (t; s) ; a1 (t; s) sont dé�nis

dans le Théorème 2.13.
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Preuve. Supposons que z(t; s) est l�unique solution de (2.54), d�après (2.55), on a

jzp (t; s)j = a (t; s) + b (t; s)

Z t

�

Z s




f (� ; �) jz (� ; �)jq + g (� ; �) jz (� ; �)j����

+c (t; s)

Z �

�

Z �




h (� ; �)n (jz (� ; �)jr)���� : (2.57)

En appliquant le Théorème 2.13 à l�inégalité (2.57), nous avons obtenu l�inégalité recher-

chée (2.56).

Proposition 2.1 Supposons que les fonctions F et G indiquées dans la formule (2:54)

satisfaisant les deux conditions suivantes :

���F (t; s; z)� F
�
t; s;

�
z
���� � f (t; s)

���z � �
z
��� ;

���G (t; s; z)�G
�
t; s;

�
z
���� � h (t; s)n

����z � �
z
���� ; (2.58)

où f(t; s); h(t; s) et n sont dé�nies comme dans le Théorème 2.13 et z(t; s) est une solution

de l�équation (2.54) (dans le cas p = 1). Alors (2.54) admet au plus une solution.

Preuve. Soient z (t; s) et
�
z (t; s) deux solutions de (2.54), c�est-à-dire

�
z (t; s) = a (t; s) + b (t; s)

Z t

�

Z s




F
�
� ; �;

�
z
�
����

+c (t; s)

Z �

�

Z �




G
�
� ; �;

�
z
�
���� : (2.59)

D�après (2.58) et (2.59), on a

���z (t; s)� �
z (t; s)

��� � b (t; s)

Z t

�

Z s




���F (� ; �; z)� F
�
� ; �;

�
z
��������

+c (t; s)

Z �

�

Z �




���G (� ; �; z)�G
�
� ; �;

�
z
��������
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� b (t; s)

Z t

�

Z s




f (� ; �)
���z � �

z
�������

+c (t; s)

Z �

�

Z �




h (� ; �)n
����z � �

z
�������� : (2.60)

D�après le Théorème 2.13, on obtient que
���z (t; s)� �

z (t; s)
��� � 0, ce qui implique que

z (t; s) =
�
z (t; s) pour tout (t; s) 2 
.
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Chapitre 3

Inégalités Intégrales à retard

La théorie des équations à retard a été développée par J. Hale. Elles interviennent dans

de nombreux domaines d�applications des mathématiques, et en particulier en biologie

où de nombreux phénomènes sont non-locaux, pour la variable de temps mais parfois

également en la variable d�espace ou ce qui tient lieu de variable d�espace (la maturité,

l�âge, la taille, etc.).

Dé�nition 3.1 Une équation di¤érentielle à retard (E.D.R.) est une équation di¤éren-

tielle où la variable d�état apparaît avec un argument retardé, autrement dit lorsque l�état

à un instant donné est une fonction de son passé. Cela peut s�exprimer comme suit :

u
0
(t) = f(t; u(t); u(t� �)); u(t) 2 R;

où le retard � > 0 est constant.

Exemple : [27] Considérons l�évolution d�une population animale ne tenant compte

que de la natalité et de la mortalité naturelle. En supposant que la mortalité est ins-

tantanée dans la population, par rapport à l�échelle de temps considérée (typiquement,

la semaine ou le mois), la description de l�évolution de cette population nécessite de

connaitre le nombre d�individus à l�instant t, que l�on peut noter N(t), mais également
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le nombre d�individus à l�instant t � � , où � est la durée de gestation moyenne de la

population. On peut alors écrire l�équation linéaire à retard discret suivante :

d
dt
N(t) = �aN(t) + bN(t� �); t > 0;

N(t) = 	(t); t 2 [�� ; 0] ;

où a et b sont respectivement les taux de mortalité et de naissance de la population et 	

une condition initiale, dé�nie sur l�intervalle [�� ; 0].

Dans ce qui suit, nous citons une variété d�inégalités intégrales linéaires, non linéaires

à retard de type Gronwall-Bellman. Nous donnons par la suite quelques généralisations

de ces inégalités intervenant dans les équations intégro-di¤érentielles à retard.

Nous terminons ensuite ce chapitre par donner des nouvelles généralisations des in-

égalités intégrales non linéaires à retard.

Les nouveaux résultats obtenus ont été soumis pour une éventuelle publication dans

une revue internationale.

3.1 Quelques célèbres inégalités intégrales

En 1919Gronwall [32], a proposé l�inégalité bien connue de Gronwall pour estimer la

solution de l�équation di¤érentielle linéaire, aprèsBihari [15], étendue [32] à une inégalité

non linéaire. Ces dernières années de nombreux auteurs se sont consacrés à l�étude des

inégalités intégrales non linéaires. Par exemple, sur la base de l�inégalité généralisée de

Gronwall, Tian et Cai [48], ont étudié le comportement asymptotique des systèmes à

retard qui représentent une classe de systèmes en ingénierie pratique et ont une large

application dans les autoroutes automatisées, les systèmes électriques, etc. Pour plus de

détails consulter les ouvrages [1; 39; 48].

En 1998 Pachpatte [43], a considéré une inégalité intégrale linéaire est le suivante :
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Théorème 3.1 ([43]) Soit c0 � 0 et u; b; c; d 2 C (R+;R+) ;R+ = [0;+1) : Si

u(t) � c0 +

Z t

0

(b (s)u (s) + d (s)) ds+

Z t

0

b (s)

�Z s

0

c (�)u (�) d�

�
ds; (3.1)

alors

u(t) � c0 +

Z t

0

[d (s) + b(s)(c0 exp

�Z s

0

(b (�) + c (�))d�

�
+

Z s

0

d (�) exp

�Z s

�

(b (�) + c(�))d�

�
d�)]ds; t 2 R+:

En 2015 Abdeldaim et El-Deeb [1], ont généralisé (3.1) et énoncer de nouvelles in-

égalités intégrales non linéaires à retards, de type Gronwall-Bellman-Pachpatte. L�utilité

de ces résultats est l�estimation des solutions de certaines équations intégro-di¤érentielles

à retards.

Théorème 3.2 ([1]) Supposons que c0 � 0; u; b; c; d 2 C (R+;R+) ; et � 2 C1 (R+;R+)

est une fonction croissante avec � (t) � t; � (0) = 0. Si

u(t) � c0 +

Z �(t)

0

(b (s)u (s) + d (s)) ds+

Z �(t)

0

b (s)

�Z s

0

c (�)u (�) d�

�
ds; (3.2)

alors

u(t) � c0 +

Z t

0

(�
0
(s) d (�(s)) + �

0
(s)b(�(s)) exp

 Z �(s)

0

(b (�) + c (�))d�

!

�
 
c0 +

Z �(s)

0

d (�) exp

�
�
Z �

�

(b (�) + c(�))d�

�
d�

!
)ds; 8 t 2 R+:

Très récemment Li et Wang [39], ont étudié une nouvelle inégalité intégrale à re-

tard avec puissance (3:3) de type Gronwall-Bellman, qui généralise certaines inégalités

intégrales connues.

Théorème 3.3 ([39]) Supposons que m;n; p 2 (0; 1] sont des constantes non négatives,

u (t) ; a (t) ; b (t) ; c (t) 2 C (R+;R+) ; et � (t) 2 C1 (R+;R+) est une fonction croissante
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avec � (t) � t; � (0) = 0. Si

u(t) � a(t) +

Z �(t)

0

b (s)

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p
ds; (3.3)

alors

u(t) � a(t) + A(t) exp

 Z �(t)

0

pmb (s) ds+

Z �(t)

0

pb (s)

�Z s

0

nc (�) d�

�
ds

!
;

où t 2 R+ et

A (t) =

Z �(t)

0

b (s) [(1� p) + p (ma (s) + (1�m))] ds

+

Z �(t)

0

pb (s)

Z s

0

c (�) [na (�) + 1� n] d�ds:

Remarque 3.1 Notons que les inégalités (3.2) et (3.3) ont été démontrées dans les cas

où p = 1 et p 2 (0; 1].

3.2 Quelques généralisations des inégalités intégrales

non linéaires à retard avec puissance

Dans cette section, nous sommes intéressés à étudier certaines inégalités intégrales

non linéaires à retards avec puissance, qui peuvent être utilisées comme outils pratiques

pour étudier le comportement qualitatif de certaines équations di¤érentielles et intégrales

à retard.

En 2016 Abdeldaim [2], a prouvé un autre résultat plus puissant est le suivant :

Théorème 3.4 ([2]) Soient u; f; h 2 C(R+;R+) et n; � 2 C1(R+;R+) avec n(t) � 1,

�(0) = 0 et �(t) � t, 8t 2 R+. Si l�inégalité

up(t) � n(t) +

Z t

0

f(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)uq(s)ds; 8t 2 R+;
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est satisfaite, où p > q � 0 sont des constantes. Alors, nous avons

u(t) � k3(t) exp

�
1
p

Z t

0

f(s)ds

�
; 8t 2 R+;

où

k3(t) =

�
np1(0) + p1

Z t

0

�
n0(s) + �

0
(s)h (� (s))

�
exp

�
�p1

Z s

0

f(�)d�

�
ds

� 1
p�q

;

pour tout t 2 R+ avec p1 = p�q
p
.

Boukerrioua, Kilani et Meziri dans [21], ont étudié quelques nouvelles inégalités

intégrales non linéaires à retard de type Gronwall-Bellman-Bihari.

Théorème 3.5 ([21]) Supposons que u (t) ; g (t) ; h (t) ; n (t) 2 C(R+;R+) telle que n (t)

est une fonction croissante. Soit � (t) 2 C1(R+;R+) une fonction croissante, véri�ant

�(t) � t et �(0) = 0. Soit w : R+�! R+ une fonction di¤érentiable, croissante sur

]0;1[ telle que sa dérivée première w0
est continue et décroissante sur ]0;1[. Si l�inéga-

lité

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)w(uq(s))ds

est satisfaite, où p � q � 0 et p 6= 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P1(s) exp

�Z t

s

Q1(�)d�

�
ds

� 1
p

; 8t 2 R+;

où

P1(t) = g(t)n(t) + �0(t)h(�(t))w
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

Q1(t) = g(t) + q
p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))w0

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
pour tout t 2 R+.

En 2020 Tian et Fan [49], ont étudié de nouvelles inégalités intégrales non-linéaires
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à retards avec puissances et établi plusieurs résultats d�estimation sous la condition de

p > 1, qui non seulement complètent celles établies dans [25; 1; 39], mais généralisent

aussi les inégalités (3.1)-(3.3) aux nouvelles inégalités intégrales non linéaires à retards

plus générales. Nous énonçons ces résultats sans démonstrations.

Lemme 3.1 ([49]) Supposons que p > 0 une constante et �(t) est une fonction crois-

sante avec � (t) � t; � (0) = 0; � 2 C1 (R+;R+) ; u; a; b; c; d 2 C (R+;R+). Si

u(t) � a(t) +

Z �(t)

0

b (s) (c (s)u (s) + d(s))p ds:

Alors8><>:
a (t) + g (t) + exp

�R �(t)
0

h (s) ds
� R �(t)

0
g (s)h (s) exp

�
�
R s
0
h (�) d�

�
ds si 0 < p � 1;

a (t) +
�
k1�p (t) + (1� p)

R �(t)
0

2p�1b(s)cp (s) ds
� 1
1�p

si p > 1;

avec

k1�p(t) > (p� 1)
Z �(t)

0

2p�1b(s)cp (s) ds;

où

h (t) = pb (t) c (t) ;

g (t) =

Z �(t)

0

[pb (s) (a (s) c (s) + d (s)) + (1� p) b (s)] ds

et

k (t) =

Z �(t)

0

2p�1b (s) (a (s) c (s) + d (s))p ds:

Théorème 3.6 ([49]) Supposons que m;n; p sont des constantes non négatives satisfai-

sant 0 < m;n � 1; p > 1; � (t) est une fonction croissante avec � 2 C1 (R+;R+) ; � (t) �

t; � (0) = 0; u; a; b; c 2 C (R+;R+). Si l�inégalité est satisfaite

u (t) � a (t) +

Z �(t)

0

b (s)

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p
ds:
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Alors, nous avons

u (t) � a (t) +

 ek1�p (t) + (1� p)

Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m+ n

Z s

0

c (�) d�

�p
ds

! 1
1�p

avec ek1�p (t) > (p� 1)Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m+ n

Z s

0

c (�) d�

�p
ds;

où

ek (t) = Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p
ds:

Théorème 3.7 ([49]) Supposons que p; q;m; n sont des constantes non négatives avec

q � m > 0; q � n > 0; p > 0. Soit � (t) est une fonction croissante avec � 2

C1 (R+;R+) ; � (t) � t; � (0) = 0; u; a; b; c 2 C (R+;R+). Si l�inégalité est satisfaite

uq (t) � a (t) +

Z �(t)

0

b (s)

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p
ds:

Alors, nous avons8>><>>:
h
a(t) + bg (t) + exp�R �(t)

0
bh (s) ds� R �(t)

0
bg (s)bh (s) exp�� R s

0
bh (�) d�� dsi 1q si 0 < p � 1;�

a(t) +
�bk1�p (t) + (1� p)

R �(t)
0

2p�1b (s)
�
m
q
+ n

q

R s
0
c (�) d�

�p
ds
� 1
1�p
� 1
q

si p > 1;

avec bk1�p (t) > (p� 1)Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m
q
+ n

q

Z s

0

c (�) d�

�p
ds;

où

bh (t) = pb(t)

�
m
q
+ n

q

Z t

0

c (�) d�

�
;

bg(t) =

Z �(t)

0

�
pb(s)

�
m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�
+ (1� p)b (s)

�
ds

72



et bk(t) = Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�p
ds:

Récemment en 2021 Song etMeng [47], ont étudiés de nouvelles inégalités intégrales

à retards avec puissance. Les inégalités données ici peuvent agir comme des outils puis-

sants pour étudier les propriétés qualitatives telles que l�existence, l�unicité, la stabilité

asymptotique des solutions d�équations di¤érentielles et intégrales.

Théorème 3.8 ([47]) Supposons que u; a; b; c; d; r; f; g 2 C (R+;R+) ; g (t) est une fonc-

tion non décroissante sur R+. Soit � 2 C1 (R+;R+) une fonction croissante avec � (t) �

t; � (0) = 0. Soit p; q > 0 des constantes. Si u (t) satisfait l�inégalité suivante :

u (t) � g (t) +

Z �(t)

0

b (s) [a (s)u (s) + c(s)]p ds+

Z t

0

d (s) [e (s)u (s) + f (s)]q ds;

alors, on a les résultats suivants :

� (i) Lorsque 0 < p � 1; 0 < q � 1, on a

u (t) � g (t) +G (t) + exp

�Z t

0

h (s) ds

�Z t

0

k (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds:

� (ii) Lorsque 0 < p � 1; q > 1 et B1�q
1 (t) +

R t
0
C1 (s) ds > 0, on a

u (t) � A1 (t) + exp

 Z �(t)

0

pb (s) ap (s) ds

!�
B1�q
1 (t) +

Z t

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

:

� (iii) Lorsque 0 < q � 1; p > 1 et D1�p
1 (t) +

R t
0
E1 (s) ds > 0, on a

u (t) � A2 (t) + exp

�Z t

0

qd (s) eq (s) ds

��
D1�p
1 (t) +

Z t

0

E1 (s) ds

� 1
1�p

;

où

A1 (t) = g (t) +

Z �(t)

0

b (s) cp(s)ds+

Z t

0

2q�1d (s) f q (s) ds;
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A2 (t) = g (t) +

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp(s)ds+

Z t

0

d (s) f q (s) ds;

B1 (t) =

Z �(t)

0

[pb (s) ap (s)A1 (s) + (1� p) b (s) ap (s)] ds

+

Z t

0

22(q�1)d (s) eq (s)Aq1 (s) ds;

C1 (t) = (1� q) 22(q�1)d (t) eq (t) exp

 Z �(t)

0

(q � 1) pb (s) ap (s) ds
!
;

D1 (t) =

Z �(t)

0

22(p�1)b (s) ap (s)Ap2 (s) ds

+

Z t

0

[qd (s) eq (s)A2 (s) + (1� q) d (s) eq (s)] ds;

E1 (t) = (1� p) 22(p�1)�
0
(t) b (� (t)) ap (� (t)) exp

�Z t

0

(p� 1) qd (s) eq (s) ds
�
;

G (t) =

Z �(t)

0

[pb (s) (a (s) g (s) + c (s)) + (1� p) b (s)] ds

+

Z t

0

[qd (s) (e (s) g (s) + f (s)) + (1� q) d (s)] ds;

h (t) = p�
0
(t) b (� (t)) a (� (t)) + qd (t) e (t)

k (t) = p�
0
(t) b (� (t)) a (� (t))G (� (t)) + qd (t) e (t)G (t) :

Théorème 3.9 ([47]) Soit u; a; b; c; d; e 2 C (R+;R+) et soit � 2 C1 (R+;R+) une fonc-

tion non décroissante avec � (t) � t; � (0) = 0. Supposons que m;n; l; r 2 (0; 1] ; p; q > 0

sont des constantes. Si u (t) satisfait l�inégalité suivante :

u (t) � a (t) +

Z �(t)

0

b (s)

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p
ds

+

Z t

0

d (s)

�
ul (s) +

Z s

0

e (�)ur (�) d�

�q
ds;

alors, on a les résultats suivants :

� (i) Lorsque 0 < p � 1; 0 < q � 1, on a

u (t) � a (t) +G1 (t) + exp

�Z t

0

h1 (s) ds

�Z t

0

k1 (s) exp

�
�
Z s

0

h1 (�) d�

�
ds:
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� (ii) Lorsque 0 < p � 1; q > 1 et B1�q
2 (t) +

R t
0
C2 (s) ds > 0, on a

u (t) � a (t) + A3 (t) + exp

 Z �(t)

0

pb (s) fp1 (s) ds

!�
B1�q
2 (t) +

Z t

0

C2 (s) ds

� 1
1�q

:

� (iii) Lorsque 0 < q � 1; p > 1 etD1�p
2 (t)+

R t
0
E2 (s) ds > 0, on a

u (t) � a (t) + A4 (t) + exp

�Z t

0

qd (s) gq1 (s) ds

��
D1�p
2 (t) +

Z t

0

E2 (s) ds

� 1
1�p

;

où

A3 (t) =

Z �(t)

0

b (s)

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p
ds

+

Z t

0

2q�1d (s)

�
la (s) + 1� l +

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�q
ds;

A4 (t) =

Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p
ds

+

Z t

0

d (s)

�
la (s) + 1� l +

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�q
ds;

B2 (t) =

Z �(t)

0

[pb (s) fp1 (s)A3 (s) + (1� p) b (s) fp1 (s)] ds

+

Z t

0

22(q�1)d (s) gq1 (s)A
q
3 (s) ds;

C2 (t) = (1� q) 22(q�1)d (t) gq1 (t) exp

 Z �(t)

0

(q � 1) pb (s) fp1 (s) ds
!
;

D2 (t) =

Z �(t)

0

22(p�1)b (s) fp1 (s)A
p
4 (s) ds

+

Z t

0

[qd (s) gq1 (s)A4 (s) + (1� q) d (s) gq1 (s)] ds;

E2 (t) = (1� p) 22(p�1)�
0
(t) b (� (t)) fp1 (� (t)) exp

�Z t

0

(p� 1) qd (s) gq1 (s) ds
�
;

f1 (t) = m+ n

Z t

0

c (s) ds; g1 (t) = l + r

Z t

0

e (s) ds;

h1 (t) = p�
0
(t) b (� (t)) f1 (� (t)) + qd (t) g1 (t) ;
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G1 (t) =

Z �(t)

0

�
pb (s)

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�
+ (1� p) b (s)] ds

+

Z t

0

�
qd (s)

�
la (s) + 1� l +

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�
+ (1� q) d (s)] ds;

k1 (t) = p�
0
(t) b (� (t)) f1 (� (t))G1 (� (t)) + qd (t) g1 (t)G1 (t) :

Remarque 3.2 Lorsque d (t) = 0 et 0 < p � 1, le Théorème 3.9 sera réduit au Théorème

3.3 de [38]. Et lorsque d (t) = 0 et p > 1, le Théorème 3.9 sera réduit au Théorème 3.6

de [40].

3.3 Nouvelles généralisations des inégalités intégrales

non linéaires à retard avec puissance

Dans cette section, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles généralisations

des inégalités intégrales non linéaires à retard avec puissance, ces résultats sont des gé-

néralisations des travaux obtenus par Tian et Fan [49] et Song etMeng [47].

Tout au long de cette section, nous désignons parR = (�1;+1) ;R+ = [0;+1) ; C (D;E)

et C1 (D;E) les ensembles de fonctions dé�nies sur l�intervalle D dans E continues et

continûment di¤érentiables, respectivement.

Lemme 3.2 Supposons que u (t) ; a (t) ; b (t) ; c (t) ; d (t) 2 C (R+;R+) ; et �(t) 2 C1 (R+;R+)

une fonction non décroissante avec � (t) � t; � (0) = 0: Soit L : R+ � R+ ! R+;

M : R+ � R+ ! R�+ des fonctions di¤érentiables par rapport à la première variable,

véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0
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et p > 0 est une constante, si l�inégalité suivante est satisfaite

u(t) � a(t) +

Z �(t)

0

b (s)L (s; (c (s)u (s) + d(s))p) ds: (3.4)

Alors

u(t) �

8>>>>>><>>>>>>:

a (t) + g (t) + exp
�R �(t)

0
h (s) ds

�
�
R �(t)
0

g (s)h (s) exp
�
�
R s
0
h (�) d�

�
ds si 0 < p � 1;

a (t) +
�
k1�p (t) + (1� p)

R �(t)
0

2p�1b(s)cp (s)

�M (s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p) ds)
1

1�p si p > 1;

(3.5)

avec

k1�p(t) > (p� 1)
Z �(t)

0

2p�1b(s)cp (s)M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds;

où

h (t) = pb (t) c (t)M (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p) ;

g (t) =

Z �(t)

0

[b (s)L (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p)] ds; (3.6)

k (t) =

Z �(t)

0

b (s)L
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds:

Preuve. Dé�nissons la fonction v (t) par

v (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; (c (s)u (s) + d (s))p) ds;

où v (t) est une fonction non décroissante, et

u (t) � a (t) + v (t) : (3.7)

Alors, nous avons

v (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; (c (s) v (s) + a (s) c (s) + d (s))p) ds: (3.8)
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Ensuite, nous prouverons les deux cas suivants 0 < p � 1 et p > 1, respectivement.

Cas 1 : 0 < p � 1.

D�après le Lemme 1:3 avec K = 1; on a

(c (s) v (s) + a (s) c (s) + d (s))p

� p (c (s) v (s) + a (s) c (s) + d (s)) + 1� p:

Ceci combiné avec (3.8), nous donnons

v (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; (c (s) v (s) + a(s)c(s) + d (s))p) ds:

�
Z �(t)

0

b (s)L (s; p (c (s) v (s) + a (s) c (s) + d (s)) + 1� p) ds:

Appliquons les propriétés de la fonction L, pour tout x � y > 0,

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) :

Ainsi on a

v (t) �
Z �(t)

0

b (s)L (s; [p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p] + [pc (s) v (s)]) ds

�
Z �(t)

0

b (s) [M (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p) pc (s) v (s)

+L (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p)]ds

�
Z �(t)

0

b (s)M (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p) pc (s) v (s)

+b (s)L (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p) ds

� g (t) +

Z �(t)

0

pb (s) c (s)M (s; p (a (s) c (s) + d (s)) + 1� p) v (s) ds;

= g (t) +

Z �(t)

0

h (s) v (s) ds;

où h(t) et g(t) sont dé�nies par (3:6). Dé�nissons la fonction non décroissante J(t) =
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R �(t)
0

h(s)v (s) ds; avec J(0) = 0, v(t) � g(t) + J(t). Dérivons J (t) par rapport à t, nous

obtenons

J
0
(t) = h (� (t))�

0
(t)v (� (t))

� h (� (t))�
0
(t)(g (� (t)) + J (� (t)))

� h (� (t)) g (� (t))�
0
(t) + h (� (t))�

0
(t) J (t) ;

ainsi,

J
0
(t)� h (� (t))�

0
(t) J(t) � h (� (t)) g (� (t))�

0
(t) : (3.9)

Multiplions (3.9) par exp
�
�
R �(t)
0

h(s)ds
�
, nous trouvons

exp

 
�
Z �(t)

0

h(s)ds

!h
J
0
(t)� h (� (t))�

0
(t) J(t)

i
� exp

 
�
Z �(t)

0

h(s)ds

!
h (� (t))�

0
(t) g (� (t)) :

En intégrant l�inégalité ci-dessus de 0 à t, nous avons

J(t) � exp
 Z �(t)

0

h(s)ds

!Z �(t)

0

g (s)h (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds:

Puisque v(t) � g(t) + J(t), nous avons obtenue

v (t) � g(t) + exp

 Z �(t)

0

h(s)ds

!Z �(t)

0

g (s)h (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds:

L�inégalité ci-dessus avec l�inégalité (3.6), nous trouvons

u (t) � ca (t) + g (t) + exp

 Z �(t)

0

h(s)ds

!Z �(t)

0

g (s)h (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds:

Cas 2 : p > 1.
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Appliquons le Lemme 1.4 à (3.8), nous trouvons

v (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; (c (s) v (s) + a (s) c (s) + d (s))p) ds:

v (t) �
Z �(t)

0

b (s)L
�
s; 2p�1 (cp (s) vp (s) + (a (s) c (s) + d (s))p)

�
ds

v (t) �
Z �(t)

0

b (s)L
�
s;
�
2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
+
�
2p�1cp (s) vp (s)

��
ds:

En utilisant les propriétés de la fonction L à cette dernière, nous obtenons

v (t) �
Z �(t)

0

b (s) [M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
2p�1cp (s) vp (s)

+L
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
]ds

�
Z �(t)

0

b (s)M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
2p�1cp (s) vp (s)

+b (s)L
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds

= k (t) +

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp (s)M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
vp (s) ds;

où k(t) est di�nis par (3.6). Comme k(t) est une fonction non décroissante, pour un point

�xé T , nous avons

v (t) � k (T ) +

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp (s)M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
vp (s) ds; t 2 [0; T ] :

Dé�nissons la fonction non décroissante w (t) par :

w (t) = k (T ) +

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp (s)M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
vp (s) ds:

Alors w(0) = k(T ), et on a

v (t) � w(t); v (� (t)) � w (� (t)) � w (t) : (3.10)
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Dérivons w (t), par rapport à t et utilisons l�inégalité (3:10), nous obtenons

w
0
(t) = 2p�1�0 (t) b (� (t)) cp (� (t))

�M
�
� (t) ; 2p�1 (a (� (t)) c (� (t)) + d (� (t)))p

�
vp (� (t))

� 2p�1�0 (t) b (� (t)) cp (� (t))

�M
�
� (t) ; 2p�1 (a (� (t)) c (� (t)) + d (� (t)))p

�
wp (t)

et

w
0
(t)

wp(t)
� 2p�1�

0
(t) b (� (t)) cp (� (t))

�M
�
� (t) ; 2p�1 (a (� (t)) c (� (t)) + d (� (t)))p

�
:

Multiplions l�inégalité ci-dessus par (1� p), nous aboutissons

(1� p) w
0
(t)

wp(t)
� (1� p) 2p�1�

0
(t) b (� (t)) cp (� (t))

�M
�
� (t) ; 2p�1 (a (� (t)) c (� (t)) + d (� (t)))p

�
: (3.11)

Par un simple calcul de (3.11), et pour t 2 [0; T ], nous obtenons

w (t) �
 
k1�p (T ) + (1� p)

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp (s)

�M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds
� 1
1�p :

Posons t = T dans l�inégalité ci-dessus, alors

w (T ) �
 
k1�p (T ) + (1� p)

Z �(T )

0

2p�1b (s) cp (s)

�M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds
� 1
1�p :
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Comme T est arbitraire, alors nous avons

w(t) �
 
k1�p (t) + (1� p)

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp (s)

�M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds
� 1
1�p : (3.12)

Utilisons l�inégalité (3.10) et substituons l�inégalité (3.12) dans (3.7), nous obtenons

u (t) � a(t) +

 
k1�p (t) + (1� p)

Z �(t)

0

2p�1b (s) cp (s)

�M
�
s; 2p�1 (a (s) c (s) + d (s))p

�
ds
� 1
1�p :

Sur la base des cas 1 et 2, nous pouvons tirer la conclusion que u(t) satisfait l�inégalité

(3.5). La preuve est ainsi achevée.

Remarque 3.3 Si nous prenons L (s; x) = x, alors l�inégalité (3.4) donnée par le Lemme

3.2 se réduit à l�inégalité de Tian et Fan donnée dans le Lemme 3.1.

Théorème 3.10 Supposons que m;n; p sont des constantes non-négatives satisfaisant

0 < m;n � 1; p > 1; � (t) 2 C1 (R+;R+) est une fonction non décroissante avec � (t) �

t; � (0) = 0. Soit L : R+ � R+ ! R+; M : R+ � R+ ! R�+ des fonctions di¤érentiables

par rapport à la première variable et véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0:

Soit u (t) ; a (t) ; b (t) ; c (t) 2 C (R+;R+). Si l�inégalité suivante est satisfaite

u (t) � a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds: (3.13)
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Alors, nous avons

u (t) � a (t) +

 ek1�p (t) + (1� p)

Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m+ n

Z s

0

c (�) d�

�p

�M

�
s; 2p�1

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n)d�

�p�
ds

� 1
1�p

(3.14)

avec

ek1�p (t) > (p� 1)
Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m+ n

Z s

0

c (�) d�

�p
�M

�
s; 2p�1

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n)d�

�p�
ds;

où

ek (t) = Z �(t)

0

b (s)L

�
s; 2p�1

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p�
ds:

(3.15)

Preuve. Dé�nissons la fonction non décroissante y (t) par :

y (t) =

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds:

Alors, nous avons

u(t) � a(t) + y(t); y(0) = 0: (3.16)

Utilisons le Lemme 1.3, nous trouvons

(a (t) + y (t))m � m (a (t) + y (t)) + 1�m;

(a (t) + y (t))n � n (a (t) + y (t)) + 1� n: (3.17)
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Utilisons les inégalités (3.16) et (3.17), nous obtenons

y (t) �
Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
(a (s) + y (s))m +

Z s

0

c (�) (a (�) + y (�))n d�

�p�
ds

�
Z �(t)

0

b (s)L (s; (m (a (s) + y (s)) + 1�m

+

Z s

0

c (�) (n(a (�) + y (�)) + 1� n)d�

�p�
ds

=

Z �(t)

0

b (s)� L

�
s;

��
m+ n

Z s

0

c (�) d�

�
y (s)

+ ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n)d�

�p�
ds:

Utilisons le Lemme 3.2, nous aboutirons

y (t) �
 ek1�p (t) + (1� p)

Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m+ n

Z s

0

c (�) d�

�p
�M

�
s; 2p�1

�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n)d�

�p�
ds

� 1
1�p

;

où ek(t) est dé�ni par (3.15). L�inégalité (3.14) souhaitée découle des deux inégalités (3.15)
et (3.16). Ce qui achève la preuve.

Remarque 3.4 Si nous prenons L (s; x) = x, alors l�inégalité (3.13) donnée dans le

Théorème 3.10 se réduit à l�inégalité de Tian et Fan, donnée dans le Théorème 3.6.

Théorème 3.11 Supposons que p; q;m; n sont des constantes non-négatives satisfaisant

q � m > 0; q � n > 0; p > 0; � (t) 2 C1 (R+;R+) est une fonction non décroissante

avec � (t) � t; � (0) = 0. Soit L : R+ � R+ ! R+; M : R+ � R+ ! R�+ des fonctions

di¤érentiables par rapport à la première variable et véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0:
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Soit u (t) ; a (t) ; b (t) ; c (t) 2 C (R+;R+). Si l�inégalité suivante est satisfaite

uq (t) � a(t) +

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds: (3.18)

Alors, nous avons

u(t) �

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

[a(t) + bg(t)
+ exp

�R �(t)
0

bh (s) ds� R �(t)
0

bg(s)bh (s) exp�� R s
0
bh (�) d�� dsi 1q ; 0 < p � 1;h

a(t) +
�ek1�p (t) + (1� p)

R �(t)
0

2p�1b (s)
�
m
q
+ n

q

R s
0
c (�) d�

�p
M
�
s; 2p�1

�
m
q
a(s) + q�m

q
+
R s
0
c (�)

�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�
�p�

ds
� 1
1�p
� 1
q

; p > 1;

(3.19)

avec

ek1�p (t) > (p� 1)
Z �(t)

0

2p�1b (s)

�
m
q
+ n

q

Z s

0

c (�) d�

�p
�M

�
s; 2p�1

�
m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�p�
ds;

où

bh (t) = pb(t)

�
m
q
+ n

q

Z t

0

c (�) d�

�
�M

�
s; p

�
m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�
+ (1� p)

�
;

bg(t) =

Z �(t)

0

�
b(s)L

�
s; p

�
m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�
+ (1� p)

��
ds;

bk (t) = Z �(t)

0

b (s)L

�
s; 2p�1

�
m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�p�
ds: (3.20)

Preuve. Dé�nissons la fonction z (t) par

z (t) =

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds: (3.21)
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Il est clair que z(0) = 0, et z est une fonction non décroissante et

u(t) � (a(t) + z (t))
1
q : (3.22)

Utilisons le Lemme 1.3, nous trouvons

um(t) � (a(t) + z(t))m=q � m
q
(a(t) + z(t)) + q�m

q
;

un(t) � (a(t) + z(t))n=q � n
q
(a(t) + z(t)) + q�n

q
: (3.23)

Utilisons les inégalités (3.21)-(3.23), nous obtenons

z (t) �
Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
(a(s) + z(s))m=q +

Z s

0

c (�) (a (�) + z (�))n=q d�

�p�
ds

�
Z �(t)

0

b (s)

�L
�
s;

�
m
q
(a(s) + z(s)) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
(a(�) + z(�)) + q�n

q

�
d�

�p�
ds

=

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

��
m
q
+ n

q

Z s

0

c (�) d�

�
z (s)

+ m
q
a(s) + q�m

q
+

Z s

0

c (�)
�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�

�p�
ds: (3.24)

L�application du Lemme 3.2 à l�inégalité ci dessus, nous permet d�obtenir une estimation

de z(t) de la forme suivante :

z (t) �

8>>>><>>>>:
bg(t) + exp�R �(t)

0
bh (s) ds� R �(t)

0
bg(s)bh (s) exp�� R s

0
bh (�) d�� ds si 0 < p � 1;�ek1�p (t) + (1� p)

R �(t)
0

2p�1b (s)
�
m
q
+ n

q

R s
0
c (�) d�

�p
�M

�
s; 2p�1

�
m
q
a(s) + q�m

q
+
R s
0
c (�)

�
n
q
a (�) + q�n

q

�
d�
�p�

ds
� 1
1�p
si p > 1;

où bh (t) ; bg(t) et bk (t) sont dé�nies par (3.20). Cette dernière est associer avec l�inégalité
(3.22), ce qui donne l�inégalité (3.19).

Remarque 3.5 Si nous prenons L (s; x) = x, alors l�inégalité (3.18) donnée par le Théo-
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rème 3.11 se réduit à l�inégalité de Tian et Fan, donnée dans le Théorème 3.7. Et si

nous prenons L (s; x) = x et m;n; p 2 (0; 1] et q = 1, alors l�inégalité (3.18) donnée par

le Théorème 3.11 se réduit à l�inégalité de Li etWang, donnée dans le Théorème 3.3.

Théorème 3.12 Supposons que u; a; b; c; d; r; f; g 2 C (R+;R+) ; g (t) est une fonction

non décroissante sur R+. Soit � 2 C1 (R+;R+) une fonction non décroissante avec � (t) �

t; � (0) = 0. Soit L;K : R+ � R+ ! R+ et M;N : R+ � R+ ! R�+ des fonctions

di¤érentiables par rapport à la première variable et véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0;

0 � K (t; x)�K (t; y) � N (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0:

Soit p; q > 0 des constantes. Si u (t) satisfait l�inégalité suivante

u (t) � g (t) +

Z �(t)

0

b (s)L (s; (a (s)u (s) + c(s))p) ds

+

Z t

0

d (s)K (s; (e (s)u (s) + f (s))q) ds: (3.25)

Alors, on a les résultats suivants :

� (i) Lorsque 0 < p � 1; 0 < q � 1, on a

u (t) � g (t) +G (t) + exp

�Z t

0

h (s) ds

�Z t

0

k (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds: (3.26)

� (ii) Lorsque 0 < p � 1; q > 1 et

B1�q
1 (t) +

Z t

0

C1 (s) ds > 0; (3.27)

on a

u (t) � A1 (t) + exp

 Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!
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�
�
B1�q
1 (t) +

Z t

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

: (3.28)

� (iii) Lorsque 0 < q � 1; p > 1 et

D1�p
1 (t) +

Z t

0

E1 (s) ds > 0; (3.29)

on a

u (t) � A2 (t) + exp

�Z t

0

d (s)N (s; qeq (s)A2 (s) + eq (s) (1� q)) qeq (s) ds

�

�
�
D1�p
1 (t) +

Z t

0

E1 (s) ds

� 1
1�p

; (3.30)

où

A1 (t) = g (t) +

Z �(t)

0

b (s)M (s; ap (s)up (s)) cp(s)ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 2q�1 (eq (s)uq (s))

�
f q (s) ds;

A2 (t) = g (t) +

Z �(t)

0

b (s)M
�
s; 2q�1 (ap (s)up (s))

�
cp(s)ds

+

Z t

0

d (s)N (s; eq (s)uq (s)) f q (s) ds;

B1 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
ds;

C1 (t) = (1� q) 22(q�1)d (t)N
�
t; 22(q�1)eq (t)Aq1 (t)

�
eq (t)

� exp
 Z �(t)

0

(q � 1) b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!
;

D1 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L
�
s; 22(p�1)ap (s)Ap2 (s)

�
ds

+

Z t

0

d (s)K (s; qeq (s)A2 (s) + eq (s) (1� q)) ds;
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E1 (t) = (1� p) 22(p�1)�
0
(t) b (� (t))M

�
� (t) ; 22(p�1)ap (� (t))Ap1 (� (t))

�
ap (� (t))

� exp
�Z t

0

(p� 1) d (s)N (s; qeq (s)A1 (s) + eq (s) (1� q)) qeq (s) ds

�
;

G (t) =

Z �(t)

0

[b (s)L (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p)] ds

+

Z t

0

[d (s)K (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q)] ds;

h (t) = p�
0
(t) b (� (t))M (� (t) ; p (a (� (t)) g (� (t)) + c (� (t))) + 1� p)

+qd (t) e (t)N (t; q (e (t) g (t) + f (t)) + 1� q) ;

k (t) = p�
0
(t) b (� (t))M (� (t) ; p (a (� (t)) g (� (t)) + c (� (t))) + 1� p)G (� (t))

+qd (t) e (t)N (t; q (e (t) g (t) + f (t)) + 1� q)G (t) : (3.31)

Preuve. (i) Lorsque 0 < p � 1; 0 < q � 1, nous dé�nissons la fonction

w (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; (a (s)u (s) + c(s))p) ds+

Z t

0

d (s)K (s; (e (s)u (s) + f (s))q) ds;

(3.32)

où w (t) est une fonction non-décroissante sur R+, et ce qui entraîne,

u (t) � g (t) + w (t) : (3.33)

Appliquons le Lemme 1.3 à l�inégalité (3.32), ensuite substituons l�inégalité (3.33) dans

cette dernière, nous obtenons

w (t) �
Z �(t)

0

b (s)L (s; p (a (s)u (s) + c(s)) + (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)K (s; q (e (s)u (s) + f (s)) + (1� q)) ds

�
Z �(t)

0

b (s)L (s; p (a (s) (g (s) + w (s)) + c(s)) + (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)K (s; q (e (s) (g (s) + w (s)) + f (s)) + (1� q)) ds
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�
Z �(t)

0

b (s)L (s; p (a (s) g (s) + a (s)w (s) + c (s)) + 1� p) ds

+

Z t

0

d (s)K (s; q (e (s) g (s) + e (s)w (s) + f (s)) + 1� q) ds:

Utilisons l�inégalité ci-dessus et les propriétés des fonctions L et K, nous obtenons

w (t) �
Z �(t)

0

b (s)L (s; [p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p] + [pa (s)w (s)]) ds

+

Z t

0

d (s)K (s; [q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q] + [qe (s)w (s)]) ds

�
Z �(t)

0

b (s) [M (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p) pa (s)w (s)

+L (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p)]ds

+

Z t

0

d (s) [N (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q) qe (s)w (s)

+K (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q)]ds

�
Z �(t)

0

b (s)M (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p) pa (s)w (s)

+b (s)L (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p) ds

+

Z t

0

d (s)N (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q) qe (s)w (s)

+d (s)K (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q) ds

� G (t) +

Z �(t)

0

pb (s) a (s)M (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p)w (s) ds

+

Z t

0

qd (s) e (s)N (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q)w (s) ds; (3.34)

oùG (t) est dé�nie par (3.31). Soit

v (t) une fonction non décroissante sur R+ dé�nie par

v (t) =

Z �(t)

0

pb (s) a (s)M (s; p (a (s) g (s) + c (s)) + 1� p)w (s) ds

+

Z t

0

qd (s) e (s)N (s; q (e (s) g (s) + f (s)) + 1� q)w (s) ds (3.35)
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et

v (0) = 0; w (t) � G (t) + v (t) ; v (� (t)) � v (t) : (3.36)

Dérivons v (t), par rapport à t et utilisons l�inégalité (3.36), nous trouvons

v
0
(t) = p�

0
(t) b (� (t))M (� (t) ; p (a (� (t)) g (� (t)) + c (� (t))) + 1� p)

�w (� (t)) + qd (t) e (t)N (t; q (e (t) g (t) + f (t)) + 1� q)w (t)

� p�
0
(t) b (� (t))M (� (t) ; p (a (� (t)) g (� (t)) + c (� (t))) + 1� p)

� (G (� (t)) + v (� (t)))

+qd (t) e (t)N (t; q (e (t) g (t) + f (t)) + 1� q) (G (t) + v (t))

� p�
0
(t) b (� (t))M (� (t) ; p (a (� (t)) g (� (t)) + c (� (t))) + 1� p)

� (G (� (t)) + v (t))

+qd (t) e (t)N (t; q (e (t) g (t) + f (t)) + 1� q) (G (t) + v (t))

� h(t)v(t) + k(t); (3.37)

où h(t) et k(t) sont données par (3.31). En

multipliant (3.37) par exp
�R t

0
h (s) ds

�
et en l�intégrant de 0 à t, nous obtenons

v (t) � exp
�Z t

0

h (s) ds

�Z t

0

k (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds: (3.38)

A partir de (3.33), (3.36) et (3.38), nous obtenons

u(t) � g(t) +G(t) + exp

�Z t

0

h (s) ds

�Z t

0

k (s) exp

�
�
Z s

0

h (�) d�

�
ds:

(ii) Lorsque 0 < p � 1; q > 1, en appliquant le Lemme 1.4 à l�inégalité (3.25), nous avons

u (t) � g (t) +

Z �(t)

0

b (s)L (s; (ap (s)up (s) + cp(s))) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 2q�1 (eq (s)uq (s) + f q (s))

�
ds:

91



En utilisant les propriétés des fonctions L et K, nous obtenons

u (t) � g (t) +

Z �(t)

0

b (s) [M (s; ap (s)up (s)) cp(s) + L (s; ap (s)up (s))] ds

+

Z t

0

d (s)
�
N
�
s; 2q�1 (eq (s)uq (s))

�
f q (s) +K

�
s; 2q�1eq (s)uq (s)

��
ds

= A1 (t) +

Z �(t)

0

b (s)L (s; ap (s)up (s)) ds+

Z t

0

d (s)K
�
s; 2q�1eq (s)uq (s)

�
ds;

(3.39)

où A1 (t) est donnée par (3.31).

Dé�nissons une fonctionw(t) surR+ par

w (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; ap (s)up (s)) ds+

Z t

0

d (s)K
�
s; 2q�1eq (s)uq (s)

�
ds; (3.40)

où w(t) est une fonction non décroissante et

u (t) � A1 (t) + w (t) : (3.41)

L�application des deux Lemmes 1.3 et 1.4 à l�inégalité (3.41) et l�utilisation de (3.40)

nous permet d�obtenir une estimation de w(t) comme suit

w (t) �
Z �(t)

0

b (s)L (s; ap (s) (A1 (s) + w (s))p) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 2q�1eq (s) (A1 (s) + w (s))q

�
ds

�
Z �(t)

0

b (s)L (s; ap (s) [p (A1 (s) + w (s)) + (1� p)]) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 2q�1eq (s)

�
2q�1 (Aq1 (s) + wq (s))

��
ds

�
Z �(t)

0

b (s)L (s; pap (s)A1 (s) + pap (s)w (s) + ap (s) (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s) + 2

2(q�1)eq (s)wq (s)
�
ds:
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En utilisant une autre fois les propriétés des fonctions L et K, nous donnons

w (t) �
Z �(t)

0

b (s) [M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s)w (s)

+L (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p))]ds

+

Z t

0

d (s) [N
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
22(q�1)eq (s)wq (s)

+K
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
]ds

�
Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s)w (s)

+b (s)L (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
22(q�1)eq (s)wq (s)

+d (s)K
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
ds

= B1 (t) +

Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s)w (s) ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
22(q�1)eq (s)wq (s) ds; (3.42)

où B1 (t) est donnée par (3.31).

Soit T > 0 une constante �xé sur R+. Comme B1 (t) est une fonction non décroissante,

pour tout t 2 [0; T ], et d�après (3.42), nous avons

w (t) � B1 (T ) +

Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s)w (s) ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
22(q�1)eq (s)wq (s) ds: (3.43)

Posons v(t) à droite de l�inégalité ci-dessus, ce qui donne

v (t) = B1 (T ) +

Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s)w (s) ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 22(q�1)eq (s)Aq1 (s)

�
22(q�1)eq (s)wq (s) ds (3.44)
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telle que v(t) est une fonction non décroissante, et

v (0) = B1 (T ) ; w (� (t)) � w (t) � v (t) : (3.45)

Dérivons v(t) par rapport à t où t 2 [0; T ] et utilisons (3.45), nous obtenons

v
0
(t) = �

0
(t) b (� (t))M (� (t) ; pap (� (t))A1 (� (t)) + a

p (� (t)) (1� p))

�pap (� (t))w (� (t)) + d (t)N
�
t; 22(q�1)eq (t)Aq1 (t)

�
22(q�1)eq (t)wq (t)

� �
0
(t) b (� (t))M (� (t) ; pap (� (t))A1 (� (t)) + a

p (� (t)) (1� p))

�pap (� (t)) v (t) + d (t)N
�
t; 22(q�1)eq (t)Aq1 (t)

�
22(q�1)eq (t) vq (t) ; (3.46)

Considérons le problème à valeur initiale suivant, pour l�équation di¤érentielle de Ber-

noulli

dy (t)

dt
= �

0
(t) b (� (t))M (� (t) ; pap (� (t))A1 (� (t)) + a

p (� (t)) (1� p))

�pap (� (t)) y (t) + d (t)N
�
t; 22(q�1)eq (t)Aq1 (t)

�
22(q�1)eq (t) yq (t) ;

y (0) = B1 (T ) : (3.47)

Alors pour tout t 2 [0; T ], on obtient une solution unique à cette équation :

y (t) = exp

 Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!

�
�
B1�q
1 (T ) +

Z t

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

; (3.48)

oùC1 (t) est donnée par (3.31). Pour t = T , nous obtenons

y (T ) = exp

 Z �(T )

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!

�
�
B1�q
1 (T ) +

Z T

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

: (3.49)
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D�après le théorème de comparaison pour les équations di¤érentielles ordinaires et la

condition (3.27), nous avons

v (T ) � y (T ) = exp

 Z �(T )

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!

�
�
B1�q
1 (T ) +

Z T

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

: (3.50)

D�après (3.41), (3.45) et (3.50), nous obtenons

u (T ) � A1 (T ) + exp

 Z �(T )

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!

�
�
B1�q
1 (T ) +

Z T

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

: (3.51)

Pour un T arbitraire tel que t 2 R+, nous obtenons

u (t) � A1 (t) + exp

 Z �(t)

0

b (s)M (s; pap (s)A1 (s) + ap (s) (1� p)) pap (s) ds

!

�
�
B1�q
1 (t) +

Z t

0

C1 (s) ds

� 1
1�q

:

(iii) Lorsque 0 < q � 1; p > 1, la preuve est similaire à celle du second cas. La preuve

est ainsi achevée.

Remarque 3.6 Si nous prenons L (s; x) = x et d (s) = 0, alors l�inégalité (3.25) donnée

par le Théorème 3.12 se réduit à l�inégalité de Tian et Fan, donnée par le Lemme 3.1.

Et si nous prenons L (s; x) = x et K (s; y) = y, alors l�inégalité (3.25) donnée par le

Théorème 3.12 se réduit à l�inégalité de Song et Meng, donnée par le Théorème 3.8.

Théorème 3.13 Supposons que u; a; b; c; d; e 2 C (R+;R+) ; a (t) est une fonction non

décroissante sur R+ et soit � 2 C1 (R+;R+) une fonction non décroissante avec � (t) �

t; � (0) = 0. Soit L;K : R+ � R+ ! R+ et M;N : R+ � R+ ! R�+ des fonctions
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di¤érentiables par rapport à la première variable et véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0;

0 � K (t; x)�K (t; y) � N (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0:

Supposons que m;n; l; r 2 (0; 1] ; p; q > 0 sont des constantes. Si u (t) satisfait l�inégalité

suivante

u (t) � a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K

�
s;

�
ul (s) +

Z s

0

e (�)ur (�) d�

�q�
ds; (3.52)

alors on a les résultats suivants :

� (i) Lorsque 0 < p � 1; 0 < q � 1, on a

u (t) � a (t) +G1 (t) + exp

�Z t

0

h1 (s) ds

�Z t

0

k1 (s) exp

�
�
Z s

0

h1 (�) d�

�
ds:

(3.53)

� (ii) Lorsque 0 < p � 1; q > 1 et

B1�q
2 (t) +

Z t

0

C2 (s) ds > 0; (3.54)

on a

u (t) � a (t)+A3 (t)+exp

 Z �(t)

0

pb (s)M (s; pfp1 (s)A3 (s) + fp1 (s) (1� p)) fp1 (s) ds

!

�
�
B1�q
2 (t) +

Z t

0

C2 (s) ds

� 1
1�q

: (3.55)
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� (iii) Lorsque 0 < q � 1; p > 1 et

D1�p
2 (t) +

Z t

0

E2 (s) ds > 0; (3.56)

on a

u (t) � a (t) +A4 (t) + exp

�Z t

0

qd (s)N (s; qgq1 (s)A4 (s) + gq1 (s) (1� q)) gq1 (s) ds

�

�
�
D1�p
2 (t) +

Z t

0

E2 (s) ds

� 1
1�p

; (3.57)

où

A3 (t) =

Z �(t)

0

b (s)M (s; fp1 (s)w
p (s))

�
�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p
ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 2q�1 (gq1 (s)w

q (s))
�

�
�
la (s) + 1� l +

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�q
ds

A4 (t) =

Z �(t)

0

b (s)M
�
s; 2p�1 (fp1 (s)w

p (s))
�

�
�
ma (s) + 1�m+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p
ds

+

Z t

0

d (s)N (s; (gq1 (s)w
q (s)))

�
�
la (s) + 1� l +

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�q
ds

B2 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; pfp1 (s)A3 (s) + fp1 (s) (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 22(q�1)gq1 (s)A

q
3 (s)

�
ds;
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C2 (t) = (1� q) 22(q�1)d (t)N
�
t; 22(q�1)gq1 (t)A

q
3 (t)

�
gq1 (t)

� exp
 Z �(t)

0

(q � 1) b (s)M (s; pfp1 (s)A3 (s) + fp1 (s) (1� p))

� pfp1 (s) ds) ;

D2 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L
�
s; 22(p�1)fp1 (s)A

p
4 (s)

�
ds

+

Z t

0

d (s)K (s; qgq1 (s)A4 (s) + gq1 (s) (1� q)) ds;

E2 (t) = (1� p) 22(p�1)�
0
(t) b (� (t))

�M
�
� (t) ; 22(p�1)fp1 (� (t))A

p
3 (� (t))

�
fp1 (� (t))

� exp
�Z t

0

(p� 1) d (s)N (s; qgq1 (s)A3 (s) + gq1 (s) (1� q))

� qgq1 (s) ds) ;

G1 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L(s; p(f1 (s) a (s) +ma (s) + 1�m

+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�) + 1� p)ds

+

Z t

0

d (s)K(s; q(g1 (s) a (s) + la (s) + 1� l

+

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�) + 1� q)ds;

f1 (t) = m+ n

Z t

0

c (s) ds; g1 (t) = l + r

Z t

0

e (s) ds;

h1 (t) = p�
0
(t) b (� (t)) f1 (� (t))M (� (t) ; p (f1 (� (t)) a (� (t))

+

 
ma (� (t)) + 1�m+

Z �(t)

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

!!
+ 1� p) + qd (t) g1 (t)N (t; q (g1 (t) a (t) ;

+

�
la (t) + 1� l +

Z t

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

��
+ 1� q

�
;

k1 (t) = p�
0
(t) b (� (t)) f1 (� (t))M (� (t) ; p (f1 (� (t)) a (� (t))

+

 
ma (� (t)) + 1�m+

Z �(t)

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

!!
+ 1� p)G1 (� (t)) + qd (t) g1 (t)N (t; q (g1 (t) a (t)
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+

�
la (t) + 1� l +

Z t

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

��
+ 1� q

�
G1 (t) : (3.58)

Preuve. Dé�nissons la fonction w (t) comme suit :

w (t) =

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K

�
s;

�
ul (s) +

Z s

0

e (�)ur (�) d�

�q�
ds; (3.59)

où w(t) est une fonction non décroissante sur R+, et

u (t) � a (t) + w (t) : (3.60)

Appliquons le Lemme 1.3 à l�inégalité (3.60), nous donnons

um (t) � (a (t) + w (t))m � m (a (t) + w (t)) + 1�m;

un (t) � (a (t) + w (t))n � n (a (t) + w (t)) + 1� n;

ul (t) � (a (t) + w (t))l � l (a (t) + w (t)) + 1� l;

ur (t) � (a (t) + w (t))r � r (a (t) + w (t)) + 1� r: (3.61)

La substitution de (3.61) dans (3.59), entraîne

w (t) �
Z �(t)

0

b (s)L (s; [m (a (s) + w (s)) + 1�m

+

Z s

0

c (�) (n (a (�) + w (�)) + 1� n) d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K (s; [(l (a (s) + w (s)) + 1� l)

+

Z s

0

e (�) (r (a (�) + w (�)) + 1� r) d�

�q�
ds;
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on peut réécrire l�inégalité ci-dessus sous la forme :

w (t) �
Z �(t)

0

b (s)L (s; [f1 (s)w (s) +ma (s) + 1�m

+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K (s; [g1 (s)w (s) + la (s) + 1� l

+

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�q�
ds; (3.62)

où f1 (t) et g1 (t) sont dé�nis par (3.58). A partir de (3.60) et (3.62), nous obtenons

u (t) � a (t)

Z �(t)

0

b (s)L (s; [f1 (s)w (s) +ma (s) + 1�m

+

Z s

0

c (�) (na (�) + 1� n) d�

�p�
ds+

Z t

0

d (s)K (s; [g1 (s)w (s)

+ la (s) + 1� l +

Z s

0

e (�) (ra (�) + 1� r) d�

�q�
ds: (3.63)

L�inégalité (3.63) a la même forme que l�inégalité (3.25) du Théorème 3.12. En utilisant

le Théorème 3.12, et les conditions (3.54) et (3.56), nous pouvons obtenir les résultats

requises. La preuve du Théorème 3.13 est terminée.

Remarque 3.7 Si nous prenons L (s; x) = x , d (s) = 0 etm > 0; p > 1 , alors l�inégalité

(3.52) donnée par le Théorème 3.13 se réduit à l�inégalité de Tian et Fan, donnée par

le Théorème 3.6. Et si nous prenons L (s; x) = x et K (s; y) = y, alors l�inégalité (3.52)

donnée par le Théorème 3:13 se réduit à l�inégalité de Song et Meng, donnée par le

Théorème 3:9. Et si nous prenons L (s; x) = x , d (s) = 0 et m;n; p 2 (0; 1] , alors

l�inégalité (3.52) donnée par le Théorème 3.13 se réduit à l�inégalité de Li et Wang,

donnée par le Théorème 3.3.

Théorème 3.14 Supposons que u; a; b; c; d; e 2 C (R+;R+) ; a (t) est une fonction non

décroissante sur R+, et soit � 2 C1 (R+;R+) une fonction non décroissante avec � (t) �
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t; � (0) = 0. Soit L;K : R+ � R+ ! R+ et M;N : R+ � R+ ! R�+ des fonctions

di¤érentiables par rapport à la première variable, véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0;

0 � K (t; x)�K (t; y) � N (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0;

Supposons que k � m > 0; k � n > 0; k � l > 0; k � r > 0; p; q > 0 sont des constantes.

Si u (t) satisfait l�inégalité

uk (t) � a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K

�
s;

�
ul (s) +

Z s

0

e (�)ur (�) d�

�q�
ds; (3.64)

alors on a les résultats suivants :

� (i)Lorsque 0 < p � 1; 0 < q � 1, on a

u (t) �
�
a (t) +G2 (t) + exp

�Z t

0

h2 (s) ds

�

�
Z t

0

k2 (s) exp

�
�
Z s

0

h2 (�) d�

�
ds

� 1
k

: (3.65)

� (ii) Lorsque 0 < p � 1; q > 1 et

B1�q
3 (t) +

Z t

0

C3 (s) ds > 0; (3.66)

on a

u (t) �
"
a (t) + A5 (t) + exp

 Z �(t)

0

pb (s)M (s; pfp2 (s)A5 (s) + fp2 (s) (1� p))
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� fp2 (s) ds)

�
B1�q
3 (t) +

Z t

0

C3 (s) ds

� 1
1�q
# 1
k

: (3.67)

� (iii)Lorsque 0 < q � 1; p > 1 et

D1�p
3 (t) +

Z t

0

E3 (s) ds > 0; (3.68)

on a

u (t) �
�
a (t) + A6 (t) + exp

�Z t

0

qd (s)N (s; qgq2 (s)A6 (t)

+ gq2 (s) (1� q)) gq2 (s) ds)

�
D1�p
3 (t) +

Z t

0

E3 (s) ds

� 1
1�p
# 1
k

; (3.69)

où

A5 (t) =

Z �(t)

0

b (s)M (s; fp2 (s) v
p (s))

�
�
m

k
a (s) +

k �m

k
+

Z s

0

c (�)

�
n

k
a (�) +

k � n

k

�
d�

�p
ds

+

Z t

0

d (s)N
�
s; 2q�1 (gq2 (s) v

q (s))
�

�
�
l

k
a (s) +

k � l

k
+

Z s

0

e (�)

�
r

k
a (�) +

k � r

k

�
d�

�q
ds;

A6 (t) =

Z �(t)

0

b (s)M
�
s; 2p�1 (fp2 (s) v

p (s))
�

�
�
m

k
a (s) +

k �m

k
+

Z s

0

c (�)

�
n

k
a (�) +

k � n

k

�
d�

�p
ds

+

Z t

0

d (s)N (s; (gq2 (s) v
q (s)))

�
�
l

k
a (s) +

k � l

k
+

Z s

0

e (�)

�
r

k
a (�) +

k � r

k

�
d�

�q
ds;

B3 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L (s; pfp2 (s)A5 (s) + fp2 (s) (1� p)) ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; 22(q�1)gq2 (s)A

q
5 (s)

�
ds;
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C3 (t) = (1� q) 22(q�1)d (t)N
�
t; 22(q�1)gq2 (t)A

q
5 (t)

�
gq2 (t)

� exp
 Z �(t)

0

(q � 1) b (s)M (s; pfp2 (s)A5 (s) + fp2 (s) (1� p))

� pfp2 (s) ds) ;

D3 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L
�
s; 22(p�1)fp2 (s)A

p
6 (s)

�
ds

+

Z t

0

d (s)K (s; qgq2 (s)A6 (s) + gq2 (s) (1� q)) ds;

E3 (t) = (1� p) 22(p�1)�
0
(t) b (� (t))M

�
� (t) ; 22(p�1)fp2 (� (t))A

p
5 (� (t))

�
�fp2 (� (t))

+ exp

�Z t

0

qd (s)N (s; qgq2 (s)A6 (t) + gq2 (s) (1� q)) gq2 (s) ds

�
� qgq2 (s) ds)

G2 (t) =

Z �(t)

0

b (s)L
�
s; p
�
f2 (s) a (s) +

m
k
a (s)

+ k�m
k
+

Z s

0

c (�)
�
n
k
a (�) + k�n

k

�
d�

�
+ 1� p

�
ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s; q
�
g2 (s) a (s) +

l
k
a (s)

+ k�l
k
+

Z s

0

e (�)
�
r
k
a (�) + k�r

k

�
d�

�
+ 1� q

�
ds;

f2 (t) = m
k
+ n

k

Z t

0

c (s) ds; t 2 R+; g2 (t) =
l
k
+ r

k

Z t

0

e (s) ds;

h2 (t) = p�
0
(t) b (� (t)) f2 (� (t))M (� (t) ; p (f2 (� (t)) a (� (t))

+

 
m
k
a (� (t)) + k�m

k
+

Z �(t)

0

c (�)
�
n
k
a (�) + k�n

k

�
d�

!!
+ 1� p

!
+qd (t) g2 (t)N (t; q (g2 (t) a (t)

+

�
l
k
a (t) + k�l

k
+

Z t

0

e (�)
�
r
k
a (�) + k�r

k

�
d�

��
+ 1� q

�
k2 (t) = p�

0
(t) b (� (t)) f2 (� (t))M (� (t) ; p (f2 (� (t)) a (� (t))

+

 
m
k
a (� (t)) + k�m

k
+

Z �(t)

0

c (�)
�
n
k
a (�) + k�n

k

�
d�

!!
+ 1� p

!
�G2 (� (t)) + qd (t) g2 (t)N (t; q (g2 (t) a (t)
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+

�
l
k
a (t) + k�l

k
+

Z t

0

e (�)
�
r
k
a (�) + k�r

k

�
d�

��
+ 1� q

�
G2 (t) : (3.70)

Preuve. Dé�nissons la fonction non décroissante v (t) sur R+ par :

v (t) =

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
um (s) +

Z s

0

c (�)un (�) d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K

�
s;

�
ul (s) +

Z s

0

e (�)ur (�) d�

�q�
ds; (3.71)

alors, nous avons

u (t) � (a (t) + v (t))
1
k : (3.72)

Utilisons l�inégalité (3.72), et appliquons par la suite le Lemme 1.3, nous trouvons

um (t) � (a (t) + v (t))
m
k � m

k
(a (t) + v (t)) + k�m

k
;

un (t) � (a (t) + v (t))
n
k � n

k
(a (t) + v (t)) + k�n

k
;

ul (t) � (a (t) + v (t))
l
k � l

k
(a (t) + v (t)) + k�l

k
;

ur (t) � (a (t) + v (t))
r
k � r

k
(a (t) + v (t)) + k�r

k
: (3.73)

La substitution de (3.73) dans (3.71) entraîne

v (t) �
Z �(t)

0

b (s)L
�
s;
�
m
k
(a (s) + v (s)) + k�m

k

+

Z s

0

c (�)
�
n
k
(a (�) + v (�)) + k�n

k

�
d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s;
�
l
k
(a (s) + v (s)) + k�l

k

+

Z s

0

e (�)
�
r
k
(a (�) + v (�)) + k�r

k

�
d�

�q�
ds;

on peut réécrire l�inégalité ci-dessus sous la forme :

v (t) �
Z �(t)

0

b (s)L
�
s;
�
f2 (s) v (s) +

m
k
a (s)
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+ k�m
k
+

Z s

0

c (�)
�
n
k
a (�) + k�n

k

�
d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s;
�
g2 (s) v (s) +

l
k
a (s)

+ k�l
k
+

Z s

0

e (�)
�
r
k
a (�) + k�r

k

�
d�

�q�
ds; (3.74)

où f2 (t) et g2 (t) sont données par (3.70). A partir de (3.72) et (3.74), nous obtenons

u (t) �
 
a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L
�
s;
�
f2 (s) v (s) +

m
k
a (s)

+ k�m
k
+

Z s

0

c (�)
�
n
k
a (�) + k�n

k

�
d�

�p�
ds

+

Z t

0

d (s)K
�
s;
�
g2 (s) v (s) +

l
k
a (s)

+ k�l
k
+

Z s

0

e (�)
�
r
k
a (�) + k�r

k

�
d�

�q�
ds

� 1
k

: (3.75)

L�inégalité (3.75) a presque la même forme que l�inégalité (3.25) du Théorème 3.12. En

utilisant le Théorème 3.12 et les conditions (3.66) et (3.68), nous pouvons obtenir les

résultats souhaités. Ce qui achève la preuve.

Remarque 3.8 Si nous prenons L (s; x) = x et d (s) = 0, alors l�inégalité (3.64) donnée

par le Théorème 3.14 se réduit à l�inégalité de Tian et Fan, donnée dans le Théorème

3.7. Et si nous prenons L (s; x) = x, d (s) = 0 et k = 1, m;n; p 2 (0; 1] alors l�inégalité

(3.64) donnée par le Théorème 3.14 se réduit à l�inégalité de Li et Wang, donnée dans

le Théorème 3.3.

3.4 Applications

Dans cette section, nous présentons quelques applications de nos résultats, où nous

avons montré que les solutions des équations intégrales à retards sont bornées.
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Exemple 3.1 Considérons l�équation intégrale à retard de type Volterra suivante :

x (t) = a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L

 
s;

�
x (s) +

Z s

0

c (�)x (�) d�

�3!
ds; (3.76)

où a (t) ; b (t) ; c (t) 2 C (R;R) ; � (t) 2 C1 (R+;R+) est une fonction non décroissante

avec, � (t) � t; � (0) = 0. Soit L : R+ � R+ ! R+; M : R+ � R+ ! R�+ des fonctions

di¤érentiables par rapport à la première variable, ce qui véri�e

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0:

Alors, l�équation (3.76) satisfait l�inégalité suivante :

jx (t)j � ja (t)j+
 ek�2 (t)� 8Z �(t)

0

jb (s)j
�
1 +

Z s

0

jc (�)j d�
�3

�M

 
s; 4

�
ja (s)j+

Z s

0

jc (�)j ja (�)j d�
�3!

ds

!� 1
2

(3.77)

avec

ek�2 (t) > 8Z �(t)

0

jb (s)j
�
1 +

Z s

0

jc (�)j d�
�3

M

 
s; 4

�
ja (s)j+

Z s

0

jc (�)j ja (�)j d�
�3!

ds;

où ek (t) = Z �(t)

0

jb (s)jL
 
s; 4

�
ja (s)j

Z s

0

jc (�)j ja (�)j d�
�3!

ds:

Preuve. Soit x (t) une solution quelconque de l�équation (3.76), pour tout t 2 R+,

Nous avons

jx (t)j � ja (t)j+
Z �(t)

0

jb (s)j
�����L
 
s;

�
x (s) +

Z s

0

c (�)x (�) d�

�3!����� ds
� ja (t)j+

Z �(t)

0

jb (s)jL
 
s;

�
jx (s)j+

Z s

0

jc (�)j jx (�)j d�
�3!

ds: (3.78)
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Soit u (t) = jx (t)j, alors nous pouvons réécrire l�inégalité (3.78) sous la forme suivante :

u (t) � ja (t)j+
Z �(t)

0

jb (s)jL
 
s;

�
u (s) +

Z s

0

jc (�)ju (�) d�
�3!

ds: (3.79)

En appliquant le Théorème 3.10 à l�inégalité (3.79), nous trouvons

u (t) � ja (t)j+
 ek�2 (t)� 8Z �(t)

0

jb (s)j
�
1 +

Z s

0

jc (�)j d�
�3

�M

 
s; 4

�
ja (s)j+

Z s

0

jc (�)j ja (�)j d�
�3!

ds

!� 1
2

: (3.80)

Ce qui montre que la solution de l�équation (3.76) est bornée.

Exemple 3.2 Considérons l�équation intégro-di¤érentielle à retard suivante :

uk (t) = a (t) +

Z �(t)

0

F

�
s; u (s) ;

Z s

0

G (� ; u (�)) d�

�
ds

+

Z t

0

H

�
s; u (s) ;

Z s

0

S (� ; u (�)) d�

�
ds; (3.81)

où t 2 R+; u (t) 2 C (R+;R+), a (t) 2 C (R+;R+) ; � (t) 2 C1 (R+;R+) est une fonction

non décroissante avec, � (t) � t. Soit F;H 2 C (R+ � R� R;R) ; G; S 2 C (R+ � R! R+)

et k une constante positive.

Théorème 3.15 Supposons que F;G;H; S véri�ent les conditions suivantes :

jF (t; U; V )j � b (t)L (s; (Um + V )p) ;

jH (t; U; V )j � d (t)K
�
s;
�
U l + V

�q�
;

jG (t; U)j � c (t)Un; jS (t; U)j � e (t)U r (3.82)

et

B1�q
3 (t) +

Z t

0

C3 (s) ds > 0;
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où t 2 R+; U; V 2 R; b (t) ; c (t) ; d (t) ; e (t) 2 C (R+;R+) ;et k � m > 0; k � n > 0; k �

l > 0; k � r > 0; 0 < p � 1; q > 1 sont des constantes. B3 (t) et C3 (t) sont dé�nis

dans le Théorème 3.14. L;K : R+ � R+ ! R+ et M; N : R+ � R+ ! R�+ des fonctions

di¤érentiables par rapport à la première variable véri�ant

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0;

0 � K (t; x)�K (t; y) � N (t; y) (x� y) pour tout x � y � 0:

Alors pour tout t 2 R+, toutes les solutions de l�équation (3.81) admettent

ju (t)j �
"
a (t) + A5 (t) + exp

 Z �(t)

0

pb (s)M (s; pfp2 (s)A5 (s)

+ fp2 (s) (1� p)) fp2 (s) ds)

�
B1�q
3 (t) +

Z t

0

C3 (s) ds

� 1
1�q
# 1
k

; (3.83)

où A5 (t) et f2 (t) sont dé�nis par (3.70) du Théorème 3.14.

Preuve. Soit u (t) une solution quelconque de l�équation (3.81), à partir de (3.81) et

(3.82), pour tout t 2 R+, nous avons

ju (t)jk � a (t) +

Z �(t)

0

����F �s; u (s) ;Z s

0

G (� ; u (�)) d�

����� ds
+

Z t

0

����H �s; u (s) ;Z s

0

S (� ; u (�)) d�

����� ds
� a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
ju (s)jm +

Z s

0

jG (� ; u (�))j d�
�p�

ds

+

Z t

0

d (s)K

�
s;

�
ju (s)jl +

Z s

0

jS (� ; u (�))j d�
�q�

ds

� a (t) +

Z �(t)

0

b (s)L

�
s;

�
ju (s)jm +

Z s

0

c (�) ju (�)jn d�
�p�

ds

+

Z t

0

d (s)K

�
s;

�
ju (s)jl +

Z s

0

e (�) ju (�)jr d�
�q�

ds: (3.84)
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L�application du Théorème 3.14 à l�inégalité (3.84), par les conditions (3.82) pour tout

t 2 R+, nous obtenons

ju (t)j � [a (t) + A5 (t)

+ exp

 Z �(t)

0

pb (s)M (s; pfp2 (s)A5 (s) + fp2 (s) (1� p)) fp2 (s) ds

!

�
�
B1�q
3 (t) +

Z t

0

C3 (s) ds

� 1
1�q
# 1
k

:

Ce qui achève la preuve.
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Chapitre 4

Stabilité de quelques systèmes

perturbés aux échelles de temps et

applications

En mathématiques, la stabilité est l�étude la plus généreuse pour concevoir le com-

portement des solutions d�équations di¤érentielles et des trajectoires de systèmes dy-

namiques sous de petites perturbations des conditions initiales, et par rapport à leur

domaine d�évolution.

Particulièrement, la théorie de la stabilité au sens de Lyapunov des systèmes dyna-

miques non linéaires, a été largement étudiée au cours des dernières décennies, d�où une

progression importante, en analyse ainsi qu�en théorie du contrôle et applications. Pour

une excellente introduction à la stabilité des équations di¤érentielles et des équations aux

di¤érences, nous renvoyons le lecteur aux monographies [40; 50] et [3], respectivement.

En 1990, et avec les travaux d�Aulbach et Hilger [5], l�analyse de la stabilité aux

échelles de temps a été lancé avec un accent particulier sur les systèmes linéaires, qui

a par la suite attiré l�attention de nombreux chercheurs, et dans ce contexte plusieurs

auteurs comme Dacunha [28], Bohner et Martynyuk [18], Peterson et Ra¤oul [45]

et d�autres [25; 30; 41] ont étudié les propriétés de la stabilité des systèmes dynamiques
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linéaires et non linéaires aux échelles de temps.

Soit n un entier positif, on considère le système linéaire suivant :

x� (t) = A (t)x (t) ; x (t0) = x0 6= 0? (4.1)

où x; x0 2 Rn; t; t0 2 T; supT = +1 et A : T �! Rn�n est une fonction régressives à

valeurs matricielles, ce système a été traité depuis longtemps dans des cas aussi discrets

que continus et sous diverses hypothèses pour étudier le comportement des solutions. Le

système (4.1) admet l�unique solution donnée par :

x (t) = RA(t; t0)x0:

Ainsi que, le système perturbé associé, sur des échelles de temps est donné par l�équation

suivante :

x�(t) = A(t)x (t) + F (t; x (t)); x (t0) = x0 (4.2)

La solution du système perturbé (4.2) notée x (t) = x (t; t0; x0) véri�e l�équation intégrale

x (t) = RA(t; t0)x0 +

Z t

t0

RA (t; � (s))F (s; x (s))�s; t 2 T+t0 ;

où F (t; 0) = 0 et F : T+t0 � Rn ! Rn est une fonction rd�continue de T. Rappelons que

RA(t; t0) est une fonction matricielle est appelée matrice de transition (voir Dé�nition

1.32).

On considère le système dynamique dé�ni sur une échelle de temps T comme ci-

dessous :

x�(t) = f(t; x); t 2 T+t0 ; x(t0; t0; x0) = x0; t0 2 T; x0 2 Rn; (4.3)

où x 2 Rn; f : T� Rn ! Rn est rd-continue par rapport à la première variable avec

kf(t; 0)k � f0. On suppose aussi, que les conditions d�existence et d�unicité de la solution

du système (4.3) sont satisfaites pour tout conditions initiale (t0; x0) 2 T � Rn. Notons
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cette solution par x (t) = x (t; t0; x0).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la première section, nous énonçons quelques

inégalités intégrales et quelques résultats récents de stabilité. Ensuite dans la seconde

section nous avons énoncé des nouvelles généralisations de la stabilité exponentielle de

certaines classes de systèmes perturbés par l�approche des inégalités intégrales, ainsi que

la stabilité pratique pour les systèmes perturbés sur des échelles de temps arbitraires par

l�approche de la fonction de Lyapunov. Et nous concluons ce chapitre par des exemples

illustratifs.

Nous notons que certains nouveaux résultats de ce chapitre ont fait l�objet de la

publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi, M. Meramria, M. A. Hammami, Su¢ cient

conditions for uniform exponential stability of some classes of dynamic equa-

tions on time scales and applications, Trans. Natl. Acad. Sci. Azerb. Ser.

Phys.-Tech. Math. Sci. Mathematics, 41(1), (2021), 60-70.

4.1 Sur quelques résultats récents autour de la sta-

bilité exponentielle et pratique

Nous commençons cette section par énoncer des inégalités intégrales non linéaires de

type Gronwall (Bellman, Bihari et Pachpatte) aux échelles de temps, qui sont nécessaires

pour notre étude.

Lemme 4.1 ([12]) Supposons que y; f; g; h;m 2 Crd (T;R+) : Si l�inégalité

y (t) � f(t) + g(t)

Z t

t0

fh(s)y(s) +m(s)g�s; pour tout t 2 T+t0

est véri�ée, alors

y(t) � f(t) + g(t)

Z t

t0

fh(s)f(s) +m(s)g exp
�Z t

�(s)

h(�)g(�)��

�
�s; pour tout t 2 T+t0 :
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Théorème 4.1 ([4]) Soit g une fonction croissante et continue, p 2 Crd (T;R+) ; y 2

Crd (T;R). Soit w la solution de

w� = p(t)g(w(t)); w(t0) = �:

Supposons qu�il existe une fonction bijective G satisfaisant (G � w)� = p. Si l�inégalité

y(t) � � +

Z t

t0

p(�)g(y(�))��

est satisfaite pour tout t 2 T+t0, alors

y(t) � G�1
�
G (�) +

Z t

t0

p (�)��

�
:

Théorème 4.2 ([14]) Soit a 2 T et t0 2 Tk;+a . Supposons que u; f 2 Crd(T+a ;R+) et

S : T+a �R+ ! R+ une fonction rd-continue et �-di¤érentiable par rapport à la première

variable t, satisfaisant

0 � S(t; x)� S(t; y) � R(t; y)(x� y); (4.4)

pour t 2 T+a ; x � y � 0 où R : T+a � R+ ! R�+ est une fonction rd-continue et �-

di¤érentiable par rapport à la première variable t. Soient �; �; " des fonctions non nega-

tives rd-continues sur T+a telles que � est non-croissante avec �(t) � 1. Supposons aussi

que

S�t (t; �(t0)) � 0; R�t (t; �(t0)) � 0 pout tout t 2 Tk;+a :

Si �(t; s) est dé�nie comme dans le Théorème 1.1, telle que �(t; s) � 0 et ��t(t; s) � 0

pour t; s 2 Tk;+t0 avec s � t, alors

u(t) � �(t) + �(t)

Z t

t0

"(�)

�
S(�; u(�)) +

Z �

t0

�(�; �)S(� ; u(�))��

�
��;

113



pour tout t 2 Tk;+t0 , implique

u(t) � �(t) + �(t)

Z t

t0

"(�)

�
S(t0; �(t0))e�(�; t0) +

Z �

t0

e�(�; �(�)) (�)��

�
��;

pour tout t 2 Tk;+t0 , avec

�(t) := R(�(t); �(t0))"(t) +
R�t (t;�(t0))
R(t;�(t0))

+ �(�(t); t) +

Z t

t0

��t(t; �)��

et

 (t) := S�t(t; �(t0)) + �(�(t); t)S(t; �(t0)) +

Z t

t0

��t(t; �)S(� ; �(t0))�� :

Preuve. Dé�nissons la fonction w(t) par

w(t) :=

Z t

t0

"(�)

�
S(�; u(�) +

Z �

t0

�(�; �)S(� ; u(�))��

�
��:

Donc,

u(t) � v(t) + w(t): (4.5)

Comme w est �-di¤érentiable sur Tk;+t0 , il est facile de trouver l�estimation suivante :

w�(t) � "(t) (S(t; v(t0)) +R(t; v(t0))w(t)

+

Z t

t0

�(t; �) (S(� ; v(t0)) +R(� ; v(t0))w(�))��

�
:

Dé�nissons la fonction auxiliaire z par

z(t) : = S(t; v(t0)) +R(t; v(t0))w(t)

+

Z t

t0

�(t; �)(S(� ; v(t0)) +R(� ; v(t0))w(�))�� :

Il est clair que z est �-di¤érentiable non-décroissante, et on a

w�(t) � "(t)z(t);
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z(t0) = S(t0; v(t0))

et

R(t; v(t0))w(t) � z(t): (4.6)

Calculons la �-dérivée de z et utilisons les propriétés de S, on obtient

z�(t) = S�t(t; v(t0)) +R(�(t); v(t0))w
�(t) +R�t(t; (v(t0))w(t) + �(�(t); t)

(S(t; v(t0)) +R(t; v(t0))w(t))

+

Z t

t0

��t(t; �) (S(� ; v(t0)) +R(� ; v(t0))w(�))��

�
�
R (� (t) ; v (t0)) "(t) +

R�t (t;(v(t0))
R(t;v(t0))

+ � (� (t) ; t) +

Z t

t0

��t (t; �)��

�
z(t)

+S�t(t; v(t0)) + � (� (t) ; t)S(t; v(t0) +

Z t

t0

��t (t; �) (S(� ; v(t0))��

= �(t)z(t) +  (t): (4.7)

Appliquons le Lemme 1.2, à l�inégalité (4.7), on trouve

z(t) � (S(t0; v(t0)) e�(t; t0) +
Z t

t0

e�(t; �(�)) (�)�� :

Par une simple combinaison de l�inégalité précédente et l�inégalité (4.6), on obtient

w�(t) � "(t)

�
S (t0; v (t0)) e� (t; t0) +

Z t

t0

e�(t; �(�)) (�)��

�
:

La �-intégration de la dernière inégalité sur [t0; t] \ Tk;+a , donne l�estimation suivante :

w(t) �
Z t

t0

"(�)

�
S (t0; v (t0)) e� (�; t0) +

Z �

t0

e�(�; �(�)) (�)��

�
��:

Substituons l�inégalité précédente dans l�inégalité (4.5), on trouve l�inégalité souhaitée

pour u.

Dé�nition 4.1 ([29]) Soit w : R+ ! R+ une fonction dé�nie sur R+. w est dite de
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classe bH, si elle véri�e les conditions suivantes
� w(u) est une fonction croissante et continue pour u � 0 et positive pour u > 0.

� Il existe une fonction continue � sur R+ avec w(�u) � �(�)w(u) pour � > 0; u

� 0.

Nous présentons maintenant deux résultats sur la stabilité du système (4:2) obtenue

dans [12; 13] .

Théorème 4.3 ([12]) Il existe une fonction continue � sur R+ avec w(�u) � �(�)w(u)

pour � > 0; u � 0. Si les conditions suivantes sont satisfaites

� le système linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable.

� Le terme perturbé satisfait

F (t; x) � � (t) kxk+ �(t):

�
R +1
t0

�(s)
1���(s)�s � ed < +1;

R +1
t0

�(s)e�� (t0; �(s))�s � k < +1.

Alors le système perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

Théorème 4.4 ([13]) Si les conditions suivantes sont satisfaites

� Le système linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable.

� Le terme perturbé satisfait

kF (t; x)k � m(t) kxkp ;

où m 2 Crd(T+t0 ;R+) et p 2 ]0; 1[.

�
R1
t0
e��(a; �(s))m(s))

1
q�s � em avec q = 1� p.

Alors le système perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

En 2005 Peterson et Ra¤oul [45], ont étudié la stabilité exponentielle de la solution

zéro pour les systèmes d�équations dynamiques sur des échelles de temps. Ils ont dé�nis

une fonction de Lyapunov de type I , puis formulés les inégalités appropriées sur ces
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fonctions qui garantissent que la solution zéro décroît de manière exponentielle vers le

zéro.

Théorème 4.5 ([45]) Supposons que D � Rn et qu�il existe une fonction de Lyapunov

V : D �! [0;1) de type I (voir Dé�nition 1.29) telle que pour tout (t; x) 2 [0;1)�D,

on a :

�1 (t) kxkp � V (x) � �2 (t) kxkq ;

V � (t; x) � ��3(t)kxkr+Le	�(t;0)
1+M�(t)

;

V (x)� V
r
q (x) � 
e	� (t; 0) ;

où �1 (t) ; �2 (t) et �3 (t) sont des fonctions positives avec �1 (t) non décroissante, p; q; r

sont des constantes positives, L; 
 � 0 et � > inf
t�t0�0

�3(t)

(�2)
r
q
. Alors la solution zéro du système

(4.3) est exponentiellement stable.

Remarque 4.1 Dans le Théorème 4.5, si �i; (i = 1; 2; 3) sont des constantes positives,

alors la solution zéro du système (4.3) est uniformément exponentiellement stable. La

preuve de la remarque découle du Théorème 4.5 en prenant � > inf
t�t0�0

�3(t)

(�2)
r
q
et M = �3(t)

(�2)
r
q

.

Dans [11], Ben Nasser et Hammami ont étudié le stabilité pratique pour les sys-

tèmes perturbés non linéaires aux échelles de temps. Basé sur la technique de Lyapunov.

Théorème 4.6 ([11]) Supposons qu�il existe une fonction de Lyapunov V : T�Rn ! Rn

continûment di¤érentiable, qui satisfait les conditions suivantes :

�1 kxk2 � V (t; x) � �2 kxk2 + A (1 + � (t) �) e	' (t; t0) ;

V � (t; x) � ��3
1+�(t)�

kxk2 ;

où A;�1; �2; �3; �; ' sont des constantes positives avec '+ �3
�2
< �. Alors le système (4.3)

est globalement uniformément pratiquement asymptotiquement stable.
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4.2 Nouveaux résultats sur l�étude de la stabilité ex-

ponentielle et pratique

Nous énonçons maintenant avec preuve quelques nouveaux résultats concernant l�étude

de la stabilité exponentielle du système perturbé (4.2) en jouant sur le terme perturbé

F .

Théorème 4.7 Supposons que le système linéaire (4.1) est uniformément exponentiel-

lement stable avec des constantes positives �, 
 ainsi que le terme perturbé satisfaisant

F (t; x) � g(t)w(kxk); t 2 T+t0 ; (4.8)

où g (t) une fonction positive et rd-continue et w 2 bH. Soit r la solution du système
suivant :

r�(t) = p(t)w(r(t)); r(t0) = 
 (4.9)

et il existe une fonction bijective W satisfaisant

(W � r)� = 
p sachant que
Z 1

t0

p(s)�s <1; (4.10)

pour tout t0 2 T; p(t) = 
e��(t0;�(t))
kx0k g(t)w

�
kx0k


e��(t0;t)

�
. Alors le système perturbé (4.2) est

uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Soit le système linéaire (4.1) uniformément exponentiellement stable, la

fonction correspondante de la matrice de transition satisfait la condition

kRA(t; t0)k � 
e��(t; t0): (4.11)

La solution du système perturbé (4.1) véri�e l�équation intégrale

x(t) = RA(t; t0)x0 +

Z t

t0

RA(t; �(s))F (s; x(s))�s; (4.12)
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En prenant les deux parties de l�équation (4.12) en norme avec l�utilisation de (4.11),

nous obtenons

kx(t)k � kRA(t; t0)k kx0k+
Z t

t0

kRA(t; �(s))k kF (s; (x(s))k�s;

� 
e��(t; t0) kx0k+ e��(t; t0)

Z t

t0


e��(t0; �(s))g(s)w(kx(s)k)�s;

� e��(t; t0)

�

 kx0k+

Z t

t0


e��(t0; �(s))g(s)w(kx(sk)�s
�
: (4.13)

D�où
e��(t0;t)kx(t)k

kx0k � 
 + 


Z t

t0

e��(t0;�(s))
kx0k g(s)w

�
kx0k

e��(t0;s)
e��(t0;s)kx(sk

kx0k

�
�s.

Posons maintenant u(t) = e��(t0;t)kx(t)k
kx0k , nous obtenons

u(t) � 
 +

Z t

t0


e��(t0;�(s))
kx0k g(s)w

�
kx0k

e��(t0;s)
u(s)

�
�s: (4.14)

Puisque la fonction w est de classe bH, nous aurons
u(t) � 
 +

Z t

t0


e��(t0;�(s))
kx0k g(s)�

�
kx0k

e��(t0;s)

�
w(u(s))�s;

Prenons

p(t) =

e��(t0; �(t))

kx0k
g(t)�

�
kx0k

e��(t0; t)

�
:

Alors, nous obtenons :

u(t) � 
 +

Z t

t0

p(s)w(u(s))�s:

Appliquons le Théorème 4.1, nous obtenons :

u(t) � W�1
�
W (
) +

Z t

t0

p(s)�s

�
; (4.15)

� W�1
�
W (
) +

Z 1

t0

p(s)�s

�
:

119



pour tout t 2 T+t0, alors

kx(t)k � de��(t; t0) kx0k ; d � 1;

où

d = W�1
�
W (
) + 


Z 1

t0

p(s)�s

�
:

Alors le système perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

Théorème 4.8 Supposons qu�ils existent des fonctions d; k 2 Crd(T;R+), qui véri�ent

les conditions suivantes :

� i) Le système linéaire (4:1) est uniformément exponentiellement stable, avec �; 


des constantes positives.

� ii) Le terme perturbé satisfait la condition :

kF (t; x)k � � (d(t) kxk+ k(t)) ; (4.16)

où � : R+ ! R+ est une fonction croissante di¤érentiable sur ]0;1[ telle que sa

dérivée première �0 est continue et décroissante sur ]0;1[.

� iii) Il existe deux constantes ed, ek � 0 telles que
Z +1

t0

�0(k(s))d(s)
1���(s) �s � ed < +1;

Z +1

t0

�(k(s))e��(t0; �(s))�s � ek < +1:

Alors, le système perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Soit t0 2 T; x0 2 Rn. Pour tout t0 et x0 = x(t0). La solution du système

perturbé (4.2) véri�e l�équation intégrale suivante :

kx(t)k � kRA(t; t0)k kx0k+
Z t

t0

kRA(t; �(s))k kF (s; (x(s))k�s:
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Comme le système linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable, d�après les

conditions i) et ii), nous obtenons facilement

kx(t)k � 
e��(t; t0) kx0k+ 
e��(t; t0)

Z t

t0

e��(t0; �(s))� (d(s) kxk+ k(s))�s:

(4.17)

Par une simple application du Théorème de la valeur moyenne à la fonction �, nous

aurons, pour tout x1 > y1 > 0, il existe c 2 ]y1; x1[ tel que �(x1)��(y1) = �0(c)(x1�y1) �

�0(y1)(x1 � y1). Ainsi, nous avons :

� (d(s) kxk+ k(s)) � �0(k(s))� d(s) kxk+ �(k(s)): (4.18)

Et en utilisant les deux inégalités (4.17) et (4.18) précédentes, nous obtenons :

kx(t)k � 
e��(t; t0) kx0k

+
e��(t; t0)

Z t

t0

e��(t0; �(s)) [�
0(k(s))� d(s) kxk+ �(k(s)]�s:

Appliquons le Lemme 4.1 à cette dernière inégalité, nous trouvons :

kx(t)k � 
e��(t; t0)

�
kx0k+ (

Z t

t0

e��(t0; �(s))�
0(k(s))d(s)
e��(s; t0) kx0k

+e��(t0; �(s))�(k(s))

� exp
�Z t

�(s)

e��(t0; �(�))�
0(k (�))� d(�)
e��(� ; t0)��

�
�s

�
: (4.19)

D�après la condition iii), l�inégalité précédente devient

kx(t)k � 

�
1 + 
 ed exp�
 ed�� e��(t; t0) kx0k+ 
ek exp�
 ed� e��(t; t0)

= 
e��(t; t0) kx0k
�
1 + 
 ed exp�
 ed�+ ek exp(
 ed)

kx0k

�
: (4.20)

Ainsi le système perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.
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Théorème 4.9 Si les conditions suivantes sont satisfaites :

� (H1) Le système nominal (4.1) est globalement uniformément exponentiellement

stable.

� (H2) Le terme perturbé véri�e

kF (t; x(t))k � �(t)(S(t; kx(t)k) + y(t));

y�(t) � �(t)S(t; kx(t)k); y(a) = 0: (4.21)

� (H3) Il existe une constante positive m telle que :

Z +1

a

"1(�)

�
S(t0; �)e��(�; a) +

Z �

a

e��(�; �(�)) � (�)��

�
��

� m�; 8� 2 R+;8t0 2 T+a ;

avec "1(t) := 
e��(a; �(t))�(t); ��(t) := R(�(t); �)"1(t) +
R�t (t;�)
R(t;�)

+ �(t) et  �(t) :=

S�t(t; �) + �(t)S(t; �) pour t 2 T+a et � 2 R+. Alors, le système perturbé (4.2) est

globalement uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Soit � 2 R+ tel que 
 kx0k = �. Utilisons la solution x(t) de (4.2) qui véri�e

kx(t)k � kRA(t; t0)k kx(t0)k+
Z t

t0

kRA(t; �(s))k kF (s; x(s))k�s:

Prenant compte de l�hypothèse (H1) et le terme de perturbation (4.21), on peut trouver

une estimation de la solution x(t) comme suit :

kx(t)k � 
 kx0k e��(t; t0) + e��(t; t0)

Z t

t0


e��(t0; �(�))�(�)

�
�
S (�; kx (�)k) +

Z �

t0

�(�)S (� ; kx(�)k)��
�
��: (4.22)
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Appliquons le Théorème 4.4 à l�inégalité (4.22), avec les fonctions v(t) := 
e��(t; t0) kx0k ; �(t) :=

e��(t; t0); " = "1; �(t; s) := �(s); � = �� et  =  � on obtient

kx(t)k � 
 kx0k e��(t; t0) + e��(t; t0)

Z t

a

"1 (�)

�
�
S (t0; �) e��(�; a) +

Z �

a

e��(�; �(�)) �(�)��

�
��: (4.23)

Utilisons l�hypothèse (H3) et (4.23), on obtient l�estimation suivante :

kx(t)k � 
 (1 +m) kx0k e��(t; t0):

Ce qui montre que le système perturbé (4.2) est globalement uniformément exponentiel-

lement stable.

Dans ce qui suit, nous énonçons avec preuve un nouveau résultat sur l�étude de la

stabilité pratique pour des systèmes perturbés non linéaire aux échelles de temps, basé

sur la technique de Lyapunov. Ce résultat est une généralisation du Théorème 4.6 obtenu

par B. Ben Nasser etM. A. Hammami [11].

Dans le théorème suivant, nous supposons que T est une échelle de temps dont la

fonction de granulation est bornée, c�est-à-dire � (t) � b� <1 pour tout t 2 T.

Théorème 4.10 Supposons qu�il existe une fonction de Lyapunov V : T � Rn ! Rn

continûment di¤érentiable, qui satisfait les conditions suivantes :

�1 kxkp � V (t; x) � �2 kxkq + A (1 + � (t) �) e	' (t; t0) (4.24)

et

V � (t; x) � ��3
1+�(t)�

kxkr ; (4.25)

où A;�1; �2; �3; � et ' sont des constantes positives. q � r � 0; q 6= 0; p � 1 avec
�3

(�2)r=q
r
q
K

r�q
q � �. Alors le système (4.3) est globalement uniformément pratiquement ex-

ponentiellement asymptotiquement stable.

123



Preuve. Soit x 2 Rn une solution du système (4.3), pour tout t0 2 T; t 2 T+t0 et pour

0 < � < '; K > 0, nous commençons par la dérivation de V (x (t)) e� (t; t0) par rapport

à t au sens des échelles de temps, nous donnons

[V (x (t)) e� (t; t0)]
� = V �(t; x (t))e�� (t; t0) + V (x(t))e�� (t; t0): (4.26)

Utilisons l�inégalité (4.25), nous trouvons

[V (x (t)) e� (t; t0)]
� � ��3

1+�(t)�
kxkr (1 + � (t) �) e� (t; t0) + �V (x (t))e� (t; t0)

� ��3 kxkr e� (t; t0) + �V (x)e� (t; t0) : (4.27)

Utilisons l�inégalité (4.24), nous obtenons

[V (x (t)) e� (t; t0)]
�

�
�
� �3
(�2)r=q

[V (x)� A (1 + � (t) �) e	' (t; t0)]
r=q + �V (x (t))

�
e� (t; t0) : (4.28)

Appliquons le Lemme 1.3 à l�expression [V (x)� A (1 + � (t) �) e	' (t; t0)]
r=q et substi-

tuons le résultat dans (4.28), on obtient

[V (x (t)) e� (t; t0)]
�

�
�
�V (x (t))� �3

(�2)r=q

h
r
q
K

r�q
q [V (x)� A (1 + � (t) �) e	' (t; t0)] +

q�r
q
K

r
q

i�
e� (t; t0)

�
�
�V (x (t))� �3

(�2)r=q
r
q
K

r�q
q V (x) + �3

(�2)r=q
r
q
K

r�q
q A (1 + � (t) �) e	' (t; t0)

� �3
(�2)r=q

q�r
q
K

r
q

�
e� (t; t0) : (4.29)

Il est facile de constater que

� �3
(�2)r=q

q�r
q
K

r
q � �3

(�2)r=q
r
q
K

r
q : (4.30)
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Utilisons l�inégalité (4.30), et la condition �3
(�2)r=q

r
q
K

r�q
q � �. Ainsi l�inégalité (4.29) im-

plique l�estimation suivante

[V (x (t)) e� (t; t0)]
�

�
�
�V (x (t))� �V (x) + �3

(�2)r=q
r
q
K

r�q
q A (1 + � (t) �)

� e	' (t; t0) +
�3

(�2)r=q
r
q
K

r
q

�
e� (t; t0)

�
�

�3
(�2)r=q

r
q
K

r�q
q A (1 + � (t) �) e	' (t; t0) +

�3
(�2)r=q

r
q
K

r
q

�
e� (t; t0)

Utilisons les propriétés de la fonction exponentielle aux échelles de temps, nous donnons

[V (x (t)) e� (t; t0)]
�

� �3
(�2)r=q

r
q
K

r�q
q A (1 + � (t) �) e�	' (t; t0) +

�3
(�2)r=q

r
q
K

r
q e� (t; t0) : (4.31)

Intégrons les deux côtés de l�inégalité (4.31) de t0 à t avec x0 = x (t0), nous trouvons

tZ
t0

[V (x (t)) e� (t; t0)]
� �

tZ
t0

�3
(�2)r=q

r
q
K

r�q
q A (1 + � (t) �) e�	' (t; t0)

+ �3
(�2)r=q

r
q
K

r
q e� (t; t0) :

Ainsi

V (x (t)) e� (t; t0)� V (x0) �
�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	' e�	'(t; t0)�
�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	'

+ �3
(�2)r=q

r
q
K

r
q 1
�
e� (t; t0)� 1

�
�3

(�2)r=q
r
q
K

r
q :

Comme lim
t�!1

e�	'(t; t0) = 0 pour (� < '), alors nous obtenons

V (x (t)) e� (t; t0) � V (x0)�
�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	'

+ �3
(�2)r=q

r
q
K

r
q 1
�
e� (t; t0)� 1

�
�3

(�2)r=q
r
q
K

r
q :
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Utilisons les propriétés de la fonction exponentielle aux échelles de temps, peut être

reformulée l�inégalité ci-dessus comme suit :

V (x (t)) �
 
V (x0)�

�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	'

� 1
�

�3
(�2)r=q

r
q
K

r
q + �3

(�2)r=q
r
q
K

r
q 1
�
e� (t; t0)

�
e	�(t; t0)

�
 
V (x0)�

�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	' � 1
�

�3
(�2)r=q

r
q
K

r
q

!
�e	�(t; t0) + 1

�
�3

(�2)r=q
r
q
K

r
q :

En combinant (4.17) avec l�inégalité ci-dessus, ensuite appliquons la puissance 1
p
sur les

deux cotés, nous aboutirons

kx(t)k � �
�1=p
1

  
V (x0)�

�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	' � 1
�

�3
(�2)r=q

r
q
K

r
q

!

� e	�(t; t0) +
1
�

�3
(�2)r=q

r
q
K

r
q

�1=p
:

Appliquons une autre fois, le Lemme 1:2, sur cette dernière, nous pouvons donner une

estimation de kx (t)k comme suit :

kx(t)k � �
�1=p
1

 
1

p
K

1�p
p

  
V (x0)�

�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	' � 1
�

�3
(�2)

r=q
r
q
K

r
q

!
� e	�(t; t0) +

1
�

�3
[�2]r=q

r
q
K

r
q

�
+ p�1

p
K

1
p

�
� �

�1=p
1

1
p
K

1�p
p

 
V (x0)�

�3

(�2)
r=q

r
q
K
r�q
q A(1+�(t)�)

�	' � 1
�

�3
(�2)

r=q
r
q
K

r
q

!
e	�(t; t0)

+�
�1=p
1

�
1
p
K

1�p
p 1
�

�3
(�2)

r=q
r
q
K

r
q + p�1

p
K

1
p

�
Par conséquent R = �

�1=p
1

�
1
p
K

1�p
p 1
�

�3
(�2)

r=q
r
q
K

r
q + p�1

p
K

1
p

�
. La preuve est ainsi achevée.

Remarque 4.2 Cet aspect de stabilité concerne le cas où la taille des conditions initiales
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peut être aléatoirement croissante et les trajectoires correspondantes convergent de ma-

nière stable par une fonction exponentielle d�échelle de temps décroissante, vers un petit

voisinage de l�origine.

4.3 Applications

Exemple 4.1 Soit T une échelle de temps et t0 = 0. La fonction de granulation est

supposée bornée

0 � � (t) < �max =
1

2
; 8t 2 T+0 :

On considère le système dynamique suivant8>>>><>>>>:
x�1 = x1 (t) +

1
2
ln( 1

(t+1)(�(t)+1)
jx1(t)j+ k(t)jx2(t)jp

x21(t)+x
2
2(t)+1

+ 1);

x�2 =
p
3
2
ln( 1

(t+1)(�(t)+1)
jx2(t)j+ k(t)jx1(t)jp

x21(t)+x
2
2(t)+1

+ 1);

x (0) = (x1;0 ; x2;0) ;

(4.32)

où x(t) = (x1 (t) ; x2 (t))T 2 R2, k 2 Crd(T;R+) et

k(t) =
t+ �(t) + 2

(t+ 1)2 (�(t) + 1)2
e��(�(t); 0):

On remarque que le système précédent se transforme sous la forme matricielle suivante :

x� =

0@ �1 0

0 �1

1A0@ x1(t)

x2(t)

1A+
0B@ 1

2
ln( 1

(t+1)(�(t)+1)
jx1(t)j+ k(t)jx2(t)jp

x21(t)+x
2
2(t)+1

+ 1)
p
3
2
ln( 1

(t+1)(�(t)+1)
jx2(t)j+ k(t)jx1(t)jp

x21(t)+x
2
2(t)+1

+ 1)

1CA ;

(4.33)

où A =

0@ �1 0

0 �1

1A 2 Crd< (T;Mn (R)) ; � 6= 1; F (t; 0) = 0 et le système linéaire

admet l�unique solution x(t) = RA(t; 0)x(t0), où RA(t; 0) est la matrice exponentielle
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donnée par :

RA(t; t0) =

0@ e�1(t; 0) 0

0 e�1(t; 0)

1A ; t 2 T+0 (4.34)

et

kRA(t; t0)k =
p
2e�1(t; 0): (4.35)

Il est clair que la condition (i) du Théorème 4.8 est véri�é, comme on a trouvé deux

constantes positives (�; 
) =
�
1;
p
2
�
, ce qui con�rme que le système linéaire est unifor-

mément exponentiellement stable. Aussi le terme perturbé satisfait la condition (ii), avec

une fonction n(x) = ln(x + 1) croissante et di¤érentiable sur R+ et sa dérivée première

continue et décroissante sur R+.

kf(t; x)k � ln
�

1
(t+1)(�(t)+1)

kxk+ k(t) + 1
�
= n (d(t) kxk+ k(t)) : (4.36)

Maintenant, nous véri�ons la dernière condition du Théorème 4.8 . On a

Z +1

0

�0(k(s))d(s)
1���(s) �s =

Z +1

0

1
(1��(s))(1+k(s))

1
(s+1)(1+�(s))

�s;

�
Z +1

0

1
(1��(s))

1
(s+1)(1+�(s))

�s;

� 2
Z +1

0

1
(s+1)(1+�(s))

�s = 2 = ed < +1: (4.37)

Comme Z +1

0

k(s)e��(0; �(s))�s < +1;

donc, il existe ek telle que
Z +1

0

�(k(s))e��(0; �(s))�s

=

Z +1

0

ln(k(s) + 1)e��(0; �(s))�s;

�
Z +1

0

k(s)e��(0; �(s))�s =

Z +1

0

s+�(s)+2

(s+1)2(�(s)+1)2
�s;
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=

Z +1

0

� �1
s+1

��
�s = 1 = ek < +1: (4.38)

Toutes les hypothèses du Théorème 4.8 sont véri�ées. Donc le système perturbé (4.32)

est uniformément exponentiellement stable.

Exemple 4.2 Soit a � 1, T une échelle de temps discrète avec une taille de pas non

uniforme. La fonction de granulation est supposée bornée, i.e. 0 < �(t) < 2 pour tout

t 2 T+a . Considérons le système perturbé suivant :�
x�1 (t) =

�
�(t)� 1

2

�
x1(t) + �(t)z1(t);

x�2 (t) =
�
�(t)� 1

2

�
x2(t) + �(t)z2(t);

(4.39)

avec 8>>><>>>:
z�1 (t) =

1
t �(t)

jx2(t)j si t > a;

z�2 (t) =
1

t �(t)
jx1(t)j si t > a;

z1(a) = z2(a) = 0;

où x = (x1; x2)
> 2 R2 et �(t) = 1

t�(t)e� 1
2
(a;�(t))

. Le système (4.39) peut s�écrire sous la

forme du système (4.2) et le terme perturbé satisfaisant la condition (H2) avec �(t) = 1
t�(t)

;

S(t; x) = x. Comme l�hypothèse (H1) est véri�ée avec � = 1
2
et 
 = 1. Dans ce cas,

��(t) = "1(t) + �(t) = 
e� 1
2
(a; �(t)) � (t) + � (t) et  �(t) = �(t)�. Utilisons le fait que

"1(t) � ��(t) et �(t) � ��(t), on peut véri�er que

Z t

a

"1 (�)

0BBB@e�� (�; a) +
Z �

a

e�� (�; �(�))��| {z }
�e�� (�;a)�1

1CCCA�� � 2e�� (t; a) :

L�hypothèse (H3) impose la convergence deZ +1

a

�� (�)�� =

Z +1

a

("1 (�) + � (�))��:
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De plus on a Z t

a

"1 (�)�� = 


Z t

a

1
��(�)

�� = 

�
1
a
� 1

t

�
� 1

a

et Z t

a

� (�)�� =

Z t

a

1
��(�)

�� � 1
a
:

D�où

e�� (t; a) � exp
�Z t

a

�� (�)��

�
� exp

�
2
a

�
:

Finalement, toutes les hypothèses du Théorème 4.9 sont véri�ées et donc le système (4.39)

est globalement uniformément exponentiellement stable.
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Conclusion

Dans cette thèse, notre étude a porté sur de nouvelles inégalités intégrales de type

Bihari-Gamidov, pour des fonctions à deux variables aux échelles de temps, ainsi que

quelques inégalités intégro-di¤érentielles à retard ont été développé.

Ces inégalités intégrales jouent un rôle important dans l�étude de di¤érents types

d�équations di¤érentielles et intégro-di¤érentielles.

On a procédé à l�étude de la stabilité de certains systèmes perturbés aux échelles de

temps par l�approche des inégalités intégrales. Nous nous sommes intéressés, plus parti-

culièrement, à la stabilité pratique de ces systèmes. En généralisant quelques conditions,

et en utilisant la fonction de Lyapunov.
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