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Résumé

Il est largement connu que la théorie des inégalités intégrales présente un role fon-
damental dans le développement des théories des équations différentielles non linéaires
et intégrales, elles présentent un outil important dans I’étude de l'existence, I'unicité, la
stabilité et d’autres propriétés qualitatives des solutions.

L’objectif de cette theése est d’établir, dans un premier temps, de nouvelles inégalités
intégrales non linéaires de type Bihari-Gamidov & deux variables aux échelles de temps.

Dans un deuxiéme temps, nous avons établi des nouvelles généralisations des inégalités
intégrales a retard avec puissance.

Enfin, nous avons étudié la stabilité de certains systémes perturbées et la stabilité
pratique en particulier aux échelles de temps, en utilisant deux approches, 'une est

I’approche des inégalités intégrales et ’autre de la fonction de Lyapunov.

Mots-clés : Inégalités intégrales, échelle de temps, inégalité de Gronwall, inégalité

de Bihari-Gamidov, stabilité, stabilité pratique, systémes perturbés.



Abstract

It is widely known that the theory of integral inequalities plays a fundamental role
in the development of non-linear and integral differential equation theories, they present
an important tool in the study of existence, uniqueness, stability and other qualitatives
properties of solutions.

The objective of this thesis. At first, is to establish new non-linear Bihari-Gamidov
type integral inequalities in two independent variables on time scales.

Secondly, we established new generalizations of delay non-linear integral inequalities
with power.

Eventually, we studied the stability of certain perturbed systems and the practical
stability in particular on time scales, using two approaches, one is the integral inequalities

approach, and the other is the Lyapunov function.

Keywords : Integral inequalities, time scales, Gronwall’s inequality, Bihari-Gamidov’s

inequality, stability, practical stability, perturbed systems.
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Introduction

Les mathématiques sont un ensemble de connaissances abstraites résultant de raison-
nements logiques appliqués a des objets divers tels que les ensembles mathématiques,
les nombres, les formes, les structures, les transformations, etc. Ainsi qu’aux relations et
opérations mathématiques qui existent entre ces objets. Elles sont aussi le domaine de
recherche développant ces connaissances, ainsi que la discipline qui les enseigne.

Plus précisément, et en mathématiques appliquées, les inégalités jouent un role tres
important dans plusieurs branches, telles que I'analyse, les probabilités et les statistiques.
En particulier, les inégalités intégrales jouent un role considérable dans 1’étude des équa-
tions intégrales et plus généralement dans le cadre des équations différentielles ordinaires
et avec retard.

D’autres travaux qui sont liés & ce type d’inégalités ont été établis pour les équa-
tions d’évolutions en présence de petites perturbations. Ces inégalités ont été introduites
par Gronwall en 1919 [32], qui a élaboré leurs applications dans plusieurs domaines.
Et depuis cette époque, la théorie de ces inégalités a connu une croissance rapide et de
nombreuses monographies ont été consacrées a ce sujet. Les applications des inégalités
intégrales, ainsi les inégalités différentielles, ont été développées de maniére remarquable
dans I’étude du comportement asymptotique des solutions, ( I’existence, I'unicité, la com-
paraison, la stabilité) ainsi que la dépendance continue des conditions initiales. Notons
aussi qu’une série de généralisations sont motivées par certaines applications. Parmi ces
généralisations, on peut citer les travaux de Bellman [7], Pachpatte [43] et Bihari
[15].

Par ailleurs, 'unification et la simplification sont deux points principaux en mathé-
matiques. L’une des principales tentatives pour unifier 'analyse continue et discréte est
la théorie des échelles de temps. Cette nouvelle théorie a été initiée par Stefan Hilger
dans sa theése de doctorat [34] en 1988. Ceci constitue un sujet unique pour étudier a
la fois les problémes différentiels et de différence des équations dynamiques. Elle peut

s’appliquer & tout domaine dans lequel la dynamique des processus est décrite par des
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modeles en temps discret ou continue ou une combinaison des deux, tels que les mo-
deéles macroéconomiques, la dynamique radioactive et le cycle agronomique des plantes
saisonniéres. L’étude des équations dynamiques aux échelles de temps, est un domaine
des mathématiques qui recoit actuellement une attention considérable. Les chercheurs
Martin Bohner et Allan Peterson étendent et incorporent les résultats de Hilger,
avec ceux de beaucoup d’autres dans le domaine, dans les deux livres importants [4, 16],
riches en informations sur cette vaste théorie.

L’objectif de cette thése est d’établir, dans un premier temps, de nouvelles généra-
lisations des inégalités intégrales de type Bihari-Gamidov a deux variables aux échelles
de temps, et nouvelles versions des inégalités intégrales non linéaires a retard, ainsi que
leurs applications. Dans un second temps, nous présentons I’étude de stabilité de cer-
taines classes de quelques systémes non linéaires par ’approches des inégalités intégrales
et nous montrons aussi 'utilité des fonctions de Lyapunov définies sur des échelles de
temps pour I’é¢tude de la stabilité pratique de certains systémes perturbés aux échelles
de temps.

Cette thése est répartie en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré d’'une part, a quelques définitions et propriétés es-
sentielles concernant la théorie des échelles de temps, et plusieurs inégalités intégrales et
d’autre part, a la théorie de la stabilité.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude des inégalités intégrales de type Gamidov.
Nous allons citer brievement les résultats classiques obtenus de ce type d’inégalités ainsi
que quelques généralisations obtenues par Pachpatte [44] et Kendre et Latpate [36],
puis nous allons établir des nouvelles inégalités de type Bihari-Gamidov a deux variables,
qui sont des généralisations des résultats obtenus par Boukerrioua, Diabi et Kilani
[19], sur des échelles de temps quelconques. Ces nouvelles inégalités, peuvent étre uti-
listes comme outils dans I’étude du comportement qualitatif des solutions de certaines
équations intégrales et différentielles, et ont fait ’objet de la publication :

M. Meramria, K. Boukerrioua and B. Kilani, Further Results of Certain



Bihari-Gamidov Type Integral Inequalities in Two Independent Variables on
Time Scales and Applications. Surveys in Mathematics and its Applications
16 (2021), 111-126.

Le troisiéme chapitre concerne les inégalités intégrales non linéaires a retard, dans
lequel nous présentons tout d’abord une petite introduction autour des équations diffé-
rentielles a retard et quelques résultats classiques, puis nous citerons quelques généra-
lisations apparues ces derniéres années [39,49,47]. Enfin, nous présentons de nouvelles
généralisations qui sont illustrées par quelques applications.

Les résultats obtenus sont soumis pour une éventuelle publication dans une revue
internationale.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de la stabilité exponentielle de certaines
classes de quelques systémes perturbés par ’approche des inégalités intégrales et a la
stabilité pratique par 'approche de la fonction de Lyapunov aux échelles de temps. Cer-
tains résultats de ce chapitre ont fait ’objet de la publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi, M. Meramria, M. A. Hammami, Sufficient
conditions for uniform exponential stability of some classes of dynamic equa-
tions on time scales and applications, Trans. Natl. Acad. Sci. Azerb. Ser.
Phys.-Tech. Math. Sci. Mathematics, 41(1), (2021), 60—70. Les autres nouveaux
résultats, ont été soumis pour une éventuelle publication dans une revue internationale.

Cette thése s’achéve par une conclusion.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous allons présenter tous les notions de base nécessaires
tout au long de notre travail. Dans la premiére section nous présentons quelques notions
de base sur la théorie des échelles de temps et pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter [16], [18]. Dans la deuxiéme section nous citerons également quelques inégalités
importantes ainsi que quelques résultats d’analyse. Enfin a la troisiéme section, nous rap-
pellerons quelques notions fondamentales et des définitions correspondantes a la théorie

de stabilité.

1.1 La théorie des échelles de temps

En mathématique, le calcul des échelles de temps a été introduit en 1988 par le
mathématicien allemand Stéphan Hilger [34], afin de créer une théorie qui peut unifier
I’analyse discrete et continue. Les équations dynamiques sur une échelle de temps ont
un potentiel d’applications au cours des derniéres années telles que la dynamique des
populations. Par exemple, ils peuvent modéliser des populations d’insectes qui évoluent
continuellement pendant la saison, meurent en hiver pendant que leurs ceufs sont en
incubation ou en dormance, puis éclosent au cours d’une nouvelle saison, donnant lieu a

une population non chevauchante.



Nous rappelons maintenant quelques notions de base liées & la théorie des échelles de

temps et dérivabilité des fonctions.

1.1.1 Terminologie

Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous-ensemble arbitraire fermé non vide

de l'ensemble des nombres réels R.

Exemple 1.1 Les ensembles R,N, Z, {z € R;||z| <1} U {%;n € N}, Ny = NU {0},
Prapy = U [k (a+Db);k(a+0b)+ al, sont des échelles de temps.

Exemple 1.2 Les ensembles Q, R\ Q, C, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

1.1.2 Opérateurs de sauts

Les opérateurs de saut avant et de saut arriére représentent le point le plus proche de

I’échelle de temps a droite et a gauche d’un point donné, respectivement.

Définition 1.2 Soit T une échelle de temps, pourt € T, l'opérateur de saut avant (for-

ward jump operator) o : T — T est défini comme suit
o(t)=inf{se€T:s>t}. (1.1)

Définition 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t € T, lopérateur de saut arriére

(backward jump operator) p : T — T est défini comme suit
p(t)=sup{seT:s<t}. (1.2)
Définition 1.4 On appelle fonction de granulation la fonction définie par

p:T —[0,+00), wu(t)=oc(t)—t. (1.3)
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Remarque 1.2 Dans ces deux définition, nous posons inf() = supT, (ie, o (t) =t si
T a un mazimum en t) et sup() = inf T, (ie, p(t) =t si T a un minimum ent), ou

désigne [’ensemble vide.
Nous illustrons les définitions précédentes par les exemples suivants :

Exemple 1.3 Le tableau suivant présente quelques échelles de temps et leurs caractéris-

tiques :
T |R| Z |2V|¢:=qu{0) Nz
o(t) |t |t+1]|2t qt V241
p(t) |t |t—1] 1L : V2 -1
p) 0] 1 |t (q—1)t 21—t

Exemple 1.4 Soit H, la fonction harmonique et T = {H,, : n € Ny} avec

Hy=0 e H,=)> + pournecN.
k=1

=

Alors nous avons :

g (Hn) - Hn+1 Vn S NO,
p(Hn) = Hn—l st € N, et p(Ho) = HO
2 (Hn) = 0 (Hn> —H,=H,1— H, = —

n+1"

1.1.3 Classification des points dans une échelle de temps T

Soit T une échelle de temps arbitraire, les points ¢t € T sont classés comme suit :

Définition 1.5 On dit que t est un point dense a droite de T, sit < supT et o (t) =t
(resp. un point dense & gauche de T), (resp. t > infT et p(t) =1t).

Définition 1.6 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense a droite et

a gauche.
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Définition 1.7 On dit que t est un point dispersé a droite de T (resp. un point dispersé

a gauche de T), sio (t) >t (resp. p(t) <t).

Définition 1.8 t est dit point isolé s’il est simultanément dispersé a droite et a gauche.

Les points La description
dense a droite t=o(t)
dense & gauche t=p(t)

dispersé a gauche p(t) <t

dispersé a droite t<o(t)
dense o(t)=t=p(t)
isolé p(t)<t<ol(t).

1.1.4 Les sous ensembles dérivés d’une échelle de temps

Nous notons que, de chaque échelle de temps, nous pouvons extraire les sous-ensembles

suivants :

Définition 1.9 Soit T une échelle de temps, l’ensemble TF est défini comme suit :

T+ — T\ (p (supT) ,sup T si supT < oo
T st supT = oo.

Ezemple 1.5 Soit T ={2" :n € N}. Alors supT = o0 et TF = T.

Définition 1.10 Pour deux points a,b € T, l’intervalle d’échelle de temps est défini par :
[a,b] :={t€T:a<t<b}.

Remarque 1.3 Nous notons par [a, b]k = [a,b] si b est un point dense & gauche, et

[a,b]" = [a,b) = [a, p (b)] dans le cas o b est un point dispersé & gauche.
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1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps

Maintenant, nous rappelons la définition de la A-dérivée dite aussi la dérivée au sens

de Hilger.

Définition 1.11 Soit la fonction f : T — R, f est dite A-différentiable en t € T* sl

existe un nombre f2 (t) tel que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t satisfaisant
F o @)= F&] =20 () —s)| <clo(®)—s|, pour tout s € U.

Si f est A-différentiable en tout point t € TF, alors la fonction f2 : TF — R est dite la
A-dérivée de f sur TF.

Théoréme 1.1 ([16]) Soit t, € T* et supposons que ¢ : T x T — R une fonction
continue en (t,t), out € T* avec t > to. Aussi supposons que pour tout t € T, 2 (t,.)
est rd-continue en [ty, o ()] et pour tout € > 0, il existe un voisinage Uy, de t, indépendant

de T € [to, 0 (t)], tel que
¢ (o (t),7) = C(s,7) — CA (t, 1) (0 (t) — s)| <elo(t)—s|  pour tout s € Uy,
ot ¢ est la dérivé premiere de C, alors
t t
g(t) := / C(t,n) An  implique g= (t) := / ¢ (tm) An+C (o (t),1).
to to

Quelques théorémes et propriétés, utiles et importantes, sur la A-dérivée sont donnés

ci-dessous.

Théoréme 1.2 Soit la fonction f : T — R, et soitt € T*. Alors nous avons les proprié-
tés suivantes :

1. St f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

13



2. Si f est continue ent et sit est dispersé a droite, alors f est A-différentiable en t

avec
A _ fle@®)-f®

o) = i (1.4)

3. Sit est dense a droite, alors [ est A-différentiable ent si et seulement st lirrlle%,

existe et est finie.

Dans ce cas nous avons :

fA (t) = lim fO)-f(s)

st t—s

4. 81 f est A-différentiable en t, alors

Flo®)=f)+p) (1) (1.5)

Exemple 1.6 Nous considérons les trois cas suivant :

(i) Si T =R, alors pourt € T* =R est un point dense a droite,

2 () = lim O=LE — f(t).

s—t t—s

(ii) Si T = 7Z, alors pour t € T* = 7 est un point isolé,

FA (1) = L0 _ S0 pp 1) - (1) = Af (1),

(11i) Si T = hZ, alors pour t € hZ est un point isolé,

FR0) = K = KR = s ().

Exemple 1.7 Soit T = {v/2n+1:n€Np} et f(t) = t*, t € T. Nous allons trouver

14



A1), teT.

Pour toutt € t=+v2n+1, n:t42_1, n € Ny, nous avons
o(t) = { AH+1: V2l +1> Y3+ 1, LeN

_ n+3
N I

Par conséquent, chaque point de T est dispersé a droite. Nous notons que la fonction f(t)

est continue sur T. En appliquant le Théoréme 1.1, nous obtenons

w(t)

(o(t)"—t*
To(t)—t t

= (c@))P+t(c®)+ o)+t
= M+ 2P VB2tV 2483 te T

A = f(a(t)()—f(t)
4

Exemple 1.8 Considérons l'ensemble T = {\/n;n € No}. Pour tout t € T, o (t) =
V2 + 1. Ainsi pour tout t € T* on a

A (p) — olo®)—ot) _ VTS 775 B >
oA (t) = — VERE _ (VP2 - VP ) (VP14

1.1.6 Propriétés de la A-dérivée

Le théoréme suivant établit quelques identités de base pour obtenir les A-dérivées
de certaines opérations sur des fonctions comme la linéarité, ainsi que le produit et le

quotient ...etc.

Théoréme 1.3 Soient f,g : T — R deux fonctions A-différentiables en t € T*, alors

nous avons les propriétés suivantes :
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1- La somme [ + g est A-différentiable en t, avec
(f+9) (1) =2 (1) + 9% (1).
2- Pour toute constante a € R, (af) est A-différentiable en t et nous avons :
(f)* () =af* (t).

3- Le produit fg est A-différentiable en t et nous avons :

(f9)™(t) = f2 () g®) +f(o(t)g> ()
= f) g )+ 2 (1) go).

4- St f(t) f(o(t)) #0, alors % est A-différentiable en t et nous avons :

(

5-Sig(t)g(o(t)) #0, alors g est A-différentiable en t et nous avons :

(

Exemple 1.9 Soit f : T — R une fonction différentiable pour tout t € T*, alors

A )
) () = —Forrem

|

)A () = L2090 10gA )
909G D)

Q [~

(50 = (N )
— AW FO+Fo®) A )
= AW (e®)+ f(1).

16



Aussi,

Nous supposons que
(S5 ) = 2 () :Z:; RO Fe @) 0.

1.1.7 Dérivation des fonctions composées

Théoréme 1.4 Soit g : R — R une fonction continue, g : T — R est A-différentiable

enTF et f : R — R est contindiment différentiable, alors il existe c € [t, o (t)] satisfaisant

!

(fog)®=f(g(c) g™ (t).

Exemple 1.10 Soit g: Z — R, f : R — R telles que f (t) = t* et g (t) = 2t, alors nous

trouvons directement la valeur de ¢ garantie par le théoréme précédent de sorte que :

avec

f) =2,

g () = 2

A flele(®))-flg@®))
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et
28 =2 (20) 2.

Ainst, nous obtenons ¢ =1 € (3,0 (3)] = [3,4].

Théoréme 1.5 Soit f : R — R, une fonction continiment différentiable et g : T — R
une fonction A-différentiable sur T*. Alors f o g est A-différentiable et on a la formule

sutvante :

(fog) (1) = { / £ (g (6 + hu(6) g (1) dh} g (1),

1.1.8 Intégration sur les échelles de temps

Définition 1.12 Une fonction f : T — R est dite réguliére si sa limite a droite existe
en tout point dense a droite de T et sa limite & gauche existe en tout point dense a gauche

de T.

Définition 1.13 Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est continue en
tout point dense a droite de T et si sa limite & gauche existe et est finie en tout point

dense a gauche de T. L’ensemble de toutes les fonctions rd-continues sur T est noté par
Cra = Cra(T) = Cra(T, R).

L’ensemble de toutes les fonctions A-différentiables et rd-continues sur T est noté par :
Crld = Cﬁd(T) = Cq}d(Ta R).

Supposons que T; et Ty sont des échelles de temps, soit Q = [, 8]y X [v, 0]y,

Définition 1.14 On définit [intervalle des échelles de temps par

[, Blp ={teT:a<t <P},
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Alors CC,q est l’ensemble de toutes les fonctions f (t,s) sur S qui vérifient les propriétés
suivantes :

1- f est rd-continue en t,

2- f est rd-continue en s,

3- Si (t1,s1) € Q, avec t; un point dense a droite o un mazimum et sy un point
dense & droite ot un mazximum, alors f est continue en (tq,s1),

4- Sity et s; sont deux points dense a gauche, alors la limite de f (t,s) existe en (t,s)

et approches (t1,s1) le long de n’importe quel chemin dans la région
Rpp (t1,s1) = {(t,s) 1 t € [a,t1] N e, By, 55 € [, 5] N [y, 6], } -
Définition 1.15 La fonction F : T — R, est dite primitive de f : T — R, si elle vérifie
FA(t) = f(t) pour toutt € T*.

Définition 1.16 Toute fonction rd-continue f : T — R, admet une primitive F' : T —

R, et nous notons

/Tf(t)At:F(r)—F(s) pour tout r,s € T.

Théoréme 1.6 Si f € Cpq(T) et t € T, nous avons :

o(t)
[ £ () AT = u(t) £ (1)

Théoréme 1.7 Soit a,b,c e T, N e R et f,g € Cpy (']I‘k) alors :
- [P1f () + At:fbf At+fg t) At,
2 J, (Af())At—Aff
3- [P F(t) At = — [ f () At,
b [PF@) A= [Cf(t AH—fcf(t)At
5- [T f(t) At =0,
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6- Si 1 (D] < g (t) sur [a,blge, alors |[ 1 () At < [ g (1) AL,
7-Si f (t) > 0 pourt € [a,b]NT, alors ff f(t)At > 0.

Proposition 1.1 Soita,be T et f € C.y(t), ona:

*Pour T=R
b b
/f(t)At:/f(t)dt.
* Pour T =7 .
S f () sia < b,
b t=a
/f(t)At_ 0 sia=0»,
—(Sf(t) sta > b.
\  t=b

x Si [a,b] ne contient que des points isolés, alors

(
S plt)f(t) sia<b,
b t€la,b|
/f(t)At: 0 sia=>b,
oou(t)f(t) sia>b.
\ te[b,a[
Exemple 1.11 Soit T = [—1,0] U 3% ow [—1,0]est un intervalle réel. Considérons la
fonction
ﬁ — 5  pour te[-1,0),
f)=<0 pour t =0,
22—t pour t € 3MNo,
Calculons
3
I:/ f () At.
-1
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Nous avons :

I = 0f<t)m+/1f(t)m+/3f(t)At

° 1 1 ’ 2
_ /1 (o — %) dt+/1 () At
=0

1
2(t+2)2

1 1
4+2

peage o

t=—1
1
i

1.1.9 A-intégration par partie

Proposition 1.2 Sia,b €T et f,g € CY(T,R), alors

/ PP mar = [(fo) 01— [ 2w a

b
[ 1020 = (ool- [ 20 oar

Théoréme 1.8 Soita € T b€ T et w: T x T — R est continue en (t,t) pourt € TF,
t >t et wr(t,.) est rd-continue dans [to, o (t)]. Nous supposons que pour tout ¢ > 0,3U

voisinage de t, indépendant de T € [to, o(t)], telle que :
lw(o(t),7) — w(s,T) — wA(t, T)(o(t) —s)| <elo(t)—s| VseU,

ot w? est la dérivée de w par rapport & la premiére variable, alors nous avons :

t t

g(t) = /w(t, VAT = g2 (t) = /wA(t, VAT +w(o(t),7)

t0 to
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et
b b

h(t) = /w(t,r)AT — WA (t) = /wA(t,T)AT —w(o(t), 7).

t t
1.1.10 La fonction exponentielle aux échelles de temps

Cette sous section est consacré a la fonction exponentielle sur une échelle de temps,

et quelques théoréemes importants.

Définition 1.17 Soit h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger par :
Chi={z€C:2#+}.
L’axe imaginaire de Hilger est
Zh::{zeC:—%<Imz<%}.

Pour h =0, on pose par définition Cqy = C, Zg = C.

Définition 1.18 On dit que la fonction p: T — R est régressive si
1+ u(t)p(t) #0 pour tout t € T

L’ensemble de toutes les fonctions régressives et rd-continues est noté par & = R(T,R).

L’ensemble de toute les fonctions régressives positives est défini par :
RT={peR:1+ut)p(t) >0, pour tout t € TF}. (1.6)
Proposition 1.3 L’ensemble R muni de l'addition & définie par

(p®q) () :=pt)+q)+put)p(t)q(t), pourtouttecT* p,qe R
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est un groupe abélien. On 'appelle le groupe régressif, le conjugué de chaque élément p

du groupe R noté par Sp est donné par :

_ _—p@®) k
op = m, pour tout t € T

et
PO q:=pd(Sp).

Nous utilisons la transformation cylindrique pour définir la fonction exponentielle sur

une échelle de temps arbitraire T.

Définition 1.19 Sip € R(T,R), alors nous définissons la fonction exponentielle e,(t, o)

par

t
colt.to) = cap | [€,p(r)AT | pourtity € T
to
ot &), : Cp — Zy, est la transformation cylindrique donnée par

log(1+ zh) sih #0,

1
En(2) = "
z sth =0,

ot log est le logarithme principale.

Théoréme 1.9 Nous supposons que p € R et to € T un point fixé, alors le probléme a

valeur initiale

y () =p®)y ), yt) =1, (1.7)

admet une solution unique dans T.

Remarque 1.4 Soit p € R, la fonction exponentielle est l'unique solution du probléme

(1.7), et nous avons
t
y(t) = exp /fM(T)(p(T))AT , pourt,ty €T,
to
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Proposition 1.4 Soit p,q € R et t,ty,s € T, alors
I-eo(t,to) =1 ete,(t,t) =1,
2 ey (0 (8). t0) = (1+ 1 (D) p (1) € (1, 10),
3- ey (t,10) ¢y (t0,5) = € (1,5),
4= ey (tto) = oy
5-Sipe R, ge Rt et p<gq, alors e, (t,ty) < e, (t, to),
6- Si p > 0 alors e, (., ty) est une fonction croissante et e, (t,to) > 1,
7- Sip € RF,alors e, (t,to) > 0,
8- ey (t,t0) eq (t,t0) = epaq (t,t0) 0t (p®q) (t) :=p(t) +q () +p (&) p(t)q (),
9- % = epeq (1, t0),

10- La fonction e, (., s) est A-différentiable en t et (e,(.,s))>(t) = p(t)e,(t,s).

Exemple 1.12 Soit a € R. Supposons que les deux fonctions exponentielles
_ a2 _ (a1 _
er(t,to) et eqg(t,to) avec f(t) =% — "o, g(t)=7%

existes pour tout t € T N (0,00). Alors

Nous avons

(fogl) = Ttu(tgt) — — 1+up®)2

Ainsi,

e¢(t,t
eggt,t;); = €fog (t> tO) = 6&771 (t, to) .



1.2 Inégalités importantes

Dans cette section, nous présentons quelques inégalités et lemmes qui sont utiles dans

notre étude.

1.2.1 Les inégalités intégrales célébres de type Gronwall

Depuis 1919 le Suédois Thomas Hakon Gronwall est devenu connu pour son inéga-
lite différentielle remarquable [32], parfois appelée lemme de Gronwall. Son application

a la théorie des équations différentielles est arrivée plus tard.

Lemme 1.1 ([32]) Soit u(t) une fonction continue et définie sur lintervalle [to,t1], a

et b des constantes positives. Si 'inégalité

u(t)§a+b/tu(s)ds

to

est satisfaite, alors on a

u (t) < et € [ty, 1]

En 1943, Richard Bellman [7] a généralisé le résultat de Gronwall dans le cas ou

b est une fonction qui dépend de la variable ¢, son résultat est sous la forme suivante :

Théoréme 1.10 ([7]) Soient u (t) et b(t) deux fonctions continues et positives, a > 0

est une constante, t € [to,t1]. Si linégalité

u(t) Sa—l-/tb(s)u(s)ds, t € [to, t1]

to

est satisfaite, alors on a

u(t) < aexp (/t:b(s) ds) Ctelto ).
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En 1956, Bihari [15] a prouvé une inégalité encore plus générale que celles des deux

inégalités précédentes, dont I’énoncé est le suivant :

Théoréme 1.11 ([15]) Soient u (t) et b(t) deux fonctions continues et positives sur
0, +00[, w (t) une fonction croissante et continue sur [0, 400 ,vérifiant w (t) > 0 pour

tout x > 0 et a une constante positive. Si l'inégalité

t
u(t) < a+/ b(s)w(u(s))ds
to
est satisfaite pour tout t > 0, alors on a
t
u(t) <G (G (a) +/ b(s) ds) pour tout 0 <t <,

to

ot G est solution de I’équation intégrale suivante

t
1
G(t) = ——ds, t>t 0
0= ] e 121020

G~ est la fonction inverse de G, T est choisi de telle sorte que

t
{G (a) +/ b(s) ds} € DomG™ pour tout 0 <t < 7.

to

En 1958, Bellman [8] a établi une autre version du Théoréme 1.10 comme suit :

Théoréme 1.12 ([8]) Soient u (t) et b(t) deuz fonctions continues et positives sur I =
[, 5] et soit a(t) une fonction continue, positive et non décroissante définie sur I. Si
["inégalité

t

u(t)ga(t)+/b(s)u(s)ds, tel

[0}

est satisfaite, alors on a
t
u(t) < al(t)exp (/ b(s)ds) , tel
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Nous présentons maintenant une version de I'inégalité de Gronwall aux échelles de

temps.

Théoréme 1.13 ([4], Inégalité de Gronwall) Soit to € T, x,f € C.q et p € RT,

p>0.5
t

z(t) < f(t) + /x(T)p(T)AT, pour tout t € T

alors on a
t

x(t) < f(t) + /ep(t, o(7))f(r)p(r)AT, pour tout t € T.

to

Lemme 1.2 ([4], Théoréme de Comparaison) Soitto € T, x,f € Crq et p € RT. Si
2 (t) < p(t)x(t) + f(t), pour tout t € T,

alors on a

x(t) < z(to)ep(t, to) + /ep(t, o(1)) f(T)AT, pour tout t € T} .

to

Théoréme 1.14 ([4]) Supposons que a,b € C,.q, a € R, alors l'unique solution du

probléme a valeur initiale

ut (t) <a(t)u(t)+b(t), t>t, teTk

Uu (to) = Uo,

est donnée par

u(t) <ul(ty)eq (t,t0>—{—/tea(t,J(T))b(T)AT, t>ty, t €T

to
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1.2.2 Quelques résultats importants d’analyse

Lemme 1.3 ([35]) Supposons que a > 0, p > q > 0 et p # 0, pour tout K > 0 nous

avons :

K% a4 P=2K7,

p

SAS
hSAS)

ar <

SRS

Lemme 1.4 ([49]) Supposons que u,v >0 et p > 0. Alors
(u+0v)’ <K, (uP +7),

ou

K, =

p

1 si0<p<1,
-1 g p>1.

1.3 Notions fondamentales de stabilité

En mathématiques, la théorie de la stabilité traite les comportements qualitatifs des
solutions d’équations différentielles et des trajectoires des systémes dynamiques sous des
petites perturbations sur les conditions initiales. La premiére étude de stabilité aux
échelles de temps a été réalisée en 1992, par l'utilisation de la méthode de Lyapunov,
dont nous avons remarqué que les définitions de stabilité des systémes sur les échelles
de temps sont obtenues par une légére modification de leur définition standard, pour les
équations différentielles ordinaires.

Dans cette section, nous illustrons les différents types de stabilité aux échelles de
temps. En particulier, on cite la stabilité au sens de Lyapunov.

Les résultats que nous développerons au chapitre 4 s’appuieront sur ces concepts pour

démontrer des propriétés de stabilité des systémes perturbés étudiés.

1.3.1 Définitions des différents types de stabilité

Hamza [33], DaCunha [28] et Choi et Koo [25] ont donné quelques caractérisations

généralisées de divers types de stabilité pour les solutions des systémes dynamiques aux
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échelles de temps. Considérons un systéme dynamique défini sur une échelle de temps T

comme ci-dessous

e (t) = f(t,x), x(ty) = o, (1.8)

out e Tet f:TxR"— R" une fonction rd-continue, régressive, avec || f (¢,0)]| < fo <
00. Supposons aussi que les conditions d’existence et d’unicité de solution du systéme
(1.8) sur T}, sont satisfaites pour toute condition initiale (ty,z) € T x R"™. Désignons
cette solution par z (t) = x (t, to, xo)-

Nous notons que la stabilité de toute solution est étroitement liée a la stabilité du point
zéro, la solution de ’équation variationnelle correspondante (1.8). Supposons d’abord que
f(t,0) = 0, cela indique que l'origine devait étre un point d’équilibre pour le systéme

(1.8).

Définition 1.20 Le systéme dynamique (1.8) est dit stable, si pour tout ty € T et pour
tout € > 0, il existe une constante finie § = 6 (g,t9) > 0 tel que, toute solution x (t)
satisfait :

|z (to)|| <0 == ||z (t,to,m0)|| <&, t>to.

Définition 1.21 Le systéme dynamique (1.8) est dit uniformément stable s’il existe une

constante finie v > 0 tel que pour tout ty € T et x (tg), toute solution x (t) satisfait :

le@) <~llz )l = to.

Définition 1.22 Le systéme (1.8) est dit exponentiellement stable s’il existe A > 0 avec
—\ € R tel que pour tout to € T, il existe v = v (to) > 1 tel que, toute solution x (t)
satisfait :

=@ < llz (o)l e-x (t,t0) , pour tout ¢ > to.

Définition 1.23 Le systéme dynamique (1.8) est dit uniformément exponentiellement

stable sil existe A > 0 avec —\ € Rt et v > 1 indépendant de tout point initial to, tel
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que pour tout to € T et x (1), toute solution x (t) satisfait :
[zl < llz (to)ll e-x (. to) . pour tout ¢ > to.

Passons maintenant a la stabilité pour certains cas particuliers ot I’origine n’est pas un
point d’équilibre. Les définitions ci-dessous servent simplement & caractériser le probléme
de la stabilité asymptotique, non pour l'origine, mais pour un voisinage de 1’origine

approximée par une petite boule de rayon R centrée a l’origine.

Définition 1.24 Le systéme dynamique (1.8) est dit uniformément pratiquement expo-
nentiellement stable s’il existe des constantes v > 1, A > 0 avec —\ € R et w, R >0

tel que toute solution x (t) satisfait
|z ()] < ven (t,to)” |z (to)|| + R, pour tout t € T .

Définition 1.25 ([11]) Le systéme dynamique (1.8) est dit globalement uniformément
pratiqguement asymptotiquement stable, s’il existe une fonction o de classe K, et des

constantes 0 < A < v,w > 0 et r > 0 telles que la solution x (t) satisfait
lz (DI < o ([l (o)D) (exew (£ £0))” + 7, pour tout t € Ty,

Cet aspect de stabilité concerne le cas ou la taille des conditions initiales peut étre
croissante et les trajectoires correspondantes convergents de maniére stable décroissante,

a un petit voisinage de 'origine.

1.3.2 Stabilité au sens de Lyapunov

L’analyse de la stabilité au sens de Lyapunov consiste a 1’étude des trajectoires du
systéme quand 1’état initial est proche d’un état d’équilibre. Cette sous section exhibe
les notions générales et les outils mathématiques qui permettent de distinguer la stabilité

au sens de Lyapunov pour les systémes dynamiques
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Définition 1.26 (Fonction de classe K) Une fonction continue « : [0, a[ — [0, +00|
est dite de classe IC, si elle est strictement croissante et o (0) = 0. Elle est dite de classe

Koo, st de plus on a a =400 et a(r) — +00 quand r — +0o0.

Définition 1.27 (Fonction de classe KL) Une fonction continue 3 : [0, a[x[0, +oo[ —
[0, 4+00] est dite de classe KL, si pour tout s fixé, l'application r — [ (r, s) est de classe
IC, et pour tout r fixé, Uapplication s — [ (r,s) est décroissante et B (r,s) — 0 quand

s — +00.

Définition 1.28 Une fonction continue V : R, x R* — R est dite :
— Définie positive s’il existe une fonction o« de classe IC, tel que pour tout t > 0,
Ve e R", V (t,z) > a(||z])-
— Définie positive et radialement non-bornée (ou propre), si l'inégalité précédente est
vérifiée pour tout x € R™ avec une fonction « de classe K.

— Limitée ou décrescent, s’il existe une fonction v de classe K, tel que pour tout t >

0,Vz € R", V (t,z) < v (|lz]])-

Définition 1.29 (Fonction de Lyapunov) On considére le systéme (1.8). Soit U (0)
un voisinage de zéro et V : Ry x U (0) une fonction continue et différentiable sur U (0).

- On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les
deux propriétés sutvantes :

— i- V est définie positive.

T (t,z) <0 pour tout x € U (0).

- On dit que V' est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie les deux
propriétés sutvantes :

— i- V est définie positive.

iV (t,z) < 0 pour tout = € U (0)\{0}.

L’utilisation de ces fonctions fournit des critéres qui permettent de conclure a la
stabilité d’un point d’équilibre sans que I'intégration des équations du systéme considéré

soit nécessaire. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer a [40, 37].
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Théoréme 1.15 On considére le systéme (1.8). Si le systéme admet une fonction de
Lyapunov au sens large sur U (0), alors 'origine x = 0 est un point d’équilibre stable. Si

de plus V' est décroissante, alors x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable.

Théoréme 1.16 Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme (1.8) et U (0) = {z € R™, ||z| < r}.
Soit V : Ry xU (0) — R une fonction de classe C* et supposons qu’il existe des fonctions

aq,a et az de classe IC, définies sur [0,r[, telle que, ¥Vt > to et Vo € U (0) vérifiant :
ar ([[z]) <V (t,z) < ax ([[=]])

et

V(t, ) < —as([l])-

Alors, x = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable. Si U (0) =
R"™ et ay et as sont de classe Ko, alors x = 0 est un point d’équilibre globalement

uniformément asymptotiquement stable.

Théoréme 1.17 Considérons le systéme (1.8). Supposons que ce systéme admet une
fonction de Lyapunov V (t,x) et supposons qu’il existe des constantes ci, ca, c3, et ¢4 >0

telles que Vx € U (0), Vt >ty on a :

e fll* S V() < el

V(t,x) < —c |lz]|”

et

155 & 2| < eallall,

alors, © = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable. Si U (0) = R™, alors

lorigine est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable.
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1.3.3 Stabilité au sens de Lyapunov aux échelles de temps

La stabilité des systémes dynamiques nécessite de bons outils d’approximation des
solutions. Et parmi les techniques les plus efficaces, nous trouvons comme approche I’ana-
lyse de Lyapunov pour évaluer les comportements des trajectoires a travers une fonction
énergétique. Pour plus de détails voir [16, 45, 46).

Présentons le théoréme de (Chain Rule) due a Christian Poétzsche [46], qui l'a

présenté en 1998.

Théoréme 1.18 ([16]) Soit p : R — R contindment dérivable et supposons que q :
T — R est A-différentiable. Alors poq: T — R est A-différentiable, de plus on a

p (g (1) = ( ¥ a0+ mwa 0) dh) 2.

Définition 1.30 Appelons V : R® — R une fonction de Lyapunov « type I » lorsque

n

Vi(x) =2 Vi) = Vi(zn) + -+ Vi (),

i=1

ot chaque V; : R — R est contindment différentiable.

Définition 1.31 Supposons maintenant que V : R" — R est une fonction de Lyapunov

« type I », alors la A-dérivée de V (x (t)) est comme suit

n A
VEOR = |[Su@o)] - Emeon?

ou V = <i . > est lopérateur du gradient. Cela nous incite a définir VT x

33



R®™ — R par X
V(t,az):/o YV (+ hu(t) f (8, 2)) .f (t,z) dh.

Ensuite, nous trouvons une autre formule pour V(t,x), st (t) = 0, alors on obtient

simplement

V(t,x)=VV(2)-f(t,z).

Exemple 1.13 Soit V (z) = ", 2%, pour z € D, o

i=1Ti
D={zeR":2;>0, z; + pu(t) fi(t,z) >0, i=1,2,--- ., n},

on a

Vita) =Y fi(to) .
(tz) ;\/xwmmm@

Remarque 1.5 Le produit scalaire de l’espace vectoriel R" est la fonction (.,.) définie

par

<:E7y> :$191+"'+$nyn bour xr = (ZEl,ZL’Q,...,[En)T, Yy = (ylay%--wyn)—r GRH'

Pour chaque vecteur x € R™, la norme de x est définie comme suit

|zl = V/(z, 2) = VaTa.

1.3.4 Stabilité des systémes dynamiques linéaires non-autonomes

aux échelles de temps

On considére un cas particulier de systéme (1.8) ou f (t,z) = A(t)z (t), alors (1.8)

devient un systéme dynamique linéaire non-autonome

2 =A@z (t), x(ty) =z, (1.9)
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onzr € R, t€Tet A: T+—— R"™ une fonction matricielle rd-continue, régressive

et dépendante de t.

Définition 1.32 L’application A : T —— M, (R) est appelée régressive, si pour tout
t € T la matrice carrée I + p(t) A de degré n x n est inversible, ot I est la matrice

identité.

Remarque 1.6 La classe de toutes les fonctions régressives et rd-continue A de T +—

M, (R) est notée C.qR (T, M, (R)).

Définition 1.33 Pour ty € T, la solution du systéme (1.9) avec z (ty) = I, s’appelle
exponentielle de la fonction matricielle, notée par R4 (t,ty), ou A € C.qR (T, M, (R)).

En conséquence, la fonction ¢ 4 (t,ty) posséde les deux propriétés suivantes :

Rﬁ (tv tO) =A (t) ¢A <t7 tO)

et
Ra (to, to) = 1.

Cette fonction matricielle est dite matrice de transition et notre hypothése sur A()

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Remarque 1.7 Si A(t) = A ou A est constante, alors R (t,to) = ea (t,t0) est l'expo-

nentielle de la matrice A.
Le théoreme suivant présente certaines propriétés de la matrice de transition.

Théoréme 1.19 Supposons r,s,t € T et A, B € C.qR (T, M, (R)), alors la matrice de
transition posséde les propriétés suivantes :

= Ra(t,7) ¢4 (r,s) = Ra(t,s),

— Ra(o(t),s) = +p(t)A) Ra(t,s),

~ SiT =R et A est constante, alors Ry (t,s) = e4 (t,s) = A9,
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t—s

- Si T = hZ, avec h > 0 et A est constante, alors Ra(t,s) = (I +hA) ™"

DaCunha dans [28], a énoncer et prouvé des théorémes dont caractérisent la stabilité
uniforme et la stabilité uniforme exponentielle, en termes de la matrice de transition pour

le systéme (1.9).

Théoréme 1.20 Le systéeme dynamique (1.9) est dit uniformément stable si et seulement

s’il existe une constante v > 0 telle que

|Ra (t,t0)|| <7, pourtout t €T, t>t.

Théoréme 1.21 Le systéme dynamique (1.9) est dit uniformément exponentiellement
stable si et seulement s’il existe une constante positive A > 0, avec —\ € R, et il existe

v > 1 indépendant de tout point initial ty, tel que

|Ra (t,t0)]] < ve_x(t,to), pourtout t €T, t>t.

Pour plus de détails sur les différents types de stabilité, se référer a [28, 33, 25].
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Gamidov et leurs applications

Ce chapitre est consacré aux inégalités intégrales de type Gamidov, c’est 'une des
inégalités les plus connus et largement utilisée dans le domaine des équations différen-
tielles et intégrales. En vue de leurs applications importantes, récemment de nombreuses
généralisations et des variantes sont apparues et leurs références sont [36, 24, 20, 23, 19).

Dans la premiére section de ce chapitre, nous citons quelques résultats classiques de
type Gamidov.

Puis dans la deuxiéme section, nous établissons de nouvelles extensions de cette der-
niére en dimension une et en dimension deux.

Dans la troisiéme section, nous étudions de nouvelles généralisations des inégalités
intégrales non linéaires de type Bihar-Gamidov a deux variables indépendantes sur une
échelle de temps arbitraire. Deux exemples illustratifs pour mettre en évidence 1'utilité
de nos résultats sont également donnés.

Ces nouveaux résultats obtenus dans la troisiéme section ont fait I’objet de la publi-
cation suivante :

M. Meramria, K. Boukerrioua and B. Kilani, Further results of certain

Bihari-Gamidov type integral inequalities in two independent variables on

37



time scales and applications. Surv. Math. Appl. 16 (2021), 111-126.

2.1 Les inégalités intégrales célébres de type Gami-
dov classiques

Dans cette premiére section, nous énoncerons les inégalités les plus célébres de type
Gamidov.

En 1969 Gamidov [31] a prouvé les inégalités suivantes, afin de les appliquer dans
I’étude de certains problémes aux limites pour les équations différentielles d’ordre supé-
rieur, il a initié I’étude de 'obtention de bornes supérieures explicites sur les inégalités

intégrales de la forme

B

t
u) <cr [ FEu)ds+ [ glo)uls)ds
Dans tous ce qui suit, nous désignerons par J l'intervalle [, ]

Corollaire 2.1 ([31]) Soientu, f, g1, g2, hi (i = 1,2, .....n) des fonctions positives, conti-

nues et définies sur J. Si

n

w(t) < £ () + <t>/ ha (s)u (s) ds + g <t>zci/ i (3) u (s) ds,

t1 i=1 t1

ol

a=t <ty < ... <t, = [ etc sont des constantes,

avec

t .

0@ +a o [ m@a@en( [ aon@) e s<

t1

n
> G
1=2

t1

Alors, nous avons

u(t) < pi(t) + Mpy (t),
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ol

p0) = £0+00) [ 1 7@ e ([ 00 h0)do) ds

t1

p(0) = 20400 [ mG a6 ([ o0@ned)ds

t1

n n ti

M o= <20i / " ($) (s)ds) (1—2@ hi (5) po (s)ds)l.

=2 t1 =2 t1

Théoréme 2.1 ([31]) Soient u et k des fonctions positives continue sur J, et soient

O0<p<l,a;>0,as >0 etas >0 des constantes. Supposons que pour toutt € J

t B

u(t)§a1+a2/ k:(s)up(s)ds+a3/ k(s)uP (s)ds.

« «

ult) < (mg+a2q/;k<s>ds);,

ot g =1 —p et xg est 'unique racine positive de l’équation

Alors, nous aurons

az2+as aiaz e q ’
[Tx— ?} — a7 — ayq ) k(s)ds = 0.

Aprés en 1989, Lakshmikantham, Leela et Martynyuk [38], ont établi une nou-

velle inégalité de type Gamidov, dont I’énoncé est le suivant :

Théoréme 2.2 ([38]) Soient m,v € C (Ry,Ry), T >ty > 0. Si l'inégalité

T

m(t)gm(to)+/ v(s)m(s)ds—i—/ v(s)ym(s)ds

to to

exp (/:v () ds> <2,

¢
m(to)
m(t) < e (1 v) exp </to v (s) ds) :
39
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Et en 1992, Bainov et Simeonov [6], ont démontré une variante du Théoréme 2.2.

Ce résultat est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 ([6]) Soient u,b,c des fonctions continues sur J telles que b et ¢ sont

positives sur J. Admettons que
B

u(t)§a+/b(s)u(s)ds+/ c(s)u(s)ds, teJ,

ol a est une constante. Si

q:/jC(s)exp (/:b(f)df) ds < 1,

alors, on a

2.2 Certaines versions plus générales

2.2.1 Quelques versions des inégalités de type Gamidov en di-

mension une

Nous allons exposer, sans démonstrations, quelques variantes obtenues sur les inéga-
lités présentées dans la section précédente. Pour plus de détails, nous pouvons consulter
44,36, 24, 20].

Dans [44], Pachpatte a établi une version plus générale de I'inégalité de Gamidov,

dont ’énoncé suivant :

Théoréme 2.4 ([44]) Soient u,a,b,c, f,g € C (J,R,).

— (Hy) Soit a(t) une fonction contindment différentiable sur J telle que o' (t) > 0 et

t 8

u(t)ga(t)—i-/b(s)u(s)ds—k/ c(s)u(s)ds, VteJ.

« «
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Si
B s
P1 =/ c(s)exp (/ b(a)da) ds < 1.
Alors, on a :

w(t) < My exp (/;b(s)ds) +/ata’ (s) exp (/:b(a)da) ds

pour tout t € J, ot

My = {a(a)—l—/jc(s) (/aa () exp (/jb(a)da) dT) ds} :

— (H3) Supposons que

Y<al(t)+0b(t /f s)ds+c(t )/ﬁg(s)u(s)ds, vt e J.
Si ,
p2:/ g(s) ke (s)ds < 1.
Alors, on a :
u(t) <k (t) + Mako (1), VEE€J,

ki(t) = a(t)+b(t)/f(7‘)a(7‘)exp </f(0)b(0)da) dr,

ko (t) = c(t)—l—b(t)/f(T)c(T)exp(/f(a)b(a)da)dT
et

B
My = / g (s)ky(s)ds.

— (Hs) Soient h (t, s) et sa dérivée partilelle 8h(t > des fonctions positives et continues
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pour a < s <t < 3 et l'inégalité

t B

u(t)ﬁa(t)—k/ h(t,s)u(s)ds+/ c(s)u(s)ds,

« «

pour tout t € J. St

p3:/jc(s)exp (/:B(a)da) ds < 1.

Alors on a :

t

w(t) < al(t)+ Msexp (/a B(a)da) +/;A(s)exp </:B(a)da> ds, Vit € J.

ou
t

A(t) = h(t,t)a(t)+/ %h(t,s)a(s)ds,

«

B(t) = h(t,t)—i—/t%h(t,s)ds

My = L /qu) [a(s)+/:A(T)exp (/TSB(a)da) df} ds.

Remarque 2.1 Si nous prenons a (t) = a (une constante) et par conséquence a' (t) =0,

et

alors l'inégalité établie dans (Hy, Théoréme 2.4) est une variante de linégalité donnée
par Bainov et Simeonov dans le (Théoréme 2.3), tandis que l'inégalité établie en (Hs) est

une variante de l'inégalité donnée par Gamidov dans le Corollaire 2.1.

Kendre et Latpate [36], ont développé I'inégalité prouvée par Pachpatte dans (Hq,
Théoréme 2.4) pour obtenir une borne explicite des solutions d’une certaine équation

intégrale mixte, les résultats sont les suivants :

!

Théoréme 2.5 ([36]) Soient u(t), f(t),g(t),c(t),c (t) € C(J,Ry) et p > q > 0,
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p # 0 sont des constantes. Si

B
w) e+ [ feu st [ 9w s)ds

et
B s
Q :/ g (s)exp (/ nlf((f)dc7> ds < 1,
alors,
uP (t) < c(a)+ff g(s) (f; [C’ (T)Jrnzlji(;)] exp(ff nlf(a)do)dr) ds
' t ’ t
X exp (/ mf (s) ds) —i—/ [c (s) +naf (s)] exp (/ nif (o) do’) ds,

ou

9—p _ q
k>0, nlzﬁkp et mz’%kry.

Remarque 2.2 ]| est intéressant de noter que lorsque p = q = 1 le Théoréme 2.5 se
réduit o l'inégalité énoncée dans le Théoréme 2.4 (Hy). Pourp =1 et g = 0, il se réduit
a l'inégalité bien connue de Gronwall-Bellman.
Théoréme 2.6 ([36]) Soient u (t),f(t),g(t),h(t) € C(J,R;) et ¢ > 0 une constante.
St
t s B
uP (t) < c+/ h(s) [uq (s) +/ f(o)ul (J)da—I—/ g(a)up(a)da} ds, YVt e J.

«

Alors, on a :

uP (t) < cexp (/; niA (o) do) + /{: naB (s) exp (/t A (o) da) ,

At)=h(t) {1+/atf(a)da—|—n%/jg(a)da},

ol
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B(t)=h(t) {1+/atf(a)da},

p,q,ny et ny sont définies comme dans le Théoréme 2.5.

Corollaire 2.2 ([36]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.6 sont vérifiées et

soit c(t) > 1 une fonction croissante. Si
t s B
uP (t) < c(t) +/ h(s) {uq (s) +/ f(o)ul(o)do +/ g(o)u? (o) da} ds, Vt € J.

«

Alors, on a :

t

WP (1) < ¢ (£) exp </a A (o) da) + () /at naB (s) exp </t A (o) da> |

oup>q>1,A(t), B(t) et ny,ny sont les méme fonctions définies dans les Théorémes

2.6 et 2.5 respectivement.

Dans [24], Cheng, Guo et Tang ont établis une version plus générale de l'inégalité

de Gamidov. Dont I’énoncé est le suivant, ou I = [0,7] avec T > 0.

Lemme 2.1 ([24]) Soient u(t), m(t), n(t), 1 (t) e C(I,Ry). Si

u(t) gm(t)Jrn(t)/D () u(s)ds.

Alors, on a :

n(t) [T m(s)i(s)ds
u (t) s m (t) - 17}? n(s)l(s)ds

pour t € I, a condition que

/OTn(s)l(s)ds<1.

Ensuite dans [20], Boukerrioua et Meziri ont obtenu des résultats plus fins et des
versions plus générales des inégalités représentées dans les deux sections précédentes sur

des échelles de temps arbitraires.
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Par commodité, nous supposons que p # 0, p,q,r sont des constantes réelles telles

que 0< g, r<petabeT.

Théoréme 2.7 ([20]) Supposons que u,c,g € Crq([o, by, Ry), et ™ > 0. Si f est
définie comme dans le Théoréme 1.7 telle que f (t,s) > 0 et f2 (t,5) > 0 pourt, s € [, bl

avec s < t. Si

t b
up(t)gc(t)+/ f(t,s)uq(s)As+/ g(s)u"(s)As

est satisfaite. Alors

|

u(t) < + 2 pourt € [a, bl |

™—p
1-2k'P fi g(s)ep(s,a)As

[m (t) T ep(t,a) fci’ g(s)m(s)As] P

ou

P(t) = kv f(a(t),t)—i—/(:fA(t,s)As},
Q(t) = cA(t)erp%qk% {f(a(t),t)—k/;fA(t,s)As}

et
b

m(t) = c(a) ey (t,0) + / Q(s) ey (1,0 () As + ke, (£, a) / 4(5) As.

[0}

a condition que

/:g(s)ep(s,oz)As<1.

Remarque 2.3 Si nous prenons T = R, p = q = r = 1, linégalité donnée dans le

Théoréme 2.7 se réduira a l'inégalité donnée par Pachpatte dans (Hs, Théoréme 2.4).

Théoréme 2.8 ([20]) Supposons que u,h,g € Crq(Jo, b]p,Ry) et ¢ > 0 une constante.
Si f est définie comme dans le Théoréme 1.7 telle que f(t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pour
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t,s € [, bly avec s <t. Si

up(t)§c+/ath(s) |:uq(8)+/:f(s,7'>uq(7')A7'+/abg(T)ur(T)AT} As

est satisfaite. Alors

D=

1 f g(M)l(T)AT

u(t) < [c%—/ath(s) (m(s)+w> As} pour t € [a, bk,

ou
b

9()57) & 1.0)

«

m(t) = (ﬂqupc-|-uKZ+P;TK;/
/@ ey (t,0 (7)) AT
P(t) = K5 h()+ /f

Q) = ik (f(a(t),t)Jr/afA(t,T)AT),

a condition que

/ g(r)l(r)AT < 1.

2.2.2 Quelques versions des inégalités de type Gamidov en di-

mensions deux

Nous allons & présent voir, quelques généralisations des inégalités représentées dans

la premiere partie en deux dimensions.

Dans [23], Cheng et Guo ont étudié et développé 'inégalité prouvée par Pachpatte

a une version plus générale en deux variables indépendantes comme suit.

Dans tous ce qui suit, nous désignons par R I’ensemble des nombres réels, R, =

[0,00), Ry = (0,00), I} = [0, M] et Iy = [0, N] sont des sous-ensembles de R. Soit

A =1 x I,. C(U,V) I’ensemble des fonctions continues de U a V.
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Lemme 2.2 ([23]) Supposons que u (z,y), a(x,y), c(z,y), g(x,y) € C(A,Ry). Si

u(x,y) §a(m,y)+c(x,y)/ﬂ /0 u(s,t)g(s,t)dsdt

pour tout (x,y) € A, et
M N
/ / c(s,t)g(s,t)dsdt < 1.
o Jo

Alors on a

c(z,y) fOM fON a(s,t)g(s,t)dsdt

u (% y) <a (x,y) + 1— [ M [N e(s,t)g(s,t)dsdt

pour tout (x,y) € A.

Théoréme 2.9 ([23]) Supposons que a(z,y),b(z,y),c(z.y), f (z.y),9(z,y) € C (A Ry)
ot a(x,y),b(z,y) et c(x,y) sont des fonctions croissantes. Si u(x,y) € C(ARy) et

satisfait
u(z,y) < a(:c,y)—kb(a:,y)/ox/Oyf(s,t)u(s,t)dsdt
M N
+c(a:,y)/0 /0 g (s, t)u(s,t)dsdt,

alors

u(z,y)

o (2,9) + ¢ (2, 9) <(/OM/ONa(s,t)g(s,t)exp{b(s,t)/os/otf(u,v)dudv}dsdt)
« (1—/OM/ONc(s,t)g(s,t)exp{b(s,t)/os/otf(u,v)dudv}dsdt)_1]
xexp{b(a:,y) /Om/oyf(s,t)dsdt}

est valable pour tout (z,y) € A, sous la condition :

/OM/ONC(S,t)g(S,t)eXP{b(é’,t)/OS/Otf(u,v)dudv}dsdt<1.
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Théoréme 2.10 ([23]) Supposons que a(z,y),b(z,y),c(z,y), f(x,y) et g(z,y) sont
définies comme dans le Théoréme 2.9. Siu(z,y) € C (A, R,) satisfait

u™ (z,y) < a(:z:,y)+b(x,y)/0x/0yf(s,t)u"(s,t)dsdt

vetwn) [ [ g0 s,

oum>n>0,m>r>0 etm,n,r sont des constantes. De plus si

// stexp{ st// uvdudv}dsdt<1

alors

u(r,y)

{a(w,y)—i—[A(xy)—I—C’my ((// (5,1) G (s,1)
X exp {F(s,t) /S /tf(u,v) dudv} dsdt)
(- [ [ eenaenee{Ben [ [ Fommal ) )]

X exp {E(x,y) /0 /OyF(s,t) dsdt}}

est valable pour tout (z,y) € A, ou

IA

3=

Alx,y)
- xy//fst "K(n ™I (s t)a (s, t) 4 mn mn fem (g t)}dsdt

+c(x,y)/ / g(s,1) %K;*Wm(s,t)a(s,tw%Kg/m(s,t)] dsdt,
0 0
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(w,y) = Zb(z,y),

(w,y) = Zc(,y),

F(zy) = [y k""" (@),
(@) = g(zy) K™ (2,y)

pour tous K; (z,y) € C (A,Ry), (i =1,2).

Lorsque m = 2, n = r = 1 dans le Théoréme 2.9, une version de I'inégalité de type

Gamidov est obtenue comme suit :

Corollaire 2.3 ([23]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.9 sont vérifiées. Si
u(x,y) € C(AR,) satisfait

u? (x,y) < a(x,y)+b(x,y)/Ox/oyf(s,t)u(s,t)dsdt

c(.7) /OM /ONg(s,t)u(s,t) dsdt,

a condition que

[

alors, l'estimation suivante :

w(y) < {a(x,y)—i— [E<m,y)+§c<x,y) ((/OM/ONms,t)é(s,t)
« exp{%b(s,t) /OS/Otﬂu,v) dudv}dsdt)
« (1_/OM/ON§c(s,t)a(s,t)
oo o [ [T dudv}dsdt)”)]

« exp{%b(x,y) /Ow/oyf(s,t)dsdt}}%

wh—t

st)exp{% st// uvdudv}dsdt<1



est valable pour tout (x,y) € A, ot

Ax,y) = xy//2fst K2 (s, ) a(s,t) + K (s,t )]dsdt
xy/ / 1/2(s,t)a(s,t)+K21/2(s,t)} dsdt,

(2,y) = flo,y) K (2,y),

(x,y) = gla,y) Ky (2,y) pour tout K; (z,y) € C (A,Ry), (i = 1,2).

Q=

Ensuite, dans [19], Boukerrioua, Diabi et Kilani, ont étudié la version générale a

deux variables comme suit :

Lemme 2.3 ([19]) Supposons que u(x,y),a(z,y),c(x,y) et g(z,y) € C(A,R,). Soit
n : Ry — Ry wune fonction différentiable croissante sur |0, +o00| telle que sa dérivée

premiére n' est continue et décroissante sur |0, +oc[. Si l'inégalité

M /N
wwy) almy)telen) [ [ g nnulsn)ds
o Jo
est satisfaite, alors l’estimation suivante

c(z,y) fo]w foN g(s,t)n(a(s,t))dsdt
17f0M foN c(s,t)g(s,t)n/ (a(s,t))dsdt

u(z,y) <a(z,y)+

est valable pour tout (z,y) € A, sous la condition :

/OM /ONC(S””Q (s,t)n' (a(s, 1)) dsdt < 1.

Remarque 2.4 ([19]) En prenant n(x) = z, linégalité donnée dans le Lemme 2.3 se

réduit a ['inégalité donnée dans le Lemme 2.2.

Théoréme 2.11 ([19]) Supposons que a(z,y),b(z,y),c(z,y), f (z,y) etg(z,y) € C(ARy),
ot a(x,y),b(x,y) et c(x,y) sont des fonctions croissantes en x ety. Soitn : R — R,

une fonction différentiable croissante sur |0,+o0[ telle que sa dérivée premiére n' est
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continue et décroissante sur |0, +o00|. Siu(z,y) € C (A, Ry) satisfait

u(z,y) < a(w,y)+b(x,y)/Om/oyf(s,t)u(s,t)dsdt
+c (x,y)/o /0 g (s,t)n(u(s,t))dsdt,

G,ZOTS, nous avons

foM foN g(s,t)n(A*(s,t))dsdt
1= [ [V O (s,t)g(s,t)n’ (A*(s,t))dsdt

u(z,y) < A" (z,y) + C” (z,9)
pour tout (z,y) € A, sous la condition

/OM /ON C* (s,t) g (s,t)n (A* (s,1)) dsdt < 1,

ol

A (z,y) = a(:z:,y)exp{b(x,y)/:/oyf(s,t)dsdt},
C*(X,Y) = c(x,y)exp{b(:p,y)/ox/()yf(s,t)dsdt}.

Remarque 2.5 En prenant n (z) = x, le Théoréme 2.11 sera réduit au Théoréme 2.9.

2.3 Nouvelles généralisations de type Bihari-Gamidov
aux échelles de temps en dimension deux

Dans cette partie, nous allons énoncer avec preuves quelques nouvelles versions des in-
égalités intégrales de type Bihari-Gamidov a deux variables indépendantes sur des échelles
de temps, ces derniéres sont des généralisations des résultats obtenus par Boukerrioua,
Diabi et Kilani [19].

Tout au long de cette section, nous supposons toujours que 7 et T sont des échelles
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de temps, Q = [« )5, X [7,0] et nous écrivons 2 (t, s) pour la A-dérivée partielle de
x (t,s) par rapport a t.

Dans la suite, et par commodité, nous supposons toujours que p, g, r sont des constantes
réelles telles que 0 < g, r <p, 1 <pet a,p €T, ,0 € Ty. Pour une fonction donnée 1)
est définie dans un domaine €2 & deux variables, on dit que v est une fonction décroissante
si, pour tout (p,q), (P, Q) € Q avec p < P, ¢ < @, on a toujours ¢ (P, Q) < 1 (p,q).

Nous mentionnons que les résultats de cette section sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 2.4 Supposons que u (z,y),a(z,y),c(z,y),9(z,y) € CCq(Q,R,). Soit n :
R, — R, une fonction différentiable croissante sur]0,4o00| telle que sa dérivée premiére

n' est continue et décroissante sur ]0,4o00]. Si

8 0
u@y) <oty te@y) [ [ g@one)dde @)

pour (z,y) € Q et si

B 0
| [ oteme@nn @) e <1 (22)
a Jy

Alors, l'estimation suivante :

c(z.y) [ [ 9(xy)n(a(z,y)) AyAz
1=f7 2 g(z.y)c(zm)n’ (alz.y) AyAz

u(z,y) <al(zy)+

est satisfaite pour tout (x,y) € Q.

Preuve. De toute évidence, ff ff g(z,y)n (u(z,y)) AyAzx est une constante. Posons,

/j /jg (2,9)n (u (z,5)) AyAz =T

De (2.1), nous avons

u(z,y) <alr,y)+clzy)l. (2.4)
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Puisque n est croissante sur |0, +o0], alors

n(u(z,y)) <n(a(z,y)+c(r,y)l).

(2.5)

Nous appliquons le Théoréme de la valeur moyenne a la fonction n, pour tout x; > y; > 0

il existe ¢ € |y, 21| telle que,

’

n () =n(y) =n (¢) (r1 =) <0 () (11— ).

Ainsi
n(u(z,y)) <n' (a(z,y) c(@y)T +n(a(z,y).

Sachant que g (s,y) est une fonction positive, alors

’

g (@, y)n(u(r,y) <g(@y)n (a(r,y)c(@y) T +g(xy)n(a(r,y)).

En intégrant les deux cotés de I'inégalité (2.8) sur €2, nous aurons

ro- Aﬁleg<m,y>n<u<x,y>>AyAx

IN

B 0
/ / g(z,y)n(a(z,y)) AyAz
wﬂ , |
+F/ / g y)c(z,y)n (a(z,y)) AyAz.
a Jy
Par conséquent, on déduit de 'inégalité (2.9) que

[ < _ Ja [ s@ona@ey)dyse
= 17 [T g@y)e(z.y)n’ (a(z.y) AyAz

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.10)

En remplacant l'inégalité ci-dessus dans (2.4), nous obtenons 'estimation (2.3) pour

u(z,y). =

Théoréme 2.12 Supposons que u(t,s),a(t,s), f(t,s),g(t,s) € CC.q (Q,R,). Soitn :
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R, — R, une fonction différentiable croissante sur |0, +oo[ dont la dérivée premiére n/

est continue et décroissante sur |0, 4o00[. Si l'inégalité

t s B 0

uts) <atts)+ [ [ fEmueasuses [ [ gt ) saar @1
a Jry (€9 ol

est satisfaite, alors nous avons

C*(t,s) [ [ 9(rmn(a(r.m))AnAr

u(t,s) < A6 8) + m o e G ar ) Bnae (2.12)

ot

t
A (t5) = a(ts) + / eais (1,0 (7)) B (r.s) A, (2.13)
C*(t,s) =eas(t,a), (2.14)
Atts)= [ f ) B (2.15)
Y

et

B(ts)= [ f(tmaltn s (2.16)
Y

Preuve. Définissons une fonction z (¢, s) par

= [ [ i s | ’ / Cg(rmn () Anar, (247)

alors,

u(t,s) <al(t,s)+z(ts)=wl(t,s). (2.18)

de (2.17) et (2.18) nous trouvons

Ats) < /Sf(t,n)a(t,n)AnJr/Sf(t,n)Z(t,n)An

IN

/:f (t,m)a(t,n) An+ (/j F(tn) An> z(t,s), (2.19)

puisque z (¢, s) est une fonction croissante en s, pour un point ¢ fixe, alors I'inégalité
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(2.19) peut s’écrire sous la forme :
(1) < B(ts) + Allys) 2 (t,5).

ou A (t,s) et B (t, s) sont définies par (2.15) et (2.16).

notant que

tas) = /j/jg(ﬂn)n(u(ﬂn)mnm

IN

B8 ro
[ [ s+ 2 smar

En utilisant le Lemme 1.2 dans (2.20), on a

t

2 (t,5) <z (o, 8)ea(s) (t,a) + / eas) (t,o (7)) B(T,5) AT,

«

De (2.22) et (2.23), on obtient

3 0
2(t5) < eais(ta) / / g(rm)n(a(r,m) + 2 (r.n) AgAr
a Jy
t
n / eais (1.0 (7)) B (r.s) Ar.
L’inégalité (2.23) peut étre reformulée comme suit :
3 0
w(t.s) < A (,5) + C* (1, ) / / g (r,m)n (w (r, ) AnAr,
a Jy

ou A* (t,s), C* (t, s) sont définis comme dans (2.13) et (2.14).

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

utilisant le Lemme 2.4 & (2.24) et a partir de (2.18), nous obtenons I'inégalité recherchée

(2.12). m

Corollaire 2.4 Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.12 soient vérifiées. Si l'in-
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éqalité
t s B (%

wlt,s) <alt,s)+ / / F(am)u (1) ApAT + / / g (r,m) arctan (u (7, 1)) AgAT
a Jy a Jy

est satisfaite, alors

C*(t,s) ff f,f g(7,n) arctan(a(r,n))AnAT

1[0 [ g(r.m) lfaéz;i];) AnAr

u(t,s) < A" (t,s) +

ot A* (t,s), C*(t,s) sont définis comme dans le Théoréme 2.12, & condition que

/ / (1,7) ;”37) AnAT < 1.

Corollaire 2.5 Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.12 soient vérifiées. Si l'in-

égalité
t s B 0
u(t,s>§a<t,s>+//f<nn>u<nn>Anm+//gw,n)ln(u(m)ﬂmnm
a Jy a Jy

est satisfaite, alors on a

*(t,s fﬂf g(m,m) In(a(T,n)+1)AnAT

B8 C (7,m) )
1- fa fv 9(r 1+a(737) AnAT

u(t,s) < A*(t,s) + <

ot A* (t,s) et C*(t,s) sont définies comme dans le Théoréme 2.12, & condition que

/ / (1,m) Tl T’"n))AnAT < 1.

Théoréme 2.13 Soitu(t,s),a(t,s),b(t,s),c(t,s), f(t,s),g(t,s), h(t,s)€ CCrq(,Ry)

et b(t,s) + c(t,s) est décroissante, p,q,r € Ry tel quep > q >0, p>1r >0,p > 1.

Soit n : Ry — R, une fonction différentiable croissante sur ]0,4o00] dont sa dérivée

56



premiére n' soit continue et décroissante sur |0, +oo[. Si u(t,s) satisfait

Wit <alts)+oies) [ U (o) (ra) + g (rom)u (o)) AgAr

B 0
+c(t,s)/ / h(t,m)n(u" (1,n)) AnAr.

Alors, nous avons

1
Cr(ts) [2 [7 gr(rm)n(ar (r,m) AnAr |7
1=[7 [ g1(r.m)C3 (r.)n (a1 (7.m)) AnAr

u(t,s) < {A”{ (t,s) +

k

pour (t75> S [aaﬁ]Tl X [’}/79]’1—'2} o

et

et

t

A (t,s) =ay (t,s)+ / ea (s (t,o (1)) By (7,s) AT,

«

Cf (t7 S) = eAl(.,S) (tv O[) )

ay(t,s) = LK 7 a(ts)+ErKr

Ay (b s) = / ftm Ay Bi(ts) = / A (o) an () A,
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avec

B 10
/ / g1 (7,n) C (1,m)n (a1 (T,m)) ApAT < 1.

Preuve. L’inégalité (2.25) peut étre reformulée comme suit :

P(ts) < alts)+ b (ts) ( | [ + ol snar

+/j/jh(ﬂn)n(ur (T,n))AnAT),

ou

b*(t,s) = b(t,s)+cl(t,s),

b*(t,s) < b (a,7).

Définissons une fonction z (¢, s) par

2(ts) = / /S<f<7,n>uq<m>+g<r,n>u<r,n>>Anm

+/j/jh(ﬂn)n(u’“ (7.7)) ApAr.

D’apres le Lemme 1.3, on a

u(t,s)

u? (t, s)

u” (t, s)

(/AN VAN VAN VAN VAN

IN
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Substituons les inégalités (2.34) et (2.35) dans 'inégalité (2.33), nous aurons

/(: /j [f (7,m) (%K% (a(r,n) +0" (v, ) 2 (7,m) + &

+g(rm) (LK (a(r,m) +0" (@) 2 (7,m) + 25

L’inégalité (2.36), nous donne

// (r.m) qua(Tn)Jr”TK%)
)| AnAT

— l
== p

g (r.m) (AK 7 a (rn) + &
+// ﬁK%f(T,n)JriK%g(ﬂn)} b* (o, ) 2 (1,m) AnAT

+/j/jh(¢,n)n(w(7777))A77AT»

ot w(t, s) est défini dans (2.35).
En multipliant les deux cotés de I'inégalité (2.37) par JK 7 b* (o, y) et en ajoutant

|—|

(2.37)

TK v a(t,s)+ e "K» a 'inégalité résultante, nous obtenons I'inégalité suivante :

w(t,s) < ay(t,s)+ //f1 T,1m) W TT]A?]AT+//91 7,n)n(w(r,n)) AnAT,
(2.38)

ol a; (t,s) est défini dans (2.29) et fi (¢, s) et g1 (¢, s) sont définis comme dans (2.30) et

(2.31).
Appliquons le Théoréme 2.12 a 'inégalité (2.38), nous obtenons

. Cit,s) [2 [2 g1 (rm)nlar(rm) AnAr
Wit 5) < A3 (6 8) G Gt GGy (2:39)

Puis a partir de (2.35) et (2.39), on obtient I'inégalité recherchée (2.26). m

Théoréme 2.14 Supposons que les fonctions u (t,s),a(t,s),b(t,s),c(t,s),g(t,s) €
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CCrq (Q,Ry) et soit b(t,s) + c(t,s) décroissante, p > 1 est une constante réel. Soit
n : Ry — Ry wune fonction différentiable croissante sur |0, +o00| telle que sa dérivée

premiére n' est continue et décroissante sur |0, +oo[. Soit f,h: Q2 xR, — Ry sont des

fonctions CCyq (Q,R) tel que
0< f(ts,x) = f(ts,y) <h(ts,y)(z—y), =2y=0
pour (t,s) € Q, si inégalité suivante est satisfaite

uP (t,s) < al(t,s) —i—b(t,s)/ /Sf(T,n,u(T,n))AnAT

B8 0
—I—c(t,s)/ / g(r,n)n(u" (1,1m)) AnAT, (2.40)

CLlO’f’S, nous avons

1

s < [ RIS e
pour (t,s) € |, 5] x [, 0]p,, a condition que
[ / 92 (7,1) C3 (r,) ' (a3 (7,m)) An7 <1,
ot
A5 (t,s) = as (t,s) —|—/ eas(.s) (L, 0 (1)) By (7, 8) AT, (2.42)
C5 (t,5) = eay(.s (t, ) (2.43)

as (t,s) = TK 5 b (o, )

//fﬂ%lea(Tn)erT KH)AnAr
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+LK 5 a(t,s) + EEK 5,

(2.44)
Balts) = [ faltmas(tn) b
Aits) = [ g
Jo(t,8) = hit,s, SK 7 a(t, s) + LK) KT (a,7), (2.45)
et
g2 (t,5) = LK b (a,7) g (£, 5). (2.46)

Preuve. L’inégalité (2.40) peut étre reformulée comme suit

uP (t,s) < alt,s)+b"(t,s) (/ /Sf(T,n,u<T,7]))A77AT
B o
4 / / g (r.n)n (" (r,7)) AnAr). (2.47)

Définissons une fonction z(¢, s) par

2 (t5) :/{:/:f(T,T],u(T,n))AnAT—l—/aﬁ/jg(T,n)n(uT (r.0) AnAT.  (2.48)

D’apres (2.47) et (2.48), on a

3 =

w(t,s) < (a(t,s) + b (a,7) 2 (¢ 5))7 . (2.49)

Appliquons le Lemme 1.3 a 'inégalité (2.49), nous obtenons

t s —-P —-p
w09 < [ [ [frn K F o)« SO KT @)z () (250
a Jy

—fﬁmgK%hvmwﬂth+fwm¢Kpavnwﬂ—

5 K%)] AnAT
+/j/709(7'777>n(%Krzfj(a(ﬂn)—l—b*(a,y) (T, )AUAT.
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En utilisant les hypotheses de la fonction f , on obtient

t s 1-p 1
| [ fem ik Fan « s agar
a Jy

t s 1—p 1 1—p
s [ [ hlrn b )+ BRI (009) 2 (o) A
aﬁ ,
[ [ oty anar (2.51)
a Jy

ou
w(t,s) = LK (ats) + 0" (a,7) 2 (1)) + 5P K.

En multipliant les deux cotés de linégalité (2.51) par —K 7 b* (a,7) et en ajoutant

‘K7 a (t,s) + ’%K » & Dinégalité résultante, nous obtenons l'inégalité suivante

w(t,s) < ay(t,s)
// (r, LT a () + LK) LK T (,9) w (7, ) AnAr

+/ / PETY (@,7) g (r,m)n (w (7,m)) AnAr. (2.52)
o v
Ainsi, I'inégalité (2.52) peut étre exprimée comme suit

w(t,s) < ag(t,s)+ //fQTn) (1,m) AnAT
# [ [ oo o (2.53)

ol as (t,s) est défini par (2.44) et fo(,s),g2(t,s) sont définis par (2.45) et (2.46).
En utilisant le Théoréme 2.12 a 'inégalité (2.53) et a partir de (2.35), nous obtenons

le résultat souhaité dans 'inégalité (2.41). =
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2.4 Applications

Dans cette section, nous présentons quelques applications de nos résultats pour étudier
I’estimation et 'unicité des solutions d’une équation intégrale de type Volterra-Fredholm

a deux variables sur des échelles de temps.

Exemple 2.1 Considérons l’équation intégrale sur ’échelle de temps suivante :

zp(t,s):a(t,s)—i—b(t,s)/ /SF(T,n,z(T,n))AnAT

B o
+c(t,s)/ / G(1,n,z(1,n)) AnAT (2.54)

pour (t,s) € Q, ou z(t,s) € CCq(,R),a(t,s),b(t,s),c(t,s) € CCq(QR,) et
F(t,s,z),G(t,s,2) € CC (2 x R R).

Théoréme 2.15 Supposons que les fonctions F' et G indiquées dans la formule (2.54)

vérifient les deux conditions suivantes :
|F(t,s,2)] < f(ts)|2]" + g (£, 5) |2]

|G (t,s,2)] < h(t,s)n(|z]"), (2.55)

ot f(t,s),h(t,s) et n sont définis comme dans le Théoréeme 2.13, avec n’ (0) = 0,p,q,r
sont des constantes telles quep > q >0, p>1r >0, p> 1. Siz(t,s) est une solution des
équations (2.54) et (2.55), alors z(t,s) satisfait

1
Ci(t,9) [2 [ g1 (rm)n(ar () AnAr |7
1=[2 [2 g1 (r.)C5 (r.)n’ (a1 (rm)) An AT

z(t,s) < | Al (t,s) + (2.56)

pour tout (t,s) € [a,ﬁ]% x [7,0]p,, ou Ay (t,s),Cy (t,s),91(t,s),a1(t,s) sont définis
dans le Théoréme 2.13.
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Preuve. Supposons que z(t, s) est 'unique solution de (2.54), d’apres (2.55), on a

2 (ts)| = a(t78)+b(t,8)//Sf(m?)|Z(T,n)|q+g(ﬂn)IZ(T,n)IAnAT

3 0
¢(t,s) / / b n (2 (7)) AnAr. (2.57)

En appliquant le Théoréme 2.13 a I'inégalité (2.57), nous avons obtenu 'inégalité recher-

chée (2.56). =

Proposition 2.1 Supposons que les fonctions F' et G indiquées dans la formule (2.54)

satisfaisant les deux conditions suivantes :
’F(t,s,z) —F (t,s,gﬂ < f(t,s) ‘Z—E‘,

‘G(t,s,z)—G(t,s,E)‘ gh(t,s)n(‘z—ED, (2.58)

ot f(t,s),h(t,s) et n sont définies comme dans le Théoréme 2.13 et z(t, s) est une solution

de Uéquation (2.54) (dans le cas p =1). Alors (2.54) admet au plus une solution.

Preuve. Soient z (¢, s) et z (t,s) deux solutions de (2.54), c’est-a-dire

z(t,s) = a(t,s)+b(t,s)/at/sF<7',77,§>AnAT

+c(t, 5) /j /j G (T,n, E) AnAr. (2.59)

D’apres (2.58) et (2.59), on a

z(t,s) — (ts < b(t,s)

F(r,n,z F(T?],)

AnAT

(1,m,2) — G <T,77, 5) ’ AnAT
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< vt [ [ 1 s 3 anas

+c(t,s)/j/jh<r,n>n(

D’aprés le Théoréme 2.13, on obtient que ‘z (t,s) — z (¢, s)‘ < 0, ce qui implique que

z— ZD AnAr. (2.60)

2 (t,s) = z (t,s) pour tout (t,s) € Q. =
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Chapitre 3

Inégalités Intégrales a retard

La théorie des équations a retard a été développée par J. Hale. Elles interviennent dans
de nombreux domaines d’applications des mathématiques, et en particulier en biologie
ol de nombreux phénomeénes sont non-locaux, pour la variable de temps mais parfois
également en la variable d’espace ou ce qui tient lieu de variable d’espace (la maturiteé,

'age, la taille, etc.).

Définition 3.1 Une équation différentielle a retard (E.D.R.) est une équation différen-
tielle ou la variable d’état apparait avec un argument retardé, autrement dit lorsque l’état

a un instant donné est une fonction de son passé. Cela peut s’exprimer comme suit :

!

w (t) = f(t,u(t),u(t — 1)), u(t) € R,

ot le retard T > 0 est constant.

Exemple : [27] Considérons I’évolution d’une population animale ne tenant compte
que de la natalité et de la mortalité naturelle. En supposant que la mortalité est ins-
tantanée dans la population, par rapport a I’échelle de temps considérée (typiquement,
la semaine ou le mois), la description de I’évolution de cette population nécessite de

connaitre le nombre d’individus a l'instant ¢, que 'on peut noter N(¢), mais également
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le nombre d’individus & l'instant ¢ — 7, ou 7 est la durée de gestation moyenne de la

population. On peut alors écrire I’équation linéaire & retard discret suivante :

AIN(@t) = —aN(t)+bN({t—71), t>0,

N(t) = W), te[-71,0],

ol a et b sont respectivement les taux de mortalité et de naissance de la population et W
une condition initiale, définie sur l'intervalle [—7, 0].

Dans ce qui suit, nous citons une variété d’inégalités intégrales linéaires, non linéaires
a retard de type Gronwall-Bellman. Nous donnons par la suite quelques généralisations
de ces inégalités intervenant dans les équations intégro-différentielles a retard.

Nous terminons ensuite ce chapitre par donner des nouvelles généralisations des in-
égalités intégrales non linéaires a retard.

Les nouveaux résultats obtenus ont été soumis pour une éventuelle publication dans

une revue internationale.

3.1 Quelques célébres inégalités intégrales

En 1919 Gronwall [32], a proposé I'inégalité bien connue de Gronwall pour estimer la
solution de I’équation différentielle linéaire, aprés Bihari [15], étendue [32] & une inégalité
non linéaire. Ces derniéres années de nombreux auteurs se sont consacrés a I’étude des
inégalités intégrales non linéaires. Par exemple, sur la base de I'inégalité généralisée de
Gronwall, Tian et Cai [48], ont étudié le comportement asymptotique des systémes a
retard qui représentent une classe de systémes en ingénierie pratique et ont une large
application dans les autoroutes automatisées, les systemes électriques, etc. Pour plus de
détails consulter les ouvrages [1, 39, 48].

En 1998 Pachpatte [43], a considéré une inégalité intégrale linéaire est le suivante :
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Théoréme 3.1 ([43]) Soit ¢ > 0 et u,b,c,d € C(RT,RT), Rt =[0,400). Si

u(t)§co—i—/ot(b(s)u(s)—|—d(s))ds+/0tb(s) (/Osc(f)u(f)df) s, (3.1)

alors

u(t) < cot /O [4(5) + b(s) (o exp ( /0 (o) + c(a))da>
+/08d(0) exp (/:(b (1) + c(T))dT) do)lds, teRT.

En 2015 Abdeldaim et El-Deeb [1], ont généralisé (3.1) et énoncer de nouvelles in-
égalités intégrales non linéaires a retards, de type Gronwall-Bellman-Pachpatte. L’utilité
de ces résultats est I'estimation des solutions de certaines équations intégro-différentielles
a retards.

Théoréme 3.2 ([1]) Supposons que ¢y > 0, u,b,c,d € C (R™,R"), et a € C* (RT,RT)

est une fonction croissante avec o (t) < t,a (0) =0. Si

w<eot | " by uls) + d(s))ds + / TS ([ c@ude)as. @2

alors

’

t a(s)
u(t) < Co+/0(0/ (s)d(afs)) + a (s)b(a(s)) exp </O (b(€)+0(§))d§>

« <c0+ /0 " o) exp (_ / NG +c(£))d£) do))ds, VteR*

Tres récemment Li et Wang [39], ont étudié une nouvelle inégalité intégrale a re-
tard avec puissance (3.3) de type Gronwall-Bellman, qui généralise certaines inégalités

intégrales connues.

Théoréme 3.3 ([39]) Supposons que m,n,p € (0,1] sont des constantes non négatives,

w(t),a(t),b(t),ct) € C(RTRY), et a(t) € C'(RT,RT) est une fonction croissante
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avec o (t) < t,a(0) =0. Si

) <alt) + | s (um O+ [ c©u© df)p ds, (33)

alors

u(t) < a(t) + A(t) exp ( /O M b (s) ds + /0 " e ( /0 e (6) dg) ds) |

out € RT et

a(t)
A =/0 b(s) [(1—p) +p (ma (s) + (1 — m))]ds

a(t) s
—I—/O pb(s)/o c(&)[na (&) + 1 —n|deds.

Remarque 3.1 Notons que les inégalités (3.2) et (3.3) ont été démontrées dans les cas

oup=1cetpe(0,1].

3.2 Quelques généralisations des inégalités intégrales
non linéaires a retard avec puissance

Dans cette section, nous sommes intéressés a étudier certaines inégalités intégrales
non linéaires a retards avec puissance, qui peuvent étre utilisées comme outils pratiques
pour étudier le comportement qualitatif de certaines équations différentielles et intégrales
a retard.

En 2016 Abdeldaim [2], a prouvé un autre résultat plus puissant est le suivant :

Théoréme 3.4 ([2]) Soient u, f,h € C(Ry,Ry) et n,a € CY(R,,R,) avec n(t) > 1,
a(0) =0et at) <t, Vt € R,. Si l'inégalité

t a(t)
uP(t) < n(t) +/0 f(s)uP(s)ds +/O h(s)u?(s)ds, ¥Vt € Ry,
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est satisfaite, ot p > q > 0 sont des constantes. Alors, nous avons

u(t) < ks(t) exp (% /Ot f(s)ds> , Vt e Ry,

ol

1

fa(t) = [70) 41 | (w9 + ' (9B e () exp (<o [ svan)as|

pour tout t € Ry avec p; = ’%.

Boukerrioua, Kilani et Meziri dans [21], ont étudié quelques nouvelles inégalités

intégrales non linéaires a retard de type Gronwall-Bellman-Bihari.

Théoréme 3.5 ([21]) Supposons que u (t),g(t),h(t),n(t) € C(R;y,R,) telle que n (t)
est une fonction croissante. Soit o (t) € CY(R,,R,) une fonction croissante, vérifiant
a(t) <t et a(0) = 0. Soit w : Ry— Ry une fonction différentiable, croissante sur
10, 00| telle que sa dérivée premicre w' est continue et décroissante sur ]0,00[. Si linéga-
lité

t a(t)
uP(t) < n(t) +/0 g(s)uP(s)ds +/O h(s)w(ul(s))ds

est satisfaite, oup > q > 0etp # 0. Alors

o)< e+ [ e [ uteyir) ] vien,.

ou

Pi(t) = g(t)n(t) + o' (Oh(a()))w (17 n(t) + 552K+ )
Qu(t) = g(t) + k"7 o/ (Hh(a(t))w’ k
pour tout t € R,..

En 2020 Tian et Fan [49], ont étudié de nouvelles inégalités intégrales non-linéaires
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a retards avec puissances et établi plusieurs résultats d’estimation sous la condition de
p > 1, qui non seulement complétent celles établies dans [25,1,39], mais généralisent
aussi les inégalités (3.1)-(3.3) aux nouvelles inégalités intégrales non linéaires a retards

plus générales. Nous énoncons ces résultats sans démonstrations.

Lemme 3.1 ([49]) Supposons que p > 0 une constante et a(t) est une fonction crois-

sante avec o (t) < t,a(0) =0, € C*(RT,R"), u,a,b,c,d € C (R, R"). Si

a(t)
u(t) < af(t) +/0 b(s)(c(s)u(s)+d(s))" ds.
Alors

a(t)+g(t) +exp (foa(t) h(s) ds) foa(t) g(s)h(s)exp (— fos h(£) df) ds si 0<p<l,

a(t)+ (K@) + (1= p) 7O 2 bs)er (s)ds) 7 s p> 1,

avec "
EUP(t) > (p— 1)/0 2°71h(s)cP (s) ds,
h(t)=pb(t)c(t),
a(t)
g(t) = /0 [pb (s) (a(s)c(s) +d(s)) + (1 —p)b(s)] ds
et

a(t)
k(1) = /0 -1b(s) (a (s) ¢ (s) + d () ds.

Théoréme 3.6 ([49]) Supposons que m,n,p sont des constantes non négatives satisfai-
sant 0 <m,n <1, p> 1,a(t) est une fonction croissante avec « € C* (RT,R")  a (t) <

t,a(0) =0,u,a,b,c € C(RT,RT). Si l'inégalité est satisfaite

w<a+ | b (um @+ [ e@u© dg)pds.
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Alors, nous avons

1
1-p

wlt) <alt)+ (7% 0+0-p) [ " o1h (s (m+n IRG df)pds)

avec
p

P> 0= | ") (m v [ elo ds) ds,

p

k(t) = /Oa(t) 2°71p (s) (ma () +1—m+ /0 c(€) (na(é) +1—n) dg) ds.

Théoréme 3.7 ([49]) Supposons que p,q,m,n sont des constantes non négatives avec
g >m > 0,g >n >0 p > 0. Soit a(t) est une fonction croissante avec o €
CHRT,RT),a(t) <t,a(0)=0,u,a,b,c € C(RT,RT). Si linégalité est satisfaite

a(t)

uq(t)ga(t)—i-/

0

o) (1 9+ [ @ ©ac) ds

Alors, nous avons

la(t) + (%1_1” (t)+ (1 —p) foa(t) 20=1p () % + % fos c (&) df)pd8> HI} st p>1,

avec

ou
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et

k(1) = /Oam 21 () (%a(s) N /0 c(€) (ga (€) + %) dg)pds.

Récemment en 2021 Song et Meng [47], ont étudiés de nouvelles inégalités intégrales
a retards avec puissance. Les inégalités données ici peuvent agir comme des outils puis-
sants pour étudier les propriétés qualitatives telles que l'existence, 'unicité, la stabilité

asymptotique des solutions d’équations différentielles et intégrales.

Théoréme 3.8 ([47]) Supposons que u,a,b,c,d,r, f,g € C(RT,RT), g (t) est une fonc-
tion non décroissante sur R*. Soit a € C*' (RT,R™) une fonction croissante avec a (t) <

t,a (0) = 0. Soit p,q > 0 des constantes. Si u (t) satisfait l'inégalité suivante :

a(t) t
w(t) < g(t)+ / b(s) [ (s)u(s) + c(s)"ds + / d(5) [e () (s) + f (s)]" ds,

alors, on a les résultats suivants :

— (i) Lorsque 0 < p<1,0<¢<1,0ona

w(t) < g(t)+ G (t) +exp (/Oth(s)ds> /Otk(s)exp (—/Osh(T)dT) ds.
~ (i) Lorsque 0 < p <1, > 1 et B{ *(t) + [, C (s)ds > 0, on a
w(t) < Ar () + exp ( /0 " b (s)a? (5) ds) (B}q () + /0 o) d5>11q.

— (iii) Lorsque 0 < ¢ < 1,p > 1 et D177 (t) + fot Ey(s)ds >0, ona

w(t) < A (t) + exp ( /0 "4 (s) et (s) ds) (D}—p (1) + /0 B (s) ds) .

ou

a(t) t
A (t)=g(t) +/0 b(s)c(s)ds —I—/O 2771 (5) f1(s) ds,
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At) = g()+ /0 " 1 () @(s)ds + /0 " d(s) 11(s) ds,
B = [ BO@ A6+ 0P s
# [ B0y 6) 41 )
Ct) = (1-q) 200 (6)er (1) exp ( [ nmee ds) ,
Di(t) = /0 " 0 (5) a? (5) A2 () ds
[ lad ()67 () 4) + (1= ) ) () .
B = (1-p)2 0 b ®)d (o O)ew ([ (r-Dad(s)er(5)ds).
) = [ e @) + e+ 1P

+/0 lqd (s) (e (s) g (s) + [ (s)) + (1 = q) d (s)] ds,
h(t) = pa ()b (a(t))ala(t) +aqd(t)e(t)
()b (@) a(a®)G () +qd(t)e) G (1),

k() = po

Théoréme 3.9 ([47]) Soit u,a,b,c,d,e € C(RT,RY) et soit a € C* (R, R") une fonc-
tion non décroissante avec o (t) < t,a(0) = 0. Supposons que m,n,l,r € (0,1], p,q > 0

sont des constantes. Si u (t) satisfait l’inégalité suivante :

p

u(t) < a(t)+/0a(t)b(s) {um (s)+/05c(7)un (1) dT} ds
+/Otd(s) {ul(S)+/Ose(7')u”(7')d7'rds,

alors, on a les résultats suivants :

— (i) Lorsque 0 < p<1,0<¢<1,0na

w(t) < at) + G (t) + exp </Ot ha (5) ds> /Ot iy (5) exp (— /0 ha (7) dT) ds.
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— (ii) Lorsque 0 < p < 1,q > 1 et By (t) +f0C'2 s)ds >0, on a

u(t)ga(t)—i—Ag(t)—i—exp(/Oa(t) b(s) fi (s )(qu /02 )

— (ii1) Lorsque 0 < q < 1,p>1etDy?( —i—fo Ey(s)ds >0, o0na

w(t) < a(t) + A (£) + exp < /0 "4 (s) g (5) ds) (D;—P () + /0 By (s) ds) = |

ou

As(t) = /0 { (s +1—m+/08 (1) (n a(7)+1—n)d7'rds
+/0 2771 (s { 1—l+/08 ()(Ta(7)+1—r)d7'rd3,

Al t) = /Oa( 2P~1p (s { +1—m+/05 ()(na(r)—l—l—n)dT] ds

q

—i—/od [ —l—l—l—l—/os ()(Ta(7‘)+1—7’)d7‘:| ds,
By (t) = /Oa(t) (s) + (1 =p)b(s) f{ (s)] ds

+/ 2241 (s Al (s)ds,
a(t)
Cy(t) = (1—¢)2°@Vd(t) gf (t) exp ( /0 (¢ —1)pb(s) f1 (s) ds),

a(t)
Dy(t) = A 220Vl (5) f7 (s) A% () ds
+4[M@Mﬁ&ﬁh@%ﬂl—®d®MH@M&
Ey(t) = (1—p) 200 (£)b(a () f7 (0 (t)) exp (jﬁ @9—-1)qd(s)g§(s)d8),

L) = m+nlc@wm m@wﬂ+rlewwm
hi(t) = pa (B)b(a(t) fi(a(t) +qd(t) g (),
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Gi(t) — /Oa(t) [pb(s) <ma(s)+1—m+/osc<r)(na<7)+1—n)d7>

)
k() = pa (0)b(a(t) fi (1) Gi(a(t) +qd (1) g1 () Gr (¢).
Remarque 3.2 Lorsque d(t) =0 et0 < p <1, le Théoréme 3.9 sera réduit au Théoréme

3.3 de [38]. Et lorsque d(t) = 0 et p > 1, le Théoréme 3.9 sera réduit au Théoréme 3.6
de [40].

3.3 Nouvelles généralisations des inégalités intégrales
non linéaires a retard avec puissance

Dans cette section, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles généralisations
des inégalités intégrales non linéaires & retard avec puissance, ces résultats sont des gé-
néralisations des travaux obtenus par Tian et Fan [49] et Song et Meng [47].

Tout au long de cette section, nous désignons par R = (—oo, +00) ,RT = [0, +0),C (D, E)
et C' (D, E) les ensembles de fonctions définies sur Uintervalle D dans E continues et

contintiment différentiables, respectivement.

Lemme 3.2 Supposons que u (t) ,a(t),b(t),c(t),d(t) € C(RT,RY), eta(t) € C* (R, RY)
une fonction non décroissante avec a(t) < t,a(0) = 0. Soit L : Rt x Rt — RT,
M : Rt x RY — R% des fonctions différentiables par rapport & la premiére variable,
vérifie

0<L(tz)—L(t,y) <M (t,y)(x—y) pourtoutx >y >0
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et p > 0 est une constante, si l'inégalité suivante est satisfaite

u(t) < a(t) + / b(s)L(s,(c(s)u(s)+d(s))’)ds. (3.4)

Alors

a(t)—l—g(t)—l—exp <f0a(t) )ds)

xfoa(t) exp( Joh(§)de)ds si 0<p<1,
alt)+ (w —p) J;" 2 b(s)er (s)

| X M (5,2"7 (a () (5) +d(s))) ds) 7 si p>1,

(3.5)

avec

a(t)
EYP(t) > (p — 1)/0 2P71h(s)cf (s) M (s, 2~ (a(s)c(s)+d (3))”) ds,

ol

a(t)
v(t) = /0 b(s)L(s,(c(s)v(s)+a(s)c(s)+d(s))’)ds. (3.8)



Ensuite, nous prouverons les deux cas suivants 0 < p <1 et p > 1, respectivement.
Cas1:0<p< 1.

D’apres le Lemme 1.3 avec K =1, on a

(c(s)v(s) +als)c(s) +d(s))”

< ple(s)v(s)+a(s)c(s)+d(s))+1—np.
Ceci combiné avec (3.8), nous donnons
o(t)
v(t) = / b(s)L(s,(c(s)v(s)+al(s)c(s)+d(s)))ds.
0
a(t)
< / b(s)L(s,p(c(s)v(s)+a(s)c(s)+d(s))+1—p)ds.
0
Appliquons les propriétés de la fonction L, pour tout z > y > 0,
0<L(t,x) = L(t,y) <M (y)(z—y).
Ainsi on a

a(t)
o () A b(s) L (5. [p (a(s) e (s) +d(5)) + 1 — p] + [pe(s) v (5)]) ds

IA

IA

Aw%@nM@mm@n@ww@»+1<mm@w@>
FL(s,p(a(s)c(s) +d(s)) + 1 - p)lds
Aﬂwwﬁﬁfwm«u@c@>+d@»+1—pnm@nw$
b (5) L(s,p (0 (5) ¢(s) + d(5) + 1 — p) ds

a(t)
g(t) +/0 pb(s)c(s) M (s,p(a(s)c(s)+d(s)) +1—=p)v(s)ds,

IN

IN

a(t)
— g(t)+/ h(s)v(s)ds,
0
ou h(t) et g(t) sont définies par (3.6). Définissons la fonction non décroissante J(t) =

78



foa(t) h(s)v (s)ds, avec J(0) = 0, v(t) < g(t) + J(t). Dérivons J (t) par rapport a ¢, nous

obtenons

J(t) = h(a(®)a ()

IN
=
e
=
Q
=
o
e
=
+
<
S
=

T () =h(a () () J(t) <h(a(t)gla)a (). (3.9)
Multiplions (3.9) par exp (— foa(t) h(s)ds), nous trouvons
a(t)
exp (- /0 h(s)ds) [J’(t) —h(a () (t) J(t)]
a(t) ,
< exp (—/0 h(8)48> hia(t) o (t)g(a(l)).

En intégrant I'inégalité ci-dessus de 0 a ¢, nous avons

J(t) < exp ( / " h<s>ds) / " ) h(s)exp (— [ e dg) ds.

Puisque v(t) < g(t) + J(t), nous avons obtenue

v (t) < g(t) + exp ( / " h(s)ds> / " () h(s)exp (— NG ds) ds.

L’inégalité ci-dessus avec 'inégalité (3.6), nous trouvons

wlt) < calt) +g(t) +exp ( / " h<s>ds) / " () h(s)exp (— / () dg) ds

Cas2:p>1.
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Appliquons le Lemme 1.4 & (3.8), nous trouvons

a(t)
o (1) :/0 b ()L (s, (c(s)v(s) +a(s)c(s) +d(s))) ds.

4
~—~

~
SN—
AN

a(t)
/0 b(s)L (8,277 (P (s) 0" (s) + (a(s)c(s) +d(s)))ds

S
—~

~+
N—
VAN

a(t)
/0 b(s)L (s, [2"7 (a(s)c(s)+d(s))F] + [277"c" (s) VP (s)]) ds.

En utilisant les propriétés de la fonction L & cette derniére, nous obtenons

a(t)
v(t) < /0 b(s)[M (5,27 (a(s)c(s)+d(s))") 207 (s) v (s)
+L (5,277 (a(s) c(s) + d(s))")]ds

a(t)
< /o b(s) M (5,277 (a(s)c(s) +d(s)") 2" P (s) 0P (s)
+b(s) L (5,277 (a(s)c(s) +d(s))") ds

a(t)
= k(t)+ /0 27710 (s) P (s) M (s,2" " (a(s) c(s) +d(s))") v” (s)ds,

ou k(t) est difinis par (3.6). Comme k(t) est une fonction non décroissante, pour un point

fixé T', nous avons
a(t)
v(t) < k(T) +/ 20710 (s) P (s) M (s,2°7" (a(s) c(s) + d(s))")vP (s)ds, t € [0,T].
0
Définissons la fonction non décroissante w (t) par :
a(t)
w(t)=k(T)+ / 20710 (s) P (s) M (s,2°7 (a(s) c(s) +d(s))F) vP (s)ds.
0
Alors w(0) = k(T), et on a

v (t) < w(t), v(a(t) <w(a(t) <w(t). (3.10)
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Dérivons w (t), par rapport a ¢ et utilisons I'inégalité (3.10), nous obtenons

w'(t)

I
[}
T
Ju
Q\
—~
~
~—
S
—~
e
—~
~
~—
—~
Q
—~
~
~
~—

IN

)
<M (a(t), 277 (a (e (1) e (a () +d (a (1)) v (e (1))
2771l (1) b (e (1) ¢ (o (1)

(

et

XM (a(t), 2" (a(a () c(a(t) +d(a (1)) .
Multiplions I'inégalité ci-dessus par (1 — p), nous aboutissons

(1-p) 2O > (1-p) 27l (1)b(a(t) e (a(t)

wP(t)
xM (a(t), 277 (a(a(t)c(a(t) +d(a(t))).

Par un simple calcul de (3.11), et pour ¢ € [0, 7], nous obtenons

a(t)
w(t) < (k;l_p (T)+ (1 — p)/o 2071 (s) &P (s)

x M (5,277 (a(s)c(s) +d(s))") ds)ﬁ :

Posons t = T dans I'inégalité ci-dessus, alors

a(T)
w(T) < (’f”’ (T)+(1 —p)/o 27"1b(s) ¢ (s)

x M (5,277 (a(s) ¢ (s) + d (s))") ds) ™ .

81

(3.11)



Comme T est arbitraire, alors nous avons

a(t)
w(t) < (l{:lp (t)+ (1 - p)/o 2P71h (5) P (s)

x M (5,277 (a(s) ¢ (s) + d (s))?) ds) ™ . (3.12)

Utilisons l'inégalité (3.10) et substituons 'inégalité (3.12) dans (3.7), nous obtenons

a(t)
u(t) < a(t)+(k1_p(t)+(1—p)/0 2P () ¢ (s)

x M (5,277 (a(s) ¢ (s) + d (s))") ds) ™ .

Sur la base des cas 1 et 2, nous pouvons tirer la conclusion que u(t) satisfait 'inégalité

(3.5). La preuve est ainsi achevée. m

Remarque 3.3 Sinous prenons L (s, z) = x, alors l'inégalité (3.4) donnée par le Lemme

3.2 se réduit a l'inégalité de Tian et Fan donnée dans le Lemme 3.1.

Théoréme 3.10 Supposons que m,n,p sont des constantes non-négatives satisfaisant
0<m,n<1lp>1a(t)eC (R"R") est une fonction non décroissante avec a(t) <
t,a(0) =0. Soit L : R x R* — R*, M : R" x R* — R% des fonctions différentiables

par rapport & la premiére variable et vérifie
0<L(t,x)—L(t,y) <M (t,y)(x —y) pour tout x>y > 0.

Soit u(t),a(t),b(t),c(t) e C(RT R"). Sil’inégalité suivante est satisfaite

w(t) < al(t)+ / " b(s) L (s, (w (s) + /0 (&) un (6) dg)p> ds. (3.13)

0
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(3.15)
Preuve. Définissons la fonction non décroissante y (¢) par :
a(t) s P
= b(s)L m "(&)d ds.
v = [ oL (s (@ [Ceow©a) )i
Alors, nous avons
u(t) < a(t) +y(t), y(0)=0. (3.16)
Utilisons le Lemme 1.3, nous trouvons
(@@®)+yE)" < mla(t)+y)+1-—m,
(a@®)+y@)" < na@®)+y)+1—n. (3.17)
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Utilisons les inégalités (3.16) et (3.17), nous obtenons

[ e (s (@o v @@ rurae) ) e

a(t)
/ (5) L (s, (m (a () + y () +1—m

+ [ e +y<5>>+1—n>ds)p) ds
- /a(t)buxL( (0 [ e@ac) o

+ ma(s)+1—m+/osc(§)(na(§)+1—n)dfr) ds

IN

y (1)

IN

Utilisons le Lemme 3.2, nous aboutirons

gt < (7% W+a-p | () (m wn [ e© ds)p
“« M <3,2p1 (ma(s) L1 —m+/05c(§) (na (&) + 1 —n)d§>p> d5>1_lp,

ot k(t) est défini par (3.15). L’inégalité (3.14) souhaitée découle des deux inégalités (3.15)

et (3.16). Ce qui achéve la preuve. m

Remarque 3.4 Si nous prenons L (s,xz) = x, alors l'inégalité (3.13) donnée dans le

Théoréeme 3.10 se réduit a ["inégalité de Tian et Fan, donnée dans le Théoréme 3.6.

Théoréme 3.11 Supposons que p,q, m,n sont des constantes non-négatives satisfaisant
gq>m>0,g>n>0p>0, a() € C'(R",R") est une fonction non décroissante
avec a(t) < t,a(0) = 0. Soit L : R" x RT — R, M : Rt x R" — R* des fonctions

différentiables par rapport a la premiére variable et vérifie

0<L(t,x)—L(t,y) < M (t,y)(x —y) pour tout x>y > 0.
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Soit u(t),a(t),b(t),c(t) e C(RT,RT). Sil'inégalité suivante est satisfaite

wt (1) < alt) + /O oL <s, (um (s) + /0 T (&) (€) dg)p> ds. (3.18)

Alors, nous avons

[ Ja(t) +3(1) 1
+ exp <f0a(t)ﬁ (s) ds) foa(t) G(s)h (s) exp (— fosﬁ (6) df) ds] Y0<p<l,
o)+ (B O+ 0-p [0 (55 fe@de)”
| (s 2 () + 5 fye(©) (50(6) + 951 de)) ds) } Lops
(3.19)

)

(t) = /0 L (3, -1 (%a(s) pem gy /0 () (2a(0) + 52) dg)p) ds. (3.20)

Preuve. Définissons la fonction z (¢) par

0= | RTeY) (s (e @+ [c@w©a) ) as (3:21)
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Il est clair que z(0) = 0, et z est une fonction non décroissante et

u(t) < (alt) + =z (1)1 . (3.22)
Utilisons le Lemme 1.3, nous trouvons
ut(t) < (a(t) 4 2(6)™T < 2 (alt) + 2(8) + S,
u(t) < (a(t) + 2(6)"1 < 2 (a(t) + 2(1) + £ (3.23)

Utilisons les inégalités (3.21)-(3.23), nous obtenons

20 < [ RTRY; (5 (@@ 4 2™+ [ el @) + 20" ac) ) ds

< [T

L (s, <§ (a(s) + 2( / g )+ 2(6)) + u) dg)p) ds
= [Trern(s {( / c(€)de) =9

+ Ma(s) + T /0 " (©) (ga (€) + %) ng ds. (3.24)

L’application du Lemme 3.2 a I'inégalité ci dessus, nous permet d’obtenir une estimation

de z(t) de la forme suivante :

-~

g(t )+exp( h ds) fo G(s)h (s)exp (— fosﬁ(f) d§> dssi 0<p<l1,
s p
cy < (Br@+a-p) 02 (s (% 2y e(€) )
1
s " n P =
x M (s,zp—l (Za(s) + 52+ [ e(©) (2a () + 552) dg) ) ds) T sip> 1,
ol h (t),g(t) et k (t) sont définies par (3.20). Cette derniére est associer avec I'inégalité

(3.22), ce qui donne l'inégalité (3.19). m
Remarque 3.5 Sinous prenons L (s, x) = z, alors l'inégalité (3.18) donnée par le Théo-
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réeme 3.11 se réduit a l'inégalité de Tian et Fan, donnée dans le Théoréme 3.7. Et si
nous prenons L (s,x) = x et m,n,p € (0,1] et ¢ = 1, alors l'inégalité (3.18) donnée par

le Théoréeme 3.11 se réduit a l'inégalité de L1 et Wang, donnée dans le Théoréme 3.35.

Théoréme 3.12 Supposons que u,a,b,c,d,r, f,g € C(RT,RT), g(t) est une fonction
non décroissante sur R™. Soit o € C1 (R, R™) une fonction non décroissante avec o (t) <
t,a(0) = 0. Soit L,K : RT x R" — R* et M,N : Rt x Rt — R% des fonctions

différentiables par rapport a la premiére variable et vérifie

o
IA

L(t,z)—L(t,y) <M(t,y)(x—y) pourtout x>y=>0,

0 < K(t,x)— K (t,y) < N(t,y)(xr —y) pourtout x>y > 0.

Soit p,q > 0 des constantes. Si u (t) satisfait l'inégalité suivante

a(t)
u(t) <g(t)+ /0 b(s)L(s,(a(s)u(s)+c(s))?)ds

i / d(s) K (s, (e () u(s) + f (5))7) ds. (3.25)

Alors, on a les résultats suivants :

~ (i) Lorsque 0 < p< 1,0 < ¢ <1, on a
u(t) < g(t) + G (t) +exp (/Oth(s) ds) /Otk;(s)exp (- /Oshm dT) ds. (3.26)
~ (i) Lorsque 0 < p <1,q > 1 et
B 79(t) + /Ot Cy (s)ds > 0, (3.27)
u(t) < Ay (t) +exp (/Oa(t) b(s) M (s,pa” (s) Ay (s) + a” (s) (1 = p)) pa” (s) dS)
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X (B}q (t) + /0 t C1 (s) ds>11q. (3.28)

— (ii1) Lorsque 0 < ¢ < 1,p > 1 et
t
Dy P (t) + / E, (s)ds >0, (3.29)
0

on a

u(t) < Ay (t) +exp (/0 d(s) N (s,qe? (s) Ay (s) +€?(s) (1 —q))qe? (s) ds)

_1

X (Di_p (t) + /t E; (s) ds) o : (3.30)
a(t)
AL (t) = g(t) —I—/U b(s) M (s,a’ (s)uP (s))cP(s)ds
—l—/o d(s) N (5, 2971 (7 (5) ul (8))) fi(s)ds,
a(t)
Ay (t) = gt)+ /0 b(s) M (5,297 (a? (s)u” (s))) c"(s)ds
+/O d(s) N (s,e?(s)ul(s)) f9(s)ds,
a(t)
Bit) = [ b L (5 () + @ (5) (1= ) ds

[ K (5200 (9) 41 () s,

Ci(t) = (1—¢q) 22 Vd(t) N (¢,220 Vel (t) AL (t)) € (¢)
a(t)
X exp (/0 (¢ —1)b(s) M (s,pa (s) A1 (s) + a (s) (1 — p)) pa? (s) dS) ,
a(t)
Dy (t) = /o b(s)L (s,22PVaP (s) AL (s)) ds

+ /0 d(s) K (s,qe (s) A2 (s) + € (s) (1 — q)) ds,
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E(t) = (1-p) 22D’ (t)b(a () M (a(t), 227 Va (a (1) A7 (a (1)) o (a (1)
X exp (/O (p=1)d(s) N (s,q¢? (s) Ar (s) +¢* (s) (1 = q)) g¢* (s) dS) ,
a(t)
G(t) = /0 [b(s) L (s,p(a(s)g(s) +c(s) +1—p)ds

+/Ot[d(8)K(s,Q(e(8)g(S)+f(8))+1—q)]d8,
h(t) = pa (t)b(a(t) M (a(t),pla(a(t)g(al)+ecla(t)+1-p)
+qd () e N (q(e()g () +f (1) +1—-q),
k() = pa ()b (a(t) M (a(t),plala(t)gla) +cla(t) +1-p)G (a))

+qd () e Q)N (tq(e(t)g (@) +f () +1-q)G(1). (3.31)

Preuve. (i) Lorsque 0 < p < 1,0 < ¢ < 1, nous définissons la fonction

a(t) t
wm:A b@Luw@u@+dm%m+Ad@K@@@m@wwwwma
(3.32)

ot w (t) est une fonction non-décroissante sur R, et ce qui entraine,
u(t) <g(t)+wl(t). (3.33)

Appliquons le Lemme 1.3 a l'inégalité (3.32), ensuite substituons 'inégalité (3.33) dans

cette derniére, nous obtenons

a(t)
w@)glé b(s) L (s.p (a(s)u(s) + c(s)) + (1 - p)) ds

+Ad@ﬂagﬂdQUM+f@D+ﬂ—®MS

IN

a(t)
/O b(s) L (s,p(a(s)(g(s) +w(s))+cls)) + (1 —p))ds
+/0 d(s) K (s,q(e(s)(g9(s) +w(s)) + f(s) + (1 —q))ds
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a(t)
< [ LEraE ) aw ) +els) +1-p)d

+Ad@ﬂﬂ&ﬂd&ﬂ@+e@w®ﬂﬁﬁm+1—®%-

Utilisons I'inégalité ci-dessus et les propriétés des fonctions L et K, nous obtenons

a(t)
w@)élﬁ b(s) L (5. [p (a () g (5) + () + 1 — p] + [pa () w (s)]) ds

+/0 d(s) K (s,[q(e(s)g(s)+ [ () +1—ql+ge(s)w(s)])ds
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ou G (t) est définie par (3.31).

v (t) une fonction non décroissante sur R définie par
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et
v(0)=0, wt) <GE)+v(t), via®) <v(t). (3.36)

Dérivons v (t), par rapport a t et utilisons 'inégalité (3.36), nous trouvons

V(1) = pa ()b (alt)) M(

S

IA

3

Q\

=

o —~
—~ S

=

0

< pa’ (1) b(a(t) M (a(t),p(ala(t)g(a(t)+eclalt) +1-p)
X (G (a(t)) + v (1))
+qd () e Q)N (L,q(e(t)g(t) + 1) +1-q)(G({) +v (1))
< h(t)v(t) + k(t), (3.37)

ot h(t) et k(t) sont données par (3.31).

multipliant (3.37) par exp ( fot h(s) ds) et en l'intégrant de 0 & ¢, nous obtenons

v (t) < exp (/Oth (5) ds) /Otk (s) exp (— /O h(7) dr) ds. (3.38)

A partir de (3.33), (3.36) et (3.38), nous obtenons

u(t) < g(t) + G(t) + exp </Ot h(s) ds) /Ot k() exp (— /0 h(7) d7> ds.

(ii) Lorsque 0 < p < 1,q > 1, en appliquant le Lemme 1.4 & I'inégalité (3.25), nous avons

a(t)
u(t) < g(t)+ /0 b(s) L (s,(a”(s)uP(s)+cP(s)))ds

+/0 d(s) K (s, 2171 (e (5) ul (s) + f4 (3))) ds.
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En utilisant les propriétés des fonctions L et K, nous obtenons
a(t)
u(t) < g(t)+ /0 b(s) [M (s,a” (s)u (s)) (s) + L (s, a” (s) u” (s))] ds
—l—/o d(s) [N (5,271 (e (s)u?(s))) f9(s) + K (5,297 e? (s) u? (s))] ds

a(t) t
= A (t)+ /0 b(s)L(s,a’(s)u”(s))ds+ /0 d(s) K (5,27 e (s)ul (s)) ds,
(3.39)

ot A (t) est donnée par (3.31).

Définissons une fonction w(t) sur R™ par

a(t) t
w(t) = /0 b(s) L (s,a? ()" (s)) ds + /0 d(s)K (5,207 ¢ (s)ut () ds,  (3.40)
ot w(t) est une fonction non décroissante et
u(t) <A (t)+wl(t). (3.41)

L’application des deux Lemmes 1.3 et 1.4 a l'inégalité (3.41) et l'utilisation de (3.40)

nous permet d’obtenir une estimation de w(t) comme suit

a(t)
/0 b(s)L(s,a”(s) (A1 (s)+w(s))")ds

w (t)

IN

o [ A0 (527 (6) (A ) 4w o))

IN

a(t)
/O b(s) L (s,a” (5) [p(As (s) +w (s)) + (L= p)]) ds

—l—/o d(s)K (3, 2071l (5) [2‘1’1 (A (s) +w? (s))}) ds

IN

a(t)
/0 b(s) L (s,pa® (3) Ay (s) + pa? (s) w (s) + @@ (s) (1 — p)) ds

—I—/O d(s) K (s, 224Dt () A7 (s5) 4 2247 Vet (5) w? (s)) ds.
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En utilisant une autre fois les propriétés des fonctions L et K, nous donnons

w@) < [0 M (o () 41 9) + 0 5) (1 e 51w 9
+L (s,pa? (s) Ay (s) +aP (s) (1 —p))]ds
b [N (5, 2207068 (5) A1) 2207068 5) w0 5
K (5, 220708 (5) A9 (s))ds
< [ e 9 419 0 ) 0 ) ) 9

+b(s) L (s,pa” (s )Al( ) +a”(s)(1—p))ds
/ (5) N (5,220 Dt () AL (s)) 226D () w? (s)

)N
K(s,22qleq ) A1 (s)) ds
a(t)

= Bi(t)+ i M (s, pa” (s) Ay (s) + a” (s) (1 = p)) pa” (s) w (s) ds

/ (5) N (5, 22070t () A7 (5)) 226D (5) w? () ds, (3.42)

ou By (t) est donnée par (3.31).
Soit T' > 0 une constante fixé sur R*. Comme Bj (t) est une fonction non décroissante,

pour tout ¢ € [0,T], et d’apres (3.42), nous avons

a(t)
w(t) < Bi(T)+ / b(s) M (s, pa? () Ay (5) + a? (s) (1 — p)) pa? (5) w (s) ds

¢
+/ d(s)N (s, 221Dt (5) A (s)) 224 Vet (s) w? (s) ds. (3.43)
0
Posons v(t) a droite de I'inégalité ci-dessus, ce qui donne

a(t)
v(t) = Bi(T) +/0 b(s) M (s, pa” (s) Ay (s) + a” (s) (1 — p)) pa” (s) w (s) ds

+/0 d(s) N (5,220 Ve (s) Af (s)) 220 Ve (s) w? (s) ds (3.44)
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telle que v(t) est une fonction non décroissante, et

v(0) =B (T),w(a(t) <w(t) <wv(t). (3.45)

Dérivons v(t) par rapport a t ou t € [0, 7] et utilisons (3.45), nous obtenons

V() = o (0)b(a(t) M (a(t),pa” (a(t) A (a(t) +a” (@ (1) (1 - p))
xpa? (o () w (a () +d (t) N (8,22 Vet (1) AT (£)) 2207Vt () w (¢)
< o (Db (a(t) M(a(t),pa? (a(t) A (a (1) + a* (a () (1 - p))
xpa® (o (1)) v () +d (t) N (¢,2207 Vet (1) Af () 220 Vet () 07 (t), (3.46)

)
(@

Considérons le probléme a valeur initiale suivant, pour ’équation différentielle de Ber-

noulli

— = a ()b (e (1) M (a(t),pa’ (a () A (a (b)) +a” (a(t) (1 - p))
xpa? (a (8)) y (8) +d (£) N (t,2°@ Vet (1) AT (1)) 2207 Ve? (£) y? (1)
y(0) = Bi(T). (3.47)

Alors pour tout ¢ € [0,T], on obtient une solution unique a cette équation :

a(t)
y(t) = exp (/0 b(s) M (s,paP (s) Ay (s) + d” (s) (1 —p)) pa® (s) ds)

X (B}—q (T) + /0 t O (s) ds)llq, (3.48)

ou (] (t) est donnée par (3.31). Pour t = T', nous obtenons

a(T)
y(T) = exp (/O b(s) M (s,pa” (s) A (S)+ap(8)(1—p))pa”(5)d8>

1

q

« (B;—q (T) + /0 exe ds)l | (3.49)
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D’apres le théoréme de comparaison pour les équations différentielles ordinaires et la

condition (3.27), nous avons
a(T)
v(T) < y(T)=exp (/0 b(s) M (s,pa (s) Ay (s) + d” (s) (1 —p)) pa® (s) ds)

X (B}q (T) + /0 ' Cy (s) ds> o : (3.50)

D’apres (3.41), (3.45) et (3.50), nous obtenons

a(T)
u(T) < A (T)+exp (/0 b(s) M (s,paP (s) Ay (s) + a® (s) (1 — p)) pa® (s) ds)
X <Bll‘1 (T) + ! C1 (s) ds> o ) (3.51)

Pour un 7T arbitraire tel que ¢ € R™, nous obtenons
a(t)
u(t) < A;(t)+exp / b(s) M (s,pa (s) A1 (s) + a® (s) (1 — p)) pa? (s) ds
0

« (Bi—q () + /0 o) ds)llq.

(iii) Lorsque 0 < ¢ < 1, p > 1, la preuve est similaire a celle du second cas. La preuve

est ainsi achevée. m

Remarque 3.6 Si nous prenons L (s,x) = x et d(s) = 0, alors l'inégalité (3.25) donnée
par le Théoréme 3.12 se réduit a linégalité de Tian et Fan, donnée par le Lemme 3.1.
Et si nous prenons L (s,x) = x et K (s,y) =y, alors linégalité (3.25) donnée par le

Théoreme 3.12 se réduit o linégalité de Song et Meng, donnée par le Théoréme 3.8.

Théoréme 3.13 Supposons que u,a,b,c,d,e € C(RY,R"), a(t) est une fonction non
décroissante sur RY et soit « € C* (RT,R") une fonction non décroissante avec o (t) <

t,a(0) = 0. Soit L,K : R" x R" — R* et M,N : Rt x Rt — R’ des fonctions
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différentiables par rapport a la premiére variable et vérifie

0 < L(t,x)—L(t,y) <M (t,y)(x—y) pourtout x>y >0,

0 < K(t,x)— K (t,y) < N(t,y)(r —y) pourtout x>y > 0.

Supposons que m,n,l,r € (0,1], p,q > 0 sont des constantes. Si u (t) satisfait l'inégalité

w(t) <a(t)+ /Oa(t) b(s)L (s, (um (s) + /Osc(f) u (7) d7>p) ds

+/Otd(s)K (s, (ul (s) +/Ose(7) " (7) dT)q> ds, (3.52)

alors on a les résultats suivants :

sutvante

— (i) Lorsque 0 < p<1,0<¢<1,o0na

w(t) < at) + G (t) + exp </Ot B (5) ds> /Ot iy (5) exp (— /0 ha (7) dT) ds.
(3.53)

— (i) Lorsque 0 <p <1,q>1 et
t
B (1) + / o (s)ds > 0, (3.54)
0
on a

a(t)
u(t) < a(t)+As (t)+exp </0 pb(s) M (s,pf{ (5) As (s) + f1 (s) (1 = p)) fT (5) dS)

X (B;q (t) + /0 t Oy (s) ds>llq. (3.55)
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— (ii1) Lorsque 0 < g <1,p>1 et

Dy P (t) + /t By (s)ds > 0, (3.56)

ol
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Cy(t) = (1—q) 2<—1>d<>N(t 2200 gt (1) A1 (1)) g (1
xexp(/o (4~ 1)b(s) M (s, pf? () Aa (s) + /7 (s) (1 — )
X pft(s)ds),
a(t)

Do) = [ bEIL (2 (5) A 0)
+/0d<s>K<sqgl<>A4<s> () (1 — g)) ds,

Ey(t) = (1—p) 2004 (t)b(a (1))
XM (o (t), 220D f7 (0 (1)) A2 (o (1)) 7 (r (1))
xexp(/0< ~1)d(s) N (s, qg? (5) A3 (5) + g7 (5) (1 — )
x qgi (s)ds)
a(t)

Gi(t) = /0 b(s)L(s,p(fi(s)a(s)+ma(s)+1—m

+/Osc(7')(na(7)+1—n)d7’)+1—p)d8
+/0 d(s)K(s,q(g1(s)a(s)+la(s)+1—1
+/Os€<7) (ra(r) +1—=r)dr) +1-q)ds,

L) = m+n/0 c(s)ds, gl(t):lJrr/Oe(s)ds,
h(t) = pa’ ()b(a(t) fi(a ) M(a(t),p(fi(at)ala(t)

+ <ma(a(t))—|—1—m—i—/oa(t)c(T)(na(T)—i—l—n)dT))
+1=p)+qd () g Q)N (t,q(g () a(t)

etr

) M

+<la(t)+1—l+/ge (ra(r)+1-—r) dT))—I—l—q),
(

)
ki(t) = pa’ (t)b(a(t) fi(a () M(a(t),p(fi(a(t) ala())
a(t)
+<ma(a(t))+1—m+/0 c(T)(na(T)—i-l—n)dT))

+1—p) G t) +qd (D) g1 ()N (L (g1 (£) a (1)
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+(la(t)+1—l+/0te(7)(m(7)+1—r)d7)> +1—q) G (t).

Preuve. Définissons la fonction w (t) comme suit :

w(t) = /0 YRy <s, (um (s) + /0 Ce(r)un (7) df)p> ds
+AZMQK(&<M@y+éi%ﬂuﬂﬂd{Y)%,

ot w(t) est une fonction non décroissante sur R*, et
u(t) <a(t)+wl(t).

Appliquons le Lemme 1.3 a l'inégalité (3.60), nous donnons

u" () < (a@)+w@)" <m(a(t)+w®)+1-m,
u' () < (a()+w ()" <n(a(t)+w(t)+1-n
d (1) < (a(t)+w(®) <ia(t) +w(t)+1-1
u () < (a®)+w(®) <r(a)+w)+1-r

La substitution de (3.61) dans (3.59), entraine

a(t)
w(t) < /0 b(s) L (s,[m(a(s) +w(s) +1—m
+ c(7) (n(a(T)—l—w(T))—i—l—n)dT}p) ds
+ | d(s)K (s, [(l(a(s)+w(s))+1—=1)

+

ST

e(r)(r(a(r)+w(r))+1—-1) dr} q) ds,
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on peut réécrire I'inégalité ci-dessus sous la forme :

a(t)
w(t) < /0 b(s)L (s, [fi(s)w(s)+ma(s)+1—m
+/Osc(7)(na(7')—|—1—n)d7'} )ds
—i—/o d(s)K (s,[g1(s)w(s)+la(s)+1—1

n /0 () (ra(r)+1—1) df} q) ds, (3.62)

ou f1(t) et g1 (t) sont définis par (3.58). A partir de (3.60) et (3.62), nous obtenons

a(t)
w(t) < a(t)/o b(s) L (s, [f1 () w(s) + ma(s) + 1 —m
+/OSC<T)<HG<T)+1—n)dT1p> ds—i—/o d(s) K (s,]g1 (s)w(s)

+ la(s)—i—l—l—i—/ose(r) (T@(T)—l—l—r)dT]q) ds. (3.63)

L’inégalité (3.63) a la méme forme que l'inégalité (3.25) du Théoréme 3.12. En utilisant
le Théoréme 3.12; et les conditions (3.54) et (3.56), nous pouvons obtenir les résultats

requises. La preuve du Théoréme 3.13 est terminée. m

Remarque 3.7 Sinous prenons L (s,x) =z ,d(s) =0etm > 0,p > 1, alors l'inégalité
(8.52) donnée par le Théoréme 3.18 se réduit a l'inégalité de Tian et Fan, donnée par
le Théoréme 3.6. Et si nous prenons L (s,z) =z et K (s,y) =y, alors l'inégalité (3.52)
donnée par le Théoréme 3.13 se réduit a linégalité de Song et Meng, donnée par le
Théoréme 3.9. Et si nous prenons L(s,z) = z , d(s) = 0 et m,n,p € (0,1] , alors
Uinégalité (3.52) donnée par le Théoréme 3.13 se réduit a linégalité de Li et Wang,

donnée par le Théoréme 3.3.

Théoréme 3.14 Supposons que u,a,b,c,d,e € C (RT,R"), a(t) est une fonction non

décroissante sur RT, et soit o € C' (RT,RT) une fonction non décroissante avec o (t) <
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t,a(0) = 0. Soit L, K : R" x Rt — R* et M,N : Rt x Rt — R% des fonctions

différentiables par rapport a la premiére variable, vérifie

0 < L(t,x)—L(t,y) <M (t,y)(xr —y) pourtout x>y >0,

0 < K(t,z)—-K(t,y) <N (t,y)(x—y) pourtout x>y >0,

Supposons quek >m >0, k>n>0,k>1>0,k>r>0,p,q>0 sont des constantes.

Si u (t) satisfait l'inégalité

uF () < a(t) + / " b(s) L (s, (um (s) + /0 Ce(r)un (7) dT)p) ds

0

o [awx (s (o (e i) )as .

alors on a les résultats suivants :

— (i)Lorsque 0 <p<1,0<q <1, ona

w(t) < [a (£) + G (£) + exp </Ot ho (5) ds>

x /O o (s) exp (— /0 “ha (7) dT) ds} " (3.65)

— (i) Lorsque 0 <p <1, > 1 et

e

t
By 9 (t) + / Cs(s)ds > 0, (3.66)
0
on a

u(t) <

a(t)
a(t) + As (t) +exp (/0 pb(s) M (s,pf3 () As (s) + f5 (s) (1 — p))
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X f3 (s)ds) (B () + / (9 ds) ] . (3.67)

— (iit)Lorsque 0 < ¢ < 1,p>1 et

Dy P (t) + / tEg (s)ds >0, (3.68)
ult) < [a<t>+A6<t>+exp(/o 2 (5) N (5, 49 (5) As (8
L) (1—g)g <>d>(D p<t>+/0E3<>d) (3.69)

a0 = [ b M550 ()
x[%a()+k;m+/o (ﬂ(%am k;”)df} y
b [ AN (527 (6 )
{éa()—i—%%— Os (T)(%L(T)ﬂ“_ )df} d
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Cs (1)

G (t)

k2 (t)

(1—q) 22 Nd (1) N (¢,220 Vg (t) AL (1)) g3 ()
a(t)
X exp ( i (g —1)b(s) M (s,pf3 (s) As (s) + f5 (s) (1 — p))
X pfy (s)ds),
a(t)
/O b(s) L (5, 20D f2 (5) AZ (s)) ds
[ A K (5.0 5) Ao (s) + 98 5) (1= ) s,
(1—p) 22D (1) b (o (£)) M (a(t), 227D £ (e (1)) AL (1))
sz (a (1))
renp / 0 6) N (5998 (5 A0 0)+ 581(5) (1~ ) g (5 )
X q92 (s)ds)
a(t)
| oL (R + fal
+ ’“’T’" —1—/050(7) (%CL(T) + an) dT) +1 —p) ds
+/0 d(s) K (s,q (g2 (s)a(s)+ éa (s)
+ %jt/ose(T) (ra(r)+52) dr) +1—Q> ds,
wop [ @it n=tri [ et
pa’ (£)b(a(t) fo (o (£)) M (e (t),p (fo (e () a(a(t))
a(t)
+ (%a(a(t))+’“‘7m+/o c(7) (
+qd (t) g2 (t) N (t,q (92 (t) a (t)
+ <%a(t) + & —|—/0 e(r) (fa(r) +52) d7)> +1 —q)
pa’ (£)b(a () fa (a (£)) M (a(t),p (f2 (a () a(
+ (%a(a(t))—kkTm—i—/ C(T)(%G(T)—Fan)dT))—i-l—p)

X G (0 (t) +qd (t) g2 (1) N (t.q (g2 (t) a (t)

=3
IS
S
+
ES
w‘l
3
SN—"
QU
\1
N~
N~
+
—_
|
]
N~
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+(to0+ 224 [ e o +52)ar) ) +1-0) el @0)

Preuve. Définissons la fonction non décroissante v () sur R* par :

o) = [Trere(s (@ [ewrr @) )as
+/Otd(S)K (s, (ul (s) +/Ose(7') u” (7) dT)q> ds, (3.71)

w(t) < (a(t) +vt)F. (3.72)

alors, nous avons

Utilisons l'inégalité (3.72), et appliquons par la suite le Lemme 1.3, nous trouvons

m

u(t

IN

(t) (a(t)+ov(t)* )+ 5,
uh(t) < (a(t)+v()F < E(alt) +ot) + B
d(t) < (a(t) +u®)F < Ea(t) o)+ 5L
u(t) < (a(t)+u)F < E(alt) +o(h) + B (3.73)

on peut réécrire 1'inégalité ci-dessus sous la forme :

a(t)
U(t)g/o b(s) L (s, [fa(s) v (s) + ™a(s)
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vt [0 G+ 22y | ) s (3.74)

Y= /Ose (7) (2 (r) + £=7) dT} q) ds)i . (3.75)

L’inégalité (3.75) a presque la méme forme que I'inégalité (3.25) du Théoréme 3.12. En
utilisant le Théoréme 3.12 et les conditions (3.66) et (3.68), nous pouvons obtenir les

résultats souhaités. Ce qui achéve la preuve. ]

Remarque 3.8 Si nous prenons L (s,x) = x et d(s) = 0, alors l'inégalité (3.64) donnée
par le Théoréme 3.1/ se réduit a [inégalité de Tian et Fan, donnée dans le Théoréme
3.7. Et si nous prenons L (s,x) =z, d(s) =0 et k =1, m,n,p € (0,1] alors l'inégalité
(8.64) donnée par le Théoréme 3.14 se réduit & l'inégalité de Li et Wang, donnée dans
le Théoréme 3.3.

3.4 Applications

Dans cette section, nous présentons quelques applications de nos résultats, ol nous

avons montré que les solutions des équations intégrales & retards sont bornées.
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Exemple 3.1 Considérons l’équation intégrale a retard de type Volterra suivante :

vt =a(l)+ /0 TRy <5, (x (s) + /0 (O 2 (6) d§>3> ds,  (3.76)

ou a(t),b(t),c(t) € C(R,R), a(t) € C*'(RT,RT) est une fonction non décroissante
avec, a(t) < t, a(0) = 0. Soit L : R* x R* — R*, M : Rt x R* — R* des fonctions

différentiables par rapport a la premiére variable, ce qui vérifie
0<L(t,x)— L(t,y) <M (t,y)(x —y) pour tout x>y >0.

Alors, Uéquation (3.76) satisfait l'inégalité suivante :

2 (6)] < Ja ()] + <% (t —8/:(” b(s) (1+/Osrc<s>rd5)3

« M <s,4 (le@l+ [ let@llate) d§)3> ds>_ (3.77)

2 () >8/Oa(t)|b<s>| (1+/03|c<s>|ds)3M (s,4(|a<s>|+/os|c<s>||a<§>|ds)3) ds,
: ko= | el <s,4 (\a<s>| JAEGIG! d§)3> ds

Preuve. Soit z (t) une solution quelconque de I'équation (3.76), pour tout ¢t € R,

\a<t>|+/j(”\b<s>\ L ( (x<s>+/osc<s>x<5>ds)3>

at) s 3
\a(t)|+/0 [b(s)[ L (8, (!MS)H/O IC(S)Hw(ﬁ)\%) )dS- (3.78)

=

Nous avons

|z (1)] ds

IN

IN
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Soit u (t) = |z (t)], alors nous pouvons réécrire I'inégalité (3.78) sous la forme suivante :

o) s 3
u) <la@l+ [ \b<s>|L<s,(u<s>+ / \c<f>|u<s>df)>ds. (3.19

0

En appliquant le Théoréme 3.10 a I'inégalité (3.79), nous trouvons

ult) < ra<t>|+(%2<t>—8/0am\b<s>|(1+/Osrc<£>|d5)3

« M <s,4 <|a(s)| + /O ()] ]a (€)] d§>3) ds) | (3.80)

Ce qui montre que la solution de ’équation (3.76) est bornée. m

[NIES

Exemple 3.2 Considérons l’équation intégro-différentielle o retard suivante :

WF () = a () +/Oa(t)F (s,u(s),/OsG(T,U(T))dT) ds

t s
—i—/ H (s,u(s),/ S (1,u(T)) dT) ds, (3.81)
0 0
out € R u(t) e C(RT,RT), a(t) e C(RT,RT), a(t) € C' (R",R") est une fonction

non décroissante avec, o (t) < t. Soit F,H € C (R* x Rx R,R),G, S € C (Rt xR — RY)

et k une constante positive.

Théoréme 3.15 Supposons que F, G, H, S vérifient les conditions suivantes :

[F@U V) < b()L(s, (U™ +V)"),

\H (U, V)| < d(t)K (s, (U +V)7),

Gt U)| <) U, |S(t,U)| <e)U (3.82)

et
t
By (t) +/ Cs(s)ds > 0,
0
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out e RT, UV eR, b(t),c(t),d(t),e(t) e C(RT,R")etk>m>0,k>n>0,k>
I >0, k>r>00<p<1,qg>1 sont des constantes. B3 (t) et C3(t) sont définis
dans le Théoréme 38.14. L, K : R" x Rt — R et M, N : R" x R" — R* des fonctions

différentiables par rapport a la premiére variable vérifiant

0 < L(t,x)—L(t,y) <M (t,y)(x—y) pourtout x>y >0,

0 < K(t,x)— K (t,y) < N(t,y)(xr —y) pour tout x>y > 0.

Alors pour tout t € R, toutes les solutions de ’équation (3.81) admettent

u(t)] <

a(t)
ww+&@wem(l pb (5) M (s, pf2 (s) As ()

Sl

+ﬁ@MLmDE®MQQ%WO+ACM@%yﬂ], (389
ot As (t) et fo(t) sont définis par (3.70) du Théoréme 3.14.

Preuve. Soit u (t) une solution quelconque de I’équation (3.81), & partir de (3.81) et

(3.82), pour tout ¢ € R™, nous avons

@l < a(t)+/0a(t) F(s,u(s),/osa(f,u(f))m) ds
+/Ot H(s,u(s),/OSS(T,u(T))m') ds
< a(t)+/oa(t)b(s)L< ( /\Gru( |d7)>
+/Otd() < (m |+/|S7'u \df))
<o+ [ oen (s (wer s [eomera) )as

+/Otd(s)K <s, (|u(s)|l +/Use(7) |u(7)|7"d7>q) ds. (3.84)
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L’application du Théoréme 3.14 a I'inégalité (3.84), par les conditions (3.82) pour tout

t € R™, nous obtenons

ju(®)] < fa(t)+ 45 (1)

- a(t)
+exp (/0 pb(s) M (s,pf3 (s) As (s) + £3 (s) (1 = p)) f5 (s) dS)

(s o )]

Ce qui acheve la preuve. m
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Chapitre 4

Stabilité de quelques systémes
perturbés aux échelles de temps et

applications

En mathématiques, la stabilité est 1’étude la plus généreuse pour concevoir le com-
portement des solutions d’équations différentielles et des trajectoires de systémes dy-
namiques sous de petites perturbations des conditions initiales, et par rapport a leur
domaine d’évolution.

Particulierement, la théorie de la stabilité au sens de Lyapunov des systémes dyna-
miques non linéaires, a été largement étudiée au cours des dernieres décennies, d’oti une
progression importante, en analyse ainsi qu’en théorie du controéle et applications. Pour
une excellente introduction a la stabilité des équations différentielles et des équations aux
différences, nous renvoyons le lecteur aux monographies [40, 50] et [3], respectivement.

En 1990, et avec les travaux d’Aulbach et Hilger [5], I'analyse de la stabilité aux
échelles de temps a été lancé avec un accent particulier sur les systémes linéaires, qui
a par la suite attiré 'attention de nombreux chercheurs, et dans ce contexte plusieurs
auteurs comme Dacunha [28], Bohner et Martynyuk [18], Peterson et Raffoul [45]

et d’autres [25,30,41] ont étudié les propriétés de la stabilité des systémes dynamiques

110



linéaires et non linéaires aux échelles de temps.

Soit n un entier positif, on considére le systéme linéaire suivant :
2 () =AMz (t), x(t) =z #0? (4.1)

oux, xg € R" t,tg € T,supT = +c et A: T — R ™ est une fonction régressives a
valeurs matricielles, ce systéme a été traité depuis longtemps dans des cas aussi discrets
que continus et sous diverses hypothéses pour étudier le comportement des solutions. Le

systéme (4.1) admet I'unique solution donnée par :
x (t) = Ra(t, to)xo.

Ainsi que, le systéme perturbé associé, sur des échelles de temps est donné par ’équation

suivante :

() = A{t)x (t) + F(t,x (1)), z(ty) = x0 (4.2)

La solution du systéme perturbé (4.2) notée = (t) = x (t, to, x9) vérifie ’équation intégrale

x(t) = Ra(t, to)xo + /t Ra(t,o(s)) F(s,x(s))As, teT}

to’
to

on F'(t,0) =0et F: TS x R* — R" est une fonction rd—continue de T. Rappelons que
Ra(t,to) est une fonction matricielle est appelée matrice de transition (voir Définition
1.32).

On considere le systéme dynamique défini sur une échelle de temps T comme ci-
dessous :

z2(t) = f(t, @), te Ty

to?

x(to,to,l'o) = X, to € T, To € Rn, (43)

ouz € R"” f:T xR"— R" est rd-continue par rapport a la premiére variable avec
| (£, 0)|| < fo. On suppose aussi, que les conditions d’existence et d’unicité de la solution

du systeéme (4.3) sont satisfaites pour tout conditions initiale (o, z) € T x R". Notons
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cette solution par x (t) = x (¢, to, zo)-

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiére section, nous énoncons quelques
inégalités intégrales et quelques résultats récents de stabilité. Ensuite dans la seconde
section nous avons énoncé des nouvelles généralisations de la stabilité exponentielle de
certaines classes de systémes perturbés par ’approche des inégalités intégrales, ainsi que
la stabilité pratique pour les systémes perturbés sur des échelles de temps arbitraires par
I’approche de la fonction de Lyapunov. Et nous concluons ce chapitre par des exemples
illustratifs.

Nous notons que certains nouveaux résultats de ce chapitre ont fait ’objet de la
publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi, M. Meramria, M. A. Hammami, Sufficient
conditions for uniform exponential stability of some classes of dynamic equa-
tions on time scales and applications, Trans. Natl. Acad. Sci. Azerb. Ser.

Phys.-Tech. Math. Sci. Mathematics, 41(1), (2021), 60-70.

4.1 Sur quelques résultats récents autour de la sta-
bilité exponentielle et pratique

Nous commencons cette section par énoncer des inégalités intégrales non linéaires de
type Gronwall (Bellman, Bihari et Pachpatte) aux échelles de temps, qui sont nécessaires

pour notre étude.

Lemme 4.1 ([12]) Supposons que y, f,g,h,m € C.q (T, R,). Si l'inégalité

y(t) < f(t)+g(t) /tt {h(s)y(s) +m(s)} As, pour tout t € T},

est vérifiée, alors

¢
h(T)g(T)AT} As, pour tout t € T} .

y(t) < f(t) + g(t) /t: {h(s)f(s) +m(s)}exp U,

(s)
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Théoréme 4.1 ([4]) Soit g une fonction croissante et continue, p € Crq (T,R}), y €
Crq (T, R). Soit w la solution de

w® = p(t)g(w(t)), wlty) = .

Supposons qu’il existe une fonction bijective G satisfaisant (G o w)A = p. Si l'inégalité

<o+ (P gly(r)Ar

to

est satisfaite pour tout t € ']I‘Zg, alors

RN () arl.

to

Théoréme 4.2 ([14]) Soit a € T et ty € TEF. Supposons que u, f € Cprg(TF Ry) et
S:THxR,y — R, une fonction rd-continue et A-différentiable par rapport a la premiére

variable t, satisfaisant
0<S(t2)— Sty < Rty (z—y), (4.4)

pourt € Th o >y >0 00 R: T xRy — R% est une fonction rd-continue et A-
différentiable par rapport o la premiére variable t. Soient v, a, e des fonctions non nega-
tives rd-continues sur T} telles que v est non-croissante avec a(t) < 1. Supposons aussi
que

SA(t,u(tg)) >0, R (t,u(tg)) >0 pout tout t € THT.

Si ((t,s) est définie comme dans le Théoreme 1.1, telle que ((t,s) > 0 et ¢*'(t,s) > 0

pourt,s € Tfﬁ avec s < t, alors

ult) < o) + ) [ <0 (50 um) + [ 7S (ru(r)aT) An

to

113



pour tout t € ']I‘to , tmplique

ult) < v(0) +alt) [ <00 <5(toav(f0))€¢(ﬂat0) [ e¢<n,a<r>>w<f>m) A,

to to

pour tout t € Tf()’+, avec

B(t) = R(o(t), v(to))e(t) + Tpeleato 1 ¢ / ¢ (t,7)
et
B(t) = S (t,v(to)) + Clo (1) DS (2, vlte) + / ¢ (2. 7)S (7, v(t0) A,
Preuve. Définissons la fonction w(t) par
wt) = [ et (s0nut)+ [ <715 atr)AT) S
Donc,

u(t) < o(t) +w(t). (4.5)
Comme w est A-différentiable sur T, il est facile de trouver I’estimation suivante :

to

w(t) < e(t) (S(t,v(te)) + R(t, v(te))w(t)
+ /t C(t,7) (S(7,v(ty)) + R(7,v(ty))w(T)) AT) .

Définissons la fonction auxiliaire z par

2(t) = S(tt,v(to)) + R(t,v(t0))w(t)
—l—/t C(t,7)(S(T,v(to)) + R(T,v(to))w(T))AT.

Il est clair que z est A-différentiable non-décroissante, et on a

wi(t) < e(t)=(1),
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z(to) = S(to, v(to))

et
R(t, v(to))w(t) < z(t). (4.6)

Calculons la A-dérivée de z et utilisons les propriétés de S, on obtient

2A(t) = S%(t (o)) + R(o(t), vlto))w? () + R (. (v(to)w(t) + (o (t), 1)
(S(t, v(to)) + R(t, v(to))w(t))
/ ¢ (t,7) (S(7,v(t0)) + R(7, v(to) Jw(r)) AT

IN

(R(a(t),v(tg))s(t)—l—%—i-C / C2 (t,7) Ar) 2(t)

+52¢(t,v(to)) + C (o (1), 1) S(t, v(ty) + /t CA(t, 1) (S(T,0(t)) AT
— 6020+ 0(0). (4.7

Appliquons le Lemme 1.2, a I'inégalité (4.7), on trouve

2(t) < (S(to, v(to)) €4(t; to) +/ es(t, o (7)) (T)AT.

to

Par une simple combinaison de I'inégalité précédente et I'inégalité (4.6), on obtient

wh(t) < e(t) (s (to, v (to)) es (¢, to) + / ed)(t,o—(T))zp(T)AT).

to

La A-intégration de la derniére inégalité sur [to, t] N T%T donne I'estimation suivante :

wi) < [ <t (Sttaow)es o)+ [ estiotr)o(r) A7) A

to to

Substituons l'inégalité précédente dans 'inégalité (4.5), on trouve 'inégalité souhaitée

pour u. m

Définition 4.1 ([29]) Soit w : Rt — RT une fonction définie sur Ry.. w est dite de
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classe H, si elle vérifie les conditions suivantes
— w(u) est une fonction croissante et continue pour u > 0 et positive pour u > 0.
— 1l existe une fonction continue ¢ sur R* avec w(au) < ¢(a)w(u) pour a > 0, u

> 0.

Nous présentons maintenant deux résultats sur la stabilité du systéme (4.2) obtenue

dans [12,13] .

Théoréme 4.3 ([12]) Il existe une fonction continue ¢ sur R avec w(au) < ¢(a)w(u)
pour o > 0,u > 0. Si les conditions suivantes sont satisfaites
— le systéme linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable.

— Le terme perturbé satisfait

F(t, ) < a(t) [le]l + x ().

+o00 7 +o00 7
- /i I_O;(Z)(S)As <d < oo, [ x(s)e-x(to,0(s)) As <k < +o0.

Alors le systéme perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

Théoréme 4.4 ([13]) Si les conditions suivantes sont satisfaites
— Le systéme linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable.

— Le terme perturbé satisfait
1£(E, )| < m(t) ||«

otm € Crg(TE Ry ) et p €]0,1].
- [ eala, a(s))m(s))%As <m avec g =1—p.

Alors le systéme perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

En 2005 Peterson et Raffoul [45], ont étudié la stabilité exponentielle de la solution
zéro pour les systémes d’équations dynamiques sur des échelles de temps. Ils ont définis

une fonction de Lyapunov de type I , puis formulés les inégalités appropriées sur ces
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fonctions qui garantissent que la solution zéro décroit de maniére exponentielle vers le

Z€ro.

Théoréme 4.5 ([45]) Supposons que D C R" et qu’il existe une fonction de Lyapunov
V:D —[0,00) de type I (voir Définition 1.29) telle que pour tout (t,z) € [0,00) X D,

on a :

A @)zl < V(@) <A (@) |2l

—As(®)]lz]|"+Legs (t,0)
= 1+Mpu(t) ’

V(z)—Vi(z) < 7ees(t,0),

N

yAa (t,z)

ot A\ (), A2 (t) et Az (t) sont des fonctions positives avec A\ (t) non décroissante, p,q,r

sont des constantes positives, L,y > 0 et 6 > inf 25() * Alors la solution zéro du systéme
t>t0>0(N2) 4

(4.3) est exponentiellement stable.

Remarque 4.1 Dans le Théoréme 4.5, si A, (i =1,2,3) sont des constantes positives,

alors la solution zéro du systéme (4.3) est uniformément exponentiellement stable. La

prewve de la remarque découle du Théoréme 4.5 en prenant 6 > ltnf O(A;‘ )t; et M = o ()t;
020(A2) ¢ 2)4

Dans [11], Ben Nasser et Hammami ont étudié le stabilité pratique pour les sys-

témes perturbés non linéaires aux échelles de temps. Basé sur la technique de Lyapunov.

Théoréme 4.6 ([11]) Supposons qu’il existe une fonction de LyapunovV : TxR™ — R”

contintiment différentiable, qui satisfait les conditions suivantes :

arlz]* < V(ta) < aplla]® + AL+ p(t)§) sy (t,10).

VA (tx) <

< el

ot A, ayq, ag, s, 6, p sont des constantes positives avec ¢ + o <o. Alors le systéme (4.3)

est globalement uniformément pratiquement asymptotiquement stable.
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4.2 Nouveaux résultats sur I’étude de la stabilité ex-
ponentielle et pratique

Nous énongons maintenant avec preuve quelques nouveaux résultats concernant 1’étude

de la stabilité exponentielle du systéme perturbé (4.2) en jouant sur le terme perturbé

F.

Théoréme 4.7 Supposons que le systéme linéaire (4.1) est uniformément exponentiel-

lement stable avec des constantes positives \, v ainsi que le terme perturbé satisfaisant

F(t,x) < g(tyw(||z]l), t € T} (4.8)

to?

ot g (t) une fonction positive et rd-continue et w € H. Soit r la solution du systéme

sutvant :

ra(t) = p(w(r(t)), r(te) =7 (4.9)

et il existe une fonction bijective W satisfaisant

(Wor)® =~p sachant que / p(s)As < oo, (4.10)

to

pour tout tog € T, p(t) = %g(t)w (ﬂ/ek—?tll)t)> Alors le systéme perturbé (4.2) est

uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Soit le systéme linéaire (4.1) uniformément exponentiellement stable, la

fonction correspondante de la matrice de transition satisfait la condition

IR At to)]| < vex(t, o). (4.11)

La solution du systéme perturbé (4.1) vérifie '’équation intégrale

z(t) = Ral(t, to)xg —|—/ Ra(t,o(s))F(s,x(s))As, (4.12)

to
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En prenant les deux parties de ’équation (4.12) en norme avec l'utilisation de (4.11),

nous obtenons

lz@)I < [1Ra(t, t0)] H:UoHJr/t [Ba(t, o ()| [ F(s, (x(s))[| As,

< ’Ye/\(t,to)H%H‘f‘@/\(tatO)/t ve-a(to, a(s))g(s)w(llz(s)[)As,
< et to) [vllfvoH +/t ve_x(to,0(8))9(8)w(llx(8||)AS]' (4.13)

D’ou

t
erltodleOl < o 4 o / e A(to,0(5)) g(s)w< ol e_A<to,s>Hm<s||> As.
to

l[zoll l[zoll e-x(to:s) l[zoll

Tocl , nous obtenons

Posons maintenant u(t) =

t
u(t) <7 —i—/ %g(s)w <”x—‘;Hu(s)> As. (4.14)
to o e—k( 075)
Puisque la fonction w est de classe H , OUS aurons

t
u(t) <+ / 202 g )6 (A28l ) w(u(s) A,
to

Prenons

p(t) _ ’76—/\<t0aa(t))g(t)¢ ( ||.l’0|| t)) )

o

Alors, nous obtenons :

u(t) < 7+ / p(s)w(u(s))As.

to

Appliquons le Théoréme 4.1, nous obtenons :

w) < w[wey+ | tp(s)As] | (4.15)
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pour tout ¢t € ']I‘Zg, alors

()]} < dex(t,to) [|zoll ,d = 1,

ou

d=w (W) [Taons.

to

Alors le systéme perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable. m

Théoréme 4.8 Supposons qu’ils existent des fonctions d, k € C,4(T,R,), qui vérifient
les conditions suivantes :
— 1) Le systéme linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable, avec X,
des constantes positives.

— i) Le terme perturbé satisfait la condition :
1 o) < n(d@) [[z]) + k() (4.16)

oun : Ry — Ry est une fonction croissante différentiable sur |0, 00[ telle que sa
dérivée premiére ' est continue et décroissante sur )0, 0o].

— iii) Il existe deux constantes d, k>0 telles que

400 . +o0 ~
/ DI Ay < ] < 4o, / 1(k(s))e_x(to, 0(s))As < T < +o0.
to to

1-Au(s)
Alors, le systéme perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Soit ty € T, xy € R". Pour tout ¢y et g = x(to). La solution du systéme

perturbé (4.2) vérifie ’équation intégrale suivante :

[@)I < 1R, o) || [l2o] +/tt [Rat, o () 1 F (s, (x(s))[| As.
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Comme le systéme linéaire (4.1) est uniformément exponentiellement stable, d’apres les

conditions i) et ii), nous obtenons facilement

[z(@)]] < ve—x(t,to)\lﬂﬁoH+’V€—A(t,to)/t e_x(to, a(s))n (d(s) [|z]| + k(s)) As.
(4.17)

Par une simple application du Théoréme de la valeur moyenne & la fonction 7, nous
aurons, pour tout x; > y; > 0, il existe ¢ € |yy, 1] tel que n(z1) —n(y1) = n'(c)(x1—11) <

n'(y1)(x1 — y1). Ainsi, nous avons :

n(d(s) |zl + k(s)) < n'(k(s)) x d(s) [l]] + n(k(s)). (4.18)

Et en utilisant les deux inégalités (4.17) et (4.18) précédentes, nous obtenons :

[zl < ~ve-x(t,to) ||wo||t
+76A(t,to)/ e-x(to,a(s)) [ (k(s)) x d(s) |z[| + n(k(s)] As.

to

Appliquons le Lemme 4.1 a cette derniére inégalité, nous trouvons :

[z < ve-x(t;to) (\|;EOH+(/ e-x(to, () (k(s))d(s)ve-x(s, to) [[zoll

to

+€—>\(t070£3))77<k<3))
X exp (/ e_x(to,o(T))n (k (1)) x d(T)’}/e_)\<T,t0)AT) As) . (4.19)

(s)

D’aprés la condition iii), I'inégalité précédente devient

@)l < (14 vdexp (vd) ) e-alt.to) o]l + 7R exp (vd) e-altto)

¥ kexp(~d
= enaltto) laall |1+ odexp (1d) + 529 (4.20)

Ainsi le systéme perturbé (4.2) est uniformément exponentiellement stable. m
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Théoréme 4.9 Si les conditions suivantes sont satisfaites :
— (Hy) Le systéme nominal (4.1) est globalement uniformément exponentiellement
stable.

— (H2) Le terme perturbé vérifie
LE(E (@) < e()(SE @) + y(2),

y2(t) < @S, a@), y(a) = 0. (4.21)

— (Hj) Il existe une constante positive m telle que :

/a+°° e1(n) (S(to, d)egs(n,a) + /aq7 ep; (1, 0(7))5 (T) AT) An

< md, Vo € Ry, Vty € T/,

avec e1(t) == ve_x(a,0(t))e(t), ¢s(t) := R(o(t),d)er(t) + Rggt{g@ +£(t) et hy(t) =
SA(t,0) + £(t)S(t,6) pourt € T} et 6 € R,. Alors, le systéme perturbé (4.2) est

globalement uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Soit § € R, tel que v ||zo|| = J. Utilisons la solution z(t) de (4.2) qui vérifie

[z < N[Ra(t; o) || l2(to) || + /tt [Ra(t, o(s))[[[E (s, z(s))]| As.

Prenant compte de 'hypothése (H;) et le terme de perturbation (4.21), on peut trouver

une estimation de la solution x(t) comme suit :
t

lz@] < vonHeA(t,to)+€x(t,to)/ ve-x(to, a(m))e(n)

to

x (S (1, [l ()11) +/tn£(7)5(ﬂ IIJf(T)II)AT) An. (4.22)
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Appliquons le Théoréme 4.4 a I'inégalité (4.22), avec les fonctions v(t) := vye_, (¢, to) ||zo]| , a(t) :=

e-x(t,to), e = €1, ((t, ) == &(s), ¢ = @5 et 1) = b5 on obtient

@ < ol e-r(tto) + e_x(t, to) / &1 (1)

X (S (to,0) egs(n,a) + /77 eqs (1, J(T))@%(T)AT) An. (4.23)

Utilisons I’hypothése (H3) et (4.23), on obtient I’estimation suivante :
(O] <~ (1 +m) [[zoll e-x(t, t0).

Ce qui montre que le systéme perturbé (4.2) est globalement uniformément exponentiel-
lement stable. m

Dans ce qui suit, nous énoncons avec preuve un nouveau résultat sur ’étude de la
stabilité pratique pour des systémes perturbés non linéaire aux échelles de temps, basé
sur la technique de Lyapunov. Ce résultat est une généralisation du Théoréme 4.6 obtenu
par B. Ben Nasser et M. A. Hammami [11].

Dans le théoréme suivant, nous supposons que T est une échelle de temps dont la

fonction de granulation est bornée, c’est-a-dire p (t) < 11 < oo pour tout t € T.

Théoréme 4.10 Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V : T x R — R"

continiment différentiable, qui satisfait les conditions suivantes :
ay [|z]]” < V(E,z) < aq |z + A1+ 1 (t) 0) esy (£, 10) (4.24)

et
VE(t,2) < s =l (4.25)

ou A, a1, q9,a3,0 et p sont des constantes positives. ¢ > r > 0,9 # 0,p > 1 avec

(a?ﬁgK = > §. Alors le systéme (4.3) est globalement uniformément pratiquement ex-

ponentiellement asymptotiquement stable.
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Preuve. Soit x € R” une solution du systéme (4.3), pour tout ¢y € T, t € ']I‘Zg et pour
0 <6 < ¢, K >0, nous commencons par la dérivation de V' (z (t)) es (¢, t9) par rapport

a t au sens des échelles de temps, nous donnons
[V (w () €5 (£, 1)) = VAt (1)eg (£, to) + V ((1))e5 (2, to). (4.26)
Utilisons l'inégalité (4.25), nous trouvons

[V (x () es (t:t0)]% < g lall™ (14 pu (8) 6) es (¢ to) + OV (a (1)) es (¢, to)

< —agl|lx]|"es (¢, to) + 0V (x)es (¢, to) - (4.27)
Utilisons l'inégalité (4.24), nous obtenons

[V (w () es (1, t0))
(—(a;’ﬁ[V () = AL+ p (1) 6) ey (t,10)]/7 + 0V (2 (t))) es (t,t). (4.28)

IN

/q

Appliquons le Lemme 1.3 & Pexpression [V(z) — A (1 + p(t)0) esy (t,t0)]"? et substi-

tuons le résultat dans (4.28), on obtient

[V (& () 5 (t.t0)]°

< (V@) — G2 2K IV (@) = AL+ p(0)8) eap (1)) + 52| ) 03 (1, 0)
< (V) - 3K TV @)+ 5K T AQ p(0)6) eoy (110)
- (a?)r/q'%[(g) es (¢, o) - (4.29)

Il est facile de constater que

—%OC;’)W ‘J%KE < #;")r/q gKE. (4.30)
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Utilisons I'inégalité (4.30), et la condition "K'a > 6. Ainsi Pinégalité (4.29) im-

(a )T/q

plique I'estimation suivante

[V (z () e (£, 1))
< (5\/(95(75)) OV (@) + 27t K T AL+ p(1)0)

X ey (o) + =27 qKq) es (. to)

< <(a;1)sr/q;K AL+ (1)) ey (t,to) + z%77 - Kq)eé(t,to)

Utilisons les propriétés de la fonction exponentielle aux échelles de temps, nous donnons

[V (@ (£)) es (¢, 1))

S @ a)T/q ZK A (1 + 1% (t) 5) 65990 (t, to) + W—K €s (t to) (431)

Intégrons les deux cotés de 'inégalité (4.31) de tp a t avec xg = x (1), nous trouvons

t t

/ V(b)) es (tt0)]® < / UK T AL+ (1) 8) esep (1 to)

to fo

ST )r/qu es (t,to) -
Ainsi
7 KT AQHUOD s kT A0
a r/q q o 7aq
Vi(x(t)es (t,to) = V) < L2252 Y esop(t, ty) — 1225 e

+(a2a)3T/q§Ka%€5 <t7t0) - %(a;lﬁgf(i

Comme tlim esey(t, to) = 0 pour (0 < ¢), alors nous obtenons
—00

as TK T A(14p(t)d)
)T/

+ (aj)3T/q ZK s€e5 (t tO) 6 @ a)sr/q ZK,
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Utilisons les propriétés de la fonction exponentielle aux échelles de temps, peut étre

reformulée 'inégalité ci-dessus comme suit :

03 _rpt T A(14p(t)5)
ao)T/a a
V@) < <v<xo>—<2” =

%(aza)gr/q qK + (ag)’"/q qKq es (t, to)) ess(t, to)

03 e 1T AL p(0)0) .
< (V(xo)—(“” [ — 1 _os g}ﬁ)

1
5@3& ) (a2)r/q

Xegs (t tO) + 5 (aa)sr/q ;Kq

En combinant (4.17) avec I'inégalité ci-dessus, ensuite appliquons la puissance % sur les

deux cotés, nous aboutirons

03 T A(14p(t)5)
-1 ag)”/ a r
ol < a /P<<V<xo>—”> e — bk

1/p
X 695(t to) + 1( Of)sr/qu ) .

Appliquons une autre fois, le Lemme 1.2, sur cette derniére, nous pouvons donner une

estimation de ||z (t)|| comme suit :

1 1 BT AL+ ()0) ,
—1 1-p as)7/49 4 e TG
lz@)] < ay'? (—K v ((V(ﬂco)— R —%<a2)3waKq>

p

x eas(t to) + 5K ) + %K?)
r—q
_ 23 TR a A(14+p(t)d)
-1 1-p as)”/ a r
< oy /pzng P <V<x0) — e C =) (15(02)3;/(1 qK > 665<tv tO)
1 1-p a r L _ 1
Yo /p (%K P %(a;r/QEKq + %Kn)

r _ ES . . 4
Ki+ 2K P). La preuve est ainsi achevée.

Remarque 4.2 Cet aspect de stabilité concerne le cas ou la taille des conditions initiales
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peut étre aléatoirement croissante et les trajectoires correspondantes convergent de ma-
niere stable par une fonction exponentielle d’échelle de temps décroissante, vers un petit

voisinage de lorigine.

4.3 Applications

Exemple 4.1 Soit T une échelle de temps et to = 0. La fonction de granulation est

supposée bornée

1
Ogu(t)</’bmax:§7 VtET(_)‘—

On considére le systéme dynamique suivant

A 1 1 k(@®)|z2 ()]
=21 () + 5 (e [ (O] + w/:;:%(t)ﬁac%(t)ﬂ +1),
A _ V3 1 k(t)|z1(t)]
Loy = 2 1n((t+1)(a(t)+1) |l’2(t)| + x%(t)—i—;%(t)—i—l + 1)7 (432)

x (O) = (xl,mm?,o) )
ot x(t) = (w1 (), 22 ()" € R?, k € Cra(T,Ry) et

t+o(t)+2
(t+1)2(o(t) + 1)

k(t) = _e_x(o(1),0).

On remarque que le systéme précédent se transforme sous la forme matricielle suivante :

(1l _ E@lea®)]
- -1 0 z1(t) n 2 ln((t+1)(0(t)+1) e ()] + 22 (t)+a(t)+1 +1)
B V3 ! B(Ole1 (1) ’
0 -1 22(t) > (e 20+ Zoem U
(4.33)
-1 0
ou A = € CrgR (T, M, (R)), p # 1, F(t,0) = 0 et le systéme linéaire
0 -1

admet lunique solution z(t) = Ra(t,0)x(ty), ot Ra(t,0) est la matrice exponentielle
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donnée par :

6_1(t, 0) 0
Ra(t,to) = , T E ’]T(J{ (4.34)
0 e,l(t, 0)
et
IR A(t, to) || = V2e_1(t,0). (4.35)

Il est clair que la condition (i) du Théoréme 4.8 est vérifié, comme on a trouvé deux
constantes positives (\,7y) = (1, \/5), ce qui confirme que le systéme linéaire est unifor-
mément exponentiellement stable. Aussi le terme perturbé satisfait la condition (ii), avec
une fonction n(x) = In(x + 1) croissante et différentiable sur R, et sa dérivée premiére

continue et décroissante sur R, .

1)< (G el + R0 + 1) = (d(0) 2] + k(1) . (4.36)

Maintenant, nous vérifions la derniére condition du Théoréme 4.8 . On a

“+o00 “+o00
o (k(s))d(s) _ 1 1
/0 ) DS = /0 =) hG) G TG 2%

+o00
1 1
< /0 1) DT 2%

+oo
1 T
§2/0 mAS—2—d<+OO (437)

Comme

+o0
/0 k(s)e—x(0,0(s))As < +o0,

donc, il existe k telle que

/ k() x(0,0(5)) As
+o00
_ /0 In(k(s) + De_x(0, o(s))As,

+00 +oo
st+o(s)+2
/0 k(s)e_x(0,0(s))As = /O %As,

IN
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s+1

+oo A -
= / (L)  As=1=Fk < +oo. (4.38)
0

Toutes les hypothéses du Théoréme 4.8 sont vérifiées. Donc le systéme perturbé (4.32)

est uniformément exponentiellement stable.

Exemple 4.2 Soit a > 1, T une échelle de temps discréte avec une taille de pas non
uniforme. La fonction de granulation est supposée bornée, i.e. 0 < u(t) < 2 pour tout

t € T} . Considérons le systéme perturbé suivant :

{a:f(t) = (e(t) = 3) ma(t) + e(t) 2 (1), (4.39)
wp () = (e(t) — ) w2(t) + e(t)22(t),
avec
ZlA(t> = a(t) |$2(t)| sit > a,
Z2A(t) = tal(t) [z1(t)] sit>a,
z1(a) = z3(a) =0,
ot v = (w1,79)" € R? et et) = m Le systéeme (4.39) peut s’écrire sous la
-2

forme du systéme (4.2) et le terme perturbé satisfaisant la condition (Hy) avec £(t) = ——

to(t)’
S(t,z) = x. Comme U'hypothése (Hy) est vérifiée avec A\ = % et v = 1. Dans ce cas,
¢s(t) = ex(t) +&(t) = ye_y (a,0(t) e (t) + (1) et Ps(t) = £(t)d. Utilisons le fait que

e1(t) < os(t) et &(t) < @5(t), on peut vérifier que

/ &1 (1) | eoy (m.0) + /ne%(n,am)m An < 2, (ta).

-~

ey (nia)—1

L’hypothése (H3) impose la convergence de

+oo

+oo
o5 (1) Anz/ (e1(n) +& () An.

a
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De plus on a
t t
/51(77)A77:’Y/ W%WAH:’Y(%—%)Si

et

t t
/ f(n)An=/ wmAn < g
D’ou
t
egs (t,a) < exp (/ s (1) An) <exp(2).

Finalement, toutes les hypothéses du Théoréme 4.9 sont vérifiées et donc le systéme (4.39)

est globalement uniformément exponentiellement stable.
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Conclusion

Dans cette thése, notre étude a porté sur de nouvelles inégalités intégrales de type
Bihari-Gamidov, pour des fonctions & deux variables aux échelles de temps, ainsi que
quelques inégalités intégro-différentielles a retard ont été développé.

Ces inégalités intégrales jouent un role important dans ’étude de différents types
d’équations différentielles et intégro-différentielles.

On a procédé a I’étude de la stabilité de certains systémes perturbés aux échelles de
temps par ’approche des inégalités intégrales. Nous nous sommes intéressés, plus parti-
culiérement, a la stabilité pratique de ces systémes. En généralisant quelques conditions,

et en utilisant la fonction de Lyapunov.
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