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À la plus douce et la plus merveilleuse de toutes les mamans. Tu n’a pas cessé de me
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ABSTRACT

The purpose of this work is the determination of the numerical solution of a

classical unilateral stationary elliptic obstacle problem. The numerical technique com-

bines Moreau-Yoshida penalty and spectral finite element approximations. The penalized

method transforms the obstacle problem into a family of semilinear partial differential

equations. The discretization uses a non-overlapping spectral finite element method with

Legendre-Gauss-Lobatto nodal basis using a conforming mesh. The strategy is based on

approximating the solution using a spectral finite element method.The discrete system

obtained is solved by an iterative algorithm based on the confidence region. In addition, by

coupling the penalty and the discretization parameters, we prove a priori and a posteriori

error estimates where reliability and efficiency of the estimators are shown for Legendre

spectral finite element method. Such estimators can be used to construct adaptive me-

thods for the obstacle problems. Moreover, numerical results are given to corroborate the

error estimates.

Keywords : Obstacle problem, Penalty approximiation, Spectral method, Finite element

method, A priori error estimate, A posteriori error estimate.
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RÉSUMÉ

Le but de ce travail est de déterminer la solution numérique d’un problème

d’obstacle elliptique stationnaire unilatéral classique. La technique numérique combine

la pénalisation de Moreau-Yoshida et les approximations spectrales par éléments finis. La

méthode de pénalisation transforme le problème de l’obstacle en une famille d’équations

aux dérivées partielles semi-linéaires. La discrétisation utilise une méthode des éléments

spectraux sans recouvrement avec une base nodale de Gauss-Lobatto Legendre utilisant

un maillage uniforme. La stratégie est basée sur l’approximation de la solution à l’aide

d’une méthode spectrale aux éléments finis. Le système discret obtenu est résolu par un al-

gorithme itératif basé sur la région de confiance. De plus, en couplant la pénalisation et les

paramètres de discrétisation, on prouve des estimations d’erreur a priori et a posteriori où

la fiabilité et l’efficacité des estimateurs sont montrées pour la méthode des éléments spec-

traux de Legendre. De tels estimateurs peuvent être utilisés pour construire des méthodes

adaptatives pour les problèmes de l’obstacle. De plus, des résultats numériques sont four-

nis pour corroborer les estimations d’erreur.

Mots clés : Problème d’obstacle, Approximation de pénalisation, Méthode spectrale,

Méthode des éléments finis, Estimation d’erreur a priori, Estimation d’erreur a posteriori.
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 الملخص
  كلاسيكية ثابتة أحادية إهليلجيهالغرض من هذا العمل هو تحديد الحل العددي لمشكلة عقبة 

وتقريب  العنارببر الطيفيببة  Moreau-Yoshidaجباا   . تجمب  التقنيببة العدديبة ببينالجانب 

المعاق  مشكلة العقببة إلبع عاةلبة مبن المعبادلاف التفا بلية  الاسلو  يحول .الجان  المحددة

الجاةية شبه الخطية. يستخدم التقدير طريقة عنرر طيفب  محبدود ريبر متداخلبة مب  أسبا  

علببع  الاسببتراتيجيةباسببتخدام شبببكة مطابقببة. تعتمببد   Legendre-Gauss-Lobattoعقبدي 

الحل باستخدام طريقة العنارر المحددة الطيفية ، ومن ثم سيتم حل النظبام المنفربل  تقري 

التكراريببة د علببع منطقببة الثقببة بواسببطة خواراميببة تكراريببة تعتمبب الحرببول عليببه الببذي تببم 

ذلب  ، مبن خبلال اقتبران العقوببة ومعلمباف التقبدير ، نثببف تقبديراف الخطب    بالإ باةة إلبع 

ريقبة العناربر المحبدودة المقبدراف لط تم عبرض موثوقيبة وكفبا ة يم حيث المسبق واللاحق

المقببدراف لبنببا  طببري تكيفيببة لمشبباكل  هببذ اسببتخدام مثببل يمكببن    Legendre. الطيفيبة ل

 .العواةق. علاوة علع ذل  ، يتم إعطا  النتاةج العددية لت كيد تقديراف الخط  

          وببببة ، الطريقبببة الطيفيبببة ، طريقبببةمشبببكلة العقببببة ، تقريببب  العقالكلماااال المحيا: ااا          

 .    العنارر  المحدودة ، تقدير الخط  المسبق ، تقدير الخط  اللاحق

 



INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie des inéquations variationnelles est un domaine important de mathématiques.

Le problème de l’obstacle sous forme d’inéquation variationnelle est un problème impor-

tant qui a été étudié par de nombreux chercheurs. Ses applications se trouvent par exemple

dans l’ingénierie, l’économie et la finance. Ces problèmes impliquent généralement de trou-

ver des points d’équilibre d’un système ou des problèmes d’optimisation de forme soumis

à des contraintes données appelées obstacles. Pour plus de détails sur les inèquations

variationnelles et leurs applications on peut, par exemple, consulter [3, 27, 42, 55].

Dans ce travail, le problème de l’obstacle en question est un prototype pour

une classe des problèmes d’obstacles unilatéraux elliptiques qui impliquent des frontières

libres modélisant de nombreux phénomènes tels que la transition de phase, l’écoulement

de jet et l’expansion de gaz dans un milieu poreux ; voir par exemple [27] . De plus,

l’étude du problème de l’obstacle pertinent dans un tel contexte conduit à ouvrir de

nouvelles directions et est motivée par des problèmes de génie mécanique et de finance

mathématique, voir par exemple [34, 41].

Par conséquent, pour la résolution de ce type de problèmes, des méthodes numériques

sont nécessaires. Selon la littérature mathématique, la méthode des éléments finis semble

être la plus populaire pour la discrétisation et la résolution des problèmes de l’obstacle,

voir par exemple [19, 26, 61]. En outre, d’autres méthodes numériques peuvent également

être trouvées, telles que la méthode des différences finies [9] et la méthode des volumes

finis [62].

La méthode des éléments finis [58] est une méthode variationnelle et fait partie

1



Introduction générale 2

des outils des mathématiques appliquées. En analyse numérique, la méthode des éléments

finis est utilisée pour résoudre numériquement des équations aux dérivées partielles. Elle

repose sur l’approximation des solutions par des fonctions dont la restriction à chaque

élément du domaine est un polynôme de bas degré.

Les méthodes spectrales ( Tau, Galerkin, pseudo-spectrale et collocation) ont été in-

troduites pour la première fois par D. Gottlieb et S.Orszag dans [31] et [51], ensuite

développées par C . Bernardi et Y.Maday [10],[11] et [9]. Elles reposent sur l’approxi-

mation des solutions d’équations aux dérivées partielles initialement par des séries de

Fourier tronquées puis par des polynômes de haut degré (l’ensemble des polynômes de

Jacobi). Les méthodes spectrales utilisent des formules de quadrature numérique pour

évaluer les intégrales obtenues dans la formulation variationnelle, plus précisément la for-

mule de Gauss-Lobatto. Le problème est discrétisé aux nœuds de cette formule qui sont,

dans notre travail, les racines des dérivés des polynômes de Legendre.

La méthode des éléments spectraux a été proposée initialement par Patera en 1984

dans [52], et introduite au début des années 90 en géophysique par Seriani & Priolo (1994)

dans [57]. La méthode des éléments finis spectraux peut utiliser des bases polynômiales de

Chebyshev (Priolo et al., 1994) [53] ou encore de Legendre (Komatitsch & Vilotte, 1998)

[44]. La combinaison des polynômes de Legendre et des points de quadrature de Gauss-

Lobatto-Legendre permet d’obtenir une matrice de masse purement diagonale aboutissant

à une méthode totalement explicite.

En outre, l’un des intérêts majeurs de la méthode des éléments spectraux est

la convergence spectrale (en terme de précision) obtenue par les bases polynômiales

considérées. En revanche, l’efficacité de la méthode des éléments spectraux est subor-

donnée à l’usage de maillages rectangulaires (2D) ou hexaédriques (3D) où sont définis les

points de Gass-Lobatto-Legendre. De tels maillages présentent certaines contraintes en

matière de flexibilité géométrique qui rendent difficile la création de maillages adaptatifs.

L’extension de la méthode des éléments finis spectraux aux maillages triangulaires (2D)

ou tétraédriques (3D) nécessite la définition de points de quadrature optimaux dans les

n-simplexes qui reste aujourd’hui un sujet de recherche actif (Pasquetti & Rapetti, 2006 ;

Mercerat et al., 2006) [54]. Afin d’affaiblir la contrainte relative aux maillages hexaédriques

conformes, la possibilité d’utiliser des maillages non conformes via la technique des joints

a également été étudiée par (Casadei et al., 2002) dans [23]. Cette technique permet de

considérer des maillages non conformes entre plusieurs domaines et mettre en oeuvre une

condition de raccord entre ces domaines afin d’étudier la continuité de la solution. Cette
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dernière approche n’est pas considérée dans cette thèse.

La méthode des éléments finis spectraux d’ordre élevé permet une approximation

sur des géométries plus complexes employant des fonctions continues d’interpolation de

Lagrange par morceaux, où les points de collocation sont les racines de polynômes ortho-

gonaux (Gauss -Lobatto point d’intégration). Elle combine les avantages des méthodes des

éléments finis et spectraux. Comme la méthode des éléments finis, le domaine du problème

de l’obstacle est divisé en K sous-domaines disjoints. Dans chaque sous-domaine, une ap-

proximation est construite comme une combinaison linéaire d’ordre élevé de polynômes

orthogonaux, où le paramètre d’approximation λ est un K-uplet donné par le polynôme

de degré N et le pas h de chaque sous-domaine.

Cependant, la méthode de convergence des éléments finis spectraux est obte-

nue soit en augmentant le degré N des polynômes, ou en augmentant le nombre de

sous-domaines K. Nous notons que la méthode des éléments spectraux est similaire aux

méthodes hp−éléments finis dans lesquelles le raffinement de la grille peut être obtenu

en augmentant le nombre d’éléments (h−raffinement) et/ou en augmentant l’ordre po-

lynomial d’approximation au sein de chaque élément (p−raffinement). La motivation de

cette thèse est l’utilisation des éléments finis hp−spectraux pour de tels problèmes. Il

semble qu’il n’y a pas de travail sur la méthode des éléments hp−spectraux et cette ap-

proche constitue une contribution originale à la discrétisation d’un problème d’obstacle

pénalisé. Ce travail actuel repose beaucoup sur des études antérieures sur l’indicateur

d’erreur résiduel basé sur l’étude de French et al. [26] pour une solution par éléments finis

du problème de l’obstacle pénalisé.

L’objectif de cette thèse est double. Premièrement, il s’agit d’appliquer la méthode

des éléments spectraux de Legendre à un problème d’obstacle donné, ensuite prouver en

détail, une estimation d’erreur a priori. A l’aide de l’opérateur d’interpolation de Clément-

Scott-Zhan [56], on souhaite obtenir des estimations d’erreur a posteriori de l’élément

hp−spectral des solutions pénalisées. Pour cela, nous utilisons d’abord la technique de

la pénalisation pour approcher le problème de l’obstacle qui sera ainsi remplacé par une

famille de problèmes elliptiques semi-linéaires. L’approximation du problème de l’obstacle

par une équation régularisée pénalisée, en introduit un paramètre d’approximation noté δ,

voir par exemple [4] et [47]. Deuxièmement, pour la discrétisation numérique du problème

de l’obstacle pénalisé, on utilise la méthode des éléments spectraux de Legendre, voir [36]

et [49] et pour la résolution numérique, on utilise une méthode itérative basée sur une
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stratégie de région de confiance, [38], [43]

Puisque yδλ est une solution discrète d’un problème discret arbitraire, l’idée princi-

pale des estimations d’erreur a posteriori est d’associer à chaque sous-domaine Ωe l’estima-

teur ηe, qui peut être calculé explicitement en fonction de la solution yδλ et des informations

données de telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites (voir [7]).

L’erreur
∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)

est la borne supérieure telle que

∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)
≤ cλ1

(∑
e

(
η2
e + k1e

)) 1
2

,

Chaque quantité ηe est bornée comme suit

ηe ≤ cλ2

(∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ωe)
+ k2e

)
,

où les termes k1e et k2e dépendent des données connues du problème considéré.

Ainsi, la famille des indicateurs d’erreur est optimale si les constantes cλ1 et cλ2

sont bornées indépendamment de λ, ce qui est le cas dans un espace à une dimension,

mais ce n’est plus vrai dans les espaces de dimension supérieure.

Le mémoire se présente comme suit : on commence par une introduction générale

puis dans le premier chapitre, on présente la définition du problème variationnel pour

le problème modèle et on passe, brièvement, en revue les arguments d’existence et de

régularité des problèmes de l’obstacle continus et pénalisés. On rappelle aussi leurs princi-

pales propriétés et on introduit la notation qui sera utilisée tout au long de ce travail. Le

chapitre 2 contient, d’une part, une présentation générale concernant les méthodes spec-

trales et éléments finis et d’autre part, on donne un aperçu de la méthode des éléments

spectraux de Legendre ainsi que leurs propriétés fondamentales. Dans le chapitre 3, on

donne la description de la discrétisation du problème de l’obstacle pénalisé et des estima-

tions d’erreur a priori et des preuves rigoureuses des estimations d’erreurs a posteriori.

Dans le chapitre 4, on présente un algorithme itératif basé sur la région de confiance pour

résoudre le problème discret. Pour la corroboration des résultats théoriques, on considère

des exemples numériques. Le mémoire s’achéve par une conclusion, des perspectives et

des références.



CHAPITRE 1

INÉQUATIONS VARIATIONNELLES

ELLIPTIQUES ET LEUR

APPROXIMATION

Les inéquations variationnelles représentent une classe importante de problémes

non linéaires d’origine physique, mécanique ou autre [24]. Plusieurs auteurs ont étudié

l’existence, l’unicité et la régularité de la solution de ces problémes [14],[?].

Les problèmes de contrôle optimal gouvernés par des inéquations variationnelles

sont des problèmes intéressants car ils permettent de contrôler certaines frontières libres

via les inéquations variationnelles associées (voir [16]) et aboutissent à des questions d’op-

timisation de forme. Les résultats d’existence et d’unicité sont nombreux (voir par exemple

Barbu dans [5]).

On s’interresse dans ce chapitre à la formulation en inéquations variationnelles

des problémes de type obstacle. On va rappeler les principaux résultats sur l’existence,

l’unicité de la solution des inéquations variationnelles ainsi que leur approximation. On

outre, on donne la formulation générale des inéquations variationnelles ainsi que celle des

problèmes d’obstacle sous la forme variationnelle.

5



1.1. Notations 6

1.1 Notations

Dans cette section, on commence par donner quelques éléments qui seront utilisés

dans une analyse ultérieure. On présente pour le moment les notations utilisées dans ce tra-

vail. On rappelle ici les espaces dans lesquels se trouvent les solutions. Plus généralement,

on donne tous les espaces utilisés pour l’analyse numérique du problème (propriétés de

régularité, approximation, ...). Les notations utilisées pour les espaces de Sobolev sont

classiques ainsi que les démonstrations qui peuvent être trouvées, par exemple, dans [15].

Dans la suite de ce travail, Ω est un ensemble ouvert borné, régulier et convexe

dans Rd où (d ≤ 3), avec une frontière ∂Ω continue et lipschitizienne et x = (x, y) un

point générique. Ainsi, on rappelle que D (Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment

différentiables à support compact dans Ω [1], D′ (Ω) le dual de D (Ω) est l’espace des

distributions sur Ω. On introduit également l’espace C0
(
Ω
)

des fonctions continues sur

Ω. Soit p tel que 1 ≤ p < +∞, on note par Lp(Ω) l’espace des fonctions v de Ω dans R

mesurables tel que

‖v‖Lp(Ω) < +∞,

où ‖v‖Lp(Ω) désigne la norme, définie par

‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v (x) |pdx
)1/p

si p < +∞ et ‖v‖L∞(Ω) := sup ess
x∈Ω

|v(x)|,

où, il est bien connu que, l’espace Lp(Ω) est un espace de Banach pour cette norme, qui

est réflexif si et seulement si 1 ≤ p < +∞. On sait également que

- Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) contient l’espace D (Ω) comme sous-espace dense.

- Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) est continu dans l’espaceD′ (Ω). Dans le cas particulier

où p = 2, Lp(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v (x) dx.

La théorie des distributions permet de définir pour les espaces Lp(Ω) des dérivées d’ordre

quelconque à valeur dans D′ (Ω) : pour tout d−uplet α = (α1, ...., αd) de Nd, |α| représente

la longueur α1 + ....+αd et on note par ∂α la dérivée partielle d’ordre total |α| et d’ordre

αj par rapport à la j−ème variable, 1 ≤ j < n.

Définition 1.1. Soient p tel que 1 ≤ p < +∞, et m un entier positif, on définit l’espace

de Sobolev Wm,p(Ω) par

Wm,p(Ω) :=
{
v ∈ Lp(Ω);∀α ∈ Nα, |α| ≤ m, ∂αv ∈ Lp(Ω)

}
.
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Soient p un nombre réel, 1 ≤ p < +∞, et m un entier positif. On note par

Wm,p
0 (Ω) l’adhérence de l’espace D (Ω) dans l’espace Wm,p(Ω), que l’on le munit de la

norme

‖u‖Wm,p(Ω) :=

∫
Ω

∑
|α|≤m

|∂αv (x) |pdx

1/p

si p < +∞. (1.1)

Il est facile de vérifier que l’espace Wm,p (Ω) est un espace de Banach réflexif lorsque

1 ≤ p < +∞. Dans le cas particulier où p = 2, l’espace Hm (Ω) est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire associé à la norme (1.1)

(u, v)→
∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αu) (x) (∂αv) (x) dx.

Corollaire 1.1. Pour tout nombre réel p, tel que 1 ≤ p < +∞, et tout entier positif m,

la semi-norme

|u|Wm,p(Ω) :=

∫
Ω

∑
|α|=m

|∂αv (x) |pdx

1/p

,

est une norme sur l’espace Wm,p
0 (Ω) , équivalente à la norme ‖u‖Wm,p(Ω).

Définition 1.2. Soient p un nombre réel, tel que 1 ≤ p < +∞, et m un entier positif.

On définit le nombre réel q tel que
1

p
+

1

q
= 1. On note par W−m,q (Ω) le dual de l’espace

Wm,p
0 (Ω), et on le munit de la norme duale

‖f‖W−m,q(Ω) = sup
v∈Wm,p

0 (Ω),v 6=0

〈f, v〉
|v|Wm,p(Ω)

,

où 〈 ., . 〉 désigne le crochet de dualité entre W−m,p′ (Ω) et Wm,p
0 (Ω) . Dans le cas particulier

où p = 2, on a q = 2. On note respectivement par Hm
0 (Ω) et H−m (Ω) les espaces Wm,2

0 (Ω)

et W−m,2 (Ω), et on utilise la même notation pour les normes associées ; on pose

H−m (Ω) := (Hm
0 (Ω))′ ,

alors

Hm
0 (Ω) ⊂ L2 (Ω) ⊂ H−m (Ω) ,

où les inclusions précédentes sont considérées algébriquement et topologiquement.

Notation 1.1. Dans la suite, on note la norme définie sur l’espace de Sobolev d’ordre m

dans Ω par ‖ . ‖Hm(Ω) et par ‖ . ‖L2(Ω) la norme sur L2(Ω).

Soient αi, avec i = 1, 2 deux constantes positives telles que α1 + α2 > 0. On

définit la forme bilinéaire σ(., .) pour tout u et v dans H1 (Ω) par

σ(u, v) =
N∑

i,j=1

∫
Ω

σij(x)
∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂xj
+

∫
Ω

σ0(x)u(x)v(x)dx+
α1

α2

∫
∂Ω

u(σ)v(σ)dσ,
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Si α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, où σ0 et σij satisfont l’hypothèse
σ0, σi, σij ∈ L∞ (Ω) ,
n∑

i,j=1

σijθiθj ≥ m
n∑
i=0

θ2
i , m > 0, (p.p.) presque partout dans Ω, ∀θ ∈ RN .

(1.2)

Dans le cas où, α1 > 0 et α2 = 0, la forme bilinéaire σ(., .) est définie par

σ(u, v) =
N∑

i,j=1

∫
Ω

σij(x)
∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂xj
+

∫
Ω

σ0(x)u(x)v(x)dx,

on a alors σ(u, v) = 〈Au, v〉, où

Av =
n

−
∑

i,j=1

∂

∂xi

(
σij(x)

∂v(x)

∂xj

)
+ σ0(x)v.

On appelle A dans L (H1
0 (Ω) , H−1 (Ω)) l’opérateur linéaire (elliptique) associé à

σ(., .). On dit que la forme bilinéaire est continue sur H1 (Ω) si elle satisfait les conditions

de continuité (H1) et de coercivité (H2) qui seront données ci-dessous.

En outre, dans la suite de ce travail, C et c sont des constantes positives génériques

indépendantes des paramètres d’approximation qui peuvent ne pas être les mêmes à

chaque occurrence.

1.2 Hypothèses et définitions générales

Soient V et H deux espaces de Hilbert réels tels que V est dense dans H et

V ⊂ H ⊂ V
′
algebriquement et topologiquement où V ′ est le dual de V , de plus l’injection

V ⊂ H est supposée compacte. Le crochet de dualité entre V et V ′ est noté par 〈., .〉 et

le produit scalaire dans H par (., .)H , ‖.‖V est la norme de V .

Soit σ(., .) une forme bilinéaire continue de V × V dans R et f appartenant à V
′

On considère le problème suivant : Trouver y ∈ K tel que :

σ (y, v − y) ≥ (f, v − y) , pour tout v dans K
(PVI)

Le probléme (PV I) est appelé inéquation variationnelle. On définit aussi un

probléme plus général (PV I1) qui est équivalent au probléme (PVI) . Si la forme bi-

linéaire σ(u, v) est continue et linéaire en v, alors σ(u, v) = (Au, v), où A est l’opérateur
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associé à la forme bilinéaire σ(., .). Ainsi on définit le probléme suivant : Trouver y ∈ K tel que :

(Ay, v − y) ≥ (f, v − y) , pour tout v dans K
(PVI1)

On dit que (PV I1) est plus général car A n’est pas nécessairement symétrique.

En plus, si la forme bilinéaire est symétrique, on définit une troisiéme formulation de ce

probléme qui est  Trouver y ∈ K tel que :

J (y) ≤ J (v) , pour tout v dans K
(Pmin)

où : J(y) = 1
2
σ(y, y)− (f, y) et K un ensemble férmé et convexe.

Dans la suite on rappelle les résultats d’existence et d’unicité de la solution du

probléme (PV I). Pour cela on a besoin de quelques définitions.

Définition 1.3. La forme bilinéaire σ(., .) est continue sur V ×V s’il existe une constante

C > 0 tel que

σ (y, v) ≤ C ‖y‖V ‖v‖V , (H1)

Définition 1.4. La forme bilinéaire σ(., .) est V−elliptique sur V × V s’il existe une

constante c > 0 tel que :

σ (v, v) ≥ c ‖v‖2
V . (H2)

Théorème 1.1. (Stampachia) [29] Soient σ(., .) une forme bilinéaire continue et V−elliptique

et K un ensemble convexe fermé, alors il existe une solution unique du probléme (PV I)

dans K.

1.3 Formulation du problème

1.3.1 Formulation générale d’une inéquation variationnelle

– Comme la forme bilinéaire σ(., .) est associée à l’opérateur A, on déduit de la

continuité de la forme σ(., .) donnée par (H1) que

〈Ay, v〉 ≤ C‖y‖V ‖v‖V .

et de la coercivité de σ(., .) donnée par (H2) que

〈Ay, y〉 ≥ σ‖y‖2
V .
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– Dans la suite, on se donne une fonction convexe Φ, propre et semi-continue

inférieurment de V dans R ∪ {+∞}, et on note par

domΦ := {y ∈ V | Φ(y) ≤ +∞},

qui est également un ensemble convexe et V -fermé. Rappelons que le sous-

différentiel de Φ en y0 dans V (voir [5] ,[13] ,[6] ,[21]) est donné par

∂Φ (y0) = {z∗ dans V ′ | pour tout y dans V Φ (y)−Φ (y0)−〈z∗, y− y0〉 ≥ 0}

Le problème suivant est appelé inéquation variationnelle générale où il s’agit

de trouver y dans dom (Φ) tel que

〈Ay, z − y〉+ Φ (z)− Φ (y) ≥ 0, pour tout z dans V, (1)

1.3.2 Formulation générale du problème de l’obstacle

Le probléme de l’obstacle est un exemple typique d’inéquation variationnelle du

premier type et des problèmes de frontière libre. Par exemple, un problème d’obstacle

consiste à trouver la position d’équilibre d’une membrane élastique dont la frontière est

maintenue fixe et est déplacée par un obstacle rigide donné. Ce problème modélise le

problème des surfaces minimales ainsi que la capacité d’un ensemble en théorie du po-

tentiel [39]. On peut citer d’autres problémes importants tels la torsion d’un cylindre

elastico-plastique, le probléme de Stefan,.etc, pouvant étre formulés par transformation

en un probléme de type obstacle. A cet effet, on suggére les réferences [24],[?],[29],[37],[42]

et [46]. Puisque le probléme de l’obstacle est difficile à résoudre analytiquement, la solution

approchée est habituelement calculée par différentes méthodes numériques.

Dans ce qui suit, on étudie un problème de frontière libre pour un problème de

type obstacle unilatéral. Ce dernier peut être transformé en un problème d’inéquation

variationnelle que l’on peut aussi l’écrire sous forme d’équation semi-linéaire elliptique.

Formulation du problème de l’obstacle elliptique

Pour faciliter la compréhension, on prend l’exemple du problème dit de l’obstacle

elliptique du second ordre. On suppose que l’opérateur A est l’opposé du Laplacien, à

savoir −∆, avec le choix typique V = H1
0 (Ω) et H = L2(Ω), et on considère le problème
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suivant :

y − ϕ ≥ 0, −∆y − f ≥ 0 (y − ϕ) (−∆y − f) = 0, p.p dans Ω (2)

avec f dans L2(Ω) et ϕ dans H1
0 (Ω), la solution y représente un petit déplacement

transversal d’une membrane élastique Ω fixée le long de sa frontière ∂Ω, soumise à une

force f et un obstacle rigide ϕ.

Le problème de l’obstacle est l’ exemple type d’un problème de frontière libre que

l’on peut interpréter ainsi : la solution y divise le domaine Ω en deux sous domaines I (y)

and N (y) = Ω\I (y), le premier ensemble est appelé ensemble de contact qui est fermé et

est un sous ensemble de Ω où y = ϕ :

Ω = I (y) ∪N (y) ,

où

I (y) = {x ∈ Ω, y (x) = ϕ (x)} ,

Le second ensemble N (y) est le complémentaire de I (y) défini par

N (y) = {x ∈ Ω, y (x) > ϕ (x)} ,

et est appelé l’ensemble de non-contact et est déterminé comme l’ensemble des

points x où y (x) > ϕ (x) (voir figure 1.1 ).

L’ensemble

F = ∂I (y) ∩ Ω = ∂N (y) ∩ Ω

est appelé ensemble de frontière libre, pour plus de détails(voir [55]).

On peut réecrire le problème (2) sous la forme de l’inéquation variationnelle

suivante  Trouver y dans D(ϕ) tel que

σ (y, v − y) ≥ (f, v − y) , pour tout v dans D(ϕ)
(P)

où l’ensemble D est défini par

D(ϕ) = {v | v dans H1
0 (Ω), v ≥ ϕ presque partout dans Ω}.

et f est dans L2(Ω).
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Figure 1.1 – L’obstacle ϕ, la solution y et la frontière libre ∂ {y > ϕ} .[35]

De plus, pour tout ϕ dans H1
0 (Ω), le problème de l’obstacle (P ) a une unique

solution y dans H1
0 (Ω), d’autre part, si ϕ est dans H2 (Ω) alors y est dans H2 (Ω)∩H1

0 (Ω)

[42].

Si dans (1) on prend Φ (.) égal à ID(ϕ), le problème d’obstacle précédent peut

s’écrire également comme une inclusion différentielle sous la forme :

−∆y + ∂ID(ϕ)(y) 3 f dans Ω et y = 0 sur ∂Ω

où ∂ID(ϕ)(y) est le sous-différentilel de la fonction indicatrice ID(ϕ) de D, définie

par

ID(ϕ)(v) =

 0 si v ∈D

+∞ sinon

Le sous-différentiel ∂ID(ϕ) peut aussi s’écrire sous la forme

∂ID(ϕ)(y) =

v ∈ L2 (Ω) /

∫
Ω

v (x) (y (x)− z (x)) ≥ 0, pour toute z dans D(ϕ)

 ,

ou d’une manière équivalente

∂ID(ϕ)(y) =
{
v ∈ L2 (Ω) / v ∈ β0 (y − ϕ) , presque partout dans Ω

}
,
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où β0(.) est défini de R dans 2R est le graphe maximal monotone défini par [4]

β0(r) :=


0 si r > 0

R− si r = 0

∅ si r < 0

(2)

La méthode de pénalisation est la plus ancienne et la plus utilisée puisqu’il s’agit

d’approcher l’opérateur multivoque ∂ID de l’inéquation variationnelle (Barbu [5] et [6]).

En effet, on peut considérer ∂ID = β0, et on se donne une approximation régulière βδ de

β0 tel que βδ = 1
δ
β.

Alors le problème de l’obstacle (P ) peut être approximé par l’équation semi-

linéaire suivante [4]

Ayδ + βδ
(
yδ − ϕ

)
= f dans Ω et yδ = 0 sur ∂Ω, (3)

oú δ > 0 est un paramètre fixé qu’on appelle paramètre de pénalisation, et la fonc-

tion pénalisée β est bornée de R dans R avec une dérivée première bornée et satisfaisant

aux hypothèses suivantes :

H3. β est monotone(croissante).

H4. β (r)− r est décroissante.

H5. pour tout r dans R, β (r) r ≥ 0.

H6. β Lipschitzienne-continue, c’est-à-dire, pour tout r1, r2 dans R

|β (r2)− β (r1)| ≤ |r2 − r1|

H7. β (r) = 0 si et seulement si r ∈D(ϕ) .

Ainsi, la formulation variationnelle du problème pénalisé (3) s’écrit sous la forme : Trouver yδ dans H1
0 (Ω) tel que

σ
(
yδ, v

)
+
(
βδ
(
yδ − ϕ

)
, v
)

= (f, v) , pour toute v dans H1
0 (Ω)

(P δ)

oú pour tout v dans H1
0 (Ω) , on a

σ
(
yδ, v

)
=
(
∇yδ,∇v

)
=

∫
Ω

∇yδ (x) ∇v (x) dx, (4)

Comme β
(
yδ − .

)
est non-décroissante, alors il est bien connu d’aprés [28] que le

problème pénalisé
(
P δ
)

a une solution unique, et l’ensemble
{
yδ
}
δ

est borné dans H1
0 (Ω) ,
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ce qui signifie qu’il existe y dans H1
0 (Ω) de telle sorte que pour une sous-suite notée aussi

par
{
yδ
}
δ

converge faiblement vers y dans H1
0 (Ω) et fortement dans L2 (Ω) lorsque δ

tend vers 0. Comme βδ
(
yδ − ϕ

)
converge vers 0 lorsque δ tend vers 0 cela signifie que

y appartient à D(ϕ), où y est la solution du problème (P ) . De plus, pour ϕ fixé dans

H2 (Ω)∩H1
0 (Ω) et f dans L2 (Ω) , la solution unique yδ appartient à H2 (Ω)∩H1

0 (Ω) [50].

Dans le chapitre suivant, on fait appel à quelques notions de base liées à la

méthode des éléments finis spectraux qui seront utiles pour la suite de ce travail.



CHAPITRE 2

MÉTHODE SPECTRALE ET MÉTHODE

DES ÉLÉMENTS SPECTRAUX

La méthode des éléments spectraux est une technique de décomposition de do-

maine reposant sur une partition du domaine de calcul en sous-domaines sans recouvre-

ment et permet d’utiliser des discrétisations complètement indépendantes sur chaque sous-

domaine. L’un de ses objectifs est de coupler les méthodes spectrales avec le discrétisation

par éléments finis [9].

2.1 Méthodes des éléments finis

Dans cette section, on va considérer la méthode des éléments finis. On va présenter

son principe général et quelques notions élémentaires s’y rapportant.

15
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2.1.1 Principe général

Notions élémentaires sur les maillages

Intuitivement, un maillage d’un domaine Ω est une partition de Ω en mailles.

Pour simplifier, on suppose que ces mailles sont des intervalles en dimension une et des

rectangles en dimension deux. Les mailles sont également appelées les cellules du maillage.

La famille de mailles constituant le maillage sera notée {Rm}1≤m≤Nma , où Nma

est le nombre de mailles. Par hypothèse, les mailles sont des fermées et leurs intérieurs

sont deux à deux disjoints. Par la suite, on pose :

hRm = diam (Rm) = max
x1,x2∈Rm

‖x1 − x2‖Rd, m∈{1,...,Nma} ,

où, ‖.‖Rd désigne la norme euclidienne sur Rd : On pose également :

h = max
1≤m≤Nma

hRm ,

et

γh = {Rm}1≤m≤Nma .

Dans les applications, on est souvent amené à considérer une suite de maillages de plus

en plus fins, ce qu’on notera conventionnellement {γh}h>0 (famille de maillages).

Remarque 2.1. En dimension 2, la famille de maillage {γh}h>0 est appelée souvent

famille de rectangulations.

Définition 2.1. (Maillage régulier) Un maillage régulier est un maillage dont tous

les éléments sont réguliers. En outre, soit {γh}h>0 une famille de maillage de Ω. On dit

qu’il s’agit d’une famille de maillage régulier si :

1- h défini précédemment tend vers zéro.

2- Il existe une constante C telle que, pour tout h > 0 et tout Rm dans γh, on a

h

ρ (Rm)
≤ C,

où ρ (Rm) défini comme étant le diamètre de la plus grande boule contenue dans Rm.

Définition 2.2. Un n−simplexe R de Rn est l’enveloppe convexe de (n + 1) points Pj,

1 ≤ j ≤ n+ 1, appelés sommets de R.
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Remarque 2.2. On note que tout n−simplexe est un sous-ensemble fermé de Rn et les

sommets ou noeuds du maillage γh sont les sommets des n−simplexes Ri qui le composent.

Par convention, le paramètre h désigne le maximum des diamètres des n−simplexes Ri.

Définition 2.3. Pour tout entier m, avec 0 ≤ m ≤ n− 1, une m−face d’un n−simplexe

R est un m−simplexe dont les m + 1 sommets font partie des n + 1 sommets de R. En

particulier, tout (n−1)−face est appelée face, tout 1−face est appelée arête et toute 0−face

est appelée sommet.

Définition 2.4. On dit que le domaine Ω est polyèdrique si
−
Ω est une réunion finie de

polyèdres de Rn, où Ω désigne l’adhérence du domaine Ω.

Remarque 2.3. Rappelons qu’un polyèdre est une intersection finie de demi-spaces de

Rn et que les parties de son bord qui appartiennent à un seul hyperplan sont appelées ses

faces.

Définition 2.5. Soit Ω un ouvert polyèdrique de Rn.Un maillage triangulaire ou une

triangulation de
−
Ω est un ensemble γh de n−simplexes (Ri)1≤i≤N qui vérifient :

1- Ri ⊂
−
Ω et

−
Ω =

N
∪
i=1
Ri,

2- L’intersection Ri∩Rj de deux n−simplexes distincts est un m−simplexe, avec

0 ≤ m ≤ n− 1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de Ri et Rj.

2.2 Méthodes d’approximation spectrale

Les méthodes spectrales et éléments spectraux utilisent des polynômes d’approxi-

mation de haut degré. On définit tout d’abord les espaces discrets correspondants. Une

grande partie de l’analyse numérique de ces méthodes fait appel à une base de polynômes

orthogonaux dont on rappelle les principales propriétés. On décrit ensuite les formules de

quadrature qui sont employées pour évaluer les intégrales intervenant dans la formulation

variationnelle. Finalement, on donne des inégalités inverses sur les polynômes qui seront

utilisées par la suite.

2.2.1 Polynômes de Legendre et formules de quadrature

Une grande partie de l’analyse numérique des méthodes spectrales fait appel à une

base de polynomes orthogonaux dont on donne les principales propriétés. On décrit ensuite
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les formules de quadrature qui sont employées pour évaluer les intégrales intervenant dans

la formulation variationnelle.

• Polynômes de Legendre :

Les polyômes de Legendre sont notés habituellement par Lk(x), où k désigne le degré du

polynôme Lk(x) par rapport à la variable x, telle que la parité de Lk(x) est la même que

celle du degré k. Ils forment une famille de polynômes {Lk}k deux à deux orthogonaux

dans l’espace L2(Λ) par rapport à la fonction poids ω(x) = 1, par suite on a∫
Λ

Li(x)Lj(x)dx =
2

2n+ 1
δij,

où δij est le symbole de Kronecker. Les polynômes de Legendre, pour k entier naturel,

peuvent aussi être construits grâce à la relation de récurrence à trois termes suivante :
L0(x) = 1,

L1(x) = x,

Lk+1(x) = 2k+1
k+1

xLk(x)− k
k+1

Lk−1(x), pour tout x dans [−1, 1] ,

(5)

telle que pour l’implémentation et la mise en œuvre numérique des polynômes de Legendre

Lk(x), on peut faire appel à la relation de récurrence (5). Par suite, on donne quelques

relations qui sont importantes pour l’approximation numérique et la démonstration de

certaines propriétés qui vont suivre. Pour une lecture plus approfondie, on peut se référer,

par exemple, à [18].

• Formules de quadrature :

Il est bien connu que les zéros et les extremas des polynômes de Legendre servent à

la construction de formules de quadrature numérique de grande précision, c’est-à-dire,

qui sont exactes sur un espace de polynômes de degré élevé : il s’agit principalement

des formules de Gauss et de Gauss-Lobatto [18]. Une famille de formules englobant les

deux précédentes est étudiée en détail dans [9]. On rappelle quelques caractéristiques des

formules de Gauss et de Gauss-Lobatto pour approcher les intégrales qui sont utiles dans

la suite.

1. Formules de quadrature sur l’intervalle :

Proposition 2.1. Soit N un entier positive fixé. Il existe un unique ensemble de

N points ζj de Λ, avec 1 ≤ j ≤ N, et un unique ensemble de N réels ωj, avec

1 ≤ j ≤ N, telle que l’égalité suivante ait lieu pour tout polynôme φ de P2N−1 (Λ)∫ 1

−1

φ (ζ) dζ =
N∑
j=1

φ (ζj) ωj, (6)

Les nœuds ζj, 1 ≤ j ≤ N, sont les zéros du polynôme LN . Les poids ωj avec 1 ≤
j ≤ N, sont positifs.
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Démonstration. [9]. �

Remarque 2.4. Dans tout ce qui suit, on désigne par ζj, avec 1 ≤ j ≤ N, les zéros

de LN , qui sont les nœuds de la formule de quadrature et par ωj, avec 1 ≤ j ≤ N, les

poids qui leur sont associés de façon unique d’après la proposition 2.1. La formule

de quadrature ∫ 1

−1

φ (ζ) dζ '
N∑
j=1

φ (ζj) ωj, (7)

est appelée formule de Gauss de type Legendre à N points.

– Il reste à donner une expression des poids ωj, avec 1 ≤ j ≤ N, . La plus simple

s’écrit

ωj =
2

N L′N (ζj) LN−1 (ζj)
(8)

Maintenant, on donne une autre formule de quadrature qui diffère de la première

essentiellement par le fait que les extrémités −1 et 1 de l’intervalle sont des noeuds

de la formule.

Proposition 2.2. Soit N un entier positif fixé. On pose ζ0 = −1 et ζ1 = 1. Il existe

un unique ensemble de N − 1 points ζj de Λ, avec 1 ≤ j ≤ N − 1, et un unique

ensemble de N + 1 réels ρj, avec 0 ≤ j ≤ N, telle que l’égalité suivante ait lieu pour

tout polynôme φ de P2N−1 (Λ)∫ 1

−1

φ (ζ) dζ =
N∑
j=0

φ (ζj) ρj, (9)

Les noeuds ζj, avec 1 ≤ j ≤ N − 1, sont les zéros du polynôme L′N . Les poids ρj,

avec 0 ≤ j ≤ N, sont positifs.

Démonstration. [9]. �

Remarque 2.5. Dans tout ce qui suit, on notera par ζj, avec 0 ≤ j ≤ N, les zéros

de (1− ζ2) L′N (ζ) rangés par ordre croissant et par ρj, avec 0 ≤ j ≤ N, les poids

qui leur sont associés de façon unique d’après la proposition 2.2. La formule de

quadrature ∫ 1

−1

φ (ζ) dζ '
N∑
j=0

φ (ζj) ρj, (10)

est appelée formule de Gauss-Lobatto de type Legendre à N + 1 points. Le mode de

calcul des poids ρj, avec 0 ≤ j ≤ N, est donné dans les deux lemmes suivants [9].

Lemme 2.1. Les poids ρ0 et ρN sont égaux à 2
N(N+1)

.
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Lemme 2.2. Les poids ρj, avec 1 ≤ j ≤ N − 1, sont donnés par

ρj =
2

N(N + 1) L2
N (ζj)

, (11)

– La formule de quadrature de Gauss-Lobatto est exacte sur P2N−1 (Λ) . Comme

le produit de deux polynômes de PN (Λ) appartient à P2N , on va donner une

propriété de P2N mais non nécessairement valable dans P2N−1 (Λ) . Ce résultat

intervient à plusieurs reprises dans l’analyse numérique des méthodes spectrales.

Lemme 2.3. On a l’égalité suivante :

N∑
j=0

L2
N (ζj) ρj =

(
2 +

1

N

)
‖LN‖2

L2(Λ) ,

Démonstration. [9]. �

Corollaire 2.1. Tout polynôme ϕN de PN (Λ) vérifie les inégalités :

‖ϕN‖2
L2(Λ) ≤

N∑
j=0

ϕ2
N (ζj) ρj ≤ 3 ‖ϕN‖2

L2(Λ) ,

Démonstration. [9]. �

Lemme 2.4. Pour tout entier n ≥ 1, le polynôme L′n vérifie :∫ 1

−1

L′2n (ζ) dζ = n (n+ 1) ,

Démonstration. [9]. �

2. Formules de quadrature sur le carré :

On note par Λ2 le carré ]−1, 1[2 et on désigne par x = (x, y) le point générique de

Λ2. L’idée fondamentale est la tensorisation : on commence par traiter la variable y

comme un paramètre fixe et on opère en x puis en opère en y. Par ce procédé, on

obtient immédiatement que l’ensemble des fonctions

Lk ⊗ Ll (x, y) = Lk (x)Ll (y) , avec k et l dans N, (12)

constitue une base orthogonale de L2 (Λ2) . On définit respectivement les grilles de

Gauss et de Gauss-Lobatto de type Legendre par ΥN et ΣN avec

ΥN = {(ζi, ζj) , avec 1 ≤ i, j ≤ N, où ζj sont les zéros de LN} ,
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et

ΣN =
{

(ζi, ζj) , avec 1 ≤ i, j ≤ N, où ζj sont les zéros de
(
1− ζ2

)
L′N
}
.

Sur le carré Λ2, on a des résultats analogues sur les grilles ΥN et ΣN . On déduit les

résultats suivants [2]

Proposition 2.3. Soit N un entier positif fixé, pour tout polynôme ϕ de P2N−1 (Λ2),

on a ∫
Λ2

ϕ (x) dx =
N∑
i=1

N∑
j=1

ϕ (ζi, ζj)ωiωj,

et aussi ∫
Λ2

ϕ (x) dx =
N∑
i=0

N∑
j=0

ϕ (ζi, ζj) ρiρj,

Corollaire 2.2. Tout polynôme ϕN de PN (Λ2) vérifie

‖ϕN‖2
L2(Λ2) ≤

N∑
i=0

N∑
j=0

ϕ2
N (ζi, ζj) ρiρj ≤ 9 ‖ϕN‖2

L2(Λ2) .

2.2.2 Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale

Dans cette section, on donne les erreurs d’approximation et d’interpolation poly-

nomiales sur un carré. Dans le cas de l’intervalle, on peut renvoyer le lecteur aux références

suivantes ([9], [17] et [2]). Le but de ce paragraphe est d’établir des majorations analogues

à la distance d’une fonction de régularité connue en un certain espace de polynômes

dans l’espace Hm (Λ2). Dans ce qui suit, le symbole (x) ou (y), après un opérateur mono-

dimensionnel, indiquera que l’on fait agir cet opérateur par rapport respectivement à la

variable x ou y .

• Le projecteur ΠN :

Dans un premier temps, on étudie le comportement de la distance dans L2 (Λ2) à l’espace

PN (Λ2) .

Notation 2.1. On note par ΠN l’opérateur de projection orthogonal de L2 (Λ2) sur

PN (Λ2) .

Étant donné une fonction v de L2 (Λ2), on a par exemple pour presque tout y

dans Λ [9] ∫ 1

−1

(
v (x)− π(x)

N v (x)
)
Lk (x) dx = 0, avec 0 ≤ k ≤ N,
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et comme π
(x)
N ◦π

(y)
N v appartient à PN (Λ2) et que les Lk (x)Ll (y) , avec 0 ≤ k, l ≤

N, forment une base de PN (Λ2) , on obtient l’identité suivante [9] :

ΠN = π
(x)
N ◦ π

(y)
N

De plus, les opérateurs π
(x)
N et π

(y)
N commutent.

Théorème 2.1. Pour tout entier m ≥ 0, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m tel que, pour toute fonction v de Hm (Λ2) , on ait

‖v − ΠNv‖0,Λ2 ≤ cN−m ‖v‖m,Λ2 .

Démonstration. [17]. �

• Le projecteur Π1,0
N

Ici on s’intéresse à l’approximation des fonctions de H1
0 (Λ2) par des polynômes de l’espace

P0
N (Λ2) .

Notation 2.2. On note par Π1,0
N l’opérateur de projection orthogonale de H1

0 (Λ2) sur

P0
N (Λ2) pour le produit scalaire associé à la norme |.|1,Λ2 .

Théorème 2.2. Pour tout entier m ≥ 1, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m tel que, pour toute fonction v de Hm (Λ2) ∩H1
0 (Λ2) , on ait∣∣v − Π1,0

N v
∣∣
1,Λ2 ≤ cN1−m ‖v‖m,Λ2 .

Démonstration. [17]. �

• Le projecteur Πk
N

On étudie ici l’approximation des fonctions de Hk (Λ2) pour tout entier positif k, laquelle

est essentiellement utilisée pour k égal à 2.

Notation 2.3. Pour tout entier positif k, on note Πk
N l’opérateur de projection orthogo-

nale de Hk (Λ2) sur PN (Λ2) .

On admet le théorème suivant, et on réfère à [9] pour la démonstration.

Théorème 2.3. Pour tout entier m ≥ k, il existe une constante c positive ne dépendant

que de k et m tel que, pour toute fonction v de Hm (Λ2) , on ait∥∥v − Πk
Nv
∥∥
k,Λ2 ≤ cNk−m ‖v‖m,Λ2 .
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• L’opérateur d’interpolation IN

Notation 2.4. On note IN l’opérateur d’interpolation sur la grille ΣN pour toute fonction

v continue sur
−
Λ2.

INv appartient à PN (Λ2) et vérifie :

(INv) (ζi, ζj) = v (ζi, ζj) , avec 0 ≤ i, j ≤ N.

Cette définition se traduit bien sûr par l’identité :

IN = i
(x)
N ◦ i

(y)
N = i

(y)
N ◦ i

(x)
N .

Théorème 2.4. Pour tout entier m ≥ 2, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de Hm (Λ2) on ait

‖v − INv‖0,Λ2 ≤ cN−m ‖v‖m,Λ2 .

2.3 Méthode des éléments spectraux

Dans cette section, on présente la procédure utilisée pour construire la méthode

des éléments spectraux pour un problème d’obstacle bidimensionnel. Cette méthode fait

partie de la catégorie des méthodes des résidus pondérés et offre à la fois les avantages de

la méthode des éléments finis (flexibilité géométrique) et de ceux des techniques spectrales

(ordre de convergence élevé).

2.3.1 Principes de base

• Géométrie de la décomposition :

On considère un entier positive K, et soit γh une partition uniforme de domaine Ω

en sous-domaines rectangulaires ouverts {Ωe}Ke=1 de sorte que Ω =
K
∪
e=1

Ωe, et l’intersection

Ωe ∩ Ωé entre deux éléments distincts peut être l’ensemble vide ou un sommet commun

ou un côté commun de Ωe et Ωé. Ainsi pour deux éléments quelconques Ωe et Ωé dans γh

où
−
Ωe ∩

−
Ωé 6= ∅, il existe % > 0 ; tel que :

%−1he ≤ hé ≤ %he, (13)
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et

%−1 (Ne + 1) ≤ Né + 1 ≤ % (Ne + 1) . (14)

De plus, pour d = 2, on considère l’hypothèse que l’intersection de ∂Ωe avec ∂Ω

a des arêtes ou des cotés entiers de Ωe (voir figure 2.1).

Figure 2.1 – Exemple de maillage type éléments spectraux (N = 9) et (h = 3) .

Bien que chaque direction de l’espace peut être discrétisée indépendamment des

autres, chaque élément forme un maillage construit comme produit tensoriel des grilles

unidimensionnelles, et par souci de simplicité on considère seulement des mailles obtenues

avec le même nombre de nœuds dans chaque direction.

Pour 1 ≤ e ≤ K, on note par Γe,l où 1 ≤ l ≤ L (K) les frontières de Ωe qui ne

sont pas contenues dans ∂Ω. Dans la suite, on définit le squelette S de partition {Ωe}Ke=1

par

S =
K
∪
e=1
∂Ωe�∂Ω =

K
∪
e=1

L(K)
∪
l=1

Γe,l.

Soit Ωe un sous domaine quadrilatéral arbitraire de {Ωe}Ke=1 et soit
∑

un élément

de référence défini par le carré
∑

= S = [−1, 1]2 ou le triangle de référence
∑

=

T = {(x, y) |)− 1 < x < 1,−1 < y < −x}, où chaque sous-domaine doit être construit de

manière à pouvoir être transféré au domaine de référence
∑

. (voir figure 2.2)
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Σ élément de référence

[−1, 1]2
⇔

Ωe élément physique

[xe1, x
e
2]2

Figure 2.2 – Illustration du passage de l’élément de référence [−1, 1]2 à un élément

quelconque. Les éléments sont représentés avec leur grille de Gauss-Lobatto-Legendre

d’ordre N = 15 (soit 16 points de Gauss-Lobatto-Legendre dans chaque direction)[45].

Pour cela, on suppose qu’il existe une fonction inversible χe du domaine de

référence
∑

au domaine arbitraire Ωe dans lequel le Jacobien associé à χe est donné par

Je de manière à assurer la bonne définition des éléments du maillage tel que Je (x, y) =

|∂x (x, y)�∂$| . Le Jacobien représente le déterminant de la matrice Jacobienne définie

sur chaque élément Ωe en (x, y) par (MJe) = ∂x�∂$ pour x = (x, y) et $ = (ζ, η), et

M est la matrice de masse (diagonale).

Remarque 2.6. Pour plus de détails sur le maillage du domaine arbitraire, on renvoie

le lecteur à la référence [48].

De plus, on suppose que la triangulation est régulière, c’est-à-dire,

h−1
e ‖χ′e‖+ he

∥∥∥(χ′e)
−1
∥∥∥ ≤ %.

Remarque 2.7. Pour garantir qu’il y a une et une seule fonction de transformation de

l’élément de référence vers l’élément déformé Ωe, on vérifie que le Jacobien

Je = det (MJe) est non nul en chaque point de l’élément Ωe. Alors, il existe une fonction

inverse permettant le passage de chaque point x = (x, y) de l’élément Ωe à son équivalent

$ = (ζ, η) dans l’élément de référence [48].
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Par exemple, si l’on considère un élément quadrilatère de {Ωe}Ke=1, la transforma-

tion χe entre un élément arbitraire Ωe = [ae, ae+1] × [be, be+1] à un élément de référence

Σ = [−1, 1]2 , où dans la suite Λe est égal soit à [ae, ae+1] ou [be, be+1] et Λ = [−1, 1] tel

que pour tout x dans Ωe et $ = (ζ, η) , χe est défini par :

x = χe (ζ, η) =
(
χ1
e (ζ) , χ2

e (η)
)

=

(
2
ζ − ae

ae+1 − ae
− 1, 2

η − be
be+1 − be

− 1

)
, (15)

pour cela, on prend 2
h
dζ = dx, alors il est facile de déduire :

2

he
(ζ − ae) = 1 + x et

2

he
(ae+1 − ζ) = 1− x,

où he = be+1 − be = ae+1 − ae.

Dans la suite, on note par de, avec 1 ≤ e ≤ K, la fonction définie dans
−
Ωe égale

au produit des distances des quatre arêtes, tandis que de,l désigne le produit de la distance

d’un point sur Γe,l aux extrémités du coté. Par exemple, la fonction de est donnée par

de ($) = (ζ − ae) (ae+1 − ζ) (η − be) (be+1 − η) , (16)

où la fonction correspondante d(x) définie sur ]−1, 1[2, est donnée par

d(x) =
(
1− x2

) (
1− y2

)
,

Une approche systématique a été proposée avec la décomposition du domaine

en un nombre discret d’éléments formant un maillage contenant des nœuds représentant

les inconnues du problème. C’est le principe général de la méthode des éléments finis

de laquelle découle la méthode des éléments spectraux. Les problèmes complexes sont

décomposés en une multitude de problèmes plus simples. Pour chaque élément, le système

matriciel élémentaire est déterminé puis assemblé aux autres systèmes pour former le

système global qui est ensuite résolu par une méthode directe ou itérative.

Par ailleurs, la géométrie de chacun des éléments est ramenée par rapport à un

élément de référence aux dimensions normalisées et, comme l’interpolation des champs

d’inconnues, l’interpolation géométrique est réalisée à partir d’une base lagrangienne.

Cette opération permet l’utilisation d’une unique base d’interpolation exprimée dans le

repère local de référence commun à tous les éléments. Les équations sont ainsi résolues de
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manière locale sur un élément de référence normalisé puis leurs solutions sont renvoyées

dans le domaine géométrique par le biais du jacobien de la transformation liant cet élément

à chaque élément géométrique. Cette normalisation offre, par ailleurs, la possibilité d’uti-

liser les règles de quadrature pour l’intégration numérique, celles-ci étant applicables sur

des intervalles normalisés.[12]

Par conséquent, la solution du problème de l’obstacle pénalisé (Pδ) est approchée

par des polynômes de Legendre LN pour chaque variable spatiale.

L’utilisation d’éléments quadrilateraux dans la méthode des éléments spectraux a

pour avantage principal de définir des fonctions de base et des nœuds basés sur le produit

tensoriel en dimension une.

• Points d’interpolation

On note par ζNi , i = 0, ..., N les points de Gauss-Lobatto-Legendre d’ordre N dans

l’élément de référence Ω, donnés par :

ζNi =


−1 si i = 0 si i = 0

racine de L′N (ζ) si i = 1, ..., N − 1

1 si i = N si i = N.

Alors, on definit la grille de Gauss-Lobatto-Legendre ΞN par :

ΞN =
{
x =

(
ζNi , ζ

N
j

)
, pour 0 ≤ i, j ≤ N

}
.

On note par IN l’opérateur d’interpolation sur cette grille : pour toute fonction

v continue sur
−
Ω, INv appartient à PN (Ω) et vérifie [9]

(INv) (x) = v (x) , x ∈ ΞN .

On note par PN l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à N dans

chaque direction spatiale. Dans le cas des éléments finis, il est important de rappeler que

les fonctions de base sont généralement construites à partir de polynômes de degré ≤ 2 à

l’intervalle Λ = [−1, 1]. Avec les éléments spectraux, elles seront définies dans PN que l’on

notera PN (Λ) sur le segment. La méthode des éléments spectraux englobe donc clairement

le cas des éléments finis. A un élément spectral est associé un ensemble de points choisis

suivant l’espace de polynômes PN . Ceci permet de le décrire très précisément. Par cette
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approche, on évite de diviser un domaine en un trop grand nombre d’éléments. Lorsque

l’on augmente le nombre d’éléments, le degré du polynôme restant fixe, cette description

est la version “h”. C’est celle qui est le plus souvent utilisée en éléments finis. Lorsque l’on

augmente le degré du polynôme, la subdivision en sous-domaines étant fixée, on appelle

cette approche la version “p”. C’est celle qui est le plus souvent utilisée dans les méthodes

spectrales . Avec la méthode des éléments spectraux, nous utilisons une combinaison de

ces deux versions qui est appelée la version “hp” ou méthode “hp”.[12]

Afin de pouvoir définir le support des fonctions tests qui seront utilisées pour

discrétiser le problème (Pδ), on doit défini les polynômes d’interpolation qu’on a utilisé

dans PN (Λ).

• Polynômes d’interpolation :

Dans le cas de la méthode des éléments finis et de sa variante spectrale, l’interpolation La-

grangienne est très souvent employée pour interpoler les inconnues du problème ainsi que

la géométrie du domaine étudié. La base des fonctions utilisées se compose des polynômes

de Lagrange-Legendre et de Gauss-Lobatto qui sont définis de la manière suivante :

lNi (ζ) = − (1− ζ2) L′N (ζ)

N (N + 1) LN (ζNi ) (ζ − ζNi )
, avec i = 0, 1, ..., N (17)

qui satisfont la propriété de cardinalité aux points de collocation ζNi

lNi
(
ζNi
)

= δij, avec i, j = 0, ..., N

avec δ est le symbole de Kronecker.

Une fois tous les degrés de liberté connus, on peut interpoler la fonction solution et

obtenir la valeur interpolée de la solution en tout point du domaine. Donc l’interpolation

Lagrangienne revient à donner une signification physique à u, tel que

u (x (ζ, η) , y (ζ, η)) =
N∑

i,j=0

uij l
N
i (ζ) lNj (η) , (18)

où x (ζ, η) et y (ζ, η) sont les transformations de coordonnées d’un domaine qua-

drilatéral arbitraire Ωe en un élément de référence Ω. Le choix actuel des fonctions de

base permet une implémentation efficace des méthodes de quadrature. De plus, elles sont

continues sur les interfaces des sous-domaines.
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• Quadtrature

Un tel choix de points dans un élément Ωe va permettre de pouvoir évaluer de manière

très précise l’intégrale d’une fonction continue sur ce support. En outre, nous allons pou-

voir utiliser la formule d’intégration de Gauss-Lobatto-Legendre qui lie l’intégrale d’une

fonction à la somme de ses valeurs sur les points ζNi munis d’un poids noté ρNi . En effet,

pour une coordonnée simple ζ dont l’ensemble des nœuds est ζNi dans [−1, 1], l’égalité

suivante est vraie pour tout polynôme φ de degré ≤ 2N − 1

∀ φ ∈ P2N−1 ([−1, 1]) ,

∫ 1

−1

φ (ζ) dζ =
N∑
i=0

φ
(
ζNi
)
ρNi .

A titre d’exemple, on évalue les intégrales d’une fonction continue f par la formule

de quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre. Par exemple, on peut écrire en dimension 2

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f dΩ ∼=
N∑
i=0

N∑
j=0

f
(
ζNi , ζ

N
j

)
ρNi ρ

N
j ,

et le produit discret associé est défini pour des fonctions φ et ψ continues sur Λ

par

(φ, ψ)N =
N∑
i=0

φ
(
ζNi
)
ψ
(
ζNi
)
ρNi ,

et pour tout ϕN dans PN ([−1, 1]), la propriété suivante est vraie (voir [9])

‖ϕN‖2
L2(−1,1) ≤

N∑
i=0

ϕ2
N

(
ζNi
)
ρNi ≤ 3 ‖ϕN‖2

L2(−1,1) , (19)

on peut écrire aussi en dimension deux, pour tout ϕN dans PN
(
[−1, 1]2

)
,

‖ϕN‖2
L2([−1,1]2) ≤

N∑
i=0

N∑
j=0

ϕ2
N

(
ζNi , ζ

N
j

)
ρNi ρ

N
j ≤ 9 ‖ϕN‖2

L2([−1,1]2) , (20)

où ρNi pour i = 0, ..., N , sont des poids positifs de dimension une de Gauss-Lobatto

Legendre dans Λ et ρei , avec i = 0, ..., Ne, est le poids correspondant associé au polynôme

de Legendre de degré Ne dans le sous-domaine Λe = [ae, ae+1], qui est donné par

ρei =

(
ae+1 − ae

2

)
ρi =

he
2
ρi. (21)
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On note par
(
ζei , ζ

e
j

)
, avec 0 ≤ i, j ≤ Ne, les points de Ωe sous l’application inverse

χe des points de Gauss-Lobatto dans l’élément de référence Ω. Cela permet de définir le

produit discret pour toutes les fonctions u et v continues pour chaque Ωe par

(u, v)λ =
K∑
e=1

(u, v)e,N

=
K∑
e=1

Ne∑
i=0

Ne∑
j=0

u
(
ζei , ζ

e
j

)
v
(
ζei , ζ

e
j

)
Je (i, j) ρeiρ

e
j ,

(22)

qui cöıncide avec le produit scalaire de L2 (Ωe) chaque fois que le produit uvJe

appartient à P2Ne−1 (Ωe), où P2Ne (Ωe) est un espace polynomial de degré Ne dans toutes

les directions correspondant à l’élément Ωe, où λ est un paramètre de discrétisation, qui

est un K-uplet de paire λe = (he, Ne), tel que he est la longueur de Λe et h2
e est l’aire de

Ωe notée par |Ωe| et Ne est un entier positif supérieur ou égal à 2.

Par conséquent, si on définit l’opérateur d’interpolation de Lagrange IN de ΞN

dans PN (Ω), on obtient l’estimation suivante

‖v − INv‖L2(Ω) ≤ CN−s ‖v‖Hs(Ω) , (23)

et pour toute fonction v dans Hs (Ω), telle que s > 3
2
, on a l’estimation suivante

‖v − INv‖H1(Ω) ≤ CN1−s ‖v‖Hs(Ω) . (24)

De plus, on définit l’opérateur d’interpolation Iλ de C (Ω) sur Sλ (Ω) comme

l’interpolation dans l’élément Ωe satisfaisant Iλ|Ωe = Iλe , tel que

Sλ (Ω) =

{
v ∈ C

(
−
Ω

)
: v |Ωe∈ Ppe (Ωe) pour toute Ωe, v|∂Ω = 0

}
,

où pe est un degré polynomial arbitraire.

D’aprés [17], on donne les estimations d’interpolation pour la méthode des ele-

ments spectraux à base nodale de Gauss-Lobatto-Legendre comme suit :

Lemme 2.5. Pour tout entier positif pe et pour toute fonction v dans Hse (Ωe), tel que

se ≥ d+1
2

, on a

‖v − Iλev‖H1(Ωe)
≤ Chmin{pe+1, se}−1

e p1−se
e ‖v‖Hse (Ωe)

, (25)
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et

‖v − Iλev‖L2(Ωe)
≤ Chmin{pe+1, se}

e p−see ‖v‖Hse (Ωe)
. (26)

La borne supérieure de l’estimation d’erreur a posteriori, est basée sur les es-

timations d’erreur d’interpolation données par le lemme suivant [49] qui fournit une

généralisation de l’estimation des opérateurs de Clément donnée dans [22] et [56] et donne

une estimation de l’erreur d’interpolation en fonction du gradient de la fonction interpolée.

Lemme 2.6. On suppose la partition Υh régulière, la distribution polynomiale compa-

rable, et l’opérateur de Clément Icλ est défini de H1
0 (Ωe) dans Sλ (Ωe). Alors il existe une

constante positive C, tels que pour tout entier positif pe, on a∥∥v − Icλev∥∥L2(Ωe)
≤ C

he
pe
‖∇v‖L2(wΩe ) , (27)

et

∥∥v − Icλev∥∥L2(Γe)
≤ C

√
hl
pl
‖∇v‖L2(wΓe ) . (28)

tel que hl est la longueur du bord Γe et pl = max {pe, pe′}, où Ωe et Ωe′ sont des

éléments partageant Γe, et wΩe, wΓe respectivement sont des patchs couvrant Ωe et Γe avec

quelques couches.

Dans la section suivante, on donne quelques inégalités locales sur un sous-domaine

arbitraire Ae qui seront utilisées pour obtenir la borne inférieure de l’estimation d’erreur

a posteriori.

2.3.2 Quelques inégalités locales

Dans cette partie, on va donner quelques inégalités locales sur un sous domaine

arbitraire Λe, qui seront utilisées pour calculer la borne inférieure de l’estimation d’erreur

a postriori. Tout d’abord, on donne une estimation des poids ρei avec i = 0, ..., Ne, où,

pour la démonstration des résultats, on a besoin d’utiliser la transformation (15) sur les

inégalités correspndantes indiquées dans le domaine de référence
∑
.
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Lemme 2.7. Soient α et γ deux nombres réels −1 < α < γ. Alors l’inégalité inverse

suivante est vérifiée pour toute fonction ϕ suffisamment régulière∫ ae+1

ae

ϕ2 (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))α dζ

≤ ch2(γ−α)
e

∫ ae+1

ae

ϕ2 (ζ) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))γ dζ (29)

Démonstration. Ce résultat est obtenu en utilisant l’inégalité de poids donnée par le

lemme 1.11 dans [9] page 71 et le changement de variable (15) . �

Maintenant, on donne une série de lemmes qui fournissent les estimations inverses

polynomiales dans un intervalle standard.

Lemme 2.8. Toute fonction ϕ dans H1
0 (Λe) vérifie l’inégalité suivante :

ch4
e

∫ ae+1

ae

ϕ2 (ζe)
((
ae+1 − ζej

) (
ζej − ae

))−2
dζ ≤

∫ ae+1

ae

ϕ′2 (ζe) dζ. (30)

Démonstration. Ce résultat est obtenu en utilisant le lemme 1.5 dans [9] (page 68) et

le changement de variable (15) . �

Dans les lemmes suivants, on donne des inégalités inverses locales.

Lemme 2.9. L’inégalité suivante est vérifiée pour tous les polynômes ϕNe dans PNe (Λe),

où Ne est un nombre entier positif

|ϕNe|
2
H1(Λe)

≤ cN2
e he

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
. (31)

Démonstration. Le résultat est obtenu en utilisant le lemme 1.15 dans [9] (page 73) et

le changement de variable (15).

Ainsi, à partir des lemmes (2.9) et (2.10), on déduit que

h4
e

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
≤ |ϕNe|

2
H1(Λe)

et

h4
e

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
≤

cN2
e he

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
.
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De plus, par le changement de variable (15) , on obtient

h2
e

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
≤ |ϕNe|

2
H1(Λe)

et

h2
e

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
≤

cN2
e he

(∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζe) ((ae+1 − ζe) (ζe − ae))−1 dζ

)
.

�

Lemme 2.10. Soient α et γ deux nombres réels tel que −1 < α < γ. Alors pour tout

polynôme ϕNe dans PNe (Λe), l’inégalité inverse suivante est vérifiée∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζ) ((ae+1 − ζ) (ζ − ae))α dζ ≤ c

N
2(γ−α)
e

h
2(γ−α)
e

∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζ) ((ae+1 − ζ) (ζ − ae))γ dζ

Démonstration. Ce résultat est obtenu en utilisant le lemme 4 donné dans [8] et le

changement de variable (15) . �

Lemme 2.11. Soit γ un nombre réel non-négatif. Alors pour tout polynôme ϕNe dans

PNe (Λe), l’inégalité inverse suivante est vérifiée

∫ ae+1

ae

ϕ′2Ne (ζ) ((ae+1 − ζ) (ζ − ae))2γ dζ

≤ N2(2−γ)
e h2γ−1

e

∫ ae+1

ae

ϕ2
Ne (ζ) ((ae+1 − ζ) (ζ − ae))γ dζ (32)

Démonstration. Ce résultat est facile à démontrer en utilisant le lemme 4 donné dans

[8] et le changement de variable (15) . �



CHAPITRE 3

L’ÉTUDE DU PROBLÈME DISCRET

Dans ce chapitre, on présente la discrétisation du problème (Pδ) par la méthode

des éléments spectraux. Il s’agit de considérer la formulation variationnelle discrète du

problème qu’on va étudier. Tout d’abord, on commence par définir la version discrète de

la forme bilinéaire (4) sous la forme

σλ (yλ, vλ) = (∇yλ,∇vλ)λ =
K∑
e=1

σe,λ (yλ, vλ) . (33)

où σe,λ est obtenu en substituant les intégrales dans σ, par application de la

formule de quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre sur le sous-domaine Ωe. On obtient

σe,λ (yλ, vλ) =

∫
Ωe

∇yλ
(
ζNei , ζNej

)
∇vλ

(
ζNei , ζNej

)
dx (34)

Toutefois, la propriété d’exactitude de la formule de quadrature donne

σλ (yλ, vλ) = σ (yλ, vλ) , pour tous yλ et vλ dans Vλ

où l’espace discret Vλ est donné par

34
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Vλ =
{
vλ ∈ H1

0 (Ω) | vλ|Ωe dans PNe (Ωe)
}
,

le paramètre de discrétisation λ est un K-uplet de couples (he, Ne), où les Ne

sont des entiers ≥ 2.

Comme prouvé dans [9], la forme bilinéaire σλ satisfait le lemme suivant

Lemme 3.1. La forme bilinéaire discrète σλ satisfait respectivement les propriétés de

continuité

∀yλ ∈ Vλ, ∀vλ ∈ Vλ, σλ
(
yδλ, vλ

)
≤ c

∥∥yδλ∥∥
H1

(
K
∪
e=1

Ωe

) ‖vλ‖
H1

(
K
∪
e=1

Ωe

)
,

et de coercivité

∀yλ ∈ Vλ, σλ
(
yδλ, y

δ
λ

)
≥ C

∥∥yδλ∥∥2

H1

(
K
∪
e=1

Ωe

) .

3.1 Le problème variationnel discret

La méthode de discrétisation utilisée est la méthode des éléments spectraux. Ceci

signifie qu’à partir du problème initial, on cherche une solution discrète telles que les

équations soient exactement satistaites en un nombre fini de points. On peut définir le

nouveau problème discret en évaluant les intégrales du problème (Pδ) par la méthode de

collocation au moyen de formules de quadrature beaucoup plus précises.

Alors, le problème discret
(
P δ
λ

)
s’écrit sous la forme

 Trouver yδλ dans Vλ tel que

σλ
(
yδλ, vλ

)
λ

+
(
βδ
(
yδλ − ϕ

)
, vλ
)
λ

= (f, vλ)λ , pour tout vλ dans Vλ,
(P δ

λ)

avec σλ
(
yδλ, vλ

)
λ

donné par (33) , où les conditions de coercivité et de continuité

(H1) et (H2) de la forme σλ sont données par le lemme 3.1. Ainsi, les propriétés de la

forme σλ sont bien connues, en particulier pour toute fonction vλ dans Vλ, on a

|vλ|2
H1

(
K
∪
k=1

Ωe

) ≤ σλ (vλ, vλ) ≤ 9 |vλ|2
H1

(
K
∪
k=1

Ωe

)
.
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Ainsi, on en déduit immédiatement que le problème
(
P δ
λ

)
admet une solution

unique.

3.2 Estimations d’erreurs a priori et a posteriori

3.2.1 L’estimation d’erreur a priori

Dans cette partie, on donne quelques résultats de convergence du schéma de

discrétisation du problème
(
P δ
λ

)
, en obtenant une estimation a priori de l’erreur entre la

solution continue yδ et son approximation yδλ par la méthode des éléments spectraux. On

commence par introduire le problème auxiliaire

(
∼
P
δ

λ

)
défini par

 Trouver
∼
y
δ

λ dans Vλ tel que

σλ

(
∼
y
δ

λ, vλ

)
λ

+
(
βδ
(
yδ − ϕ

)
, vλ
)
λ

= (f, vλ)λ , pour tout vλ dans Vλ,
(
∼
P
δ

λ)

On considère le lemme suivant qui donne une première estimation de β.

Lemme 3.2. Soient yδ, yδλ et
∼
y
δ

λ respectivement les solutions des problèmes
(
P δ
)
,
(
P δ
λ

)
et

(
∼
P
δ

λ

)
, alors pour l’operateur de pénalisation β, on trouve l’estimation suivante

1

δ

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥L2(Ω)
≤ C

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣
H1(Ω)

(35)

Démonstration. Comme yδ, yδλ, et
∼
y
δ

λ sont respectivement les solutions des problèmes(
P δ
)
,
(
P δ
λ

)
et

(
∼
P
δ

λ

)
, alors on peut écrire

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣
H1(Ω)

+
1

δ2

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥2

L2(Ω)

=

(
f − 1

δ
β
(
yδ − ϕ

)
,
∼
y
δ

λ − yδλ
)

−
(
f − 1

δ
β
(
yδλ − ϕ

)
,
∼
y
δ

λ − yδλ
)

+
1

δ2

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥2

L2(Ω)
.
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Ainsi, par la définition et les propriétés de β, on peut voir que β (r) − r est

décrôıssante (hypothèse H4), ceci donne

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣
H1(Ω)

+
1

δ2

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥2

L2(Ω)

=
(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
, yδ − ∼y

δ

λ

)
+
(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
, (yδλ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
+ βδ

(
yδ − ϕ

)
−
(
yδ − ϕ

)
).

Ou encore une fois, d’aprés les propriétés de β, et par application de l’inégalité

de Young et avec un choix approprié de ε, on obtient

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣
H1(Ω)

+
1

δ2

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥2

L2(Ω)
≤

1

2ε

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣
H1(Ω)

+
ε

δ2

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥2

L2(Ω)
.

Finalement, on a

1

δ

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥L2(Ω)
≤
∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣

H1(Ω)
.

�

Lemme 3.3. Soient yδ, yδλ et
∼
y
δ

λ respectivement les solutions des problèmes
(
P δ
)
,
(
P δ
λ

)
et

∼
(P

δ

λ), Alors on obtient l’estimation suivante

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣
H1(Ω)

≤ C

δ

∥∥∥yδ − ∼yδλ∥∥∥
L2(Ω)

. (36)

Démonstration. Soient yδλ et
∼
y
δ

λ les solutions respectivement des problèmes
(
P δ
λ

)
et

∼
(P

δ

λ), alors on obtient

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣2
H1(Ω)

=
(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
, yδ − ∼y

δ

λ

)
+(

βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
, (yδλ − ϕ

)
−
(
yδ − ϕ

)
).
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D’aprés les propriétés de β, et en utilisant le Théorème de la moyenne [33], on

obtient

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣2
H1(Ω)

≤
(
β′δ
(
χδ
) ∥∥∥yδ − ∼yδλ∥∥∥2

L2(Ω)

)
,

où χδ est une valeur donnée entre yδλ − ϕ et yδλ − ϕ. Enfin, d’aprés les propriétés

de β′δ, on obtient

∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣2
H1(Ω)

≤ C

δ

∥∥∥yδ − ∼yδλ∥∥∥2

L2(Ω)
.

�

Lemme 3.4. Soient yδ, yδλ et
∼
y
δ

λrespectivement les solutions des problèmes
(
P δ
)
,
(
P δ
λ

)
et

∼
(P

δ

λ). Alors on obtient l’estimation suivante

∣∣∣yδ − ∼yδλ∣∣∣
H1(Ω)

≤
∣∣yδ − Iλyδ∣∣H1(Ω)

.

De plus, on déduit

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥L2(Ω)
≤ C√

δ

∣∣yδ − Iλyδ∣∣H1(Ω)
.

Démonstration. En posant v = vλ dans le problème
(
P δ
λ

)
, puis en combinant avec le

problème auxiliaire
∼

(P
δ

λ) et sachant que Iλyδ est l’interpolation de yδ appartenant à Vλ ;

il vient, en utilisant l’équation de projection, que

(
∇
(
yδ − ∼y

δ

λ

)
,∇vλ

)
= 0, (37)

D’où l’on peut, évidemment, déduire des problèmes
(
P δ
λ

)
et

∼
(P

δ

λ), l’inégalité sui-

vante

∣∣∣yδ − ∼yδλ∣∣∣2
H1(Ω)

=
(
∇
(
yδ − ∼y

δ

λ

)
,∇
(
yδ − ∼y

δ

λ

))
≤
∣∣∣yδ − ∼yδλ∣∣∣

H1(Ω)

∣∣yδ − Iλyδ∣∣H1(Ω)
.

Finalement, on a
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∣∣∣yδ − ∼yδλ∣∣∣
H1(Ω)

≤
∣∣yδ − Iλyδ∣∣H1(Ω)

. (38)

De plus, d’aprés le lemme 3.2, on déduit

∥∥β (yδ − ϕ)− β (yδλ − ϕ)∥∥L2(Ω)
≤ C√

δ

∣∣yδ − Iλyδ∣∣H1(Ω)
.

�

Lemme 3.5. Soient yδ et
∼
y
δ

λ respectivement les solutions de
(
P δ
)

et
∼

(P
δ

λ), alors on obtient

∥∥∥yδ − ∼yδλ∥∥∥
L2(Ω)

≤ |ϕ− Iλϕ|H1(Ω) .

Démonstration. Pour tout ϑ dans L2 (Ω), il existe v dans H1
0 (Ω) ∩H2 (Ω) tel que

(∇ϕ,∇v) = (ϑ, v) , pour tout v in H1
0 (Ω) ,

alors, on obtient

|ϕ|H2(Ω) ≤ c ‖ϑ‖L2(Ω) ,

En posant ϑ = yδ − ∼y
δ

λ, v = yδ − ∼y
δ

λ, et en utilisant le théorème d’Aubin-Nitsch

et faisant appel à l’équation de projection (37) , comme Iλϕ appartient à Vλ, on obtient

∥∥∥yδ − ∼yδλ∥∥∥2

L2(Ω)
≤ |ϕ− Iλϕ|H1(Ω)

∣∣∣yδ − ∼yδλ∣∣∣
H1(Ω)

.

�

Ainsi, d’après les résultats donnés par les lemmes 3.4 et 3.5, on peut facilement

déduire le théorème suivant.

Théorème 3.1. Soient yδ et yδλ respectivement les solutions de
(
P δ
)

et
(
P δ
λ

)
, alors on

obtient l’estimation suivante

∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)
≤ C

K∑
e=1

hmin{Ne+1, se}−1N1−se
e

e

(∥∥yδ∥∥
Hse (Ωe)

+
1

δ
‖ϕ‖Hse (Ωe)

)
,
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où C est une constante positive indépendante de λ et δ.

Démonstration. Soient yδ et yδλ respectivement les solutions de
(
P δ
)

et
(
P δ
λ

)
, on peut

écrire

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ω)
≤
∣∣∣yδ − ∼yδλ∣∣∣

H1(Ω)
+
∣∣∣∼yδλ − yδλ∣∣∣

H1(Ω)
.

En suite, en utilisant les lemmes 3.3 et 3.4, et 3.5, on déduit

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ω)
≤
∣∣yδ − Iλyδ∣∣H1(Ω)

+
C√
δ
|ϕ− Iλϕ|H1(Ω) .

Finalement, on utilise l’estimation donnée dans le lemme 2.5 pour conclure. �

3.2.2 L’estimation d’erreur a posteriori

Dans cette section, on définit l’estimateur d’erreur résiduel a posteriori et on

montre sa fiabilité et son efficacité, c’est-à-dire, on donne une borne inférieure et une

borne supérieure en termes de l’erreur exacte de la solution discrète pour l’estimateur

d’erreur.

• Borne supérieure de l’estimation d’erreur a posteriori

Dans le théorème suivant, on donne le résultat principal de l’estimation d’erreur

a posteriori du problème de l’obstacle pénalisé
(
P δ
λ

)
, qui est l’estimation de la borne

supérieure (fiabilité de l’indicateur d’erreur) de l’erreur entre la solution exacte et son

approximation spectrale en terme de l’indicateur d’erreur.

Théorème 3.2. Soient yδ et yδλ respectivement les solutions des problèmes
(
P δ
)

et
(
P δ
λ

)
,

alors on obtient l’estimation suivante

∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)
≤ C

K∑
e=1

(ηα,e) ,

où C est une constante positive independante de λ et δ.

De plus, l’indicateur local ηα,e pour α dans [0, 1], associé à l’élément Ωe est la

somme des deux termes ηα,Be et ηα,Ee, où le premier terme est le résidu pondéré interne
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donné par

ηα,Be =

(
he
Ne

∥∥∥(Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
) d

α
2
e

∥∥∥
L2(Ωe)

)
, (39)

et le second, est le résidu pondéré externe donné par

ηα,Ee =
1

2

L(K)∑
l=1

(
hl
Nl

) 1
2
∥∥∥∥[∂nyλ∂η

]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥
L2(Γe,l)

, (40)

où le crochet [ ] désigne le saut d’une fonction à travers l’interface entre deux sous-

domaines, et Icλϕ est la projection de ϕ appartenant à L2 (Ωe) sur l’espace des polynômes

de degrée Ne − 1. Ainsi, on peut facilement déduire que l’indicateur global est donné par

la somme des indicateurs locaux. De plus, on définit ηα, par

ηα =
k∑
e=1

ηα,e. (41)

Démonstration. Soit Rδ
λ le résidu défini par

Rδ
λ = −∆yδλ + βδ

(
yδλ − Icλϕ

)
− f , (42)

qui appartient à H−1 (Ω) . Par suite, pour tout v dans H1
0 (Ω), on peut écrire

〈
Rδ
λ, v
〉

= (∇yδλ,∇v) +
K∑
k=1

L(K)∑
l=1

∫
Γk,l

∂n
(
yδλ
)

(τ) v (τ) dτ+

+ (βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
, v)L2(Ωe) − (f, v)L2(Ωe), (43)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre H1
0 (Ω) et H−1 (Ω) et (·, ·) est le produit

scalaire dans L2 (Ω) . Dans la suite, on définit ey et eβ par

ey = yδ − yδλ and eβ = βδ
(
yδ − Icλϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
,

où il est clair que ey et eβ sont dans H1
0 (Ω) .

Ainsi, pour tout v dans H1
0 (Ω), on peut écrire l’égalité (43), comme suit
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(∇yδλ,∇v)λ +
K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

∂n
(
yδλ
)

(τ) v (τ) dτ

+ (βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
, v)− (Icλf, v)L2(Ωe) −

〈
Rδ
λ, v
〉

= 0 (44)

D’aprés le problème continu (Pδ) et l’équation (44) , on peut écrire

pour ey dans H1
0 (Ω) , (∇ey,∇v)λ +

K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

∂n(yδ − yδλ) (τ) v (τ) dτ

+ (eβ, v)L2(Ωe) =
〈
Rδ
λ, v
〉
.

On peut aussi écrire

pour ey dans H1
0 (Ω) , (∇ey,∇v)λ =

〈
Rδ
λ, v
〉

−
K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

∂n(yδ − yδλ) (τ) v (τ) dτ

− (eβ, v)L2(Ωe). (45)

Pour tout v dans H1
0 (Ω), on choisit de prendre v = ey. Par suite l’égalité (45)

s’écrit sous la forme

(∇ey,∇ey)λ =
〈
Rδ
λ, ey

〉
− 1

2

K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

[
∂ny

δ
λ

]
(τ) ey (τ) dτ − (eβ, ey)L2(Ωe).

De l’égalité (43) et d’aprés la relation d’orthogonalité de Galerkin, on déduit que

Rδ
λ est orthogonal à Vλ, alors on a

〈
Rδ
λ, vλ

〉
= 0, pour tout vλ dans Vλ.

Alors pour tout vλ dans P0
N (Ω) , on peut prendre vλ = Icλey ; ceci donne

(∇ey,∇ey)λ =
〈
Rδ
λ, ey − Icλe

〉
− 1

2

K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

[
∂ny

δ
λ

]
(τ) ey (τ) dτ − (eβ, ey),

où Icλ désigne l’opérateur d’interpolation de Clément de H1
0 (Ωe) dans P0

Ne
(Ωe) .

Sachant que la fonction β est croissante, c’est-à-dire, on a(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
, yδ − yδλ

)
≥ 0,



3.2. Estimations d’erreurs a priori et a posteriori 43

ou encore

−
(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

)
, yδ − yδλ

)
≤ 0,

ou bien

−(eβ, ey) ≤ 0,

et comme

(∇ey,∇ey)L2(Ω) = ‖∇ey‖2
L2(Ω) , p[/]

alors on obtient

‖∇ey‖2
L2(Ω) ≤

〈
Rδ
λ, ey − Icλe

〉
− 1

2

K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

[
∂ny

δ
λ

]
(τ) (ey − Icλe) (τ) dτ.

Par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve que

‖∇ey‖2
L2(Ω) ≤

∥∥Rδ
λ

∥∥
L2(Ω)

‖ey − Icλe‖L2(Ω)

+
1

2

K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∥∥[∂nyδλ]∥∥L2(Γe,l)
‖ey − Icλe‖L2(Γe,l) .

En utilisant l’inégalité de Poincaré-Friedrichs, on obtient

‖ey‖2
H1(Ω) ≤ C

((∥∥Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)∥∥
L2(Ω)

+ ‖f − Icλf‖L2(Ω)

)
‖ey − Icλe‖L2(Ω) +

1

2

K∑
e=1

L(K)∑
l=1

∥∥[∂nyδλ]∥∥L2(Γe,l)
‖ey − Icλe‖L2(Γe,l)

)
.

Par application des lemmes 2.7 et 2.11 dans chaque direction pour ν = 0 et γ = α,

on obtient

‖ey‖2
H1(Ω) ≤ C

K∑
e=1

(((Ne

he

)2α(
he
Ne

)∥∥∥(Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

))
d
α
2
e

∥∥∥
L2(Ω)

+(
he
Ne

)
‖f − Icλf‖L2(Ω)

)
‖ey‖H1 (Ωe)+

1

2

L(K)∑
l=1

(
Nl

hl

)2α(
hl
Nl

) 1
2
∥∥∥∥[∂yδλ∂η

]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥
L2(Γe,l)

‖ey‖H1(Γe,l)

)
.
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Finalement, on trouve

∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)
≤ C

K∑
e=1

(((Ne

he

)2α(
he
Ne

)∥∥∥(Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

))
d
α
2
e

∥∥∥
L2(Ω)

+(
he
Ne

)
‖f − Icλf‖L2(Ω)

)
+

1

2

L(K)∑
l=1

(
Nl

hl

)2α(
hl
Nl

) 1
2
∥∥∥∥[∂yδλ∂η

]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥
L2(Γe,l)

)
.

�

• Borne inferieure de l’estimation d’erreur a posteriori

On s’intéresse maintenant à la détermination des bornes inférieures de l’estima-

tion d’erreur a posteriori (efficacité de l’indicateur d’erreur), où on montre que
ˆ
ηα,e est

aussi une borne inférieure de
∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)

. Cependant, ceci n’est pas vraie en raison de

l’inadéquation des inégalités inverses des polynômes. Ainsi, en utilisant les résultats exis-

tant sur l’estimation d’erreur a posteriori pour la méthode hp des éléments finis appliquée

aux équations elliptiques, on peut obtenir une borne inférieure de l’erreur
∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)

en terme de l’indicateur local ηα,e, α dans [0, 1] . Comme mentionné dans [7], les choix

les plus naturels pour α sont 0 et 1. Ainsi, pour optimiser le choix de l’indicateur, on va

établir les majorations pour toutes les valeurs de α.

Les lemmes suivants donnés dans [60] fournissent ainsi un résultat pour l’extension

au bord.

Lemme 3.6. Soit Γe le bord de Ωe, alors pour chaque polynôme ϕpe , de degré pe sur Γe,

ε ∈ ]0, 1] et γ ∈
]

1
2
, 1
]
, il existe une extension ϕpe dans H1 (Ωe) tels que

qNeΩe
\Γe = qNeΓe

dγe,l et ϕpe\Γe,l\Γe = 0, (46)

‖ϕpe‖
2
L2(Ωe)

≤ Cheε
∥∥∥ϕped γ2e,l∥∥∥2

L2(Γe)
, (47)

et

‖∇ϕpe‖
2
L2(Ωe)

≤ C

he

(
εN2(2−γ) + ε−1

) ∥∥∥ϕped γ2e,l∥∥∥2

L2(Γe)
. (48)
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Démonstration. La preuve est immédiate, en utilisant le lemme 2.6 dans [49] et le

changement de variable (15). �

Théorème 3.3. Soient α donné dans [0, 1] et ε > 0, alors l’estimation suivante est

satisfaite

η̂2
α,e ≤ Ch4α

e N
2(1−α)
e

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(Ωe)
+

C
h

2(2α+1)
e

N
2(1−µ+)
e

( 1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(Ωe)

+
1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖L2(Ω)

)
, (49)

où
ˆ
ηα,e =

he
Ne

∥∥∥(Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
) d

α
2
e

∥∥∥
L2(Ωe)

,

tel que µ+ = max
{

1
2

+ ε− α, 0
}

et C est une constante positive indépendante de λ et δ.

Démonstration. Pour tout v dans H1
0 (Ω) , on a

a
(
yδ − yδλ, v

)
=

K∑
e=1

(∫
Ωe

(
Icλf + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

) )
(x) (v − vλ) (x) dx+

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

∂n
(
yδ − yδλ

)
(τ) (v − vλ) (τ) dτ−

∫
Ωe

(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − Icλϕ

))
v (x) dx

)
, (50)

que l’on peut aussi écrire

K∑
e=1

(∫
Ωe

(
Icλf + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

))
(x) (v) (x) dx−1

2

L(K)∑
l=1

∫
Γe,l

[
∂yδλ
∂n

]
(τ) v (τ) dτ

)
=

a
(
yδ − yδλ, v

)
−

K∑
e=1

(∫
Ωe

(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − Icλϕ

))
(x) v (x) dx

)
.

Premièrement, pour α dans ]0, 1], on prend v = ve dans la relation (50), ainsi on

obtient

ve =

 (Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
) dαe dans Ωe

0 sinon

Par conséquent
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∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥2

L2(Ωe)
=

∫
Ωe

Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
ve dx =∫

Ωe

f + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
ve dx+ ∫

Ωe

(Icλf − f) ve dx,

alors

∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥2

L2(Ωe)
≤
∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)

|ve|H1(Ωe)
+∥∥(βδ (yδ − ϕ)− βδ (yδλ − Icλϕ))∥∥L2(Ωe)

‖ve‖L2(Ωe)
+

‖Icλf − f‖
2
L2(Ωe)

, (51)

En considèrant la semi-norme de v dans H1 , il vient

|ve|2H1(Ωe)
= ‖∇ve‖2

L2(Ωe)

=

∫
Ωe

(
∇
(
Icλf + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

)
) dαe

))2
dx

et

|ve|2H1(Ωe)
=

∫
Ωe

{
∇
(
Icλf + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

))
dαe +(

Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

))
∇dαe

}2
dx,

donc

|ve|2H1(Ωe)
≤ 2

∫
Ωe

(
∇
((
Icλf + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

)))2
dα2
e +(

Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

))2
(∇dαe )2

)
dx. (52)

Par conséquent, en utilisant les inégalités polynomiales inverses données dans les

lemmes 2.11 et 2.12 sur chaque variable spatiale avec ν = 2(α − 1) et γ = α, et comme

α > 1
2
, alors l’inégalité (52) peut s’écrire sous la forme

|ve|2H1(Ωe)
≤ Ch2(2α−1)

e N2(2−α)
e

∥∥∥ve d−α2e

∥∥∥2

L2(Ωe)
, (53)
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Le lemme 2.8, donne

‖ve‖2
L2(Ωe)

≤ h2α
e

∥∥∥(Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

))
d
α
2
e

∥∥∥2

L2(Ωe)

≤ h2α
e

∥∥∥ve d−α2e

∥∥∥2

L2(Ωe)
,

(54)

En substituant les inégalités (53) et (54) dans l’inégalité (51) et en utilisant encore le

lemme 2.8, on obtient

∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥
L2(Ωe)

≤ C h(2α−1)
e N (2−α)

e

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+

h2α
e

(1

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(Ωe)

+
1

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖L2(Ωe)

)
, (55)

Multipliant l’inégalité (55) par
he
Ne

, on obtient

η̂α,e ≤ C h2α
e N

(1−α)
e

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+

C
h

(2α+1)
e

Ne

(
1

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(Ωe)

+
1

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖L2(Ωe)

)
, (56)

où η̂α,e =
he
Ne

∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥
L2(Ωe)

ou encore
ˆ
ηα,e = he

Ne

∥∥∥(f + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
) d

α
2
e

∥∥∥
L2(Ωe)

.

Dans le cas 0 ≤ α ≤ 1
2
, en utilisant l’inégalité donnée dans le lemme 2.11 pour

chaque variable avec ν = α tel que γ > 1
2
, avec ε > 0, et en posant γ = 1

2
+ ε, l’éstimation

(56), donne

∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥
L2(Ωe)

=
Ne

he
η̂α,e

=
∥∥∥(f + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

)
) d

α
2
e

∥∥∥
L2(Ωe)

≤ CNγ−α
e

∥∥∥(f + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)
) d

α
2
e

∥∥∥
L2(Ωe)

= CNγ−α
e

(
Ne

he
ηγ,e

)
et

∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥
L2(Ωe)

=
Ne

he
η̂α,e ≤ h(2α−1)

e N (2−α)
e

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+

Ch2α
e N

( 1
2

+ε−α)
e

(
1

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(Ωe)

+
1

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖L2(Ωe)

)
.
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Donc, il vient

∥∥∥ve d−α2e ∥∥∥
L2(Ωe)

≤ h(2α−1)
e N (2−α)

e

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+

Ch2α
e N

( 1
2

+ε−α)
e

(
1

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(Ωe)

+
1

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖L2(Ωe)

)
(57)

En appliquant une autre fois, l’inégalité polynomiale inverse du lemme 2.11 à

l’inégalité (57), on obtient

η̂α,e ≤ Ch2α
e N

1−α ∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+

Ch(1+2α)
e N

(ε−α− 1
2)

e

(
1

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(Ωe)

+
1

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖L2(Ωe)

)
. (58)

D’après les estimations (56) et (58), on peut déduire que

η̂2
α,e ≤ Ch4α

e N
2(1−α)

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
+

h
2(2α+1)
e

N
2(1−µ+)
e

(
1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(Ωe)

+
1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(Ωe)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(Ω)

)
,

oú µ+ = max
{

1
2

+ ε− α, 0
}
. �

Pour obtenir une borne supérieure locale de l’indicateur d’erreur ηα,e, on considère

le terme résiduel de bord
∼
ηα,e, et on introduit l’ensemble suivant

ωe = ∪{Ω′e | Ω′e and Ωe partagent au moins un coté commun, pour 1 ≤ e ≤ K} ,

Théorème 3.4. L’estimation suivante reste valable pour α dans [0, 1] et ε > 0

∼
η

2

α,e ≤ C
N

(2µ++1)
e

h2µ+

e

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+

C
N

2(µ++ε−1)
e

h
2(µ+−1)
e

(
1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ωe)

+
1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ωe)

)
, (59)

où

∼
η

2

α,e =
1

2

L(K)∑
l=1

hl
Nl

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
,
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tel que µ+ = max
{

1
2

+ ε− α, 0
}

et C est une constante positive indépendante de

λ et δ.

Démonstration. Pour un élément Ωe de frontière Γe,l, on choisit l’élément Ω#
e tel que

∂Ω#
e ∩ ∂Ωe =Γe,l. En outre, soient

−
ΩΓe,l =

−
Ω

#

e ∪
−
Ωeet we =

[
∂yδλ
∂η

]
d
α
2
e , où we est une

fonction dans H1 (Ωe) par morceaux. La relation (46) montre que we s’annule sur ∂ΩΓe,l ,

donc we ∈ H1
0

(
ΩΓe,l

)
. On a aussi étendu we à Ω, de telle sorte que we = 0 dans Ω\ΩΓe,l .

Donc on obtient

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
= a (y − yλ, we)+

∫
Ωk

(
Icλf + ∆yδλ − βδ

(
yδλ − Icλϕ

))
(x) we (x) dx−∫

Ωk

(f − Icλf) we (x) dx−∫
Ωk

(
βδ
(
yδ − ϕ

)
− βδ

(
yδλ − ϕ

))
we (x) dx,

alors

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
≤ C

( ∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
|we|H1(ΩΓe,l)

+

∥∥Iλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)∥∥
L2(Ωe)

‖we‖L2(ΩΓe,l)
+

1

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(Ωe)

‖we‖L2(ΩΓe,l)
+

1

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(Ωe)
|we|H1(ΩΓe,l)

+

‖f − Icλf‖L2(Ωe)
‖we‖L2(ΩΓe,l)

)
. (60)

Dans le cas où 1
2
≤ α ≤ 1, et utilisant l’inéquation (48), on obtient

|ωe|2L2(ΩΓe,l)
≤ C

he

(
εN2(2−α)

e + ε−1
) ∥∥∥∥[∂yδλ∂η

]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
. (61)

De plus, l’inégalité (47) donne

‖we‖2
L2(ΩΓe,l)

≤ Cheε

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
. (62)
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En substituant les inégalités (61) et (62) dans l’inégalité (60), on trouve

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
≤ C

(( 1

he

(
εN2(2−α)

e + ε−1
) ) 1

2 ∣∣yδ − yδλ∣∣H1(ΩΓe,l)
+

(heε)
1
2

∥∥Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)∥∥
L2(ΩΓe,l)

+

(heε)
1
2

δ
‖ϕ− Icλϕ‖L2(ΩΓe,l)

+

(heε)
1
2

δ

∣∣yδ − yδλ∣∣H1(ΩΓe,l)
+ (heε)

1
2 ‖f − Icλf‖L2(ΩΓe,l)

)
.

Cependant, si on prend α = 0, dans l’inégalité (57), on obtient

∥∥Icλf + ∆yδλ − βδ
(
yδλ − Icλϕ

)∥∥2

L2(Ωe)
≤ C

(
N4
e

h2
e

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(Ωe)
+

N (2ε−1)
e

( 1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(Ωe)

+
1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(Ωe)
+

‖f − Icλf‖
2
L2(Ωe)

))
,

En remplaçant cette dernière dans l’estimation (60), on a

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
≤ 1

he

(
εN2(2−α)

e + ε−1 + εN4
e

) ∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ΩΓe,l)
+

(
εheN

(2ε−1)
e + εhe

)( 1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ΩΓe,l)

+

1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ΩΓe,l)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ΩΓe,l)

)
,

si α > 1
2
, en posant ε = 1

N2
e

dans la dernière inégalité, on peut enfin obtenir

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
≤ N2

e

he

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ΩΓe,l)
+

(
heN

(2ε−3)
e

)( 1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ΩΓe,l)

+

1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ΩΓe,l)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ΩΓe,l)

)
.



3.2. Estimations d’erreurs a priori et a posteriori 51

Il vient alors

∼
η

2

α,e ≤ CNe

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ΩΓe,l)
+(
h2
e

N
2(2−ε)
e

)(
1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ΩΓe,l)

+

1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ΩΓe,l)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ΩΓe,l)

)
, (63)

où
∼
η

2

α,e =
hl
Nl

∥∥∥∥[∂yδλ∂η
]
d
α
2
e,l

∥∥∥∥2

L2(Γe,l)
.

Dans le cas 1
2
< α ≤ 1, en posant γ = 1

2
+ ε, et en utilisant le lemme 2.11 et en

tenant compte de l’estimation (63), on obtient

∼
η

2

α,e ≤ C
N

2(1+ε−α)
e

h
(1+2ε−2α)
e

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+

N
(4ε−2α−3)
e

h
(2ε−2α−1)
e

(
1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ωe)

+

1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ωe)

)
. (64)

D’après les estimations (63) et (64), on peut enfin écrire

∼
η

2

α,e ≤ C
N

(2µ++1)
e

h2µ+

e

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+

C
N

2(µ++ε−3)
e

h
2(µ+−1)
e

(
1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ωe)

+
1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ωe)

)
,

où µ+ = max
{

1
2

+ ε− α, 0
}

. �

Théorème 3.5. Soit α dans [0, 1] avec ε > 0, alors l’estimation suivante est satisfaite
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η2
α,e ≤ h4α

e N
(2µ+1+1)
e

(∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+

Ch2(2α+1)
e N

2(µ++ε−2)
e

( 1

δ2
‖ϕ− Icλϕ‖

2
L2(ωe)

+

1

δ2

∣∣yδ − yδλ∣∣2H1(ωe)
+ ‖f − Icλf‖

2
L2(ωe)

))
,

où η2
α,e = η̂2

α,e +
∼
η

2

α,e et C est une constante positive indépendante de λ et δ.

Démonstration. Comme η2
α,e = η̂2

α,e +
∼
η

2

α,e, il est clair que le résultat est obtenu en

utilisant les inégalités (50) et (59), pour toute α dans [0, 1] et ε > 0. �

Remarque 3.1. 1. Les termes d’ordre supérieur sont ignorés comme indiqué dans

[30] par la Remarque 6.4.

2. D’après les théorèmes 3.2 et 3.5, il s’ensuit que η2
0 donne une borne supérieure

de l’erreur a posteriori, tandis que η2
1
2

+ε
donne une borne inférieure de l’erreur a

posteriori.

3. Avec le facteur h2αN
1+max{1+2ε−2α,0}
e = h4α

e N
(2µ+1+1)
e , l’estimateur η2

α donne une

erreur a posteriori inférieure.

4. Avec f et ϕ régulières et pour un N suffisamment grand et un h suffisament petit, les

quantités ‖f − Icλf‖
2
L2(Ωe)

et ‖ϕ− Icλϕ‖
2
L2(Ωe)

peuvent être négligeables par rapport

aux autres termes.



CHAPITRE 4

TESTS NUMÉRIQUES ET ALGORITHME

Ce chapitre s’inspire beaucoup de la référence [50]. Soit :

β (r) = max {0, r} =

 r si r ≤ 0

0 si r > 0

satisfaisant les hypothèses H3 à H7 (chapitre 1). On présente quelques tests

numériques avec plusieurs courbes pour fournir une vérification empirique des estimations

théoriques données par les théorèmes 3.1 à 3.5. On démontre l’optimalité de l’erreur entre

les solutions continues et les solutions discrètes où ne représente le nombre d’éléments

dans chaque direction, N désigne le degré du polynôme de Legendre,
∥∥∥eyδλ∥∥∥H1(Ω)

la norme

de l’erreur
∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)

et βδλ donne les valeurs numériques de βδ
(
yδλ − ϕ

)
.

Les résultats numériques sont donnés dans les tableaux ci-dessous, où on résume

le comportement des erreurs dans la norme H1 de la solution numérique et les valeurs

numériques de βδ
(
yδ − ϕ

)
pour les différentes valeurs des paramétres de discrétisation N

et ne. On représente également l’erreur dans H1 sur un repère logarithmique de la solution

numérique du problème discret
(
P δ
λ

)
respectivement par rapport à N et h.

La méthode des éléments spectraux utilise l’idée de la région de confiance. Il

s’agit d’étudier la convergence de l’ensemble de confiance vers le problème régularisé. On

53
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appelle Ak+1 l’ensemble actif ou bien la région de confiance et elle est donnée par

Ak+1 =
{
x ∈ Ω, yδλ,k+1 (x) > ϕ (x)

}
,

L’ensemble complémentaire des sommets ρ/Ak+1 est appelé l’ensemble inactif, tels que les

éléments de ρ sont les sommets sur Γc. Maintenant notre objectif est de trouver le bon

sous ensemble Ak+1 des sommets de ρ, pour lequel le corps est en contact avec l’obstacle

(voir figure 4.1)

Figure 4.1 – Exemple d’un problème de contact .

Pour résoudre numériquement le problème pénalisé discret exprimé par
(
P δ
λ

)
et

pour trouver la région de confiance Ak+1, on utilise un algorithme donné dans [50] pour

aboutir à l’algorithme formel suivant :

Algorithme

1 : Début

2 : Données :
{
yδλ,0, δ, ε, y

δ
}
, où yδλ,0 est choisit dans Vλ, δ et ε dans R∗+,

3 : Poser Ak =
{
i :
(
yδλ,k − ϕ

)
i
> 0
}
,

4 : Résoudre−∆yδλ,k+IΩ\Ak
(
yδλ,k − ϕ

)
= f.

{
IΩ\Ak est la fonction caracteristique de Ω\Ak

}
5 : Poser yδλ,k+1 = max

{
yδλ,k+1, ϕ

}
, Ak+1 =

{
x ∈ Ω, yδλ,k+1 (x) > ϕ (x)

}
,

6 : Si
∥∥yδλ,k+1 − yδλ,k

∥∥ < ε, Stop.

7 : Répondre : yδλ,k+1 est une solution

8 : Sinon : yδλ,k ← yδλ,k+1 passer à l’étape 3.
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9 : Fin Si

10 : Fin

Les résultats numériques donnés dans les tableaux ci-dessous indiquent que l’aug-

mentation du degré polynômial N ou la diminuation du pas h du maillage peut réduire

l’erreur
∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ω)

. Ceci montre la convergence de la méthode. Il faut noter que tous

les calculs numériques sont effectués sur un ordinateur personnel avec un processeur Core

i5-3210M à 2,50GHz et 4GB RAM.

4.1 Solution numérique des modèles Black-Scholes

d’options américaines

Avant de donner les résultats numériques associés aux estimations d’erreurs obte-

nues précédemment, on présente dans cette section la solution numérique d’un problème

d’option américaine.

Exemple 4.1. Le modèle Black-Scholes pour la valeur p d’une option de vente américaine

au prix de l’actif (s1, s2) en Ω∞ = [0,∞)2 et au temps t ∈[0,T)conduitauproblèmedel′obstacleparaboliquesuivant∂p
∂t
−

Lp ≥ 0, p− ϕ ≥ 0,
(
∂p
∂t
− Lp

)
(p− ϕ) = 0 dans R2

+ × ]0, T [ , (4.1)avec la condition d’arrêt

p(., T ) = g, tel que p est le prix d’un put américain avec fonction de gain ϕ et l’opérateur

elliptique L donné par

L =
1

2

2∑
k,l=1

Ek,lsksl
∂2

∂sksl
+

2∑
k=1

(r − qk) sk
∂2

∂sk
− r,

pour sk, avec k = 1, 2 et t appartenant respectivement à Ω∞ et [0, T ], où r désigne le taux

d’intérêt, qk est le paiement de la dividende pour l’assertion sk avec k = 1, 2, et E est la

matrice de volatilité qui est définie, symétrique et positive donnée par

E =

 σ2
1

2%
1+%2σ1σ2

2%
1+%2σ1σ2 σ2

2

 (66)

où σk > 0 est la volatilité et % ∈ [0, 1] est le taux de corrélation. Comme proposé dans [40],

un choix d’une condition aux limites simple est g = ϕ. Ensuite, on introduit l’équation

pénalisée associée au problème de l’obstacle parabolique (65) ∂pδ

∂t
− Lpδ + βδ

(
pδ − ϕ

)
= 0 dans Ω∞ × ]0, T [

pδ (., T ) = g
(67)
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puis, on discrétise l’équation précédente (67) par un schéma d’Euler implicite en fonction

du temps t. Pour ce faire, en introduisant une partition de l’intervalle [0, T ] en sous-

intervalles [ti−1, tn] , pour 1 ≤ i ≤ N, avec ∆ti = ti − ti−1 et ∆ti = max
i

∆ti, on obtient le

problème semi-discret suivant

1

∆t

(
pδn+1 − pδn

)
+ Lpδn + βδ

(
pδn − ϕ

)
= 0 dans Ω∞ pour n = 0, 1, ..., N

où, par rapport au temps ∆t, le problème semi-discret précédent conduit au problème

stationnaire suivant

Lpδ + βδ
(
pδ − ϕ

)
= 0 dans R2

+

Comme considéré dans [59], le test numérique nécessite un intervalle Ω∞ borné. Dans

ce qui suit, Ω∞ est égal à [0, 300]2 et on utilise le prix d’exercice K = 100, r = 0.05,

σ1 = σ2 = 0.5, % = 0, le taux de dividende constant q1 = q2 = 0.015 et la fonction de

paiement ϕ = g = max (0, K −max (s1, s2)) dans Ω∞ et δ = 1e − 2, ceci correspond au

contrat de min-put américain, où K > 0 est le prix d’exercice. La solution numérique est

représentée graphiquement par la figure suivante :

Figure 4.2 – Solution d’option de vente américaine.

et les régions de contact et non-contact sont données graphiquement ci-dessous :
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Figure 4.3 – Région de contact en noir.

4.2 Résultats numériques liés à l’estimation d’erreur

a priori

Cette sous-section est consacrée à l’interprétation numérique de l’estimation d’er-

reur a priori, où on présente un exemple numérique pour évaluer l’estimation
∥∥yδ − yδλ∥∥H1(Ωe)

.

Exemple 4.2. Pour l’estimation d’erreur a priori, on considère le modèle du problème

de l’obstacle où on prend f = −∆ϕ, ainsi la solution se calcule facilement, donnant

y = ϕ dans le domaine Ω = [0, 1]2 , avec la condition de Dirichlet homogène y = 0 sur

∂Ω. Ainsi, une solution du problème de l’obstacle (2), peut être donnée par ϕ (x, y) =

xy sin (πx) cos
(
π
2
y
)

avec δ = 1e− 2.

Les tableaux 1 et 2 résument les résultats numériques tandis que les diagrammes

de convergence sont représentés dans les figures 4.4 et 4.5.
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ne

1 2 4 8

N
∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

2 3.93e− 01 2.89e− 02 3.96e− 02 3.30e− 03 5.31e− 03 3.24e− 04 6.72e− 04 1.94e− 05

4 3.15e− 02 4.50e− 04 7.26e− 04 1.81e− 05 2.45e− 05 2.82e− 07 7.79e− 07 3.76e− 09

8 1.37e− 05 2.23e− 08 1.87e− 08 6.91e− 11 3.83e− 11 5.35e− 14 7.52e− 14 9.21e− 17

10 1.16e− 07 8.77e− 11 3.97e− 11 7.47e− 14 2.01e− 14 1.34e− 16 7.14e− 16 1.47e− 16

Table 4.1 – Résultats numériques de l’analyse a priori en fonction de N pour chaque valeur

de ne.

N

1 2 4 8

ne
∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

1 3.93e− 01 2.89e− 2 3.15e− 02 4.50e− 04 1.37e− 05 2.23e− 08 1.16e− 07 8.77e− 11

2 3.96e− 02 3.30e− 03 7.26e− 04 1.81e− 05 1.87e− 08 6.91e− 11 3.97e− 11 7.47e− 14

4 5.31e− 03 3.24e− 04 2.45e− 05 2.82e− 07 3.83e− 11 5.35e− 14 2.01e− 14 1.34e− 16

8 6.72e− 04 1.94e− 05 7.79e− 07 3.76e− 09 7.52e− 14 9.21e− 17 7.14e− 16 1.47e− 16

Table 4.2 – Résultats numériques de l’analyse a priori en fonction de ne pour chaque valeur

de N .

Les résultats numériques associés aux tableaux 4.1 et 4.2 sont représentés respec-

tivements dans les figures 4.4 et 4.5.



4.2. Résultats numériques liés à l’estimation d’erreur a priori 59

Figure 4.4 – Historique de convergence de eyδλ par rapport au degré N pour plusieurs

valeurs de h.

Figure 4.5 – Historique de convergence de eyδλ par rapport au pas h pour plusieurs valeurs

de N

Pour les trois valeurs de h suivantes : h = 1
2
, h = 1

4
et h = 1

8
, on donne les

graphes dans un repère semi-log de l’erreur dans la figure 4.4. Comme prévu, la conver-

gence exponentielle est atteinte par rapport à N . Ainsi, les représentations graphiques de

l’erreur, pour N = 2, N = 6 et N = 10, sont présentées dans la figures 4.5 qui montrent

que la précision machine est atteinte lorsque N = 12. Donc la convergence vers la solution

exacte est de type algébrique et est réalisée avec un ordre de précision égal à N − 1 par
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rapport à h comme il a été démontré mathématiquement.

4.3 Résultats numériques liés à l’estimation d’erreur

a posteriori

Cette sous-section est consacrée à une interprétation numérique de l’estimation

d’erreur a posteriori. On donne une étude de la convergence numérique, où on présente

deux exemples numériques pour illustrer la performance des estimateurs d’erreur.

Exemple 4.3. Considérons l’exemple suivant qui est consacré à un problème de l’obstacle

unilatéral à deux dimensions défini sur Ω = [0, 1]2 , où ϕ (x, y) = −0.008 (1 + 2x+ 2y),

f (x, y) = −16xy (1− x) (1− y) et δ = 1e − 2, avec la condition de Dirichlet homogène

y = 0 sur ∂Ω. On réalise une étude de la convergence numérique dans laquelle les résultats

numériques pour yδλ sont représentés dans la figure 4.6 avec l’obstacle ϕ et la région de

contact correspondante est donnée dans la figure 4.7. Les tableaux 4.3 et 4.4 montrent

les différentes contributions de ηα pour α = 0, et les graphes de la convergence sont

représentés par les figures 4.8 et 4.9 respectivement.

ne

1 2 4 8

N
∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

2 2.67e− 01 1.00e− 04 1.31e− 02 2.07e− 05 5.41e− 04 3.45e− 06 2.32e− 05 5.94e− 07

4 1.57e− 02 2.500e− 05 6.58e− 04 4.20e− 06 2.57e− 05 6.57e− 07 1.07e− 06 1.09e− 07

8 9.79e− 04 6.25e− 06 3.82e− 05 9.79e− 07 1.46e− 06 1.49e− 07 6.01e− 08 2.46e− 08

10 4.00e− 04 4.00e− 06 1.55e− 05 6.21e− 07 5.92e− 07 9.47e− 08 2.42e− 08 1.55e− 08

Table 4.3 – Résultats numériques de l’analyse a posteriori en fonction de N pour chaque valeur

de ne.
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N

2 4 8 10

ne
∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

1 2.67e− 01 1.00e− 04 1.57e− 02 2.50e− 05 9.79e− 04 6.25e− 06 4.00e− 04 4.00e− 06

2 1.31e− 02 2.07e− 05 6.58e− 04 4.20e− 06 3.82e− 05 9.79e− 07 1.55e− 05 6.21e− 07

4 5.41e− 04 3.45e− 06 2.57e− 05 6.57e− 07 1.46e− 06 1.49e− 07 5.92e− 07 9.47e− 08

8 2.32e− 05 5.94e− 07 1.07e− 06 1.09e− 07 6.01e− 08 2.46e− 08 2.42e− 08 1.55e− 08

Table 4.4 – Résultats numériques de l’analyse a posteriori en fonction de ne pour chaque

valeur de N .

Figure 4.6 – Solution numérique yδλ et la fonction obstacle ϕ .



4.3. Résultats numériques liés à l’estimation d’erreur a posteriori 62

Figure 4.7 – Région de contact en noir.

Figure 4.8 – Historique de la convergence de eyδλ par rapport au degré N pour plusieurs

valeurs de h où α = 0.
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Figure 4.9 – Historique de la convergence de eyδλ par rapport au pas h pour plusieurs

valeurs de N où α = 0.

La variation des résultats numériques par rapport à h pour un degré fixe N = 6 est

donnée dans la figure 4.10, dans un repère log-log. L’indicateur d’erreur ηα pour α = 0, 0.5

et 1 décrôıt algébriquement, tandis que η1 et η 1
2

décroissent plus rapidement que η0 lorsque

N augmente.

Figure 4.10 – Historique de la convergence de eyδλ par rapport au pas h pour plusieurs

valeurs de α.
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Figure 4.11 – Historique de la convergence de eyδλ par rapport au degré N pour plusieurs

valeurs de α.

La figure 4.11 représente le graphique des résultats numériques par rapport au

degré N pour un maillage uniforme avec ne = 4 dans un repère log-log, et η0 présente

une quasi-décroissance algébrique identique à celle des autres indicateurs d’erreurs. On

remarque que η1 et η 1
2

décroissent plus rapidement lorsque N augmente.

Exemple 4.4. Reprenons l’exemple donné dans [59], où la solution exacte est inconnue.

On considére l’obstacle affine par morceaux ϕ (x) = |x− 0.5|+ |y − 0.5| − 0.3 et f = 10,

avec δ = 1e− 2 et la condition de Dirichlet homogène dans le domaine [0, 1]2.

On réalise une étude de convergence numérique dans laquelle les résultats numériques

pour yδλ sont représentés dans la figure 4.16 avec l’obstacle ϕ et la région de contact cor-

respondante sont donnés sur la figure 4.17, tandis que les tableaux 4.5 et 4.6 affichent les

différentes contributions de ηα pour α = 0. Les graphes de convergence sont respectivement

représentés dans les figures 4.12 et 4.13.
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ne

1 2 4 8

N
∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

2 2.87e− 01 9.23e− 03 4.10e− 03 2.18e− 04 5.02e− 05 9.09e− 06 8.86e− 06 1.97e− 05

4 7.65e− 03 8.97e− 04 3.11e− 05 4.92e− 06 9.17e− 07 1.19e− 06 3.91e− 07 3.84e− 06

8 9.12e− 05 4.55e− 05 3.31e− 07 1.87e− 07 3.21e− 08 2.57e− 07 2.18e− 08 8.81e− 07

10 2.10e− 05 1.73e− 05 8.17e− 08 6.37e− 08 1.19e− 08 1.61e− 07 8.79e− 09 5.57e− 07

Table 4.5 – Résultats numériques de l’analyse a posteriori en fonction de N pour chaque valeur

de ne.

N

2 4 8 10

ne
∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

∥∥eyδλ∥∥H1(Ω)

∥∥βλδ ∥∥L2(Ω)

1 2.87e− 01 9.23e− 03 7.65e− 03 8.97e− 04 9.12e− 05 4.55e− 05 2.10e− 05 1.73e− 05

2 4.10e− 03 2.18e− 04 3.11e− 05 4.92e− 06 3.31e− 07 1.87e− 07 8.17e− 08 6.37e− 08

4 5.02e− 05 9.09e− 06 9.17e− 07 1.19e− 06 3.21e− 08 2.57e− 07 1.19e− 08 1.61e− 07

8 8.86e− 06 1.97e− 05 3.91e− 07 3.84e− 06 2.18e− 08 8.81e− 07 8.79e− 09 5.57e− 07

Table 4.6 – Résultats numériques de l’analyse a posteriori en fonction de ne pour chaque

valeur de N .
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Figure 4.12 – Historique de la convergence de eyδλ par rapport au pas h pour plusieurs

valeurs de N où α = 0.

Figure 4.13 – Historique de la convergence de eyδλ par rapport au degré N pour plusieurs

valeurs de h où α = 0.
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Figure 4.14 – Historique de convergence de eδy par rapport au pas h pour plusieurs valeurs

de α.

Figure 4.15 – Historique de convergence de eyδλ par rapport au degré N pour plusieurs

valeurs de α.

Dans ce qui suit, les résultats numériques pour yδλ sont représentés dans

la figure 15 avec l’obstacle ϕ et la région de contact correspondante est donnée dans la

figure 4.17. La figure 4.14 montre la variation des résultats numériques par rapport au

pas h pour le degré N = 6 dans un repère log-log. L’indicateur d’erreur ηα pour plusieurs

valeurs α = 0, 0, 5, et 1 se désagrège algébriquement, tandis que η1 et η 1
2

décroissent plus
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rapidement que η0 lorsque N augmente. Le graphe des résultats numériques par rapport au

degré N pour un maillage uniforme fixe avec ne = 4 dans un repère log-log est donné dans

la figure 4.15 tandis que η0 montre presque la même décroissance algébrique que les autres

indicateurs d’erreurs. On remarque que η1 et η 1
2

décroissent plus rapidement lorsque N

augmente .

Figure 4.16 – Solution numérique yδλ et la fonction obstacle ϕ.

Figure 4.17 – Région de contact en noir.



CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Dans ce travail, on a considéré une approximation uniforme par la méthode des

éléments spectraux de Legendre pour la discrétisation d’un problème d’obstacle ellip-

tique pénalisé. On a construit une estimation d’erreur a priori et on a obtenu les bornes

supérieure et inférieure d’une estimation d’erreur a posteriori pour la solution du problème

discret. De plus, on a considéré quelques tests numériques pour montrer la précision de ces

estimations. Une éventuelle étude consiste à considérer la méthode des éléments spectraux

non uniformes pour décrire et analyser le problème considéré ci-dessus.
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[48] Madec, R. :Méthode des éléments spectraux pour la propagation d’ondes sismiques en mi-
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