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Résumé

Dans cette thése, on a étudié le comportement asymptotique de quelques systémes
élastiques ot la dissipation est introduite par la présence d’un terme thermo-élastique
ou thermo-visco-élastique. Nous avons commencé par un systéme élastique poreux
couplé avec des effets thermiques, ou le flux de chaleur est donné par la théorie
de Green et Naghdi appelée type III. En utilisant la méthode de multiplicateurs,
on a montré un résultat de décroissance dans le cas ou la fonction de relaxation g
décroit exponentiellement ou polynomialement ou d’'une maniére plus générale si et
seulement si le numéro de stabilité K est nul.

Le second travail est un probléme de type Timoshenko, deux dissipations ther-
miques ont été considéré, agissant sur la force de cisaillement et sur le moment de
flexion, ou le flux de chaleur dans ce cas est donné par la loi de Cattaneo. En utili-
sant la théorie du semi-groupe, on a prouvé 'existence et 'unicité de la solution du
probléme. De plus, un résultat de stabilité exponentielle a été établi.

Ensuite, on a étudié I'existence et 'unicité de la solution d’un systéeme de Timo-
shenko avec une seule dissipation thermo-visco-élastique, en utilisant la méthode de
Faedo-Galerkin. Aussi, on a prouvé la stabilité d'une maniére générale dans le cas
ou le nombre de stabilité (, est nul.

Finalement, on propose un schéma numérique de type différences finies pour un
systéme thermoélastique de Timoshenko avec dissipation de frottement. Des simula-
tions numériques confirmant nos résultats sont présentés.

Mots-clés : Systéme poreux élastique ; Systéme de Timoshenko ; Thermoélasti-
cité de type III; Loi de Cattaneo; Fonction de relaxation; Décroissance exponen-
tielle ; Décroissance générale ; Fonctionnelle de Lyapunov.
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Abstract

In this thesis, we studied the asymptotic behavior of some elastic systems where
the damping is introduced by the presence of a thermo-elastic or thermo-visco-elastic
term. We started with a porous elastic system coupled with thermal effects, where the
heat flux is given by Green and Naghdi’s theory of type III. By using the multiplier
method, we show a general decay result depending on the stability number K, from
which the exponential and polynomial decay estimates are only special cases.

The second work is a Timoshenko type problem with two thermal dissipations,
acting on the shear force and on the bending moment, where the heat flux in this case
is given by Cattaneo’s law. Using the semi-group theory, the existence and uniqueness
of the solution of the problem was proved. Moreover, an exponential stability result
has been established.

Then, the existence and uniqueness of the solution of a Timoshenko system with a
unique thermo-visco-elastic damping was proved, using the Faedo-Galerkin method.
Also, we established a general decay result in case the stability number (; is zero.

Finally, we propose a numerical scheme of finite difference type for a thermoelastic
Timoshenko system with friction dissipation. Numerical simulations confirming our
results are presented.

Keywords : Porous elastic system; Timoshenko system; Thermoelasticity of
type IIT; Cattaneo’s law ; Relaxation function; Exponential decay ; General decay ;
Lyapunov functional.
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Introduction générale

Durant ces derniéres décennies, les structures flexibles sont devenues de plus en
plus utilisées dans les domaines de la technologie et de l'ingénierie, ce qui a sus-
cité 'intérét des chercheurs pour les problémes de la stabilisation des systémes de
type élastique, thermoplastique, viscoélastique, etc. De nombreux travaux a ce sujet
existent dans la littérature et un progrés important a été réalisé dans ce domaine.

Principalement cette thése porte sur I'étude de la stabilisation de quelques sys-
témes thermoélastiques sous 'effet de différents types de dissipations.

La thermoélasticité s’intéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et dé-
formations dans les corps de solides élastiques et vice-versa. En d’autre terme, cette
théorie prend en compte les processus, ou les contraintes et les déformations pro-
viennent non seulement des forces mécaniques mais également des variations de la
température.

La dynamique des solides élastiques engendre des vibrations provoquées par ex-
citation comme les charges extérieures imposées sur le solide ou de I’environnement,
séisme, explosion ou choc avec d’autres objets,...etc. Ces vibrations sont connues par
leur influence néfaste sur la structure de solide ou sur son fonctionnement et pour ces
raisons la qu’elles constituent un probléme majeur dans les domaines de I'ingénierie
et de l'industrie. Pour pallier ce probléme, la stabilisation a pour but d’atténuer les
vibrations par rétroaction (feedback), elle consiste donc & garantir la décroissance de
I’énergie des solutions vers zéro de facon plus au moins rapide par un mécanisme de
dissipation. Pratiquement, pour stabiliser le systéme, divers fagons ont été proposés
par exemple introduire des amortissements dans le systéme ou la frontiére ou une
partie de frontiére ainsi que différentes dissipations ont été élaborées par exemple
les dissipations de type frictionnelle, thermique ou viscoélastique ou combinaison de
celles-ci.

Plus précisément, on s’intéresse a déterminer le comportement asymptotique de

I'énergie que l'on note par E(t). Il existe plusieurs types de stabilisation que 1'on
peut étudier
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Introduction générale

1) Stabilisation forte : E(t) — 0 lorsque t — oc.
2) Stabilisation logarithmique : E(t) < C (log(t))™°, Vt >0, (C, § > 0).
3) Stabilisation polynomiale : E(t) < C't=, Vt >0, (C, d > 0).

4) Stabilisation uniforme : E(t) < Ce %, Vvt >0, (C,§ > 0).
Ou C dépend des données initiales.

Cette thése est fondée sur deux concepts : la thermoélasticité non classique et
la thermoélasticité poreuse. En particulier, on s’intéresse a la stabilité des systémes
de Timoshenko et poreux ot le flux de la chaleur est proposé dans la théorie de
thermoélasticité non classique.

Thermoélasticité non classique

La thermoélasticité classique s’intéresse a l'effet de la chaleur sur la déformation
d’un solide élastique et a l'effet inverse de la déformation sur I’état thermique du
solide. Elle se base sur le principe de la théorie classique de la conduction thermique,
typiquement donnée par la loi de Fourier

q=—krVo0,

ou q est le vecteur de conduction thermique, 6 est la différence de température et x
est le coefficient de la conductivité thermique. Par conséquent, cette équation prédit
une vitesse infinie de propagation de la chaleur, ou encore toute perturbation ther-
mique & un point a un effet instantané dans le reste du corps, ce qui est physiquement
irréaliste et les expériences ont montré que la conduction thermique dans certains
cristaux diélectriques a basse température est libre de ce paradoxe (la vitesse de pro-
pagation infinie) et que les perturbations, qui sont presque entiérement thermiques,
se propagent a une vitesse finie. Cette propagation de I'ondulatoire de la chaleur est
connue sous le nom de deuxiéme son.

Pour enlever ce paradoxe physique, plusieurs théories ont été élaborées. Cattaneo
a proposé un modéle dans lequel la température se propage a vitesse finie. Cette loi
de transfert de la chaleur est appelée loi de Cattaneo [I8|, elle consiste & remplacer
la loi de Fourier par la loi de Cattaneo suivante :

Tq+q+ VO =0, (1)
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Introduction générale

ou 7 > 0 est le temps de relaxation. Avec cette relation, I’énergie interne donnée par
e =e(f), (2)

n’est plus compatible avec la deuxiéme loi de la thermodynamique. Coleman et al.
[23] ont montré en 1982 que, si est adoptée, alors la compatibilité avec la ther-
modynamique exige que devrait étre remplacée par

e=&(0,q) = a(9) + a(0)¢’,
ou o est une fonction déterminée par 7 et k.

Au cours du dernier siécle, Green et Naghdi [39, [40], 41] ont introduit trois nou-
veaux types de la théorie thermoélastique fondés sur une égalité entropique au lieu
de I'inégalité entropique habituelle. Dans chacune de ces théories, la relation consti-
tutive du flux de la chaleur est présentée par une équation aux dérivées partielles qui
est différente des autres théories. Par conséquent, les trois théories sont obtenues et
appelées thermoélasticité de type I, type II et de type III, respectivement. Dans cette
direction de recherche, de nombreuses contributions mathématiques et physiques ont
été apportées dans ce domaine. Voir par exemple les articles [19] 20, 211 [78), [79], 80, 82].

Lorsque ces théories sont linéarisées, la thermoélasticité de type I conduit a la
conduction de la chaleur habituelle par la loi de Fourier. Le type II conduit & une
équation du Télégraphe

1
Qtt + —Qt = CQAQ,
T

ou 7 est un parameétre réel de relaxation strictement positive, et le type III conduit
a I’équation de Jeffrey
Tq + q + k1A0 + TR VO, = 0. (3)

La thermoélasticité de type II est une théorie alternative pour décrire les inter-
actions thermomeécaniques dans les matériaux élastiques. Les auteurs dans [39] ont
proposé l'utilisation de la variable de déplacement thermique

v= [ o5)ds+ v

au lieu de la température 0. A 1'échelle macroscopique cette variable représente une
grandeur de déplacement thermique a I’échelle moléculaire. Au cours des deux der-
niéres décennies, cette théorie a fait 'objet de quelques travaux intéressants, voir par
exemple [22], [44], [50, [&T].

Dans la théorie de la thermoélasticité de type III, le flux de la chaleur est une
combinaison de ceux de type I et I et ces derniéres ne sont que des cas limites de flux

ix



Introduction générale

de la chaleur de type III. Le systéme de thermoélasticité de type III est de nature
dissipatif alors que celui de type II est sans dissipation de I’énergie. Dans ces deux
théories de type II et III, la chaleur se propage par le biais d’ondes thermiques et la
vitesse de propagation d’onde est finie.

Nombreux travaux ont été publiés pour les systémes thermoélastiques de type
II1. Quintanilla et al.[82] ont considéré le systéme suivant :
Ut — QUgy + 0, =0, (x,t) € (0,L) x (0,00), )
@tt — (59m — Het:m: + YUty = 0, (I’, t) S (07 L) X (0, OO),

avec des données initiales et différentes conditions aux bords, ot u est le déplacement,
6 est la température et les coefficients «, 3, 0, k,y sont des constantes positives. Les
auteurs ont utilisé la méthode d’énergie et la méthode spectrale pour montrer que
la dissipation forte (—k6y,,) stabilise le systéme @ exponentiellement.

Concernant les systémes de Timoshenko avec thermoélasticité de type III, on cite
le travail de Messaoudi et al.[56] qui ont traité le systéme de la forme :

P1Ptt :k‘(@z‘iﬂb)x’ ([L’,t) € (071) X (0,00),
ptht = b¢xx - k (pr + w> - ﬂezv (33', t) € (07 1) X (07 OO)) (5)
P39tt = 5eww + "f@t:m: - 7¢ttmy (J}, t) S (07 1) X (07 OO)J

ol ¢, 1,0 désignent le déplacement transversal de la poutre, ’angle de rotation du
filament de la poutre et la température, respectivement. Les coefficients p1, ps, ps,
b,k,3,0,v,k sont des constantes positives. Ils ont prouvé un résultat de stabilité
exponentielle pour le systéme a condition que les vitesses de propagation d’onde

4 ) s di pL . p2
sont égales, c’est a dire ( 2 = £2).

Djebabla et Tatar.[30] ont analysé un systéme de Von Karman avec thermoélas-
ticité de type III. Ce systéme est présenté par :

Ut — Dl [ua: + %(wx)ﬂx + ’ygtx = 07 (:Ev t) S (07 L) X (07 00)7
wy + Kywy — Dy [(ue + 5(we)?) W]+ DoWage =0, (2,t) € (0, L) x (0, 00),
Qtt — lem + Kzet + Y Uty = 0, (x, t) € (0, L) X (0, OO)

Ici, u,w, 0 désignent le déplacement longitudinal, le déplacement transversal et la
température, respectivement. Les coefficients Dy, Dy, Ky, K5, 1, sont des constantes
positives. Les auteurs ont prouvé un résultat de stabilité exponentielle indépendante
d’aucune relation entre les coefficients du systéme.
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Récemment, Santos [86] a étudié un systéme de Bresse avec thermoélasticité de
type III, le systéme est donné par :

P1pi — /‘v'(%c + 9+ lw)x — l'fo(wa: - 580) + K0, =0, (z,t) € (0,L) xRy,
P2 — bbuy + K0y + b + lw) — kO =0, (z,t) € (0,L) x Ry, (6)
prog — ko(we — @)+ k(e + ¢ +1lw) =kl =0,  (2,t) € (0,L) x Ry,
P30y — 00,0 + k(P + 0 + ), — Y01z = 0, (z,t) € (0,L) x R,

ol p, ¥, w,d désignent le déplacement vertical, I'angle de rotation, le déplacement
longitudinal et la température, respectivement. Les coefficients p1, po, p3, K, [, Ko, b, 0
et v sont des constantes positives. Un résultat de stabilité exponentielle a été prouvé
par 'auteur pour le systéme @ avec des conditions initiales et aux limites si et
seulement si les coefficients du systéme vérifient

P P2

, et K =Ko
K b

Thermoélasticité poreuse

Dans la théorie d’élasticité, les solides élastiques avec des vides ont attirés l'at-
tention de nombreux chercheurs depuis que Goodman et Cowin ont proposé une
nouvelle théorie [38]. En fait, ils ont introduit la théorie du milieu continu des ma-
tériaux granulaires avec des vides dans la théorie des solides élastiques avec vides.
Plus précisément, cette théorie est regardée comme une extension de la théorie clas-
sique de I’élasticité aux milieux poreux. En plus des effets élastiques, ces matériaux
possédent une microstructure avec la propriété que la masse en chaque point est
obtenue comme le produit de la densité massique de la matrice du matériau avec la
fraction volumique. Cette idée a été proposée par Nunziato et Cowin [75] lorsqu’ils
ont développé la théorie non linéaire des matériaux élastiques poreux.

L’importance des matériaux avec microstructure a été démontrée par le nombre
considérable d’articles publiés dans différents domaines d’application tels que l'in-
dustrie pétroliere, la science des matériaux, la biologie, etc. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur aux articles suivants [24, [25] et les références qui s’y trouvent.

Nous tenons a noter que les chercheurs se sont intéressés a ’analyse du comporte-
ment asymptotique en considérant les mécanismes de dissipation aux niveaux micro-
scopique et/ou macroscopique. De nombreux articles ont été publiés, dans lesquels
les auteurs ont déterminé le type et le taux de décroissance. La premiére contribution
dans cette direction a été obtenu en 2003 par Quintanilla [83], o le systéme suivant
a été considéré :

PUt = UUgy + ngmy (:E7 t) S (07 7T) X (07 OO>7 (7)
J@tt = 64;011:1: - Bux — TPt — g@a (‘T’ t) € (07 7T) X (O’ OO)?

xi



Introduction générale

ou u est le déplacement d’un matériau élastique solide, ¢ la fraction volumique.
Les coefficients p, J, i1, d,&, 7 sont des constantes positives et 3 satisfait 32 < ué€.
L’auteur a prouvé que la dissipation poreuse —7; n’est pas assez forte pour stabiliser
le systéeme @ exponentiellement. Plus tard, Apalara [I0] a utilisé la méthode de
I’énergie pour prouver que la dissipation poreuse —7y; est suffisante pour conduire
le systeme a l’état d’équilibre de maniére exponentielle & condition que les vitesses
des ondes soient égales, c’est a dire

[T
. =5 (8)

Dans [53], Magana et Quintanilla ont considéré le systéme @ avec une dissipa-
tion viscoélastique de la forme ~uy,, dans la premiére équation avec 7 = 0, ils ont
montré que la présence d’une dissipation viscoélastique n’est pas assez forte pour
stabiliser le systéme considéré exponentiellement. Dans le méme travail, ils ont éga-
lement montré que ni I'ajout de la température au probléme viscoélastique-poreux
ni I'ajout de la microtempérature au probléme élastique-viscoporeux peut stabiliser
le systéme de maniére exponentielle. Cependant, la combinaison de la viscoélasticité
et de la dissipation poreuse ou l’ajout de la microtempérature dans les problémes
élastiques poreux conduisent la solution & une décroissance exponentielle.

Casas et al.[T6] ont considéré un systéme élastique poreux couplé avec des effets
thermiques, donné par :

Pl = Uz + b@x - 59:1:7 (377 t) € (07 7T) X (07 OO),
Jgptt = 59012 _bu:v —fSD‘i‘mg—TSOt, (.T,t) € (077T) X (0,00), (9)
cly = K Oy — Bug, — mpy, (x,t) € (0,7) x (0, 00),

ou 6 est la température donnée par la loi de Fourier. Les auteurs ont prouvé que la
présence des dissipations de température et poreuse agissant ensemble stabilisent le
systéme de maniére exponentielle. Les mémes auteurs [I7] ont ensuite considéré (9)
avec 7 = 0, et ont montré que 'effet thermique seul n’est pas assez fort pour obtenir
une stabilité exponentielle.

Pamplona et al.[76] ont étudié un systéme thermoélastique poreux de la forme :

putt = lldua}x _I' b@x - /6990 + ’Vutm, (Z’,t) S (O,W) X (07 00)7
JSOtt = 5(10:1::1: — buz - ’5()0 + mea (.T,t) € (077T) X (07 00)7 (10)
by = KOy — Plise — My, (x,t) € (0,m) x (0,00),

et ont montré que I’amortissement fort dans I’équation élastique combiné a 'effet de
la température n’est pas suffisant pour obtenir une stabilité exponentielle. En effet,
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pour des solutions réguliéres, la décroissance est polynomiale.

Dans [89], Soufyane a été le premier qui a proposé un probléme thermoélastique
poreux avec une dissipation de type mémoire. Le systéme est présenté par :

utt:u:c:r:—i_gpx_ex; (.Z',t) € (O7L) X (0700)7
Ptt = Poa — Ug — P =+ 9 - fgtg@ - 3)@xm<8)d87 (SL’,t) S (07 L) X (07 OO>7 (11)
et:‘ga:m_utm_soty (Jf,t) € (07L> X (0700)7

ou ¢ est une fonction positive décroissante, et il a prouvé que la décroissance est
exponentielle (respectivement polynomiale) lorsque la fonction de relaxation est dé-
croit exponentiellement (respectivement polynomialement).

Notons que le flux de chaleur utilisé dans les trois systémes précédents est donné
par la loi de Fourier. Afilal et al.[68] ont étudié un systéme thermoélastique poreux
avec une dissipation de type mémoire, ou le flux de chaleur est donné par la loi de
Cattaneo, plus précisément, ils ont examiné le probléme suivant :

Pl = gy + by — B0y, (z,t) € (0,1) x Ry,
Ji = 00pp — buy — E + mb — fotg(t — 8)pae(s)ds, (z,t) € (0,1) x Ry, (12)
cly = —q — Buge — mep, (z,t) € (0,1) x Ry,
Toqr = —q — Kby, (z,t) € (0,1) x Ry,

un résultat similaire a celui trouvé dans [89] a été établi en utilisant les techniques
de multiplicateurs.

Apalara [12] a considéré un systéme ¢élastique poreux avec des effets de micro-
températures,

Pl = UUgy + b(p:v; (.Z’,t) € (07 1) X (07 OO),
Jgptt = 5Q0zz - bu:c - 590 - daza (l‘ﬂf) € (O’ 1) X (07 00)7 (13)
by = kOup — kO — d oy, (x,t) € (0,1) x (0,00),

ou f ici désigne la microtempérature, il a montré que le systéme est exponen-
tiellement (ou polynomialement) stable en fonction de (§)). Le méme résultat a été
trouvé par Lacheheb et al.[49], quand ils ont considéré le méme systéme avec la ther-
moélasticité de type III au lieu de la thermoélasticité classique.

Un grand progrés a été consacré a l'obtention d’une stabilité (exponentielle ou
polynomiale) des solutions en thermoélasticité poreuse et de nombreux résultats ont
été établis. Parmi eux, on peut citer les articles suivants [13], [34] 50, [62] 63], [65] OO0,
911, 94].
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Systémes de Timoshenko

En 1921, Timoshenko a proposé un modéle en mécanique vibratoire considéré
comme une amélioration des modeéles des poutres de type Euler-Bernoulli et de type
Rayleigh en tenant compte aussi bien des déformations de cisaillement que le moment
de flexion. Le modéle mathématique est décrit par deux équations aux dérivées par-
tielles émanant de son article [92]. Le modeéle d’Euler-Bernoulli est limité a I’étude
de la vibration transversale d’une poutre permettant la transmission de 1’énergie
avec une vitesse proche de l'infini. Plus tard, Rayleigh a modifié la poutre d’Euler-
Bernoulli en proposant son modéle qui est basé sur 'ajout de l'inertie de rotation.
Dans la pratique, ces deux modéles ne conviennent pas aux problémes concrets, par
conséquent, ils ont que peu d’applications. Par contre, le modéle de Timoshenko peut
résoudre la majorité des problémes rencontrés dans les applications. Le modéle est
décrit par les deux équations hyperboliques couplées suivantes :

pA(;Ott - HAG (QOI + ¢)a; - O’ (x’t) € (O’ L) X (07 OO), (14)

plpu — (Els), + KAG (9o + ) = 0, (z,t) € (0, L) x (0,00),

ol p désigne la masse volumique, A est ’aire de la section transversale, I est le second
moment de la section transversale de la poutre, k est le coefficient de cisaillement, G
est le module de rigidité, E est le module d’élasticité de Young, ¢ est le déplacement
transversal de la poutre, 1 est 'angle de rotation du filament de la poutre, ¢ est la
variable du temps, x la variable de I’espace au long de la poutre de longueur L dans
sa configuration d’équilibre.

Il est important & noter que dans la littérature, les chercheurs ont montré que la
présence d’une seule dissipation est insuffisante pour controéler le systéme exponen-
tiellement, sauf dans le cas ou les vitesses de propagation d’ondes sont égales. Au
contraire (les vitesses de propagation d’ondes sont différentes), la stabilité obtenue
est polynomiale. Alors que la présence de termes d’amortissements dans les deux
équations conduit a la stabilité uniforme. La différence des vitesses de propagation
d’ondes est trés importante et est notée comme suit :

P1 P2
=3 (15)
Ce nombre a été proposé pour la premiére fois par Soufyane [87] ou la stabilité ex-
ponentielle du systéme de Timoshenko a été prouvé avec la présence d'une seule
dissipation agissant sur la deuxiéme équation du systéme.

Dans [6], Ammar-Khodja et al. ont considéré un systéme de Timoshenko avec
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dissipation viscoélastique de la forme :

prow — k(g +10), =0, (z,t) € (0,1) x Ry,
oty — bpy + k (. + 1) + fotg(t — $)Wpe(v,8)ds = 0, (z,t) € (0,1) x Ry,
(16)

notant que, p; = pA, po = pl,k = KAG, et b = EI. Les auteurs ont prouvé un
résultat de stabilité exponentielle pour le systéme dépendant de la fonction de
relaxation g et si y = 0, dans le cas o1 x # 0, ils ont montré que le systéme est stable
de maniére polynomiale. Le méme résultat a été établi par Mundz Rivera et al.[72]
quand ils ont considéré un systéme de Timoshenko avec terme de mémoire infini de
la forme :

prow — k (pe + 1), = 0, (z,t) € (0,1) x Ry,
P2 — bbaa + k(0o +0) + [ 9(8)thau(-,t —s)ds = 0, (x,t) € (0,1) x Ry.

Mundz Rivera et al.[69] ont proposé un amortissement de nature différente, ils
ont considéré le systéme suivant :

prow — k (pe + ), =0, (z,t) € (0,1) x Ry,
pathy — bay + k (0 +10) + 00, =0, (x,t) € (0,1) x Ry, (17)
030y — KBpy + 0 = 0, (x,t) € (0,1) x Ry,

ou 0 est la température, et les constantes ps, k,0 > 0 représentent les parameétres
physiques de la théorie de la thermoélasticité. Il est clair que cet amortissement n’agit
pas directement sur les équations du systéme d’origine (équations 1 et 2) ou
la frontiére, mais comme un effet thermique donné par une équation de la chaleur
(équation ([L7));) et couplé avec les équations du systéme de Timoshenko. Les auteurs
ont montré que I'équation de la chaleur, qui produisant une dissipation de 1’énergie,
est capable de stabiliser le systéme exponentiellement si et seulement si y = 0. De
plus, ils ont prouvé un résultat de stabilité polynomiale du systéeme dans le cas

x # 0.

Notons que le flux de chaleur dans le systéme précédent , est donné par
la loi de Fourier. L’é¢tude du systéme de Timoshenko avec la loi de Cattaneo est
particuliéerement intéressante car le comportement du systéme de Timoshenko en
thermoélasticité du second son est différent de celui de thermoélasticité classique.
En fait, le premier travail publié dans ce sens a été donné par Fernandez Sare et
al.[36], ou ils ont considéré le systéme suivant :

prow — k(0 +1b), =0, (z,t) € (0, L) x (0,00),
potbit — De + K (0o +9) + 00, =0, (z,t) € (0,L) x (0,00), (18)
p3t; + Gz + 0y = 0, (z,t) € (0,L) x (0, 00),
7¢; + Bq + 0, =0, (x,t) € (0, L) x (0, 00),
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et ils ont prouvé que le systéeme n’est pas exponentiellement stable méme si les
vitesses de propagation d’ondes sont égales (xy = 0).

Dans les systémes précédents (17)18)) le couplage du systéme de Timoshenko avec
les effets thermiques est considéré sur le moment de flexion. En 2014, Almeida Junior
et al.[3] ont proposé un nouveau couplage, ou les effets thermiques agissant sur la
force de cisaillement, plus précisément, ils ont considéré le systéme :

P1Prt _k(@x+¢)x+79x :O, (ZE,t) € (O7L) X (07 OO),
p2¢tt - b¢xz "‘ k (90:1: + ¢) - 79 = 07 (xa t) € (07 L) X (07 OO), (19)
P30 — 00, + v (pz +¢), =0, (2,t) € (0,L) x (0,00).

Les résultats relatifs a ce systéme dissipatif sont la stabilité exponentielle si et seule-
ment si les vitesses de propagation d’ondes sont les mémes et ceci est généralement
connu lorsqu’il y a des dissipations dans les systémes de Timoshenko. Ils ont prouvé
la stabilité polynomiale dans le cas contraire (y # 0).

Récemment, Alves et al.[4] ont considéré un autre nouveau couplage du systéme
de Timoshenko avec les effets thermiques, ot cette fois, le couplage agissant sur le
moment de flexion et la force de cisaillement a la fois, ils ont étudié le systéeme :

p1ow — k (pz + ), + 70, =0, (z,t) € (0, L) x (0,00),
Py — Wby + ki (o + ) =290 + 69, =0, (x,t) € (0,L) x (0,00), (20)
P30 — colue + 7 (0 + ), = 0, (2,t) € (0, L) x (0, 00),
Pa0 — 10pp + 0y = 0, (x,t) € (0, L) x (0,00),

ils ont prouvé que les deux dissipations de températures conduisent le systéme a une
stabilité uniforme pour n’importe quelles valeurs du paramétres du systéme ou de
type des conditions aux limites.

Plusieurs résultats de stabilité ont été établis par les chercheurs concernant les
systémes de Timoshenko, nous appelons le lecteur intéressé a voir [2] [70, [71), 88, 84]
pour les systémes de Timoshenko avec frottement, [42], 43, 57, [60] pour les systémes de
Timoshenko avec amortissement viscoélastique, [5], 9, 1T, [T4) 36}, B7, 56, 58, 59, 64 85)]
pour les systémes de Timoshenko avec amortissement thermoélastique, |7, 54] pour
les systémes de Timoshenko avec dissipations aux limites.
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Description de la thése

Ce manuscrit est divisé en cinq chapitres et ordonné comme suit :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on rappelle les outils qu’on a utilisé tout au
long de cette thése. On présente quelques définitions et résultats de I'analyse fonc-
tionnelle (les topologies faibles, espace de Sobolev,...). Egalement on donne quelques

théorémes et méthodes d’existence des problémes d’évolution (théoréme de Hille-
Yosida,...).

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré a 1’étude de la stabilité d’'un probléme
élastique poreux avec des effets thermiques ou la conduction de la chaleur est donnée
par la théorie de Green et Naghdi type III. Le systéme est de la forme :

(pXet = 10 Xaw + D, (z,t) € (0,1) x (0, 00),
I it = 0 Mg — me 5?7 m9m, (z,t) € (0,1) x (0, 00),
cOpy =10, — fo +(8)ds — m g, (x,t) € (0,1) x (0, 00),
X(0,1) = x(1,) = mo,t) — (L) =00,6) =0(1,1) =0, t>0,
(@00 = xol),  7(w,0) =), 60)=fofa),  we(01),

(Xe(7,0) = x1(x),  m(x,0) =m(z), 0(x,0)="0i(z), z € (0,1),

sous certaines hypothéses sur la fonction de relaxation g, on prouve que les solutions
énergies sont stables de maniére générale et que la stabilité exponentielle et poly-
nomiale deviennent un cas particulier, en utilisant la méthode des multiplicateurs.
Notre résultat améliore celui démontré par Lacheheb et Messaoudi [49)] et il a fait
I’'objet d’une publication dans une revue internationale intitulée :

"General decay of porous elastic system with thermo-viscoelastic damping". Djellali,
F., Labidi, S., Taallah, F. Eurasian Journal of Mathematical and Computer Appli-
cations (2021). DOI : 10.32523/2306-6172-2021-9-1-31-43

Chapitre 3 : L'objectif de ce chapitre est dévoué au traitement d'un systéme
de Timoshenko avec deux dissipations thermiques ot le flux de la chaleur est donné
par la loi de Cattaneo agissant sur la force de cisaillement et le moment de flexion.
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Le systéme est présenté par :

(100 =k (pr + ), +70, =0, (,t) € (0, L) x (0, 00),
p2tbis — Wy + K (2 + 1) — 70 + 09, = 0, (z,t) € (0, L) x (0,00),
P30t+qx+7(@x+¢)t:0» (l’,t) € (0’[’) X (0700)7
TG + ¢+ K10y = 0, (Jj,t) € (OvL) X (0,00),
ps0¢ + Py + 094 = 0, (z,t) € (0, L) x (0,00),
Spr + p + kel =0, (z,t) € (0, L) x (0,00),
e(x,0) = po(x); ¢i(z,0) = p1(x); ¥(z,0) = tho(2); Yi(z,0) = (2); z € (0,L),
0(x,0) = bOy(x); q(x,0) = qo(x); Hx,0) =do(z); p(z,0) =po(z), z€(0,L),
02(0,1) = . (L, 1) = ¥(0,1) = ¢(L,t) =0, t>0,

(0(0,t) = O(L,t) = p(0,t) = p(L,t) =0, t > 0.

En appliquant la théorie des semi groupes, on montre que notre systéme est bien posé.
Ensuite, on prouve un résultat de stabilité uniforme du systéme par la méthode de
multiplicateurs. Ceci a fait ’objet d’une publication dans une revue internationale
intitulée :

"Exponential stability of thermoelastic Timoshenko system with Cattaneo’s law".
Djellali, F., Labidi, S., Taallah, F. Annali Dell’Universita Di Ferrara. 67, 43-57
(2021). https ://doi.org/10.1007 /s11565-021-00360-y

Chapitre 4 : Ce chapitre concerne un systéme de Timoshenko amorti par une
seule dissipation thermique de type III agissant sur la force de cisaillement. Plus
précisément, on considére le systéme suivant :

(1 X0t — Kk (Xe + &), +mby, = 0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
P2 &t — bluw +k (Xo + &) —mb =0, (z,t) € (0,L) x (0, 00),
P30 — 10, + fot gt — 8)022(-,8) ds + mxe + m& =0, (x,t) € (0, L) x (0,00),
Xz(0,1) = xa (L, t) = §(0,t) = §(L,t) = 0(0,t) = O(L,t) =0, t>0,
x(z,0) = xo(z), {(z,0) = &o(z), 0(x,0) = bo(z), z € (0, L),

@ 0) = (), G0 =6,  6(0) = (), e (0.L),

on utilise la méthode de Faedo Galerkin pour montrer 'existence et 'unicité de la
solution de ce systéme. De plus, on prouve que I'énergie du systéme décroit d’une
maniére générale en fonction de certains paramétres du systéme. Ce résultat améliore
plusieurs travaux dans la littérature par exemple I'article de Ghennam et Djebabla
[37]. 11 a fait 'objet d’une publication dans une revue internationale :

Djellali, F., Labidi, S., Taallah, F. : "General decay for a viscoelastic-type Ti-
moshenko system with thermoelasticity of type III". Applicable Analysis (2021).
https ://doi.org/10.1080,/00036811.2021.1967329
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Chapitre 5 : Dans ce chapitre, on examine un systéme thermoélastique de Ti-
moshenko avec dissipation de frottement. Le systéme est déterminé par :

)
prow =k (o + 1),

(x,t) € (0,1) x (0,00)
p2thy = by — K (0p + ) — 00, — Uy, (z,t) € (0,1) x (0,00)
p3t; = —qz — 0y, (z,t) € (0,1) x (0,00)
4 7q = —Bq— ba, (z,1) € (0,1) x (0, 00),
p(z,0) = po(r); ¥(x,0) = o(z); 0(x,0) = bp(); r € (0,1),
ei(2,0) = @1(x); Pi(x,0) = P1(x); q(x,0) = qo(); z € (0,1),
L p2(0,8) = @ (1,1) = ¢(0,1) = ¥(1,1) = q(0,) = ¢(1,£) =0, t=>0.

On donne des résultats théoriques sur l'existence et l'unicité de la solution et la
décroissance de I’énergie. Ensuite, on présente un schéma basé sur les différences
finies pour ce systéme ainsi que 1’énergie numérique. Enfin, quelques tests numériques
seront présentés.

Méthodologie

Dans ce travail, pour montrer les résultats de stabilité, on utilise la méthode des
multiplicateurs basée sur la construction d'une fonction de Lyapunov £(t) équivalente
a I'énergie E(t) associ¢e au systéme. On désigne par £ ~ E ’équivalence

nmE(t) < L(t) <vywE(t), t>0,
pour deux constantes positives v; et . Il suffit d’établir une telle inégalité
£(t) <

—c L(t), Yt>0, c>0,

pour déduire la stabilité exponentielle. Pour établir la stabilité de type générale, la
fonctionnelle £(t) doit vérifier I'inégalité

L(t) < —e (L),

ou ((t) est une fonction vérifiant certaines conditions.

YVt >ty >0, ¢>0,
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Chapitre 1 : S
Notions preliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions, inégalités et théorémes
fondamentaux (espace de Sobolev, théoréme de Hille-Yosida,...) utiles pour aborder
la suite.

1.1 Topologies faibles, compacités faibles

1.1.1 Topologie faible, topologie faible x

Soient (E, || -||) un espace de Banach, £ son dual (topologique) et (-,-) est le
crochet dans la dualité entre E' et F.

Définition 1.1.1. La topologie faible, notée o(E, E/) sur E est la topologie la moins
fine sur E rendant toutes les applications continues ¢y, pour tout f & E', ou G5 -

E =R etor(x)=(fx).

Définition 1.1.2. La topologie faible *, notée o(E , E) est la topologie la moins fine
sur E' rendant toutes les applications continues ¢, pour tout x € E, ot ¢y : E' — R

et ¢.(f) = (f,z).

Définition 1.1.3. (Convergence faible)
Soit (1,),cy une suite de E. On dit que x, converge faiblement vers x € E, et on
note r, — x, st

(f,xny = (f,x), VfeFE.

Définition 1.1.4. (Convergence faible étoile)
Soit f € E et soit {f,} C E'. On dit que f, converge faiblement x vers f € E', et
on note f, = f, si

(fn,z) = (f,2), Vo € E.

Notation. Dans la suite, on utilise les notations suivantes :
Tn — T pour la convergence forte.

T, — x pour la convergence faible.

T, — x pour la convergence faible étoile.



1.1. TOPOLOGIES FAIBLES, COMPACITES FAIBLES

Proposition 1.1.1. Soit (z,,) une suite de E, on a
(i) [ — = pour o(B,E)] & [(foa) = (i) V€ E].

(i) Si x,, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E, E").

(i) Six, — x faiblement pour o(E, E'), alors |2, est bornée et ||x|| < liminf [|2,,]|.
(iv) Si x, — x faiblement pour o(E,E') et si f, — f fortement dans E', alors
{fnrzn) = (f,2).
Proposition 1.1.2. Soit (f,) une suite de E', on a

(i) |Ju = f pour o(E' E)| & [(fu2) = (f,2) Va€B).

(i) Si fo — f fortement, alors f, — f pour o(E',E").

(i4i) Si f, — f pour o(E',E"), alors f, = f pour o(E, E).

(iv) Si f,, = f pour o(E', E), alors || f,|| est bornée et || f| < liminf | f,|.

(v) Si f, = f pour o(E', E) et si x, — x fortement dans E, alors { f,, x,) — {f, z).

1.1.2 Compacité faible, compacité faible x

Les résultats de compacité faible et faible * sont largement utilisés "pour passer
a la limite" dans la plupart des méthodes constructives de résolution des problémes
aux limites.

Théoréme 1.1.1. La boule unité fermée d’un espace de Banach réflexif E est fai-
blement compacte.

Remarque 1.1.1. Ce théoréme est parfois formulé comme suit :
Toute suite bornée dans un espace de Banach réflexif E, admet une sous-suite fai-
blement convergente dans E.

Proposition 1.1.3. Si E est un espace normé séparable, alors toute suite bornée
dans E' admet une sous-suite faiblement x convergente dans E'.



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces L”
Définition 1.2.1. [T5] Soit Q =|a,b] un ouvert de R"™ (pas forcément borné), et
1 < p < +oo, on définit l’espace de Lebesgque LP(2) par

Y Q — R; 1) est mesurable et/ ‘@Z)(x)‘pdx < 400; 511 <p < +o0
LP(Q) = ;

et Y : Q0 — R; 1) est mesurable et il existe une constante c
telle que{zﬂ‘ <c p.psur€; sip=—+00

Théoréme 1.2.1. Les espaces LP () munis des normes suivantes

H¢‘ = (/ ‘w(x)’pdm)p; 1 <p<+o0,

Lr(Q) Q

HwH = inf {CGRJr telle que || < c p.p sur Q},
L>()

sont des espaces de Banach.

Remarque 1.2.1. Pour p = 2, l'espace L*(Q) muni du produit scalaire
(v.0) = [wodn, v.oer’@)
Q
et

H1/)) L2(Q) B (1/), ¢>5’

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2.2. (Inégalité de Hélder) [15] Soit 1 < p < +oo, on désigne par q
l’exposant conjugué de p c’est a dire %4—% = 1. Alors, pour ) € LP(Q) et ¢ € L1(NQ)
onape LNQ) et

g

]

< .
L1(Q) H¢’ LP(Q) ’ La(Q)

Remarque 1.2.2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l’inégalité
de Hélder dans le cas ot p = q = 2.

1.2.2 Les espaces de Sobolev W"?((Q2)

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels
particulierement adaptés a la résolution des problémes d’équations aux dérivées par-
tielles.



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Les espaces W'r(Q)

Définition 1.2.2. L’espace WP(Q) est constitué des fonctions de LP(Q) dont la
dérivée au sens des distributions s’identifie a une fonction de LP((QQ).

WP (Q) = {¢ € LP(Q), 3¢ € LP(Q) tel que / Yo de = — / ppdr, Vo € 03(9)} .
Q Q
Proposition 1.2.1. [ L’espace de Sobolev W'P(Q)) muni de la norme

|41

u
Q)

Wi ( ()

est un espace de Banach.

De plus, pour p = 2, l’espace de Banach W2(Q) devient un espace de Hilbert
que l’on note HY(RY), avec le produit scalaire

(wa ¢)H1(Q) - (¢’ gb)LQ(Q) + <77Z),7 ¢,)L2(Q)

Les espaces W™?(Q)

Soit 1 < p < 400 un réel, et soit I'entier m > 2, on définit par récurrence ’espace
W™P(Q)) par

W (@) = {u e wrtR(Q), v e wrtr(@) )
En particulier, si p =2 on a
Wm2(Q) = H™ (),

lespace H™(2) muni du produit scalaire

(©:0) gy = (©9) 12 Z 9,69 12

est un espace de Hilbert.

Les espaces W;""(Q)

Définition 1.2.3. Soit Uentier m et le réel 1 < p < 400, on désigne par Wi (Q)
la fermeture de C™™(Q) dans W™P(Q). On note WJ"*(Q) = Hy"(Q).

Théoréme 1.2.3. [15] Soit iy € W'P(Q), alors ¢ € W()Lp(Q) st et seulement si
=0 sur dQ (le bord de Q).



1.3. RAPPEL SUR LA THEORIE DES SEMI GROUPES

Proposition 1.2.2. (Inégalité de Poincaré) [15] On suppose que § est borné. Alors
il existe une constante strictement positive ¢ vérifiant

/

weWer @ o], <elv

WLp(Q Lr(Q)

Autrement dit, sur Wy (Q) la quantité
norme de W'?(Q).

w’H est une norme équivalente a la
Lr(Q)

Remarque 1.2.3. On a la caractérisation suivante de HJ'(Q2) :
H(Q) = {2/1 cH™Q): p=¢ =..=¢m D=0 suraﬁ} .
1l convient de bien distinguer
H2() = {¢ e HXQ): ¢p=¢ =0 sur@Q} ,

et
H*(Q) N Hy(Q) ={y € HQ): ¢ =0 surdQ}.

1.3 Rappel sur la théorie des semi groupes

1.3.1 Quelques définitions

Définition 1.3.1. [52] Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire (.,.) et
de la norme HH et soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. On
dit que A est dissipatif si

(Az,z) <0, Vo € D(A).

Définition 1.3.2. [52] Une famille {S(t)},~, d’opérateurs linéaires continus sur H
est dite semi groupe fortement continu (C’O—Eemi groupe) si :

i) S(t1 +t2) = S(t1) S(t2), Vi, ta >0,

ii) S(0) = Id,

iii) pour chaque x € H, S(t)x est continue sur [0,+00), i.e.

lim [[S(t) z — xHH = 0.

t—0+
On utilise parfois la notation {eAt}t>O pour {S(t)},~-
Définition 1.3.3. [52] On appelle un générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe

{eAt}tZO, tout opérateur A défini sur

D(A) = {x € H, lim M existe} :

t—0t

5



1.3. RAPPEL SUR LA THEORIE DES SEMI GROUPES

par
S(t)x —
Ar = 1im 2T =T e poay,
t—0+ t
Définition 1.3.4. Un semi-groupe fortement continu {S(t)},5, sur H est dit de
contractions si ||S(t)|| camy <1, V6> 0.

Définition 1.3.5. Supposons que l'opérateur A est le générateur infinitésimal d’un
semi groupe fortement continu de contractions {S(t)},~, sur H. On dit que le Co—sems
groupe {S(t)},s, est : -
e fortement stable si

lim [|S(t)ullg =0, Yu € H.

t—+oo
e Uniformément stable si
lim [|S()|[¢ () = 0.

t——+o0

e Fxponentiellement stable s’il existe deux constantes positives o et oo tel que
1SH)ullg < are™*|ullg, Vt>0, Yue H.
e Polynomialement stable s’il existe deux constantes positives C' et « tel que

[1S@ulleg < Ct*||ullg, VE>0, VueH.

1.3.2 Théorémes fondamentaux

Supposons que l'opérateur linéaire A génére un Cp-semi groupe {eAt} 450 SUr un
espace de Hilbert H. Alors, nous avons : -

Théoréme 1.3.1. (Hille-Yosida) [52, [77] Un opérateur linéaire (non borné) A :
D(A) C H — H est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions
{S(t)},50 si et seulement si
(i) A est un opérateur fermé et D(A) = H.
(i1) L’ensemble résolvant o(A) de A contient RY et pour tout A > 0,
1
M —A)7H <~

IO =47 <5
Théoréme 1.3.2. (Lumer-Phillips) [52,[T7] Soit A : D(A) C H — H un opérateur
linéaire et le domaine D(A) dense dans H. Alors, A est le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi groupe de contractions sur H si et seulement si
(i) A est dissipatif.
(i) il existe A > 0 tel que Im (AN — A) = H (A est mazimal).

Avant d’énoncer le théoréme de Lax-Milgram qui est un outil efficace et simple
pour la résolution d’équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles li-
néaires, nous devons énoncer cette définition

6



1.4. METHODE DE FAEDO-GALERKIN

Définition 1.3.6. [15/ On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v): H x H — R est
(1) continue s’il existe une constante C' telle que

la(u,v)| < Clul|v], Yu,v € H,
(ii) coercive s’il existe une constante « telle que
a(v,v) > alv|?, Vv e H.

Théoréme 1.3.3. (Laz-Milgram) [15] Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et
coercive. Alors pour tout ¢ € H' (le dual de H) il existe u € H unique tel que

a(u,v) = (p,v), Yv € H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H et %a(u,u) —(p,u) = Mm{%a(v,v) - <g0,v>}.

veH

1.4 Méthode de Faedo-Galerkin

Nous considérons le probléme de Cauchy abstrait pour une équation d’évolution
du second ordre dans I’espace de Hilbert séparable avec le produit scalaire (-, -) et la
norme associée || - ||.

u'(6) + A@pult) = f(1),  te[0,T)
{”(xa 0) = up(z), u'(z,0)=uy(x), (1.1)

ol u est une fonction inconnue, f est une fonction donnée. En transformant l'inter-
valle fermé [0, 7] C R en un espace de Hilbert séparable H. A(t) (0 <t < T') est un
opérateur linéaire borné dans H.

Supposons que (A(t)u(t), v(t)) = a(t;u(t),v(t)), pour tout u,v € V (V est 'espace
d’énergie V' C H), ot a(t;-,-) est une forme bilinéaire continue dans V.

Le probleme peut étre formulé comme suit :

Trouver la solution u(t) tel que

ue C([0,T),V); u ecC(0,T],H),

(' (8),0) + atu(t), o) = (f0), e D0, T,
uo(x) €V, wi(x) € H.

(1.2)

Ce probleme peut étre résolu par le processus d’approximation de Faedo-Galerkin.



1.5. PRODUIT DE CONVOLUTION

1.4.1 Probléme approché

Soit V,,, un sous espace de V de dimension finie, et soit w; une base de V,,.
On cherche donc la fonction

U (1) = Z Gim () wi,

solution du probléme approché
U, € C([0,T), Vin);  wy, € C([0,T),Vin); wm € L20,T5 V),
(u(8),w5) + altun(t),w)) = (frwp),  1<j<m,

(1.3)
Um(0) =D " Gm(B)wis 1, (0) = i () wi,
i=1 =1
ou
U (0) = uom = Z&m(t) w; — ug € V lorsquem — oo,
=1 (1.4)

’

m
u,,(0) = Uy, = Z Nim (t) w; — uy € H lorsque m — oo.
i=1
D’aprés les résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles, on est
assuré de l'existence d’une solution du probléme dans un intervalle [0,t,,),
avec t,, < T. Dans I’étape suivante, nous obtenons des estimations a priori pour
la solution, de sorte qu’on peut étendre cette solution a 'extérieur de [0;t,,[ pour
obtenir une solution définie pour ¢ > 0.

1.4.2 Estimation a priori et convergence

En utilisant ’estimation suivante :
T
[t ||* + [, I < C {\Ium(O)H2 + ||, (0) [ +/0 |!f(8)||2d8} ; 0<t<T, (L5)

et le Lemme de Gronwall, on déduit que la solution u,, du probléme approché (|1.3))
converge vers la solution u du probléme initial (1.1]). L’unicité prouve que u est la
solution.

1.5 Produit de convolution

Définition 1.5.1. Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes
f et g est une fonction, que l’on note généralement (f x g) et qui est défini par :

(f*9)=/0 f(t—s>g<s)ds:/0 £(5) gt — 5) ds.
8



1.5. PRODUIT DE CONVOLUTION

Définition 1.5.2. Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On définit les
opérateurs binaires ¢ et o respectivement par :

(ro0) = [ =)ot~ o) ds

fog) /ft—s —g(s ))2ds.

Lemme 1.5.1. Soit f une fonction de C[0, L], alors il existe une constante positive
co tel que

et

L ) L
/ (fog) de < Co/ (fog.)dz, g€ L*0,L).
0 0

Démonstration. En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré, on a

/OL(f<>g da:—/ ([ s6=9(st0 g(s)>d8)2dx

/ (/ i =) £t =) (9(t) — 9(9)) dsf i

/ (/ d S>d5) </0tf(t—8>(9(t)—g(s))2ds) dx
( ) / L / it (o) — g(s)) dsda

([ s6ras) [ =9 ( [ (o0 -ot9)"a) as
(/ e dS) Otf<f—s> (0 / L (gz<t>—gx<s>)2dx) ds
SCO/O /0f<t_3)<gx(t)_gx<8)>2dsdx:co/0L (f 0 g.) dz.

Remarque 1.5.1. De méme, nous avons

IN

IN

IN

L 9 L
/ (fog,) dr < 00/ (fog.,)de, g€ L*0,L).
0 0

D’autre part, en utilisant le Lemme et Uinégalité de Poincaré, avec —f au lieu
de f, nous obtenons

[ ([ -s-ofon-se)a a2 [ o

9
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Lemme 1.5.2. Pour f, g € C ]R), on a

(o,
E 1d
t X dr ==— T - O T
/Og(f*g)xQd/K/f >\g )|* g}
1
+§/O<f ng)l‘——f / ’ga: ‘dl‘
Démonstration. D’aprés la formule d’intégration par partie, on a
L L t Lt
t * Jrx dr = t - TT dsdr = — - tx T dsd
[ atreaae= [ a0 [ 10— gt asto == [ [ e =5 g00)0.(5) dsco
/ /ft—s Gi2(t) [92(8) — g2(t) dsd:c—/ /ft—s 9t(t) 92 (1) ds dz

]

Lemme 1.5.3. Soit f une fonction de C[0, L], alors il existe une constante positive
co tel que

L L c L c L
/ qﬁ(f*gx)dxgs/ ¢2d35+—0/ gidxjt—o/ (fogs)dx
0 0 € Jo € Jo

pour tout € > 0, et pour tout ¢ € L*(0,L) et g € H'(0, L).

10
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Démonstration. En utilisant 1'inégalité de Young, pour € > 0 on a

[ otranar=[ o </tf(t—8)gx(8)d8) &a
/gbdm—i—— (/ft—sggg s> dz
<c [[orare 2 [ [ -9 t0ts >—gx<t>+gx<t>>d) o
<e [[oa [Cqo ([ f(t—S)dS> da
2L ([ 900 - gy i) a
§€/OL¢2dx+%/OLgfcdx—i—%/oL(fogw)dx.

1.6 Inégalités algébriques

Lemme 1.6.1. 511 <p < +o0, a,b> 0 alors
(a+b)P <2071 (aP +1P).

Lemme 1.6.2. (Inégalité de Young)
Sil<p,q<+oo, %—i—%zl alors
ppa
ab< T 4= a,b> 0.
p q’
Lemme 1.6.3. (Inégalité de Young avec €)
Si 1 <p,q<+oo, %—l—%:l alors

ab<ea’ +c(e) b, a,b>0, >0,

o c(e) = (ep) 7 g

Lemme 1.6.4. (Inégalité de Poincaré)
Soit 2 C R™ un ouvert borné, il existe une constante ¢, > 0 vérifiant :

VfeH(Q) : [l @) < el V2@, (1.6)

012Vf=<a—f of f)—f).

Ox1? Oz’ """ Oxp

11



— Chapitre 2 - —
Decroissance generale de

I’énergie des solutions d’un
systeme élastique poreux avec
dissipation thermo-viscoeélastique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le systéme poreux thermoélastique suivant :

PU = UUgy + b@wa (ZE, t) S (07 1) X (Ov OO)?
JSOtt - 5903[::5 - bua: - 690 - meaca (l‘, t) S (07 1) X (07 OO)? (21)
Oy = 1050 — [ g(t — 8)000(5)ds — M i, (z,t) € (0,1) x (0,00),

ol u, ¢, # désignent le déplacement d’un matériau élastique solide, la fraction volu-
mique et la différence de température respectivement, sachant que le flux de chaleur
utilisé ici est donné par les théories de Green et Naghdi [39] 40}, 4T]. Les coefficients
p,J,c, i, &, b,6,m,l sont des constantes positives et b satisfait b?> < u¢&. Concernant
la fonction de relaxation g, nous supposons :

(H1) g : Ry — Ry est une fonction dérivable qui vérifie la condition suivante :

g(0) >0, A=1— / g(s)ds > 0.
0
(H2) II existe une fonction dérivable décroissante ¢ : Ry — R satisfaisant :

gt < —C)gt), Vt>0.

Remarque 2.1.1. I] exziste plusieurs fonctions qui satisfont (H1) et (H2). Nous
présentons deux exemples de ces fonctions avec les conditions suivantes : aq, ag > 0
et a; < Aag.

(1) Si g(t) = cne 2, alors ¢'(t) =

—C(t) g(t), ot ((t) = az.
(2) Sig(t) = (Hf)éﬁ’ alors ¢'(t) = —C(¢

t
) g(t), ou ((t) = 5

12



2.1. INTRODUCTION

L’analyse de la décroissance temporelle du systéme poreux-élastique unidimen-
sionnel de la forme :

{putt = Ulyzy + BPa, (z,t) € (0,L) x (0,00), (2.9)

J@tt = 590501‘ - Bur — Tt — 690; (:E?t) € (07L) X (07 OO)’

a été abordée pour la premiére fois par Quintanilla [83], et a prouvé que la dissipation
poreuse —7; n’est pas assez forte pour stabiliser le systéme exponentiellement.
Plus tard, Apalara [I0] a utilisé la méthode de I’énergie pour prouver que la dissipa-
tion poreuse —7; est suffisante pour conduire le systéme a ’état d’équilibre
de maniéere exponentielle & condition que les vitesses des ondes soient égales, i.e.

B_ 0 (2.3)

Les systémes de thermoélasticité de type III liés au systéme ont été étudiés
par plusieurs auteurs. Dans le cas ot = £ = b, le systéme se réduit au systeme
de Timoshenko et a été traité dans [28] [29] par Djebabla et Tatar. Le systéme étudié
est de la forme :

Pt :N(um+§0)z> (*T?t) € (O,L) X (07 OO),
Jou = 0pae — (g + @) — mb,, (x,t) € (0,L) x (0, 00), (2.4)
Cett = lezx - fgg(t - S)gmc(s)ds — M Px, (JT,t) S (07 L) X (07 00)7

ils ont prouvé que le systéme est exponentiellement stable & condition que

5_p_J— ’uczm

1t p

Récemment, Lacheheb et al.[49] ont analysé un systéme élastique poreux unidi-
mensionnel avec thermoélasticité de type III. Plus précisément, ils ont examiné le
probléme suivant :

Pty = Hlzy + bp, (x,t) € (0,1) x (0,00),
JSDtt - 5S0xx - bua} - 690 - mex, (ZL‘,t) - (0, 1) X (0, OO), (25)
Cett = lex:t + ket:c:r} — M P, (-T,t) S (0, 1) X (0, OO),

les auteurs ont prouvé un résultat de stabilité exponentielle du systéme ([2.5)) si et
seulement si ([2.3)) est vérifiée. Par contre, si (2.3) n’est pas satisfaite, ils ont établi
un résultat de stabilité polynomiale.

Notons que le terme kb, du coté droit de (2.5)); est un amortissement fort qui
est remplacé par un amortissement plus faible et est donné dans le systéme ([2.1)).

13
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Afin de montrer la nature dissipative du systéme ([2.1]), nous faisons le changement
suivant : xy = u; et n = ¢y, alors le systéme ([2.1)) devient :

PXtt = ,uXaca: + bnxa (I’,t) € (Oa ]-) X (07 OO),
J77tt2577xx—be—f77—m9m (:Eat) € (071> X (0,00), (26)
COp =10, — [0 g(t — 8)0u0(s)ds — m 1y, (z,t) € (0,1) x (0, 00).

Complété par les conditions aux limites et initiales
V(0.) = X(L1) = 0(0,8) = ma(L,8) = 60.6) = 6(L,6) =0, >0,
X(2,0) = xo(x), n(z,0)=mn(z), 06(x,0)="0), ze(0,1), (27
xe(@,0) = xa(x), m(z,0) =m(x), 6(z,0)=0bi(x), xe(0,1)

Notre objectif dans ce chapitre est de prouver que la seule dissipation thermo-
viscoélastique est assez forte pour stabiliser le systéme (2.6])-(2.7) exponentiellement

si et seulement si 5
K:(%—z> (J——p>—m2:(). (2.8)
P 1

D’abord, nous devons justifier 'application de I'inégalité de Poincaré pour 7, d’aprés
I'équation (2.6]), et les conditions aux limites (2.7]), il en résulte que

d2 1
2
ar J,
en résolvant (12.9)), on arrive a

/0177(3:,15) dr = (/01 no(7) da:) Cos <\/§t> + \/% (/01771(36)6136) sin <\/§t> ‘

Par conséquent, si nous mettons

te.t) = (o)~ ([ lnomd:c) ( §t>— 2 /Olnl(x)dx) sin (\/§t>

nous obtenons

1
n(z,t)de + f—,/ n(x,t)dx = 0, vt >0, (2.9)
0

1
/ 7(z,t)de = 0, vt > 0.
0

Clairement, 'utilisation de l'inégalité de Poincaré pour 7 est justifiée. De plus,
(x, 7, 0) satisfait le systéme (2.6)) avec des conditions initiales pour 77 données par :

1 1
Moe) =mix) = [ miahds, et 7o) =mlz) - [ m@)ds
0 0
Dans ce qui suit, nous utiliserons 77 au lieu de 1 mais nous écrivons 7 pour simplifier

les notations.

Remarque 2.1.2. Le résultat d’existence et unicité de la solution du systéme ([2.6])-
(2.7) s’obtient et se démontre par la méthode de Galerkin de la méme maniére que

dans la section[{.3
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2.2 Deécroissance générale

Dans cette section, on considére le systéme (12.6)-(2.7) et on montre la stabilité
exponentielle de I’énergie associée au systéme (2.6)-(2.7)), en utilisant la technique
des multiplicateurs.

Remarque 2.2.1. Puisque g est une fonction positive, continue et g(0) > 0, alors
on a

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds =go >0, Vit > to > 0. (2.10)
0 0
L’énergie classique associée au systéme (2.6)-(2.7]) est donnée par :

1

1
E(t)=5/ [PX?+#X§+J77?+ Sn2 + & + b
0 (2.11)

t
+ <l—/0 g(s)ds) 02 +2bx.n+ (go@x) dx.

Dans toute la suite, ¢; désignera une constante positive générique.

Notre résultat principal dans cette section est d’établir une estimation qui assure
la décroissance générale de I’énergie associée au systéme ([2.6))-(2.7)).

Théoréme 2.2.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) sur g sont satisfaites,
et que (2.8)) soit vérifice. Alors il existe deuz constantes strictement positives (31 et

Bs telles que la fonction d’énergie définie par (2.11)) vérifie
t
E(t) < Bre #2hot®d g > 50, (2.12)
Pour atteindre notre objectif, nous commencons par prouver quelques Lemmes.

Lemme 2.2.1. La fonctionnelle d’énergie définie par (2.11)) satisfait

d 1

! IR
—E(t) =— —g(t)/ 602 dx + —/ (g 06,)dx <0, vt > 0. (2.13)
dt 2 I\, 2 J,

Démonstration. En multipliant (2.6), par x:, (2.6), par n; et (2.6, par 6;, d’apres
la formule d’intégration par partie sur (0, 1) et les conditions aux limites, on obtient

1d [!
oFT [prJruxiJrJanr Sn2 4+ En? + cb;
0 (2.14)

1
+ 162 + 2bxmn]dx— / th(g*gw)dxza
0
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1
/emg*e / g<>9 d:v—/ ds/ 0., 0, dx
0

1d 1d 2

1 1
——/ (g 00,)dr + =g(t) / Hidx.
2.Jo 2 0
En remplacant I’égalité ci-dessus dans (2.14)), on trouve (2.13)). O

Lemme 2.2.2. La fonctionnelle

et

1
L(t) = —p/ Xe X dz, (2.15)
0
vérifie, ’estimation suivante :
d 1 3 1 1
—I(t) < —p/ X7 dx + —M/ 2 dr + cl/ 02 dx. (2.16)
dt 0 2 Jo 0

Démonstration. Nous dérivons [y par rapport a t, utilisons la premiére équation de
(2.6]), intégrons par parties et les conditions aux bords, on arrive a

d 1 1
G0 = = [ \ide = [ uxas
t 0 0
1 1 1
= —p/ X2 dr + u/ X2 dx + b/ Xz 1 d. (2.17)
0 0 0
D’aprés les inégalités de Young et Poincaré, on a
1 u ! 1
b/ Xendr < —/ 2 dr + cl/ n2 d. (2.18)
0 2 Jo 0
L’insertion de (2.18)) dans (2.17) nous donne ([2.16)). O

Lemme 2.2.3. Sous les hypotheses (H1)-(H2), la fonctionnelle

1 (5 1 5 1
IQ(t)ZJ/ ntxxdaf+p—/ Xt Nzdx + m—ﬂ(]—p—) /xxexdx
0 pm 1 0

(2.19)
4] 4]
(J— p—) / Xt O dr + — (J— p—) / (9% 0.) xadz,
m H /) Jo K/ Jo
satisfait pour K = 0, [’estimation :
d b 1 1 1
Elz(t) < - 5/ X2dr + cl/ n2dx + cl/ 07 dx
0 0 0 (2.20)

1 1
+ cl/ Qid:v — cl/ (9/0936) dzx.
0 0
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

Démonstration. La dérivée de Iy nous donne

d 1 ) 1 5 1
—I5(1) :J/ Net Xo AT + p_/ Xtt Nedr — (J — p_) / Xt Nz dx
dt 0 K Jo K/ Jo
1 1
pm M 0 m H /) Jo
1 1
(m o (J - p_é) ) / Xz Orzdr — < <J — p_é) / e O dz (2:21)
pm M 0 m H /) Jo

En utilisant les trois équations du systéme (2.6)), intégrant par partie et utilisant les
conditions aux bords, nous obtenons d’aprés la deuxiéme équation

1 1 1
leJ/ nﬁxxdxz—a/ nzxmda:—b/ 2 da
0 0 0

1 1
—5/ nxxd:c—m/ Ot Xa de.
0 0

A partir de la premiére équation de (2.6), nous avons

5 1 1 b(s 1
Jy = p—/ Xut Ned = 5/ Mo Xoz AT + —/ n dz, (2.23)
wJo 0 mJo

5\ [ s\ [
J3:_£(J_p_)/ Xttetd*r:ﬂ((]_p_)/ Yo Op
m w) Jo pm w) Jo

(2.22)

et

L (2.24)
_ @ (J— p_5) / 1y 0; da.
pm H/ Jo
De la troisiéme équation, on a
o ! l 4] !
Ji = - (J— p_) / Xt O do = — <J— p_) / Xtz 0z dz
1 ) ! po ! ‘
—— | J—— (g * Gm) Xezdx + | J — — Xt Nezd.
m H 0 H 0
En remplacant ([2.22))-(2.25) dans (2.21)), on trouve
d 1 ) 1 1)5 1 ) K 1
dt 0 0 HJo m Jo (2.26)

b 5\ [t 1 5\ [t
2 (J——p )/ n$etd:c+—(J——p )/ (9%6.), xade.
pm w) Jo m w) Jo

17



2.2. DECROISSANCE GENERALE

Maintenant dans le membre droit de (2.26)), en utilisant les inégalités de Young et
Poincaré, nous trouvons

1 b 1 1
—5/ N Xz dr < 1/ X2 dr + cl/ n? du, (2.27)
0 0 0

b 5 1 1
_Z <J — p_) / NOrdr < cl/ ('r]i + 9?) dx, (2.28)
pm H 0 0

1
i(J—'0—5>/ (g*@m)txxdx
m H 0
1 1
—ﬁ(tf—p—(v/ Xzexdx—l(J—p—é)/ Xx(glo&r)dx
m H /) Jo m H /) Jo

b 1 1 1 ,
< —/ adr + 01/ 02 dx — cl/ (9 00,)da. (2.29)
4 Jo 0 0
La relation ([2.20)) est obtenue, en remplagant (2.27)-(2.29) dans (2.26)) et en tenant
compte de K = 0. O

Lemme 2.2.4. Sous les hypotheses (H1)-(H2), la fonctionnelle

6= [0 ([ ntv. ) a. (2.30)

m Jo

vérifie pour tout £1 > 0, ’estimation suivante :

d J 1 1 1 1
—1I3(t) < — —/ nfdm + 51/ Xidx + 51/ nidx + 51/ n*dx
dt 2 Jo 0 0 0

1 1 1 1
+01/ 02 dx + ¢, (1+—> / 9t2dac+cl/ (9o0,)dx.
0 €1 0 0

Démonstration. En dérivant I3, utilisant ([2.6),, (2.6]);, on arrive a

d cJ ! r cJ 1 r
%—73(15) = O (/0 nt(y7t>dy> dr — — 0, (/o ntt(yat)dy) dx

m Jo m Jo
J

1 x
=— = {l Ore — (9% 00s) — mﬁm] (/ m(y,t)dy) dx
m Jo 0

1

- — [5% —bx— f/ n(y,t)dy — mHt} 0, dz,
m Jo 0

(2.31)
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

et par simple intégration par parties, en utilisant fol () dz = 0, on obtient

d R !
—1I3(t) = Hntdx—— g*@)ntdx—J/ n? dw

dt
05 9
— Qt Nedr — — Htxdx + c 9 dx (2.32)

+§/@/nmwwu
m Jo 0

nous utilisons les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz pour £; > 0, nous

trouvons
ZJ 1 J 1 1
——/ O, m dr < —/ n? dv + cl/ 02 dz, (2.33)
m Jo 4 Jo 0

J [ J [t
—— (g*@x)ntda:: ——/ ds/ M 0 dw—{——/ i g<>9
_Z/Utd$+01/9d$+01/ (go0,)dr, (2.34)
0 0

1
91;% dr < 51/ dx + cl/ 0 dx, (2.35)
0 0

1
/ O, x do < 81/ 2dx + cl/ 0? dz, (2.36)
0 0
Cg 1 x 1 x 2 1
_/ Gt/ n(y, t)dy dx gal/ </ n(y,t)dy) dx + cl/ 0? dx
m-Jo 0 0 0 0

1 1
Sal/ n® dr + cl/ 07 dx. (2.37)
0 0
L’insertion de (2.33)-(2.37) dans ([2.32]) nous donne le résultat cherché ([2.31]). O

Lemme 2.2.5. Soit la fonctionnelle

= J/ nendr — —/ Xt / )dy)d (2.38)

alors pour tout €5 >0, on a

d 5 ! 2 ! 2 ! 2
—L(t) < — = n,dr — & n°dr + €9 X; dx

1 1 1
+ cl<1+—>/ n? dv + 01/ 0? dx,
€27 Jo 0

05

(2.39)

o & =£6—2>0.
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle I, par rapport a t, en utilisant la pre-
miére et la deuxiéme équations de ({2.6[), nous obtenons

d 1 ) 1 pb 1 T
ELL() = J/o 77td$+<]/0 ntmdw—;/o Xtt(/o n(y)dy)d:v
b 1 x
2 Xt(/ nt(y)dy)dx
K Jo 0
1 1
0 0
1 b2 T pb 1 T
- / (bxmr;nx) / n(y)dyde — — / X / m(y)dydz (2.40)
0 0
Ainsi, en utilisant la formule d’intégration par parties et fo x)dzr = 0, on arrive a
if() J/l 2da:—5/1 2dr — 5—b—2 /1 > dx
dt 4 nt nx ,u 77
+m/ 0 1 x——/ Xt/ ne(y)dy dx.

Donc, nous estimons les deux derniers termes de (2.41)), pour g5 > 0, en vertu des
inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, nous avons

1 5 1 1
m/ thmdxg—/ nidx—kcl/ Gfdx,
0 2 Jo 0
ob [ z 1 ) 1 )
—— Xt n(y)dy do < eq X; dr + 1 n; dx.
o Jo 0 0 0

Alors, (2.39)) est établie. O
Lemme 2.2.6. Sous les hypothéses (H1)-(H2), la fonctionnelle I5 définie par :

I5(t) = — C/o 0 (g 0)dx

(2.41)

) . (2.42)
=— c/ 0, </ g(t —s) (6’(15) - 9(5)) ds) dx,
0 0
vérifie pour €3,€4 > 0, l'estimation suivante :
d 1 1 1
%[5(15) < — Cgo 07 dv + 53/ 02 dx + 54/ n? dx
0 0 0 (2.43)

11\ [ y
+01(—+—)/ (go@m)d:ﬂ—cl/ (g oﬁx)dx,
€3 &/ Jo 0
ot go est défini dans (2.10)).
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

Démonstration. En dérivant I5, utilisant (2.6[);, puis en intégrant par parties, nous
trouvons

1 1
i]5(t):—c/ 9tt(g<>9)dx—c/ Qt(g<>9) dx

1 1

:—/ [l@m — (g*@zm) - mntm] (go@)dx - c/ 0, (go@)tdx

0 0

1 1 1
:l/ Hx(goex)dx—/ (g*@x)(go@c)dx—m/ nt(gOGx)da:

0 t 1 0 1 0
— c</ g(s) ds)/ 0? dv — c/ 0, (gl<>6’) dzx.
0 0 0

Ensuite, en vertu de l'inégalité de Young et de l'inégalité de Poincaré pour tout
517 €3,64 > 0

1 1 1
l / 0, (g06,)dr < 2/ 02 dx + 2/ (go0,)dz, (2.44)
0 2 Jo €3 Jo

1 1 ¢ 1
_/ (9%0.)(900,)dx :/ (go@z)zdx —/ g(s)ds/ 0.(g9©0,) dx
0 0 0 0
</1 (gob )de—l— ﬁ/102d90
>~ ; T 9 ; z

+ %(/Otg(s)ds)z /01 (g<>9x)2dx

es 1 a (!
<= [ 6de+ — [ (gob,)dx, (2.45)
0 €3 Jo
1 1 e 1
_m/ N (90933) dr < 84/ n? dr + &t_/ (goﬁx)dx, (2.46)
0 0 4 Jo

o 1 ool ,
—c/ 0:(g ©0)dx < 051/ 02 dr + — </ —g (s)ds)(—g 0 0,)dx
0 0 401 Jo \Jo
1 1
< 051/ 02 do — “ (g/ 0 0,)dx. (2.47)
0 o1 Jo

Par conséquent, on arrive a

d t 1 1 1
—I;(t) <— ¢ </ g(s)ds — 61)/ 07 dv + 53/ 02 dx + 53/ n? d
dt 0 0 0 0

+ c (i—i-i)/l(goﬁ)dx—ﬁ/l(g/oe)da;
1 £3 4 o x 51 0 x )

en utilisant ([2.10)) et choisissant §; = 2, on obtient le résultat désiré (2.43)). O

=%,
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

Lemme 2.2.7. Sous les hypotheses (H1)-(H2), la fonctionnelle

1 1
Is(t) = c/ 0,0dx + m/ N, 0 dx, (2.48)
0 0

satisfait, pour tout 5 > 0, l"inégalité suivante :

d Y 1 ) 1 1 1 )
%16() 2/0 dex+€5/ n? dx + cl<1~|—€5>/0 0; dx
1
—i—cl/ (g00$)dx.
0

Démonstration. Nous dérivons Ig, utilisons la troisiéme équation de ([2.6]) et intégrons
par parties, nous obtenons

%Iﬁ() /Httﬁdx+c/ (92dx—|—m/ ntxedm+m/ N 0y dx
:—l/ 62dx+c/ 92dx—|-/ (g*&m)dijm/ Mz 0y dx.
0
Ensuite, nous estimons les deux derniers termes de (2.50) pour ds,e5 > 0, on a
1 1
/0 g*@ /g /92dx—/ 91,(90933)6130
0 0 0
/g s/ 92d:v+52/ 02dx+—/ go@)d
0
/g ds+(52 /dex+—/ (9o6,) (2.51)
0

1 1 1
m/ Ny O dx < 65/ n?dr + 2/ 07 dx. (2.52)
0 0 € Jo
En remplagant (2.51)-(2.52) dans (2.50)), on arrive a

d t 1 1
%Iﬁ( ) < <l — / g(s)ds — (52 / 02 dx + 55/ n? dw
0 0

1 ) !
+cl<1+€—5>/0 0; doe + & 52 (QOGx)da:.

(2.49)

(2.50)

IN

I
VRS

(2.53)

Et puisque A <[ — fo s)ds, on choisit dy = 2. Alors7 I'inégalité (2.49) est obtenue.
O
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

Preuve du théoréme [2.2.1

Soit N, N1, Na, N3, N, des constantes positives a déterminer plus tard. Nous dé-
finissons notre fonctionnelle de Lyapunov £ par :

L(t)= NE(t)+ L(t) —i—%u Ir(t) + Ny I3(t) + Ny I4(t) + N3 I5(t) + Ny Ls(t). (2.54)

En dérivant (3.60)), et en tenant compte de (2.13), (2.16)), (2.20)), (2.31), (2.39)), (2.43)
et (2.49), nous trouvons

, ! J NG
L(t) < — (p — €2N2> / X2 dx — [§N1 —&4N3 — 1Ny (1 + —ﬂ / n; dx
0 0

&2

5 1 1

— (ENQ — e1Ny — 5Ny — cl)/ ni dx — <§1N2 — 51N1>/ n*dx
. . \ 0 ’ 0

_ <— — €1N1) / Xi dx — |:—N4 - 83N3 - ClNl - 61:| / 02 dx
2 o 2 .

1 1 !
—{%Ng—cl((1+—>Nl+NQ+ (1+—>N4>}/ 02 du
2 &1 €4 0

N to,
+ |:——01N3— Cl:|/ (g O@m) dx

2 0

1 1 !
+ N1—|— — + — N3+N4 (gogz)dl’,
0

€3 €4

et on fixe
p AN, JN; ON,

€2=m7 _4_]\73’ 5424—]\[37 55:4—]\[4,

E3 =

par conséquent, nous obtenons
’ P 1 J 1
L(t) < —3 X2 dx — {ZN1—01N2<1+N2)} / n? dx
0 0

5 1 1
— (ZNQ — 1Ny — cl>/ 77926 dx — <51N2 - €1N1)/ 772 dx
0 0
1 1
_ (E _ 51N1>/ X2 dx — PM — Ny — cl] / 62 dx
1 N. !
%Ng,—cl 1+— N1+N2+ 1+_3 N4 /Hfdx
2 &1 Nl 0
N

(2.55)
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Maintenant, nous choisissons nos constantes d’une maniére appropriée. Nous choi-
sissons Ny assez grand pour que

4]
Y= N2— >0,

et nous sélectionnons £; assez petit tel que

Yo ko &N
N,'2N,” N, )°

Ensuite, nous prenons N; assez grand pour que

e < mm(

J
SN N (14 N:) > 0.
En plus, en choisissant N4 assez grand tel que

A
ZN4 — ClNl —c1 > 0.

En prenant N3 assez grand pour que

1 N
N, c1<<1+—) N+ Ny + (1+—3> N4) > 0.
2 €1 Ny

Finalement, en choisissant /N suffisamment grand pour que

N
E— ClNg— Cl>0.
Par conséquent, nous obtenons
1
L/(t) < —mE() + "}/2/ (g o 933) dz, Yt > to, (2.56)
0

pour deux constantes positives v; et 5. D’autre part, on va montrer que la fonction-
nelle de Lyapunov £ et I’énergie F sont équivalentes, d’aprés ([3.60)), on a

! 4J ! 4p6 (!
|£(t) — NE(t)] Sp/ ’XtX|dm+m/ Intxx|dx+ﬁ/ | Xt 172 |z
0 0

1
LAul o en J_@ /’Xxex\dx
|b] pm
dpc
+m]b\ /’Xtet’dﬂﬁ—l-me]——‘/ ‘9*9 Xe|d
J
_|_C_N1/ 9t</ (v, )dy) da:—l—JN2/ ‘mn|dx
m 0 0

PLb| N2/0 Xt(/oxn(y,t)dy>‘d:c+c]\/3/o 0, (go@)‘dq:

1 1
+CN4/ !9,:9}(1;5 4+ m Ny / |77r9|d:£,
0 0
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

en utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz, on arrive a
1
[£(t) = NE(@)] < c1/ G+ 08+ 4t 02+ 02+ (g00,) | d,
0

on déduit d’apres (2.11) que
|L(t) — NE(@t)| < a1 E(t),
qui peut s’écrire comme
(N —c)E(t) < Z(t) <(N+c)Et).
Donc, on choisit N assez grand, on obtient pour deux constantes positives vz, 74
v E(t) < L(t) < v4 E(t), vt > 0. (2.57)

Maintenant, en utilisant ’hypothése (H2), la relation (2.13]), et en multipliant ([2.56)
par ((t), on arrive a

CO L (1) < — 3 ) E) — o /O (¢ 00,) dz
<— N El) - 2%E{), V>t

Ceci implique que

/

COLM+20B0)] - (OLH) <O EW, V=t

ensuite, en utilisant le fait que ¢'(t) < 0, on conclut que

[CO L0+ 29 E0] <—mcWEQ, >t

Aussi, par , en notant que

R(t) =n(t) L(t) + 2y E(t) ~ E(t). (2.58)
Par conséquent, nous obtenons pour 5 > 0

R(t) < =3 CHORE),  VE>to. (2.59)

D’aprés une simple intégration de sur (to,t), on trouve

R(t) < R(to)e ™ oc@ds > ¢, (2.60)
Finalement, la combinaison de et termine la démonstration.
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2.2. DECROISSANCE GENERALE

Remarque 2.2.2. Nous donnons quelques exemples pour illustrer les tauzr de dé-
croissance de l’énergie obtenus par le Théoréme |2.2.1. Nous considérons les deux

exzemples de la Remarque [2.1.1] avec les mémes conditions sur oy et g comme indi-
qué précédemment.

(1) Si g(t) = ane™*?*, alors
E(t) < Cre™™t vt > 0.

(2) Sig(t) = (Hgﬁ, alors

i

E(t) < (1§ ot
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~ Chapitre 3 ——— - :
Stabilite exponentielle d’un

systeme thermoélastique de
Timoshenko avec la loi de
Cattaneo

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére un systéme thermoélastique de Timoshenko, ot le
flux de chaleur est donné par la loi de Cattaneo et agissant sur la force de cisaillement
et le moment de flexion, plus précisément, nous nous intéressons a

(prow — K (e + 1), + 70, =0, (x,t) € (0, L) x (0,00),
Pt — Wy + k(0 +90) =70 + 09, =0, (z,t) € (0,L) x (0,00),
s+ (a4 ), = 0 @0 €00 x (0.0 )
TG+ q+ k16, = 0, (z,t) € (0, L) x (0,00),
st + Py + 01y = 0, (x,t) € (0,L) x (0, 00),
LSpe +p + Koy = 0, (z,t) € (0,L) x (0,00),

ou ¢ est le déplacement transversal de la poutre, 1 est I’angle de rotation du filament
de la poutre, 6 et ¢ sont les différences de température, ¢q et p sont les flux de chaleur
donnés par la loi de Cattaneo. Les coefficients p1, p2, p3, pa, 7,6, k, b, 77, 0, k1 et ko sont
des constantes strictement positives. Le systéeme modélise la déformation d’une
poutre épaisse viscoélastique, en prenant en compte le transfert de chaleur au cours
du processus.

Alinsi, nous complétons le systéme avec des conditions initiales

o(x,0) = po(x); i(x,0) = p1(x); ¥(z,0) = Yo(x); Yi(z,0) = 1(2);

0, 0) = o(2): q(,0) = qo(2): I(w,0) = dola)s p(a,0) = pola), O
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et des conditions aux bords

02(0,1) = @u (L, 1) = P(0,1) = (L, )=7 t>0,

0(0,t) = 6(L,t) = p(0,t) = z L,t)= t > 0. (3:3)

Pour la stabilisation des systémes de Timoshenko utilisant 1’effet de température,
nous mentionnons trois cas :

Cas 1 : Le couplage d'un systéme de Timoshenko avec des effets thermiques
agissant sur la force de cisaillement et le moment de flexion, ot le flux de chaleur est
donné par la loi de Fourier (7 = ¢ = 0). Donc, le systéme (3.1]) prend la forme :

prow —k (pa + 1), + 70, =0 (z,1) € (0, L) x (0,00),
patbie — bbay + K (o +10) =0 + 69, =0, (x,t) € (0, L) x (0,00), (3.4)
P30 — cobue + 7 (0o +10), =0 (z,t) € (0, L) x (0,00),
Py — Vs + 0y = 0 (z,t) € (0,L) x (0, 00),

le probléme (3.4) a été analysé par Alves et al.[4], ils ont prouvé que les deux dissipa-
tions de températures conduisent le systéme & une stabilité uniforme pour n’importe
quelles valeurs du parameétres du systéme ou le type des conditions aux limites.

Cas 2 : Le couplage d'un systéme de Timoshenko avec des effets thermiques

agissant sur la force de cisaillement, c’est a dire que les effets de ¥ sont négligés
(1 = 0), donc le systéme (3.1)) se réduit a

prow — k (pr + 1), +70, =0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
p2¢tt - b¢axx + k (Qoz + 1/}) - 70 = 07 (I7 t) € (07 L) X (07 OO), (35)
P30y — 60, + v (. + 1), =0, (z,t) € (0,L) x (0,00),

Almeida Junior et al.[3] ont étudié le systéme ([3.5)) avec des conditions aux bords de
la forme :

©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) = 0(0,t) = 0(L,t) =0, (3.6a)

" gO(O,t) = LP(LJ) = ¢m(07t) = @ij(L’t) = 99&(07t) = Hx(Lat) =0, (36b)

ils ont montré que le systéme (3.5)) avec les conditions aux bords (3.6b|) est expo-
nentiellement stable si et seulement si les vitesses de propagation d’onde sont égales,
ie. I 1
X=—-——=0, (3.7)
P P2

dans le cas contraire (si n’est pas satisfaite), ils ont établi un taux de décrois-
sance polynomial de type \/Li pour le systéme ([3.5))-(3.6b]). De plus, ils ont obtenu un
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taux de décroissance polynomial de type ﬁ{, pour le systéme ([3.5))-(3.6a)).
Récemment, Apalara [I1] a amélioré ce résultat, il a ajouté un amortissement vis-

coélastique de la forme fg g(t — $)u(s)ds a la deuxiéme équation, il a prouvé un
résultat de stabilité général dépendant de la fonction de relaxation g, voir aussi
[62] [63] pour d’autres résultats.

Cas 3 : Le couplage d’'un systéme de Timoshenko avec des effets thermiques
agissant sur le moment de flexion, c’est a dire que les effets de 6 sont négligés, on
mentionne deux cas.

Cas 3.a Pour ¢ = 0, alors le systéme prend la forme :

Pl%t—k(%Jﬂﬁ)x:Oa l‘,t) € (OvL) X (0,00),
prtt - waaf _I' k (@x + ¢) + 579:(: = 07 (-Tv t) € (07 L) X (Oa 00)7 (38)
P30y — KUz + 00y = 0, (x,t) € (0, L) x (0, 00),

Dans [69], Munoz Rivera et Racke ont analysé ({3.8)) avec les conditions aux limites
©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) = 9,(0,t) = V,(L,t) =0, (3.9a)
ou
©(0,1) = p(L,t) = 1.(0,t) = ¥ (L, t) = 9(0,t) = I(L,t) = 0, (3.9b)
et ont prouvé que le systéme ([3.8)) avec les conditions aux bords (3.9al) ou bien (3.9b))

est exponentiellement stable si et seulement si ([3.7)) est vérifiée. Le méme résultat a
été obtenu par Fernandez Sare et Racke [306] quand ils ont considéré des conditions
aux bords de la forme

(Px(()?t) = @x(L?t) = ¢(Ovt) = ¢(Lat) = ﬂm<07t) = ﬂz(Lat) =0.

Cas 3.b Pour ¢ > 0, Fernandez Sare et Racke [36] ont considéré le systéme
suivant :

P1Pit — k (pr + ¢)x = 07 ($,t) € (07 L) X (07 00)7
Pty — bbye + k (0p + ) + 09, =0, (x,t) € (0,L) x (0, 00), (3.10)
30 + Py + 0y = 0, (x,t) € (0, L) x (0,00), '
gpt—l—ﬁp—i—ﬂz:(), (:E,t) € (07L) X (0700)7

avec des conditions aux limites
©(0,t) = p(L,t) = ¢,(0,t) = (L, t) = 9(0,t) = ¥(L,t) =0, (3.11)

les auteurs ont montré que le systéme (3.10))-(3.11)) n’est pas exponentiellement stable
méme si (3.7) satisfaite. Pour d’autres résultats connexes, nous renvoyons le lecteur
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a [B, @, 1T, 27, 59] et aux références qui y sont mentionnées.

Notre objectif dans ce chapitre est de prouver que les effets thermiques sont assez
forts pour stabiliser le systéme — exponentiellement sans aucune condition
sur les coefficients du systéme. D’abord, nous devons justifier ’application de I'in-
égalité de Poincaré pour ¢, q et ¥). D’aprés la premiére, la quatriéme et la cinquiéme
équations du systéme ({3.1)), et les conditions aux bords , nous trouvons

d? L
0
d [* I
—/ q(z,t)dx + —/ q(z,t)dx =0, (3.13)
dt J, T Jo
d L
p Yz, t)dx =0, (3.14)
0

utilisant les conditions initiales de ¢ et résolvant (3.12)), on a

/OL ol 1) dz — t/OL o () de + /OL o(x)dz,

donc, si on met

on obtient,

De méme, si on met

on trouve,
L L
/ g(x,t)dx = / I(x,t)dr = 0, vt > 0.
0 0

Par conséquent, I'inégalité de Poincaré peut étre appliquée pour @, g et 9, et on vérifie
facilement que (@, ¢, 0,q, ¥, p) vérifie les équations du systéme ({3.1)) et les conditions
aux limites (3.3]). Dans la suite, on écrit ¢, g et ¥ au lieu de P, g et ¥ pour simplifier
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les notations.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 3.2 nous prouvons
I’existence et 'unicité de la solution du systeme — en utilisant la théorie du
semi groupe. Dans la section [3.3] nous prouvons la stabilité exponentielle de I’énergie
du systeme — par la méthode de multiplicateurs.

3.2 Existence et unicité

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité de la so-
lution du probléme (3.1))-(3.3)) en utilisant la théorie du semi groupe. En posant

U= (907(1)71[}7\11797Q7197P)T7 ou & = Pt et U = wh le SyStéme "" est équi_

valent a :
U'(t) = AU (1),
U(O) =Up = (900, 901,¢0,¢1,90>QO,790,P0)T,

ou A est un opérateur linéaire défini par :

(3.15)

)

o (/f (2 +9), — Wm)
v
L (bbre = b (0 + ) + 76 — 80, )
AU = ~ g+ (@, + )
— % q+ /<019x>
— o (et 5%)
— %(p + /@219I>

Nous considérons les espaces suivants :

L*0,L) = {u € L*(0,L) : /OL u(r) dr = 0} ,

H0,L) = H*(0,L) N L*0, L),
HZ(0,L) = {u€ H*(0,L) : uy(0) = u,(L) =0},

et

H = HN0, L)x L2(0, L)x HA (0, L) x L*(0, L) x L2(0, L) x L*(0, L) x L2(0, L)x L*(0, L),
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muni du produit scalaire :

(U, U)ﬁ:pl/Ochci)derk/oL(@ﬁw) (¢z+zﬂ) dx + pz/OL\If\i;d:c
L

L L
+b/ wxszdx+p3/ 00de + = | qqda (3.16)
0 0

’il()

L ¢ [k
—l—p4/ dddr + — ppdx,
0

/€20

Le domaine de l'opérateur A est donné par :

by = {U € S}C‘ o e HX0,L)NHY0,L); & € HY(0,L); v € H>(0,L) N HN(0, L);
Ve HY(0,L); 0 € HN0,L); g€ HY(0,L): 9 € H'0,L); pe HX(0,L) |

Maintenant, on montre que A est un opérateur maximal dissipatif. Pour cela, on a
besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. L’opérateur A est dissipatif et satisfait, pour tout U € D(A),

- I I
(AU, U) = —— ¢ dr — —/ p?dr <0. (3.17)
/{/2 0

H /{1 0

Démonstration. Pour tout Uy € D(A), en utilisant le produit scalaire (3.16]), on a
5 L k v L
(av.0), = o[ [ru), - Toodik [ (@4 W)t ) do
H 0 P P1 0

Lrb k §
o Lp2 P2 P2 P2

L L
1
+b/ U, o, de + pg/ [—— .- Lo, —l\IJ]de
0 0 P3 P3 P3
L L
1 1 )
+ - [——q—ﬁex]qu—l— p4/ [——px——kllx]ﬁdx
K1 Jo T T 0 P4 P4
L
1
+= [——p—@ﬁx}pdm.
K2 Jo g o
D’otu, on conclut (3.17) par simplification et grace a l'intégration par partie. O

Lemme 3.2.2. Lopérateur I — A est surjectif.

Démonstration. Soit G = (g*, g% ¢% g%, 9%, ¢%, 97, ¢®)" € %, nous prouvons qu’il
T

existe U = (<p,<1>,1/),,\11,6’,q,19,p> € D(A) vérifiant

(I-A)U =G, (3.18)
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L’équation (3.18)) est équivalente au systéme suivant :

(¢ -0 =4,
0@ =k (pz + 1), + 70 = ;19
¢_q}:g3a

P2V — by + k(02 + ) — 40 + 605 = pag?,
p30 + @z + 7Py + YV = p3g°,
(1+1)q+ K10, = 74°,
P4V + py + 00, = pag”,
(¢ + 1) p + Kol = cg®.
A partir de (3.19),, (3-19))5, (3.19)4 et (3.19)g, on a
®=p—g' € H)(0,L),
V=14 —g* e Hy(0,L),

(3.19)

__ T 6 2 (3.20)
- 0, + L2(0, L),
q P 19 € +(0,L)
p=- = %ﬁﬂiLg8617®J)

c+1 c+1

Remplagons dans (3.19),, (3.19),, (3-19)5 et (3.19),, on trouve
prp =k (pz +0), +70: = p1 (9" +97),
2t — Whas + ki (0 +10) =90 + 090 = p2 (9° + g%) ,
P30 — 250, + yor + 70 = V98 + 79 + p3g® — Z595,
pat — ZH 00 + 0hy = 8g% + pag” — gﬁgi-

La formulation variationnelle associée a est donnée par :

B<(¢,¢, 0,9), (,1,0, &)) _ L(@,@E, . &), (3.22)

2
ou B : [Hj(O, L) x HY0,L) x HL0,L) x HL(0, L)} — R est une forme bilinéaire
définie par :

(3.21)
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et L: [Hj(o, L) x HA0, L) x HY(0, L) x HX(0, L)} — 5 R est une application linéaire

définie par :
o L L B L
L(60.0.0) =pi [ (¢ + ) odotpn [ (5 +)ddo—r [ gbds
0 0 0
L L - L
+7/ g30dx+p3/ g59d:p+—/ ¢%0,, dx
0 0 T+1 /o

L L c L
—5/ >0, dm+p4/ g719dx—|——/ ¢, dx.
0 0 ¢+1Jo

On pose l'espace de Hilbert W = H!(0, L) x HJ(0, L) x H} (0, L) x H}(0, L) muni de
la norme :

2
[0, 0)[ = el + e + 01+ o+
(1l + 1615 + 19115 + 1121
Alors, pour certain C; > 0, on peut facilement montrer que
. 2
B((.4,0,9),(2,0.0,9) ) = €| (0, 0.0,0) |

ceci implique que B est coercive. D’autre part, en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on voit que

‘B((cp,@b,@,ﬁ), (@,@E,é,&))‘ <Oy

o], e.50], >0

et

Lo0.0.9)] < ¢

(2.0.0.9)|| » €5 >0.

Donc, B et L sont continues. Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram,
le systéme ([3.22)) admet une solution unique

¢ € H(0,L), ¢ € Hy(0,L), 6 € Hy(0,L), 9 € H0,L).

En outre, si on prend (cﬁ,gﬁ,é, 19) = (95,0,0,0) dans (3.22)), on obtient pour tout
¢ € H(0,L)

L

L L L
pl/ gogbdx+k/ (goz—l—@b)géxda:~|—7/ Gxgbdx:pl/ (9" + ¢°) ¢ du,
0 0 0 0

alors,

L L
k:/ PrPr dr = / [Pl (gl + gz) — prp — 0, + k@bx]@daj, (3.23)
0 0
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ceci implique que ¢ € H?(0,L) et on a

—kpar = p1 (9" + 9°) — pro — 0o + ks (3.24)

Par ailleurs, (3.23)) est également vraie pour tout w € C1([0, L]) vérifiant
w(0) = w(L) = 0. Intégrons par partie, tenons en compte (3.24)) on trouve

k [%(L)w(L) - %(O)w(o)] = /O [ksom +p (9" + %) —mp =10, + sz}w dx =0,
et puisque w € C'([0, L]) vérifie w(0) = w(L) = 0, donc
2(0) = @2 (L) = 0.

D’on,

© € H?(0,L).
De méme, si (95,1;,5, 75) = (O,@E,0,0), alors

Y € H*(0,L).

D’autre part,
® e H;(0,L), WeH0,L), geHI(0,L), peH0,DL).

Par conséquent, l'existence d’une unique U € D(A) tel que (3.19) est satisfaite,
est garantie par la théorie de la régularité des équations linéaires elliptique. Alors,
l'opérateur A est maximal. O

Enfin par le Lemme et le Lemme on conclut que A est un opérateur
maximal-dissipatif. Ainsi, par le théoréme de Lumer Phillips (voir [52] [77]), Il en
découle le résultat d’existence et unicité suivant :

Théoréme 3.2.1. Soit Uy € H. Alors, le probléeme (3.1)-(3.3) admet une unique
solution U € C'(R*,H). De plus, si Uy € D(A), alors la solution U satisfait
U e CRT,DA))NCHRT, H).

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle de 1’énergie du sys-
téeme (3.1))-(3.3). A cet effet, nous commengons par introduire la fonctionnelle d’éner-

gie E(t) associée a (3.1))-(3.3) par :
1 [t -
E(t) = 5/ [P1¢?+P2¢f+ 0392+H—q2+p4192
’ ' (3.25)
S
R AR R (O ¥)? | da.
2

Le résultat principal de cette section est donné par le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3.1. Soit (p,1,0,q,9,p) une solution du probléme (3.1} . Alors,
le probleme (3.1)-(3.3) est exponentiellement stable, c’est a dire qu zl exzste deux
constantes strictement positives 1y, ny tel que

E(t) <me ™ Vt>0. (3.26)

Pour prouver le théoréme[3.3.1] on a besoin d’énoncer et prouver quelques lemmes.

Lemme 3.3.1. Soit (p,%,0,q,9,p) une solution du probleme (3.1)-(3.3)), alors la
fonctionnelle d’énergie définie par (3.25|) vérifie :

1 [* I
E{t)=—— | ¢dov —— | p*dr <0. (3.27)
K1 0 K9 0

Démonstration. La multiplication de la premiére équation du systéme (3.1)) par ¢,
la seconde par Yy, la troisieme par ¢, la quatriéme par = q, la cinquiéme par 1 et la

sixiéme par - L », puis I'utilisation de I’intégration par partle sur (0, L) ainsi que les
conditions aux bords (3.3)), nous donne (3.27)). O

Lemme 3.3.2. Soit (¢,1,0,q,79,p) solution du systeme (3.1)-(3.3)), alors la fonc-
tionnelle

L L
Fi(t) = p / popdr+p2 [ P de, (3.28)
0 0

satisfait, pour tout €1 > 0, l'estimation suivante :

b L L L
F1<t><——/ Mm—k/ (60 + ) dwm/ widmpl/ o du
0 0

/gbtdx—I——/ 9 dx + Oy )/ 62 du,

ot Cy(g) = ~* (% + t) .

Démonstration. En dérivant la fonctionnelle Fi (), on obtient

(3.29)

L L L L
F{(t)=p1/ sottsodw+p1/ @?dﬂf+pz/ wttwd:erpz/ V7 du.
0 0 0 0

En utilisant les deux premiéres équations du systéme (3.1]), donc on a
L L
A0 = [ [t 0), = 0]edt o [ e
0 0
L L
+P2/ [bwm—k(@x+¢)+79—5ﬁx}wdm—l— ,02/ l/),?div,
0 0
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d’aprés la formule d’intégration par partie et les conditions aux limites ([3.3]), on
trouve

L L L L
F{<t>=pl/ w?dchrpz/ wfd:c—b/ wid:c—k/ (60 + ) da
0 0 0 0

. . ; (3.30)
—0—7/ 01 dx +5/ 191/dex+7/ 0 ¢, dr,
0 0 0

en appliquant les inégalités de Young et Poincaré pour estimer les trois derniers
termes de 1'égalité précédente, donc pour tout €; > 0, on obtient

7/L9¢dx<i/ Y2de + f/Le?d:c (3.31)
5/ I, dr < ~ /wdwr /192da: (3.32)

7/ Qgpxdmgsl/ ©2dr + -— 7 /02dx (3.33)
0 0 0

451

En remplacant (3.31)-(3.33)) dans (3.30]), d’ott le résultat désiré. H
Lemme 3.3.3. Soit (¢,1,0,q,9,p) solution du systéme (3.1))-(3.3), alors Fy définie

par :
L T
t)=p37/ 9/ q(y, t) dy dz, (3.34)
0 0

satisfait pour eo,e3 > 0, estimation :

L L L L
Fy(t) < —K12p3 / 0> dr + &9 / wrdr+e3 | Yidr + 02(5)/ ¢ dx, (3.35)
0 0 0 0

ol Coe) = 7+ £2 4 L= 4 2

2Kk1 4eg des

Démonstration. En dérivant Iy par rapport a ¢, en utilisant .3, 3.1]),, on obtient

p37'/ Qt/ q(y,t dydx—f—pgT/ / q:(y,t) dy dz,
—T/ |:_Q:c (%Hﬁ)t]/ q(y, )dydrc+p3/ / (q — K10,) dy dz.
0 0

D’ apres la formule d’intégration par parties et les conditions aux bords, nous utilisons
fo x,t) dz = 0, nous trouvons

L L L T
Fé(t)z—/flpsf 92dm+7/ qux—p;a/ 9/ q(y,t) dy dx
0 0 0 0

L L x
+77/ qsotdx—W/ %/ q(y,t) dy dz.
0 0 0
37
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Par conséquent, d’aprés les inégalités de Young et Cauchy-Schwarz, pour 5,5 > 0,
on a

L T 2
_pg/ / q(y,t) dy da < 12p3/ 0% du +2p3 </ q(y,t)dy) dx
0 K1 0
2
<%/ 02 de + 2> /Lq(x t)dx (3.37)
- 2 0 2/431 0 ’

L
K1pP3 2 P3 2

< —= 0° dx d

- 2 /o * 2"‘il/o T

L L 727_2 L
77/ qprdr < 82/ fdr + — / ¢’ dz, (3.38)
0 452 0
—w/ wt/ q(y,t dyd:c<ss/ Y7 dx q¢* dz, (3.39)
La substitution des inégalités ci-dessus dans (| - ) donne . O]

Lemme 3.3.4. Soit (p,%,0,q,9,p) une solution du systéeme (3.1))-(3.3). Alors, la
fonctionnelle

L T
t) = —p4</ p / Wy, t) dy dx, (3.40)
0 0
satisfait pour tout €3 > 0, [’estimation :
Kapq g g g
Fy(t) < 5 9 dr +e3 / Yidr + 03(5)/ p*du, (3.41)
0 0 0
ou Cs(e) = s+ 45 + 542632.

Démonstration. En Dérivant la fonction F3(t), en utilisant (3.1)),, (3.1), on a

=—p4</ pt/ (y,t dydfv—p4</ /19ty, dy dx
i [ [tmn] [wnaae < [Cp [ [+ siat 0]y,
0

nous intégrons par parties sur (0, L), les conditions aux bords, on arrive a
F?:(t) :—m2p4/ Vdr + §/ p?dr + 5§/ Yy pdx

+p4/ /19y, dy dz,
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nous appliquons les inégalités de Young, Cauchy-Schwarz pour €3 > 0,

L
5§/ wtpdx<83/ V2 dx —|— —_— p2da:, (3.43)
p4/ / (y,t)dydx < 2p4/ P dr + — / p*dz. (3.44)
D’ou, le résultat souhaité . O
Lemme 3.3.5. Soit (p,1,0,q,9,p) une solution du probleme (3.1))-(3.3). Alors, la
fonction
L T
Fy(t) = —plpg/ (/ ei(y, 1) dy) 0 dz, (3.45)
0 0

satisfait pour €4 > 0, ’estimation swivante :

L L
t) < — —72 / 2 s dr + 64/ (e + 1[))2 dr + vp1 / @Z)f dx
0 0

L
/qu+C’4 )/ 6? dz,
0
0t Cy(e) = ypy + 45

dey *

(3.46)

Démonstration. Par une dérivation directe, on utilise 1 et (| .3, on trouve

Fy(t) = — p1ps /L (/f” Pu(y, 1) dy) 0 dx — p1ps /L (/f” eu(y,t) dy) 0, dx
. 0$ 0 0 0
=p3/0 0/0 [~ ke, ), +6,|dy do

e f ([ 08 vt

d’apres les conditions aux bords, et la formule d’intégration par partie et
fo (x,t)dx = 0, on trouve

/

L L L
Fy(t) = —vpl/ o7 dw — pl/ qordr — pgk/ (s +0)0dx
0 0 0

L T L
""Ypl/ ¢t/ iy, t) dy de + ’ypg/ 6% dx.
0 0 0

Ensuite, en appliquant les inégalités de Young et Cauchy-Schwarz pour 4 > 0, nous
obtenons

(3.47)

L
—pl/ qordr < —— 1P ©?dr + — P ¢* de, (3.48)
0 4 Jo 7 Jo
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L L o2k L
—pgk/ (pr +1)0dx < 54/ (e + ) dz + 437/ 6? dz, (3.49)
4 Jo
v [* o "o
/ wt/ oi(y,t) dyde < —— 1 gpt dr + 7,01/ Wi dx. (3.50)
0 0
Par conséquent, la relation est obtenue. O

Lemme 3.3.6. Soit (p,1,60,q,9,p) solution du systeme (3.1))-(3.3). Alors, la fonc-

tionnelle .
F5(t) =pzp4/ Uy (/ I(y,t) dy) dz, (3.51)
0 0

satisfait, pour €4,€5 > 0, l’estimation :

5 L
s—ﬁ/ wtd:c+s4/ <%+w>2dx+e4/ U2 da
0

L
+55/ 0?de + 22 /pdac+05(6)/ 92 da,
0 25 0 0

0t Cs(e) = L4 (07 + k2) + 4L 1 § .

(3.52)

Démonstration. La dérivation de (3.51) entraine
, L T L T
Fy(t) = pa p4/ Ui (/ Iy, t) dy) d$+pzp4/ Uy (/ Ue(y,t) dy) dz,
0 0 0 0
d’apres (3.1)), et (3.1);, nous avons
, L T
F5(t) :p4/ [lﬂbm — k(g +10) +~0 — 51993] (/ Iy, ) dy) dx
0 0

L T
von o [ [ s dys,
0 0

intégrons par partie sur (0, L) et utilisons fOL Y(z,t) dr = 0, nous trouvons
/ L L L L
Fi(t) = — 5p2/ Vidr — ,02/ Yypdr + (5p4/ 9 dx — bp4/ 0 dx
0 0 0 0

L x L x
- kp4/ (%er)/ Iy, t)dydx + %04/ 9/ I(y,t) dy dz,
0 0 0 0

nous appliquons les inégalités de Young et Cauchy-Schwarz pour 4,5 > 0,

t 5/)2
—pg/ Yypdr < —= / Vidr + 25/ p?dz, (3.54)
0
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L L o2 (L
—bp4/ V.0 dx §€4/ V2dr + —4/ ¥? du, (3.55)
0 0 deq Jo
L T L k2p2 L
—km/ (%er)/ Iy, 1) dy dx §64/ (0o +)* dz + 4/ 02 dz, (3.56)
0 0 0 des Jy
L T L ,.YQPQ L
%04/ 9/ Iy, t)dy dx §55/ 6 dv + —4/ 92 da. (3.57)
0 0 0 des Jo
Par conséquent, nous obtenons ((3.52)). H

Maintenant, on introduit notre fonctionnelle de Lyapunov £ et on prouve qu’elle
est équivalente a la fonctionnelle d’énergie E.

Lemme 3.3.7. Pour N assez grand, la fonctionnelle
L(t) = NE(t) + Fi(t) + N1 Fy(t) + NoFs(t) + N3Fy(t) + Ny F5(1), (3.58)

ot N, N1, Ny, N3 et Ny sont des constantes strictement positives a déterminer atten-
tivement, satisfait
w E(t) < L(t) < wE(t), vVt > 0, (3.59)

pour deux réels positifs wy et wo.

Démonstration. Soit L(t) = Fi(t) + N1 Fy(t) + NoF3(t) + N3Fy(t) + NyF5(t), on a

L L L x
|L(t)] < pl/ wtw‘dw+pa/ ¢t¢’d$+P3TN1/ ‘9/ Q(y,t)dy‘dx
0 0 0 0

L x L z
+P4§Nz/ ‘p/ ﬁ(y,t)dy‘dx+p1p3N3/ ((/ wt(y,t)dy) Q)d:r
0 0 0 0
L T
+ p2 P4N4/ Py </ Iy, t) dy) ‘d:l:.
0 0

En utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz et (3.25]), on arrive
a

L
1L(t)] < 61/ (G + U+ 0+ @+ P+ P+ Y+ (o +9)°] dz < EE().
0
C’est a dire,
‘L(t) . NE(t)‘ < & E().

Par conséquent,
(V—a)B) < £0) < (N +a) )

En choisissant N assez grand, on trouve ([3.59)). O
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Preuve du théoréme |3.3.1]

D’abord, nous observons que

L L
51/ gﬁid:ﬁzaﬁ/ (e + 1 — ) dx<2€1/ (e + ) dx—|—251/ @/)dg;
0

0 0

<251/ (e + ) dm—|—2z—:/@/}2dx

0

Ensuite, en tenant compte (3.27), (3.29), (3.35), (3.41)), (3.46)), (3.52), et en fixant

_ Vs _ 0palNy _ kipsl\y
4N, AN,

g3 = , Er =
PTA(N, + Ny) 5

on trouve :
, L 5 r
£ (t) < - (%st - Pl) / @? dr — (%Nzl — yp1 N3 — ,02) / 1/%2 dx
0 0
b L r
— (5 — 2e; —€4N4) / V2 de — [k_251 — &4 (N3+N4)} / (S%-FWQ dx
0 0
52 L L
_ {Wﬁ? — Cs(e)Ny — —}/ 92 do — [p3“1N1 — C4(e)Ns —Cl(s)}/ 0 dx
2 b 0 4 0

L L
— P — Cy(e) Ny — ﬂNg} / ¢dr — [ﬁ — C3(e) Ny — @M} / p*dz.
~ o 26 0

R1 R9

A cette étape, nous devons choisir nos coefficients d’'une maniére appropriée. Tout
d’abord, on choisit €; assez petit tel que

b
/\125—2€1>0, et /\2:]?—2€1>0,

et on prend

o (>\1 A2 )
min
! N, N3+ N,

ce qui donne
)\3:)\1—54N4>O, et /\4:)\2—54(N3+N4)>0.
Ensuite, on choisit N3 assez grand tel que

)\5 ’751)1 Ng p1 > 0.

Puis, on prend N, assez grand pour que

1)
)\6 = %Ngl — ’}/plNg P2 > 0.
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En plus, nous choisissons N; assez grand pour que

M:%FM—@@M—Q@>Q

puis, on choisit N, assez grand tel que

2

o
Ag = %NQ — C5(5)N4 — ? > 0.

Finalement, on choisit NV assez grand pour que

N
Ao = — — Co(e)Ny — ANy > 0,

K1 Y

N P2
Mo = — — Cy(e)Ny — 22N, > 0.
0= Cs(e) N, % 4>0

Par conséquent, on arrive a
/ L L L L
L(t)g—/\g/ 1/J§dx—)\4/ (@z+1/1)2dx—/\5/ gpfdx—)\(;/ V2 dx
0 0 0 0

L L L L
—)\7/ 62 dx —>\8/ V2 dx —)\9/ ¢’ dx —>\10/ p?d,
0 0 0 0

< —nE(t), vt >0, (3.60)
pour un certain 77 > 0. La combinaison de avec (|3.60) nous donne
L'(t) < = L(t), vt > 0, (3.61)
oun = w—TLz Ensuite, par une simple intégration de ([3.61)) méne a
L(t) < L(0)e ™Vt > 0. (3.62)

Enfin, Une utilisation de 'autre coté de (3.59) garantit (5.7]).
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— Chapitre 4 — — :
Decroissance generale d’'un

systeme de Timoshenko avec
thermoélasticité de type lll

4.1 Introduction

Au cours des derniéres années, la stabilité des systémes de Timoshenko sous I'effet
thermique a été excessivement étudiée par les auteurs. Les résultats les plus intéres-
sants dans cette direction ont été obtenus dans [3], 28] 29, 37, [46], 69].

Beaucoup d’articles ont été publiés pour les systémes de Timoshenko ot la conduc-
tion de la chaleur est régie par la loi de Fourier. La premiére contribution dans cette
direction a été obtenu en 2002 par Rivera et Racke [69], ou ils ont étudié le systéme
suivant :

P1Ptt — 5(901’777Z})g; = 07 (ﬂf,t) € (07L) X (0700)7
P2¢tt - wax + k (9036 + w) + ’}/93; = 0, (l’,t) € (0, L) X (0, OO), (41)
P39t - '%emz + fﬂbtm = 07 (I,t) S (07 L) X (0700)7

ou # est la différence de température, les coefficients py, po, p3, b, k, v,k sont des
constantes positives, et 0 doit satisfaire des hypothéses appropriées. Les auteurs
ont prouvé un résultat de décroissance exponentielle pour le systéme de Timoshenko

linéarisé sous la condition "vitesses d’onde égales" (5- = ’J—If) Dans le cas contraire,

ils ont montré ’absence de stabilité exponentielle du systéme.

Récemment, Almeida et al.|3] ont considéré le nouveau couplage thermoélastique-
Timoshenko sur la force de cisaillement, plus précisément, le systéme considéré est
donné par :

P1Pu = k(gpx+,¢))x _59$7 (Iat) € (07L) X (0,00),
p2¢tt = bwzx - k (pr + w) + 597 (l’,t) S (07 L) X (07 OO)? (42)
p39t:79mﬁ_5((pm+w)t7 (:C7t) € (07L> X (0700)7
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et ils ont prouvé que le systéme est exponentiellement stable si et seulement
si "les vitesses de propagation d’onde sont égales", également un résultat de dé-
croissance polynomiale a été établi pour le cas de "vitesses de propagation d’onde
différentes". En effet, Apalara [I1] a étudié le systéme et a ajouté un amortis-
sement viscoélastique de la forme f(f g(t — $)1ye(+, s) ds dans la deuxiéme équation.
Dans lequel, il a prouvé un résultat de stabilité générale indépendamment des vi-
tesses de propagation d’onde.

Des résultats de stabilité pour le systeme de Timoshenko ot la conduction de la
chaleur est modélisée par la théorie de thermoélasticité de type III, ont été traités
dans 28], 29, 37, [46]. Dans 28] 29], Djebabla et Tatar ont analysé le systéme suivant :

P1Pu = k (90% + w)w (SL‘,t) € (07 L) X (07 OO),
P2y = oy — k (@ + ) — Oy, (x,t) € (0,L) x (0,00), (4.3)
3l = 10,0 + B [3 gt — $)000(-,8) ds + Y ¥uw, (2,1) € (0,L) x (0,00),

et ont montré que le systéme (4.3]) est exponentiellement stable si et seulement si

bp1 kps

— — Py = - -

k P1

Notons que dans (4.3)) la conduction thermique agit sur le moment de flexion.
D’autres résultats similaires ont été établis par Messaoudi et ses co-auteurs [46),
50}, 58, [64].

Ghennam et Djebabla [37] ont examiné un systéme de Timoshenko avec ther-
moélasticité de type III agissant sur la force de cisaillement, en présence d'un amor-
tissement viscoélastique dans la deuxiéme équation, plus précisément, le systéme
considéré est de la forme :

prow =k (o + ), — 76,

t
pQQ/}tt = bl,lvbccar —k ((p:c + ¢) + 70 - fo gl(t - S)Q/sz('a S) dSv (44)
p39tt = b? 99696 — Y Pute — qu?btt - fg QQ(t - S>9mc('> S) dS,

avec (z,t) € (0,L) x (0,00), ou g1 et g sont des fonctions positives décroissantes,
les auteurs ont montré un résultat de décroissance générale (les taux de décroissance
exponentielle et polynomiale habituels sont des cas particuliers) de a condition
que

bip1 p3bi b1y

ki = —— —py =10 t k=2~ 4+ — —by=0.
1=7+ 2 P2 , € 2 p + 2 2

Dans ce travail, nous nous intéressons au systéme (4.4) mais sans aucun amortis-
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sement dans les deux premiéres équations. Donc, on considére le systéme suivant :

prow —k (o +4), +mb, =0,
p39tt - lexm + fotg(t - S)Hx:p('as) ds—i—mgom +mwtt = O

Pour obtenir la nature dissipative du systéme (4.5)), on introduit les nouvelles va-
riables x = ¢; and & = ;. Alors, le systéme (4.5)) est équivalent a

p1 Xt — Kk (Xa + f)m +mby, =0,
P2 — bue +k (Xa + &) —mb, =0, (4.6)
P3 ett - lex:c + f(; g(t - S)exz('a S) ds + mXtas + mgt = Oa

(x,t) € (0,L) x (0,00). Ainsi, nous complétons le systéme avec des conditions
aux limites et initiales

Xx(oat):X:c(L>t):£(0 t) £(L> )_9<07t):9(L7t) =0, t>0,

t
X(l‘, O) = XO(x)’ f(ZL‘ ) 50(17)’ 9(1’,0) = 90('1:)7 LS (OvL)v (47)
Xt(l’,()) = Xl(x)7 gt( ) ) - gl(x)a Qt(SL‘,O) = 91(I>7 LS (OaL)

Notre objectif dans ce chapitre est de compléter le travail effectué dans [37], en mon-
trant que 'amortissement unique donné par le terme de mémoire est suffisamment
fort pour stabiliser le systéme — exponentiellement si et seulement si les
coefficients du systéme satisfont

o= (3B () - -n a0

D’abord nous devons justifier 'application de I'inégalité de Poincaré pour y, a partir
de (4.6)), et les conditions aux bords, on a

d2 L

7o x(z,t)dx = 0, vt >0, (4.9)

utilisons les conditions initiales de y et résolvons (4.9)), on obtient

L L L
/ X(x,t)de = t/ x1(x)dx + / Xo(z)dx, vt > 0.
0 0 0

Par conséquent, si nous définissons

Xt = xat) = ¢ [ a@ds - 7 [
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nous trouvons

L
/ X(z,t)dz = 0, vt > 0.
0

Clairement, l'inégalité de Poincaré peut étre appliquée pour Y. De plus, (¥,&,0)
satisfait (4.6))-(4.7). Dans la suite, nous allons travailler avec Y, mais pour plus de
simplicité, on écrit x au lieu de .

Le reste de notre chapitre est organisé comme suit. Dans la section suivante,
nous étudions 'existence et 1'unicité des solutions du systéme — en utilisant
la méthode de Faedo-Galerkin. Dans la section 1.3 nous utilisons la méthode de
I’énergie pour établir un résultat de décroissance générale pour —. Dans ce
qui suit, C est utilisé pour désigner une constante positive générique.

4.2 Existence et unicité
Dans cette section, nous prouvons un résultat d’existence globale en utilisant la
méthode de Faedo-Galerkin (voir [51]). Mais d’abord, Nous considérons les condi-

tions suivantes sur la fonction de relaxation g

(A1) g: R, — R, est une fonction dérivable qui vérifie la condition suivante :

g(0) >0, A=1— / g(s)ds > 0.
0

(A2) Il existe une fonction différentiable et décroissante n : Ry — R satisfai-
sant :

g(t) <—nt)gt), Vvt>0.

On introduit les espaces suivants :

L2(0,L) = {cp € L*(0,L) : /0 o(x)dr = O},
HY0,L) = H*(0,L) N L*(0, L),

120, 1) = {w € H2(0, 1) : a(0) = (L) — o}.

Définition 4.2.1. On dit que (x,&,0) est une solution faible du systeme (4.6))-(4.7)
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ve C(l0.71: 10, 2)) 0 ¢ ([0.7]: L2(0, 1))

&0 € C([0.7); H}(0, L)) N C* (0. T]; L(0, L)),

(X 0),€(0),6(,0)) = (xo0:&o: 6) € HL(0, L) x H}(0, L) x H}(0, L),
(t(50),€(,0), 6.+, 0)) = (x1, €1, 01) € L2(0, L) x L0, L) x L*(0, L),

et satisfait

L L t L /
pl/ Xtudm—pl/ Xludx+k/ / (Xz + &) u dzdr
0 0 o Jo

L L
—m/ Guldx—I—m/ o dx =0, (4.10)
L oL . t oL
p2/ ftvdx—pQ/ §1vdx+b// §wv/dxd7'—|—k// (xz + &) vdzdr
0 0 o Jo o Jo
L L
—m/ dex—i—m/ Govdr =0, (4.11)
0 0

L L t L /
,03/ Htwdx—pg/ Qlwdx—i-l/ / 0, w dxdr
0 0 0 Jo
t L T , L ,
—/ / / g(t—s)@x(-,s)wdsdde—m/ xw dx
o Jo Jo 0

L L L
+m/ Xowldx—l—m/ fwdx—m/ Swdx =0, (4.12)
0 0 0

pour tout t € [0,T] et (u,v,w) € H(0,L)x H}(0, L) x Hg(0, L). Ici, la prime désigne
la dérivée par rapport a x.

De plus, si (x,&,0) satisfait
= C([O,T]; H2(0, L) N HX0, L)) N Cl([O,T];Hj(o, L)) N 02([0,T];L3(0, L)),
£.0¢ c([o, T]; H2(0, L) N HL(0, L)) not ([o, T, H (0, L)) ne? ([o, T1; L2(0, L)),

(xos 1) € (H2(0, L) NVHE(0, L) x HL(0, L)),

2
((60:€0). (60,61)) € (H2(0, L) 0V H}(0, 1) x H}(0, 1)),
alors, (x,&,0) est une solution forte de ([4.6)-([.7).
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Théoréme 4.2.1. Supposons que g vérifie les hypothéses (A1)-(A2), et soit

(0. x1) € (HNO,L) x L2(0,L)) et ((60,€0), (60,60)) € (HE0,L) x L2(0, 1))
Alors, le probleme (4.6)-(4.7) admet une unique solution

2

v € C(Ry; HA0,1)) NC Ry L2(0, L)),
(€,0) e (C(R+;H5(O,L)) nol <R+;L2(O,L)>>2.
De plus, si
(o, 1) € (H2(0,2) N HX(0, L) x HL(0, L)),
((@.€). (60.60) € (F(0.2) N H(0.1) H&(O,L))Z.
Donc, la solution du probléeme ([4.6)-([1.7) satisfait
= C<R+; H2(0, L) N HX0, L)) nol <R+; HX0, L)) ne? <R+; L2(0, L)),
(€,0) <C<R+; H2(0, L) N HL(0, L)) net <R+; H (0, L)> nc? <R+; L2(0, L)>>2.
Démonstration. Soit (xo, x1) € (Hf(o, L) mHj(o,L)) x HY(0,L) et

(&0, &1), (60,01) € <H2(0,L) N H&(O,L)) x Hj(0,L). On note par {y;,j € N} une
base de H!(0,L) et H?(0,L) N H}(0,L), {z;,j € N} est une base de Hj(0,L) et
H?(0,L)NH0,L). On prend x™(z,t) € Yy, et E™(x,t),0™(z,t) € Z,n, o0t Yo, et Z,,
sont engendrés par yi, yo, ..., Ym €t 21, 22, ..., 2, rEsSpectivement.

On cherche alors
@) = > anOu), @0 = 3 b5, 7@ =Y G5,

j=1 j=1 j=1
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tel que, pour tout u € Y,, et v,w € Z,,, (Xm, &, 9’”) satisfait le systéme approché

¢ L L

p/xttudm—l—k/ <Xm+§m>udx—m/ Qmudm—()
L

/fttvdx+b/ gmv dx+k/ <Xx+£m>vd;1:

9m vdx = 0,

L”? (4.13)
p3/ Qttwdqul/ o™ w' dx—/ / (t — )™ (-, s)w dsda
0
L
/thdx—i-m/ &rwdr =0,
0
Xm<.70)_X07 f ( ) 507 0771(70)_96717
\X;n('vo) = XTa gt ('7 ) - gl ) 9?1(’0) - 0??
pour 7 =1,....m et
( m L
X0 = Z {/ X0 Yj dm}yj — xo dans H2(0, L) N H}(0, L)
— 0
Jml .
X7 :Z{/ X1Y; da:}yj — x1 dans H (0, L)
— 0
]ml .
& = Z {/ €02 dx}zj — & dans H*(0, L) N Hy(0, L),
— 0
oo (4.14)
51":2{/ SES dx}zj — & dans Hy(0, L),
— 0
Jml .
0y = Z {/ o z; d:v}zj — 0y dans H*(0, L) N Hy(0, L),
— 0
Jml .
Qin = Z { (91 Zj dl’}Zj — 91 dans H&(O,L)
\ Jj=1 0

D’aprés les résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles, on est
assuré de l'existence d’une solution <Xm,§m,0m> dans un intervalle [0,t,,), avec

t, < T'. Les estimations a priori qui suivent montreront que t,, =T

Estimation a priori I. En prenant v = x}* dans (4.13),, v = £ dans (4.13),
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et w = 0} dans (4.13);, utilisant le Lemme m et en faisant la somme, on obtient

2 2

s o [+ e ol + mleo]) ool
2 t 2 L
+ o or )|+ (- / g(s) ds) oo+ / (go(;;n)(wdx}
2 0 2 0
[t 1 2
:_/ (6 o0m) 0y do — 5 ot) |or | <o, Vi > 0,
2 Jo 2 2
En intégrant sur [0,¢], t < t,,, on a
o ]+ ko el ool + ool
2 t 2 L
+p3 (|07 ()| + <l—/ g(s) ds) 07" (t) +/ (909;”)(15) d:c]
2 0 2 0
1 12 N2 "t |2 "t 2
P [ i e (oY e e [N
1 2 , 2 2 12 2 12
§§{Pl X1 +/<?HX0+§0 + p2||&|| + 0[S0l + o5 ||th +1H90 1
2 2 2 2 2 2

ou L; > 0 est une constante indépendante de m et ¢.

Estimation a priori II. En remplagant u par x7, dans (4.13)),, v par £, dans

(4.13)), et w par 67, dans (4.13),, en utilisant le Lemme et en faisant la somme,

on trouve
1d 2 2 2 2
55{/)1 Xtz (1) 2+k”(><$+gm)x(t) 2 £m(t) b £m (1) 2
2 t 9 L
+ps Ql’i(t)H2+(l—/0 g(s)ds) 07x(t) 2+/0 (goeg;)(t)dx]
1 L , 1 2
= 5/0 (90 0%) (1) dx — 5 g(t) 9;2(75)“2 <0, vt > 0.
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On integre sur [0, ], on obtient

1
2P1

@+ k] o +em), 0 2

Z—I—(l—/otg(s)ds) 7
() |+ v o) + e ||
o (o) Rl oM N

1 /]2 " /|2 /]2
sl Dl e s el o e
L

en)|, +ofene)

t)Hz + /OL (o) (1) dx}

@]+ o] @

2

2
+ p2
2

2
2

1"

IN

IN

(4.16)

ou Lo > 0 est une constante indépendante de m et ¢.

Estimation a priori III. En considérant u = x}; dans [{£.13)),, v = & dans (£.13)),
et w = 0} dans 3, en appliquant I'inégalité de Young, a l'aide de et
(4.16)), pour tout ¢ > 0 et L3 > 0 une constante positive indépendante de m et de ¢,
on trouve

‘ Xz (¢ ) + ||&e (¢t H 01 (¢) S Ls, vt > 0. (4.17)
On déduit que t,, =T et — s’expriment alors :
(x™) demeure dans un ens. borné de L™ ((0, 00); H2(0, L) N H}(0, L)),
(&™) and (6™) dans un borné de L°°<(O, 00); H%(0, L) N H}(0, L)),
(X;") dans un borné de L™ (0, oo); H0,L)),
(&™) and (67") dans un borné de L*( (0, 00); Hg(0,L) ),
() dans un borné de L*( (0,00); L(0, L)),
(&7) and (67)) dans un borné de L**( (0,00); L*(0,L) ).
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Par conséquent, on peut extraire une suite (X“, &H, 9“) de (Xm, &, Hm), telle que

"y dans L>( (0,00); H2(0, L) N H!(0, L)) faible étoile,
gh g om0 dans L (0,00); H2(0,L) N H(0, L)) faible étoile,
Yy dans L*>( (0,00); H}(0, L); faible étoile, (419
g =&, 0 =0, dans L ( (0,00); HL(0, L)) faible étoile,
Xi = Xut dans L ( (0,00); L2(0, L)) faible étoile,
gy, 0 S0, dans L™ (0, oo); L?(0, L)g faible étoile.

¢ x dans L?( (0,7); H2(0,L) N H}(0,L) ) faible,
gr—¢ 0" —0 dans L*((0,7); H*(0,L) N H}(0, L) ) faible,
Xi — Xt dans L? (O,T);H*l(O,L)g faible, (4.20)
& =&, 0 — 6, dans L?( (0,7); H}(0, L) ) faible,
Xt = Xut dans L?( (0,7); L2(0, L) ) faible,
& — &, O, — Oy dans L*( (0,T); L*(0, L)) faible.

En remplacant m par p dans (4.13), (4.13), et (4.13), intégrant sur [0,t] avec t < T,
pour tout 1 <5< pona

L L t L
/01/ xfyjdw—pl/ x?yjdek// (X + &) y;dwdr
0 0 0 0
Lo Lo
—m/ Q“yjdx—i-m/ 06 y; dx =0,
0 0

L L t L t L
pg/ &' zydr — pg/ &z dr + b/ / gr z; dxdr + k/ / (XE + &) zjdadr
0 0 0 Jo 0 Jo

L L
—m/ Q“Zjdx—l—m/ 0 zjdxr =0,
0 0

L L t oL
p3/ 0 z; d:c—pg/ 0 z; da:‘—i—l/ / o z;dxdr
0 0 0 Jo
t L T , L ,
—// / g(t —s)0%(-,s) Zded.TdT—m/ X" z;dx
o Jo Jo 0

L L L
+m/ ng;drzc+m/ §“zjdx—m/ gl zjdr =0,
0 0 0
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faisant © — oo, alors pour j > 1, on trouve

L L t oL /
:01/ Xtyjdx—pl/ xlyjd17+k// Xz + &) yydadr
0 0 o Jo
L / L /
—m/ Qyjdx+m/ Ooy; dx =0
0 0
L L t oL t oL
pg/ §tzjdx—p2/ §1zjdzr:—|—b// {mzjd:vdT—i-k// (Xa + &) zidxdr
0 0 0 Jo 0 Jo

L L
—m/ 9zjda:—|—m/ 0 zj dx = 0,
0

0

L L t oL
,03/ 0 2 dx—pg/ 0 z; dx—l—l/ / szjd:cdr
0 0 0o Jo
t L T , L ,
—// /g(t—s)@x(-,s)zjdsdxdT—m/ X 2; dv
o Jo Jo 0
L / L L
+m/ onjdx—i-m/ fzjdz—m/ & zjdx = 0.
0 0 0

Par conséquent, pour tout (u,v,w) € H(0,L) x H}(0,L) x H}(0,L), on a ([4.10)-
@12).

Ensuite, on dérive les trois équations précédentes par rapport a t et on intégre par
partie par rapport a x, on obtient

p1Xe —k (Xe+ &), +mby =0, dans L? ((O,T); L*(0, L)),

P2 — 08 +k (Xo +§) —mb, =0, dans L2<(0,T); L*(0, L)),
t

p3 0 — 10, + / gt — 8)0.z(-,8)ds + m xy + m& =0, dans L2<(0,T); L*(0, L))
0

Maintenant, d’aprés le lemme d’Aubin Lions et (4.19)), on déduit que

X" — x  dans (J([o,T];H*l(o,L)),
€5 € et B —s 0 dansc<0T-H1(o,L)),
v — i dans C([0,7]5L2(0, 1) )
g et 0' — 6, dansC’( E 2(0,L)).
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AiIlSi, X,u(70))5#(70%9#(70)’Xf(70)7§f<70)795(70) ont un sens et

X“(+,0) — x(+,0) dans H! (O,L),

&"(-,0) — £(-,0) et 6*(-,0) — 6(-,0)  dans H, (0, L),
. (4.21)

X£(,0) — xu(+,0) dans L7 (0, L),

&(-,0) — &(+,0) et 04(-,0) — 6,(+,0) dans L*(0,L).

En combinant (4.21)) et (4.14)), on a
X<>O) = Xo, Xt('ao) = X1, 6(70) = 60: €t<70) = 517 9(70) = 907 (9,5(,0) = 61'
Par conséquent, (X, £, 9) est une solution forte de —.

Unicité. Soient (x', &', 0) et (x2,£% 6?) deux solutions fortes de ([i.6)-(4.7) avec
les mémes conditions initiales, on met (x,&,6) = (x' — x?, & — €2,6" — 6%). Alors,
on trouve

L L , L )
Pl/ xttudx—i—k/ <Xx+§)u dx—m/ O; u dr =0,
0 0 0
L Lo L L
,02/ fttvdx—i-b/ Ex dx—i—k/ (xz—|—§>vdx—m/ 0, vdx = 0,
0 0 0 0
L L ) L pt )
,03/ Oy wdx + l/ 6, w da:—/ / g(t — )0, (-, s)w dsdx
0 0 o Jo

L L
- t ld t d :O,
m/o Xt W :c—irm/o &wdx
X(+,0) =&(-,0) = 0(-,0) = x4(+,0) = &(+,0) = 6,(+,0) = 0,

pour (u,v, w) € H(0,L)xH} (0, L)x H}(0, L). En considérant (u, v, w) = (Xt,ft, 9,5),
en faisant la somme et en utilisant le Lemme [1.5.2, on obtient donc

li [Pl

2 dt gw et

3
z + /OL(g 0 0,)(1) dx]

Xt Xw+£

+ (z - /Otg(s) ds)

— %/0 (g ©6,)(t)dr — %g(t)

2
2

2 2
+b + p3
2 2

2
+ p2
2

2
+k;(
2

02

2
0. dev <0, vt > 0.
2

Une intégration simple sur (0, ) conduit &

2
2

0,

2 2
+b + p3
2 2

2 2
+ k| + o le £
2 2

P1 || Xe Xe + &

+ (z - /Otg(s)ds)

0z

2 L
2—1—/ (gof,)(t)de < 0, vt > 0,
0
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ce qui implique que,
(X7§7 9) - (Xl - X27€1 - 527 61 - 02) = (07 07 O)
Alors, le probléme {) admet une unique solution forte.

Maintenant, si (xo,x1) € H}(0,L) x L2(0,L), et (&,&), (60,61) € Hg(0,L) x
L?(0, L), il résulte de la densité de (HZ(0, L) NH(0,L)) x H}(0, L) dans H}(0, L) x
L2(0, L) et (H*(0, L)NH}(0, L)) x Hy(0, L) dans H(0, L) x L*(0, L) que le probléme
— admet une unique solution faible. O

4.3 Deécroissance générale

Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théoréeme suivant :

Théoréme 4.3.1. Supposons que g vérifie les hypotheéses (A1)-(A2), les coefficients
du systeme vérifient la condition (4.8)), et soit

(Ot x1). (60,60, (80, 61)) ) € (HA(0, 1) x L2(0, L) x (H}(0, L) x L*0, 1))*).
Alors, il existe deux constantes strictement positives Cy et Cy telle que

E(t) < Cre Chomds  yp > (4.22)

La démonstration du Théoréme (4.3.1]) est basée sur la construction d’une fonc-
tion de Lyapunov qui est équivalente a E(t). Pour cela, on utilise la technique de
multiplicateurs afin de montrer les lemmes suivants :

Lemme 4.3.1. Soit (x,&,0) une solution de ([.6)-(4.7). Alors, la fonction d’énergie
définie par :

1 (L
E(t) = 5/ [P1X? k(o + &) + p2& + bE + p3 0}
0 . (4.23)
+ (l — / g(s)ds) 02 + (9091)]6156,
0
vérifie,
: IR 1 L
E(t)= 5/ (g 00,)dx — ig(t)/ 02dx < 0, vt > 0. (4.24)
0 0
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Démonstration. En multipliant les équations du systéme par xi, & et 6y, res-
pectivement, en intégrant par partie sur (0, L) et utilisant les conditions aux bords,
on trouve

1d [*
s | [P Rt + €+ b+ pa it 162 ]da
24t J,
5 (4.25)
- / etx(g * 0:):) dx = 07
0
l'utilisation du Lemme [1.5.2] termine la preuve. O

Lemme 4.3.2. Soit (x,&,0) une solution de ([4.6)-([1.7). Alors, la fonctionnelle

L
Fi(t) = —pl/ Xt X dx, (4.26)
0

satisfait, pour €1 > 0 l’estimation suivante :

/ L L ool oot ,
Fi(t) < —,01/ XZdx + 51/ X2 dr + —/ 07 dv + —/ (Xz +&)° du. (4.27)
0 0 €1 Jo €1 Jo

Démonstration. En dérivant F, en utilisant la premiére équation de et intégrant
par partie, on trouve

L L
F{(t)z—pl/ X; dx —,01/ Xee X Az
0 o 5 (4.28)
=—p1/ de:erk‘/ (xx+§)xxdﬂ:—m/ 0; Xz de,
0 0 0

d’apreés 'inégalité de Young, on a
L e [F o L ,
/f/ (Xz + &) Xoda S—/ Xz dv + —/ (X2 + &) du,
0 2 Jo €1 Jo

L e [F o L
—m/ Htxxd:cg—/ 2 dr + —/ 07 da.
0 2 Jo €1 Jo

D’ou, on a (4.27). H
Lemme 4.3.3. Sous les hypothéses (A1) et (A2), la fonctionnelle

Fy(t) = —pg/o 0; (g0 0)dx

__ p3/01 0, (/Otg(t _ s)(e(t) _ e(s)) ds) dz,
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4.3. DECROISSANCE GENERALE

satisfait, pour tout €5 > 0 [’estimation suivante :

F’(t)< P390 L92d L 2d g Qd
2\l =7 5 p AT + €2 Xt ar + €2 & dx
0 0 0 (4.30)

L o [t L
+52/ 02dx + — (goﬁx)dx—C’/ (g 00,)dx,
0 €2 Jo 0

ol gy = foto g(7)dr.

Démonstration. En utilisant I'équation (4.6)5, puis en intégrant par partie, on obtient

/

L L
F,(t) :—pg/ O (go0)ydx — / [ZGm — (g% 0p) — mxe —m&|(go0)de
0 0
¢ L L ,

=— (p;;/ g(T)dT)/ Hfdx —pg,/ 0 (g ©0)dx

0 0 0

L L

+l/ Gx(goex)dx—/ (g% 0,)(gob,)dx
0 0

L L
— m/o Xt (go0,)dr + m/o & (gob)de. (4.31)

En appliquant alors 'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, pour d;,e9 > 0,
on a

L , L 03 L t , ,
o [0 0 s < iy [ 0rdn s £ ([ =g (9)ds) (g 00 ds
0 0 4~51 0 0

g c [t
< p3 51/ 0?dr — — | (g o0,)dx, (4.32)
0 o1 Jo
L e [T o L
L] 0.(g00,)de < = [ 02dx + — [ (go0,)dx, (4.33)
0 2 Jo €2 Jo
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L L ool
—m/ Xt (g0b;)dr < 52/ Xidr + —/ (gob,)dz, (4.35)
0 0 €2 Jo
m/ & (gob) dx<52/ @dm—I——/ (gob,)d (4.36)
Puisque g est une fonction positive, continue et que g(0) > 0, nous avons
t to
/ ()dT>/ o) dr =g VE> o> 0. (4.37)
0

En remplacant (4.32) ) dans , en tenant compte de , on déduit que

L
Fy(t) < —P3<go—51>/ 07 dv + 52/ Xidr + & {fdm
0 0 0

L c [t c [t
+€2/ Qidw—}-—/ (gob,)dx — — | (g 00,)dz,
0 €2 Jo 01 Jo
on choisit §; = 9—0. Donc, on a le résultat souhaité . O

Lemme 4.3.4. Soit (x,&,0) une solution de @ Donc, la fonctionnelle

F3(t) = —m /OL </0I Xt(y,t)dy) < (xz+ &)+ % 9,5) dzx, (4.38)

satisfait, pour es > 0 [’estimation :

/ Ay , L ) L )
Fy(t) < — 5 (Xz + &) dr + &3 X;dx + C 0; dx
0 0 0

~ ~ L
+ ¢ 92dx + ¢ (gob,)dx.
53 0 63 0

(4.39)

Démonstration. On dérive F3 par rapport a ¢, on a

F:;(t) :_Pl/OL (/:Xtt(y7t)dy>((>(z+§)+%@) dx

- P /OL (/Ox Xt (Y, t)dy) ( (Xe +6), + % 9tt> dr,

on utilise (4.6);, 3, on peut trouver
L T L
Fy(t) = — pl/ (/ xt(y)dy) (X + &), dx — k/ (Xo +€)° do
0 0 0

+ m/ O (xx +&)dx —I— Pa [— k(x:+&)+ mGt]thx (4.40)

0

e [_wxﬁ(g*em)+m(xx+€>t” Xi(y) dy dz.
m 0 0
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A Taide de la formule d’intégration par partie et en utilisant le fait que
fOL x(x)dz =0, on a

, L n l L
F3(t):—k/ (xz +6)° dx+p3/ 62d:c+— Xt9 dx
(4.41)
/ O (Xo + §) dz — —/ Xt (g * 0a)
En vertu de I'inégalité de Young, nous trouvons
[ L L 5 L
P Xt dr < 6—3/ X;dr + ¢ 62 dx, (4.42)
m-Jo 2 Jo €3 Jo
k L k L B L
(= 25) [Co0erotr <5 [ argfde s C [ gran (a3
m 0 2 Jo 0
L L t
P1 P1
—— 0,)dr =— t—5)(0.(t) —0,(s) —0.(t)) ds |d
2 [ xts e =2 [T [ ot (6000 = 009 = 0.(0) ds) o

p " p g
- Xt(go@)dx——l ()dT/ Xt 0, dx
m 0 0

S% 2d1:—|——/ (gob,) daz—l—g 950[95. (4.44)

En remplacant les estimations précédentes (4.42)-(4.44) dans (4.41]), on obtient le
résultat désiré (4.39). O

Lemme 4.3.5. La fonctionnelle F, définie par :

L L

satisfait, pour 4 > 0 ’estimation suivante :

L
a<<——/9mx+@/<m+ﬁ

/9261:1:'—1—0/ (gob,)dz.
84

(4.46)
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Démonstration. En dérivant F)y, puis en intégrant par partie sur (0, L), nous obtenons

L L
’ L ’ L
+m/ (Xx—l-ﬁ)t@dx—l—m/ (e + €) 6, do
LO L ’ L
= ,03/ Hfdx—l/ Gidx—i-/ 0, (g*0,)dx
0 0 0
L
0

Les deux derniers termes du membre droit de (4.47)) sont estimés comme suit, pour
(527 €4 >0

L L
/«9 (g%0,) /g dT/ Qidx—/ 0. (gob,)dr
0 0
C« L
/g dT/ chdx—i-(h/ 02 dx + — (go@x)dx
0 0 02

L
= (/ g(T)dr + 52 / 02 dx + ?/ (gob,)dx, (4.48)
0 2

L

L L ~
C
m/ (Xz + &) Opdz < 54/ (Xe + €)% do + = 0?2 dz. (4.49)
0 4 .J0

IA

En utilisant le falt que [ — fo s)ds > )\ choisissant 6, = % et remplagant (4.48))-

- ) dans . Nous arrivons & .

61
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Lemme 4.3.6. Supposons que les coefficients du systémes satisfont (4.8)). Alors la
fonctionnelle Fy définie par :

P1 B P2 B
== [ et -2 [Tauro o
0 0
L L
p3 (P1 P2 b rpi  p
L e — (= = 4.50
o [oga b2 foew m
1 P1 P2 L
w75 ) ot

vérifie, pour tout e5 > 0,

<__/ ftdx+£5/§d$+0/ (e + €)°

& (4.51)
+C’/ 92dx+— 92d:1:—€— (g 00,)dx.
5
Démonstration. Une dérivation simple de F5 donne
L L
() = _ P _ (P _P2
Fy(t) = kg Xt &z d <k b >/0 Xt &t A
/ i (e +€) x——/ & do
L
2 (=) [ ocutre 2 (=52 [ougs
0 0 (4.52)

_l_

i (G5 [ etaes D) [0

m b
L /pr po
—w (F-7) ), st

En utilisant les trois équations du systéme (4.6[), puis en intégrant par parties, nous
avons

L

L m [
0 0

0

L
Jy = — —= §u (Xa +§) dx

B L k L ) m L
~ [ et bdrs g [arotd =T [ e bdn @5
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L L
_ P3P P2 _ _bos o1 _po
JS_m(k: b)/o bibudr = mpg(k b)/0 & Ui do

kps (pr_ po /L P3 (P1 P2 /Lz
( ) (xx+§)9tda:+p2<k b>09tdx, (4.55)

mps \ k b 0
P3 (P11 P2 g
n=2 (5 %) / ke
(22 [Cgte s (B 2) [0
(@) s (o5) [en
Js = —% (% - %) ; &u (g% 0)e d

1 L 1 Lo
== (2-2) o) [ Gtedr+— (B -2) [ e(g o) de. (457)
0 m 0
En substituant (4.53))-(4.57) dans (4.52)), on arrive a

L L L
R A A T A

k m

N [% (%—%)jt%} /OL&: (Xo +€) da

ps ;1 P2\ [* L/pi p g (459
3 1 2 2 1 2

Ps(PL P2 [ g2 gy — = (PL P2 g 0, d
+p2<k: b>/0 pae - (5 b>g()/0 b bo do

Ensuite, on utilise I'inégalité de Young, pour €5 > 0

_[% (2-2)+ 3 /OLet (X +€) dxsé/oL (67 + (e +€)? | da,

L rpt p2 L L 2 c [* 2
(BB [ ewtr<a [few s [

Lpe poy [T, e C [
E(?_?>/{) 5&:(9 ng)d$§55/0 éua:dm_ ; o (g oﬁx)dx,

en remplagant les inégalités précédentes dans (4.58)), et utilisant la condition (4.8))
pour obtenir I'estimation (4.51]). n
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Lemme 4.3.7. La fonctionnelle
L T L
R == [ ([ swndy)dosps [ e (4.59
0 0 0
vérifie, pour toute solution du probleme (4.6)-(4.7), l’estimation :

Fy(t) < b/fdz+56/0 XtderC 56 /{tdm (4.60)

Démonstration. En dérivant Fj, en utilisant les deux premiéres équations du systéme
(4.6]), puis en intégrant par parties et utilisant les conditions aux bords, nous obtenons

Fy(t) = = pr /Otht</0$€(y,t)dy) dz — p1 /Oth(/:ft(yi)dy) dx

L L
+P2/m§uf¢U+P{/ € da
0 0

:/OL [_k(chJrf)ﬁmgm}(/Oxg(y,t)dy> dlL’—Pl/OLXt</OI§t<y,t)dy> dz
L L
+/0 [bﬁm—k(x$+§)+m0t]§dﬂf+/)2/0 & du

:—b/{f{ﬁdw + pg/OLgfdx - m /OLXt (/Oxgt(y,t)dy)dx. (4.61)

Nous estimons le dernier terme par 1'utilisation de I'inégalité de Young et I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, pour g > 0

—1/Xt/fty> dydx<56/Xtdx+_/ /ftya dy dx
0
§€6/Xtd$+—/ftxt )
0

L
S%/xwww— & da, (4.62)
0 €6 Jo

I'insertion de ([4.62)) dans (4.61]) nous donne ([4.60). O

Maintenant, on est prét a prouver notre résultat de stabilité.

4.3.1 Preuve du Théoréme 4.3.1

Pour certaines constantes positives N, N; (i = 1 : 4) qui vont étre choisis de
maniére appropriée, nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov £ par :

L(t) = N E(t) + Fi(t) + Ny Fy(t) + Ny F5(t) + N3 Fy(t) + Ny F5(t) + Fy(t). (4.63)
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Nous commencgons par montrer que la fonctionnelle de Lyapunov £ et I'énergie F
sont équivalentes, d’aprés (4.63)), on a

L L
|£(t) = NE(t)] Spl/ \xtx\dx+p3N1/ 0 (g0 0)] do
0 . 0
+01N2/
0
L o L
+ mNg/ \(xwg) H‘dx—kzj\@/ Xt & |da
0 0
L L
P2 P3 [ P1 P2
= eGP el
+£(ﬂ_@>N/L{0§|dx+ /Lx/xf(yt)dy‘d:v
m kf b 4 o T Sx L1 0 t o )

1 pi p g "
+ —(f—f)‘M/O \fx(g*Qx)\d$+P2/0 [€¢€|dz,

en utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz, on arrive a

L
dx+p3N3/ |6,6|dx
0

|t +6) + 20

& (o +6) |do +

[£() - NE(®)] SO/OL[X?+ (a6 48+ +07 402 + (g00,)|da,
on conclut d’apres (4.23) que
|L(t) — NE(t)| < CE(t),
d’ou,
(N=C) B@ < 2() < (N +0) ).
Donc, on choisit NV assez grand, on obtient
m E(t) < L(t) < v E(t), vt > 0. (4.64)

pour deux constantes positives v, et v,. D’autre part, en dérivant (4.63|) et en com-
binant (4.24)), (4.27)), (4.30]), (4.39), (4.46]), (4.51), (4.60), et la relation

L L L L
el/ Xﬁdm—&/ (Xm+£—5)2d:v§2€1/ (xx+5)2dx+251/ € da
0 0 0 0

L L
< 2%, / (o + )% dv + 26, / € du,
0 0

avec

kN, b p1
61:4, €3 = —— &4 = €5 = —— e = —.

4N3’

| o
e
=
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On arrive a

__/gd LN = 2y - )/OLgfdx

+

[N
| 2

L
2Ny - @y - c(zvngj)} / 0 da
N° ; (4.65)
2390 N N, — O, (1+—3) — ON, — é} / 02 dx

- 0(N1+NZ)} /j(g’o@)dw

Moo r
+C - + Ny + N3 (gob,)dx.
0

Maintenant, on choisit N4 assez grand pour que

wy :%N4—C>O.

Apres cela, on prend N, assez grand tel que

k s _
ZN2—0N4—C>0.

Ensuite, on choisit N3 assez grand tel que

Wy = %Ng— é(NQQ"—NZ) > 0.

En plus, on prend N; assez grand pour que

N N N. - _
%Nl — CN, —CN3(1+F3)—CN4—C>O,

2

et en choisissant €9 assez petit tel que

w1 pl %) >

<
€92 min <N1 4N1 Nl

Enfin, on choisit N suffisamment grand tel que

g—é(N1+Nf)>O.

Tous ces choix conduisent &

L
£ < —CE(t) + Cy / (gob)dr, V>t (4.66)
0
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pour Cs, Cy > 0. Puis, en multipliant (4.66) par n(t) et en utilisant I'hypothése (A2)
et (4.24), on obtient

<— Csn(t)E(t) — 2C,E'(t),  Vt>t,.

Par conséquent,

’

O£ + 20 BQ)| -1 () £0) < ~Can() E®), V=t

En utilisant le fait que 5'(t) < 0, on aura

/

O L)+ 2CB@)] < -G B(R), Vit
Encore une fois, d’aprés , il est facile de prouver que
R(t) =n(t) L(t) + 2CL E(t) ~ E(t). (4.67)
Donc, on obtient pour une constante positive C’g,
R(t) < —Con(t)R(t), Vit >t (4.68)
Une intégration simple de sur (to,t) conduit a
R(t) < R(to)e 2 Io@d >, (4.69)

Finalement, L’affirmation du théoréme (4.22)) est obtenue en combinant (4.67)) et
[.69).

67



— Chapitre 5
Etude théorique et hnumeérique du

probleme de Timoshenko avec la
loi de Cattaneo

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats numeériques concernant 1’exis-
tence et la décroissance de 1’énergie d'un probléme de Timoshenko avec la loi de
Cattaneo. Le systéme est de la forme :

prow =k (pz + 1), , (z,t) € (0,1) x (0, 00),
ptie = b = b (p 4 0) = 00—t (2.1 € (0.1 x (0,00),
P30y = —qp — 0y, (z,t) € (0,1) x (0, 00),
Tq = —Bq — On, (z,t) € (0,1) x (0, 00),

avec des conditions initiales
QO(ZE,O) - (ZE) (I70) ( ) 9(1’,0) = 90(1’);
ei(z,0) = ¢1(2); Ue(x,0) = vi(2); q(,0) = qo(w);

et des conditions aux bords
0:(0,t) = @ (1,t) = (0,t) = ¥(1,t) = q(0,t) = q(1,t) = 0, vt > 0. (5.3)

Le systeme a été étudié théoriquement par plusieurs chercheurs et beaucoup de
résultats concernant la stabilité du systéme ont été obtenu. Par exemple, Fernandez
Sare et al.[30] ont étudié en absence de la dissipation de frottement dans la
seconde équation (—). Ils ont montré que le couplage par la loi de Cattaneo n’est
pas suffisant pour stabiliser le systéme exponentiellement.

Par contre, Santos et al.[85] ont étudié le méme systéme de Fernandez Sare et al.[306]
et ils ont prouvé que le systéme est exponentiellement stable si et seulement si le

nombre de stabilité
(._ (@_&)_75201 4
X (T kp:a) bk bkps’ (5:4)
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est nul. Le méme nombre de stabilité a été obtenu par Ayadi et al.[I4], o ils ont
considéré une dissipation non linéaire (—a(t) h(1);)) au lieu de —;.

Notons que notre travail est un cas particulier de [I4], ou nous avons choisi

a(t) =1 et (i) = Y.

5.2 Existence, unicité et décroissance exponentielle

Soit U = (go,q),w,\ll,e,q)T, o ® = p, et U = 1y, le systeme (5.1)-(5.3)) est

équivalent a :
{U’(t) — AU(1), (55)

U(0) = Us = (0, 1,%0, %1, 00, 00)" '
ou A est un opérateur linéaire défini par :

)

pﬁl (9096 + ¢>x
L

AU = | & (boaa = k(0 + ) — 06, — V)
- p%s(qx + 5%)
- %(ﬁq + 9x>

Nous considérons les espaces suivants :

L}(0,L) = {u € L*(0,L) : /OL u(z) dr = 0} :

H(0,L) = H'(0,L) N L0, L),
HZ(0,L) = {ue€ H*(0,L) : uy(0) = u,(L) =0},

et
H = H!0,1) x L2(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L2(0,1) x L*(0,1),

muni du produit scalaire :
<U,U> =p1/ <I><I>dx+k/ (sox+¢)( ¢) dx+p2/ U0 dz
¥ 0 0
+b/ wzwmdx+p3/ 00ds +
0

pourU:<g0,(I>,1/),,\I/,6’,q> eHet U= < é@/?@écj) e H.
Le domaine de l'opérateur A est donné par :

pay — [V €% | ¢ € H20.1) N HI0,1): w € H20,1) 0 HY(0, 1)
o€ H(0,1): v € H(0.1); 0 € H0,1): g € H}(0.1) |
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Le théoréme suivant assure l'existence et 'unicité de la solution du systéme (5.1)-

(5.3) (voir [14]) :

Théoréme 5.2.1. Soit Uy € H. Alors le probléme (5.1))-(5.3) admet une unique
solution U € C'(R*,H). De plus, si Uy € D(A), alorsU € C(RT, D(A))NCHR*, H).

De plus, 'énergie classique du systéme (5.1))-(5.3)) est définie par :

1

1
E(t):§/ {pmﬂ k (p + )+ poth2 + b2 + ps 6> 4+ 7 ¢° | d, (5.6)
0

et par la méthode de multiplicateur (voir [I4]), nous aboutissons au résultat de
stabilité suivant :

Théoréme 5.2.2. Soit (¢, 1,0, q) une solution du probléme — et supposons
que le numéro de stabilité donné par est nul. Alors, le probléme — est
exponentiellement stable, c’est a dire qu il existe deux constantes strictement positives
Ky, Ky tel que

E(t) < Kie ™ vt >o. (5.7)

5.3 Discrétisation du modéle

On considére une discrétisation basée sur la méthode de différences finies, plus
précisément, on va utiliser une approximation par la méthode de différences finies
classique pour les dérivés temporelles, et un schéma implicite d’ordre quatre pour les
dérivés spatiales (voir [67]).

On considére le domaine discret €2, de Q = (0,1) avec grille uniforme z; = iAz,
i=0,1,..1(I>1); Az = } La discrétisation du temps de l'intervalle T,, = (0,7))
est donnée par t, = nAt, n =0,1,...., N (N > 1); At = cAx, ou ¢ est une constante
positive et I et N sont deux entiers positifs. On désigne par f(z;,t,) = f la valeur
de la fonction f au point x; a 'instant ¢,.

n+1 n+1 pn+1
1/)' ) 01

Le schéma numérique consiste a trouver ¢; et g el que

p1(0u); =k (Pua); +F (Y2);

p2 (Vu); = b (Wua)i — k (p2)] — ki —0(62); — (¥0);
p3 (00); = — ()i — 0 (Yua); s

T( 1); = —0q" — (02);

(5.8)

pour ¢ = 1,2,....,.1 —1,n = 1,2,..., N — 1, avec les approximations suivantes des
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5.3. DISCRETISATION DU MODELE

dérivées d'une fonction f :

e [ e

(f)i = oAt (fu) =~ AL , (5.9)
n__ fn -1
wr =B s (1) s 6o

avec

1 1 5 1
2/m ~ fn 9 fn 4 fn — 5%~ — —fr 4+ —f"
(5fo — Ji+l 2f1 +fz—17 et (1+ 126x) fz - 12 i+1 + 6f1 + 12fz—1‘ (511)

Notons que l'introduction de 'opérateur discret (1 + 1—1253) est liée a la méthode de
Noumerov [73] [74]. En fait, il a été prouvé dans de nombreux articles que la pré-
cision est améliorée au cours du traitement ; ceci justifie en quelque sorte I'appel a
cette méthode dans plusieurs travaux de la littérature, voir par exemple [45], 93], 95].
En plus du résultat de cette approximation, qui donne plus de précision au schéma,
elle peut également étre considérée comme une correction des termes de la dérivée

seconde dans les équations originales.

En utilisant (5.9))-(5.10), on trouve la formulation discréte du systéme (5.1

comme suit :

(& (0 =207 40171 = g (14 582) 7 020+ 5k (Wi — i),

Ko (07 =20+ 07 ™) = gl (L 50) 7 0307 — o (v — 1)
—kYf = i (0F = 071) — aag (V7T =407,

\ (5.12)

gar (077 = 007") = — oz (6 — ai0) — amem (VI — 01

+

ﬁzAt ( Zn+_11 - zn:ll) ’

Lok (@ = @7 ") = =B — 5a5 (07, —011),

et pour éliminer le terme (1 + 1—125920)_1, on va multiplier (5.12), et (5.12)), par At* (1 + 562).

Donc, pour la premiére équation de ((5.12)), on trouve

1 . o kA2 , kA 1 " N
P1 (1 + Eéi) (%‘ =207 + ¢ 1) - m(ﬁ% + N (1 + E(Si) ( i+l T i—l) :
(5.13)
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5.3. DISCRETISATION DU MODELE

On utilise (5.11)), on a

pr (1 + —52> (i =207 + 977

1
=p1 (1 + —52> P —2p <1 + Efﬁ) ©i +p1 <1 + —52) ot

_ P a1 5P1 n+1 Pl ny1

B R T G Y
69014-1 3 — Y 6SDZ_1

+ Es@?if t g T E%:f- (5.14)
De plus,
kAL , . kA kA2 kAL
AZL‘Q il '} A 2901+1 2Al‘2 12 + Ax 2901 1 (515)
et

kAt 1
o (14 550 - u)

2 2
:’;ﬁ; ( —52> on - Zit <1 + —52) o
kA B x kAL kA
“Taxonsti T Gxans Vin t ok oag Y
kA B x kA kAL
C12x2Az 6 x2Ax U 12 x 2Ag 2
kA 5x kAt* 5 X kA kA

n

_ , QARAY g 22 NEY " 5.16
12 x 2Ax Z+2+6><2A$ H1 g 2Ag 12><2A:U¢ (5.16)

En remplagant (5.14] ) dans , on obtient

1 n 5 n 1 n P1 n 5101 n P1
P (129‘)z++11 tge t 12%+1> - <E+O‘1> Pl T (? — 2 e - (6 +O‘1) Pi1
1 5 o1 1 - 5 Lo
+p1 (12<Pz+1 + ! +E%‘_11> - < o T werl o 1 i2) =0,
kA2 _ kA2

= N7, 0o = A, et on applique le méme procédé a la deuxiéme équation de
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5.3. DISCRETISATION DU MODELE

(5.12), on arrive a

( n+1 5 n+l

P1 (%%‘H +svi %@?jll) - (% + al) o1 — (5% - 2041) i — (%1 + al) oy
+p1 (%90?;11 + 290?71 + 1_1290?:11) — Qg ( o+ %WH - %wznfl - %1/1;12) =0,

(p2 + Bs) (VI + 300 + HUI) — 45 (202 + 1281 = o) Ui
—13 (202 + 1281 — Bo) Uiy + Ba (¢fha + 391 — §911 — 15912) — § (10p2 — 1251 — 5By) ¢
81 (O + 30240 — 300 — $5070) — (—pa + Ba) (F00) + 300" + fui)) =0,

AL (QZLH - 0?_1) + ﬁ (qﬁ'l - q?_l) + 4AiAt (1/’?:11 - 1/’?:31)

— o (i = v =0,

(oae (@ =@ ") + 84! + 555 (050 — 074) =0,
ot les coefficients f,,(m = 0: 4) sont donnés par :

bAL? By = g — kAt? 5, = At 5, = OAL?
Ar2? TR T oAy BT MMT oA
La formulation discréte des conditions initiales (5.2) se traduit par :

50 = kAt27 Bl =

o(2:,0) = @) = (0);,  pe(x:,0) = (SOt)? = (1), 5 Va; € Qp,
(@, 0) =90 = (o), Uil 0) = ()0 = (W), Vo € D, (5.17)
0

9(3}’“0) = 9? = (90)1'7 Q((EH O) =q; = (CIO)Z‘? vxz € Qha
et les conditions aux bords discrétes correspondant a (5.3) sont données par :
(90:1:>g = ()] =Yy = V7 = q5 = qr- (5.18)

En outre, on suppose que ¢, = o5 = ¢f, 97 = ¢f = ¢y, 07 = 05 = 07,
07_, = 07 = 0}, ,. Alors, on obtient le systéme algébrique linéaire suivant :

K, — L, ®" 4 P 4 Gy,
Kbt = LyU" 4 P07 4 GLUm L 4 Fy0n, (5.19)
K30 4 B0+l = L,0n1 — PyQn + GyUn T, '
K,Qt! = L,Q" ' — P,Q™ — G,0™,
avec
o1 vr oy qr
©y vy 03 %
P" = : , U = : , O = S, Q= I
Y7 (o 071 7
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5.3. DISCRETISATION DU MODELE

pour tout n € {1,2,..., N — 1}, et les matrices K,,, Ly, P, G, Fa, F3, (m =1 : 4),

sont des matrices carrées de taille I — 1 définies par :

11
Bov oo g oo e o 0
pL o 5oy :
12 6
0o -
Kl = : — _Gla
-0
. b op
6 12
1
0 0 & 1
3 m 0 0
Mo M :
0 - .
L1 - . 5
0
: : Y2 N
S |
Sa [t
0 =2 - 0 0
Sa .
—hm
a2
12
Pi=1 0 0 |-
: 12
. 0 Sag
0 0 —m _m g
12 6
ou
I&—i-a :%—204 :11'01—04
g8 6 1 72 3 1, V3 6 1,
on introduit aussi les parameétres suivants :
1 0

1 P3 Ay =

T L W
T oAz P AAtAR

= — pr— = —— A = —_—
wi=gxp w2 =P ws =g A= o

et les matrices Ay, By, Cy, Do et F, sont définies par :

Ky = tridiag (% (p2 + Ps), g (p2 + B3) % (p2 + 53)) )
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5.3. DISCRETISATION DU MODELE

Lo = tridiag (

1
12

(2p2 + 1281 — Bo)

D=

(10py — 1281 — 500), % (2p2 + 128 — ﬁo)) ;

1 5 1
Gy = tridi — (= — (= — (-
2 =171 zag<12( ,02—|—53),6( ,02+53),12( p2+53))7
i R )
118, 0 58 B2 :
12 6 12
B2 562
12 6
P2 = 0 0 )
: B2
12
. O _11,32
‘ 1
B 583 11
0 0 ﬁ TZ B 122
1154 0 _ %8s _ P :
12 6 12
Ba 564 -
12 6
: _%s  _pa
6 12
: 0 _ 1B
0 0 Ba 5B _@
12 6 12
K3y =Ls= M\ 14, (I;: matrice identité de taille I — 1)
Py = tridiag (— X9, 0, Ag) ,
Gg = t?“ldl@g (-)\3, O, )\3) = Fg,
Ky =Ly = w1y,
Py = wy Iy,
—W3 Ws 0 0
—ws 0 71 .
0 .
Gy = :
0
0 W3
0 0 —ws ws
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On désigne par U = (®, ¥, 0, Q)" alors le systéme (5.19) est équivalent a :
KU = LU™ + PU™, (5.20)
ou, les matrices K, L et P sont des matrices par bloc de taille 4(I — 1) définies par :

K, 0 0 0

. 0 Ky O 0
K= 0 F; Kz 0|’
0 0 0 K,y
Ly P 0 0
I P, Ly, I 0
10 0 0 —P5 |7
0o 0 -Gy —-P
et
Gy, 0 0 0
B 0 Gy 0 0
P= 0 Gy L3 O
0 0 0 Ly

5.4 Convergence

Dans cette section, nous devons montrer que la solution approchée de du systéme
(5.8) converge vers la solution exacte de . En effet, nous prouvons que le schéma
(5.8)) est consistant et stable, et donc qu'il est convergent.

Nous commencgons par prouver la consistance du schéma proposé. Ainsi, pour tout
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1 <i < I —1, nous déénissons 'erreur (5?)]. avec j = 1,...,4, par

()= s (i tasr) = 20(wis ta) + P(@i b 1)) — 5 (14 $502) 7 S2p(wi 1)
— iz (Y(@ig1, tn) — V(xio1, 1))

(Mo = &bl tun) = 20w, ta) + (@i, tumn) = g (14 502) 7 620, )
tonz (0(ir, tn) — @(zim1, 1)) + ko (@i, 1) + 587 (0(Tig1, tn) — O(zim1, 1))
+5a7 (U(@iy tngr) — V(@i tn1))

(5?)3 = % (O(zi, tni1) — O(xiyth1)) + ﬁ (q(zit1,tn) — q(wi1, 1))

\ (8?)4 = ﬁ (q<l’17 tn+1> - Q<xz7 tn71)> + BQ(JJH tn) + ﬁ (9<$i+17 tn) - 6(377;71, tn)) )

Lemme 5.4.1. Soit (p,4,6,q) une solution de ([B.1) et (", 4", 0",q") solution de
(5.8). On définit lerreur

& :1513]X1|( )il pourn=0,1,... N etj=1,..4.

Alors, pour tout T > 0, il existe une constante positive C, qui dépend de T et de
UO = (gp()? ©L1, 77D07 1/}17 807 QO)f telle que

max &' < C(T,Up) (A + Az?) Vi, <T.

Démonstration. D’abord, grace a la formule de Taylor, on a

f@istysr) — f@ita) Of A OPf j
AL =25 (i tn) + 2 963 (i, t, + At o])
A2 D3 f ;
12 81&3 (xzy n At 0-6)7 (521)
f@istnsr) = 2f (i ta) + flaitn) O*f AL? 9 f
INE =5 (i, tn) + — 51 Tt — (25, tn + At o))
A2 O f -
o1 B — (x4, t, — At o), (5.22)

7T

g V(@i tor1) — V(@im1, tr)) — roag (W(@it1s taot) — V(@i1, ta1))
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f(x’iJrla tn) -

flzio,tn) _Of Ax? B f

(z; + Az o],

2Ax

Ensuite, pour évaluer
suivantes :

i

o2 f
a 2
Pf
a 2

(
=5 (i

12
et

L(;?

A2 xf(l'zat )

Donc, on obtient

1 1 5\ o
- (1+125x> 5

Ax? 86f<

720 926 i T AT

(is tn)
Ax2 3 f
12 O3

)" 82 (s,

T 9 s
2 (x

— Az ol ty).

ox tn)

(5.23)

1+ 162

7505 tn), on utilise les approximations

le terme (
1 0%f
EW(IEHL tn) + =
Ax? O f
LTI
— (@i

1 9*f
0.2

5% f

zatn -
) 6 Ox?

5 (@i, 1)
orf
2 x 41 9z6

(Ii—b tn)

t ) i T 0{07 tn)
1 o°f
x 41 Oxb

(x

Ti, by
(i ta) + -

Ullﬁt )7

L, A2 of
12 9zt

(s
(2; — 3
0*f

9, tn);
St +

9
Azt O f
* 288 96

Azt 98 f
T gus

o2
o0°f
=L (i 1)
6! 0x6

) (i + 0%, tn)

—Az* O f

1 _
+ 720 926

1 52
12°°

Azt 0% f
288 016

f(xla n) (xl + ALE 087

(x; + Az 0{0, tn) + — —=(;

EJ)Jt ) Axan,t )

(5.24)

En utilisant ([5.21))-(5.23)), on trouve

f(@ir1,tns1) —

f(xifly tn+1> -

f(@iz1,tno1) + f(ziza, ta1)

o*f
= m(ﬂ%tn) +
T
12 030z
X
12 0t30x
Az? B3 f
12 ox3

12 0130z
— Az oqgy,t, + Atal) +

— (i + Az o), t

AAtAz

At o :
£ o/ (x; + Az g1, L, + At o7)
A2 0 f

A 7 A )
12 9or i T AT 6t

— Ata)

— At o)
A2 B3 f
12 dz?

AZE 0'72,

n) + =525 (@ — Awad, ty), (5.25)
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avec 0 < o) < 1.
En utilisant (5.21))-(5.25)) dans e} = (e}), + (e}'), + (€7')3 + (¢}') 4, on obtient

er :plitzgl—tf(xi,tn+Ataj)+ 2A42384t4 (23, tn — At o)
k(i g2) (
TN 2;< >)
k?;2ggf(xz+m ol t )—kffggf( — Arolt, )+p2§t2%(xi,tn+Atog)
n(1 ) (e et~ S5 2 Arrh
i 20 st)
;022A4t2 (Z:lp(x“ tn — Atald) + ?22233(%—1—Ax04, tn) + k:?;Q 333( — Az olt,)
1;286??{)(131,15 + Ato]) + 15%(%7%—At‘76)
Aéz?:mww >+A§§33< -~ Asany
5?;23(?;:9/} (s + Aw 06,0, 1 — At j”?faitg (@5 = Az onaytn — At y)
5?§Q%<$1+A$0’i,tn)+ 5?;2 g:ﬁ( — Azolt,)
Alg 232($1+Ax04,t )—i—%%( — Az ol ). (5.26)
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On désigne par S7, 95 et S3 les quantités suivantes :

10 6 %Y
o [a%@’ Vs e 0 3 Y

p1 O p2 OM)

k03 0? 5 0°
5 = mas [— (a—gji,’(x,t) 4 “0<x,t>) e

6 O0x3 6 0tox®
6+ 100 1 9%q
— = (z,t ——(x,1 2
ot 7b 9%
— . g . 2
Ss max [(%6 (x,t) + 50 a6 (x,t) (5.29)
Ensuite, en utilisant ((5.21))-(5.23]), on déduit que
max e < S A + [52 + A$253:| Ax?. (5.30)
1<i<I—1
[

Maintenant, nous cherchons a prouver la stabilité du schéma ({5.8]). Pour cela,
nous utilisons la formule (5.20)), qui est équivalente a (5.19), que nous réécrivons
sous la forme suivante :

Vi = MV, (5.31)
ot V" = (U™, U™ 1) et M est une matrice carrée de taille (87 — 8) donnée par
-1 -1
Iy 0

I, : matrice identité de taille (41 — 4).

Maintenant, nous énongons et prouvons le théoréme suivant qui présente la sta-

bilité de (5.20) et par conséquent du schéma ([5.8)).

Théoréme 5.4.1. Soient At et Ax tres petits et supposons que la condition de

stabilité CFL (Courant Friedrichs Lewy) est vérifiée,
At
— =c <y <<< 1, co > 0.
Ax

(Cette condition CFL n’est pas optimale mais elle est suffisante pour rendre le schéma
convergent). Alors, le le rayon spectral de la matrice M vérifie p(M) < 1.
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Démonstration. On suppose que p(M) > 1. Alors, il existe A # 0 et X = (1, ..., x37_g)" #
Orsr—s tel que

MX =AX, et |Al>1. (5.33)

Maintenant, on désigne par X; = (x1,...,m47_4)" et Xo = (x47_3,...,v87_8)". Par
conséquent, on peut écrire I’équation ((5.33)) comme suit :

En combinant 1 et (5.34)),, on obtient
AMK'LX, + KPP Xy = A2 X, (5.35)
ou de maniére équivalente,
ALXy + PX, = MK X,. (5.36)

Puisque nous avons || Xs|| # 0 (grace a (5.34),), A # 0 et X # Ogsz—s, donc on conclut
que

1
AT < LA+ |—MHPH, (5.37)
oll nous avons désigné par
K| =Kl = K.
I = 1K = max 30 Kyl
jef{1,...81-8}

Maintenant, calculons les normes des matrices K, L et P, nous obtenons

| K|| = max (p1, p2 + B3, 23 + A, wi) = 2A3 + Ay,

IL]| < 3,
et
|P|| < 2XA3 4+ A;.
Par conséquent, 1'estimation ([5.39)) donne
L 1 ||P 3A 1
SN L LT PR 55

KT AT ™ 205+ A0 A

et nous avons

3\ e 3At 3At
2= s < << 1, (5.39)
2+ M oot 0+ psAr T 26
ce qui est une contradiction. Alors, p(M) < 1. O
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5.5 Mise en oeuvre numérique

Pour résoudre le systéme (5.8]), nous décrivons 'algorithme suivant.

5.5.1 Algorithme

Pour résoudre le systéeme , nous adoptons les étapes suivantes :
1/ Initialiser T, I, ¢, les pas et le nombre d’itération.

2/ Insérer les paramétres et créer les matrices.

3/ Insérer Les conditions aux bords et initiales.

4/ Création d’un vecteur U = (¢, 1,0, q) solution du probléme.

5/ Résolution d'un systéme U™ = MU™.

6/ Calculer I’énergie.

5.5.2 Reésultats numériques et commentaires

Pour vérifier le comportement asymptotique de la solution du systéme de Timo-
shenko (5.1)), on considére I = 26, T" = 35, ¢ = 0,05 et pour les conditions initiales
suivantes, on considére :

wo(x) = cos(mx); Yo(x) =0; Oh(x) = — (i—j) cos(2mz);

@i(2,0) =0; () = sin(27z); qo(z) = 0;

(5.40)

Pour les compilations numériques suivantes, nous avons choisis les parameétres pro-
prement tel que le nombre de stabilité défini par (5.4)) est nul , par exemple :

2
b:ﬁ:p3:17 5:\/;7 k201:P2:2> T =3

Dans les figures 5.1-5.4, nous avons obtenu l'existence des fonctions ¢, v, 0 et ¢, res-
pectivement, qui convergent vers le zéro.

Dans la figure [5.5 nous avons obtenu numériquement une décroissance exponen-
tielle de I’énergie de la solution de Timoshenko.
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FIGURE 5.1 — Le déplacement ¢

FIGURE 5.2 — L’angle de rotation ¢
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FIGURE 5.3 — La température 6
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FIGURE 5.4 — Le flux de chaleur ¢

FIGURE 5.5 — L’énergie I
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons établi quelques résultats essentiels, nous avons mon-
tré que le systéme de Timonchenko et le systéme élastique poreux, perturbés avec
un terme thermo-visco-élastique ( fot g(t —5)0..(+, s)ds) sont exponentiellement (resp-
polynomialement) stable si g décroit exponentiellement (resp- polynomialement) et
pour chaque systéme la stabilité obtenue dépend d’un nouveau nombre de stabilité.
Aussi, nous avons prouvé dans le chapitre [3| que le systéme de Timoshenko couplé
avec deux effets thermiques (ot la conduction thermique est donnée par la loi de Cat-
taneo) est exponentiellement stable indépendamment des valeurs des parameétres du
systéme. Les résultats trouvés dans les chapitres [2] [3] et [4] sont basés sur la construc-
tion de trois nouvelles fonctionnelles de Lyapunov, chacune de ces fonctionnelles
équivalente a la fonctionnelle énergie associée au systéme étudié et qui décroit d’une
maniére exponentielle. Enfin, dans le dernier chapitre nous avons proposé un schéma
numérique de type différences finis pour un systéme de Timoshenko avec dissipation
de frottement et des effets thermiques. Nous avons confirmé nos résultats théoriques
par des simulations numériques.

Perspectives :

Les résultats obtenus nous encouragent a étendre notre étude a une large classe
de mécanismes de dissipation :

En thermoélasticité de type III, nous étudierons les systémes (2.6)), du cha-
pitres [2] et [4] avec des hypothéses faibles sur le noyau du type de mémoire g.

Pour le systéme du chapitre nous étudierons le probléme avec
d’autres lois pour le flux de la chaleur, par exemple la loi de Coleman-Gurtin et
nous souhaitons d’obtenir des résultats de stabilité similaires & ceux obtenus par la
loi de Cattaneo.

Pour I'étude numérique du systéme (5.1)) du chapitre |5, nous examinerons le

méme systéme avec une dissipation de type de mémoire au lieu de la dissipation de
frottement v, et essaierons de trouver des résultats de décroissance de ’énergie.
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