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Abstract

This thesis is focused on the study of the di¤erentiability of the solution
of d�dimensional G�stochastic di¤erential equation with respect to the
initial condition.
First, we prove the existence and uniqueness of the solution of an system

of two d�dimensional G�stochastic di¤erential equations.
Second, we give the matricial G�stochastic di¤erential equation of the

derivative.
Finally, an intermediate result which indicates that the derivative is

invertible and its inverse satis�es an matricial G�stochastic di¤erential
equation is also proven.
This extends the Lin�s results, obtaine in 2013, in the one�dimensional

case.

Key-words :
G�Brownian motion,G�expectation,G�stochastic integrals,G�stochastic

di¤erential equations,
random matrices.
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Résumé

Cette thèse est axée sur l�étude de la di¤érentiabilité de la solution d�une
G�équation di¤érentielle stochastique d�dimensionnelle par rapport à la
condition initiale.
En premier lieu, nous démontrons l�existence et l�unicité de la solution

d�un système de deux G�équations di¤érentielles stochastiques-
d�dimensionnelles.
En deuxième lieu, nous donnons l�équation di¤érentielle stochastique

matricielle de la dérivée.
Finalement, un résultat intermédiaire qui indique que la dérivée est in-

versible et son inverse satisfait une certaine G�équation di¤érentielle sto-
chastique matricielle est également prouvé.
Ceci étend les résultats de Lin, obtenus en 2013, dans le cas unidimen-

sionnel.

Mots-clès :
G�mouvement Brownien, G�espérance, G�integrales Stochastiques ,

G�équations di¤érentielles stochastiques, matrices aléatoires.
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Notations générales

Dans cette partie, nous dressons une liste non exhaustive des principales
notations utilisées tout au long de cette thèse. D�autres, plus spéci�ques,
seront introduites dans le texte. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur aux passages correspondants dans le texte.

� Sd; (resp:S+(d)) : Ensemble des matrices (resp. dé�nies positives) car-
rés, symétriques d�ordre d:

� 
 = Cd0 (R+) : Espace de toutes les fonctions (!)t2R+ continues à
valeurs dans Rn nulles en 0; muni de la distance :

�
�
!1; !2

�
=

1P
i=1

2�i
��
max
t2[0;i]

��!1t � !2t
��� ^ 1� :

�H : Espace linéaire de fonctions à valeurs réelles dé�nies sur 
:
� L1 (Rn) : Espace des fonctions bornées Borel-mesurables.
� Cunif (Rn) : Espace des fonctions bornées et uniformément continues.
� Lip (Rn) : Espace des fonctions Lipschitziennes sur Rn:
� Cb:Lip (Rn) : Espace de fonctions continues, Lipschitziennes et bor-
nées.

� Cl:Lip(Rn) : Espace linéaire de fonctions localement Lipschtiziennes '
satisfaisant :

j'(x)� '(y)j � C(1 + jxjm + jyjm)jx� yj;8x; y 2 Rn; C > 0;m 2 N:
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Introduction

Au cours des années quarante, le mathématicien japonais Itô à éta-
bli la théorie des équations di¤érentielles stochastiques (EDS en abrégé),
dans le but de construire les di¤usions (i.e. processus continus et fortement
markoviens dont les générateurs sont des opérateurs di¤érentiels du second
ordre). C�est d�ailleurs dans ce but qu�il avait introduit le calcul stochas-
tique [14; 35]. Depuis, la littérature sur les EDS ne cesse de s�accroître. Ceci
est essentiellement dû aux nombreuses applications que les chercheurs ont
pu apporter dans divers domaines des sciences et de l�industrie, telles que
la biologie, l�économie, la �nance, la chimie, la physique, etc.... (Pour plus
de détails, on peut se référer à [30; 32; 37; 53]). Il nous est impossible de
citer toutes ces références. Parmi ces applications, signalons la di¤érentia-
bilité des solutions de EDS qui a été étudiée en particulier par Buckdahn
et al. [8] en 2014 et en 2015 par Banõs [3]. Cependant, cette théorie a été
construite dans un cadre linéaire, où une telle supposition n�est pas faisable
dans beaucoup domaines d�application.
En e¤et, en 1952, lorsque le paradoxe d�Allais a été mis en évidence, les

économistes découvrent que la théorie de «l�utilité espérée» à base d�une
espérance mathématique linéaire est contestable. L�intérêt pour une notion
d�espérance mathématique non-linéaire se développe alors considérablement
(voir [1; 11� 13; 16; 17; 20; 27]). Se pose alors une question : pouvons-nous
trouver une nouvelle notion qui peut être une généralisation naturelle de
l�espérance linéaire ? Notamment en préservant, autant que possible, ses
propriétés. Comme réponse à cette question, Peng propose dans [36] une
espérance non-linéaire dite g�espérance. En 2006; une nouvelle notion d�es-
pérance sous-linéaire appelée G�espérance a été introduite par Peng [39] à
l�aide d�un point de vue d�analyse fonctionnelle. Il l�a dé�ni comme étant
le suprémum des espérances linéaires classiques pris sur une famille de me-
sures de probabilités relativement compacte, en vertu de laquelle le proces-
sus canonique (Bt)t�0 est un G�mouvement Brownien, où G (:) représente
la fonction génératrice d�une équation non-linéaire appelée G�equation de
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la chaleur. De plus, parallèlement aux concepts du cadre classique, Peng
[40] a établi les notions de distributions et d�indépendance dans ce nouveau
contexte. Les intégrales stochastiques du type d�Itô associées ainsi que les
équations di¤érentielles stochastiques (G�EDS en abrégé) ont été égale-
ment introduites [27:28; 39; 48]. Une propriété essentielle du G�mouvement
Brownien est que son processus de variation quadratique (hBti)t�0 est un
processus non déterministe en général et qu�il comporte des incréments in-
dépendants et stationnaires identiquement distribués. Dans ce contexte, de
nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours à la théorie
des G�EDS (voir [2; 4; 5; 7; 9; 10; 18; 19; 23; 33; 34; 49]). Parmi les resultats
importants, nous citons les travaux de Gao [21] et Peng [44]; relatifs à
l�existence et l�unicité des solutions des G�EDS sous les conditions de lip-
schitz. En outre, en 2013; Lin [26] a étudié la di¤érentiabilité des solutions
des G�EDS par rapport à la condition initiale dans un cadre réel (unidi-
mensionnel). Pour un compte rendu récent sur le développement de cette
théorie, nous renvoyons le lecteur à [36� 48]:
En s�inspirant des travaux cités ci�dessus, nous nous sommes intéressés

dans cette thèse à l�étude de la di¤érentiabilité de la solution d�une G�EDS
par rapport à la condition initiale dans un cadre vectoriel (d�dimensionnel).
Nous démontrons, dans un premier temps, l�existence et l�unicité de la so-
lution d�un système de deux G�EDS (S) ; en utilisant le théorème du point
�xe et les approximations de Picard. Dans un second temps, nous démon-
trons la di¤érentiabilité de la solution de la première G�EDS de (S) par
rapport à la condition initiale ainsi que l�inversibilité de sa dérivée en don-
nant la G�EDS satisfaite par celle ci. Plus précisément, nous considérons
la G�EDS suivante :8<: dXt = A0 (Xt) dt+

dP
k=1

Ak (Xt) dB
k
t +

dP
i;j=1

Ai;j (Xt) d hBi; Bjit ;

X0 = x 2 Rd;

où Ak; Ai;j; k 2 0; d et i; j 2 1; d sont des champs de vecteurs sur Rd; (Bt)t�0
est un G�mouvement Brownien d�dimensionnel et (hBi; Bjit)t�0 son pro-
cessus de covariation quadratique. Notre approche, qui di¤ère de celle de
Lin [26], consiste à introduire des normes équivalentes dépendent d�un para-
mètre positif �; qui sera choisi su¢ samment grand pour assurer l�existence
et l�unicité de la solution du système (S), en appliquant le principe de
contraction de banach. La clé de notre travail est de prouver que la dérivée
de lami�eme approximation de Picard de Xt est la (m�1)i�eme approximation
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

d�une autre approximation du processus Yt, qui sera la dérivée de la solution
Xt:

Structure de la th�ese

La thèse s�articule autour de trois chapitres organisés de la manière
suivante :

Il nous a semblé utile d�entamer cette thèse par un chapitre consacré
aux rappels sur la théorie de la G�espérance, qui est plutôt un glossaire qui
regroupe quelques notions de base introductives et nécessaires à la bonne
compréhension de l�ensemble de ce travail. Ces rappels sont en grande partie
basés sur les références [36� 48] :
Le deuxième chapitre, est un exposé succinct du résultat obtenu par Lin

[26] relatif à la di¤érentiabilité des solutions des G�équations di¤érentielles
stochastiques unidimensionnelles. Ce rappel, nous a motivé pour envisager
cette étude.

Le troisième et dernier chapitre, qui contient l�essentiel de ce travail,
est constitué de deux parties : la première partie, consiste à introduire
des normes équivalentes qui dépendent d�un paramètre �, qui sera choisi
su¢ samment grand pour assurer l�existence et l�unicité de la solution de
(S), en appliquant le principe de contraction de Banach. Quant à la la
deuxième partie, nous nous intéressons à l�étude de la di¤érentiabilité de la
solution d�uneG�équation di¤érentielle stochastique d�dimensionnelle par
rapport à la condition initiale. Un résultat intermédiaire qui indique que
la dérivée est inversible et son inverse satisfait une certaine G�équation
di¤érentielle stochastique sera également prouvé.

À la �n de la thèse, nous donnons une conclusion générale et quelques
perspectives envisagées.

Publications internationales

Cette contribution a été couronnée par une publication scienti�que dans
une revue internationale :

- Bougherra R., Boutabia H. & Belksier M., Di¤erentiability of Stochastic
Di¤erential Equation Driven by d�dimensional G�Brownian Mo-
tion with Respect to the Initial Data, Bull. Iran. Math. Soc. (2020).
https ://doi.org/10.1007/s41980-020-00490-7.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et les résultats de base
de la théorie de la G�espérance, nécéssaires pour notre étude. Pour plus
de détails, le lecteur est invité à se référer à [33� 45; 52] :

1.1 Espérance sous-linéaire

L�espérance sous-linéaire, appelée également espérance supérieure, est
une notion utilisée dans les situations où les modèles probabilistes décrivent
des phénomènes présentant des incertitudes (voir [44]). Dans ce paragraphe,
nous introduisons la notion de base de l�espérance sous-linéaire ainsi que les
espaces d�espérance sous-linéaire correspondants. Nous donnons également
les notions de distributions, d�indépendance ainsi que celle de la distributon
G�normale.

1.1.1 Espérance sous-linéaire

Soit 
 un ensemble donné et soit H un espace linéaire de fonctions à
valeurs réelles dé�nies sur 
, tel que c 2 H pour chaque constante c et
jXj 2 H si X 2 H. H est considéré comme l�espace des variables aléatoires.

Dé�nition 1.1 Une espérance sous-linéaire sur H est une fonction E :
H ! R satisfaisant les propriétés suivantes : Pour tout X; Y 2 H, nous
avons :

(1) Monotonicité : E [X] � E [Y ] si X � Y .

(2) Préservation des constantes : E [c] = c; 8 c 2 R.
(3) Sous-additivité : E [X]� E [Y ] � E [X � Y ] :

1



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

(4) Homogénéité positive : E [�X] = �E [X] ;8� � 0.

Le triplet (
;H;E) est appelé espace d�espérance sous-linéaire. Si seule-
ment (1) et (2) sont satisfaites, E est appelée espérance non-linéaire. De
plus, si l�inégalité (3) est une égalité alors E n�est autre que l�espérance
linéaire classique.

Remarque 1.1 En fait, (3) et (4) impliquent la propriété de convexité
suivante :

E [�X + (1� �)Y ] � �E [X] + (1� �)E [Y ] ; pour tout � 2 [0; 1] :

Notons que la propriété (4) est équivalente à la propriété suivante :

E[�X] = �+E[X] + ��E[�X]; pour tout � 2 R;

où �+ = max (�; 0) et �� = max (��; 0) :

Dans ce qui suit, nous considérons le type d�espace d�espérance sous-
linéaire (
;H;E) satisfaisant la propriété suivante : si X1; :::; Xn 2 H alors
' (X1; :::; Xn) 2 H; pour tout ' 2 Cl:Lip(Rn); n 2 N+.
Dans ce contexte,X = (X1; :::; Xn) 2 Hn est appelé un vecteur aléatoire

à n�dimension.

Remarque 1.2 Il est clair que si X 2 H alors jXj ; Xm 2 H. Plus gé-
néralement, ' (X) (Y ) 2 H, pour tout X; Y 2 H et pour tout ';  2
Cl:Lip(Rn): En particulier, si X 2 H alors bE[jXnj] <1 pour chaque n 2 N:

Ici, nous utilisons Cl:Lip(Rn) seulement pour la commodité des tech-
niques. En fait, l�exigence essentielle est queH contient toutes les constantes
et satisfait jXj 2 H pour toutX 2 H. En général, Cl:Lip(Rn) peut être rem-
placé par l�un des espaces de fonctions dé�nies sur Rn suivants : L1 (Rn) ;

Cunif (Rn) ; Cb:Lip(Rn); Lip (Rn) :

1.1.2 Distributions et indépendance

Parallèlement aux concepts du cadre classique, Peng [45; 46] a établi
les notions de distributions et d�indépendance pour les variables aléatoires
dans ce nouveau contexte. Néanmoins, ces notions sont moins probabilistes
mais plutôt fonctionnelles, et s�expriment à l�aide des familles de fonctions
tests de l�espace Cl;Lip (Rn) ; n 2 N+:

2



1.1. ESPÉRANCE SOUS-LINÉAIRE

Dé�nition 1.2 Soit X = (X1; :::; Xn) un vecteur aléatoire, où Xi 2 H;
i = 1; :::; n. La distribution de X est donnée par la fonctionnelle FX [:]
suivante : FX ['] := E [' (X)] ; pour tout ' 2 Cl;Lip (Rn) :

Le triplet (Rn; Cl;Lip (Rn) ;FX) forme un espace d�espérance sous-linéaire.

Remarque 1.3 FX ['] caractérise l�incertitude de la distribution de X, au
sens que si FX n�est pas une espérance linéaire, alors X a une distribution
incertaine représentée par les quatre paramètres typiques suivants :

� = E [X] ; � = �E [�X] ; �2 = E
�
X2
�
et �2 = �E

�
�X2

�
:

Les intervalles
�
�; �

�
et [�2; �2] caractérisent la moyenne incertaine et

la variance incertaine de X respectivement.

Proposition 1.1 Soient X;Y 2 H telles que E [Y ] = �E [�Y ] (i:e: Y n�a
pas une moyenne incertaine). Alors, nous avons

E [X + �Y ] = E [X] + �E [Y ] :

En particulier, si E [Y ] = �E [�Y ] = 0; alors E [X + �Y ] = E [X] :

Preuve. Nous avons, pour tout � 2 R;

E [�Y ] = �+E [Y ] + ��E [�Y ] = �+E [Y ]� ��E [Y ] = �E [Y ] :

Ainsi,

E [X + �Y ] � E [X]+E [�Y ] = E [X]+�E [Y ] = E [X]�E [��Y ] � E [X + �Y ] :

Proposition 1.2 (Voir [22]) : Soient ' 2 Cl;Lip (Rm+n) et (X; Y ) 2 Hm�
Hn un couple de vecteurs aléatoires dé�nis sur un espace d�espérance sous-
linéaire (
;H;E) : Alors nous avons :
1. Pour tout x 2 Rm, l�application ' (x; :) 2 Cl;Lip (Rn) :
2. L�application E [' (:; Y )] 2 Cl;lip (Rm) :

3



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Preuve.
1. En e¤et, pour chaque (x; y) ; (u; z) 2 Rm � Rn; nous avons

j' (x; y)� ' (u; z)j � C j(x; y)� (u; z)j
�
1 + j(x; y)jk + j(u; z)jk

�
;

C > 0; k 2 N;

et ainsi, par une simple application de l�inégalité (a+b)p � 2p(ap+bp)
pour a; b > 0, nous obtenons

j' (x; y)� ' (x; z)j � C jy � zj
�
1 + j(x; y)jk + j(x; z)jk

�
� C jy � zj

�
1 +

�
jxj2 + jyj2

� k
2 +

�
jxj2 + jzj2

� k
2

�
� C jy � zj

�
1 + 2

k
2

�
jxjk + jyjk

�
+ 2

k
2

�
jxjk + jzjk

��
� C 0 jy � zj

�
1 +

�
jxjk + jzjk

��
;

oùC 0 = Cmax
�
2
k
2 ; 1 + 2

k
2
+1 jxjk

�
: Par conséquent, ' (x; :) 2 Cl;lip (Rn) :

2. De même, nous avons

j' (x; Y )� ' (u; Y )j � C jx� uj
�
1 + 2

k
2

�
jxjk + jY jk

�
+ 2

k
2

�
jujk + jY jk

��
;

ce qui implique que

jE [' (x; Y )]� E [' (u; Y )]j � E j' (x; Y )� ' (u; Y )j
� C jx� uj

�
1 + 2

k
2

�
jxjk + E

�
jY jk

��
+2

k
2 jujk + E

�
jY jk

��
� C 00 jx� uj

�
1 + jxjk + jujk

�
;

où C 00 = Cmax
�
2
k
2 ; 1 + 2

k
2
+1E

�
jY jk

��
, ce qui signi�e que E [' (:; Y )]

2 Cl;lip (Rm) :

Dé�nition 1.3 Dans un espace d�espérance sous-linéaire (
;H;E), un vec-
teur aléatoire Y 2 Hn est dit indépendant d�un autre vecteur aléatoire
X 2 Hm si pour toute fonction test ' 2 Cl;Lip (Rm+n) ; nous avons

E [' (X; Y )] = E [E [' (x; Y )]x=X ] :
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1.1. ESPÉRANCE SOUS-LINÉAIRE

Dé�nition 1.4 Soient X1 et X2 deux vecteurs aléatoires à n�dimension
dé�nis respectivement sur deux espaces d�espérance sous-linéaire (
1;H1;E1)
et (
2;H2;E2). Nous disons que X1 et X2 sont identiquement distribués et

nous noterons X1
d
= X2, si

E1 [' (X1)] = E2 [' (X2)] ,8' 2 Cl;Lip (Rn) :

Si X est indépendant de X et X d
= X, alors nous disons que X est une

copie de X.

Remarque 1.4 Dans un espace d�espérance sous-linéaire, la relation d�in-
dépendance n�est pas symétrique i:e: la condition "Y est indépendant de
X" ne signi�e pas automatiquement que "X est indépendant de Y " (voir
[39; 41]).

1.1.3 Distribution G�normale
Après la dé�nition de base ci-dessus nous introduisons maintenant la

notion fondamentale de la distribution G�normale.

Dé�nition 1.5 Soit X = (X1; :::; Xd) un vecteur aléatoire à d�dimension
dé�ni sur (
;H;E). La fonction G : Sd ! R dé�nie par :

G (A) :=
1

2
E [hAX;Xi] ;

où h:; :i est le produit scalaire Euclidien de Rd, s�appelle la fonction
génératrice de X.

D�après Peng [44; 45], il existe un sous ensemble borné, convexe et fermé
� de Rd�d, telle que

G (A) :=
1

2
sup
2�

�
tr
�
TA

�	
; pour tout A 2 Sd:

Dé�nition 1.6 Nous disons que X = (X1; :::; Xd) est G�normalement
distribué si et seulement si, pour tout ' 2 Cl;Lip

�
Rd
�
; la fonction

u (t; x) := E
h
'
�
x+

p
tX
�i
; (t; x) 2 [0;1)� Rd;

5
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est l�unique solution de viscosité de l�équation parabolique aux dérivées par-
tielles, appelée G�équation de la chaleur, suivante :�

@tu (t; x) = G (Du (t; x)) ; (t; x) 2 [0;1)� Rd;
u (0; x) = ' (x) ;

(1.1)

oùDu (t; x) est la matrice hessienne de u (t; x) ; i:e Du (t; x) =
�
@2xixju (t; x)

�d
i;j=1

:

La loiG�normale est alors notée parX � N(0;�), où� :=
�
T :  2 �

	
:

En fait, cet ensemble � caractérise le fait que la variance de X est incer-
taine, et nous savons que si l�espérance E[�] est linéaire, cet ensemble n�est
composé que d�une seule matrice qui est la matrice de variance-covariance
d�un vecteur aléatoire classique de loi normale.

Remarque 1.5 Le cas réel (d = 1) correspond à � = [�2; �2] et G = G�;�
étant la fonction sous-linéaire paramétrée par � et � :

G (�) =
1

2

�
�2�+ � �2��

�
; � 2 R;

où �2 = E [X2] et �2 = �E [�X2] : Dans ce cas, on écritX � N (0; [�2; �2]).

Corollaire 1.1 Dans le cas où �2 = �2 > 0;N (0; [�2; �2]) est juste la
distribution normale classique N (0; �2).

En e¤et, la fonction génératrice correspondante est dans ce cas G (�) =
�2

2
et l�équation parabolique aux dérivées partielles�

@tu (t; x) = G (Du (t; x)) ; (t; x) 2 [0;1)� Rd;
u (0; x) = ' (x) ;

devient l�équation de la chaleur classique :�
@tu (t; x) =

�2

2
@2xxu (t; x) ;

u jt=0 = ';

qui admet comme unique solution la fonction

u (t; x) =
1p
2��2t

+1Z
�1

' (y) exp

 
�(x� y)2

2�2t

!
dy:

6



1.1. ESPÉRANCE SOUS-LINÉAIRE

Ainsi, pour chaque ';

E [' (X)] = u (1; 0) =
1p
2��2

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2�2

�
dy:

Dans les deux situations suivantes, le calcul de E [' (X)] est facile.
� Pour tout ' convexe, nous avons

u (t; x) =
1p
2��2

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2�2

�
dy:

En e¤et, pour tout t � 0 �xé, remarquons que la fonction u (t; x) =
E
�
'
�
x+

p
tX
��
est convexe, puisque

u (t; �x+ (1� �) y) = E
h
'
�
�x+ (1� �) y +

p
tX
�i

� �E
h
'
�
x+

p
tX
�i
+ (1� �)E

h
'
�
y +

p
tX
�i

= �u (t; x) + (1� �)u (t; y) :

Il en résulte que (@2xxu)
�
= 0 et par conséquent, la G�équation de la

chaleur (1:1) devient : �
@tu =

�2

2
@2xxu;

u jt=0 = ':

� Pour tout ' concave, nous avons

u (t; x) =
1p
2��2

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2�2

�
dy;

en particulier,

E [X] = E [�X] = 0;E
�
X2
�
= �2;�E

�
�X2

�
= �2

et
E
�
X4
�
= 6�4,� E

�
�X4

�
= 6�4:

Jusque-là, l�espérance sous-linéaire introduite est encore statique. Dans la
suite, nous introduisons une formulation d�une espérance non-linéaire dy-
namique et cohérente.
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1.2 G�mouvement Brownien et G�espérance
En 2007; Peng a construit le G�mouvement Brownien sur l�espace de

fonctions continues sous une espérance sous-linéaire appelée G�espérance.
L�objetif de cette partie est de rappeler les dé�nitions du G�mouvement
Brownien (unidimensionnel et d�dimensionnel) et de la sous-espérance cor-
respondante (G�espérance).

1.2.1 G�mouvement Brownien
Dé�nition 1.7 Soit (
;H; bE) un espace d�espérance non-linéaire. (Xt)t�0
est appelé processus stochastique à d�dimension si pour tout t � 0; Xt est
un vecteur aléatoire à valeurs dans Hd.

Dé�nition 1.8 Dans un espace d�espérance sous-linéaire (
;H;E) ; un pro-
cessus (Bt)t�0 de dimension d est appelé G�mouvement Brownien d�dimens-
ionnel (réel dans le cas où d = 1) si les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i)B0 = 0;
(ii)Pour tout t; s � 0; l�accroissement Bt+s�Bt est N (0; t�)�distribué

et est indépendant de (Bt1 ; :::; Btm) ; pour tout m 2 N et pour toute suite
t1 ; t2 ; :::; tm 2 [0; t] :

Remarque 1.6 La lettre G indique que le processus B est caractérisé par
sa fonction génératrice "G" dé�nie auparavant.

Notons que G : Sd �! R est une fonction monotone et sous-linéaire au
sens que pour tout A;A 2 Sd, nous avons :8<:

G
�
A+ A

�
� G (A) +G

�
A
�
;

G (�A) = �G (A) ;8� � 0;
G (A) � G

�
A
�
; si A � A:

Notation 1.1 Dans toute la suite, on pose pour tout a = (a1; :::; ad)
T 2 Rd;

Ba
t := ha;Bti et Bi

t := Bei
t ;

où ei est le ii�eme vecteur de la base caninique de Rd. Ainsi, Bi
t est la i

i�eme

composante de Bt:

Selon la dé�nition ci-dessus, nous avons la proposition suivante qui est
importante dans les développements ultérieurs.

8



1.2. G�MOUVEMENT BROWNIEN ET G�ESPÉRANCE

Proposition 1.3 Soit (Bt)t�0 un G�mouvement Brownien à d�dimension
dé�ni sur un espace d�espérance sous-linéaire (
;H;E). Alors, (Ba

t )t�0 est
un Ga�mouvement Brownien réel de fonction génératrice

Ga (�) =
1

2

�
�2aaT�

+ � �2aaT�
�� ;

où �2aaT = E
�
ha;B1i2

�
et �2aaT = �E

�
�ha;B1i2

�
: En particulier, pour tout

t; s � 0; Ba
t+s �Ba

t � N
�
0;
�
s�2aaT ; s�

2
aaT

��
:

ll résulte de cette proposition que toutes les composantes (Bi
t)t�0 de

(Bt)t�0 sont également des G�mouvements Browniens. La fonction géné-
ratrice de (Bi

t)t�0 est dans ce cas dé�nie par :

Gi (�) =
1

2

�
�2i�

+ � �2i�
�� ;

où �2i = E
h
(Bi

1)
2
i
et �2i = �E

h
� (Bi

1)
2
i
pour tout i 2 1; d:

Notons que dans ce cas, nous avons :
� Pour toute fonction convexe ';

E
�
'
�
Bi
t+s �Bi

��
=

1p
2�s�2i

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2s�2i

�
dy:

� Pour toute fonction concave ' et �2i > 0;

E
�
'
�
Bi
t+s �Bi

t

��
=

1p
2�s�2i

+1Z
�1

' (y) exp

�
� y2

2s�2i

�
dy:

En particulier, d�après Peng [27; 39; 41], nous avons :

E
h�
Bi
t �Bi

s

�2i
= �2i (t� s) ;E

h�
Bi
t �Bi

s

�4i
= 3�4aaT (t� s)2

et

E
h
�
�
Bi
t �Bi

s

�2i
= ��2i (t� s) et E

h
�
�
Bi
t �Bi

s

�4i
= �3�4i (t� s)2 :

9
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1.2.2 Existence du G�mouvement Brownien sous la
G�espérance

Dans ce qui suit, nous notons par 
 = Cn0 (R+) l�espace de toutes les
fonctions ! : R+ ! Rn continues nulles en 0; muni de la distance :

�
�
!1; !2

�
=

1P
i=1

2�i
��
max
t2[0;i]

��!1t � !2t
��� ^ 1� :

Pour tout T � 0 �xé, nous notons 
T = f!:^T : ! 2 
g et nous consi-
dérons le processus canonique Bt (!) = !t; t 2 [0;+1) si ! 2 
:
Soit l�espace des variables aléatoires suivant :

Lip (
T ) = f' (Bt1^T ; � � � ; Btn^T ) : t1; � � � ; tn 2 [0;1); ' 2 Cl:Lip(Rn)g :

Il est clair que Lip (
t) � Lip (
T ) ; pour tout t � T: Nous posons aussi

Lip (
) :=
1
[
n=1

Lip (
n) :

Remarque 1.7 Il est clair que Cl:Lip (Rn) ; Lip (
T ) et Lip (
) sont des
espaces vectoriels. En outre, notons que ';  2 Cl:Lip (Rn) implique que le
produit ': 2 Cl:Lip (Rn). Ainsi si X; Y 2 Lip (
T ) alors X:Y 2 Lip (
T ) :
En particulier, pour tout t 2 [0;1) ; Bt 2 Lip (
) :

Peng [39] a construit une espérance sous-linéaire sur (
; Lip (
)) de
telle sorte que le processus canonique (Bt)t�0 soit un G�mouvement Brow-
nien de la manière suivante : soit (�i)

1
i=1 une suite de vecteurs aléatoires à

d�dimension sur un espace d�espérance sous-linéaire
�

; eH;E� telle que �i

est G�normalement distribuée et �i+1 est indépendante de (�1; :::; �i) pour
tout i = 1; 2; :::.
Ensuite, il a introduit une espérance sous-linéaire bE dé�nie sur Lip (
) ;

via la procédure suivante : Pour tout X 2 Lip (
) s�écrivant sous la forme

X = '
�
Bt1 �Bt0 ; :::; Btn �Btn�1

�
;

pour ' 2 Cl:Lip(Rn) et pour 0 � t0 < t1 < ::: < tn <1; nous posons :

bE [X] = E h'�pt1 � t0�1; :::;
p
tn � tn�1�n

�i
:

10
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Dé�nition 1.9 L�espérance sous-linéaire bE : Lip (
) ! R introduite par
la procédure précédante est appelée G�espérance. Le processus canonique
associé B est dit G�mouvement Brownien sous la G�espérance.

Comme Lip (
T ) � Lip (
) ; alors bE est également une espérance sous-
linéaire sur Lip (
T ) :

1.2.3 Représentation de la G�espérance
Dans la suite, nous aurons besoin des espaces de Banach LpG (
) (resp.

LpG (
T )), 1 � p <1, dé�nis comme suit :

LpG (
) : =
n
X 2 Lip (
) : bE (jXjp) <1o ;

(resp: LpG (
T )) : =
n
X 2 Lip (
T ) : bE (jXjp) <1o ;

munis de la norme

kXkp :=
�bE (jXjp)� 1

p
:

Notons pour tout 1 � p � q <1, nous avons

LqG (
) � LpG (
) et L
q
G (
T ) � LpG (
T ) :

Selon Denis et al [15], nous avons le théorème de représentation de l�es-
pérance sous-linéaire sur L1G (
) ; qui stipule que celle-ci peut s�exprimer
comme étant le supremum des epérances linéaires classiques

Théorème 1.1 Soit bE une espérance sous-linéaire dé�nie sur un espace
linéaire H: Alors il existe une famille de mesures de probabilités P relati-
vement compacte dé�nie sur (
;B (
)) , telle que pour tout X 2 L1G (
) ;bE [X] = sup

P2P
EP [X] ;

où B (
) désigne la tribu borélienne sur 
.

Remarque 1.8 Si P est un singleton alors bE n�est autre que l�epérance
linéaire classique.

Naturellement, nous pouvons dé�nir une capacité de Choquet sur H
par :

c (A) = sup
P2P

P (A) ; A 2 B (
) :

Par rapport à cette capacité c (A) ; une notion de "quasi-sure" a été
introduite [22; 39; 41].
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Dé�nition 1.10 Nous disons qu�un ensemble A 2 B (
) est polaire si et
seulement si c (A) = 0, et qu�une propriété a lieu quasi-sûrement (q:s: en
abrégé) si elle a lieu en dehors d�un ensemble polaire.

Remarque 1.9 Une propriété est vraie q:s: si elle est vraie presque sûre-
ment pour chaque P 2 P.

Grâce à la représentation de l�espérance sous-linéaire et à la notion
« quasi-sûre» introduite, la théorie des processus stochastiques en temps
continu dans le cadre de l�espérance sous-linéaire s�est développée, en parti-
culier la formule d�Itô, certaines inégalités stochastiques ainsi que les équa-
tions di¤érentielles stochastiques gouvernées par un G�mouvement brow-
nien (G�EDS) qui peuvent être établies dans le sens « quasi-sûre » (voir
[27; 28]).

1.3 G�intégrales stochastiques
Dans [46], Peng a également introduit les intégrales stochastiques de

type d�Itô, par rapport au G�mouvement Brownien (Bi
t)t�0 ; comme dans

le cas classique (pour plus de détails, voir [41; 44]).

1.3.1 G�intégrale de Bochner
Dans toute la suite, T 2 R+ sera �xé. Soit �T = ft0; t1; :::; tNg une

subdivision de [0; T ] et soit p 2 [1;1[ �xé. Nous considérons les processus
simples à valeurs dans Rm�n;m; n 2 N�; de la forme :

�t (!) =
N�1X
k=0

�k (!) I[tk;tk+1) (t) ;

où
�k 2 LPG (
tk) ; k = 0; 1; 2; :::; N � 1:

L�ensemble de ces processus est noté par MP;m�n
G ([0; T ]) :

Dé�nition 1.11 Pour tout � 2MP;m�n
G ([0; T ]) ; avec

�t (!) =

N�1X
k=0

�k (!) I[tK+1�tK) (t) ;

12
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l�intégrale de Bochner associée est dé�nie par :

TZ
0

�t (!) dt =
N�1X
k=0

�k (!) (tk+1 � tk) :

Dé�nition 1.12 Pour tout p � 1; nous notons par MP;m�n
G ([0; T ]) l�adhé-

rence de MP;m�n
G ([0; T ]) sous la norme :

k�kp;T = bE
240@ TZ

0

j�tj
p dt

1A35
1
p

:

Notons que M
P;m�n
G ([0; T ]) est un espace de Banach. Dans toute la

suite, nous posons

M
P;m

G ([0; T ]) :=M
P;m�m
G ([0; T ]) :

1.3.2 G�intégrale d�Itô
Nous donnons maintenant la dé�nition de l�intégrale d�Itô par rapport

au G�mouvement Brownien (Bi
t).

Dé�nition 1.13 Pour tout � 2M2;1 ([0; T ]) de la forme :

�t (!) =
N�1X
k=0

�k (!) I[tk;tk+1) (t) ;

la G�intégrale d�Itô est dé�nie par :

I (�) =

TZ
0

�tdB
i
t =

N�1X
k=0

�k

�
Bi
tk+1

�Bi
tk

�
; pour tout t � 0:

Lemme 1.1 Pour tout � 2M2;1
G ([0; T ]) ; nous avons

bE
0@ TZ

0

�tdB
i
t

1A = 0 (1.2)
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bE
264
0@ TZ

0

�tdB
i
t

1A2
375 � �2i

0@ TZ
0

bE ��2t � dt
1A (1.3)

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 1.2 L�applicaton linéaire I :M2;1
G (0; T ) �! L2G (
T ) est continue

et peut donc se prolonger par continuité à M
2;1

G (0; T ) :

Dé�nition 1.14 Nous dé�nissons, pour � 2 M
2;1

G (0; T ) �xé, l�intégrale
stochastique :

I (�) =

TZ
0

�tdB
i
t:

Il est clair que (1:2) et (1:3) restent vraies pour � 2M2;1

G (0; T ) :

Nous présentons quelques propriétés principales de l�intégrale d�Itô par
rapport au G�mouvement Brownien (Bi

t), qui découlent directement de la
dé�nition de l�intégrale stochastique.

Proposition 1.4 Soient �; � 2 M
2;1

G (0; T ) et 0 � s � r � t � T: Alors,
nous avons :

(i)
tR
s

�udB
i
u =

rR
s

�udB
i
u +

tR
r

�udB
i
u;

(ii)
tR
s

(��u + �u) dB
i
u = �

tR
s

�udB
i
u +

tR
s

�udB
i
u; si � est bornée et dans

L1G (
s) :

1.3.3 G�processus de variation quadratique
Le processus de variation quadratique du G�mouvement Brownien est

un processus trés intéressant. Nous avons vu que le G�mouvement Brow-
nien est un processus de variance incertaine mais de moyenne certaine.
Cette incertitude est concentrée dans sa variation quadratique hBii.
Soit

�
�Nt ; N � 1

	
une suite de subdivision de [0; t] dont le pas �

�
�Nt
�
:=

max
0�k�N�1

��tNk+1 � tNk
�� tend vert 0 lorsque N tend vers l�infni. Nous considé-
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rons :

�
Bi
t

�2
=

N�1X
k=0

��
Bi
tNk+1

�2
�
�
Bi
tNk

�2�

=
N�1X
k=0

2Bi
tNk

�
Bi
tNk+1

�Bi
tNk

�
+

N�1X
k=0

�
Bi
tNk+1

�Bi
tNk

�2
:

Comme le premier terme du membre droit de cette égalité tend vers

2
tR
0

Bi
sdB

i
s dans L

2
G (
) : Le second terme doit converger vers une limite.

Nous noterons cette limite par hBiit ; i.e.



Bi
�
t
= lim

�(�Nt )!0

N�1X
k=0

�
Bi
tNk+1

�Bi
tNk

�2
=
�
Bi
t

�2 � 2 tZ
0

Bi
sdB

i
s (1.4)

Par la construction ci-dessus (hBiit)t�0 est un processus croissant avec
hBii0 = 0: Nous l�appellerons le processus de variation quadratique
du G�mouvement Brownien (Bi

t)t�0. Il est important de rappeler que hBiit
n�est pas un processus déterministe, sauf dans le cas où �2i = �2i ; i:e: quand
(Bi

t)t�0 est un mouvement Brownien classique.
Nous donnons maintenant la dé�ntion de l�intégrale d�un processus � 2

M
2;1

G (0; T ) par rapport à hBit :
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On dé�nit d�abord l�application Q0;T (�) :M
2;1
G (0; T ) �! L1G (
T )

Q0;T (�) =

TZ
0

�td


Bi
�
t
=

N�1X
k=0

�k

�

Bi
�
tk+1

�


Bi
�
tk

�
:

Corollaire 1.2 (Voir [22] ) Pour tout 0 � s � t � T; nous avons

�2i t �
�

Bi
�
t+s
�


Bi
�
s

�
� �2i t;

où �2i = bE�(Bi
1)
2
�
et �2i = �bE�� (Bi

1)
2
�
:

Proposition 1.5 Pour tout � 2M2;1
G (0; T ) �xé, nous avons

�2i
bE
2664
TZ
0

�2t dt

3775 � bE
2664
0BB@

TZ
0

�t dB
i
t

1CCA
23775 � �2i

bE
2664
TZ
0

�2t dt

3775 (1.5)

Preuve. Tout d�abord, nous avons

bE
2664
0BB@

TZ
0

�tdB
i
t

1CCA
23775 = bE

264
0@tN�1Z

0

�tdB
i
t + �N�1

�
Bi
tN
�Bi

tN�1

�1A2
375

= bE
2664
0BB@
tN�1Z
0

�t dB
i
t

1CCA
2

+ �2N�1

�
Bi
tN
�Bi

tN�1

�2

+2

0BB@
tN�1Z
0

�t dB
i
t

1CCA �N�1

�
Bi
tN
�Bi

tN�1

�3775
= bE

264
0B@
0@tN�1Z

0

�tdB
i
t

1A2

+ �2N�1

�
Bi
tN
�Bi

tN�1

�21CA
375

= bE"N�1X
i=0

�2i

�
Bi
ti+1

�Bi
ti

�2#

= bE"N�1X
i=0

�2i

�

Bi
�
ti+1

�


Bi
�
ti

�#
:
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D�après le corollaire 1:2, nous avons

�2i (ti+1 � ti) �
�

Bi
�
ti+1

�


Bi
�
ti

�
� �2i (ti+1 � ti) ;

et en multipliant membre à membre par (�2i ), nous obtenons

�2i �
2
i (ti+1 � ti) � �2i

�

Bi
�
ti+1

�


Bi
�
ti

�
� �2i �

2
i (ti+1 � ti) ;

d�où en sommant par rapport à i et en appliquant bE; nous trouvons
bE �N�1P

i=0

�2i �
2
i (ti+1 � ti)

�
� bE �N�1P

i=0

�2i

�

Bi
�
ti+1

�


Bi
�
ti

��
� bE �N�1P

i=0

�2i �
2
i (ti+1 � ti)

�
:

De plus, l�inégalité ci-dessus peut être reformulée de la manière suivante :

�2i
bE
2664
TZ
0

�2t dt

3775 � bE
2664
0BB@

TZ
0

�t dB
i
t

1CCA
23775 � �2i

bE
2664
TZ
0

�2t dt

3775 ;
ce qui implique que l�inégalité 1:5 est bien véri�ée.

Lemme 1.3 Pour tout � 2M1;1

G (0; T ) ;

bE [jQ0;T (�)j] � �2i
bE
24 TZ
0

j�tj dt

35 (1.6)

Ainsi, Q0;T (�) : M
1;1
G (0; T ) �! L1G (
T ) est une application linéaire

continue. Par conséquent, Q0;T se prolonge par continuité à M
1;1

G (0; T ) :
Nous noterons encore cette application par Q0;T (�), i:e:

Q0;T (�) =

TZ
0

�td


Bi
�
t
; 8� 2M1;1

G (0; T ) :

Notons que l�inégalité (1:6) reste valable pour � 2M1;1

G (0; T ).
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Dé�nition 1.15 ( Processus de co-variation quadratique du G�mouvement
Brownien ). Pour tout i; j 2 1; d; le processus de co-variation quadratique
de Bi et Bj est dé�ni par :


Bi; Bj
�
=
1

4

�

Bi +Bj

�
�


Bi �Bj

��
:

Notons que les processus (Bi +Bj)t�0 et hBi �Bjit�0 sont desG�mouvements
Browniens (voir [44]).

Remarque 1.10 Puisque hBi�ji = hBj�ii = h�Bi�ji ; alors hBi; Bjit =
hBj; Biit : En particulier, nous avons hBi; Bii = hBii :

1.3.4 G�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy
Compte tenu de la double formulation de la G�espérance ainsi que des

propriétés du processus de variation quadratique hBii, Gao [21] a obtenu les
inégalités de Burkholder�Davis�Gundy suivantes (BDG, en abrégé). Dans

ce qui suit, nous supposons que les intégrales
tR
0

��dB
i
� et

tR
0

��d hBi; Bji� ; � 2

M
p;1

G (0; T ) sont continues en t.

Lemme 1.4 Soient p � 2 et � 2Mp;1

G (0; T ) : Alors, pour tout 0 � s � t �
T; nous avons

bE
24 sup
s�u�t

������
uZ
s

��dB
i
�

������
p35 � K1 jt� sj

p
2
�1 bE

24 tZ
s

j�� j
p d�

35 ;
où K1 est une constante positive indépendante de �: En particulier,

bE
24 sup
0�u�t

������
uZ
0

��dB
i
�

������
p35 � C1bE

24 tZ
0

j�� j
p d�

35 ;
où C1 := K1T

p
2
�1:

Lemme 1.5 Soient p � 1; i; j 2 1; d et � 2 M
p;1

G (0; T ) : Alors, pour tout
0 � s � t � T;

bE
24 sup
s�u�t

������
uZ
s

��d


Bi; Bj

�
�

������
p35 � K2 jt� sjp�1 bE

24 tZ
s

j�� j
p d�

35 ;
où K2 est une constante positive indépendante de �: En particulier,
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bE
24 sup
0�u�t

������
uZ
0

��d


Bi; Bj

�
�

������
p35 � C2bE

24 tZ
0

j�� j
p d�

35 ;
où C2 := K2T

p�1:

1.3.5 G�formule d�Itô
À la �n de cette section, nous donnons la G�formule d�Itô dans un

cadre vectoriel (voir [22; 44; 54]). Dans la suite, nous adoptons souvent la
convention de notation d�Einstein.

Dé�nition 1.16 On appelle G�processus d�Itô unidimensionnel, tout pro-
cessus de la forme :

Xt = X0 +

tZ
0

�sdB
i
s +

tZ
0

�sds+

tZ
0

sdhBi; Bjis; t 2 [0; T ] ;

où X0 2 L2G(
T ); � 2M
2;1

G (0; T ) et �;  2M1;1

G (0; T ) :

On donne maintenant la G�formule d�Itô dans un cadre général:

Théorème 1.2 Soit Xt = (X1
t ; :::; X

n
t ) un G�vecteur processus d�Itô au

sens que

X�
t = X�

0 +

tZ
0

��js dB
j
s +

tZ
0

��sds+

tZ
0

�ijs dhBi; Bjis,t 2 [0; T ] ; � = 1; 2; :::; n;

où �ij; �� 2 M1;1

G ([0; T ]) et �
�j 2 M2;1

G ([0; T ]); � = 1; n; i; j 2 1; d sont des
processus bornés. Soit ' 2 C2

�
Rd
�
de telle sorte que f@2x�x�'g

n
�;�=1 sont

uniformément Lipschtiziennes. Alors, pour tout t � 0, nous avons dans
L2G (
t) :

' (Xt) = ' (X0) +

tZ
0

@x�' (Xs)�
�j
s dB

j
s +

tZ
0

@x�' (Xs) �
�
sds

+

tZ
0

�
@x�' (Xs) 

�ij
s +

1

2
@2x�x�' (Xs)�

�i
s �

�j
s

�
dhBi; Bjis:
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Remarque 1.11 La G�formule d�Itô peut être s�écrit en notation di¤é-
rentielle suivante :

d' (Xt) = @x�' (Xt) dX
�
t +

1

2
@2x�x�' (Xs) dX

�
t dX

�
t :

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème 1:2,
qui nous sera très utile dans tous les développements ultérieurs.

Corollaire 1.3 Soient (Xt); (Yt) des G�processus d�Itô à valeurs dans Rn�m
et Rm�k respectivement, dont les entrées sont des processus d�Itô unidi-
mensionnels. Alors, nous avons la G�formule d�intégration par parties, à
savoir :

d (Xt:Yt) = Xt:dYt + dXt:Yt + dXt:dYt:

Notons que le produit des matrices n�est pas commutatif.
Preuve. Lorsque n = m = k = 1; la G�formule d�intégration par par-
ties découle de la G�formule d�Itô appliquée au processus bidimensionnel
(Xt; Yt) avec ' (x; y) = xy:
Il résulte que, pour tout i 2 1; n et pour tout i 2 1; k;

d (Xt:Yt)ij = d

 
mX
l=1

(Xt)il (Yt)lj

!

=
mX
l=1

(Xt)il d (Yt)lj + d (Xt)il (Yt)lj + d (Xt)il d (Yt)lj

= (Xt:dYt + dXt:Yt + dXt:dYt)jj ;

d�où
d (Xt:Yt) = Xt:dYt + dXt:Yt + dXt:dYt:
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Chapitre 2

Dérivabilité de la solution
d�une G�EDS
unidimensionnelle

L�objectif de ce chapitre est de passer en revue les principaux résultats
de Lin [26] relatifs à la di¤érentiabilité des solutions des G�EDS par rap-
port à la condition initiale dans un cadre réel (unidimensionnel). Pour cela,
nous considérons la G�EDS suivante :

Xx
t = x+

tZ
0

b (s;Xx
t ) ds+

tZ
0

� (s;Xx
t ) dBs +

tZ
0

h (s;Xx
t ) d hBis ; t 2 [0; T ] ;

x 2 R (2.1)

où b (:; :) ; � (:; :) ; h (:; :) : [0; T ]�R! R, (B)t�0est unG�mouvement Brow-
nien unidimensionnel et (hBit)t�0 est le processus des variations quadra-
tiques.
Pour simpli�er, nous considérons le cas où � = � et � = 1 et supposons

que l�hypothèse suivante est satisfaite :
(H) Il existe une constante positive L telle que, pour tout x; x0 2 R et

pour tout t 2 [0; T ] ;

jb (t; x)� b (s; x0)j+ j� (s; x)� � (s; x0)j+ jh (s; x)� h (s; x0)j � L jx� x0j :

2.0.6 Dérivée première de la solution d�une G�EDS
Lemme 2.1 Sous l�hypothèse (H) ; la G�EDS (2:1) admet une solution
unique X 2M2;1

G [(0; T )] :
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Le lemme suivant exprime les inégalités de BDG, pour les deux dernières
inégalités, en dimension 1; en tenant compte du fait que � = 1: La première
inégalité étant une conséquence directe de l�inégalité de Hölder.

Lemme 2.2 Pour tout p � 2, il existe une constante positive Dp telle que,
pour tout n 2Mp;1

G [(0; T )] ;

bE
24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

�sds

������
p35 � T p�1

TZ
0

bE [j�sjp] ds;
bE
24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

�sd hBis

������
p35 � T p�1

TZ
0

bE [j�sjp] ds;
bE
24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

�sdBs

������
p35 � DpT

p
2
�1

TZ
0

bE [j�sjp] ds;
où Dp est une constante positive qui ne dépend que de p:

Nous donnons d�abord une dé�nition de la continuité et de la di¤éren-
tiabilité comme suit :

Dé�nition 2.1 Un processus (Yt)t2[0;T ] est dit continu dans L
2
G (
) si

lim
h!0
bE �jYt � Yt+hj2

�
= 0:

Dé�nition 2.2 Soient g (x) = g (x1; :::; xn) et f (x) = f (x1; :::; xn) des
fonctions aléatoires. Nous disons que f (x1; :::; xn) est la dérivée partielle
de g (x1; :::; xn) par rapport à xi; ; 1 � i � n;si

lim
h!0
bE"����g (x1; :::; xi�1; xi + h; xi+1; :::; xn)� g (x1; :::; xn)

h
� f (x1; :::; xn)

����2
#
= 0:

Nous écrivons @g(x1;:::;xn)
@xi

= gxi (x1; :::; xn) = f (x1; :::; xn) :

Maintenant, nous donnons les propositions suivantes qui seront utiles
dans la suite de ce chapitre.
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Proposition 2.1 Sous l�hypothèse (H) ; nous avons l�estimation suivante
pour la solution X de la G�EDS (2:1) : pour tout r 2 [0; T ] et pour tout
p � 0; nous avons bE" sup

t2[0;r]
jXx

t j
p

#
� D;

où la constante D ne dépend que de p; x; r et L:

Preuve. La preuve se fait en trois étapes.

Étape 1 : Pour tout p � 2; nous avons d�après la G�EDS (2:1) et l�inéga-
lité suivante :

ja+ b+ c+ djp � 4p�1 (jajp + jbjp + jcjp + jdjp) ;

jXx
t j
p � 4p�1

0@jxjp +
������
tZ
0

b (s;Xx
s ) ds

������
p

+

������
tZ
0

� (s;Xx
s ) dBs

������
p

+

������
tZ
0

h (s;Xx
s ) d hBis

������
p1A :

De la sous-additivité de la G�espérance, il s�ensuit que

bE" sup
t2[0;r]

jXx
t j
p

#
� 4p�1

0@jxjp + bE
24 sup
t2[0;r]

������
tZ
0

b (s;Xx
s ) ds

������
p35

+bE
24 sup
t2[0;r]

������
tZ
0

� (s;Xx
s ) dBs

������
p35

+bE
24 sup
t2[0;r]

������
tZ
0

h (s;Xx
s ) d hBis

������
p351A :

Ainsi, d�après l�hypothèse (H) et le lemme 2:2, en posant

M := max

 
sup
s2[0;r]

jb (s; 0)j ; sup
s2[0;r]

j� (s; 0)j ; sup
s2[0;r]

jh (s; 0)j
!
;
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nous trouvons

bE
24 sup
t2[0;r]

������
tZ
0

b (s;Xx
s ) ds

������
p35 � rp�1bE

24 rZ
0

jb (s;Xx
s )j

p ds

35
� (2r)p�1

rZ
0

�bE [jb (s; 0)jp] + LbE [jXx
s j
p]
�
ds

� (2r)p�1

0@rMp + L

rZ
0

bE [jXx
s j
p] ds

1A ;

et de façon similaire, nous avons

bE
24 sup
t2[0;r]

������
tZ
0

� (s;Xx
s ) dBs

������
p35 � 2p�1r p2�1

0@rMp + L

rZ
0

�bE [jXx
s j
p]
�
ds

1A
et

bE
24 sup
t2[0;r]

������
tZ
0

h (s;Xx
s ) d hBis

������
p35 � (2r)p�1Dp

0@rMp + L

rZ
0

�bE [jXx
s j
p]
�
ds

1A :

Il résulte que

bE" sup
t2[0;r]

jXx
t j
p

#
� 4p�1

h
jxjp + 2p�1

�
2rp + r

p
2

�
Mp

�
2rp�1 + r

p
2
�1
�
L

rZ
0

�bE [jXx
s j
p]
�
ds

35
� A

0@1 + rZ
0

bE sup
s02[0;s]

jXx
s0j
p

!
ds

1A ;

où

A = 4p�1max
�
jxjp + 2p�1

�
2rp + r

p
2

�
Mp;

�
2rp�1 + r

p
2
�1
�
L
�
;

d�où, en utilisant l�inégalité de Gronwall, nous obtenons

bE" sup
t2[0;r]

jXx
t j
p

#
� B;

où B = AeAr.
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Étape 2 : Pour tout 1 � p < 2; en utilisant l�inégalité de Hölder par
rapport à bE et le résultat de l�étape 1, nous trouvons

bE" sup
t2[0;r]

jXx
t j
p

#
� bE" sup

t2[0;r]
jXx

t j
2p

# 1
2

�
p
B:

Étape 3 : Pour tout 0 < p < 1, puisque

jXx
t j
p � jXx

t j
p 1fjXx

t j
p�1g + jXx

t j
p 1fjXx

t j
p�1g � 1 + jXx

t j
1+p ;

alors, d�après le résultat de l�étape 2, nous avons

bE" sup
t2[0;r]

jXx
t j
p

#
� bE"1 + sup

t2[0;r]
jXx

t j
1+p

#
� 1 +

p
B;

ce qui achève la démonstration.

En utilisant les mêmes techniques utilisées dans la preuve de la propo-
sition 2:1; nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2 Supposons que l�hypothèse (H) est satisfaite. Alors, pour
tout p � 2, il existe une constante positive eD telle que

bE [jXx
t �Xy

t j
p] � eD jx� yjp ; pour tout t 2 [0; T ] ;

où eD ne dépend que de p; T et L:

Maintenant, nous avons le théorème de la di¤érentiabilité par rapport
à la condition initiale.

Théorème 2.1 On suppose que pour tout t 2 [0; T ]; bx(t; :); �x(t; :); hx(t; :) 2
Cl;lip(R) et bornées. Alors Xx

t est di¤érentiable dans L
2
G (
) par rapport à

x. De plus, Y x
t :=

@Xx
t

@x
satisfait la G�EDS suivante :

Y x
t = 1 +

tZ
0

bx (s;X
x
s )Y

x
s ds+

tZ
0

�x (s;X
x
s )Y

x
s dBs +

tZ
0

h (s;Xx
s )Y

x
s d hBis ;(2.2)

t 2 [0; T ]
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Preuve. Soit h 6= 0 petit. Pour plus de simplicité, nous posons

Xt := Xx
t ; Yt = Y x

t ;
eXt := Xx+h

t et Zht :=
eXt �Xt

h
:

Alors, nous avons

Zht = 1 +
1

h

tZ
0

h
b
�
s; eXs

�
� b (s;Xs)

i
ds (2.3)

+
1

h

tZ
0

h
�
�
s; eXs

�
� � (s;Xs)

i
dBs

+
1

h

tZ
0

h
h
�
s; eXs

�
� h (s;Xs)

i
d hBis

Puisque bx(t; :); �x(t; :); hx(t; :) 2 Cl;lip(R); alors en utilisant le théorème des
accroissement �nis, nous avons

Zht = 1 +

tZ
0

0@ 1Z
0

bx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�

1AZhs ds (2.4)

+

tZ
0

0@ 1Z
0

�x

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�

1AZhs dBs

+

tZ
0

0@ 1Z
0

hx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�

1AZhs d hBis

= 1 + I1 + I2 + I3

Par conséquent, pour un certain k 2 N qui provient du fait que bx (s; :) 2
Cl:lip (R) et en notant par D1 toutes les constantes qui apparaissent dans
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toute la démonstration et qui ne dépendent pas de "; nous trouvons

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I1 �
tZ
0

bx (s;Xs)Ysds

������
235

� 2bE
264
0@ TZ

0

0@������
1Z
0

bx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

�������� d�
1A��Zhs � Ys

�� ds
1A2
375

+2bE
264
0@ TZ

0

1Z
0

���bx �s;Xs + �
� eXs �Xs

��
� bx (s;Xs)

��� d� jYsj ds
1A2
375

� DbE
24 TZ
0

��Zhs � Ys
��2 ds

35+DbE
240@ TZ

0

���� eXs �Xs

���+ ��� eXs �Xs

���k+1
+ jXsjk

��� eXs �Xs

���� jYsj ds�2� :
Pour tout " > 0, de l�inégalité 2ab � 1

�
a2 + "b2; a; b � 0, il s�ensuit que

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I1 �
tZ
0

bx (s;Xs)Ysds

������
235

� D1

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Zhr � Yr
��2# ds+D1"

TZ
0

bE �jYsj4� ds
+
D1

"

TZ
0

bE ���� eXs �Xs

���4 + ��� eXs �Xs

���4k+4 + jXsj4k
��� eXs �Xs

���4� ds:
En vertu des propositions 2:1 et 2:2, nous obtenons

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I1 �
tZ
0

bx (s;Xs)Ysds

������
235 (2.5)

� D1

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Zhr � Yr
��2# ds+D1"+

D1

"

�
h4 + h4k+4

�
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En procédant à des arguments analogues, nous obtenons que pour un cer-
tain m 2 N;

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I2 �
tZ
0

�x (s;Xs)YsdBs

������
235 (2.6)

� D1

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Zhr � Yr
��2# ds+D1"+

D1

"

�
h4 + h4m+4

�
et pour un certain n 2 N;

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I3 �
tZ
0

hx (s;Xs)Ysd hBis

������
235 (2.7)

� D1

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Zhr � Yr
��2# ds+D1"+

D1

"

�
h4 + h4n+4

�
En combinant les formules (2:2) et (2:4)� (2:7), nous obtenons

bE" sup
t2[0;T ]

��Zht � Yt
��2#

� D1

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Zhr � Yr
��2# ds+D1"+

D1

"

�
h4 + h4k+4 + h4m+4 + h4n+4

�
;

et en utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons

bE" sup
t2[0;T ]

��Zht � Yt
��2#

� D1

�
"+

1

"

�
h4 + h4k+4 + h4m+4 + h4n+4

��
eTD1 :

Ainsi, en faisant tendre h vers 0, nous obtenons

lim
h!0
bE" sup

t2[0;T ]

��Zht � Yt
��2# � D1"e

TD1 :
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Par conséquent,

lim
h!0
bE" sup

t2[0;T ]

��Zht � Yt
��2# = 0 (2.8)

ce qu�il fallait démontrer.

Remarque 2.1 Par le même procédé, nous pouvons démontrer que

lim
h!0
bE" sup

t2[0;T ]

��Zht � Yt
��4# = 0;

qui nous sera utile pour la suite.

Théorème 2.2 Sous les conditions du théorème 2:1; @X
x
t

@x
est continue par

rapport à t dans L2G (
) :
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Preuve. Nous utilisons des notations similaires que à celles de la démons-
tration du théorème 2:1. Pour tout t 2 [0; T ], d�après l�hypothèse de b; �; h et
la proposition 2:2; nous trouvons

bE h��Zht ��2i � 4 +
4

h2
bE
24������

tZ
0

h
b
�
s; eXs

�
� b (s;Xs)

i
ds

������
235

+
4

h2
bE
24������

tZ
0

h
�
�
s; eXs

�
� � (s;Xs)

i
dBs

������
235

+
4

h2
bE
24������

tZ
0

h
h
�
s; eXs

�
� h (s;Xs)

i
d hBis

������
235

� 4 +
4t

h2

tZ
0

bE ����b�s; eXs

�
� b (s;Xs)

���2� ds
+
4

h2

tZ
0

bE ����� �s; eXs

�
� � (s;Xs)

���2� ds
+
4t

h2

tZ
0

bE ����h�s; eXs

�
� h (s;Xs)

���2� ds
� 4 +

D2

h2

tZ
0

bE ���� eXs �Xs

���2� ds
� D3;

où D3 est une constante depend de T et de L. Il résulte alors, de la formule
(2:8) que

bE �jYtj2� � 2bE h��Yt � Zht
��2i+ 2bE h��Zht ��2i � K:
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Nous déduisons de (2:3) que pour tout 0 � r � t � T;

bE h��Zht � Zhr
��2i � 3

h2
bE
24������

tZ
r

h
b
�
s; eXs

�
� b (s;Xs)

i
ds

������
235

+
3

h2
bE
24������

tZ
r

h
�
�
s; eXs

�
� � (s;Xs)

i
dBs

������
235

+
3

h2
bE
24������

tZ
r

h
h
�
s; eXs

�
� h (s;Xs)

i
d hBis

������
235 ;

et en vertu de la condition de Lipschitz de b et de la proposition 2:2, nous
obtenons

1

h2
bE
24������

tZ
r

h
b
�
s; eXs

�
� b (s;Xs)

i
ds

������
235

� t� r

h2

tZ
r

bE ����b�s; eXs

�
� b (s;Xs)

���2� ds
� L (t� r)

h2

tZ
r

bE ���� eXs �Xs

���2� ds
� LD3 (t� r)2 :

En utilisant des arguments similaires, nous obtenons

1

h2
bE
24������

tZ
r

h
�
�
s; eXs

�
� � (s;Xs)

i
dBs

������
235 � LD3 (t� r)

et

1

h2
bE
24������

tZ
r

h
h
�
s; eXs

�
� h (s;Xs)

i
d hBis

������
235 � LD3(t� r)2:

Ainsi, d�après les inégalités ci-dessus, nous avons

bE h��Zht � Zhr
��2i � D4(t� r) (2.9)
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Par conséquent, de (2:8) et (2:9) nous avonsbE �jYt � Ysj2
�
� 3bE h��Yt � Zht

��2i+ 3bE h��Zht � Zhs
��2i+ 3bE h��Zhs � Ys

��2i
� 3bE h��Yt � Zht

��2i+ 3D4 (t� s) + 3bE h��Zhs � Ys
��2i :

En faisant tendre h vers 0 et t vers s, nous obtenons le résultat désiré.

2.0.7 Dérivée seconde de la solution d�une G�EDS
Le théorème suivant explicite la dérivée seconde de la solution d�une

G�EDS par rapport à la condition initiale. Pour cela, nous supposons que
l�hypothèse suivante est satisfaite :� eH� Pour tout t 2 [0; T ], les fonctions bxx(t; :); �xx(t; :); hxx(t; :) 2
Cl;lip(R) et bornées.

Théorème 2.3 Sous les conditions du théorème 2:1 et l�hypothèse
� eH� ; @Xx

t

@x

est continument dérivable dans L2G (
) par rapport à x: De plus, P
x
t :=

@2Xx
t

@x2

satisfait la G�EDS suivante :

P xt =
tR
0

bxx (s;X
x
s ) (Y

x
s )

2 ds+
tR
0

�xx (s;X
x
s ) (Y

x
s )

2 dBs +
tR
0

hxx (s;X
x
s ) (Y

x
s )

2 d hBis

+
tR
0

bx (s;X
x
s )P

x
s ds+

tR
0

�x (s;X
x
s )P

x
s dBs +

tR
0

hx (s;X
x
s )P

x
s d hBis ; t 2 [0; T ] ;

où Y x
t est défnie dans le théorème 2:1:

Preuve. Soit h 6= 0 petit. Nous utilisons les mêmes notations que celles de
la démonstration du théorème 2:1: Pour plus de simplicité, nous posons

Pt := P xt ; eYt := Y x+h
t ; Qht :=

eYt � Yt
h

:

Alors, nous avons

Qht =
1

h

tZ
0

h
bx

�
s; eXs

� eYs � bx (s;Xs)Ys

i
ds

+
1

h

tZ
0

h
�x

�
s; eXs

� eYs � �x (s;Xs)Ys

i
dBs

+
1

h

tZ
0

h
hx

�
s; eXs

� eYs � hx (s;Xs)Ys

i
d hBis :
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Dans ce qui suit, la constante D change d�une ligne à une autre bien qu�elle
ne soit pas la même. Comme bxx(t; :); �xx(t; :); hxx(t; :) 2 Cl;lip(R); pour tout
t 2 [0; T ], alors

Qht = I1 + I2 + I3 (2.10)

où

I1 =

tZ
0

bx

�
s; eXs

�
Qhsds+

tZ
0

1Z
0

bxx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�Zhs Ysds;

I2 =

tZ
0

�x

�
s; eXs

�
QhsdBs +

tZ
0

1Z
0

�xx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�Zhs YsdBs

et

I3 =

tZ
0

hx

�
s; eXs

�
Qhsd hBis+

tZ
0

1Z
0

hxx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�Zhs Ysd hBis :

Puisque bx(t; :) 2 Cl;lip(R); t 2 [0; T ]; et bornée, nous avons, pour un certain
k 2 N;

bE
24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

bx

�
s; eXs

�
Qhsds+

tZ
0

bx (s;Xs)Psds

������
235

� 2bE
264
0@ TZ

0

���bx �s; eXs

���� ��Qhs � Ps
�� ds
1A2
375

+2bE
264
0@ TZ

0

���bx �s; eXs

�
� bx (s;Xs)

��� jPsj ds
1A2
375

� DbE
24 TZ
0

��Qhs � Ps
��2 ds

35+DbE
240@ TZ

0

���� eXs �Xs

���+ ��� eXs �Xs

���k+1
+ jXsjk

��� eXs �Xs

���� jPsj ds�2� :
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Soit " > 0. De l�inégalité 2ab � 1
"
a2+"b2; pour tout a; b � 0, nous déduisons

que

bE
24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

bx

�
s; eXs

�
Qhsds+

tZ
0

bx (s;Xs)Psds

������
235

� DbE
24 TZ
0

��Qhs � Ps
��2 ds

35+D"

TZ
0

bE �jPsj4� ds
+
D

"

TZ
0

bE ���� eXs �Xs

���4 + ��� eXs �Xs

���4k+4 + jXsj4k
��� eXs �Xs

���4� ds:
Puis, en utilisant les propositions 2:1 et 2:2, nous obtenons

bE
24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

bx

�
s; eXs

�
Qhsds+

tZ
0

bx (s;Xs)Psds

������
235 (2.11)

� D

24 TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Qhs � Pr
��2# ds

35+D"+
D

"

�
h4 + h4k+4

�
Puisque bxx(t; :) 2 Cl;lip(R); t 2 [0; T ]; et bornée, nous trouvons, pour un
certain l 2 N;

bE
264 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

1Z
0

bxx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�Zhs Ysds�

tZ
0

bxx (s;Xs)Y
2
s ds

������
2
375

� 2bE
264
0@ TZ

0

1Z
0

���bxx �s;Xs + �
� eXs �Xs

����� d� ��Zhs Ys � Y 2
s

�� ds
1A2
375

+2bE
264
0@ TZ

0

1Z
0

���bxx �s;Xs + �
� eXs �Xs

��
� bxx (s;Xs)

��� d�Y 2
s ds

1A2
375

� DbE
264
0@ TZ

0

��Zhs Ys � Y 2
s

�� ds
1A2
375+DbE

240@ TZ
0

���� eXs �Xs

���+ ��� eXs �Xs

���l+1
+ jXsjl

��� eXs �Xs

����Y 2
s ds
�2�

:
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Pour tout " > 0, de 2ab � 1
"
a2 + "b2; a; b � 0, it résulte que

bE
264 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

1Z
0

bxx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�Zhs Ysds�

tZ
0

bxx (s;Xs)Y
2
s ds

������
2
375

� D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4#+D"

TZ
0

bE �jYsj4� ds+ D

"

0@ TZ
0

bE ���� eXs �Xs

���4
+
��� eXs �Xs

���4l+4 + jXsj4l
��� eXs �Xs

���4� ds� :

En utilisant les propositions 2:1 et 2:2, nous obtenons

bE
264 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

1Z
0

bxx

�
s;Xs + �

� eXs �Xs

��
d�Zhs Ysds�

tZ
0

bxx (s;Xs)Y
2
s ds

������
2
375

� D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4#+ C"+

D

"

�
h4 + h4l+4

�
(2.12)

et en combinant les inégalités (2:11) et (2:12), nous trouvons

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I1 �
tZ
0

bx (s;Xs)Psds+

tZ
0

bxx (s;Xs)Y
2
s ds

������
235

� D

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Qhr � Pr
��2# ds+D"+

D

"

�
h4 + h4k+4 + h4l+4

�
+
D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4# :
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En utilisant des arguments analogues, nous avons pour certains m;n 2 N;

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I2 �
tZ
0

�x (s;Xs)PsdBs +

tZ
0

�xx (s;Xs)Y
2
s dBs

������
235

� D

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Qhr � Pr
��2# ds+D"+

D

"

�
h4 + h4m+4 + h4n+4

�
+
D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4# ;

et pour certains p; q 2 N;

bE
24 sup
t2[0;T ]

������I3 �
tZ
0

hx (s;Xs)Psd hBis +
tZ
0

hxx (s;Xs)Y
2
s d hBis

������
235

� D

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Qhr � Pr
��2# ds+D"+

D

"

�
h4 + h4p+4 + h4q+4

�
+
D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4# :

Alors, les inégalités ci-dessus donnent

bE" sup
t2[0;T ]

��Qht � Pt
��2# � D

TZ
0

bE" sup
r2[0;s]

��Qhr � Pr
��2# ds+ D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4#

+D"+
D

"

�
h4 + h4k+4 + h4l+4 + h4m+4 + h4n+4

+h4p+4 + h4q+4
�
;

et l�inégalité de Gronwall donne

bE" sup
t2[0;T ]

��Qht � Pt
��2# � D"+

D

"
bE" sup

t2[0;T ]

��Zhs � Ys
��4#+ D

"

�
h4 + h4k+4 + h4l+4

+h4m+4 + h4n+4 + h4p+4 + h4q+4
�
;

Il résulte de la remarque 2:1, que

lim
h!0
bE" sup

t2[0;T ]

��Qht � Pt
��2# � D":
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Par conséquent,

lim
h!0
bE" sup

t2[0;T ]

��Qht � Pt
��2# = 0 (2.13)

ce qu�il fallait démontrer.
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Chapitre 3

Di¤érentiabilité de la solution
d�une G�EDS
d�dimensionnelle

Ce chapitre constitue l�essentiel de cette thèse. Nous démontrons, dans
un premier temps, l�existence et l�unicité de la solution d�un système de
deux EDS gouvernées par un G�mouvemant Brownien de dimension d (S).
Dans un second temps, nous démontrons la di¤érentiabilité de la solution de
la première G�EDS de (S) par rapport à la condition initiale. Un résultat
intermédiaire sur l�inversibilité de la dérivée et sa G�EDS matricielle sera
démontré.

3.1 Existence et unicité de la solution des
G�EDS vectorielles et matricielles

Cette partie est consacrée à l�étude de l�existence et l�unicité de la so-
lution d�un système de deux G�EDS dont une est vectorielle et l�autre
matricielle.

3.1.1 Inégalités Techniques

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques lemmes techniques qui se-
ront nécessaires pour le principe de contraction de Banach (théorème du
point �xe) que nous allons utiliser pour prouver notre résultat.
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3.1. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION DES G�EDS
VECTORIELLES ET MATRICIELLES

Soit Hp;d
T (resp. Hp;d�d

T ) l�ensemble de fonctions continues à valeurs dans
Rd (resp. Rd�d) de [0; T ] dans LpG(0; T ).
Dans ce qui suit, Hp;d

T (resp. Hp;d�d
T ) (1 < p <1) est équipé des normes

suivante :
Np;� (X) := sup

0�t�T

n
e��t kXtkp

o
; � � 0:

Comme
e��TNp;0 (X) � Np;� (X) � Np;0 (X) ;

alors, les normes Np;� sont équivalentes. Notons que Hp;d
T et Hp;d�d

T sont des
espaces de Banach.

Lemme 3.1 Soit Xt =
tR
0

�sdB
i
s; avec � 2 M

2;1

G (0; T ) : Alors, pour tout

p > 1
2
;

N2p;� (X) � C3�
(1�2p)
4p2 N2p;� (�) ;

où C3 est une constante positive indépendante de �.

Preuve. En appliquant la G�formule d�Itô, nous obtenons

X2
t = 2

tZ
0

Xs�sdBs +

tZ
0

�2sd hBis ;

ensuite, en tenant compte du fait que (x+ y)p � 2p (xp + yp) pour tout
x; y � 0; nous avons

jXtj2p � 2p
0@2p

������
tZ
0

Xs�sdBs

������
p

+

������
tZ
0

�2sd hBis

������
p1A :

Il découle des lemmes 1:4 et 1:5 que

bE �jXtj2p
�
� 2p

0@2pC1bE
0@ tZ

0

jXsjp j�sjp ds

1A+ C2bE
0@ tZ

0

j�sj2p ds

1A1A ;

d�où

e�2�ptbE �jXtj2p
�
� 2p

0@2pC1bE
0@ tZ

0

e�2�ps jXsjp j�sjp ds

1A
+C2bE

0@ tZ
0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A :
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En appliquant l�inégalité de Hölder classique, nous trouvons

tZ
0

e�2�ps jXsjp j�sjp ds �

0@ TZ
0

e�2�ps jXsj
2p2

2p�1 j�sj
2p(p�1)
2p�1 ds

1A1� 1
2p

�

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds

1A
1
2p

:

Il résulte de l�inégalité de Hölder par rapport à bE (pour plus de détails voir
la proposition 16 de [15]) que

bE
0@ tZ

0

e�2�ps jXsjp j�sjp ds

1A �

0@bE
0@ TZ

0

jXsj
2p2

2p�1 j�sj
2p(p�1)
2p�1 ds

1A1A1� 1
2p

�

0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p

.

Par conséquent, en combinant les trois dernières inégalités et le fait que

bE
0@ tZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A �

0@bE
0@ TZ

0

j�sj2p ds

1A1A1� 1
2p
0@bE

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p

;

nous obtenons

e�2�ptbE �jXtj2p
�
� aT

0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p

(3.1)

où

aT : = 2p

8><>:2pC1
0@bE

0@ TZ
0

jXsj
2p2

2p�1 j�sj
2p(p�1)
2p�1 ds

1A1A1� 1
2p

+C2

0@bE
0@ TZ

0

j�sj2p ds

1A1A1� 1
2p

9>=>; :
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- Si bE�TR
0

j�sj2p ds
�
= 0, alors bE�TR

0

e�2�ps j�sj2p ds
�
= 0: Nous déduisons

de l�équation (3:1) que N2p;� (X) = 0, ce qui signi�e que le lemme est vrai
pour toute constante positive C3.

- Si bE�TR
0

j�sj2p ds
�
6= 0; alors

0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p

=

0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p
�1

�bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A :

Par suite, la formule (3:1) devient

e�2�ptbE �jXtj2p
�
� aT

0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p
�1 bE

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds

1A
(3.2)

D�autre part, en utilisant l�inégalité de Markov, nous trouvons

P

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

1A � 1

�
EP

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds

1A ;

pour tout � > 0 et pour tout P 2 P : Il s�ensuit que

�c

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

1A � bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A ;

où c est la capacité de Choquet dé�nie dans le premier chapitre, d�où0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p
�1

� �
1
2p
�1

0@c
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds � �

1A1A
1
2p
�1

:

Ainsi 0@bE
0@ TZ

0

e�2�ps j�sj2p ds

1A1A
1
2p
�1

� bT�
1
2p
�1 (3.3)
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où bT :=
�
inf
�>0

c

�
TR
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

�� 1
2p
�1

.

Nous a¢ rmons que bT <1: En e¤et, si bT =1, alors

inf
�>0

c

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

1A = 0:

Cela implique que inf
�>0

P

�
TR
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

�
= 0 pour tout P 2 P: Il

est facile de voir que l�application f (�) := P

�
TR
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

�
est

décroissante, et ainsi

inf
�>0

P

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

1A = lim
�#0
P

0@ TZ
0

e�2�ps j�sj2p ds � �

1A = 0;

de sorte que lim
n!1

P

�
TR
0

e�
2p
n
s j�sj2p ds � 1

n

�
= 0. Il s�ensuit, par le fait que

la suite d�ensembles
�
tR
0

e�
2p
n
s j�sj2p ds � 1

n

�
n�1

est croissante, que

P

0@ [
n�1

8<:
TZ
0

e�
2p
n
s j�sj2p ds �

1

n

9=;
1A = lim

n!1
P

0@ TZ
0

e�
2p
n
s j�sj2p ds �

1

n

1A = 0;

d�où

P

0@ \
n�1

8<:
TZ
0

e�
2p
n
s j�sj2p ds <

1

n

9=;
1A = 1;8P 2 P :

Nous en déduisons que
TR
0

e�
2p
n
s j�sj2p ds < 1

n
q:s: pour tout n � 1: Il en

résulte que
TR
0

j�sj2p ds = 0 q:s: lorsque n!1, ce qui est une contradiction

avec le fait que bE�TR
0

j�sj2p ds
�
6= 0.

Par combinaison des formules (3:2) et (3:3), nous obtenons

e�2�ptbE �jXtj2p
�
� aT bT�

( 12p�1)
TZ
0

e�2�psbE �j�sj2p� ds:
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Par conséquent,

N2p
2p;� (X) � TaT bT�

( 12p�1)N2p
2p;� (�) ;

et ainsi,

N2p;� (X) � C3�
1�2p
4p2 N2p;� (�) ;

où C2p3 = TaT bT :

Proposition 3.1 SoitXt =

tZ
0

�sdBs avec � 2M
2;d�d
G (0; T )(resp.M

2;d�1
G (0; T )).

Alors, pour tout p > 1
2
;

N2p;� (X) � eC3� 1�2p
4p2 N2p;� (�) ;

où eC3 est une constante positive indépendante de �:
Preuve. Remarquons que

���i;jt �� � j�tj ; pour chaque i; j = 1; :::; d; ce qui
entraîne que bE����i;jt ��2p� � bE �j�tj2p� ;
et en appliquant l�inégalité

�
dP
i=1

ai

�k
� d

k
dP
i=1

aki ; pour tout a1; :::; ad �
0; nous obtenons

bE �jXtj2p
�
� bE dX

i=1

�
X i
t

�2!p � d
pbE dX

i=1

��X i
t

��2p!

� d
p
dX
i=1

bE
0@ dX
j=1

tZ
0

�i;js dB
j
s

1A2p

� d
p
dX
i=1

d
2p

dX
j=1

bE
0@������

tZ
0

�i;js dB
j
s

������
2p1A :

Ainsi, en utilisant le lemme précédant, nous trouvons

N2p
2p;� (X) � d3p

dX
i;j=1

N2p
2p;�

0@ tZ
0

�i;js dB
j
s

1A
� d3pd2C2p3 �

2p
�
1�2p
4p2

�
N2p
2p;� (�) ;
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d�où

N2p;� (X) � eC3� 1�2p
4p2 N2p;� (�) ;

où eC3 = d
3p+2
2p
C3: Puisqu�un vecteur est une matrice colonne, alors le cas

� 2M2;d�1
G (0; T ) se traite exactement de la même manière.

Lemme 3.2 Soit Yt =

tZ
0

�sds avec � 2M
1;d

G (0; T ) (resp.M
1;d�d
G (0; T )): Alors,

pour tout p > 1
2
;

N2p;� (Y ) �
C4

�
2p�1
2p

N2p;� (�) ;

où C4 =

(
dT

1
2p si � 2M1;d

G (0; T ) ;

d2T
1
2p si � 2M1;d�d

G (0; T ) :

Preuve. Observons d�abord que si � 2 M
1;m�n
G (0; T ) alors, en utilisant

l�inégalité suivante :

 X
k;l

ai

! 1
2

� (mn)
1
2
X
k;l

a
1
2
i ;

et l�inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

������
tZ
0

�sds

������ =

0@X
k;l

������
tZ
0

�k;ls ds

������
21A

1
2

� (mn)
1
2

X
k;l

������
tZ
0

�k;ls ds

������
� (mn)

1
2

tZ
0

X
k;l

���k;ls �� ds
� mn

tZ
0

j�sj ds:
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En utilisant l�inégalité de Hölder, nous avons������
tZ
0

j�sj ds

������ �

0@ tZ
0

e
2p

2p�1�sds

1A
2p�1
2p
0@ tZ

0

e�2p�s j�sj2p ds

1A
1
2p

�
�
2p� 1
2�p

� 2p�1
2p �

e
2p

2p�1�t � 1
� 2p�1

2p

0@ tZ
0

e�2p�s j�sj2p ds

1A
1
2p

� 1

�2p�1

�
e

2p
2p�1�t � 1

� 2p�1
2p

0@ tZ
0

e�2p�s j�sj2p ds

1A
1
2p

:

Il résulte que������
tZ
0

�sds

������
2p

� (mn)2p

�2p�1

�
e

2p
2p�1�t � 1

�2p�10@ tZ
0

e�2p�s j�sj2p ds

1A ;

d�où, en appliquant bE et en multipliant par e�2p�t les deux membres de
l�inégalité ci-dessus,

e�2p�tbE
0@������

tZ
0

�sds

������
2p1A � (mn)2p

�2p�1

�
1� e�

2p
2p�1�t

�2p�10@ tZ
0

e�2p�sbE �j�sj2p� ds
1A

� (mn)2p T

�2p�1
N2p
2p;� (�) :

Ainsi, si � = � 2M1;d�d
G (0; T ) ; qui correspond àm = n = d; nous obtenons

N2p;� (Y ) �
d2T

1
2p

�
2p�1
2p

N2p;� (�) ;

et si � = � 2M1;d

G (0; T ) ; qui correspond à m = d et n = 1; nous avons

N2p;� (Y ) �
dT

1
2p

�
2p�1
2p

N2p;� (�) ;

ce qui achève la démonstration.
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Lemme 3.3 Soit Zt =

tZ
0

sd hBi; Bjis avec  2M
1;d

G (0; T ) (resp.M
1;d�d
G (0; T )):

Alors, pour tout p > 1
2
;

N2p;� (Z) �
C5

�
1
2p

N2p;� () ;

où C5 =

8><>: d
p+1
2p

�
C2
2p

� 1
2p
si  2M1;d

G (0; T ) ;

d
p+1
P

�
C2
2p

� 1
2p
si  2M1;d�d

G (0; T ) :

Preuve. Soit � 2M1;m�n
G (0; T ) : Nous avons������

tZ
0

�sd


Bi; Bj

�
s

������
2p

=

0@X
k;l

������
tZ
0

�k;ls d


Bi; Bj

�
s

������
21Ap

� (mn)p
X
k;l

������
tZ
0

�k;ls d


Bi; Bj

�
s

������
2p

;

et en utilisant l�inégalité de BDG, nous obtenons

bE
0@������

tZ
0

�sd


Bi; Bj

�
s

������
2p1A � (mn)pC2

X
k;l

tZ
0

bE����kls ��2p� ds
� (mn)p+1C2

tZ
0

bE �j�sj2p� ds
� (mn)p+1C2

tZ
0

e2�pse�2�psbE �j�sj2p� ds
� (mn)p+1C2N

2p
2p;� (�)

tZ
0

e2�psds

� (mn)p+1C2

�
e2�pt � 1

�
2�p

N2p
2p;� (�) ;
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et par suite, en multpliant par e�2�pt, nous trouvons

e�2�ptbE
0@������

tZ
0

�sd


Bi; Bj

�
s

������
2p1A � (mn)p+1C2

�
1� e�2�pt

�
2�p

N2p;� (�)

� (mn)p+1C2
2�p

N2p;� (�) :

On en déduit que si  = � 2M1;d�d
G (0; T ) ; ce qui correspond à m = n = d;

alors

N2p;� (Z) �
d
P+1
P

�
1
2p

�
C2
2p

� 1
2p

N2p;� () ;

et si  = � 2M1;d

G (0; T ) ; ce qui correspond à m = d et n = 1; alors

N2p;� (Z) �
d
P+1
2P

�
1
2p

�
C2
2p

� 1
2p

N2p;� () :

3.1.2 Théorème d�existence et unicité

Dans tout ce qui suit, nous noterons par A0(x) la matrice jacobienne�
@Ai(x)
@xj

�
i;j
pour tout champ vectoriel A = (A1; A2; :::; An) dérivable. Consi-

dérons le système de deux G�EDS suivant :8>><>>:
dXt =

dP
k=0

Ak (Xt) dB
k
t +

dP
i;j=1

Ai;j (Xt) d hBi; Bjit ; X0 = x 2 Rd;

dYt =
dP
k=0

A
0
k (Xt)YtdB

k
t +

dP
i;j=1

A
0
i;j (Xt)Ytd hBi; Bjit ; Y0 = I

((S))
où I est la matrice d�identité, B0

t = t et Ak; Ai;j; k 2 0; d; i; j 2 1; d sont des
champs de vecteurs sur Rd satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H1) Condition de régularité : Ak; Ai;j sont dérivables avec des dérivées
bornées par C6.

(H2) Condition de croissance linéaire : il existe une constante positive M1

telle que :

jAk (x)j+ jAi;j (x)j �M1 (1 + jxj) ; x 2 Rd (3.4)
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Remarque 3.1 L�hypothèse (H1) entraine que les champs de vecteurs sont
Lipschtiziens :

j(A0k (x1)� A0k (x2))Y j+
���A0i;j (x1)� A0i;j (x2)

�
Y
�� �M2 jx1 � x2j jY j

(3.5)
pour tout x1; x2 2 Rd et Y 2 Rd�d; où M2 est une constante positive.

Remarque 3.2 L�hypothèse (H2) implique que si X 2 Hp;d
T alors il en est

de même pour Ak (X) ; Ai;j (X) :

Nous donnons maintenant le théorème d�existence et d�unicité de la
solution de (S) :

Théorème 3.1 Pour tout p > 1
2
; le système (S) admet une solution unique

(X; Y ) ; dans H2p;d
T �H2p;d�d

T : De plus,

(X; Y ) 2 \
p> 1

2

H2p;d
T �H2p;d�d

T :

Preuve. L�idée de cette preuve est de montrer que X etY sont des points
�xes de deux contractions sur H2p;d

T et H2p;d�d
T respectivement. Considérons

à cet e¤et l�application � : H2p;d
T ! H2p;d

T ; dé�nie par :

� (X)t = x+
dX
k=0

tZ
0

Ak (Xs) dB
k
s+

dX
i;j=1

tZ
0

Ai;j (Xs) d


Bi; Bj

�
s
; t � 0 et x 2 Rd;

et posons k (�) = max
�>0

�
�
(1�2p)
4p2 ; �

(1�2p)
2p ; ��

1
2p

�
. Soient X1; X2 2 H2p;d

T ,

Ukt :=

tZ
0

�
Ak
�
X1
s

�
� Ak

�
X2
s

��
dBk

s

et

U i;jt :=

tZ
0

�
Ai;j

�
X1
s

�
� Ai;j

�
X2
s

��
d


Bi; Bj

�
s
:

Il est clair que

�
�
X1
�
� �

�
X2
�
=

dX
k=0

Uk +

dX
i;j=1

U i;j;
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d�où

N2p;�
�
�
�
X1
�
� �

�
X2
��
�

dX
k=0

N2p;�
�
Uk
�
+

dX
i;j=1

N2p;�
�
U i;j
�
;

et en utilisant l�hypothèse (H1), la proposition 3:1 puis les lemmes 3:2 et
3:3, nous obtenons

N2p;�
�
�
�
X1
�
� �

�
X2
��

� k (�)
�
C4N2p;�

�
A0
�
X1
�
� A0

�
X2
��

+ eC3 dX
k=1

N2p;�
�
Ak
�
X1
�
� Ak

�
X2
��

+C5

dX
i;j=1

N2p;�
�
Ai;j

�
X1
�
� Ai;j

�
X2
��)

� C7k (�)N2p;�
�
X1 �X2

�
;

où C7 = C6

�
C4 + d eC3 + d2C5

�
: Puisque lim

�!1
k(�) = 0; alors en choisissant

� su¢ samment grand de sorte que C7k(�) < 1
2
; nous obtenons que � est

une contraction.
Soit X le point �xe de � (l�unique solution de la première équation

de (S)). Notons que X 2 H2p;d
T pour chaque p > 1

2
, ce qui signi�e que

X 2 \
p> 1

2

H2p;d
T .

Soit maintenant l�application �̂ : H2p;d�d
T ! H2p;d�d

T dé�nie par :

�̂ (Y )t = I +
dX
k=0

tZ
0

A
0

s (Xs)YsdB
k
s +

dX
i;j=1

tZ
0

A
0

i;j (Xs)Ysd


Bi; Bj

�
s
:

En procédant par des arguments analogues, nous trouvons

N2p;�

�b� �Y 1
�
� b� �Y 2

��
� C7k (�)N2p;�

�
Y 1 � Y 2

�
;

et donc en choisissant � tel que C7k (�) < 1
2
, nous voyons que �̂ est une

contraction, ce qui prouve que la deuxième G�EDS de (S) possède une
solution unique Y 2 \

p> 1
2

H2p;d�d
T : La preuve est ainsi achevée.

Remarque 3.3 Comme Y 2 \
p> 1

2

H2p;d�d
T ; alors N2p;� (Y ) < 1; et par

conséquent, pour tout p > 1
2
;

sup
0�t�T

Ê
�
kYtk2p

�
<1:
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3.2 Di¤erentiabilité de la solution d�une G�EDS
Après avoir assurer l�existence et l�unicité de la solution de (S) ; nous

abordons dans cette partie l�étude de la propriété de la di¤érentiabilité de
la solution de la première G�EDS de (S) par rapport à la condition initiale
ainsi que l�inversibilité de sa dérivée. Nous donnons également la G�EDS
satisfaite par celle ci.
Pour prouver que Y est la dérivée de X, nous introduisons les approxi-

mations (Xm)m2N et (Y m)m2N de X et Y respectivement dé�nies comme
suit :
Soit (Xm)m2N l�approximation de Picard de X correspondante à la

contraction � dé�nie auparavant, i:e:�
Xm = � (Xm�1) ; m � 1;

X0 = 0:

Il est bien connu que Xm converge vers X dans H2p;d
T (Picard).

Lemme 3.4 Soient Y m; Y les solutions respectives des G�EDS linéaires
suivantes :8<: dY m

t =
dP
k=0

A0k
�
Xm�1
t

�
Y m
t dB

k
t +

dP
i;j=1

A0i;j
�
Xm�1
t

�
Y m
t d hBi; Bjit ;m � 1

Y m
0 = I

(E
0m)8<: dYt =

dP
k=0

A0k (Xt)YtdB
k
t +

dP
i;j=1

A0i;j (Xt)Ytd hBi; Bjit
Y0 = I

(E
0
)

Alors Y m converge vers Y dans H2p;d�d
T ; pour tout p > 1

2
:

Preuve. En posant

�k;m : = A0k
�
Xm�1� ; �i;j;m := A0i;j

�
Xm�1� ;

�k : = A0k (X) et �
i;j := A0i;j (X) ;

nous avons

Y m
t �Yt =

dX
k=0

tZ
0

�
�k;ms Y m

s � �ksYs
�
dBk

s+

dX
i;j=1

tZ
0

�
�i;j;ms Y m

s � �i;js Ys
�
d


Bi; Bj

�
s
:
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En utilisant la proposition 3:1 et les lemmes 3:2 et 3:3, nous obtenons

N2p;� (Y
m � Y ) � C8k (�)

 
dX
k=0

N2p;�
�
�k;mY m � �kY

�
(3.6)

+

dX
i;j=1

N2p;�
�
�i;j;mY m � �i;jY

�!

où C8 = max
� eC3; C4; C5� : En tenant compte du fait que

jA0k (x)j ;
��A0i;j (x)�� � C6;

nous obtenons les inégalités suivantes :���k;ms Y m
s � �ksYs

�� �
���k;ms (Y m

s � Ys)
��+ ����k;ms � �ks

�
Ys
��

� C6 jY m
s � Ysj+

����k;ms � �ks
�
Ys
�� ;

pour 0 � s � t � T . Par conséquent,

N2p;�
�
�k;mY m � �kY

�
� C6N2p;� (Y

m � Y ) +N2p;�
��
�k;m � �k

�
Y
�
:

En utilisant des arguments similaires, nous trouvons

N2p;�
�
�i;j;mY m � �i;jY

�
� C6N2p;� (Y

m � Y ) +N2p;�
��
�i;j;m � �i;j

�
Y
�
;

et ainsi, l�inégalité (3:6) devient

N2p;� (Y
m � Y ) � C9k (�)N2p;� (Y

m � Y ) + "m (�) (3.7)

où C9 = (d2 + d+ 1)C8C6 et

"m (�) = C8k (�)

 
dX
k=0

N2p;�
��
�k;m � �k

�
Y
�
+

dX
i;j=1

N2p;�
��
�i;j;m � �i;j

�
Y
�!

:

En choisissant � su¢ samment grand de tel sorte que C9k (�) < 1
2
, nous

obtenons
N2p;� (Y

m � Y ) � 2"m (�) :
Il su¢ t alors de montrer que lim

m!1
"m (�) = 0, ce qui revient à montrer que

pour tout k 2 0; d et pour tout i; j 2 1; d;

lim
m!1

N2p;�
��
�k;m � �k

�
Y
�
= lim

m!1
N2p;�

��
�i;j;m � �i;j

�
Y
�
= 0:
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En utilisant l�inégalité de Hölder par rapport à bE, nous obtenons
bE h����k;ms � �ks

�
Ys
��2pi � bE h���k;ms � �ks

��4pi 12 bE �jYsj4p� 12
� M4p

2
bE h��Xm�1

s �Xs

��4pi 1
4p bE �jYsj4p� 12 ;

d�où

N2p;�
��
�k;m � �k

�
Y
�
�M2

2 sup
0�s�T

bE �kYsk4p� 1
4p N4p;�

�
Xm�1 �X

�
:

Par suite,
lim
m!1

N2p;�
��
�k;m � �k

�
Y
�
= 0:

La démonstration de

lim
m!1

N2p;�
��
�i;j;m � �i;j

�
Y
�
= 0

se conduit exactement de la même manière.
Nous aurons besoin de la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.1 Soient U : 
 � Rd ! Rd et Q : 
 � Rd ! Rd�d deux
fonctions aléatoires. Nous disons que U est di¤érentiable par rapport à x 2
Rd et admet Q comme dérivée, si

U (x+ h)� U (x) = Q (x)h+ jhj " (h) ;

pour tout h 2 Rd, où " : 
 � Rd ! Rd est une fonction aléatoire telle que
lim
jhj!0

" (h) = 0 q:s::

Notation 3.1 Nous écrivons dans ce cas,

U 0 (x) = Q (x) q:s::

Remarque 3.4 1) Cette dé�nition est équivalente à la propriété sui-
vante :

lim
jhj!0

U (x+ h)� U (x)�Q (x)h

jhj = 0 q:s::

2) Paralellement au calcul di¤erentiel classique, il est facile d�établir que
si U; V : 
 � Rd ! Rd sont deux fonctions aléatoires di¤erentiables,
alors il en est de même pour U + V; U � V; �U(� 2 Rd). De plus,
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(U + V )0 (x) = U 0 (x) + V 0 (x) q:s:;

(�U)0 (x) = �U 0 (x) q:s:;

(U � V )0 (x) = U 0 (V (x))V 0 (x) q:s::

Théorème 3.2 Soient (X; Y ) la solution du système (S) : Alors,

X 0
t (x) = Yt (x) q:s:;

pour tout x 2 Rd et pour tout 0 � t � T:

Preuve. La preuve se fait en deux étapes. Soit l�approximation fY mgm2N �
H2;d�d
T la suite de�nie par la G�EDS (E 0m).

Étape 1 : Nous prouvons par récurrence que Xm est di¤érentiable dans
H2;d
T sous la norme N2;� et (Xm)0 (x) = Y m�1 (x).

Il est clair que X1 (x) = x, d�où (X1)
0
(x) = I = Y 0 (x) :

Supposons maintenant que (Xm�1)
0
(x) = Y m�2 (x) : Il résulte alors que�

Ak
�
Xm�1 (x)

��0
= A0k

�
Xm�1 (x)

�
Y m�2 (x) :

Par suite,

lim
h!0

1

jhjN2;�
h
Ak
�
Xm�1 (x+ h)

�
� Ak

�
Xm�1 (x)

�
� A

0

k

�
Xm�1�Y m�2 (x)h

i
= 0 (3.8)

de même

lim
h!0

1

jhjN2;�
h
Ai;j

�
Xm�1 (x+ h)

�
� Ai;j

�
Xm�1 (x)

�
� A

0

i;j

�
Xm�1�Y m�2 (x)h

i
= 0 (3.9)

Nous avons

N2;�
�
Xm (x+ h)�Xm (x)� Y m�1 (x)h

�
�

dX
k=0

N2;�
�
V k
�
+

dX
i;j=1

N2;� (V i;j) ;

où

V k
t =

tZ
0

�
Ak
�
Xm�1
s (x+ h)

�
� Ak

�
Xm�1
s (x)

�
�A0

k

�
Xm�1
s

�
Y m�2
s (x)h

i
dBk

s
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et

V i;j

t =

tZ
0

�
Ai;j

�
Xm�1
s (x+ h)

�
� Ai;j

�
Xm�1
s (x)

�
�A0

i;j

�
Xm�1
s

�
Y m�2 (x)h

i
d


Bi; Bj

�
s
:

Ensuite, en procédant à des arguments similaire à ceux utilisés dans
la preuve du théorème 3:1, nous obtenons

N2;�
�
Xm (x+ h)�Xm (x)� Y m�1 (x)h

�
� k (�)

�
C4N2;�

�
A0
�
Xm�1 (x+ h)

�
� A0

�
Xm�1 (x)

�
�A0

0

�
Xm�1�Y m�2 (x)h

i
+ eC3 dX

k=1

N2;�
�
Ak
�
Xm�1 (x+ h)

�
� Ak

�
Xm�1 (x)

�
�A0

k

�
Xm�1�Y m�2 (x)h

i
+C5

dX
i;j=1

N2;�
�
Ai;j

�
Xm�1 (x+ h)

�
� Ai;j

�
Xm�1 (x)

�
�A0

i;j

�
Xm�1�Y m�2 (x)h

i
:

Il découle de (3:9) et (3:10) que

lim
h!0

1

jhjN2;�
�
Xm (x+ h)�Xm (x)� Y m�1 (x)h

�
= 0;

d�où
(Xm)0 (x) = Y m�1 (x) :

Étape 2 : Il reste à démontrer que (X)0 = Y . Pour cela, observons d�abord
qu�en vertu de la continuité de N2;�;

1

jhjN2;� (X (x+ h)�X (x)� Y (x)h)

=
1

jhjN2;�
�
lim
m!1

�
Xm (x+ h)�Xm (x)� Y m�1 (x)h

��
= lim

m!1

1

jhjN2;�
�
Xm (x+ h)�Xm (x)� Y m�1 (x)h

�
;
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d�où d�aprés l�étape 1;

lim
jhj!0

1

jhjN2;� (X (x+ h)�X (x)� Y (x)h) :

Comme

e��T sup
0�t�T

fkX (x+ h)�X (x)� Y (x)hk2g

� N2;� (X (x+ h)�X (x)� Y (x)h) ;

alors

kXt (x+ h)�Xt (x)� Yt (x)hk2 � e�TN2;� (X (x+ h)�X (x)� Y (x)h) ;

pour tout 0 � t � T et pour tout x 2 Rd, d�où

lim
jhj!0

1

jhj kXt (x+ h)�Xt (x)� Yt (x)hk2 = 0:

Par suite,

lim
jhj!0

1

jhj (Xt (x+ h)�Xt (x)� Yt (x)h) = 0 q:s:;

pour tout 0 � t � T et pour tout x 2 Rd, ce qui achève la démons-
tration.

Notation 3.2 Pour le théorème suivant , nous posons

d�t :=

dX
k=0

A0k (Xt) dB
k
t +

dX
i;j=1

A0i;j (Xt) d


Bi; Bj

�
t
;

nous avons alors

d�td�t =
dX

k;l=1

A0k (Xt)A
0
l (Xt) d



Bk; Bl

�
t
:

Maintenant, nous présentons le théorème de l�inversibilité de la dérivée
Y .
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Théorème 3.3 Soit (X; Y ) la solution unique de (S). Alors, la dérivée Y
est inversible et son inverse Z satisfait la G�EDS matricielle suivante :�

dZt = �Zt (d�t � d�td�t)
Z0 = I

((E 0)�1)

Preuve. Soit St = YtZt: En appliquant la formule d�intégration par parties
matricielle, nous trouvons

dSt = YtdZt + dYtZt + dYtdZt

= Yt [�Zt (d�t � d�td�t)] + d�tYtZt + d�tYt [�Zt (d�t � d�td�t)] ;

d�où
dSt = �St (d�t � d�td�t) + d�tSt � d�tStd�t (3.10)

De plus, en procédant à des mêmes arguments utilisés précédemment, nous
prouvons que la G�EDS (3:10) admet une solution unique et comme St =
I est une solution triviale, alors (Yt)

�1 = Zt.

56



Conclusion et perspectives
Nous avons généralisé dans cette thèse, le résultat obtenu par Lin en

2013, qui porte sur l�étude de la di¤érentiabilité par rapport à la condition
initiale la solution d�une G�équation di¤érentielle stochastique unidimen-
sionnelle, au cas d�dimensionnel. Notre approche qui di¤ère de celle de
Lin, est essentiellement basée sur le principe du point �xe de Picard.

Dans un premier temps, nous avons étudié l�existence et l�unicité de
la solution d�un système de deux G�équations di¤érentielles stochastiques
(S) ; l�une d�dimensionnelle et l�autre matricielle, en s�appuyant sur le
principe du point �xe de Picard. En e¤et, nous avons introduit des normes
équivalentes dépendant d�un paramètre positif �; qui a été choisi su¢ sam-
ment grand pour obtenir l�argument de la contraction qui nous a garantit
l�existence et l�unicité de la solution (Xt; Yt) de (S).

Dans un second temps, nous avons démontré la di¤érentiabilité de la
solution d�uneG�équation di¤érentielle stochastique d�dimensionnelle par
rapport à la condition initiale. La clé de cette étude a été de prouver que
la dérivée de la mi�eme approximation de Picard Xm

t de Xt est la (m �
1)�eme approximation Y m�1

t d�une autre approximation du processus Yt, ce
qui nous a permis de montrer que Yt est la dérivée de la solution Xt: À la
�n, un résultat intermédiaire qui indique que la dérivée est inversible et son
inverse satisfait une certaine G�équation di¤érentielle stochastique a été
également prouvé.

Comme perspectives nous envisageons d�aborder les questions suivantes :

� Étudier les G�EDS des valeurs propres et de vecteurs propres de la
matrice dérivée Yt.

� Étudier la di¤érentiabilité de la solution d�une G�EDS dont la condi-
tion initiale dépend d�un paramètre.

� Étendre les résultats de cette thèse à l�étude des G�EDS de type
mean-�eld.
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