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Abstract

This thesis is focused on the study of the differentiability of the solution
of d—dimensional GG—stochastic differential equation with respect to the
initial condition.

First, we prove the existence and uniqueness of the solution of an system
of two d—dimensional GG—stochastic differential equations.

Second, we give the matricial G—stochastic differential equation of the
derivative.

Finally, an intermediate result which indicates that the derivative is
invertible and its inverse satisfies an matricial G—stochastic differential
equation is also proven.

This extends the Lin’s results, obtaine in 2013, in the one—dimensional
case.

Key-words :

G —Brownian motion, G—expectation, G—stochastic integrals, G—stochastic
differential equations,
random matrices.
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Résumé

Cette thése est axée sur I’étude de la différentiabilité de la solution d’une
(GG—équation différentielle stochastique d—dimensionnelle par rapport a la
condition initiale.

En premier lieu, nous démontrons 'existence et 'unicité de la solution
d’un systéme de deux G—équations différentielles stochastiques-

d—dimensionnelles.

En deuxiéme lieu, nous donnons I’équation différentielle stochastique
matricielle de la dérivée.

Finalement, un résultat intermédiaire qui indique que la dérivée est in-
versible et son inverse satisfait une certaine GG—équation différentielle sto-
chastique matricielle est également prouvé.

Ceci étend les résultats de Lin, obtenus en 2013, dans le cas unidimen-
sionnel.

Mots-clés :

G—mouvement Brownien, G—espérance, G—integrales Stochastiques ,
(G—équations différentielles stochastiques, matrices aléatoires.
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Notations générales

Dans cette partie, nous dressons une liste non exhaustive des principales
notations utilisées tout au long de cette thése. D’autres, plus spécifiques,
seront introduites dans le texte. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur aux passages correspondants dans le texte.

— Sg, (resp.S;(d)) : Ensemble des matrices (resp. définies positives) car-
rés, symétriques d’ordre d.

~- Q = CJ(RT) : Espace de toutes les fonctions (w), p+ continues a
valeurs dans R"™ nulles en 0, muni de la distance :

[o¢]
0 (wl,wQ) =y 2" [(max !w% — wf‘) A 11 .
i=1 t€(0,i]
— 'H : Espace linéaire de fonctions & valeurs réelles définies sur €2.
— L™ (R™) : Espace des fonctions bornées Borel-mesurables.
— Cunis (R™) : Espace des fonctions bornées et uniformément continues.
— Lip (R™) : Espace des fonctions Lipschitziennes sur R".
— Cy.Lip (R™) : Espace de fonctions continues, Lipschitziennes et bor-
nées.
— Cy.Lip(R™) : Espace linéaire de fonctions localement Lipschtiziennes ¢
satisfaisant :

lp(x) —p(y)| < O+ |z[™ + [y|™) |z —y|,Vz,y € R",C' > 0,m € N.
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Introduction

Au cours des années quarante, le mathématicien japonais It6 & éta-
bli la théorie des équations différentielles stochastiques (EDS en abrégé),
dans le but de construire les diffusions (i.e. processus continus et fortement
markoviens dont les générateurs sont des opérateurs différentiels du second
ordre). C’est d’ailleurs dans ce but qu’il avait introduit le calcul stochas-
tique [14, 35]. Depuis, la littérature sur les EDS ne cesse de s’accroitre. Ceci
est essentiellement dii aux nombreuses applications que les chercheurs ont
pu apporter dans divers domaines des sciences et de 'industrie, telles que
la biologie, I’économie, la finance, la chimie, la physique, etc.... (Pour plus
de détails, on peut se référer a [30,32,37,53]). Il nous est impossible de
citer toutes ces références. Parmi ces applications, signalons la différentia-
bilité des solutions de EDS qui a été étudiée en particulier par Buckdahn
et al. [8] en 2014 et en 2015 par Bands [3]. Cependant, cette théorie a été
construite dans un cadre linéaire, ol une telle supposition n’est pas faisable
dans beaucoup domaines d’application.

En effet, en 1952, lorsque le paradoxe d’Allais a été mis en évidence, les
économistes découvrent que la théorie de «l’utilité espérée» a base d’une
espérance mathématique linéaire est contestable. L’intérét pour une notion
d’espérance mathématique non-linéaire se développe alors considérablement
(voir [1,11 — 13,16, 17,20, 27]). Se pose alors une question : pouvons-nous
trouver une nouvelle notion qui peut étre une généralisation naturelle de
I’espérance linéaire 7 Notamment en préservant, autant que possible, ses
propriétés. Comme réponse a cette question, Peng propose dans [36] une
espérance non-linéaire dite g—espérance. En 2006, une nouvelle notion d’es-
pérance sous-linéaire appelée GG—espérance a été introduite par Peng [39] a
I’aide d’un point de vue d’analyse fonctionnelle. Il I’a défini comme étant
le suprémum des espérances linéaires classiques pris sur une famille de me-
sures de probabilités relativement compacte, en vertu de laquelle le proces-
sus canonique (By);>¢ est un G—mouvement Brownien, ou G (.) représente
la fonction génératrice d’une équation non-linéaire appelée G—equation de



la chaleur. De plus, parallelement aux concepts du cadre classique, Peng
[40] a établi les notions de distributions et d’indépendance dans ce nouveau
contexte. Les intégrales stochastiques du type d’Itd associées ainsi que les
équations différentielles stochastiques (G—EDS en abrégé) ont été égale-
ment introduites [27.28, 39, 48]. Une propriété essentielle du G—mouvement
Brownien est que son processus de variation quadratique ((B;)),-, est un
processus non déterministe en général et qu’il comporte des incréments in-
dépendants et stationnaires identiquement distribués. Dans ce contexte, de
nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours a la théorie
des G—EDS (voir [2,4,5,7,9,10, 18,19, 23, 33,34, 49]). Parmi les resultats
importants, nous citons les travaux de Gao [21] et Peng [44], relatifs a
I’existence et 'unicité des solutions des G—EDS sous les conditions de lip-
schitz. En outre, en 2013, Lin [26] a étudié la différentiabilité des solutions
des G—EDS par rapport a la condition initiale dans un cadre réel (unidi-
mensionnel). Pour un compte rendu récent sur le développement de cette
théorie, nous renvoyons le lecteur a [36 — 48|.

En s’inspirant des travaux cités ci—dessus, nous nous sommes intéressés
dans cette theése a I’étude de la différentiabilité de la solution d’'une G—EDS
par rapport a la condition initiale dans un cadre vectoriel (d—dimensionnel).
Nous démontrons, dans un premier temps, l'existence et 'unicité de la so-
lution d’un systéme de deux G—EDS (5), en utilisant le théoréme du point
fixe et les approximations de Picard. Dans un second temps, nous démon-
trons la différentiabilité de la solution de la premiere G—EDS de (S) par
rapport a la condition initiale ainsi que I'inversibilité de sa dérivée en don-
nant la G—EDS satisfaite par celle ci. Plus précisément, nous considérons

la G—EDS suivante :

d d
dX, = Ao (X)) dt+ 3 Ay (X)) dBE + 3 A (X)) d (B, BY),
k=1 ij=1

XOZI‘GRd,

ou Ay, A j k€ 0,d eti,j € 1,dsont des champs de vecteurs sur R, (Bt) >0
est un G—mouvement Brownien d—dimensionnel et ((B?, B7),),., son pro-
cessus de covariation quadratique. Notre approche, qui differe de celle de
Lin [26], consiste a introduire des normes équivalentes dépendent d'un para-
meétre positif A, qui sera choisi suffisamment grand pour assurer I’existence
et I'unicité de la solution du systéme (S), en appliquant le principe de
contraction de banach. La clé de notre travail est de prouver que la dérivée
de la m*®™¢ approximation de Picard de X; est la (m—1) approximation

ieme
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

d’une autre approximation du processus Y;, qui sera la dérivée de la solution
X;.

Structure de la thése

La these s’articule autour de trois chapitres organisés de la maniére
suivante :

Il nous a semblé utile d’entamer cette thése par un chapitre consacré
aux rappels sur la théorie de la G—espérance, qui est plutot un glossaire qui
regroupe quelques notions de base introductives et nécessaires a la bonne
compréhension de ’ensemble de ce travail. Ces rappels sont en grande partie
basés sur les références [36 — 48] .

Le deuxiéme chapitre, est un exposé succinct du résultat obtenu par Lin
[26] relatif & la différentiabilité des solutions des G—équations différentielles
stochastiques unidimensionnelles. Ce rappel, nous a motivé pour envisager
cette étude.

Le troisiéme et dernier chapitre, qui contient ’essentiel de ce travail,
est constitué de deux parties : la premiére partie, consiste a introduire
des normes équivalentes qui dépendent d’un parameétre A, qui sera choisi
suffisamment grand pour assurer 'existence et 1'unicité de la solution de
(S), en appliquant le principe de contraction de Banach. Quant a la la
deuxiéme partie, nous nous intéressons a ’étude de la différentiabilité de la
solution d’une G—équation différentielle stochastique d—dimensionnelle par
rapport a la condition initiale. Un résultat intermédiaire qui indique que
la dérivée est inversible et son inverse satisfait une certaine G—équation
différentielle stochastique sera également prouvé.

A la fin de la thése, nous donnons une conclusion générale et quelques
perspectives envisagées.

Publications internationales

Cette contribution a été couronnée par une publication scientifique dans
une revue internationale :

- Bougherra R., Boutabia H. & Belksier M., Differentiability of Stochastic
Differential Equation Driven by d—dimensional G—Brownian Mo-
tion with Respect to the Initial Data, Bull. Iran. Math. Soc. (2020).
https ://doi.org/10.1007/s41980-020-00490-7.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et les résultats de base
de la théorie de la G—espérance, nécéssaires pour notre étude. Pour plus
de détails, le lecteur est invité & se référer a [33 — 45, 52].

1.1 Espérance sous-linéaire

L’espérance sous-linéaire, appelée également espérance supérieure, est
une notion utilisée dans les situations ot les modeéles probabilistes décrivent
des phénomenes présentant des incertitudes (voir [44]). Dans ce paragraphe,
nous introduisons la notion de base de ’espérance sous-linéaire ainsi que les
espaces d’espérance sous-linéaire correspondants. Nous donnons également
les notions de distributions, d’indépendance ainsi que celle de la distributon
G—normale.

1.1.1 Espérance sous-linéaire

Soit €2 un ensemble donné et soit H un espace linéaire de fonctions a
valeurs réelles définies sur €2, tel que ¢ € H pour chaque constante c et
| X| € Hsi X € H.H est considéré comme 'espace des variables aléatoires.

Définition 1.1 Une espérance sous-linéaire sur ‘H est une fonction E :
H — R satisfaisant les propriétés suivantes : Pour tout X,Y € H, nous
avons :

(1) Monotonicité : B[X] > E[Y] si X > Y.
(2) Préservation des constantes : E[c] = ¢,V ¢ € R.
(3) Sous-additivité : B[X] — B[Y] <E[X — Y].

1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

(4) Homogénéité positive : E[NX] = AE[X],VA > 0.

Le triplet (€2, H, E) est appelé espace d’espérance sous-linéaire. Si seule-
ment (1) et (2) sont satisfaites, E est appelée espérance non-linéaire. De
plus, si 'inégalité (3) est une égalité alors F n’est autre que l’espérance
linéaire classique.

Remarque 1.1 En fait, (3) et (4) impliquent la propriété de convexité
sutvante :

ElaX+(1—a)Y]<aEB[X]+ (1—a)E[Y], pour tout « € [0,1].
Notons que la propriété (4) est équivalente a la propriété suivante :
EAX] = A E[X] + A E[-X], pour tout X € R,
ot AT = max ()\,0) et A\~ = max (—\,0).

Dans ce qui suit, nous considérons le type d’espace d’espérance sous-
linéaire (2, H, E) satisfaisant la propriété suivante : si Xi, ..., X,, € H alors
¢ (X1, ..., X,) € H, pour tout ¢ € Cj.p;,(R™),n € NT.

Dans ce contexte, X = (X1, ..., X,,) € H" est appelé un vecteur aléatoire
a n—dimension.

Remarque 1.2 [ est clair que si X € H alors | X|,X™ € H. Plus gé-
néralement, ¢ (X)) (Y) € H, pour tout X,Y € H et pour tout ¢, €
Ci-Lip(R™). En particulier, si X € H alors E[|X"|] < oo pour chaque n € N.

Ici, nous utilisons Cj.r;,(R™) seulement pour la commodité des tech-
niques. En fait, ’exigence essentielle est que H contient toutes les constantes
et satisfait | X'| € H pour tout X € H. En général, Cj.1;,(R™) peut étre rem-
placé par I'un des espaces de fonctions définies sur R" suivants : L> (R"),

1.1.2 Distributions et indépendance

Parallelement aux concepts du cadre classique, Peng [45,46] a établi
les notions de distributions et d’indépendance pour les variables aléatoires
dans ce nouveau contexte. Néanmoins, ces notions sont moins probabilistes
mais plutot fonctionnelles, et s’expriment & ’aide des familles de fonctions
tests de l'espace Cj ;, (R™),n € NT.
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Définition 1.2 Soit X = (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire, ou X; € H,
i = 1,..,n. La distribution de X est donnée par la fonctionnelle Fx |.]
suivante : Fx [¢] := E[p (X)], pour tout p € C) 1;p (R™) .

Le triplet (R", Cy 1;p (R") , Fx ) forme un espace d’espérance sous-linéaire.

Remarque 1.3 Fx [p] caractérise lincertitude de la distribution de X, au
sens que si Fx n’est pas une espérance linéaire, alors X a une distribution
mcertaine représentée par les quatre paramétres typiques suivants :

p=E[X], p=-E[-X], > =E[X?] eto’=-E[-X?].
Les intervalles [fi, p] et [02,0°% caractérisent la moyenne incertaine et
la variance incertaine de X respectivement.

Proposition 1.1 Soient X,Y € H telles que E[Y] = —E[-Y] (i.e. Y n'a
pas une moyenne incertaine). Alors, nous avons

EX+aY]=E[X]+aE[Y].
En particulier, si B[Y] = —E[-Y] =0, alors E[X 4+ oY] = E[X].
Preuve. Nous avons, pour tout a € R,
ElaY]=a E[Y]+a E[-Y]=a'E[Y] - a E[Y]=aE[Y].

Ainsi,

E[X + aY] < E[X]+E[aY] = E [X]+0E [Y] = E[X]-E [-aY] < B[X + aY].
|

Proposition 1.2 (Voir [22]). Soient ¢ € Cy 1 (R™") et (X,Y) € H™ X
H™ un couple de vecteurs aléatoires définis sur un espace d’espérance sous-
linéaire (Q, H,E). Alors nous avons :

1. Pour tout x € R™, application ¢ (x,.) € Cp L (R™).

2. L’application B¢ (.,Y)] € Cpup (R™) .
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Preuve.

1. En effet, pour chaque (z,y), (u,z) € R™ x R", nous avons

@) —e @)l < Cllyy) = 2| (1+]@y)l +Iw)").
C > 0,keN,

et ainsi, par une simple application de I'inégalité (a+b)? < 2P(a?+bP)
pour a,b > 0, nous obtenons

@y —p @2l < Cly—2 (1+]@yl+]@2)")

)% 1 (jaf* + |z|2>’5)

IN
Q
<
|
&
RS
—
_.I_
B
_.I_
=

IA
Q
<
I
&
VRS
—_
+
[\
TN
8
BES
_|_
=
Ed
——
+
[\]
IS
TN
=8
ol
+
x
Ed
N——
N———

< Cly =2 (14 (ol + |21"))

ou C" = C'max (25, 1+ 25+ \:U]k) . Par conséquent, ¢ (z,.) € Cppp (R?) .

2. De méme, nous avons
@) = @Y < Clo—ul (1425 (ol + V) + 28 (Jul* + 1Y),
ce qui implique que

B ¢ (2,Y)] = Elp (u, Y)]|

IN

Elp(z,Y) —¢(u,Y)]
Cla — 4l (1 + 25 <|$|k +E (m’f))
+25 u)* + B (m’“))

C" |x — ul (1 + ]a:|k + |u|k> ,

IN

IN

ot " = C' max (2§7 1+25H1E <|Y|k>), ce qui signifie que E ¢ (., Y)]
S Cl,lip (Rm) .

[ ]

Définition 1.3 Dans un espace d’espérance sous-linéaire (2, H,E), un vec-

teur aléatoire Y € H™ est dit indépendant d’un autre vecteur aléatoire
X € H™ si pour toute fonction test ¢ € C 1;, (R™™) | nous avons

E [90 (Xv Y)] =K []E‘ [90 (:E’Y)]SCZX] :
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Définition 1.4 Soient X; et Xy deuzr vecteurs aléatoires o n— dimension
définis respectivement sur deuz espaces d’espérance sous-linéaire (21, Hy,Eq)
et (Qa, Ha, By). Nous disons que X7 et Xy sont identiquement distribués et

nous noterons X; 4 Xs, st
Ei [p (X1)] = Ez [p (X2)] Vo € Cprip (R").

Si X est indépendant de X et X < x , alors nous disons que X est une
copie de X.

Remarque 1.4 Dans un espace d’espérance sous-linéaire, la relation d’in-
dépendance n’est pas symétrique i.e. la condition "Y est indépendant de
X " ne signifie pas automatiquement que "X est indépendant de Y " (voir
[39,41]).

1.1.3 Distribution G—normale

Apres la définition de base ci-dessus nous introduisons maintenant la
notion fondamentale de la distribution G—normale.

Définition 1.5 Soit X = (X1, ..., X4) un vecteur aléatoire & d—dimension
défini sur (Q,H,E). La fonction G : Sq — R définie par :

G (A) = %E [(AX, X)] |

ot (.,.) est le produit scalaire Euclidien de R?, s’appelle la fonction
génératrice de X.

D’apres Peng [44, 45], il existe un sous ensemble borné, convexe et fermé
I de R™?, telle que

G(A) = %Slelg {tr [WWTA} } , pour tout A € S,.
2!

Définition 1.6 Nous disons que X = (Xi,..., Xy) est G—normalement
distribué si et seulement si, pour tout ¢ € Cj rip (Rd) , la fonction

u(t,z) =B [¢ (x n \/z)()} (t,z) € [0, 00) x RY,

5
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est l'unique solution de viscosité de l’équation parabolique aux dérivées par-
tielles, appelée G—équation de la chaleur, suivante :

O (t,r) = G (Du(t,x)), (t,z) € [0,00) x RY,
{ u<0= ): (l’ ) (1'1)

wlxj

d
ot Du (t,x) est la matrice hessienne de u (t,x) ,i.e Du (t,z) = (82 u (t, 9:)) :
o1

,)=

La loi G—normale est alors notée par X ~ N(0,%),ou ¥ := {’y’yT 1y € F} :
En fait, cet ensemble ¥ caractérise le fait que la variance de X est incer-
taine, et nous savons que si 'espérance B[] est linéaire, cet ensemble n’est
composé que d’une seule matrice qui est la matrice de variance-covariance
d’un vecteur aléatoire classique de loi normale.

Remarque 1.5 Le cas réel (d = 1) correspond o ¥ = [0%,52] et G = Gz,
étant la fonction sous-linéaire paramétrée par o et o :

1
G(a) = 3 (c’a® —c’a”) ,a R,
ouo? =E[X?] eto? = —E[-X?]. Dans ce cas, on écrit X ~ N (0, [c?,5%]).

Corollaire 1.1 Dans le cas ot o? = 3> > 0,N(0,[0?,5?]) est juste la
distribution normale classique N'(0,52).

En effet, la fonction génératrice correspondante est dans ce cas G (o) =
o2 . . . .
% et I'équation parabolique aux dérivées partielles

{ O (t,r) = G (Du(t,x)), (t,z) € [0,00) x RY,
u(0,2) = (z),

devient 1’équation de la chaleur classique :

{ Owu (t, ) = %28£Iu (t,x),

u |t:0 =,

qui admet comme unique solution la fonction

(z —y)°
ult:z) m/ (‘ﬁ) .
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Ainsi, pour chaque ¢,

Ep (X)] = u(L,0) / y) exp (-%j) dy.

Dans les deux situations suivantes, le calcul de E [ (X)] est facile.
— Pour tout ¢ convexe, nous avons

—+o00

s [eten (-Ls) v

—00

u(t,z) =

En effet, pour tout ¢t > 0 fixé, remarquons que la fonction w (¢,z) =
E [cp (m +VtX )} est convexe, puisque

u(t,ar+(1—a)y) = E[gp (&x—l—(l—a)y%—\/%Xﬂ
oF; [gp (x+\/EX)] +(1-a)E [go (y+\/¥X)}

<
= O[U(t7[L') + (1 —Q)U(t7y)
Il en résulte que (0%, u)” = 0 et par conséquent, la G—équation de la
chaleur (1.1) devient :
{ (9tu = —agm u,
Uli—o = .

— Pour tout ¢ concave, nous avons

u(t,x) =

2
\/271’0’2 y) exp ( ?) .

en particulier,

et
E[X*] =65, - E[-X"] = 60"

Jusque-la, I'espérance sous-linéaire introduite est encore statique. Dans la
suite, nous introduisons une formulation d’une espérance non-linéaire dy-
namique et cohérente.
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1.2 G—mouvement Brownien et G—espérance

En 2007, Peng a construit le G—mouvement Brownien sur 1’espace de
fonctions continues sous une espérance sous-linéaire appelée G—espérance.
L’objetif de cette partie est de rappeler les définitions du G—mouvement
Brownien (unidimensionnel et d—dimensionnel) et de la sous-espérance cor-
respondante (G'—espérance).

1.2.1 G —mouvement Brownien

Définition 1.7 Soit (Q,H,E) un espace d’espérance non-linéaire. (Xy)i>o
est appelé processus stochastique a d— dimension si pour tout t > 0, X, est
un vecteur aléatoire ¢ valeurs dans H®.

Définition 1.8 Dans un espace d’espérance sous-linéaire (2, H,E) , un pro-
cessus (By),~, de dimension d est appelé G—mouvement Brownien d— dimens-
ionnel (réel dans le cas ot d = 1) si les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) By =0,
(it) Pour tout t, s > 0, Uaccroissement By s— By est N (0,tX) — distribué
et est indépendant de (By,, ..., By, ), pour tout m € N et pour toute suite
oty tm €0,

Remarque 1.6 La lettre G indique que le processus B est caractérisé par
sa fonction génératrice "G" définie auparavant.

Notons que G : S; — R est une fonction monotone et sous-linéaire au
sens que pour tout A, A € Sy, nous avons :

G(A+4) <G(A)+G(A),
G (M) = \G (A),VA >0,
G(A)>G(A), si A> A

Notation 1.1 Dans toute la suite, on pose pour tout a = (aq, ..., ad)T € R,

B! :={(a,B,) et B} := By,

“ieme ‘ieme

ot e; est le vecteur de la base caninique de R?. Ainsi, B! est la i
composante de B;.

Selon la définition ci-dessus, nous avons la proposition suivante qui est
importante dans les développements ultérieurs.

8
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Proposition 1.3 Soit (B,),, un G—mouvement Brownien & d—dimension
défini sur un espace d’espérance sous-linéaire (2, H,E). Alors, (Bf'),, est
un G,—mouvement Brownien réel de fonction génératrice

1

Gu() = 3 (Fra® — s2a).
072, =E [( ) ] ol r=—E [— (a Bl>2} . En particulier, pour tout
t? s> 07 Bngs ~ ( |: 0 a5 aaT]) '

Il résulte de cette proposition que toutes les composantes (Bl)t>0 de
(Bt),> sont également des G—mouvements Browniens. La fonction géné-
ratrice de (Bj),», est dans ce cas définie par :

1
Gi(a) = 3 (ciat —ola),
ouc:=FE [(Bi)z] et o2 = —E [— (B{)z} pour tout i € 1,d.

Notons que dans ce cas, nous avons :
— Pour toute fonction convexe ¢,

2
i z Yy
E[SD( t+s_B \/W/ eXp( TT?) dy

— Pour toute fonction concave ¢ et g% > 0,

oo
Bl (B~ B)] = s [ oo (525 )
En particulier, d’apreés Peng [27,39,41], nous avons :
E [(B;’ . Bgﬂ —52(t—s),E [(B;’ - B;‘)‘*] =35 . (t—5)°
et

E [— (B - B;’)Z] — o2 (t—s) et [— (B - B;)“] — 30t (t— ).
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1.2.2 Existence du G—mouvement Brownien sous la
(G—espérance

Dans ce qui suit, nous notons par Q = CJ (R,) 'espace de toutes les
fonctions w : R, — R”™ continues nulles en 0, muni de la distance :

) = 32 Kmax ) _wg\) A 1} .

t€(0,3]

Pour tout 7" > 0 fixé, nous notons Qr = {w.,r : w € Q} et nous consi-
dérons le processus canonique B; (w) = wy,t € [0, +00) si w € 2.
Soit ’espace des variables aléatoires suivant :

Lip (Qr) = {¢ (Byar, -+, Bigar) 1 t1,- -+ ,tn € [0,00), ¢ € CpLip(R™)} .

Il est clair que Lip (€;) C Lip (Q7), pour tout ¢t < T. Nous posons aussi
Lip () := OleLip ().

Remarque 1.7 I est clair que Cyr;, (R™), Lip (Qr) et Lip (2) sont des
espaces vectoriels. En outre, notons que ¢, € Cj r;, (R™) implique que le
produit .1 € C ;p (R™). Ainsi si X,Y € Lip (Qr) alors X.Y € Lip (Qr).
En particulier, pour tout t € [0,00), By € Lip (2).

Peng [39] a construit une espérance sous-linéaire sur (2, Lip (£2)) de
telle sorte que le processus canonique (B),-, soit un G—mouvement Brow-
nien de la maniére suivante : soit (§;);-, une suite de vecteurs aléatoires a

d—dimension sur un espace d’espérance sous-linéaire <Q, H, E> telle que &,

est G—normalement distribuée et £, est indépendante de (¢4, ..., §;) pour
tout 1 =1,2,.... R

Ensuite, il a introduit une espérance sous-linéaire E définie sur Lip (2) ,

via la procédure suivante : Pour tout X € Lip (§2) s’écrivant sous la forme
X = (2 (Bt1 — Bt07 ceey Btn — Btn—l) s

pour ¢ € Cy1ip(R") et pour 0 <ty < t; < ... < £, < 00, NOUS POSONS :
E[X]=E [gp <\/t1 oy, ey S — tn,lgn)] :

10
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Définition 1.9 L’espérance sous-linéaire E : L;, (2) — R introduite par
la procédure précédante est appelée G—espérance. Le processus canonique
associé B est dit G—mouvement Brownien sous la G—espérance.

Comme Lip (Q7) C Lip (), alors E est également une espérance sous-
linéaire sur Lip ($2r) .

1.2.3 Représentation de la G—espérance

Dans la suite, nous aurons besoin des espaces de Banach L7, () (resp.
L% (Qr)), 1 < p < oo, définis comme suit :

()« ={X e Lip@):B(XP) < oo},
(resp. L (Qr) + = {X € Lip () : B(XP) < o0},
munis de la norme .
1x1, = (Baxp)”.
Notons pour tout 1 < p < ¢ < 00, nous avons
L% (Q) C L2 (Q) et LL (Qr) C L% (Q) .

Selon Denis et al [15], nous avons le théoréme de représentation de l'es-
pérance sous-linéaire sur L (), qui stipule que celle-ci peut s’exprimer
comme étant le supremum des epérances linéaires classiques

Théoréme 1.1 Soit B une espérance sous-linéaire définie sur un espace
linéaire H. Alors il existe une famille de mesures de probabilités P relati-
vement compacte définie sur (2, B (Q)) , telle que pour tout X € L{, (),

E[X] =IS;£EP X],

ot B () désigne la tribu borélienne sur Q.

Remarque 1.8 Si P est un singleton alors E nest autre que [’epérance
linéaire classique.

Naturellement, nous pouvons définir une capacité de Choquet sur H

o c(A)=supP(A), AeB(Q).

pPeP

Par rapport a cette capacité ¢ (A), une notion de "quasi-sure" a été
introduite [22, 39, 41].

11
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Définition 1.10 Nous disons qu’'un ensemble A € B () est polaire si et
seulement si ¢ (A) = 0, et qu’une propriété a lieu quasi-sirement (q.s. en
abrégé) si elle a lieu en dehors d’un ensemble polaire.

Remarque 1.9 Une propriété est vraie q.s. si elle est vraie presque sire-
ment pour chaque P € P.

Grace a la représentation de l’espérance sous-linéaire et & la notion
« quasi-stire» introduite, la théorie des processus stochastiques en temps
continu dans le cadre de I’espérance sous-linéaire s’est développée, en parti-
culier la formule d’It6, certaines inégalités stochastiques ainsi que les équa-
tions différentielles stochastiques gouvernées par un G—mouvement brow-
nien (G—EDS) qui peuvent étre établies dans le sens « quasi-stire » (voir
[27,28]).

1.3 (G—intégrales stochastiques

Dans [46], Peng a également introduit les intégrales stochastiques de
type d’Ito, par rapport au G—mouvement Brownien (B )t>0, comme dans
le cas classique (pour plus de détails, voir [41,44]).

1.3.1 G—intégrale de Bochner

Dans toute la suite, T € R sera fixé. Soit 7 = {tg,t1,...,tx} une
subdivision de [0, 7] et soit p € [1, oo[ fixé. Nous considérons les processus
simples & valeurs dans R™*"™, m,n € N*, de la forme :

ng I[tkytk+1 (t),
ol
& € LE(Q,),k=0,1,2,.... N — 1.

L’ensemble de ces processus est noté par M5"™" ([0, T7]) .

Définition 1.11 Pour tout n € M5 ([0,T]), avec

N-1

un (w) = ng (w) ‘[[tK+1_tK) (t) )

k=0

12
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l'intégrale de Bochner associée est définie par :

Définition 1.12 Pour tout p > 1, nous notons par MZ’”X” ([0,77) ladheé-
rence de ME™ " ([0, T]) sous la norme :

P

T
ol =B | [ in
0

—Pmxn

Notons que M, ([0,7]) est un espace de Banach. Dans toute la
suite, nous posons

—Pmxm

MG" ([0,7)) =M™ " (0,T)).

1.3.2 (G—intégrale d’It6

Nous donnons maintenant la définition de I'intégrale d’It6 par rapport
au G—mouvement Brownien (B}).

Définition 1.13 Pour tout n € M?*' ([0,T]) de la forme :

N-1

(@) = D& (@) Dot (1),

k=0

la G—intégrale d’Ito est définie par :
T
I(n) = /mdBZ = > & (BZ,c+1 - B§k> , pour tout t > 0.
0

Lemme 1.1 Pour tout n € MZ" ([0,T]), nous avons

T

E /ntdB§ =0 (1.2)
0

13
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T 2

T
E /md3§ <77 /E 77t (1.3)
0

0

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 1.2 L’applicaton linéaire I : Mg (0,T) — L% (Qr) est continue
et peut donc se prolonger par continuité a MZG (0,7).

Définition 1.14 Nous définissons, pour o € Mél (0,T) fizé, lintégrale

stochastique :
T
0

Il est clair que (1.2) et (1.3) restent vraies pour n € Mél (0,7).

Nous présentons quelques propriétés principales de I'intégrale d’It6 par
rapport au G—mouvement Brownien (B!), qui découlent directement de la
définition de l'intégrale stochastique.

Proposition 1.4 Soient 1,0 € Mél (0, T) et 0 < s <r <t<T. Alors,
nous avons :

r t
(i) f n,dB: = [n,dBi + [1,dBi,

(i)
LlG (Qs

t t
(an, +6,)dB. = afn,dB. + [0,dB:, si o est bornée et dans

. m%w

1.3.3 (G—processus de variation quadratique

Le processus de variation quadratique du G—mouvement Brownien est
un processus trés intéressant. Nous avons vu que le G—mouvement Brow-
nien est un processus de variance incertaine mais de moyenne certaine.
Cette incertitude est concentrée dans sa variation quadratique (B").

Soit { N N > 1} une suite de subdivision de [0, t] dont le pas (7rt ) =

max ‘tk Lty ‘ tend vert 0 lorsque N tend vers 'infni. Nous considé-
0<k<N-1

14
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rons :

L (CHECYY

) ) ) ) o\ 2
- 2BlN ( ZN - ZN) + ( ZN - lN) .
t, b1 b Y by

Comme le premier terme du membre droit de cette égalité tend vers
t
2[BidB: dans L% (). Le second terme doit converger vers une limite.
0

Nous noterons cette limite par (B’), , i.e.

. N N2 . Y
(B"), = lim ( Y —B;N) _(B;)2—2/B;dB; (1.4)
17
0

Par la construction ci-dessus ((B'),),., est un processus croissant avec

>0
(B"), = 0. Nous 'appellerons le processus de variation quadratique
du G—mouvement Brownien (Bj),,. Il est important de rappeler que (B),
n’est pas un processus déterministe, sauf dans le cas ou o7 = g2, i.e. quand
(B}),50 est un mouvement Brownien classique.

Nous donnons maintenant la défintion de I'intégrale d’un processus 7 €

Mél (0,T) par rapport & (B), .

15
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On définit d’abord Papplication Qo (1) : Mg" (0,T) — L& (Qr)
T

N-1
QO,T (7]) = /md <Bi>t = ka <<Bi>tk+1 B <Bi>tk> :
0 k=0
Corollaire 1.2 (Voir [22] ) Pour tout 0 < s <t < T, nous avons

ol < ((B),.,—(B"),) <72t
ou 7t =B ((B))?) eto? =B (- (B))?).

Proposition 1.5 Pour tout n € Mé’l (0,T) fixé, nous avons
2

T T T
OB /n?dt < /mde <R /n?dt (1.5)
0 0 0

Preuve. Tout d’abord, nous avons
2

T [ sinoa 2
E /ntde = E ntdBZ + ngl (BZN - BZ‘N—I)
0
0 L
[ [tna 2
= 7 2 7 ) 2
= E ur dBt + NN-1 <BtN o BtN—l)
L 0
tN-1
+2 ur dBZ NN-1 (BZN - BZN71>

R N—1 ‘ 9
- B|Y ¢ (Bl - Bi)
L i=0
A~ _N_l .
= B2 (B, - (B
L =0
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D’apres le corollaire 1.2, nous avons

o (tis — 1) < <<Bi>ti+1 - <Bi>z-

3

) <77 (i1 — 1)
et en multipliant membre 4 membre par (n?), nous obtenons
o2 (s — 1) < n? ((BY),, — (BY), ) <7202t — 1),
d’ou en sommant par rapport a ¢ et en appliquant IE, nous trouvons
P R ~ [N, , A
B ;}Qﬂ?i (tiv1 — tz)} < E L;Om <<B >ti+1 —(B >t1>}
. [N-1
< E {Z aon} (tipr — tz)} :
i=0

De plus, I'inégalité ci-dessus peut étre reformulée de la maniére suivante :

2

T T T
o2 /nfdt <B /ntdBf < 7R /ngdt |
0 0 0

ce qui implique que 'inégalité 1.5 est bien vérifiée. m

Lemme 1.3 Pour tout n € Mé}l 0,7,
B(Qur ()] < B | [ Inat (16)

Ainsi, Qor () : M5 (0,T) — L& (Qr) est une application linéaire

. 2 . LR _171
continue. Par conséquent, (o1 se prolonge par continuité a M (0,7).
Nous noterons encore cette application par Qor (1), i.e.

T
Qo.r (1) = / nd (BY), . ¥n € 75 (0.7) .
0

Notons que 'inégalité (1.6) reste valable pour 1 € Mél (0,7).
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Définition 1.15 ( Processus de co-variation quadratique du G—mouvement
Brownien ). Pour tout i,j € 1,d, le processus de co-variation quadratique
de B et B est défini par :

(BB = L [(B+B)— (B BY)].

Notons que les processus (B 4 B),. et (B" — B7),. ; sont des G—mouvements
Browniens (voir [44]).

Remarque 1.10 Puisque (B"7) = (Bi™") = (—B"7), alors (B*, B’), =
(BI, BY,. En particulier, nous avons (B', B') = (B").

1.3.4 (G—inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Compte tenu de la double formulation de la G—espérance ainsi que des
propriétés du processus de variation quadratique (B*), Gao [21] a obtenu les
inégalités de Burkholder—Davis—Gundy suivantes (BDG, en abrégé). Dans
t t

ce qui suit, nous supposons que les intégrales [n,dB. et [n,d (B',B7) ,n¢€
0 0

Mﬁf (0,T) sont continues en t.

Lemme 1.4 Soientp > 2 etn € Mgl (0, T). Alors, pour tout 0 < s <t <
T, nous avons
u p t
E sup /nydBf, < K |75—S|%_1E /|77u|pdV ’

s<u<t
s

ou Ky est une constante positive indépendante de n. En particulier,

i p t

I/Ej sSup /nudB:; < Clﬁ /|/’7V‘p dv )
0

0<u<t
0
N pP_
ou Cl = K1T2 1.

Lemme 1.5 Soient p > 1,i,j € 1,d etn € Mgl (0,T). Alors, pour tout
0<s<t<T,

u p

~

t
E sup /nyd<BlaBj>V S K2 ’t_8|p_1E /|77V|pdy )
s<u<t

ol Ky est une constante positive indépendante de n. En particulier,

18



1.3. G—INTEGRALES STOCHASTIQUES

u p

~

t
E | sup /nyd<Bi,Bj>V < O,E /|77V|pdy,
0

0<u<t

ou CQ = K2Tp—1_

1.3.5 (G —formule d’Ito

A la fin de cette section, nous donnons la G—formule d’It6 dans un
cadre vectoriel (voir [22,44,54]). Dans la suite, nous adoptons souvent la
convention de notation d’Einstein.

Définition 1.16 On appelle G—processus d’It6 unidimensionnel, tout pro-
cessus de la forme :
t t t

X, = X, + /asng + /53013 + /ysd(Bi,Bj)S,t €[0,7T],
0

0 0

ou X € LE(Qr),a € Mél (0,T) et B,v € Mél 0,7).
On donne maintenant la G—formule d’It6 dans un cadre général.

Théoréme 1.2 Soit X; = (X}, ..., X") un G—vecteur processus d’Ito au
sens que

t t
X/ = X{+ /agdeg + /BstJr/y?ijd(Bi, B, tel0,T],v=1,2,..n,
0 0

t

0

ot Y'Y, BY € Mél([O,T]) et ol € Mél([O,T]), v=1,n,4,j € 1,d sont des
processus bornés. Soit p € C* (Rd) de telle sorte que {@%Mﬂap};u:l sont

uniformément Lipschtiziennes. Alors, pour tout t > 0, nous avons dans
L () -

t t

o(X) = p(Xo)+ / Do (X.) aidBI + / Do (X,) BVds
0 0
t

[ (o (R 4 S0 () | s ).
0
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 1.11 La G—formule d’Ité peut étre s’écrit en notation diffé-
rentielle suivante :

1
dp (X)) = O (Xy) dX) + §0£Wg0 (X,)dX/'dX?.

Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du théoréeme 1.2,
qui nous sera trés utile dans tous les développements ultérieurs.

Corollaire 1.3 Soient (X3), (Y;) des G—processus d’It6 a valeurs dans R™™
et R™** respectivement, dont les entrées sont des processus d’Ité unidi-
mensionnels. Alors, nous avons la G—formule d’intégration par parties, a
SQVOIT :

Notons que le produit des matrices n’est pas commutatif.
Preuve. Lorsque n = m = k = 1, la G—formule d’intégration par par-
ties découle de la G—formule d’It6 appliquée au processus bidimensionnel
(X, Y) avec ¢ (2,y) =2y -

Il résulte que, pour tout ¢ € 1,n et pour tout 7 € 1, k,

d (Xt'y;f)ij = d <Z (Xt)il (Y;f)zj)

=1

- Z Xi)y d(Ye),; +d (Xe)y (V) +d(Xp);, d(Ye)y,

=

Ji’

d’ou
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Chapitre 2

Dérivabilité de la solution
d’une G—EDS
unidimensionnelle

L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les principaux résultats
de Lin [26] relatifs a la différentiabilité des solutions des G—EDS par rap-
port & la condition initiale dans un cadre réel (unidimensionnel). Pour cela,
nous considérons la G—EDS suivante :

t t t
X = x—i—/b(s,Xf)ds—l—/é(s,Xf)st+/h(s,X§”)d<B>s,tE[O,T],

0 0 0
r € R (2.1)

oub(.,.),0(,.),h(,.):[0
nien unidimensionnel et (
tiques.

Pour simplifier, nous considérons le cas ot ¢ = 0 et & = 1 et supposons
que I'hypotheése suivante est satisfaite :

(H) Il existe une constante positive L telle que, pour tout z, 2’ € R et
pour tout ¢ € [0,7T],

|b(t,x) —b(s,2")|+16(s,2) =0 (s,2")| + |h (s,2) — h(s,2")| < L|x —2'|.

,T]xR — R, (B),syest un G—mouvement Brow-
(B),),, est le processus des variations quadra-

2.0.6 Dérivée premiére de la solution d’une G—EDS

Lemme 2.1 Sous l'hypothése (H), la G—EDS (2.1) admet une solution
unique X € Mél [(0,7)].
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CHAPITRE 2. DERIVABILITE DE LA SOLUTION D’UNE G—EDS
UNIDIMENSIONNELLE

Le lemme suivant exprime les inégalités de BDG, pour les deux derniéres
inégalités, en dimension 1, en tenant compte du fait que ¢ = 1. La premiére
inégalité étant une conséquence directe de 1'inégalité de Holder.

Lemme 2.2 Pour tout p > 2, il existe une constante positive D, telle que,
pour tout n € M@l [(0,7)],

t 7

B | sup | [ns| | < 7770 [Blnfas
t€[0,T] 2

T
0
t P T
0

& | sup / nd(B) | < T [Bln.)ds,

t€[0,T]
0 i
t P T
E | sup /nSst < DpTg_l/]EH773|p] ds,
te[0,7 ; 0

ot D, est une constante positive qui ne dépend que de p.

Nous donnons d’abord une définition de la continuité et de la différen-
tiabilité comme suit :

Définition 2.1 Un processus (Y3),co 7 €st dit continu dans L% (Q) si
fim [IY: = Yiun ] =0,

Définition 2.2 Soient g (x) = g(x1,...,x,) et f(x) = f(z1,...,x,) des
fonctions aléatoires. Nous disons que f(xy,...,x,) est la dérivée partielle
de g (x1, ..., Ty) par rapport & z;, ,1 <i < n,si

i |12 (@1, o0 Timt, i+ By Tigr, o T0) — G (U1, T0) F a1, )
h—0 h
Nous écrivons ag(xé’—w = Go, (21,00 20) = [ (21,000, T0) -

Maintenant, nous donnons les propositions suivantes qui seront utiles
dans la suite de ce chapitre.
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Proposition 2.1 Sous l’hypothése (H) , nous avons [’estimation suivante
pour la solution X de la G—EDS (2.1) : pour tout r € [0,T] et pour tout
p > 0, nous avons

E

te(0,r]

—
ol la constante D ne dépend que de p,x,r et L.

Preuve. La preuve se fait en trois étapes.
Etape 1 : Pour tout p > 2, nous avons d’aprés la G—EDS (2.1) et I'inéga-

lité suivante :

la+b+c+dP <47 (|al” + |b]P + [cff + |d]P),

t p t D
IXFP < 4771 | |2fP + /b(s,Xg)ds + /5(3,X§)dBS
0

0
t p

+ /h (s, X7)d(B),

0

De la sous-additivité de la G—espérance, il s’ensuit que

t p
E | sup ]Xf]p] < 47 2P +E | sup /b(s,Xf)ds
te[0,r] te(0,r]
0
_ . »
+E | sup /6 (s, XY)dBs
te[0,r]
A 0
t p
+E | sup /h(s,Xf) d(B),
te[0,r] 0

Ainsi, d’aprés ’hypothese (H) et le lemme 2.2, en posant

M= max<sup b(s,0)], sup |5 (s,0)], sup \h(s,o>r> ,

s€[0,r] s€[0,r] s€[0,7]
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UNIDIMENSIONNELLE

nous trouvons
t p

E | sup /b(s,Xf)ds < " 'E

t€[0,r]

[b (s, XJ)I" ds

/
< (2r>”1]

(BLlb (s, 0)1") + LE | X2["]) ds

r

0
< (27“)1’_1 (rMp—i—L/E[Xfp] ds |,
0

et de facon similaire, nous avons

[ t p .
E | sup /(5 (s, X")dB,| | <2v7'r5~' [ rM? + L/ (I@ [\Xfﬂ) ds
_tE[O,r] o 0
et
- : p r
E up / his,X*)d(B),| | <@y "D, |rM"+L / <E [|X§|p}> ds
tel0,r
L 0 0

Il résulte que

~

E

sup |Xf|p] < gqrl [|x|p + 2r~1 (27“” + 7‘%> MP
te[0,r]

T

(27 4087 L/ (B(1x77) ds

0
< A 1+/IE sup |XZP |ds |,
0 s'€[0,s]

A = 4" max (|x\p + 2071 <2rp + r%) MP, (27“7’_1 + r%_l) L) :

ou

d’oti, en utilisant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons

B | sup |x7P
te[0,r]

< B,

ol B = Ae?".
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Etape 2 : Pour tout 1 < p < 2, en utilisant I'inégalité de Holder par
rapport a & et le résultat de I’étape 1, nous trouvons

A~

E|sup [X/P| <E

t€[0,r]

3
sup ]Xf|2p] <VB.

te[0,r]

Etape 3 : Pour tout 0 < p < 1, puisque
XFIP < IXPIP Lxep<ny + XTI Tyxepsny < 1+ X717,
alors, d’apres le résultat de I’étape 2, nous avons

~

E|sup |X/|P| <E <1+ VB,

te(0,r]

1+ sup | xp|"7
te(0,r]

ce qui achéve la démonstration.

[ ]
En utilisant les mémes techniques utilisées dans la preuve de la propo-
sition 2.1, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2 Supposons que l'hypothése (H) est satisfaite. Alors, pour
tout p > 2, il existe une constante positive D telle que

E[|XF — X![P) < Dz —y|", pour tout t € [0,T],
ot D ne dépend que de p, T et L.

Maintenant, nous avons le théoréme de la différentiabilité par rapport
a la condition initiale.

Théoréme 2.1 On suppose que pour toutt € [0,T],b.(t,.),0.(t,.), ha(t,.) €
)

Ciiip(R) et bornées. Alors X[ est différentiable dans L% (2) par rapport

x. De plus, Y;* := 8;; L satisfait la G—EDS suivante :

t

t
YE = 1+/bx (s, X%) deer/éx (s,Xf)YS””dBSJr/h(s,Xj) Yod(2.2)
0 0 0
t € [0,7)

t

25
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Preuve. Soit h # 0 petit. Pour plus de simplicité, nous posons

X, = X2 Y, =Y X, = XPH et 20 = @
Alors, nous avons
Zh = 1+ %] [b <s)~() b (s,XS)] ds (2.3)
AT 0[5 (%) (s, a5,
0
+%] [h (s)?) s (s,XS)] d(B),
0

Puisque b, (t,.),0.(t,.), hu(t,.) € Cpp(R), alors en utilisant le théoréme des
accroissement finis, nous avons

t 1

Zh = 1+/ /bw (s,X8—|—6’<)~(s—XS>)d0 Zhds  (2.4)

0 0
t

+/ l . (5, X, +0 (X, - X.)) o | ZtaB,

0 0
+] ]hw (s.X,+6 (X, X.)) a0 | 2d(B),
0 0

= 1+[1+12+[3

Par conséquent, pour un certain k € N qui provient du fait que b, (s,.) €
Crip (R) et en notant par D; toutes les constantes qui apparaissent dans
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toute la démonstration et qui ne dépendent pas de €, nous trouvons

¢ 2
E | sup Il—/bx(s,Xs)sts
te[0,7
T 1 2
< 9F / /b$<s,Xs+0<)?s—Xs>> do | | 2" — Y. ds
0 0
A 2
+oR // by (S,X5+9()~(S—XS>> ~ b, (s, X,)| dO|Y,| ds
i 00
T T
~ N 9 ~ ~ ~ k+1
< DE /|ZS—YS\ ds| + DE /(‘XS—XS +|% - X,
0

0

ek ‘)N( _ X,

)rmds)z]

Pour tout ¢ > 0, de I'inégalité 2ab < 2a? + €b? a,b > 0, il s’ensuit que
: 2

B sup Il—/bx(s,Xs)sts

t€[0,T
- T

T
< Dl/E sup |2 — v, [’ ds+D15/E [[Va]"] ds
r€(0,s] |

0
D T
+?1/@U;@_Xs
0

0

4 ~

+ | Xs — X;

4k+4

+ |Xs|4k jzs - Xs

4
] ds.

En vertu des propositions 2.1 et 2.2, nous obtenons

. 2
E sup |[1 — /bx (s, Xs)Yids (2.5)
te[0,7
g D
< Dl/E sup }Zf—YT}Q ds+D15+—1(h4—|—h4k+4)
re(0,s] €
0
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En procédant & des arguments analogues, nous obtenons que pour un cer-
tain m € N,

2

E | sup | — /696 (s, Xs)YsdBs (2.6)
te[0,7
y D
< Dl/E sup |2 — V| ds + Dye + 2 (0t 4 pim)
re(0,s] €
0

et pour un certain n € N,

t 2

E | sup Ig—/hx(s,Xs)Kgd(B>s (2.7)

te€[0,7

T
< DI/E
0

En combinant les formules (2.2) et (2.4) — (2.7), nous obtenons

sup ‘Zh YT}Q ds+D1€+%(h4+h4"+4)

rel0,s]

~

| sup ‘Z —Yt‘
te[0,7)
< D/ sup ‘Zh Y}‘Q dS+D1€—|—%(h4+h4k+4+h4m+4+h4n+4)7
rel0,s]

et en utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons

A~

E | sup }Zf — Yt}Q

te[0,7

S Dl (5 + 1 (h4 + h4k+4 + h4m+4 + h4n+4)) GTDI.
IS

Ainsi, en faisant tendre h vers 0, nous obtenons

lim B < Djeel?

limJ5 | sup ‘Zh Yt‘2

te[0,T
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Par conséquent,

limE zh _y,
lim | sup |Z)' - Y,

|2
t€[0,T]

=0 (2.8)

ce qu’il fallait démontrer. m

Remarque 2.1 Par le méme procédé, nous pouvons démontrer que

limB

lim | sup |2} - vi'

t€[0,T

:O,

qui nous sera utile pour la suite.

P - I oXg ,
Théoréme 2.2 Sous les conditions du théoréeme 2.1, = est continue par

rapport a t dans L% ().
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UNIDIMENSIONNELLE

Preuve. Nous utilisons des notations similaires que & celles de la démons-
tration du théoreme 2.1. Pour tout ¢ € [0, T, d’apreés ’hypothése de b, §, h et
la proposition 2.2, nous trouvons

]E[\Zthﬂ - hi@ / —b(sX)}d
0
-l g 2
—1—%@ /[6<5X)—5(3X)}dB
0
2
4_%1@ ] [h (s,)?s> h(S,XS)] d(B),
Ll O
< a4 2t [B]p (s 8) bt x[] i
0
+% t B ’(5 <5,)?8> —d(s,Xs) ’ ds
O ]
02t/\ i 2
< 442 ]EUXS—XS ]ds
< D3, :

ou Dj est une constante depend de T' et de L. Il résulte alors, de la formule
(2.8) que

Bvil’) <28 ||v; - 2[°] + 2B ||2"] < K
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Nous déduisons de (2.3) que pour tout 0 < r <t < T,

2
E[\Z{L—fo] < %E ][b(s,)?s>—b(s,Xs)} ds
' 2
28| [ [5(s%) - 5t6. ]
. 2

Tt / [ (5. %)~ (s, x| d(B) |

T

et en vertu de la condition de Lipschitz de b et de la proposition 2.2, nous
obtenons

¢ 2

%E / :b <s,)~(8> — b(s,Xs)] ds

t—r [~ ~ 2
< _
< /E _‘b(s,Xs) b (s, X) ]ds
L( T>t 2
t—r) [5]l<
S T/EUXS—XS :|d8
< LDs(t—r)*.

En utilisant des arguments similaires, nous obtenons

%1@ ] [5 (S, 5() . (s,Xs)] dB,| | < LDs(t—r)
et . 2
%1@ / [h (s, )2) _h (s,XS)} d(B),| | < LDs(t—r)*

T

Ainsi, d’apres les inégalités ci-dessus, nous avons
E [\Zth - ZﬂQ] < Dy(t — ) (2.9)
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Par conséquent, de (2.8) et (2.9) nous avons
B[V~ Y] < 3B|[vi— 2/["] + 3B |2} - 2| + 38 [|2! - v.[’]
< 3B [[vi— 2| +3Ds(t - 9) + 3B ||z - V.[].

En faisant tendre h vers 0 et ¢ vers s, nous obtenons le résultat désiré. m

2.0.7 Dérivée seconde de la solution d’une G—-EDS

Le théoréeme suivant explicite la dérivée seconde de la solution d’une
G—EDS par rapport a la condition initiale. Pour cela, nous supposons que
I’hypothése suivante est satisfaite :

(f[) Pour tout t € [0,7], les fonctions b, (t,.),0..(t,.), hee(t,.) €
Ciiip(R) et bornées.

Théoréme 2.3 Sous les conditions du théoreme 2.1 et [’hypothése <ﬁ ) , 8;2 L
est continument dérivable dans L% (Q) par rapport a x. De plus, PP := 8;52?

satisfait la G—EDS suivante :

s

t t t
PP = [byy (5, X2) (YE) 2 ds + [0us (5, X2) (YZ)? dBy + [huy (5, X7) (YZ)* d(B)
0 0 0
t t t
+[b, (5, X2) P*ds + [6, (s, X?) P*dB, + [h, (s, X%) P*d(B),,t € [0,T],
0 0 0

ou Y," est défnie dans le théoréme 2.1.

Preuve. Soit h # 0 petit. Nous utilisons les mémes notations que celles de
la. démonstration du théoréme 2.1. Pour plus de simplicité, nous posons
Y-y

Pi= P Y =Y Qf =~

Alors, nous avons
t

Qr = 1/ [bx (w?) Y. — b, (s,XS)YS} ds

h
0
+%] [5:,; <3, )?S> Y, — 4, (s, Xs) Ys} dB;
0
%] e (5, 5) 7o (5, X V] a8,
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Dans ce qui suit, la constante D change d’une ligne & une autre bien qu’elle
ne soit pas la méme. Comme b, (t,.), 644 (t, .), has(,.) € Cpp(R), pour tout
t € 10,77, alors

Q=1+ I, + I3 (2.10)

ou

t t 1

I = / b, (3, )?) Qhds + / / Do (S,Xs 1 (5(’ _ X)) d02Z"Y,ds,
00

0

t

I = / 5, (s, 5() Q"dB, + ]]5 (s, X, 16 ()N( _ X)) d0Z"Y,dB,
00

0

et

t t 1

I = /hx (s)?) Q"d <B>S+[[hm <s, X, +0 ()? . X)) d0Z"Y,d (B). .

0

Puisque b,(t,.) € C11,(R), t € [0,T], et bornée, nous avons, pour un certain
keN,

t t 2

~

E | sup /bx<s,)?s)@§ds+/bm(s,XS)PSds

t€[0,T7] 0
b, (3, X 5>

T

< 2E /
0

T

+2E /
0

T

T
< DE /|QQ—PSdes + DR /(‘)N(S—XS
0

O ) ]Ps\ds)Q] .

33
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Soit & > 0. De l'inégalité 2ab < ta®+¢b?, pour tout a,b > 0, nous déduisons
que

t t 2

B sup /bx (s,)N($> Q"ds + /bx (s, Xs) Pyds
]
0

te[0,T
0

T
< DE /\Qh P, ds +D/ [1P.|"]
0

~ 4k+4 | = 4
_/ +‘XS—XS + X% X, - x| | ds.
Puis, en utilisant les propositions 2.1 et 2.2, nous obtenons
t t 2
E | sup /bm (3,)~(S> Q"ds + /bw (s, Xs) Psds (2.11)
t€[0,7)
0
y D
< D /@ sup |Q — B|*| ds| + De+ 2 (h 4 htt+t)
rel0,s] €
0

Puisque b,,(t,.) € Cip(R),t € [0,T], et bornée, nous trouvons, pour un
certain [ € N,

t 2

B | sup ]]b <s, X, +0 (f( . X)) d0Z"Y,ds — / brs (5, X,) Y2ds

t€[0,T] 0
T 1 2
< 9 // beo (5, X0+ 0 (%, = X,) )| 0] 287, = V2| ds
00
Z 2
+2F / s X, +0 <X X)) by (s, X,)| dOY2ds
i 0 0
T 2 T
< /|Z£‘Y5_y82‘ds + DE /(‘)?S—Xs + X o
0 0

)]
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Pour tout € > 0, de 2ab < 1a* 4 €b? a,b > 0, it résulte que

t 1 t 2

B | sup //b <s, X, 4+ 0 ()Nc - X)) 02", ds — /bm, (5, X.) V2ds

te[0,7)

00 0

D y p (]

~ ~ —~ ~ 4

< ZE|sup |2 -V +D5/E [[Ys]"] ds + = /E “XS—XS
€ te[0,T7] €
0 0

~ 4144 al= 4

+‘XS—XS XX, - x| ] ds )

En utilisant les propositions 2.1 et 2.2, nous obtenons

2

t t

1
E | sup //b <5,X5 n (f( —XS)) d0Z"Y,ds — /bm (s, X,) Yds
]
00

telo, T
0

< P&

sup |20 - v,|!
£

D
+ Ce + = (h* + h"HY) (2.12)
t€[0,T] €

et en combinant les inégalités (2.11) et (2.12), nous trouvons

2

t t
B sup |I; — /bgC (s, Xs) Psds + /bm (s, X,) YZds
te[0,7
0
T ] D
< D/E sup |Q" — P*| ds + De + = (h* + B¥F 4 pi+Y)
T S g
o L €[0,s] i
D~
+—I | sup ‘Zf —YS|4
€ | t€[0,T] |
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En utilisant des arguments analogues, nous avons pour certains m,n € N,

t t 2

E | sup 12—/@ (S,XS)PSdBS+/5m (s, X,) Y2dB,

t€[0,T]
0

< D/A sup |QF — P.|*| ds + De + g (h* + pAmHt 4 ptne)
7‘6[0 8]

+QE sup !ZQ—YS}4 )
€ | t€[0,7]

et pour certains p,q € N,

t t 2

E | sup 13—/hx (s,Xs)Psd<B)S+/hm (s,X,) Y2d(B),
t€[0,T]
0 0

< D/A sup ‘Qh Pr‘z ds+D5+§(h4+h4p+4+h4q+4)
TE[Os

D~
+—[E | sup ‘Zg - YS|4
€ | te[0,T]

Alors, les inégalités ci-dessus donnent

<D/

+De + — <h4 h4k+4+h4l+4+h4m+4+h4n+4

4p+4 4q+4
TR ),

sup ‘Zh YS|4
t€[0,T]

D~
ds + —K
€

B sup |Qh PT}
rel0,s]

sup |Qf — Py’
t€[0,T]

et I'inégalité de Gronwall donne

; sup |78~ v
te€[0,7

+h4m+4 + h4n+4 + h4p+4 + h4q+4) 7

D D
< De+ —E + = (h4 4 pAkta g dita
€

3

E | sup ‘Q? - b
te[0,7)

Il résulte de la remarque 2.1, que

sup ‘Qt Pt|2 < De.

te[0,T)

limE
h—0
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Par conséquent,

limf@

‘2
h—0

sup [Q — P
t€[0,T]

—0 (2.13)

ce qu’il fallait démontrer. m
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Chapitre 3

Différentiabilité de la solution
d’une G—-EDS
d—dimensionnelle

Ce chapitre constitue I'essentiel de cette thése. Nous démontrons, dans
un premier temps, l'existence et I'unicité de la solution d’un systéme de
deux EDS gouvernées par un G—mouvemant Brownien de dimension d (.5).
Dans un second temps, nous démontrons la différentiabilité de la solution de
la premiére G—EDS de () par rapport a la condition initiale. Un résultat
intermédiaire sur I'inversibilité de la dérivée et sa G—EDS matricielle sera
démontré.

3.1 Existence et unicité de la solution des
G—EDS vectorielles et matricielles

Cette partie est consacrée a 1’étude de I'existence et 'unicité de la so-
lution d'un systéme de deux G—EDS dont une est vectorielle et I'autre
matricielle.

3.1.1 Inégalités Techniques

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques lemmes techniques qui se-
ront nécessaires pour le principe de contraction de Banach (théoréme du
point fixe) que nous allons utiliser pour prouver notre résultat.
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3.1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DES G—EDS
VECTORIELLES ET MATRICIELLES

Soit H?? (resp. HY™*") Pensemble de fonctions continues a valeurs dans
R? (resp. R¥?) de [0, 7] dans LL(0,T).

Dans ce qui suit, H2? (resp. HE?) (1 < p < 00) est équipé des normes
suivante :
or (X) = sup {e M |x), ) A > 0.
Comme
e Nyo (X) < Ny (X) < Npo (X)),

A d dxd
alors, les normes N, , sont équivalentes. Notons que H5:" et HE"** sont des
espaces de Banach.

t —
Lemme 3.1 Soit X; = [a,dB!, avec a € Mzil (0,7). Alors, pour tout
0
P> 3
—2p
Napa (X) < CoA 52 Ny (1),
ou C5 est une constante positive indépendante de \.

Preuve. En appliquant la G—formule d’It6, nous obtenons
t

t
X2 = Q/Xsasst + /a?d (B),,
0 0

ensuite, en tenant compte du fait que (z + y)”’ < 27 (a? + y?) pour tout
z,y > 0, nous avons

X, [P <o | 2r /XadB +/
0

Il découle des lemmes 1.4 et 1.5 que
t t
E(1X,|*) <2 | 2°C,E /|Xs|p|as|pds + O /|as|2pds :
0 0
d’ou
t
cWE (1X7) < 2 2B / 20| X [P [P ds

0
t

+C5E /e_”ps s | ds

0
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G—EDS D—DIMENSIONNELLE

En appliquant I'inégalité de Holder classique, nous trouvons

t T =%
(
e < { [ o
0 0
r i

X /62’\”8 || ds

0

Il résulte de I'inégalité de Holder par rapport a E (pour plus de détails voir
la, proposition 16 de [15]) que
t T -3,
™ —2\ps p p m 2p(p-1)
E e | Xs|" |as|"ds | < | E | X |2P T |ag| 20=T ds

0

x | E /62’\p5 |as | ds

0

Par conséquent, en combinant les trois derniéres inégalités et le fait que

¢ T -5 T 2p
B [ iafas) < (B [lafa B [eovaras
0 0 0

nous obtenons

T
E (X)) < ar | B / =205 | [P s (3.1)
0

ou

1—
p(p
ar @ =2V 2PC /|X|2Pl|a|2fﬂ1 ds )

1—L

+Cy | E /\as|2pd5
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3.1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DES G—EDS
VECTORIELLES ET MATRICIELLES

~ /(T /T
-SiE (f || ds) =0, alors E (fe_”ps || ds) = 0. Nous déduisons
0 0

de l'équation (3.1) que Ny, » (X) = 0, ce qui signifie que le lemme est vrai
pour toute constante positive Cs.

/T
-SiE (f |as | ds) # 0, alors
0

1 1 _q
T 2p T 2p
E /e 208 | o |*P ds = |E /e 2205 | o | P ds
0 0
T

<K /6_2)"’8 s | ds

0

Par suite, la formule (3.1) devient

T 351 T
6—2)\ptf@ (|Xt|2p) S ar E /6—2/\ps |as|2p ds E /€—2Aps |as|2p ds
0 0

(3.2)
D’autre part, en utilisant 'inégalité de Markov, nous trouvons

T T
1
P e~ 2Aps |a5|2p ds>\| < =E°F e~ 2Aps |ozs|2p ds |,
A
0 0

pour tout A > 0 et pour tout P € P. Il s’ensuit que

T T
Ac /62)"’3 la,|*ds >\ | <E /62)"’3 [P ds | |
0 0

ol c est la capacité de Choquet définie dans le premier chapitre, d’ou

1 1
T 551 T 251
-~ - 2 L1 - 2
E /e 2205 | o | ds < \2p c /e 205 | o [P ds > A
0 0
Ainsi
-
T 2p
E /e 2205 | o | P ds < brA?r (3.3)

0
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L1
T 9 2p
ou by := (infc <f62“p5 || ds > u))
©>0 0
Nous affirmons que by < co. En effet, si by = oo, alors
T

infc /6_2’“”5 log|ds > p | =0.
>0
0

T
Cela implique que in%P (fez“ps v | ds > ,u> = 0 pour tout P € P. 1l
u> 0

T
est facile de voir que I'application f (i) := P ( [e2s o | ds > ,u) est

0
décroissante, et ainsi

T T
inf P /6_21”)5 lag|Pds > p | = hﬁ)lp /6_2“”5 la,[Pds > pu | =0,
n

u>0
0 0

T
de sorte que lim P <fe‘255 |ozs|2p ds > %) = 0. Il ’ensuit, par le fait que
n—oo 0

t
: 2 .
la suite d’ensembles < i e~ n® |ozs|2p ds > %) est croissante, que
0 n>1
T T
2 1 . 2 1
Pl U /e_:s ]a5|2p ds > — = lim P /6_:5 |a8|2p ds>=1 =0,
n>1 n n—oo n
0 0
Y
T
2 1
Pl N /e—fs\as|2pds<— =1,VP cP.
n>1 n

0

1

T
Nous en déduisons que fe’%ps | ds < ~ q.s. pour tout n > 1. Il en

0

T
. 2 . .
résulte que f las|? ds = 0 g.s. lorsque n — oo, ce qui est une contradiction
0

/T
avec le fait que E (f |ag | ds) # 0.
0

Par combinaison des formules (3.2) et (3.3), nous obtenons
T

e 2 (|Xt|2p) < aTbT)\(ﬁl)/e_z’\p‘SE (|as|2p) ds.

0
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Par conséquent,
N2 (X) < Tarbp A5 "IN (a),
et ainsi,
1-2p
NQp,/\ (X) S CS)\ 4p? N2p,)\ (Oé) )
ol Cgp = TaTbT. |

t

Proposition 3.1 Soit X; = /asdB avec o € MzGdXd (0,7") (resp. ]\42Gd><1

0

(0,7)).

Alors, pour tout p > %,

~ 1=
N2p,)\ (X) S CS)\ 4p? N2p,)\ (Oé) )
ot 53 est une constante positive indépendante de \.

Preuve. Remarquons que ‘ai’j} < |ay|, pour chaque i,j = 1,...,d, ce qui

entraine que
B (Joi’ ") < B (Joul™),

d d
et en appliquant l'inégalité (Z > <d S aF, pour tout ay,...,aq >
= i=1

0, nous obtenons

B(x”) < B (i (X;')2>p < I'B (i |X;']2p>

)
)

A
Sy
&
]
Q@
.
Y

AN
ISH
it
g‘l\.’)
M-
&
Qs
™
US

Ainsi, en utilisant le lemme précédant, nous trouvons

d
NP (X) < di“PZJ\fgpA / o dBI

ij=1

< d3pd202p/\2p( s a) ’
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d’ot
N2p7/\ (X) S Cg)\‘lﬂ'ﬁng)\ (Oé) N

N 3p+2
N 2 . .
ou C3 = d ™ (5. Puisqu’un vecteur est une matrice colonne, alors le cas

(0,T) se traite exactement de la méme maniére. m

t
Lemme 3.2 SoitY; = /ﬁsds avec B € Méd (0,7T) (resp. MédXd (0,7)). Alors,
0

pour tout p > %,

C
Nopr (V) <~y Nopr (8)

2p

—1,dxd

S — AT si B € M. (0,T),
YU @rosipe M 0,1).

——1lmxn

Preuve. Observons d’abord que si 6 € M, = (0,7) alors, en utilisant
I'inégalité suivante :

[ S
Q
S ol

(Z ai> < (mn)

k.l
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1
t t 2\ 2

/(55613 = Z /éﬁ’lds

0 k%o
t
< (mn)%z /5’;’ld8
PR EA

IA

t
(mn);/zwlj’ﬂds
o kil

t

< mn/|55|ds.

0
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En utilisant I'inégalité de Holder, nous avons

2p—1 1
t t 2p t 2p
2p _ 2
/|5s|ds < /eZpl/\sds /e 225 |5 %P ds
0 0 0
. 1
2p—1 2p
2p— 1\ 2p o 9
<e2p71)‘t - 1) ! e |5, 1P ds
2Ap
0
1
3 2p

1 Nt 22;1 —2pAs 2p
S W <62P*1 - 1) e P |(S$| ds
0

Il résulte que
t

t 2p
2p _
/5sd8 < (mn) (€2§fl>\t — 1) -t /621))\5 |5S|2p ds :
0

/\2p—1

0

d’ou, en appliquant E et en multipliant par e 2’ les deux membres de
I'inégalité ci-dessus,

t 2p t
. 2p 23 4\ 201 ~
e PN /5sds < <TQZ)1 (1 — @*2;771’\'5) ’ /e_Qp’\SE (|55|2p) ds
0 0
(mn)* T
< WN%),)\ ()

Ainsi, sif =0 € MédXd (0,T), qui correspond & m = n = d, nous obtenons

ce qui achéve la démonstration. m
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t

Lemme 3.3 Soit Z; = /%d (B',B7), avecy € Mé’d (0,7) (resp.Mngd (0,7)).

0
Alors, pour tout p > %,

—1,mxn

Preuve. Soit ( € M = (0,7). Nous avons

2p 2\ P

/ ¢aA(B.B) | = | /<§’1d<BiBJ’>S
0 kit %o

2p

(mn)’ 3 /c‘;’ld<Bi,Bj>s ,
kL%

IN

et en utilisant I'inégalité de BDG, nous obtenons

t 2p

Bl|[eamm| | < omrey [B(c)a

0 » 0
t

< (mn)" G [ B[ ds

0
t

< (mn)P-‘rl 02 / 62)\ps€—2/\psﬁ (|<s|2p) ds

0
t

S (mn)p+1 02N225’)\ (C) / e?Apst
0
<e2)\pt _ 1)

< (mn)"t v

N2 (0)
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VECTORIELLES ET MATRICIELLES

—2\pt

et par suite, en multpliant par e , hous trouvons

t 2p

—o2Apt i Rj p+1 (1 - e_%pt)
e E (d <B , B >S < (mn)" C N Noya (€)
0
(mn)P*! C.
2)\p 2p,\ (C) .

On en déduit que siy = ( € Médw (0,7, ce qui correspond & m = n = d,

alors . )
dF (Cy\
N. 7)< el N
(22 (52) N ),

etsivy=(_¢€ Méd (0,T), ce qui correspond & m = d et n = 1, alors

3.1.2 Théoréme d’existence et unicité

Dans tout ce qui suit, nous noterons par A’(x) la matrice jacobienne

(813;@> pour tout champ vectoriel A = (A, A2, ..., A") dérivable. Consi-
J /Lj

dérons le systeme de deux G—EDS suivant :

d d o
dX; = > A (X,)dBF + Y A (X,)d(B, BY),, Xo=1x€R%
k=0

3,j=1

d d ] )
dY, = > A, (X)) YidBf + 3 A;, (Xy) Yid (B, BY), Yy =1
k=0 3

ij=1

((5))
ou [ est la matrice d’identité, B =t et Ay, A; ;; k € 0,d,4,j € 1,d sont des
champs de vecteurs sur R? satisfaisant les hypothéses suivantes :

(H1) Condition de régularité : Ay, A;; sont dérivables avec des dérivées
bornées par Cg.

(H2) Condition de croissance linéaire : il existe une constante positive M,
telle que :

|Ag (2)] + Ay (2)] < My (1 +|2]), v € R? (3.4)
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Remarque 3.1 L’hypothése (H1) entraine que les champs de vecteurs sont
Lipschtiziens :

(A% (1) = A (22)) Y] + [ (A7 (21) = AL (22)) Y| < Mo |21 — 2] [Y]
(3.5)
pour tout x1,x2 € R? et Y € R4 0w, My est une constante positive.

Remarque 3.2 L’hypothése (H2) implique que si X € H’%’d alors il en est
de méme pour Ay (X), Ai; (X).

Nous donnons maintenant le théoréme d’existence et d’unicité de la
solution de (5).

Théoréme 3.1 Pour tout p > %, le systéme (S) admet une solution unique
(X,Y), dans H%p’d X 'H%p’dXd. De plus,

(X,Y) e nHPx HP.
>3
Preuve. L’idée de cette preuve est de montrer que X et} sont des points
fixes de deux contractions sur H2p @ et ij @4 respectivement. Considérons
H2PC | définie par :

a cet effet I'application 6 : H2P* — .

—x+Z/Ak dB’ﬂ—Z/ i ( 5)d<Bi,Bj>S,t206t$€Rd,

kOO ,]= 10

(1—2p) (1 2p)
et posons k (A) = max (A B ATET A ) Soient X7, X? € HZ,

/ (Ap (X)) — Ay (X2)) dBE
0
et
t
Ui / (A, (X1) — A, (X2)) d(B', B _.
0

Il est clair que

6 (X) —0(Xx?) ZU’% ZU”

3,j=1
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d’ou

d
Nopx (0(XY) — 0 (X?)) ZN%A )+ Napa (UY))

ij=1
et en utilisant ’hypotheése (H1), la proposition 3.1 puis les lemmes 3.2 et
3.3, nous obtenons

Nopa (0 (X') =0(X?)) < k(X) {CaNgpx (Ao (X1) = A (X?))

3 N (A0 (X7) — 4, (X2)

k=1

+C5 3 Nopa (Asy (X1) — Ay (XQ))}

1,7=1

< Crk (A) Nopy (X1 — X?),
ouCr = Cg (04 +dCy + d26’5> . Puisque )\lim k(X) = 0, alors en choisissant

A suffisamment grand de sorte que C7k(\) < %, nous obtenons que 6 est
une contraction.
Soit X le point fixe de 6 (I'unique solution de la premiére équation

de (5)). Notons que X € H%p @ bour chaque p > %, ce qui signifie que

X e nHP
P>3
Soit maintenant ’application 0 : H2p dxd _, H?pp 4xd Jefinie par :
—I+Z/ YdBkJrZ/ )Y, d (B, B7) .

k=0 0 i,j=1 0
En procédant par des arguments analogues, nous trouvons
Napa (0.(Y") =0.(¥?)) < Crk (A) Nyp (V' = ¥?),
et donc en choisissant A tel que Crk (\) < %, nous voyons que 0 est une

contraction, ce qui prouve que la deuxiéme G—EDS de (S) posséde une

solution unique Y € N Hzp @xd T preuve est ainsi achevée. m
p>3
Remarque 3.3 Comme Y € N HIP*

P>*

, alors Nap\ (Y) < oo, et par

conséquent, pour tout p > %

sup E [||Y[|*] < oc.

0<t<T
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3.2 Differentiabilité de la solution d’une G—-EDS

Apres avoir assurer l'existence et I'unicité de la solution de (S), nous
abordons dans cette partie I’étude de la propriété de la différentiabilité de
la solution de la premiére G—EDS de (S) par rapport a la condition initiale
ainsi que l'inversibilité de sa dérivée. Nous donnons également la G—EDS
satisfaite par celle ci.

Pour prouver que Y est la dérivée de X, nous introduisons les approxi-
mations (X™)nen et (Y™)nen de X et Y respectivement définies comme
suit :

Soit (X™)men Papproximation de Picard de X correspondante a la
contraction # définie auparavant, i.e.

X =0 (X", m>1,
X0 =0,

Il est bien connu que X™ converge vers X dans H2* (Picard).

Lemme 3.4 Soient Y™, Y les solutions respectives des G—EDS linéaires
sutvantes :

d d
dYy =3 A (X YdBE + 3 A (XY YA (B BY), ym > 1

k=0 ij=1
Yo' =
) ) (E™)
dYy = 37 AL (X)) YdBf + 32 A (Xy) Vid (B, BY), /
k=0 ij=1 (E)
Yo=1
Alors Y™ converge vers Y dans H%p’dXd, pour tout p > %
Preuve. En posant
ak,m p— A;c (mel) 7 ﬁi,j,m = A;j (mel) 7
af o= Al (X) et g7 = A;J (X),

nous avons

a ! a
=Y [ (abnyr - atvapie Y [ (g - pev) a(p ),

k=0 ", ij=17%
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En utilisant la proposition 3.1 et les lemmes 3.2 et 3.3, nous obtenons

d

Nopp (Y™ =Y) < Csk(A) (Z Nopx (aP™Y™ — FY) (3.6)
k=0

d
+3 Nopr (8597 — 5”’Y)>

ij=1
ou (s = max (53, Cy, C5> . En tenant compte du fait que

|45 ()], |4 ()] < Cs,
nous obtenons les inégalités suivantes :

APV = o] < b (= Y [ (ab" — o) Y|
< Gl =Yl |(bm - e v,

pour 0 < s <t <T. Par conséquent,
Nop (aF™Y™ — aFY) < CoNopr (Y™ —Y) + Nop s (™ —a¥) Y).
En utilisant des arguments similaires, nous trouvons
Nopx (B777Y™ = YY) < CeNapa (Y™ = Y) + Nopp (649 = 87) V),

et ainsi, I'inégalité (3.6) devient

Nopr (Y™ =Y) < Cok (A) Nopn (Y™ =Y) 4+ e, (N) (3.7)
ou Cg = (d* +d + 1) CsCp et

d d
em (A) = Csk (N) (Z Nopa (@™ = a®) V) + ZN%,A (8™ — 3 Y)) .
k=0 ij=1

En choisissant A suffisamment grand de tel sorte que Cok (N\) < %, nous
obtenons
Nop A (Y™ =Y) < 2¢, (N).

Il suffit alors de montrer que lim &, (A) = 0, ce qui revient a montrer que
m—0o0

pour tout k € m et pour tout 7,7 € m,

Tim Ny (057 = %) ¥) = lim Ny, (897 — 59) ¥) =0,
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En utilisant 1'inégalité de Holder par rapport a IAE, nous obtenons

B[|(chm — at) vif?]

s

l A~ =
B [lot — ot B ("]

IN

L. 1
< M;pf@ |:|X§n71 . XS|4P] 4p E UY-S‘M)] 2 ’
d’ou

N (™ — %) Y) < M sup B [[[Vi]| ] % Ny (X" — X).

0<s<T

Par suite,
lim Ny ((0F™ —a*)Y) =0.

m—00

La démonstration de
Tim N (597~ ) ¥) =0

se conduit exactement de la méme maniére. m
Nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 3.1 Soient U : O x R? — R% et Q : Q x R? — R¥? deux
fonctions aléatoires. Nous disons que U est différentiable par rapport a x €
R? et admet Q comme dérivée, si

U(@+h)—U(x)=Q (x)h+ |h|e(h),

pour tout h € R%, oti e : Q x RY — R? est une fonction aléatoire telle que
lime (h) =0 g¢.s..

|h|—0

Notation 3.1 Nous écrivons dans ce cas,

Remarque 3.4 1) Celte définition est équivalente & la propriété sui-
vante :
lim U(@+h)—U(x)—Q(x)h

|h|—0 ||

=0 q.s..
2) Paralellement au calcul differentiel classique, il est facile d’établir que
siU,V : QxR — R? sont deux fonctions aléatoires differentiables,

alors il en est de méme pour U +V,U oV, aU(a € R?). De plus,
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U+V)(2) = Ul(x)+V'(2) ¢s.,
(U) () = ol (z) g5
UoV)(zx) = UV (2)V'(z) g5

Théoréme 3.2 Soient (X,Y) la solution du systéme (S). Alors,
Xi(x) =Yi(z) g
pour tout x € R? et pour tout 0 <t <T.

Preuve. La preuve se fait en deux étapes. Soit 'approximation {Y"} . C
H2? 1a suite definie par la G—EDS (E'™).
Etape 1 : Nous prouvons par récurrence que X™ est différentiable dans
H2 sous la norme Ny et (X™) (z) = Y™ ! ().
I est clair que X' (z) =z, dou (X1 (z) =T =Y (x).

Supposons maintenant que (X™ 1) (z) = Y™ 2 (z). Il résulte alors que
[A (X771 (@)] = A (X7 (@) Y2 ().

Par suite,
N [ A4 (X7 (2-4.0) = A0 (X7 (@) 4, (X7) Y2 21
=0 (3.8)

de méme
1 /
Vo [y (X7 4 0) = Auy (X7 (0) = 4L, (0 Y2 0]

=0 (3.9

/

Nous avons

Nojy (X™ (z 4+ h) — X™ (x) — Y™ 1 ( ZN2A )+ Nas (V

i,j=1
ou
t

vE / (A (X7 (24 1)) — Ay (X (2)
— A (X2 Y2 (2) ] dBE
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et

t

Ve = [ A (0 ) - A (0 (@)
AL (XY Y2 () h] d(B' B .

Ensuite, en procédant a des arguments similaire a ceux utilisés dans
la preuve du théoreme 3.1, nous obtenons

Nop (X™(z+h)— X" (z) = Y™ ! (z) h)
k(X) (CalNoy [Ag (X" (x4 b)) — Ao (X! ()
Ay (XY Y (@)

IN

+C5 > Noy [Ap (X1 (@ + b)) — A (X7 (2))

k=1

AL (XY Y2 () h]

+C’5ZN2,,\ [Aij (X" +h) — Aiy (X ()

1,7=1

—AL (XY YR ()b

I1 découle de (3.9) et (3.10) que

E{%%Nm (X" (x+h)— X" (x) = Y™ " (z)h) =0,
d’ou
(X™) (2) =Y™ " ().

Etape 2 : Ilreste a démontrer que (X) = Y. Pour cela, observons d’abord
qu’en vertu de la continuité de Ny y,

%Nm (X (z+h) X (&) ~ Y () h)
_ %Nu (TYILLH;O (X™ (& +h) — X™ (z) — Y™ (ﬂf)h))
= A%%NQ,A (X" (2 +h) = X" (z) = Y™ (2) h)
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d’ou d’aprés 'étape 1,
1

‘}ll‘filo‘h|N2A(X (x+h)—X(z) =Y (z)h).
Comme
sup {IX (o+1) = X (2) — ¥ ()}
< Noa(X(z4h)— X (2)— Y (2)h),
alors

X (2 + h) = X (2) = Vi (2) hlly < e Nop (X (z + h) = X (2) =V () ),

pour tout 0 < ¢ < T et pour tout z € R, d’ou

lim L |1X h) — X; (z) = Y; (z) k||, = 0.
Y o 16 (0 B) = X (@) = Vi @) hlly = 0

Par suite,

1
\ilzl\m0|h| (Xt (CL’ + h) - Xt (l’) - Y;f (ill‘) h) =0 q.s.,

pour tout 0 < ¢t < T et pour tout x € R? ce qui achéve la démons-
tration.

Notation 3.2 Pour le théoréme suivant , nous posons
s, = ZA’ (X;)dBf + ZA (X,)d{B', B,
ij=1
nous avons alors
d¥,d%, = ZA’ (X:) A} (X;) d(B* B, .
k=1

Maintenant, nous présentons le théoréeme de I'inversibilité de la dérivée
Y.
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Théoréme 3.3 Soit (X,Y) la solution unique de (S). Alors, la dérivée Y
est inversible et son inverse Z satisfait la G—FEDS matricielle suivante :

A7 = — 7, (A%, — d%,d%,) .
{ S (B

Preuve. Soit S; = Y;Z;. En appliquant la formule d’intégration par parties
matricielle, nous trouvons

dsy = YdZ,+dY,Z, + dY,dZ,
= Y[~ Z; (d5; — dXd%y)] + dX, Y, Z, + dX, Yy [~ Z; (A2 — dXdXy)],
d’ou
dSt = —St (dZt - dthEt) + dEtSt - dZtStdEt (310)

De plus, en procédant & des mémes arguments utilisés précédemment, nous
prouvons que la G—EDS (3.10) admet une solution unique et comme S; =
I est une solution triviale, alors (Y;)™' = Z,. m
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Conclusion et perspectives

Nous avons généralisé dans cette these, le résultat obtenu par Lin en
2013, qui porte sur I’é¢tude de la différentiabilité par rapport & la condition
initiale la solution d’'une G—équation différentielle stochastique unidimen-
sionnelle, au cas d—dimensionnel. Notre approche qui differe de celle de
Lin, est essentiellement basée sur le principe du point fixe de Picard.

Dans un premier temps, nous avons étudié ’existence et I'unicité de
la solution d’un systéme de deux G—équations différentielles stochastiques
(S), 'une d—dimensionnelle et 'autre matricielle, en s’appuyant sur le
principe du point fixe de Picard. En effet, nous avons introduit des normes
équivalentes dépendant d’'un parameétre positif A, qui a été choisi suffisam-
ment grand pour obtenir 'argument de la contraction qui nous a garantit
'existence et 'unicité de la solution (X3, Y;) de (9).

Dans un second temps, nous avons démontré la différentiabilité de la
solution d’une G—équation différentielle stochastique d—dimensionnelle par
rapport a la condition initiale. La clé de cette étude a été de prouver que
la dérivée de la m*™¢ approximation de Picard X de X; est la (m —
1)ém¢ approximation Y;" ! d’une autre approximation du processus Y, ce
qui nous a permis de montrer que Y; est la dérivée de la solution X,. A la
fin, un résultat intermédiaire qui indique que la dérivée est inversible et son
inverse satisfait une certaine G—équation différentielle stochastique a été
également prouvé.

Comme perspectives nous envisageons d’aborder les questions suivantes :

— Etudier les G—EDS des valeurs propres et de vecteurs propres de la
matrice dérivée Y;.

— Etudier la différentiabilité de la solution d’une G—EDS dont la condi-
tion initiale dépend d’un parameétre.

— Etendre les résultats de cette thése a Iétude des G—EDS de type
mean-field.
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