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| Résumé en Anglais

This thesis introduces a new probability densitie called" composite Rayleith-
Pareto distribution", which will add some value to the existing literature
on the probability theory and the modeling of the data for life and actuarial
sciences. Various statistical properties, moment method, maximum likelihood
estimation, mean deviations and limiting distribution of extreme order statis-

tics is established. An application of the model to a real data set is presented.

Keywords : Gamma distribution, Lindley distribution, Pareto distribution,

Rayleith distribution.
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| Résumé en Francais

Nous nous proposons, dans cette these, d’introduire une nouvelle densité
de probabilité appelée distribution composite de Rayleith-Pareto, qui
ajouteront de la valeur a la littérature existant sur la théorie des probabilités
et la modélisation des données a la vie et la science actuarielle. Diverses
propriétés statistiques ont été obtenues. Une application sur des ensembles
de données d’assurance incendie (les pertes d’assurance incendie algériennes
et danoises) a été établie pour montrer I'importance et ’applicabilité de cette

nouvelle distribution.

Mots clés : Distribution de Gamma, Distribution de Lindley, Distribution
de Pareto, Distribution de Rayleith.
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I Introduction générale

es distributions statistiques sont couramment utilisées pour décrire les
Lphénoménes du monde réel. En raison de I'utilité des distributions sta-
tistiques, leur théorie est largement étudiée et de nouvelles distributions sont
développées. L’intérét pour le développement de distributions statistiques
plus souples reste important dans la profession statistique. De nombreuses
classes de distributions généralisées ont été développées et appliquées pour
décrire divers phénomeénes.

Par exemple, la distribution Gamma est la distribution la plus courante
pour 'analyse de données de durée de vie. Elle a de nombreuses applications
dans différents domaines autres que les distributions de durée de vie. Les deux
parametres d'une distribution gamma représentent les parameétres d’échelle
et de forme et il est assez flexible pour analyser des données réelles positives.
Le taux d’échec augmente et diminue en fonction du parametre de forme,
ce qui donne un avantage supplémentaire sur la distribution exponentielle,
qui a un taux d’échec constant. Puisque la somme des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuée a une distribution gamma, elle a
également une belle interprétation physique. Une autre propriété intéressante

de la famille des distributions gamma a deux parameétres est qu’elle dispose
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d’un ordre de rapport de vraisemblance, par rapport au parametre de forme,
lorsque le parameétre d’échelle reste constant. Cela implique naturellement la
commande en taux de risque ainsi qu’en distribution.

La distribution gamma généralisée avec le paramétre de forme « et le pa-

rameétre d’échelle (3 spécifiée par la fonction de densité de probabilité (p.d.f.)

. B | _ v
fGG(a,B,'y) (x) - T (a>$ eXp( (537) ) y Ly 05757'7 > 07 (1)
ou
+oo
['(a) = / 7 exp (—ax) dr (2)
0

est la fonction gamma.
La distribution gamma ([1}| 2)avec le paramétre de forme « et le parametre

d’échelle § est un cas particulier de la distribution gamma généralisée si v = 1

fotosn (@) = g iega” exp (<) 2.0, >0 3
La distribution de Lindley spécifiée par la fonction de densité de proba-
bilité (p.d.f) donnée par
32
1+ 5
a été présenté par Lindley (1958).

fre) (2) (I+z)exp(—px), z,8 >0, (4)

En raison de I'existence d’un seul paramétre, la distribution de Lindley
ne fournit pas suffissamment de flexibilité pour analyser différents types de
données de survie. Pour augmenter la flexibilité a des fins de modélisation, il
serait utile d’envisager d’autres alternatives de cette distribution.

Ghitany et al (2011) et Ghitany et Al-Mutairi (2013) introduisent deux
nouvelles classes de distributions de Lindley pondérée, ce qui donne plus de

flexibilité a la distribution de Lindley. Les fonctions de densités sont données
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par

fwiap) (x) = miﬂa*l (1+x)exp(—Bx);2,a,6>0  (5)

ap) () = ————a" 1 (1+2")exp (=B2), z,a,8,7 > 0. 6
Ramos and Louzada (2016) a proposé une nouvelle distribution de Lindley
pondérée a trois paramétres, nommée la distribution généralisée de Lindley

pondérée (GLW). La fonction de densité de probabilité est donnée par

Y
fewriop) (¥) = (a_{:ygmxw_l (B+ (Bx)") e B2 x o, B,y > 0. (7)

Bouchahed et Zeghdoudi (2018) a proposé une nouvelle distribution de
Lindley & un parametre, nommée la distribution généralisée de Zeghdoudi

dont la fonction de densité est donnée par

n k
for (2) = &L“’“Z, exp (—0z) 2,0 > 0. (8)

D k=0 ak@k_-;-l

Dans ce travail, des nouvelles distributions de durée a la vie ont été propo-
sées a savoir : Lindley Généralisée, Pseudo Lindley, Quasi Lindley et Gamma
Lindley. Par ailleurs, une comparaison des distributions est obtenue.

D’autre part, le domaine de la science actuarielle utilise fréquemment
les distributions de Rayleigh et de Pareto pour modéliser des données de
paiement. La distribution Rayleigh a de nombreuses applications dans la vie
réelle pour tester la durée de vie d’un objet que la durée de vie dépend de son
age. La distribution de Rayleigh est souvent utilisée dans différents domaines
de la physique pour modéliser la hauteur des vagues, le rayonnement son et
lumiére, les signaux radio et 1’énergie éolienne, I'image par ultrasons; durée
de vie des tubes, résistances, réseaux, cristaux, boutons, transformateurs, re-

lais et condensateurs des radars d’aéronefs, vitesse du vent sur un an sur les

3
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sites d’éoliennes, vitesse moyenne quotidienne du vent, etc. La distribution
de Rayleigh a également fait I’'objet d’une attention précieuse le domaine de
la fiabilité, de I'analyse de survie et de la science actuarielle. Mais pour la
modélisation des données en actuariat, nous ne pouvons pas utiliser une seule
distribution, en particulier si nous étudions les sinistres affectant un porte-
feuille d’assurance tel que ’assurance automobile, les données de paiement,
etc. La combinaison de densités est trés utile pour modéliser cette répartition
des sinistres.

Plusieurs chercheurs utilisent la distribution généralisée de Pareto pour
modéliser les données de paiement (données de perte importante ou paie-
ments de réassurance), voir Cooray et M. Ananda (2005). En effet, les don-
nées de paiement des assurances sont généralement tres asymétriques et dis-
tribuées avec de grandes queues hautes. L’inconvénient de 1'utilisation du
modele de Pareto pour les données actuarielles est qu’il couvre bien le com-
portement des pertes importantes, mais pas les pertes mineures, qui sont
assez bien modélisées par les distributions de Rayleigh, Log-normal, Gamma
ou Weibull. Dans certains cas, les problemes de la science, nous ne pou-
vons pas utiliser une seule distribution. Par exemple, si nous étudions les
sinistres affectant un certain portefeuille d’assurance (assurance auto, don-
née de paiement, ...). Pour cela, la répartition des revendications peut étre
modélisée comme une combinaison de densités.

Le présent travail est basé sur les idées de Cooray et Ananda (2005),
Teodorescu et Vernic (2006), Preda et Ciumara (2006) et Scollnik (2007).
Un composite de la distribution de Rayleigh et de Pareto nommé modele de
Rayleigh-Pareto a été proposé et étudié. En général, lorsqu’on considére les
distributions composites, la premiére distribution est la distribution a queue

légere et la seconde distribution est la distribution & queue épaisse. Dans le
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modele de Rayleigh-Pareto, la densité de Rayleigh a été prise comme f, car
il s’agit d’une distribution a queue claire et la distribution de Pareto a été
prise comme f, parce qu’il s’agit d’une distribution & queue épaisse. Certaines
propriétés du modele composite de Rayleigh-Pareto pouvant étre appliquées
a des applications pratiques dans des ensembles de données du monde réel
ont été examinées.

Ce projet de recherche est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des certaines définitions et
certains résultats sur les distributions de probabilités qui nous utilisons par
la suite (Gamma, Rayleith, Pareto, Lindley, Lindley de deux paramétres ...).

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons une bref rappelle sur les mo-
deles combinés, transformé-transformer et mélange dont nous introduisons
des nouvelles distributions de probabilités, ces distributions résultent d’un
mélange linéaire convexe de distributions Gamma et Lindley.En effet, nous
donnons quelques propriétés tel que la fonction de masse, les moments. Nous
nous intéressons aussi a l’estimation des parameétres de ces distributions uti-
lisant la méthode des moments. Nous finalisons ce chapitre avec une étude
comparative par des données réelles.

Enfin, le dernier chapitre contient ’essentiel des travaux regroupés dans
I article (Composite Rayleigh-Pareto distribution : Application to real fire
insurance losses data set. Journal of Statistics and Management Systems.)
en nous inspirant des travaux originaux de Cooray et Ananda (2005), Teodo-
rescu et Vernic (2006), Preda et Ciumara (2006) et Scollnik (2007) en adap-
tant certains résultats. Par ailleurs, une simulation et une étude comparative

entre plusieurs distributions ont été données.




CHAPITRE 1

Généralités sur quelques distributions

Sommaire
(.1 _Distribution de Gammal .............. 2
(1.2 Distribution de Paretol . ... ... ........ 8
(1.3 Distribution de Rayleigh (Lord Rayleigh).| . .. 10
(1.4 Distribution de Lindley (1958)[ . ... ... ... 11
[1.5 Distribution de Lindley avec deux parametres| . 12

Da nombreuses situations pratiques peuvent étre modélisées a 1’aide de
variables aléatoires qui sont régies par des lois spécifiques. Il importe donc
d’étudier ces modeles probabilistes qui pourront nous permettre par la suite
d’analyser les fluctuations de certains phénomeénes en évaluant, par exemple,
les probabilités que tel événement ou tel résultat soit observé. La connaissance

de ces lois théoriques posséde plusieurs avantages sur le plan pratique :



Chapitre 1. Généralités sur quelques distributions

e Les observations d’un phénomeéne particulier peuvent étre remplacées
par 'expression analytique de la loi ot figure un nombre restreint de para-
metres (1 ou 2,rarement plus).

e La loi théorique agit comme modele (idéalisation) et permet ainsi de
réduire les irrégularités de la distribution empirique. Ces irrégularités sont
souvent inexplicables et proviennent de fluctuations d’échantillonnage, d’im-
précision d’appareils de mesure ou de tout autre facteur incontrolé ou incon-
trolable.

e Des tables de probabilités ont été élaborées pour les lois les plus impor-
tantes. Elles simplifient considérablement les calculs.

Ce chapitre contient quelques lois de probabilité et certains résultats que
nous utiliserons par la suite. En effet, des généralités sur quelques distri-
butions de probabilités ont été élaborées a savoir : Gamma, distribution de

Pareto, distribution de Rayleigh, et distribution de Lindley.

1.1 Distribution de Gamma

1.1.1 Distribution de Gamma standard

Définition 1.1.1 Une variable aléatoire X suit une loi de Gamma de para-
metre a € R, si elle admet pour densité de probabilité pdf la fonction :
1 1

fa@) (z) = T (a)x“_ exp(—z);z >0 (1.1)

ceci est noté X ~ Gamma («).

— Si a =1 la distribution Gamma (1) est la distribution exponentielle de
parameétre 1.
— la somme de deux variables aléatoires indépendantes suit la méme loi

de Gamma Gamma (o) et Gamma (o) est une variable aléatoire de

2



Chapitre 1. Généralités sur quelques distributions

Gamma (a1 + az) .
— Le produit de deux variables aléatoires de Gamma Gamma (o) et

Gamma (az) est une variable aléatoire de Bessel K, ()

a1+a2 1

Y >Ka (2\/y), avec a = ag — g

P O @) T as)

ou K est la fonction de Bessel modifiée du troisiéme type.
—+00 t2 + 1
K, (z) = / t* L exp ( - \/E) dt
0

— Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes selon des distri-

butions Gamma (ay) et Gamma (a2) respectivement, alors X /(X +Y)

a une distribution Beta (aq, as) .
y e
[Beta(ar,a0) (T) = ml@ (2/Y)
— Le parameétre o est appelé le parameétre de forme, car il influence le
plus le pic de la distribution.

— Les moments de X sont donnés par :

C'(a+r)
I' ()

— L’espérance et la variance de X sont les suivantes :

E(X") =

E(X)=Var(X) =«

— Le coefficient d’asymétrie de X est

— La kurtosis de X est
6
Vo =3+ —
«

— Le transformation de Laplace de est

£(s) = (1is)a




Chapitre 1. Généralités sur quelques distributions

1.1.2 Distribution gamma de Pearson

Les distributions de Pearson sont les solutions d’une équation différentielle
de Karl Pearson (1894), afin que les chercheurs obtiennent des propriétés
statistiques souhaitables et suffisantes. Par la suite; ces solutions ont recu
des noms. L’une des plus importantes et des plus utilisées est la distribution

suivante.

Définition 1.1.2 On dit qu'une variable aléatoire a la distribution gamma

a deux parameétres o > 0 et 8 > 0 si sa distribution est donnée par

fotosn (@) = griaga” " exp (<)o > 1 (1)

Le parameétre a est appelé parameétre de forme, car il influe le plus sur le pic

de la distribution. Le parameétre 3 est appelé parameétre d’intensité ou para-
metre d’échelle inverse, car son influence est principalement sur ’étalement
de la distribution, c’est-a-dire que ’écart type de la distribution gamma est

proportionnel & % .

— Si g =1 la distribution Gamma («, 1) est la distribution Gamma ().

fatan) (7) = fora) () = T ga)xa_l exp (—)

— la somme de deux distributions de Gamma (aq, ) et Gamma (as, 3)
est une distribution de Gamma (a; + ag; 3) .

— Le produit d’une distribution de Gamma («, 3) avec une constante po-
sitive a est une distribution de Gamma (a, g)

—Sia=1et g = % la distribution Gamma (1, %) est la distribution

exponentielle £ (\) .
fG(l, ) () = fepy (z) = Xexp (=Az) ;2 > 0

1
X
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~-Sia=g3et = % la distribution Gamma (%, %) est la distribution

de.chi-deux avec v degrés de liberté

) (@) = far) (2) = L e (_E) ;x>0

fos 257 (3) 2

N

— Si « est un entier, la distribution Gamma est une distribution d’Erlang,.
— Si X une variable aléatoire a une distribution Gamma (o, 3), alors 1/X
a une distribution Gamma inverse.
f(x) = Q;x%_l exp <—£> ;x> 0,v=af
(3] 2
— Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes selon des distri-
butions Gamma («; 0) et Gamma (3;0) respectivement, alors X /(X +
Y') a une distribution beta («, [3).
— Le produit de deux variables aléatoires de Gamma Gamma (aq, 3) est

Gamma (az, 3) est une variable aléatoire de Bessel K (ag, as)

aqtag 1

2y
B2t (o) T (a)

fX1X2 (y) = Ka1—042 (2\/5)

ou K est la fonction de Bessel modifiée du troisiéme type.
+oo t2 + 1
K, (z) = / t* L exp ( - \/5) dt
0

sont des variables aléatoires indépendantes selon des dis-

- Si (Xi>i:1,n
tributions Gamma (a; 5) i = 1,2, ...n respectivement, alors le vecteur
(X1/8, ..., X,,/S),ou S =>"" | X, a une distribution de Dirichlet de n
parametres (aq, g, ..., ay).

— Les moments sont donnés par :

I'(a+7)

P = 5@
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— L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Gamma sont les

suivantes :
«Q
EF(X) = =
(X) 3
«Q
Var (X)) = —
ﬁ2
— Le coefficient d’asymétrie est
2
Y1 = ﬁ
— La kurtosis est
6
Yo =3+ —
«Q

— Transformation de Laplace L (s) = (14&5)
5

1.1.3 Distribution Gamma de Stacy

La distribution gamma & trois parametres ayant, entre autres, Weibull,
gamma, exponentiel et Raleigh comme sous-distributions spéciales, est une
distribution tres populaire pour la modélisation des données de durée de vie

et pour le phénomeéne de modélisation avec des taux d’échec monotones.

Définition 1.1.3 On dit qu'une variable aléatoire a la distribution gamma
a trois parameétres a > 0, 3 > 0 et v > 0Osi sa distribution est donnée par

Yo

fotosn () = % exp (— (Ba)") ;2 > 0 (1.3)

— Si v = 1 la distribution Gamma Gamma (a, 8,1) est la distribution

Gamma (a, 3).

(67

fotosn) @) = fota (@) = igesa exp (<) o > 0
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-Sia =43, [ = % et v = 1 la distribution Gamma (%’,%,1) est la

distribution Chi-deux avec v degrés de liberté.

(@) = fary (@) = jei e (—5) e >0

fo(s, 0T (

N

-Sia=4, 0= \/LE et v = 2 la distribution Gamma (%, \%,2) est la

distribution Chi-deux avec v degrés de liberté.

f(x)= ﬂlﬂ;@) (\/5.%)1]_1 exp (—22%) ;2 >0

- Sia=1,0= \/2+7 et v = 2 la distribution Gamma (1, \/%7, 2) est la
distribution de Rayleigh

T ZL‘2
f(l') = ;exp (—@> ,ZE>0

— Les moments sont donnés par :
r <a + 5)
E(X") = o757~
AT (@)
— L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Gamma sont les

suivantes :

2(X) - F(oz—l—%)

B
Vo) - T <aﬁj ) (T (a; 1)

— Le coefficient d’asymétrie est

71 = 3
— La kurtosis est
o)
V2 3
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1.2 Distribution de Pareto

L’économiste italien Vilfredo Frédérico Damaso surnommé par ses étu-
diants Marquis de Pareto est le premier a mettre en évidence 'application
d’une loi puissance a un phénomene économique. En 1906 il étudie la répar-
tition des revenus des habitants de divers pays industrialisés et constate que
80% des richesses appartiennent & 20% de la population et ce, quel que soit
le pays observé.

En effet, par projection, ce principe se vérifie dans de nombreux domaines.
La majorité des résultats ou des impacts, sont diis & une minorité des causes.
20% des bugs sont responsables de 80% des plantages de logiciels, 20% des
articles en stock représentent 80% du cofit de stockage, etc. D’oul la seconde
appellation : la loi des 20/80 (ou 80/20).

- En gestion des stocks, sous sa forme de loi ABC de Joseph Juran qui
énonce que les ressources représentant 70 & 80% du CA sont rassemblés dans
la classe A, les ressources contribuant entre 10 & 15% au CA sont dans la
classe C et la classe B rassemble les ressources intermédiaires. Juran déclare
que : le principe de Pareto permet seulement de séparer les choses en deux
parts. En réalité, il existe 3 parties. La troisiéme est un « résidu » qui prend
place entre les composantes prioritaires et les composantes secondaires. Ce «
résidu » peut étre dénommé « zone a risques » (awkward-zone). Chaque
¢élément de cette zone a risques n’est pas assez important pour justifier un
lourd investissement dans l’analyse, mais leur regroupement dépasse les ca-

pacités d’analyse.

Définition 1.2.1 Une variable aléatoire continue X suit une loi de Pareto
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de parametres o, k € R, si elle admet pour densité :

koo
f,ﬁl sl x>«

f(x) =

0 siz <«
Ceci est noté X ~ Pa(a, k).

Proposition 1.1 Si X ~ Pa(«, k) alors la fonction de répartition F (x) et

la fonction de survie S (z) de X sont données par :

i o
F(z) = e et S(x)=
0 si <« 0 si <«

Proposition 1.2 Si X ~ Pa(«, k) alors la moyenne théorique et la variance

théorique de X sont données respectivement par :

k
E(X) = ” fél (n’existe que si k > 1),
ka? . .
V(X) = 5 (n’existe que si k > 2) .
(a—1)" (e —2)

Proposition 1.3 Si X ~ Pa(a, k) alors le coefficient d’asymétrie théorique
(skewness) et le coefficient d’aplatissement théorique (kurtosis) de X sont

donnés respectivement par :

2k+1) [k—2 . o — 15k% — 12
= k t vy = k>4
LR — o SLk=3 ety = mmen e SR>
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1.3 Distribution de Rayleigh (Lord Rayleigh).

Définition 1.3.1 Une variable aléatoire continue X suit une loi de Rayleigh

de parametre o > 0, si elle admet pour densité :

2
TR (x) = %exp (—%) ;x>0

— La distribution de Rayleigh est un cas particulier de la distribution de
Weibull avec un parametre d’échelle égal a 2.

— Lorsqu'un Rayleigh est défini avec un parameétre de forme o égal a 1,
il est égal & une distribution de khi carré a 2 degrés de liberté.

— X suit la loi de Rayleigh de parameétre o si X = /A2 + B2 ot A et B
sont deux variables gaussiennes indépendantes, ce qui explique le choix
du symbole o pour parametriser la loi de Rayleigh.

— Si X suit la loi de Rayleigh de paramétre o alors X2 suit la loi du
qui-deux avec deux degrés de liberté, qui est une loi exponentielle de
parametre %

— Si X suit une loi exponentielle de parameétre A alors v/202AX suit une
loi de Rayleigh de paramétre o.

— Si (Xi);_,,, une suite de variables indépendantes suivent la méme loi
de Rayleigh de parametre o alors » ;| X? suit une loi gamma de pa-
rameétres n et 202

— Les moments sont donnés par :

E(X") = 0"25T (1 n g)

— L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Gamma sont les

suivantes :
T
E(X) = —
(X) = o)/
4 —
Var (X) = 2%2
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— Le coefficient d’asymétrie est

27 (7 = 3)

Y11=

(4-m)?
— La kurtosis est
B 612 — 247 + 16
T Ty

— Transformation de Laplace L (s) = 1+osexp (%) V3 (erf (%) + 1>

ou erf est la fonction d’erreur.

1.4 Distribution de Lindley (1958)

Une distribution de Lindley d’un seul parametre a attiré les chercheurs
pour son usage en modelant des données de vie, et on 1’a observé en plusieurs
articles que cette distribution a exécutés excellemment .Cette distribution est

introduite par Lindley en 1958 comme mélange d’Exzp(S) et de Gamma(2; ).

Définition 1.4.1 [I] Une variable aléatoire X suit une loi de Lindley de

parametre J € R, si elle admet pour densité :

2
frp) (@) = 1 f_ 5 (1+z)exp(—pz),z >0 (1.4)

ceci est noté X ~ L (f3)

— La fonction de répartition correspondante est :

B+1+px 4
F =1 - — z
() 115
— La premiére dérivée de (|1.4) est
s 3
!/ — 1 _ _ —px
fo) =15 (1= 8- fa)e

11
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— Le moment d’ordre k£ de la distribution de Lindley est :
! 1
B (x*) = k (f+k+ )
A7 (1+p)
— Le coefficient de variation

V248 +2

B+ 2

1.5 Distribution de Lindley avec deux para-
metres

Définition 1.5.1 Une variable aléatoire X suit une loi de Lindley de deux

parametres (o, 3) € R%, si elle admet pour densité :

a+1
friap () = (afﬂmxa‘l (14+z)e P 2>0 (1.5)

ceci est noté X ~ L («, 3)

— La fonction de répartition correspondante est :

B+a)G (o, Br) — ()" e
(a+5)T' (o) ’

avec G (.,.) la fonction gamma inverse.

— La premiére dérivée de (|1.5)) est

by g9(@)
f (x)—mf(x)

F(:U):(

ou
g(@) =B+ (B—a)r+(1—a).
— Le moment d’ordre k de la distribution de Lindley est :

I'(a+k)(B+Ek+a)
B la+p)T(a)

E(X*) =

12
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Modeéles combinés, T-X et Mélange
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Des nombreuses classes de distributions généralisées ont été dévelop-
pées et appliquées pour décrire divers phénomenes. Il existe plusieurs
méthodes pour introduire des nouvelles distributions & savoir : Modéles com-

binés ; transformed-transformer (7' — X'), Mélange.
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2.1 Modéles combinés

Dans certaines situations, les statisticiens rencontrent des données qui
proviennent évidemment de deux modeles différents. C’est souvent le cas avec
par exemple : Les données sur les paiements d’assurance, lorsque les actuaires
doivent traiter des données plus petites avec des fréquences élevées et des
données plus grandes occasionnelles avec des fréquences plus basses. La dis-
tribution correspondante peut alors étre modélisée sous la forme d’une com-
binaison de deux distributions, consistant en une distribution moins lourde
jusqu’a une certaine valeur de seuil et une répartition & queue grossie a partir
de ce seuil. Les cas particuliers de cette distribution sont des modéles com-
binés qui sont définis en matiére de deux fonctions de densité de probabilité
tronquée, des poids de mélange et de la limite de porter du domaine. qui
est suggéré par Cooray et Ananda [23]. Ils ont construit un modéle combiné

ayant la fonction de densité de probabilité

2 = cifi(z) —oco<ax <4 2.1)
cafolr) O0<z<o00
ou f; et fy sont des fonctions de densité de probabilité, tandis que c; et ¢y
sont des constantes de normalisation qui résultes en imposant des conditions
de continuité et de différentiabilité, (2.1) est appelé un modele épissé a deux
composantes des petites pertes. Par conséquent, le role du seuil (0 < 6 <
limite supérieure du contrat) est trés important, étant le point o sur la base
de ’analyse des données, nous changeons le modéle.
D’aprés Cooray et Ananda (2005), f; est pris comme étant la densité
Lognormal, alors que f, est la densité de Pareto. Sur la base des mémes

distributions, Scollnik (2007) a proposé deux modéles combinés différents,

plus généraux que ceux étudiés par Cooray et Ananda (2005). De la méme

14
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maniére, Teodorescu et Vernic (2006) ont proposé des modeéles Exponentiel-
Pareto combinés. De plus, Preda et Ciumara (2006) ont réalisé une étude

comparative entre les distributions Weibull-Pareto et Lognormal-Pareto.

Construction et caractéristiques du modéle combiné

Suivant Cooray et Ananda (2005), une densité composite est dérivée de

Fa) = cfilz) —co<x<H

cafolr) O0<z<o00

afin d’obtenir une fonction de densité combiné lisse, nous imposons des condi-

tions de continuité et de différentiabilité au seuil @, c’est-a-dire

| #@hde =1, £16) = £0) et - 1:0) = 7 ul6)

Scollnik (2007) a remarqué que la fonction de densité du modéle combiné

(2.1) pourrait également étre écrite comme

rfi(z) —oo <z <4
f () = (2.2)

(1—=7r)fi(x) 0<zx<x
ou 0 < r <1, tandis que f] (z) et f5 (z) sont des troncatures adéquates des
fonctions de densité f; et fo. Plus précisément, si F; désigne la distribution

de répartition de f;, nous avons

iy - @ h@
i (@) 7 hdy F0) <z<0 (2.3)
) = 2 R

feoo f2 (y) dy S 1- Fy (9)’
Il est facile de voir que la fonction de densité (2.2) peut étre interprétée

comme un modeéle de mélange & deux composants avec des poids de mélange

r et 1—r (c’est-a-dire une combinaison convexe de deux fonctions de densité).

15
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fla)=rfi(@)+ @ =r)f3 ), rel0l]. (2.4)

Teodorescu et Vernic(2006) ont déduit certaines propriétés du modele
(2.2) concernant sa fonction de répartition, les moments initiaux et la fonc-
tion caractéristique. Ces propriétés sont présentées ci-dessous. Si X est une
variable aléatoire avec fonction de densité f, on note son moment initial de
ieme

lan entrée par

E, (f) = E(X")
et sa fonction caractéristique par
prt)=wpx(t)=FE (eitX) :

Proposition 2.1.1.
a) Soit F' la fonction de répartition compléte de la fonction de densité

donnée dans (2.2). alors

—

. r%% —co<x <0 o s
(z) = N B@RO) o (2:5)
r+(1—r) ) <z <oo

=

b) En supposant que toutes les quantités impliquées existent, le n**¢ordre

moment initial de la fonction de densité (2.2) est
En (f) =rE (1) + (1 =7) En(f),
alors que sa fonction caractéristique est
pr(t) =rop )+ (1 +r)pp(t), teR (2.6)

Preuve. (voir Teodorescu S, Vernic R (2009)). =
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2.2 Modéle T — X

Eugene et al. (2002) a introduit la famille de distributions béta-généralisée

avec fonction de répartition

G (z) = / ", (t) dt, (2.7)

ou b(t) est la fonction de densité de probabilité du variable aléatoire béta
et F(z) est la fonction de répartition pour un autre variable aléatoire. La

fonction de densité de probabilité correspondant & (2.7) est donné par

o
B (a, p)

La variable aléatoire béta se situe entre 0 et 1, de méme que la fonction de

g(x) = f(x) F~H (2) (1= F())" "

répartition F'(z) d’un autre variable aléatoire. La limitation de 'utilisation
d’un générateur avec un support compris entre 0 et 1 souléve une question in-
téressante : « Peut-on utiliser d’autres distributions avec un support différent
en tant que générateur pour dériver différentes classes de distributions ?>»
Cette section abordera cette question et introduira une nouvelle technique
pour dériver des familles de distributions en utilisant n’importe quelle fonc-
tion de densité de probabilité en tant que générateur.

Alzaatreh et al. (2013) a étendu la famille béta généralisée et a défini la

famille 7" — X (W). La fonction de distribution cumulative de la distribution

T — X (W) est
W(F(z))
G (z) = / r (t) dt.

ou r(t) la densité de probabilité d’une variable aléatoire T" € [a,b], pour
—o0 < a < b < oo. Soit W(F(z)) une fonction de la fonction de répartition
F(z) de toute variable aléatoire X pour que W (F'(z)) satisfait aux conditions

suivantes :

17
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W(F(z)) € [a, 0]
W (F(x)) est différentiable et monotoniquement non décroissante

siz — —oo, W(F(z)) — aetsiz— oo, W(F(z))—b.
(2.8)

La méthode pour générer des nouvelles familles de distribution est présentée

A la suivante définition.

Définition 2.2.1 Soit X une variable aléatoire avec fonction de densité de
probabilité f(x) et fonction de répartition cumulative F'(z). Soit 7' une va-
riable aléatoire continue avec fonction de densité de probabilité r(¢) définie
sur [a,b]. La fonction de distribution cumulative d’une nouvelle famille de

distributions est définie comme

W (F(z))
G (z) = / r (t) dt (2.9)

ou W(F(x)) satisfait aux conditions de (2.8). La fonction de distribution
cumulative G(x) dans (2.9) peut étre écrit comme G(x) = R{W (F(z))}, ou
R(t) est le La fonction de distribution cumulative de la variable aléatoire 7T'.

La fonction de distribution cumulative associée a (2.8) est

9(@) = { LW pr (W (EE) (2.10)

Notez que :

- La fonction de distribution cumulative dans (2.9) est une fonction compo-
site de (R.W.F)(x).

- La fonction de densité de probabilité r(t) dans (2.9) est "transformé" en
un nouveau fonction de distribution cumulative G(x) a travers la fonction

W(F(z)) qui agit comme un «transformateur». Par conséquent, nous nous

18
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référerons a la distribution g(x) dans (2.10) transformée a partir de la va-
riable aléatoire T par la variable aléatoire du transformateur X et 'appeler
"Transformé-Transforme" ou distribution 7" — X.

- La variable aléatoire X peut étre discréte et dans ce cas G(z) est le fonction
de distribution cumulative d’une famille de distributions discrétes.

Des différentes W (F' (z)) donneront une nouvelle famille de distributions.
La définition de W (F'(x)) dépend du support de la variable aléatoire T'. Voici
quelques exemples de W(.).

1. Lorsque le support de T" est borné : Sans perte de généralité, on suppose
que le support de T est [0, 1]. Les distributions pour ce type de T incluent
des distributions uniformes (0, 1), béta, Kumaraswamy et d’autres types de
distribution béta généralisée. W (F'(x)) peut étre défini comme F (z) ou
F* (x). 11 s’agit de la famille de distributions générées par le béta qui ont été
bien étudiées au cours de la derniére décennie.

2. Si le support de T est [a,00), a > 0 : Sans perte de généralité, on
suppose que a = 0. W (F (z)) peut étre défini comme —log (1 — F'(x)) ,
T, —log (1 — F () et 7.

3. Lorsque le support de T est (—oo0,00) : W (F (x)) peut étre défini

comme log [—log (1 — F' (x))], log [%] ,log [~ log (1 — F* (z))] et log [%]
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Tableau 2.1 Fonctions de densité de certaines familles T'— X basées sur

différentes fonctions W(.)

T W (F(z)) g(z)

[0, 00) =30 o LF%M

[0, 00) —log (1 — F (z)) s [~ log (1 - F ()]
R ek 56

[0, 00) —log (1 — F () %r [—log (1 — F° (2))]

(=00, 400) | log 15&?%} %T log (%ﬂ

(=00, +00) | log [ log (1= F (2))] | Grrm—iedipyy” log (—log (1 — F (x)))]
(—00, +00) | log | 7] it [los (5 )|

(—00,+00) | log[—log (1 — F* (2))] (Fa(;ﬁ))f;‘;(ffﬁa(x)) [log (—log (1 — F* (z)))]

2.3 Modéle de Mélange

Soient Y; ~ loi(I;) n variables aléatoires indépendantes de densités f;.

On considére la variable aléatoire X =Y; , X =Y,

.......

probabilités P;. La fonction de densité de X est donnée par :

= Zpifi (z)

Dans le reste de ce chapitre, nous introduisons des nouvelles distributions

A savoir :

Lindley utilisant le modéle de mélange.

avec 0 < p;, <1et Zpizl.

i=1

X =Y, avec les

Lindley Généralisée, Pseudo Lindley, Quasi Lindley et Gamma

2.4 Distribution de Lindley Généralisée

La distribution de Lindley Généralisée (Generalized Lindley Distribution

(GLD)) avec les parameétres « et 6 est définie par sa fonction de densité de
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probabilité

0% (02)* " (o + vz )e 0
@+~ T(a+1)

11 est facile de voir que si & = v = 1, la fonction (2.11) de GLD se réduit a la

f(I’;Oé,Q,’Y) = ) 377‘9705’7>0' (2’11)

fonction de distribution de Lindley, siy = 0, elle se réduit a la distribution de
Gamma(a, 0) et si (o, ) = (1,0), elle se réduit a la distribution Exponentielle
(0). La fonction de densité (2.11) de GLD peut étre montré sous forme de

meélange des distributions Gamma («, 0) et Gamma (o + 1,60) comme suit :

f(xa oz,@,’y) = plfl(x) +p2f2($)
0 a,—0z

N a—1_—0x at!
Oou p; = #,m = # Ji(x) = Ty ¥ le=0r ot fo(x) = %w e . (pour

plus de détails voir. Zakerzadeh and Dolati (2010). La fonction génératrice

o= (75) (i),

Les moments d’ordre 1,2 et 3 de la distribution de Lindley Généralisée sont :

correspondante est :

. .1 jatl o 2(at]) o? 4+ 3a + 2
:ul - 0_1_7 0 7,LL2— 0(0—’—’7) 92 )
+1 +1)(0 + 3a+5

2.4.1 Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X7, ..., X, de taille n de la distribu-
tion GLD (2.11), les estimateurs des moments (MoM), 4 de v 0 de 6 et &

de a sont la solution des équations des moments :
al@+v)+vy-X00+v) = 0
—2(a+1)0+ (> +3a+2)(@+7) —nb*(0+7) = 0

1 1
a;; (—304+6)+(OHr )H(QJ”) (a+1)2+3a9j5 ~K =0

Il est possible de calculer 4, 0 et @ numériquement.
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2.5 Distribution Pseudo Lindley

Dans cette section, on introduit la distribution de Pseudo Lindley (PsLD)
([34],[37] ) et étudier ses propriétés de base. Cette distribution de deux pa-
rameétres # > 0 et § > 1, le premier est appelé parameétre d’échelle alors que
[ est le parameétre de mélange est défini comme un mélange d’Exp(f) et de
Gamma(2, 0)

Soit Yy ~ Exp(0) et Yo ~ Gamma(2,0) deux variables aléatoires indépen-

dantes. Pour $ > 1, on considére la variable aléatoire X = Y] et X = Y5 avec

les probabilités respectivement P, = % et P, = %
La fonction de densité de X est donnée par :
fouan(a:6,8) = L1 ; Or) e 0050851 (2.12)
La fonction de répartition correspondante est :
Fpspp(z) zl—w;$>0,52 1,6 > 0. (2.13)

B
Remarque 2.5.1 1)Si = 0 + 1, cette distribution est la distribution de

Lindley LD (0). 2)Si 8 = 1, cette distribution est la distribution de Gamma(2,0).

La premiére dérivée de fpsrp(z) est :
d 6?(2— 3 —0z)e 0" 9 _
@fPsLD@?) = ( ﬂﬁ z)e =0 donne x = TB

Il en résulte que :

(1) pour 1 < 8 < 2, jz—zfpsLD(i‘) < 0 implique que & = % est 'unique point
critique unique a laquelle fpspp(x; 6, 5) est maximisée.

(73) pour B > 2, %fpsLD($;9,6> <0, c-a~d  fpspp(;0,3) est décroissante
en .

Par conséquent, le mode de cette distribution est :

25 y1<pB<2
Mode(X) = (2.14)

0
0 atlleurs.
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2.5.1 Moments et mesures connexes

Proposition 2.1 Le moment d’ordre k de la distribution de Pseudo Lindley

est :

k(B + k)
6" 3

Soient X1, X, ..., X, , n variables aléatoires indépendantes de PsLD(0, ().

E(X*) = k=12, ..

La fonction génératrice de S =" | X;, est donnée par

0" (1= Bt +08)"

d’ot
0((1—-p8)t+063)
Bt—07°

Corollaire 2.1 Soit X ~ PsLD(6,3),le moment d’ordre 1,2 et la variance

Mx(t) = E(e™) =

de X sont :

_B+1
__95

JE(X?) = ﬁ02—+ﬁ2, Var(X)

_ B +2p-1

E(X) 6202

(2.15)

Preuve. Soient X ~ PsLD(0,3), M = Mode(X),me = Median(X) et
Moyenne(X) = p= E(X). Alors

M < me < p.

Selon La fonction de répartition de PsLD(6,3) pour tout z, 6 et

1-229 yi1<B<2 1
F(M) = p =5 , F(me) = .
0 ailleurs 2

et .
(B +p+1) e ()
3 '

Fp)=1-
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Notons que F(M) est une fonction croissante pour tous S > 1. Il est facile
de vérifier que
F(M) < F(me) < F(u), alors on a M < me < p.
|
Le coefficient de variation (7), le coefficient d’assymétrie (\/5_1) et le
coefficient d’aplatissement (/3,) sont :
VVar(X) V32428 -1
E(X) B+1 ’
VB = E(X?) _ 65% (8 +3) 3
(Var(X)F (82 + 25— 1)}
E(X*) 2453° (B + 4)
(Var(X)? ~ (82+28—1)*

Remarque 2.5.2 Toutes ces expressions sont indépendantes du parametre

Y

52:

6 et dépendantes uniquement du parameétre 3, avec 6v/2 < /B; < 6 et
By > 30.

2.5.2 Fonction de hasard et Fonction de survie

Soit
. PX<z+ Az |X=2) fle)  O(B+0x—1)
h(x)_AI;;IEO Azx C1—-F(x) B+ 0x
et .
S(a:)zl—F(m):%.

La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de

Pseudo Lindley respectivement.

Proposition 2.2  Soit hpspp(x) la fonction de tauz hasard de X. Alors

hpst(x) est croissante.

24



Chapitre 2. Modeéles combinés, T-X et Mélange

02

G0~ 0. m

Preuve. Il est facile de vérifier que d%hpsLD(x)

2.5.3 Fonction Quantile de la distribution de Pseudo
Lindley

D’aprés la fonction de répartition de la distribution de Pseudo Lindley
définie en (3.2), il convient de noter qu’est continue et strictement croissante
de sorte que la fonction de quantile X est Qx (u) = Fy' (u),0 < u < 1. Dans
le résultat suivant, on donne une expression explicite de (Qx en fonction de

la fonction W de Lambert.

Théoréme 2.5.1 Pour tout 6 = 0 et 5 = 1, la fonction quantile de X qui

suit la distribution de Pseudo Lindley est

Qx <“>:—§——W (BeP(u—1)), 0 <u<1l, (2.16)

Ou W_y désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve. Voir ( Zeghdoudi et Nedjar (2017)). m

2.5.4 Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X, de la distribution de
Pseudo Lindley (3.1), en utilisant le premier moment m et la variance s* on

a .
_B+1 , pP+28-1
e T T T B

On résout ce systéme non linéaire pour tout s > 0,m > 0, pour trouver les

estimateurs des moments 0,01 €t 5,0, de 0 et B respectivement comme
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suit :
5 2m + v/2v/m? — §2 . 5 m? + s?

oM = € oM — .
et m? + 2 MM 2 — 2 4 V2my/m? — &2

(2.17)

Le théoréme suivant montre que 'estimateur 6,,,,; de 0 est biaisé.

Théoréme 2.5.2 L’estimateur des moments 9M0M de 0 est positivement
biaisée , c’est-a-dire

E (9M0M> — 90

p+1

Théoréme 2.5.3 Soient Oyropr = N(m) et N(t) = 3

,pourt >0, 0na

d? _2(B+1)
e = g

N(t) est strictement convexe. Maintenant, par l'inégalité de Jensen, on a

E(N(m)) > N (B(m)).Ainsi, E(m) = N(u) = N (@—y) — 0, E(B) > 0. Alors

> 0.

Orrons est positivement biaisé.

Le théoréme suivant donne la loi limite de @.

Théoréme 2.5.4 Lestimateur 0 Mom de 0 est convergeant et asymptotique-

ment normal :
. P 1
\/ﬁ<9—9) HN<0,E).

L’intervalle de confiance de 0 pour un seuil de confiance 100 (1 — «) % est

donné par :

eMoM + za
2 2

A
no

Ot za est le (1 — ) percentile de la distribution normale standard.

Preuve.
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Théoréme 2.5.5 Preuve. Soient Oyon = g(m) et g(t) =

B+1

R étant

, . . P . . .
donné aussi m est finie, m — p.g(t) est une fonction continue a t =

m,g(m) =g (1),

réme central limite, on a

< g7 P
c’est-a-dire Opropr — 0. Comme o

2 < o0, par le théo-

\/ﬁ(m—,u)iN(O,aQ).

En outre, puisque g (1) est différentiable et g' (1) # 0, par la méthode Delta,

on a

Vitlam) = g0) £ ¥ (0.[4 ] ).

Enfin, étant donné que

g(m) = 0Ororr, g(p) =0, et g ()=

_B+1
up

L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ~ PsLD(6,[5),i = 1,n n variables aléatoires. La fonction de

logvraisemblance est :

Inl(x;0,5) :nan—nlnﬁjLZln(ﬁ—l—i-ﬁxi) —Qin.

i=1 i=1

Les équations des dérivées de Inl(z;; 0, 3) par rapport a 6 et [ sont ainsi

obtenus sous la forme :

Olnl(z;;0,05)

06

Olnl(x;; 60, 5)

op

n n n T
- E_Z;I”;(B—H@xz) 219
-n - 1
= +Z<ﬁ_1+€xz> (2.19)
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Les deux équations (2.18) et (2.19) ne peut pas résoudre directement, on doit

utiliser la méthode Fisher Scoring, on a :

9%Lnl(x;;8,0) 0%Lnl(x:;3,0) é —0 OLnl(z;;8,0)
00” 9008 o] _ 00 (2.20)
82Lnl(z;8,0)  8%Lnl(z;8,0) | . B _8 AOLnl(w;;3,0) )
0p06 aB? 6=>06o 0 o8
B=Bo 6=00
5250
. 0%Lnl(z;;8,0) n n x2 L O2Lnl(zi8,8) _ n n 1
Ou7 892 _.9_2_21':1 ((,BflJeri)Q ) 882 - F_Zizl (B—1+02;)2
92 Lnl(z:;8,0) _ 0%Lnl(xi;6,0) n z;
et —%m0 = a0 — > ic1 _5—1—4-6'11-)

L’équation (2.19) peut se résoudre de facon itérative ou 0y et [, sont les

valeurs initiales de # et [ respectivement.

2.6 Distribution Quasi Lindley

La distribution Quasi Lindley(QLD) avec deux parameétres a et 6 est
définie par sa fonction de densité de probabilité

0% (o + 20)e 0"
a+1

fz;a,0) = ;x,6,a>0. (2.22)

Il est facile de voir que si @ = 6, I'équation (2.22) de QLD se réduit a la
fonction de distribution de Lindley et si o = 0, elle réduit a la distribution
Gamma (2,0). La fonction de densité (2.22) de QLD peut étre montré sous
forme de mélange des distributions Exponentielle (0) et Gamma (2, 6) comme
suit :

f(z;0,0) = pfi(z) + (1 = p) fo()

o p= 4, filz) = 0= et fy(x) = 0*xe " (Pour plus de détails voir.

Shanker et al.(2013) ).

La dérivée premiére de (2.22) est :
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’ 926_6x
fw) = a+1

(1—a—0x)

Il en résulte que

11—«

o~ est le point critique unique

(i) pour o < 1, L f(x) = 0 implique que zo =
a laquelle f(z) est maximisée;
(i1) pour a > 1, 4L f(z) <0, c-a-d . f(x) diminue en z , dont le mode de la

distribution QL est donnée par :

11—«
Mode =4{ 7 ¢ <1
0
La fonction de répartition correspondante est :
1 0
F(z)=1- ﬂe—em; x>0,0,aa>0. (2.23)
a+1

Le 1™ moment de la distribution de quasi Lindley est :

r 1 1
M;‘: (T+T>(a+r+ )7T:172""
0" (o + 1)

En particulier on a

(a+2) | 2(a+3) | 6(at+4) | 24(a+5)
M a+ )" " P ) Far )™ arl)

Le moment centré de la distribution de Lindley est donné par :

k
k T
usz{(X—u)k}zz o (=)
r=0 r
En particulier on a
_&®+da+2 2 (a3 + 602 + 6a + 2) 3 (3at + 2403 + 4402 + 32a + 8)

Mo = y 3 = y My =

0° (o +1) 0® (a +1)° 0" (a+1)*
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Le coefficient de variation (), le coefficient de d’asymétrie(w / 61) et le coef-

ficient d’aplatissement ((,) sont :

Vo +4a+2

7T Tare

JA = 2 (a® + 6a% + 6a + 2)
' (a2+4a+2)%

5, — 3 (3a* + 2403 + 440 + 32a + 8)
2 — .

(a2 4 4o + 2)°
2.6.1 Fonction de hasard et fonction de survie

Pour la distribution Quasi Lindley la fonction de taux de hasard est :

PX<z+Az|X>z)  flz)  0a+0n)

h = [ = = . (2.24
(z) Armo Ax 1-F(z) a+1+0x (2.24)
et la fonction de survie est :
a-+1+0x
S —1—F(z) = ——— "¢ 0=, 2.25
(x) (o) = e (2:25)

2.6.2 Fonction Quantile de la distribution Quasi Lind-
ley

La distribution Quasi Lindley de paramétre 6 et o est spécifiée par sa
fonction de répartition définie en (2.22). Il convient de noter qu’est conti-
nue et strictement croissante de sorte que la fonction de quantile X est
Qx (u) = Fx' (u),0 < u < 1. Dans le résultat suivant, on donne une ex-

pression explicite de (x en fonction de la fonction W de Lambert.
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Théoréme 2.6.1 Pour tout 6 > 0, la fonction quantile de la distribution

Lindley X est :

QX(U):—g—g—EWq (ﬁ(u—l)), 0 <u<l1, (2.26)

ou W_y désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve. Pour tout 6 fixe, § > 0, soit u € (0,1). On doit résoudre I’équation

Fx () = u par rapport a z, pour tous X > 0 comme suit :.
(a+1402)e ™ =(a+1)(1—u). (2.27)
En multipliant par — exp (—a — 1) I’équation (2.27), on obtient :
—(a+1+0x)exp(—a—1—0z)=(a+1)(u—1)exp(—a—1). (2.28)

D’aprés I'équation (2.28), conjointement avec I’équation (1.3), on voit que
— (o + 1 4 0x) est la fonction W de Lambert de 'argument réel (o + 1) (u — 1) exp (—a — 1).
Alors, on a

a—l—l = — (& T u
W(m(u—l))— (a4+1460zx),0<u<l. (2.29)

Toujours, pour tout 6 > 0 et = > 0 il est immédiat que (a + 1+ 0x) > 1 et
il peut également étre vérifié que puisque u € (0, 1). Il pour, en prenant en
compte les propriétés de la branche négative de la fonction W de Lambert a

présenté en premiere chapitre, ’équation (2.29) devient

a+1 N -
W_l(m(u—l)>— (a+140x). (2.30)

Ce qui implique le résultat. la preuve du théoréme est terminée . m

31



Chapitre 2. Modeéles combinés, T-X et Mélange

2.6.3 Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X,,, de QLD, les estimateurs

des moments 0 de 6 et & de peuvent étre obtenus comme suit :

o A 2 1 _

H = (?‘Jr ):, X >0 (2.31)
a+1l/) X
1

a = m[2k+\/§\/2—k—4 (2.32)

ou
u_é_k_ 2(a+3)(a+1)
1y (o +2)° '

2.7 Distribution de Gamma Lindley

Dans cette section, on introduit la distribution de Gamma Lindley (Gal)
( [35],[36]) et étudier ses propriétés de base. Cette distribution est défini
comme un meélange de Gamma(2, 0) et de Lindley(#). Soit Y; ~ Gamma(2, 0)

et Yo ~ LD() deux variables aléatoires indépendantes. Pour 6 > 0, 8 >

0

rg les parametres d’échelle et de mélange respectivement , on consideére la

variable aléatoire X =Y et X =Y, avec les probabilités respectivement P;
,Pgetpl—i-Pg:l.

La fonction de densité de X est donnée par :

0°((B+ 0 — 0)x + 1)e %
B(1+0)

z>0,0>0,8>% (233

fGaL(x; 07 6) =

Remarque 2.7.1 Si § = 1, cette distribution est la distribution de Lindley
LD ().
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Par conséquent, le mode de cette distribution est :

B0+ 5 — 26 ‘V’BE{QG OO}
Mode(X) = { 0(8+p50—0) 0+1
0, arlleurs.

On peut facilement trouver la fonction de répartition de Gal :

(6845 — 0)(0x + 1)+ 0)e 0
FGaL(ZL‘)—l— 5(1+0) ,$>0,0>0,6>m.
(2.34)

Pour plus détail voir(Zeghdoudi et Nedjar [?]).
Moments et mesures connexes
Soient Xi, Xs, ..., X, , n variables aléatoires indépendantes de GaL(0, [3).

La fonction génératrice de S =1 | X;, est donnée par :
0 \*" (08+8—t\"
Ms(t) = | —— — ] .
s (9—t> < B(1+0) )

My (t) = E(e!) = (91)2 <96+ﬁ—t> |

d’ou

B0+ 1)

Remarque 2.7.2 La fonction génératrice des moments pour X et S existent

(E(e™X) < 00) si seulement si ¢ < 6.

Corollaire 2.2 Soit X ~ GaL(#,[) le moment d’ordre 1,2 et la variance

de X sont :
28(140)—0 <o 680+63—40
E(X) 95(1 + 9) ’E(X ) - 592 +ﬁ63 )
2 2 2
Var(x) — Z(Z200+0°+ (24 60)5 — 2556 - 356" + %)
570° (1 +0)
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Théoréme 2.7.1 Soit X ~ GaLD(0,3), M = Mode(X), me = Median(X)
et Moyenne(X) = pu = E(X). Alors

M < me < p.

Preuve. Voir Théoréme 1 (Zeghdoudi et Nedjar (2016)). =

Fonction de hasard et la La fonction de survie

Soit

_ Jealz) ((B+08—0)z+1)0°
1= Fgu(r) 0(B+08—0)x+3+08

hGaL (.Z')

et
(08+B—0)(0x+1)+ e
B(1+6)

La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de

SGaL<$) =1- FGaL<iU) =

Gamma Lindley, respectivement.

Proposition 2.3 Soit hgar(z) la fonction de taux de risque de X. Alors

hcar(x) est croissante.

Preuve. D’apres Glaser (1980) et a partir de la fonction de densité (3.30)
_ fowlw) (820405 + 20 — 208 — 20°5)

olz) = fear(r) z(6—-0+060)+1

(B—0+65)°
(xf — 20+ 205 + 1)

Comme p (z) = 5 > 0,Vx, 3,0 alors hgar(x) est crois-

sante. W

2.7.1 Fonction Quantile de la distribution de Gamma

Lindley

Dans le théoréme suivant, on donne une expression explicite de (Qx en

fonction de la fonction W de Lambert.
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Théoréme 2.7.2 Pour tout 0 = 0,3 > 1%97 la fonction quantile de X qui

suit la distribution de Gamma Lindley est :

B(1+6) 1 BA+0)(y—1) __saco
9(6(1+0)—0)_5W1( save—o ) P Tush
(3.38)

Qx (u) = —

Ou W_q désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve. Voir Théorémel( Zeghdoudi et Nedjar (2016)). m

2.7.2 Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X, de la distribution de
Gamma Lindley (3.34), en utilisant le premier moment m et la variance

s>ona:

281 +60)—0 , —(=2B80+0)%+(2+60)3% —2B(30 — 330 + 26°)
= , 50 = .
0B(1 + 0) 3%6% (1 4 6)°
On résout ce systéme non linéaire pour tous s > 0,m > 0, pour trouver les
estimateurs des moments 070 et 3 won de 0 et B respectivement comme

suit :

. 1 .
Orort = —5—— <2m +V2V =52 + m2) et Brtors =
§°+m (

2.8 Comparaison des distributions

Dans cette section on confirme la flexibilité des distributions Gal et
PsLD en considérant deux ensembles de données différentes utilisées par

différents chercheurs (données de durée de survie). On étudie également les
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distributions Gal, PsLD, Quasi Lindley, Lindley Généralisée et gamma. Dans
chacune de ces distributions, les paramétres sont estimés en utilisant la mé-
thode des moments.
Pour donner une signification & cette comparaison, on utilise les valeurs de
log-vraisemblance négatives (—LL), le critére d’information Akaike (AIC), le
critére d’information Bayésienne (BIC') et le test statistique de Kolmogorov-
Smirnov (K — 5).
Application
On considére de Lawless (2003) deux séries de données réelles. La pre-
miére, représente les temps de défaillances (mm) pour un échantillon de
quinze composants électroniques dans un test de la survie. 1.4,5.1,6.3,10.8,12.1, 18.5,19.7, 22.2, 23
La deuxiéeme série des données, représente les nombres des cycles a la
rupture de 25 spécimens (100cm) de fil, testés & un niveau de contrainte par-
ticuliére :
15,20, 38,42,61, 76,86, 98,121, 146, 149, 157,175,176, 180, 180, 198, 220, 224, 251, 264,
282,321, 325, 653.

Les résultats de ces données sont présentés dans le tableau2.1.

Tableau2.1 Comparaisons entre les distributions

Data Distribution B 0 ~ —LL K-S | AIC BIC
Seriel Generalized Lindley 1.203 0.064 0.083 | 64.080 0.095 134.16 136.28
PsL 1.0634 | 0.0684 62.075 0.082 128.15 129.57
n=15 GaLD 1.129 0.0684 64.015 0.094 132.03 133.45
m=27.546 QLD 4.016 —0.99 1504 0.93 3012 3013.4
$=20.059 Gamma 1.442 0.052 64.197 0.102 132.39 133.81
Serie2 Generalized Lindley 1.505 0.012 0.018 | 152.369  0.137 310.74 314.39
PsL 1.086 0.010 150.232  0.128 304.464 | 306.9
n=25 GaL 0.05 0.010 152.132  0.129 308.26 310.7
m=178.32 QLD 0.0107 | 8.514 1045.9 0.94 2131.8 2156.2
s =131.097 | Gamma 1.794 0.010 152.371  0.135 308.74 311.18

On peut remarquer que les valeurs de log-vraisemblance négatives confirment
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que les distributions GaLLD et PsLD sont beaucoup mieux que les distribu-
tions quasi Lindley, Lindley Généralisée et gamma pour les deux séries.

- D’apres les valeurs BIC et AIC les meilleures distributions sont GaLLD et
PsLD. Aussi, on peut observer que les distributions Gamma Lindley et PsLD
fournissent plus petit k - S par rapport aux distributions quasi Lindley, Lind-

ley Généralisée et gamma.
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CHAPITRE 3

Distribution composite Rayleigh-Pareto et ses

applications

Sommaire

3.1 Le modeéle composite Pareto-Rayleigh| . . . . . . 39

[3.27 Génération de valeurs aléatoires a partir de la |

| distribution composite de Rayleigh-Pareto| . . . 41

3.3 Exemples numériques| . . . . .. ... .00, 43

e chapitre propose une nouvelle distribution, appelée distribution com-
Cposite de Rayleigh-Pareto (CRP). Diverses propriétés statistiques
telles que la méthode du moment et l'estimation du maximum de vrai-
semblance sont établies. Comparée & la distribution composite log-normale-
Pareto, la densité résultante a une forme similaire et une queue plus grande.
C’est pourquoi nous nous attendons & ce qu’un tel modeéle convienne mieux

que le modele composite Log-normal-Pareto pour certaines données relatives
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aux demandes d’indemnisation. Des exemples simulés et des ensembles de
données d’assurance incendie (données réelles sur les pertes d’assurance in-
cendie algériennes et danoises) ont été analysés pour montrer 'importance

et I'applicabilité de cette nouvelle distribution.

3.1 Le modéle composite Pareto-Rayleigh

Soit X une variable aléatoire avec fonction de densité

cfi(x) si 0<zxz<¥H
flx) = ,
cfa(x) si 0 <x<+o00
ou f; est une densité de Rayleigh & un parameétre, fs est une densité de Pareto

a deux parameétres et c est la constante de normalisation. C’es

T

72
filz) = FGXP (_W) ;x>0

et
af”
fa (2) = >0
ou A >0, a>0,60 >0 sont les paramétres inconnus.

Pour obtenir une fonction de densité lisse combiné, nous imposons des

conditions de continuité et différentiable au point de seuil @, c’est-a-dire

f1(0) = f2(0)
LHO)=Lf(0)
Ces deux restrictions donnent
0 02 o«
Az OXP (—W) =9

6% —\2 2 ala
( % >exp <—267) = —(9;1)

et, apres calcul, on obtient

Bexp(=f)=f+1=0 0?
avecﬁzz—

o =23exp(—f) N
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Résoudre la seconde équation par des méthodes numériques, il en résulte la

solution
=135

a = 0.69995
Afin de trouver la constante de normalisation, nous imposons la condition

[.7°° f () = 1, qui donne

1
c = —————
2 —exp (=)

= 0.57446

Ainsi, f(x) peut étre exprimé par

15512 ex (—1.35ﬁ> si 0<z<0
f(z) = 7 5P . (3.1)

0.40209 H0.69995 .
$1.699959 st 0 <z <+oo

Proposition 3.1 La fonction de distribution cumulative (c.d.f.) de ce mo-

déle composite est

0.5746 (1 - exp (~1.352;)) si 0<w <0

F(z) = (3.2)

1 — 0.57446 (2)"% si §<w< 400

Proposition 3.2

62 ,
v = Pl (u) = \/—Eln(l —1.7408u) si 0<u<p
0 (0?34;6)0.69995 si P < u < 400

Proposition 3.3 Le mode unique de la distribution composite Rayleigh-Pareto
est

Tmod = 0.608580.

Proposition 3.4 Le 1er moment initial de la distribution composite de Rayleigh-

Pareto est donné par

E(X) = 0.245280
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3.2 Génération de valeurs aléatoires a partir
de la distribution composite de Rayleigh-

Pareto

3.2.1 Estimation des paramétres

Dans cette section, nous présenterons deux algorithmes pour I’estimation
du parametre inconnu 6.

Soit x1;x9;...;x, est un échantillon aléatoire du modeéle composite de
Rayleigh-Pareto. En supposant que z; < x5 < ... < x, et nous supposons
que le paramétre inconnu @ se situe entre la m*™¢ observation et la m -+ 1°m¢
observation, c.-a-d.

Ty <0 < Xy

3.2.2 Le premier algorithme Une procédure ad-hoc ba-

sée sur les centiles

La procédure ad-hoc suivante fournit un formulaire fermé pour le para-
meétre 0, estimé a ’'aide de centiles. Sur la base des centiles, le parameétre 6

peut étre estimé, en p'* percentile, ot p = F(6)

1.
p = 0.57446 (1 — exp (—%)) = 0.42554

De Klugman et al. (1998), nous avons une estimation empirique lisse du

p" percentile donné par

0 = hx,, + (1 —=h)zm
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avec

m = [(n+1)h

h = (n+1)p—m

Ici [a] indique le plus grand entier plus petit ou égal a a.
La distribution de Pareto ou la distribution de Rayleigh sera un modeéle
supérieur & la distribution composite de Pareto-Rayleigh selon laquelle 6 est

plus proche de z; et x,,.

3.2.3 Le deuxiéme algorithme

Dans Teodorescu et Vernic [3], algorithme suivant basé sur la méthode
du maximum de vraisemblance (ML) a été suggéré.

La fonction de vraisemblance est

L (zy;x9;..52,,0) = Hf(%)
i=1

= [[r@) II £@)
=1 i=m-+1

- x; 72 0.40209  6o995
= H 1.551(9—2 exp (—1-35?) H £ 1.69995 0
=1

i=m+1 !

—  (1.551)™ (0.40209)" "™ g0-69995(n—m)—2m

n 1.69995 SXP | =2 Z x;
I X 0" =

1=m+1 "1

1:0-69995n—2.60995m exp (_1-35 g?il 9512)
0

avec

m n—m HZ L
k = (1.551)™ (0.40209) T Y
i=m+1 1
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Etape 1 : Différencier In L par rapport & 6 donne

dinL  0.69995n —2.7000m 2.7 <~ ,
= — E ' 3.3
d 0 L (3:3)
D’ou la solution de I’équation de vraisemblance d}j“eL =0 est
X 2.75°7" a?
92 Zl:l ':C’L (34)

= 2.7000m — 0.699 957

[ 2.7000m — 0.699 95n

m > 0:25925n

avec

sl x,, < 0 < 2,41 alors 'estimateur de ML est
~ML ~
0 =40
Etape 2 : Sil’étape 1 ne donne aucune solution pour t, vous pouvez utiliser
la procédure suivante.
Pour chaque m (m = 1;2;::;;n — 1), évaluez 0 a partir de ’équation (4).
Siz, < 0 < X4 alors estimateur de ML est

M

0" =d

Si ceci n’est pas satisfait, alors nous devons passer a la valeur suivante de

3.3 Exemples numériques

Dans cette section, la procédure d’estimation décrite dans la section 3
a été expliquée a l'aide de deux échantillons de données générés & partir
du modele Rayleigh pareto. L’algorithme de génération utilisé est basé sur

I'inversion de c.d.f. (2) (méthode d’inversion présentée a la sous-section 2.1).
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3.3.1 Exemple

L’ensemble de données composé de 100 valeurs a été échantillonné & partir
d’une population de Rayleigh-Pareto avec le parameétre § = 5 (voir tableau
1).

Tableau 1. 100 valeurs de Rayleigh-Pareto pour 8 = 5

0.062227 | 0.08189 | 0.08360 | 0.11893 | 0.12032

0.96591 1.0333 1.0432 1.4884 1.673

2.4295 2.5256 2.6209 2.927 3.0495

4.1184 4.2244 4.8859 4.8891 4.9348

4.9010 4.9853 6.494 4 6.7506 7.3111

8.7123 8.8220 9.2736 9.446 6 9.7152

12.525 12.833 13.705 14.018 16.975

25.354 26.153 36.598 39.859 40. 844

83.511 93. 847 179.06 197.63 202. 50

607. 06 807.75 986. 43 1409.1 1647.0

0.2315 | 0.37207 | 0.39359 | 0.55729 | 0.71896

1.7013 | 1.9529 2.036 5 2.1759 2.3256

3.3245 | 3.4343 3.5696 3.697 2 3.8410

4.9678 | 4.9845 5.068 3 5.2258 5.603 6

7.6499 | 7.9789 8.1165 8.2937 8.6659

9.9481 9.9957 10.440 10.543 11.080

17.790 17.845 18.315 19.836 22.665

49.691 | 50.788 55.562 63. 398 71.889

242.33 | 374.76 363. 58 439. 32 503.91

1783.8 | 3157.8 | 6380.8 | 8319.4 | 8439.3
Les valeurs estimées du parameétre sont :
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- par l'algorithme 1 : For m = 42, 91 = 5.1012

- par lalgorithme 2 : MLE Step 1 : 0, = 4.9812

- par lalgorithme 3 : MLE Step 2 : 65 = 4.9810.

Nous remarquons que cette fois, ’algorithme 2, étape 1, donne une valeur
plus précise.

Nous avons également appliqué le test X2 pour vérifier I’ajustement de
distribution, et les résultats pour 93 sont présentés dans le tableau 2.

Tableau 2. Données groupées et test X'2. (les colonnes 2 et 3 résultent de
I’échantillon de données, tandis que la colonne 4 est calculée a I'aide de la

fonction de distribution de Rayleigh-Pareto)

Classes | Frequencies,n; | Theoretical freq.,p; W (CRP)
[0,2) 11 0.10765 5.1301x10-3

[2,4) 23 0.21633 8.6381 x 1072
[4,6) 22 0.27091 0.956 71

610) | 10 0.154 14 0.83427

[10,60) | 23 0.256 3 0.269 88

[60,300) | 2 0.069 15 3.4935

- 100 X2distance: 5.6459

The y? distances calculated for the three estimated values of the parame-

ters are

@ (B) = 460
@ (b;) = 556
@ (bs) = 5.64
le test 2 accepte le modeéle de Rayleigh-Pareto pour les trois valeurs du

parameétre comme prévu. La chose intéressante est que, contrairement aux
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attentes, d? (92) est minimale.

3.3.2 Qualité de ’ajustement

Dans cette sous-section, nous appliquons le modéle composite de Rayleigh-
Pareto a un jeu de données d’assurance réel. Les deux ensembles de données,
les 100 premiers dommages d’assurance incendie algériens (société SAA) ex-
primés en millions de dinars algériens pour la période allant de 2010 & 2016

(voir http ://www.saa.dz/).

Number of obs | Mean Standard Deviation | First Quartile

100 1.273 | 4.2467 0.1823

Median Third Quartile | Skewness | Kurtosis

0.6188 | 1.7432 14.215 | 194.65
La deuxieme 2156 pertes d’assurance incendie danoise se trouve dans le

module complémentaire R SMPraticals disponible sur le site Web de CRAN
http ://cran.r-project.org/. Les pertes sont exprimées en millions de cou-
ronnes danoises (DKK) des années 1980 a 1990 inclusivement et ont été
ajustées pour refléter les valeurs de 1985. McNeil (1997) et Resnick (1997),

entre autres, ont analysé la partie supérieure de ces données.

Number of obs | Mean Standard Deviation
2156 2.3973 | 8.5274
First Quartile | Median Third Quartile | Skewness | Kurtosis

0.33081 0.78178 | 1.97249 18.722 | 484.58

Pour le premier ensemble de données (algérien)

Nous fournissons dans le tableau 3 les valeurs estimées des modeéles ajus-
tés et les valeurs de —LL (log-vraisemblance négatif (les valeurs les plus
petites sont bonnes)) et AIC (critére d’information d’Akaike (les valeurs

les plus élevées sont bonnes)) évaluées par les estimateurs de vraisemblance

46



Chapitre 3. Distribution composite Rayleigh-Pareto et ses applications

maximale.
Distributions Parametres —LL | AIC
Lognormal it =0.567,0 =0.623 | 4.56 | 8.96
Pareto 0 =0.234,& = 0.460 | 6.27 | 12.85
Gamma A=0.351,4=1.157 | 5.98 | 10.54
Weibull 0 =2.752,7 = 0.817 | 6.02 | 10.78
¢ Rayleigh-P 0 = 2.654 4.08 | 8.76
¢ Exponential-P | § = 1.867 4.58 | 9.75
¢ Lognormal-P | § =1.241,& = 1.267 | 4.28 | 8.92

Tableau 3 Valeurs estimées des modeéles ajustés et -LL, AIC pour les
données de sinistres algériens dues aux incendies.
Pour le deuxiéme ensemble de données (danois)

We use a same analysis , we find

Distributions Parameters —LL | AIC
Lognormal i =0.6718,6 = 0.7323 | 4,434 | 8,872
Pareto 0 =0.3134,6 = 0.5460 | 5,675 | 11,354
Gamma A =0.4107,& = 1.2578 | 5,243 | 10,490
Weibull 0 =2.9531,7 = 0.9476 | 5,270 | 10, 544
¢ Rayleigh-P f = 2.848 3.568 | 7.718
¢ Exponential-P 0 = 2.477 6.585 | 12.56

¢ Lognormal-P f =1.3851a = 1.4363 | 3,878 7,760
Tableau 4 Valeurs estimées des modeéles ajustés et -LL, AIC pour les

données danoises d’incendie en cas d’incendie.

Remarque 3.3.1 Les parameétres sont estimés par maximum de vraisem-

blance (ML).

Remarque 3.3.2 Les valeurs de —LL et AIC' des deux ensembles de don-

nées montrent que le modéle composite de Rayleigh-Pareto offre un meilleur
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ajustement que les distributions classiques et le composite composite Exponential-

Pareto, composite Lognormal-Pareto.
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Au cours de notre recherche, nous avons adopté deux méthodes pour
créer de nouvelles distributions de probabilités basées sur des distri-
butions de probabilités connues. Surtout la famille des distributions de pro-
babilités exponentielles, pour son importance dans 1’étude des phénomeénes
de la durée de vie et d’actuariat. Le premier est par mélange convexe li-
néaire et le second est en installant deux distributions aux deux extrémités
du domaine de définition. Dans les deux méthodes, le respect des conditions
de distribution de probabilité de la condition de continuité et d’ajustement
est le principal facteur pour déterminer les nouveaux coefficients de distribu-
tion de probabilité. A travers les transactions obtenues et en étudiant leurs
évolutions, nous avons remarqué qu’ils sont plus flexibles pour traiter diffé-
rents phénomeénes statistiques par rapport aux distributions de probabilité
précédentes exponentielle, Gamma, Weibul, Pareto .....

Dans le premier cas, nous donnons des distributions de probabilité avec un
mélange linéaire convexe de différentes distributions de probabilités gamma
et Lindley. notre travail s’est appuyée sur une une étude comparative entre
les nouvelles différentes distributions en utilisant des données réelles.

Dans le second cas, nous introduisons une nouvelle distribution de pro-
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babilité en combinons des distributions de probabilité de Rayleith et Pareto.
Une simulation et une étude comparative entre plusieurs distributions ont

été données.

3.4 Annexe

3.4.1 Sélection de model avec différents critéres

Dans le cas ol on a des modéles estimés par une méthode du maximum
de vraisemblance, Le test du rapport des vraisemblances est souvent utilisé
pour comparer ces modeles deux a deux. Il ne s’applique qu’a des modéles
emboités (dérivant I'un de 'autre par ajout ou suppression de termes) et il est
supposé que les deux modeéles comparés ajustent correctement les données.
Quand de nombreux modeles doivent étre comparés entre eux, le risque de
rejeter I’hypothése nulle alors qu’elle est vraie augmente.

Pour résoudre ce probléme, une solution possible (il y en a d’autres)
consiste & comparer les modeéles en utilisant le critére d’information d’Akaike

(Pour plus de détaills voir Akaike,H,.1974)

Le critére d’information d’Akaike (AIC) et (AICc)

Le critére d’information d’Akaike est donnée par :
AIC = —2log(L) + 2k,

ou L est la vraisemblance maximisée et k£ le nombre de parameétres dans la
model. Avec ce citeére, la déviance du modéle (—21log(L)) est pénalisée par 2
fois le nombres de parameétres. L’AIC représente donc un compromis entre le
biais (qui diminue avec le nombre de paramétres) et la parcimonie (nécessité

de décrire les données avec le plus petit nombre de parameétres possible).
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-La rigueur voudrait que tous les modeles comparés dérivent tous d'un
méme « complet » inclus dans la liste des modéles comparés.

-1l est nécessaire de vérifier que ce modeéle « complet » ajuste correcte-
ment les données.

-Le meilleur modéle est celui possédant I’AIC le plus faible.

Lorsque le nombre de paramétres k est grand par rapport au nombre
d’observations n, c’est-a-dire si n/k < 40, il est recommandé d’utiliser I’AIC
corrigeé.

Le critére d’information d’Akaike corrigé AICc, est défini par :

2k(k+1)

AICe = Al .
Cc C+n—k—1

Le critére BIC

Dans le cas ou on a plusieurs modéles sont trés proches 'un de l'autre,
et il est délicat de décider lequel d’entre eux est réellement le meilleur. Une
approche possible est d’utiliser I’ensemble de ces modéles pour réaliser les
inférences.

A cet effet, la tendence actuelle est plutot de se baser sur le BIC.

Le Bayesian information criterion BIC est défini par :
BIC = —2log(L) + klog(n).

Le BIC a été initialement proposé (Schwartz, 1978) pour sélectionner les
modeles dans le cas de grands échantillons (plusieurs milliers d’obsevations)
pour lesquels ’AIC et I’AICc ont tendance a sélectionner des modéles com-
portant de nombreuses variables explicatives, le BIC aboutit & des modéles
plus parcimonieux. Cependant, les bases théoriques sous-tendant les deux
approches (AIC, BIC) sont différntes, I'utilisation de I’AIC étant en pre-

mier lieu dans un objectif de prédiction, et nom de décision vis-a-vis de la
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F1G. 3.1 — Les deux branches de la fonction de Lambert

signification statistique des paramétres retenus dans le modéle.

3.4.2 Fonction W de Lambert

Lambert en 1758 définie une fonction complexe multivaluée appelé fonc-

tion de Lambert (W) qui est la solution de I’équation suivante
W (z)exp (W (2)) = z. (3.5)

Ou z est un nombre complexe. Si z est un nombre réel sachant que z > —1/e
alors W (z) devient une fonction réelle et elle a deux branche réelle possible.
La premiére branche réelle qui a des valeurs dans U'intervalle |-co, —1] c’est
la branche négative et notée par W_;. et la deuxieme branche réelle qui a des
valeurs dans I'intervalle [—1, 0o est appelée la branche principale et notée W
Les deux réelles branches de W sont représentés par la figure.1.1. Lémeray
(1897) monter qu'’il ya d’autres équations peuvent étre résolues en termes de

la fonction (3.5) W de Lambert.
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