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Résumé

Le test localement asymptotiquement le plus stringent pour tester la périodicité dans le
modele autorégressif exponentiel restreint EXPAR (1) a été construit par Merzougui et al.
Ce test est ici généralisé & 'EX PAR restreint d’ordre p. D’autre part, nous construisons
un test semi-paramétrique optimal de périodicité lorsque la densité d’innovation est incon-
nue. Les conditions suffisantes de la propriété de normalité asymptotique locale(LAN) sont

adaptées au modele périodique.

Mots clés : model exponentiel autoregressive periodique ; normalité asymptotique locale

(LAN) ; test asymptotique local le "plus stringent" ; test adaptatif .
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Abstract

Locally asymptotically most stringent test for testing the periodicity in the restricted
exponential autoregressive model FX PAR(1) has been constructed by Merzougui et al. This
test is generalized here to the restricted EX PAR of order p. On the other hand, we construct
a semiparametric optimal test of periodicity when the innovation density is unknown. The
sufficient conditions of the Local Asymptotic Normality (LAN) property are adapted to the

periodic model.

Key words : periodic exponential autoregressive model; local asymptotic normality

(LAN) ; local asymptotic “most stringent” test ; adaptive test.
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Introduction

Les modeles linéaires des séries chronologiques ont été longtemps considérés comme un
outil puissant pour I’analyse générale des séries temporelles avec des procédures d’estimation
robustes, une théorie statistique compléte ainsi qu’une bonne capacité prédictive. Cependant,
ces modeles ne sont pas appropriés en présence des caractéristiques non linéaires, de nom-
breux processus physiques et naturels sont plus précisément modélisés par un modeéle non
linéaire que par une représentation linéaire. Vers la fin des années 1970, divers modéles
de séries chronologiques non linéaires, a savoir : modeles bilinéaires (Granger et Andersen,
1978), modeles autorégressifs a seuils (T"AR) (Tong, 1978), modeéles autorégressifs expo-
nentiels (EXPAR) (Haggan et Ozaki, 1981) et les modeles ARCH (Engle, 1982) ont été
proposés et appliqués avec un grand succes dans de nombreux problémes importants de la
vie réelle. Priestley (1988), Tong (1990), et Tjgstheim (1994) ont fourni plusieurs fondations

de 'analyse des séries chronologiques non linéaires paramétriques.

Les modeles Exponentiel Autorégressives (EX PAR) introduits par Ozaki (1980) four-
nissent une déscription utile des caractéristiques non linéaires telles que la fréquence dépen-
dante de 'amplitude, les phénoménes de sauts et le comportement des cycles limites. Ces
modeéles sont autorégressives dans la forme avec des coefficients exponentiels dépendants de
I’amplitude. Divers articles ont contribué a I’étude de ces modeles avec des applications réus-
sies voir, parmi plusieurs autres : Haggan et Ozaki (1981), Ozaki (1982, 1985), Chan et Tong
(1985), Baragona et al. (2002), Allal et El Melhaoui (2006) et Ghosh et al. (2015). Récem-
ment, Azouagh et El Melhaoui (2019) ont modélisé la série chronologique des nombres de
taches solaires avec un modéle EXPAR (9) qui donne les plus petites erreurs de prédiction
par rapport aux autres modéles linéaires et non linéaires. Dans ’analyse des séries tempo-
relles non linéaires, il est parfois soutenu que les modéles non linéaires qui ont un bruit blanc

gaussien homogéne, comme les modeles EX PAR, ne sont pas appropriés pour ’analyse des
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INTRODUCTION ix

séries temporelles dont la distribution marginale est & queues lourdes, ces séries se trouvent
dans les données financiéres. Pour I'analyse de ces séries, les chercheurs utilisent souvent le
modele ARC' H, Ozaki (1993) a montré que le modéle X PAR combiné & une transformation
de variable instantanée est utile pour la modélisation d’une telle série chronologique hété-
roscédastique. En (2014) Katsiampa a combiné les modeles EX PAR aux modeles ARCH
en introduisant une nouvelle classe de séries temporelles non linéaires : EXPAR — ARCH
et FEXPAR — GARCH, et qui sont des combinaisons d’un modeéle non linéaire en moyenne
conditionnelle et un modeéle non linéaire en variance conditionnelle et qui ont le potentiel
d’expliquer des données observées en finance. Une application sur l'indice de prix du Dow

Jones a montré que les nouveaux modéles peuvent expliquer ces données réelles mieux que

les modeéles AR — ARCH et AR — GARCH.

Cette classe des séries temporelles non linéaires a trouvé des applications réussies dans
nombreux domaines, y compris 1’écologie (Haggan et Ozaki; 1981, Priestley ; 1988), I’hydro-
logie (Ozaki; 1985), signale de la parole (Ishizuka et al., 2005), macroéconomie (Terui et Van
Dijk; 1999, Amiri; 2012) et météorologie (Gurung; 2013)...

Les modeles de séries temporelles périodiques sont une alternative aux modeéles saison-
niers pour les données présentant une structure d’autocavariance périodique. Cette notion
initialement suggérée par Gladyshev (1961), avait été exploitée pour introduire de nouveaux
modeles tels que le GARCH périodique (Bollerslev et Ghysels 1996), TARFIM A pério-
dique (Franses et Ooms 1997), le bilinéaire périodique (Bibi et Gautier 2005), et le modeéle
EXPAR restreint périodique (Merzougui et al. 2016). Dans les modeles périodiques, les
parameétres varient avec les saisons, il semble donc trés important de tester le besoin de
périodicité avant de ’envisager. Ici on construit un test adaptatif de la périodicité pour le
modele EX PAR(p) restreint ou la densité d’innovation inconnue est symétrique et ne sa-
tisfait que quelques conditions de régularité légeres. Nous rappelons qu’un test adaptatif est
efficace pour un modéle ot sa distribution des erreurs n’est spécifiée que partiellement. Donc,
le test adaptatif basé sur une estimation non paramétrique de la densité du noyau est aussi
efficace, asymptotiquement, comme n’importe quel test optimal. La théorie asymptotique
est basée sur la propriété LAN, due a LeCam (1960, 1986) et pour la preuve on utilise la

version de Swensen (1985). Un tel test semi-paramétrique de périodicité avait été établi par
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Bentarzi et Hallin (1996) dans les modeles AR et généralis¢ au cas multivari¢ par Hallin et
Lotfi (2004) et dans les processus SETAR et ARC H par Bentarzi et al. (2009) et Bentarzi
et Merzougui(2010).

Le résultat clé qui nous permet d’établir le test localement et asymptotiquement op-
timal est la propriété de Normalité Asymptotique Locale (LAN). L’idée d’approcher une
suite d’expériences statistiques par une famille gaussienne remonte aux années quarante;
plus précisément, sa premiére formulation a été établie par Wald (1943). Le développement
considérable qu’a connu ce concept est di & LeCam (1986), qui a introduit le terme LAN
- Local Asymptotic Normality -. Plusieurs chercheurs se sont intéressés a la dérivation de
cette propriété pour divers modeles : Roussas (1979) pour les modeéles Autorégressifs d’ordre
un, Akritas et Johnson (1982) pour le modele autorégressif général, Swensen (1985), qui
en démontrant la propriété LAN pour les modeles AR avec tendance linéaire, a donné un
résultat fort et trés utilisé, il s’agit du lemme qui permet d’avoir cette propriété en véri-
fiant des conditions suffisantes, Kreiss (1987) pour le modeéle ARM A, Linton (1993) pour les
modeles ARC'H, Bengabrit et Hallin (1998) pour les modéles bilinéaires, Bentarzi et Hallin
(1996) pour les modeles AR périodiques, Garel et Hallin (1995) pour les modeles ARM A
multivariés, Koul et schick (1996, 1997) pour le modeéle AR d’ordre un a coefficient aléatoire
et pour le modele SETAR(2,1,1), et récemment Amimour et Belaid (2020) ont démontré

la propriété LAN en suivant la version de Swensen pour le modéle ARFIM A périodique.

Notre objectif est d’utiliser 'approche de LeCam, connectée au modéle exponentiel Auto-
régressif d’ordre p, EX PAR (p), restreint pour construire un test paramétrique de périodicité
asymptotiquement optimal au sens le plus stringent et donc de généraliser le méme test qui
a été fait pour le modele FEXPAR d’ordre 1 & 'ordre p et de présenter une extension au
travail en construisant le test adaptatif dans un cadre semi paramétrique. Pour accomplir

cet objectif nous avons suivi la méthodologie suivante :

Chapitre 1 : Théorie asymptotique de LeCam

Dans ce chapitre, on présente les notions de bases qui ont permis de faire ce travail c’est a
dire approche asymptotique de LeCam (1960, 1986) : propriété LAN, contiguité, les lemmes

de Lecam, le test le plus stringent qui est le concept d’optimalité asymptotique valable sous
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la structure LAN, ainsi que le concept d’adaptativité.

Chapitre 2 : Modele EXPAR(p) restreint périodique et propriété
LAN

Dans le deuxiéme chapitre on commence par rappeler le modéle EX PAR (p) introduit par
Ozaki (1980) ainsi que ses propriétés par la suite on explique la nécessité de I'introduction du
modele EX PAR (p) restreint périodique, dans la derniére section nous vérifions, en utilisant
le lemme de Swensen (1985), que le modele EX PAR(p) restreint périodique jouit de la
propriété LAN.

Chapitre 3 : Test de la périodicité dans un modele EXPAR(p)

restreint

Dans ce chapitre, on donne le résultat le plus important de cette thése, qui est la construc-
tion du test paramétrique localement asymptotiquement optimal au sens le plus stringent
d’un modele EX PAR (p) restreint contre un modele EX PAR (p) restreint périodique, dans

un premier temps et par la suite de construire le test adaptatif de périodicité.



Chapitre 1

Théorie asymptotique de LeCam

1.1 Introduction

Ce chapitre regroupe les notions et outils fondamentaux que nous utiliserons par la suite,
une grande partie de la présentation est tirée de Van Der Vaart (1998). En fait, quand la théo-
rie d’optimalité exacte ne donne pas de résultat alors la théorie d’optimalité asymptotique
peut aider. Par exemple, pour comparer deux tests on peut comparer I'approximation des
fonctions puissances, et pour comparer deux estimateurs on peut comparer leurs variances
asymptotiques au lieu des variances exactes. Il s’avére, en effet, que pas seulement les tests
statistiques et les estimateurs qui sont asymptotiquement normaux mais souvent aussi toute
la suite des modeles statistiques converge vers un modele & observation normale. Une notion
fondamentale sur laquelle repose le test optimal que nous allons construire est la normalité

asymptotique locale (LAN) issue de la théorie de LeCam.

1.2 Normalité asymptotique locale (LAN)

Une suite de modeéles statistiques est "LAN" si asymptotiquement leurs processus de
rapport de vraisemblance sont similaires a ceux d’'un paramétre de position Gaussien. Tech-
niquement c’est vérifié si les processus de rapport de vraisemblance admettent un certain
développement quadratique. Le LAN implique la convergence des modéles vers un modeéle

Gaussien apres reparamétrisation du parametre. On observe I’échantillon i.i.d, Xy, ..., X,

A partir d’'une distribution p, sur un espace mesurable (X,A) indexé par § € © de RF.
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Alors, toutes les observations forment une seule observation du produit : pj : n copies de
po. Le modele statistique est compléetement décrit par la collection des mesures de proba-
bilités {pj,0 € ©} sur l'espace d’échantillon (X", A4™). On parle d’expériences statistiques
au lieu de modéles statistiques. On montre que plusieurs expériences statistiques peuvent
étre approchées par des expériences Gaussiennes aprés une reparamétrisation adéquate. La
reparamétrisation est centrée autour du parametre fixe 6, qui sera considéré comme connu.

et on ob-

On définit un parametre local h = /n (0 — 6y) et on réécrit pj comme Pyt tp

1
N

tient une expérience avec le parameétre h. On montre que pour n grand les expériences
(pg L, h € Rk) et (N (h, I, 1) Jh e Rk) sont similaires en propriétés statistiques quand
O+ﬁh 0

les expériences originales sont lisses par rapport au parameétre. La seconde expérience consiste
a observer une seule observation & partir de la distribution Normale de moyenne h et de ma-
trice de covariance connue égale & 'inverse de la matrice d’information de Fisher qui est une
expression simple facile a analyser d’ou I’approximation donne beaucoup d’informations sur

les propriétés asymptotiques de I'expérience originale.
Développement de la vraisemblance :

Pour faire la convergence 1'outil technique est le développement de Taylor de la vrai-
semblance. Soit fy la densité de P, par rapport & p on suppose que 6 est de dimension 1 la

log-vraisemblance est Iy (z) = log fy (x) est différentiable d’ordre 2 par rapport a 6, Va avec

les dérivées lg () et 1y (x) , alors Vz fixe :

1og forn () = log fo () + hlg () + %hzze (z)

Donc

log Jorn (z) = hiy (z) + Ly2i, (z) + 0, (h?)
Jo 2

d’ou

ou
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*E <Z@ (m)) = 0 (la fonction score est de moyenne nulle, on rappelle : Iy () = 20 ).

“E (I (2)) = E (5—%@(;) - (%ﬁ;é?) —0-E (zz (2)) = 1.

Alors : \/Lﬁ S ly (X;) = hA, g ou A,y = \/iﬁ S ly (X;) — N (0, ) par le théoreme
centrale limite (Dans le cas des séries temporelles on utilisera un des TCL pour processus

dépendants).

h? :
%? St 1o (X;) = —3h*Iy, par la loi des grands nombres. (Dans le cas dépendant on
utilisera l'ergodicité).

Par conséquent, Vh :
n forn 1
1 — (X)) = h\, g — =R%I 1
OgH 7 (Xi) 0= 35h" 1o +0(1)

On verra que ceci n’est rien d’autre que la log vraisemblance d'une expérience Gaussienne.
Puisque ce développement concerne le processus de vraisemblance dans un voisinage de 6,

on parle de "Normalité Asymptotique Locale" de la suite des modeles {py,0 € O} .

Le calcul précédent peut étre fait sous des conditions de continuité ou de moment sur la

dérivée seconde du rapport de vraisemblance, mais il peut étre établit sous une seule condition
qui implique la premiére dérivée : la différentiabilité en moyenne quadratique de 4/ fy. On

donne, maintenant, la définition générale pour les processus stochastiques.
Définition 1
Soit £ = <X(”),A(”),P(”) = {Pe(”),Q €0 C ]R"}) une suite de modeles ou d’expé-

riences statistiques paramétriques et une suite locale de valeurs du parameétre, localisé en 6 :

0 + \/LET(”) ot 7™ est une suite bornée de vecteurs de dim k. La suite £™ est LAN si et

seulement si : VO € O, il existe une suite de V.A Aé") de dimension k, A" —mesurables et

une matrice (k x k) : 'y tel que si n — oo, on ait sous P(,(n) :



CHAPITRE 1. THEORIE ASYMPTOTIQUE DE LECAM 4
— 7P AC () — LrI ) 10, (1)

i) AM(6) L N(0, Ty)
Remarques
-A™(9) est la suite centrale localisée en 6, I'y est la matrice d’information.

-(i) est le développement de Taylor a l'ordre 2 en probabilité. Le choix du logarithme

du rapport de vraisemblance est motivé par le lemme de Neyman-Pearson pour les tests

statistiques.
dP(n)
-Sin — oo, lo vk I N(=L70Tgr™ | 70 Ter(MY sous Py, (Remarquez
, 10g dPg(") 5 0 ) 0 0 - q

1 .
que la moyenne est -5 la variance).

1.2.1 Contiguité

Les arguments de contiguité sont une technique pour obtenir la distribution limite d’une
suite statistique sous les lois (),, a partir des distributions limites sous les lois P, ot les lois P,
décrivent la distribution nulle Hy et les lois @),, correspondent & ’alternative. La contiguité

est la version asymptotique de la continuité absolue.

Définition 2 : La suite de mesures de probabilités @),, est contigué par rapport a P, si
P,(A,) =0= Q,(A,) =0,

V la suite d’ensembles mesurables A,,. On note : Q),, < P, et si P, < (), ils sont mutuellement

contigués.

Ainsi, si on a une convergence en probabilité d’une suite d’événements par rapport a une
mesure de probabilité P,, on en déduit la convergence en probabilité de cette suite d’événe-
ments par rapport & toute mesure de probabilité @), contigué a P,. Vérifier la contiguité a
partir de la définition n’est pas facile mais le premier lemme de Lecam va nous montrer que

cette notion est liée & la propriété LAN.
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1.2.2 1" lemme de LeCam

Si ?T: /7 satisfaisant BV = 1, alors P, et (), sont mutuellement contigués.

Exemple : si jgz % exp (N (u,0?)) alors P, et Q, sont mutuellement contigués si et
seulement si p = —302.

On retrouve la moyenne qui est —% la variance et donc la contiguité est une conséquence
directe du LAN.

Généralement le calcul de la puissance asymptotique de la statistique d’un test est facile
par rapport a P,, le troisiéme lemme de Lecam nous permet de déduire le calcul de cette

puissance par rapport a Q),,.

1.2.3 3“*lemme de LeCam

dQ™)

W) . Supposons que si n — 00,

Soit X, une statistique. Soit A, une version de log (

on ait, sous P™ |
Xn
ig. | BN V). 23 o))
log G5~ —350 T o

(1) P, et @, sont mutuellement contigués;

Alors :

(i7) sin — oo, X, % N(u+7,%) sous QM.

Donc, le ler lemme de LeCam nous donne la convergence en probabilité et le 3¢me lemme

nous donne la convergence en loi.

Appliquant le 3¢me lemme de LeCam pour la famille LAN on obtient :

AM(9) <, N(Tyr™ Ty), sous Pe(:)ﬁr(") Sin — oo

Donc si on note A 'observation unique de ’expérience gaussienne

EN = (R¥, B¥ {Py = N (To7™,Ty) , 7™ € R"})
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On vient de montrer que

A™ () L A

En fait, la relation est bien plus forte : [’expérience locale 89(”) converge vers l’expérience
locale E} .

Conclusions

- Les fonctions de risque “localement et asymptotiquement optimales” pour €én) sont les
fonctions de risque exactement optimales pour EQN .

-Comme A™(0) <, A, ces fonctions de risque seront réalisées en traitant la suite centrale
A™ () comme on le ferait pour A dans &.

-Ainsi, dans le cas des tests d’hypotheése, si un test ¢ (A) est exactement optimal au
niveau a dans &)Y, la suite de tests ¢ (A(")(Q)) sera localement en 6 et asymptotiquement
optimale au niveau asymptotique a dans la suite d’expériences originales. Il reste & savoir :

quels sont les tests optimaux ¢ (A) dans expérience EN?

1.2.4 Justification du LAN

Soit le modele de position gaussien k varié
EN = (R*, B*, {P,r = N (Th,T') ,h € R*})

Ou I' est une matrice symétrique et définie positive fixée. Notons A 'observation associée,

alors

dPh,l" _ M
dPor  for

far (A) = (27)77 |det T| 2 exp (—% (A—Th)T~ (A — m))

est la densité de P, par rapport a la mesure de Lebesgue sur R*. Un calcul rapide donne

1
log ~=" (A) = WA = ZhTh,
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Par conséquent, la suite d’expériences originale LAN posséde des log-vraisemblances (locali-
sées en @) pouvant étre approchées par celles de 1’expérience ci-dessus. Donc on peut espérer
que les procédures optimales dans ’expérience originale hériteront de certaines propriétés

d’optimalité dans £V.
Remarque

Dans son théoréme (1980 — 1986) Lucien Lecam a donné 4 conditions, qui permettent
d’appliquer le TCL de Mcleish pour les martingales et de vérifier la propriété LAN, mais
la version la plus pratique en séries chronologiques est celle de Swensen (1985), pour une
démonstration détaillée du théoréme de LeCam et de la connexion avec le lemme de Swensen,

voir Taniguchi et Kakizawa (2000) .

1.3 Concepts d’optimalité asymptotique locale

Le Concept d’optimalité en théorie des tests d’hypothéses valable, dans ce travail, est le test

"le plus stringent".

Soit Hy une hypothese nulle, H; sa contre hypotheése et C' 'ensemble des tests ¢ vérifiant

une condition de niveau «, i.e.

C={¢9 /Ep(¢) <a; VP € Hp}.

1.3.1 Test le plus stringent

La notion de test le plus stringent a été introduite par Wald (1943). Pour tout P € Hq, soit

B(P)= zlelng (¢).

B (P) est donc la meilleure puissance que puissent atteindre, en un élément P fixé de Hy, les

tests de la classe C. On appelle regret d’un test ¢ dans la classe C' la quantité

7(¢) = sup [B(P)— Ep(¢)].

PeH,

Le regret de ¢ est "le pire déficit de puissance" auquel donne lieu ¢, si on le compare sur H;

aux meilleures performances possibles au sein de C. Un test ¢* est dit le plus stringent au
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niveau « si son regret est minimum parmi les tests de niveau «, c’est a dire si

{qb*eC
7(¢%) <7(9); VopeCl.

Le test optimal dans les modéles shift gaussien se réduira a tester

h € M () contre l'alternative h ¢ M (Q),

ot M () est le sous espace de R* engendré par les colonnes € (2 est une matrice de
dimension k£ x (k —17)). On déduit alors, a partir de Lecam (1986) que pour ce type de

problémes le test le plus stringent au niveau « est
P (A) = [[Af(rgl_g(sz/rgn)*lsz')A >x20 ol

Donc le test localement asymptotiquement le plus stringent dans I’expérience originale est
Pp <A(n)> = I oy (n) :
o\~ (A5 (05 —2Te2) )AL 22, ]

Remarque

Une difficulté surgit dans la construction du test le plus stringent : la valeur de 6, sous

I’hypothése nulle, reste non spécifiée. Bien entendu, la solution consiste & remplacer ¢ par

un estimateur g(n) qui est y/n-consistent et discret. Notons g(n)une suite d’estimateurs de 6 :
A ™) . .

(1) 0" est \/n-consistent, i.e.

NLD (g(n) — 9) = O(P) ou encore Jc > 0, tel que \/n ‘g(n) — 9‘ <c,VneN,fe0O;

(77) Pour des raisons techniques, nous utilisons des suites discrétes d’estimateurs {@n} telles

que, si /6\(71) vérifie (i), 0,, est donnée par un des points de ensemble 6 :

1 ~(n _
0 = — (i1,...,1), i; € Z le plus proche de (9( ). Bien stir, {Qn} satisfait la propriété plus

NG

générale de discrétisation.

Définition
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Une suite {én} d’estimateurs est dite discréte s’il existe K € N tel que, indépendamment

de n € N, 0,, prend au plus K valeurs différentes dans 'ensemble
Qu={0€R":\/n|0— 0| <c},c>0.

La condition de discrétisation est due & Lecam (1960), elle permet d’éviter certains compor-
tements pathologiques. Cette condition est cependant sans aucune conséquence pratique : a

n fixé, elle n’a pas de réelle signification.

Enfin, signalons que dans le dernier chapitre, nous allons utiliser une technique qui consiste
a remplacer, dans des équations stochastiques, une suite de nombres réels par une suite de
variables aléatoires. Cette technique est basée sur le lemme 4.4 de Kreiss (1987) que nous

rappelons ici.
Lemme (Kreiss (1987))
Supposons que {T ™ (), neN } est une suite de variables aléatoires dépendant de 6 € ©.

Si pour toute suite de réels {9(”)} vérifiant
vn (9(") — 9) est bornée par une constante ¢ > 0,

on a T (9(")> = op, (1), alors aussi 7™ (g(n)> = op, (1) est vérifice pour toute suite

d’estimateurs g(n) discrete et /n-convergente.

1.4 Adaptativité

Cette partie est principalement tirée de Steigerwald (2006). Un test adaptatif est un test
optimal pour un modeéle qui est spécifié partiellement. Par exemple, soit le probléme de
test d’'un parameétre qui décrit un échantillon d’observations tiré d’une distribution F. La
question naturelle que 1’on pourrait se poser est : est-il possible de construire un test sans la
connaissance de F' qui soit, asymptotiquement, aussi optimal qu’un test qui s’appuie sur la
connaissance de F'? Et bien pour certains problémes la réponse est oui et quand c’est le cas

on 'appelle test adaptatif. Dans un modele de régression la suite des résidus noté ¢; est une
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suite de variables aléatoires i.i.d de distribution F’, et c’est plutot le vecteur des parametres
[ qui est d’intérét que la distribution F'. Si on suppose que F' soit décrit par un vecteur de
parameétre « alors le modéle est paramétrique et si on suppose seulement que F' appartient a
une famille de distributions alors le modéle est semi paramétrique. En 1956, Stein a proposé
une solution au probléme de 'adaptativité. Soit F,1’ensemble des distributions paramétrisé
par a. Malgré que l'intérét soit porté sur 3, 'ensemble complet des parameétres inclut «.La

matrice d’information évaluée aux parameétres est

Iy I
I =
<[21 Iy
Ou Iy, correspond aux éléments de (5. Si le score de [ est orthogonale au score de « alors

Iy = 0 et I'' = I;! est la composante supérieur gauche de I~!. Puisque I;; correspond
seulement au parameétre 3, un test asymptotiquement optimal pourra étre construit sans
la connaissance de «. Donc si [15 = 0 pour tous les ensembles F,, alors on peut construire
le test adaptatif. Bien que la condition de Stein présente un aspect intuitif, il n’est pas
simple de savoir comment "utiliser pour définir des tests adaptatifs. Bickel (1982) a présenté
une condition plus simple qui donne un lien direct & la construction de tests adaptatifs. La
condition de Bickel est simplement que le score doit avoir une espérance zéro sur toute la
famille F. Les deux conditions sont liées : Si F est une famille convexe, alors la condition
de Stein est impliquée par la condition de Bickel. Pour les modeéles de régression linéaires,
un test adaptatif de [ existe pour la famille F qui se compose de toutes les distributions qui

sont symétriques par rapport a l'origine. La condition du score de Bickel méne naturelle-

ment aux tests qui contiennent des estimateurs non paramétriques de la distribution, F. Par
conséquent, I'estimateur non paramétrique du score doit converger en moyenne quadratique
vers le score de la population. L’estimation non paramétrique de F' entraine ’estimation non
paramétrique de la densité f. Comme dans Kreiss on utilisera ’estimateur du noyau. Ainsi,
un test est dit adaptatif s’il a, quand f est inconnue, la méme puissance asymptotique que le
test optimal dans le modeéle ol cette densité d’innovation est spécifiée. Généralement 1’étude
des modeéles semi paramétriques se fait par deux approches :

¢ L’utilisation des principes statistiques appropriés pour contourner la méconnaissance de

f, par exemple le principe de 'invariance ;

¢ L’estimation adéquate de la densité f ou d’une fonctionnelle de f.



CHAPITRE 1. THEORIE ASYMPTOTIQUE DE LECAM

11



Chapitre 2

Modéle EXPAR(p) restreint
périodique et propriété LAN

2.1 Introduction

Le modele Autorégressif exponentiel (FX PAR), appartient a la classe des modéles Au-
torégressif non linéaires. Il a été introduit par Ozaki (1980) et Haggan et Ozaki (1981) pour
construire des modeéles de séries temporelles qui reproduisent quelques caractéristiques de la
théorie des vibrations aléatoires non linéaires comme : la fréquence dépendante de I’ampli-
tude, les phénomenes de saut et les comportements de cycle limite. Il posséde aussi plusieurs
caractéristiques encourageantes, en effet, Ozaki en (1993) a montré qu'un modeéle EXPAR
peut capturer les caractéristiques non gaussiennes de la série, dans le méme ouvrage une
relation étroite entre les modeles FX PAR et la famille exponentielle est soulignée, Ozaki a
montré que pour une distribution donnée de la famille exponentielle on peut introduire un
modeéle EXPAR dont la distribution marginale est trés proche de la distribution donnée.
Prendre en compte ces phénomeénes non linéaires en plus de la périodicité que peut exhiber

une série temporelle nous méne a I'introduction du modele EX PAR périodique.

2.2 Caractéristiques physiques de systémes non linéaires

12
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et modéle EXPAR(p)

Les vibrations aléatoires non linéaires sont typiquement décrites par les équations diffé-

rentielles d’ordre 2 de forme
z(t)+ f(z(t)+g(x()=y(@)

Ou f : la force d’amortissement et g : la force de rappel, sont des fonctions non linéaires et
y (t) est P'entrée stochastique appelé force agissante, comme exemple il y a les équations de
Duffing et de Van der Pol. Si f et g sont des fonctions linéaires I’équation du systéme prend

la forme

z(t) + iz (t) + oz (t) =y(t).

Si on pose y(t) = €(t) un bruit blanc, alors x (t) devient un processus AR (2) a temps
continu. Les systémes non linéaires exhibent certaines caractéristiques qui ne se produisent

pas dans le cas linéaire. Ces caractéristiques non linéaires se résument en trois points :

1-Dépendance de la réponse en fréquence du systéme non linéaire & I’amplitude de I’entrée,

appelé : Fréquence dépendante de I'amplitude.
2-Phénomeéne de saut : discontinuité de la réponse en fréquence.

3-Les cycles limites : exécution d’oscillations auto-entretenues qui asymptotiquement de-
viennent périodiques. Dans ce cas la force d’amortissement devient négative pour |z| petit
c.a.d que le systéme absorbe 1’énergie et 'amplitude augmente, mais pour |z| grand le sys-
téme dissipe I’énergie et 'amplitude décroit. Ces phénomeénes apparaissent dans la théorie

du circuit électrique.

2.2.1 Modéles Autorégressifs Exponentiels FXPAR (p)

Pour construire des modeéles de séries temporelles & temps discret qui reproduisent les

phénomenes non linéaires précitées, Ozaki (1980) a commencé par prendre un modele AR (2)

Xt = althl + CZQXt,2 + &¢ (221)
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et par la suite de permettre aux coefficients a; et as de dépendre de X, ;, précisément, il

proposa que les coefficients soit des fonctions exponentielles de X2 ,

a1 = ¢y + mexp (=7 X7 1) ; a2 = oy + maexp (—v X7 )

avec ces valeurs de a; et ay le modeéle (2.2.1) est appelé processus Autorégressif Exponentiel

d’ordre 2 (EXPAR (2)) . On note que pour |X; 1| grand
ap v P, Q2 Py
et pour | X; 1| petit
ap v Y1+ T, Q2 v Py + .

Ainsi le modele EX PAR se comporte comme un modeéle autorégressif a seuils ot les coeffi-
cients changent de maniere lisse entre les deux valeurs extrémes. Ce modéle d’ordre 2 peut
étre étendu a un modeéle d’ordre générale, ainsi un modele EX PAR d’ordre p est donné par
P
X; = Z (¢; +mjexp (—7X7,)) Xioj + &1, tEZ, (2.2.2)
j=1
Ozaki (1980) a montré que le modele EX PAR exhibe un comportement de cycle limite sous

les conditions suivantes :

i) Toutes les racines de I’équation caractéristique

)\p_()Ol)\pil__Sp :O

p

sont a l'intérieur du cercle unité. Par conséquent X; commence & diminuer (amortir) quand

| X¢—1] est trop grand.

ii) Quelques racines de I’équation :
N = (pr+m)N == (g, + ) =0

sont & 'extérieur du cercle unité. Par conséquent X; commence a osciller et diverger pour

les petites valeurs de | X;_4].

Le résultat de ces deux effets produit une oscillation auto-entretenue. Les deux conditions
précédentes sont nécessaires pour I'existence du cycle limite mais pas suffisantes. La condition

suffisante est :
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iif)
p p p p
1—ngj /> m>1ou 1—Zg0j /> m <O.
Jj=1 j=1 j=1 j=1

Cette condition est exigée pour prévenir de I'occurrence d’un point singulier stable.

La condition suffisante de la stationnarité stricte de ce modele est toutes les solutions

de I’équation caractéristique 22 — C12P~! — ... — C, = 0 sont en module inférieures & 1 ou

C; = max (‘goj , !goj + Wj}) i 7=1,..,p.
Plusieurs méthodes d’estimations ont été utilisé pour 'estimation des paramétres de 'EX PAR (p) :
moindres carrés, quasi maximum de vraisemblance, méthode bayésienne, filtre de Kalman,

algorithme génétique,...etc. Haggan et Ozaki (1981) ont analysé la célébre série de lynx

Canadien par un FEXPAR(11).

2.2.2 Modéle EXPAR(p) restreint périodique

En pratique, quand on a des séries temporelles saisonniéres qui exhibent des caractéris-
tiques non linéaires comme citées auparavant avec la moyenne et la structure de covariance
périodique, on pourra analyser la série avec un modele EXPAR (p) périodique qui repré-
sente une fusion entre la présence de non linéarité et de comportement périodique. Nous
nous intéressons principalement au cas ou le parameétre non linéaire est restreint, d’ou la
définition suivante :

Définition 3
Le processus {X;; t € Z} est dit suivre le modele Autorégressif Exponentiel Restreint Pé-
riodique PEXPARg (p;), de période S, s’il est solution de I’équation aux différences non

linéaire périodique stochastique de la forme :

bt

Xi =Y (erj+ mjexp (—7X2)) Xy +e, tEZ, (2.2.3)

j=1

ol {eg4; t € Z} est un processus périodique i.i.d. de moyenne 0 et de variance finie o?. Les

parametres Autorégressifs ¢, ;, my; Vi € Z et j =1,...,p;, Uordre p; et la variance des inno-

vations o2 sont périodiques, dans le temps, de période S, i.e.,
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2 2 :
Oriks; = Prj > TtrkSj = T, Perks = Pr et op g =0; Ve, t €Zet j=1,....p;.
Le parameétre non linéaire, v > 0, est connu.

En mettant ¢t = ¢+ 57,0 = 1,2,...,5 et 7 € Z et en prenant p = {anaxS}pi ou ¢, ; = 0,
€{1,2,..., ’

m;; = 0, pour chaque j > p;, on peut mettre la périodicité en valeur et réécrire I’équation

(2.2.3) sous la forme équivalente :

p

Xitsr = Z (@i + mijexp (-7 X7 s,-1)) Xivsr—j + €ipsr, 1 =1,..,8, TEZ  (2.2.4)

J=1

La non linéarité du processus vient de la forme exponentielle. Cette fonction rend la dyna-

mique de la série localement linéaire, mais globalement non-linéaire. Les coefficients autoré-
gressifs sont dépendants de 'amplitude, ils dépendent de X; ;.Ils changent de {gpi,j +7,;

a {¢;;} quand | X, 1| change de zéro a 4oco. Cest a dire quand |X,_;| devient grand les
coefficients (¢, ; + 7, exp (—7X2)) — ¢, Quand |X, 1| devient petit, les coefficients
(gom- + 7, exp (—fthzfl)) — @+ m, pour i = 1,..,5, et j = 1,...p. Le coefficient
non linéaire v agit comme un facteur d’échelle qui modifie I'effet de X; ; dans le terme
exp (—yX?) . La figure 1 montre une série simulée a partir du modeéle PEX PAR; (2) res-
treint avec p = (0.5,-2,0.3,1;-0.5,1, 0.4, 1.8)", v = 1 et n = 500 qui vérifie la condition
suffisante de la stricte stationnarité. Dans la figure 2 nous avons le graphe saisonnier (un
monthplot) de la série ol on voit que la moyenne dépend de la saison. La figure 3 donne les
nuages de points qui indiquent clairement un comportement non linéaire et la figure 4 donne
les corrélogrammes simple et partiel des séries. Le seule article, & notre connaissance, qui a

traité ce modele est Merzougui et Becila (2019) qui ont étudié I'estimation des paramétres

avec la méthode des moindres carrées.
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Restricted PEXPAR(2) model
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Figure 1 : Simulation of the Restricted PEXPAR9(2) and
inverse roots of the characteristic equation

Figure 2 : Monthplot of the time series
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2.3 Normalité Asymptotique Locale du modéle PEX-
PAR(p) restreint

Il est clair que le modele EX PAR (p) restreint périodique contient plus de paramétres
que 'EXPAR (p) restreint non périodique, donc avant de le proposer il faut étre sir de sa
nécessité, et cela peut se faire a partir des tests. Ici, on propose un test optimal au sens de

Lecam et pour cela on commence par vérifier que ce modeéle est LAN.

2.3.1 Définitions et notations principales

Le processus {X;; t € Z} est dit suivre le modele EX PAR (p) restreint, s’il est solution

de I’équation aux différences non linéaire stochastique de la forme :

p

Xi = Z (903' + T exp (_VXEA)) Xij+e, t€Z, (2.3.1)

j=1

ou ; et m; sont les parameétres autorégressifs, v > 0 est connu et {g; t € Z} est un
processus bruit blanc, i.e., une suite de variables indépendantes identiquement distribuées,

2

de moyenne 0 et de variance ¢°, avec une densité de probabilité f, (.), pas nécessairement

gaussienne.

Le processus {X;; t € Z} est dit suivre le modele Autorégressif exponentiel Périodique res-
treint d’ordre "p" PEXPAR (p), de période S (S > 2), s’il est solution de ’équation aux

différences non linéaire stochastique périodique de la forme :

p
Xi = e+ myexp (-7 X)] Xy +e, tEZ, (2.3.2)
j=1

ou {g; t € Z} «~ BB(0,0?), avec une densité de probabilité f,, (.), pas nécessairement
gaussienne. Les parametres Autorégressifs ¢, ; et m; ;, et la variance des innovations o? sont
périodiques.

Dans ce travail, la variance des innovations est considérée comme un parameétre invariant
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dans le temps, i.e., 02 = o2

Notons H}(cn) (ﬁ) une suite d’hypothéses nulles sous laquelle {Xt("), t e Z} satisfait le modéle
non périodique (2.3.1), ou § = (B’l,...,ﬁé,)/ avec 3; = (¢, 7rj), et H (5(”)) la, suite

d’hypothéses alternatives sous laquelle {Xt(”),t € Z} satisfait le modele périodique (2.3.2),

ou

oM =+ —= </\(.”) + h"f?) ot 7 =7 + —=

il

tel que sup <<)\§n) + hg?) 2+ <77§-n) + lg?) 2) < o0; V.

QI ) s=1,..8j=1,..p.

) _ () () )’ (n) (n) O A .
Les h; hij hgj,.hg;) et lj =4, l2] ;s lg ;) peuvent étre interpréter comme

des perturbations périodiques locales des parametres non périodiques ¢; et 7;, respective-
> ) > ) :
ment, tel que ;hs’j =0, et ;lw =0pourj=1,2,..,p.

En considérant les notations :

B=(8,8,..8) €R® ou = (¢, Ti;.5 0, 7)),
) = ( A h(n)/>’ _

!
(A N B e BB, 12, 12,

et soit ¥(™ la matrice de dimension 2Sp x 2Sp donnée par ¥ = ——K, ot la matrice K

Jn

est définie comme suit :

IQpX2p

K= Top(s-1)x2p(5-1)
IQpXZp
12p><2p _IZpXQp s _IQpX2p

On peut aisément réécrire les hypothéses alternatives sous la forme H}n) (g + y(")z(”)).

' "’ n n ! )\’ )
B(n) = (é(ln)7 ) égn)> ) égn) - (Bg,)h Sy ﬁ;;) et ﬂ;] o (Sogj)’ ( )> S = 17"-757.] =1,..
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2.3.2 Hypothéses de régularités techniques

A travers ce chapitre nous faisons les hypothéses suivantes :

Hypothese (H1) : Les parametres autorégressifs exponentiels o, 7; satisfont la condition

suffisante de la stationnarité stricte.

Hypothese (H2) : La densité des innovations f, (.) est supposée satisfaire les conditions
suivantes :

(a) fy(x) >0, Vo € R,

(b) fo(.) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue p : il existe une

. b.
fonction f, (.) tel que, pour —oo < a < b < oo, nous avons f, (b) — f, (a) = [ f, (z)du(z),

a

(¢) L’information de Fisher I (f,) = [ (¢; (x))2 f» (z) dz est finie, ou

(d) [zf,(z)dz =0 et la variance est finie, i.e., 0? = [2%f, (z) < co.

Hypothese (H3) : La densité f(.) est fortement unimodale (c.a.d —log f (z) est une

fonction convexe sur l'intervalle ]a, b] et donc ¢, est monotone croissante).

Plusieurs densités vérifient la derniére condition : la loi normale, double exponentiel,

uniforme,...etc, voir Héjek et Siddk (1967) p.15.

On note que les deux conditions (b) et (c¢) impliquent la différentiablilité en moyenne qua-

N[ =

dratique de la fonction f(.)2. i.e, on aura :

. 2
}\iir(l))\_z Ik fg% (x+A) — fa'% (x) — )\f‘l’ (z) dx = 0.
7 (x)

(Voir, Lemme 3, page 191, Hajek (1972) ou Héjek et Siddk (1967)).
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2.3.3 Suite de Rapports de Vraisemblance

Notons X™ = (X {n), . Xﬁbn)> une réalisation de taille finie n d’un processus {Xt("); te Z}
satisfaisant le modele EX PAR (p) restreint (2.3.1) et soit X(()n) la valeur initiale dont les
densités sont g{" <Xé"); B, 0) et g (Xén); B, cr) sous H}(c") (B) et H}(Cn) <é(")>, respective-

ment. En plus, on suppose que g[()n) (Xén); 5} ) 0) — g(()") (Xén); B, a) converge en probabilité

vers 0, quand 3 ) _, [ avec n — oo. Supposons, pour simplifier les notations, que la taille de

la série temporelle observée n est un multiple de S, i.e.,n = mS, m € N* et soit t = s + S,

s=1,...,Setr=01..m—1 On note par Z" (B) et zm <§(")>, t € Z, les résidus

calculés sous H}") (B) et H ](cn) (ﬁ(")>, respectivement. Alors, nous avons :

n n P n)2 n
ZL‘E,T) (é) = Xs(+)rs - [Z (90]' + 7j eXp (_/st(+)rsfl>> Xs(+)rs—j] ’

et
70 (5) =
(n) L rimy | ,m) L7 m) | ) (n)2 (n)
Xs—H'S - ]; |:<g0] + % <)\j + hs,j)) + (77]' + % <7]J + ls,j )) exXp (_7X8+r51>:| Xs—i—rS j
n P 1 n n n n n)2 n
=208 - = (A 48+ (0 + 18 exp (=X D% )| XD
j:
- 29 (0) - Z=n X5
=78 (8) — %,
ou

/
i = (A A 1A+ R 1)

(n)2

n) n) (n) m2 . Ly n) ’
Xg(s—ﬁ-rs—l = (X§+TS—17 X s+rS—1 exp <_7XS(+TS—1> ) ”'7XS(+7‘S—p’ X Fs—&-rS—p exp <_/YXS+’I‘S—1)> et

n 1 *(n n
R =0 IR R

n 2
La variance empirique correspondante est donnée par 52=nt t; <Zt(") (6)) .
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Alors, le logarithme du rapport de vraisemblance, A;") (@(”)> = Agcn ([3 + v (")) pour
H}n) (é) contre H (6(” ), est alors donné, pour n = m.S, par :

- 11 1, (Zs(,’i? (ﬁ“”)) P (Xén);@m)’g)

AP (B4 ymrm) = 3 0g + log
BT n (X" |

par conséquent, nous avons, sous H}") (@) , Papproximation asymptotique locale :

= 35 [1og (£ (259 (8) - +2)) — 108 (£ (25 (9))] + 0 (1)

ot le terme 0, (1) correspond a I'influence de la valeur initiale Xé").

2.3.4 Normalité Asymptotique Locale

Afin d’adapter les conditions de Swensen pour traiter le modeéle EX PAR (p) restreint

périodique, nous avons besoin des variables aléatoires suivantes :

& (8) = £ (29 (8)) £ (255 (8) = 1)) — 1,

1
() )
(s (8) = 55 (257 (8)) 4
_ sty =)
2—5 T—
ot 8¢, (59”,5@”%,. o) e R

B (n) (n) (n)2 ’
avec 55] r %(bf <ZS’T (ﬁ)) <X8+7“S—j’ XS-H“S —Jj exXp <_7X3+7’S_1>) ?

et soit le vecteur aléatoire :
8 () = (88,65, ..., 84y € RSP

csm _ LS (w) PRI ) W o1 g
€L 05 Z ¢f ST (6) s+rS—jr NstrS—j EXP | TV Agyrs-1 ; S y oDy ] y e
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Considérons la matrice bloc diagonale de dimension 25p x 2S5p :

I'(8,0) 0 . 0
0 rg,es) ... 0

L(B,0) = % : (_ ) S = Isxs ® (%F (8, a)) . (2.34)
0 . T (B,0)

ou T (B,0) est la matrice de variance du vecteur X g’jr)r § 15

E(Xy) E ( X02e—vxo2) B (XgX,_,) E ( X, Xl_pe‘7X02)
E (X02e*vX02> E <X02@*27X02> B <XOX1_pe*’YX02> E <X0X1_p€727X02>
r(5.0) = . ) 5
E(XX,,)  E(XX_ e ) B(X2,) B (X2,00%)
E (XoXl,pe—vXﬁ) E (XOlepe—wXO?) .. B (Xlgpe—vxo“') E (Xﬁpe‘moz)

En utilisant les définitions et les notations précédentes, on peut formuler les conditions de

Swensen adaptées, qui impliquent la propriété LAN.

Proposition 1 (2.3.1) (Conditions de Swensen Adaptées (1985))

La preuve est reliée au premier lemme de Swensen (1985) , la plupart des conditions suf-
fisantes suivent directement par des arguments standards a partir de la forme des vraisem-
blances locales, la premiére condition est le point essentiel. Les conditions adaptées suivantes

sont, sous les hypothéses (H1) et (H3), satisfaites :
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1

(1) lim Ei& ( s+rS( ) ggjr)rs (@))2 =0,

m—00 r=0

@) %S (2 (9) - 5l O (3.0) 70 =0, (1),

E {Cgfs (é) I [

B, sirs—1 €st la o — algébre générée par le passé du processus jusqu’au temps s +rS — 1,

]/anJrrS 1 :Op(l)a

<s+rS ’ >3 2

(6) B (s (8) /Busersr) = 0, 1),

Démonstration. Condition (1) : En remplacant 55 Yrg (6) et ¢ gi)r g (é) par leurs valeurs

respectives dans P'expression de 'espérance donnée en (2.3.3), on obtient

EEE (€06 0) - s 0) = 25 B (17 (29 () - ) - 27 (29 ) -

s=1 r=0 s=1 r=0

HE) 1/5(2 Z((f< %) Lzt (@))) ,
= zi:l (Bisim + Ba2,sm) ;
\ Bism = T;;_:E{ Xoress| <K ] ( 1/2 < é) - 7&”2) 1/2 (Z,S ) (é)) _
HE 1/5(25? 2%) £ (28 (g))} W) et s fixe,
=B 8 o) (F (2202 (7 )

% (—75774) 1/2<<Z(2)(< ))>)> f*1 (ngn) (@))} Vj et s fixé.

Il suffit de montrer que B g, et By, convergent vers 0, pour tout s fixé, s =1,...,.5

et pour un nombre réel quelconque K.
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-1 1/2( ,(n) (n)\_ 1/2( ,(n) s () 2
o (n)2 (25 (8) ) -1 (25 (8)) 1 1. (247(8))
Bl,s,m = 7;) / Vs,r / { (n) 9 f;/2 (Zé(?) (@))

—Vs,r

| Xosrs—j| <K | Xstrs—j|<K

dZ{Y (8) dGx, ¥j =1,...,p

ot : Gx est la distribution des variables aléatoires X, ,g_;. Pour utiliser le lemme 2 de

Swensen (1985), soit u = —IZ(")'XETTSA ety = 2" (B), on a

Brow< S [402 V) VED dydG
1,s,;m > = s,T ﬁ 2\/fa(y) X

R |XS+7-S_]'|<K

m—1 2
<Cu(K) L B(W7)) ¥i=1

ou :
2
C (K) _ / \/fo (y+ﬁ)7\/ fﬁ(y) . }-o(y) dy
" Vo 2y/fs(y) ’

|u|<b(K)

p
et b(K) = K3 [\ + 1) + (0 1)
j=1

m—1 2
Puisque ) F (72’2) est uniformément bornée (prouvée dans la condition 2 ci-dessous) et
r=0

lim Cy, (K) = 0 (lemme 2 de Swensen (1985)), alors B s, converge vers 0 quand m — oo.

m—00

Pour B, ,,, on utilise la seconde partie du lemme 2 de Swensen (1985), on aura :

< [ [ (8 (-08) - VEG - 5 0 VT <y>)2dydex

<5 / WP (f,) dG

m—1
=1(fs) > F (IHXS-H"S j|>K]7gT,Lr)2> .Pour j et s fixés.

puisque le processus {Xsi,s_j, 7 € Z} est stationnaire, en choisissant K assez grand

By s m peut étre petit uniformément en m.
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Condition (2) : Il suffit de montrer que, pour s fixé, sup £/ Z ( Coprs (5)) < 00. En

m

utilisant la définition de ¢ Sfr s (8), on obtient :

N

BY (@ 9) - LT e (e

2
) , pour s fixé.

m—1
Il faut montrer, pour s fixé que la somme > F (’yg 2) est uniformément bornée
r=0

2
m—1 2 m—1 P
2_;0 E (ﬁ’})) =1 (20 E {Z [((Agn + h(m) (775” +z§j;>> exp< X2 1)) ngas,j} })

j=1
m—1 p 2
<Zlsup{ X (Aﬁ-") + hif})) VX E (Xs(i)fs_j) + sup (Z (nﬁ”) + lif})) ) Z E (( X
m 7j=1 r=0 m J=1
n n n) 2 P n n)\ 2 _ (n) 2 L (n) 2
=£ sglp ]; ()\§ ) 4 h;j)) 2| FE (Xé ) ) —|—sglp (; (ng ) ¢ l;j)) ) E (e 27 Xo Xé ) )) )

2 2
puisque sup {()\gn) + th-) ) + (ngn) + lg})) } < 00; Vj et le processus X ,5_; est station-

m—1 2
naire, Il résulte de ce fait que Y  F (fy??) est uniformément bornée en m.
r=0

Condition (3).

On montre que max

<s+1"S )‘ = max

1 n ]‘ *x(n)/ n
2®s <Zs(ﬂ") (ﬁ)) <%Is( )Xg—&—)rS—l)' = 0p(1),

pour s quelconque. Ainsi, on doit prouver que

M=

1 n n n n n
max == by (25 9) ( . (A +nl) Xiﬁrs—j)‘ =0, (1), sous Hj" (g)

J

et

1 n P n _ n
max - &, (Zﬁ,) (_)> (Z ( (m) )) e X X ]) =0,(1), sous H" (B)

Par conséquent, nous avons :
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P (max\/iﬁ o (25(9)) (i (A +n0)) x g@rs_j> > 5)
: 2
< Ti%lP <% '¢ (2% (8)) (f (A n0) X ]>‘ > 5) ,

INA
\H
Vi
=
<
NN
/N
N
3
=
N—
N

2
£ () 2 d

ne? ‘= =1 \/Lﬁ ( (,)) (i( A 4 n)) g?’rSj) o
2

B 2 () ) m)Y y ) .

SE | &% (Zs,o (@) (j; (AJ + hs,j> X, ]) I o1 (296) (i()\m)—&-h("))){ (n)> >f€] , pour :

Jj=1

— ainsi le coté droit converge vers 0, quand n — oo. De la méme maniére, on peut montrer

que la seconde expression converge aussi vers 0.

Condition (4) : Nous avons :

—_

3

—1

S
1 S m n “(n
Z ( 5+TS > 4_ z Z d)? (ZS(,T;) (ﬁ)) s ),Xg(S-‘r)TS ng—l-)rS 1—5( )7

N s=1 r=0

Il
=)

s=1r

en utilisant le fait que le processus est ergodique, nous aurons :

1 m— . i )
E ; (Zgﬁ) (ﬁ))liﬁrs_llgﬂs 1 (¢)f) ( X( )’)

O B(#) = 1(fy) avec 1(,) = T ().

o (X< )Xw) I (80) =

E (X02) E (X02@*7X02> E (XOXl—p) E (XOXl_pei’yX‘?)

E (X 2 _'YX ) E (X02€_2'YX02> E (X0X17p6_7X02) E (XOX17P€_27X02>
E(XoX,,) B (XOXl_pe—vX()z) E(X2) g ( X2 p€_7X02>
E <X0X1—P677X02> E (XOXl—peihxg) E <X12_p6*’YX02) E <X12_p€*2’yX02>

Ainsi, nous avons :
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s=1 r=0

25 () = 15 S 5100 (ST (00) ) 5 + 0,00,
I

Condition (6).
Puisque Z{ (3) est indépendant des variables de B, sir5-1 et E (qb f (ZS(?) (@))) =0 (

hypotheése H2), alors nous avons F (CSJFTS (8) /Bmsﬂs,l) =0.

La preuve de la condition (5) est similaire a celle de Swensen (1985), alors elle est omise.

n
Proposition 2 (2.3.2)

Supposons que les hypothéses H1 et H3 sont satisfaites, alors nous avons, sous Hj(cn) (ﬁ) ,

quand n — oo les deux résultats sutvants:

(i) QUADRATIQUE ASYMTOTIQUE LOCALE (LAQ) :

Agcn) (g +Z(n)z(n)) — I(n)/ égcn) (6) . %I(n)/FA§”) (é, O') I(n) + Op (1) :

af I(h)

ot la matrice carrée T27 (ﬁ) =3 K'T (ﬁ, 0) K et la suite centrale A;n) (ﬁ) est don-

née par

S
NWU (zauz@%wz&%w 5,60 = 6

5 — 840080y — 05008 — 64 108, — 08

(i6) A (8) = Nasy (0.1%7 (8.0)) .

Preuve.

Puisque les conditions suffisantes de Swensen sont vérifiées, alors en tenant compte du

m—1

s
fait que 2 > > CSJFTS ( ) = 7 kg (6) = 7 égcn) (6) , la quadratique asymptotique
s=1 r=0 - -
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locale (LAQ) et la normalité asymptotique locale (LAN) découlent immédiatement du Théo-
réme 1 (Le Cam) (cf., Swensen (1985)). =
Le corollaire suivant établit les distributions asymptotiques de la suite centrale A;") (é) et

du logarithme du rapport de vraisemblance A;n) ([_3 + y(”)z(”)) sous ’hypothése alternative

H(n)

/ (@(")> :

Corollaire 3 (2.3.1) Supposons que les hypothéses H1 et H3 sont satisfaites, alors nous

avons,

i) H}n) (B) et Hj(c") (ﬁ(”)> sont contigués.
) A (8) = N (1% (3.0) 20, 14

ﬁ,a)) sous H}") (@(”)> :

n 1 () (n) n
iii) AV (B + ™M) = N (§I<n>TAf (8,0) 2, 2 TA (8, 0) z(”>) sous H" @m) .

Ces résultats sont des conséquences directes de la propriété LAN.



Chapitre 3

Test de la périodicité dans un modéle
EXPAR(p) restreint

Ce chapitre est consacré au test d’'un modele EX PAR (p) restreint classique contre un
modele EXPAR (p) restreint périodique. La démarche est basée sur la théorie asympto-
tique des expériences statistiques de LeCam (1960, 1986). Nous exploitons la propriété LAN,
démontrée dans le chapitre précédent, et ces conséquences : la convergence faible des expé-
riences statistiques, la contiguité et la linéarité asymptotique locale pour construire un test

optimal au sens "most stringent".

3.1 Test asymptotique local : le plus stringent

L’une des conséquences essentielles de la propriété LAN est que la suite des expériences

locales :
550") (ﬁ) = {Pﬂ+y(n>T<n>;z(”) € ]R2Sp/ supz(”)’z(”) < oo,z(”) — 7 quand n — oo} ,

converge faiblement vers I'expérience de position Gaussienne de dimension 2S5p.
B = (N (% (8.0)7 .T% (3.0)). 7 B2},

Ainsi, dans le cas des tests d’hypothése, si un test ¢ (A) est exactement optimal au niveau «

dans Ey, alors, la suite de tests ¢ (A(”) (ﬁ)) sera localement et asymptotiquement optimale

30
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au niveau asymptotique « dans la suite d’expériences originales 5}") (é)

!/
Considérons la décomposition suivante de la suite centrale é;n) (B) = < é(;f}' é%)} ) ol les

vecteurs colonnes ég"} et éy})  de dimensions 2p et 2p (S — 1), respectivement, sont donnés

par :

5 ) <) o)
o0 o ),

/
A, = (A A0 600 — 60060 — 800, — 60 0 Ay, )

Et soit la partition en bloc correspondante de la matrice de variance :

PH@@ZGﬁgﬂlﬁéw)

otl la matrice, de dimension 2p x 2p, T'Y (ﬁ, 0) =I(f)T (ﬁ, a) et la matrice, de dimension

2 (S —1) x 2p(S —1),

2r (ﬁ,a) F(@,O’) . F(ﬁ,o)
| wGe) - e

T3 (8,0) = =5~

F(50) T(3.0) . o(f0)

Posons n =T (5, 0) (%), o A= (A, 7y, ..y )\pﬂ?p), et

/
h = (h1,17 Zl,la ) hl,p7 ll,p; e h‘S—l,17 lS—l,la ) hS—l,p> ZS—l,p)

Alors tester un modeéle EX PAR (p) restreint & temps-invariant, donné par (2.3.1), contre,
un modele EX PAR (p) restreint localement S—périodique, donné par (2.3.2), revient, tout
simplement, au probléme de test lié & 'expérience de position Gaussienne. Plus précisément :
tester I’hypothése nulle

Hos 80~ N Ga). (=10 (3)),
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contre ’hypothése alternative

Hi 8~ N @0). (n=T2(0.0) (). 2 20).

La construction du test a besoin de ’existence d’estimateurs préliminaires de 3 donc on

suppose qu’il existe une suite d’estimateurs initiale E(n), v(™_consistent.

Hypothese (H4) : une suite d’estimateurs E(n) existe, telle que

(n)

(@) (™) (B~ B) = 0p(1), sous H™ () .

) B(n) est localement asymptotiquement discrete ; car, il existe K € N tel que indépen-

damment de n € N, B(n) prend au maximum K différentes valeurs dans ’ensemble

QnZ{HGRQS” V(”) |9 ﬁ|<c},c>0

Nous devons également établir la linéarité asymptotique de é;") (é)
Lemme 3.1.1

La suite centrale égfb) (ﬁ) satisfait la linéarité asymptotique locale suivante :

AP (50) - a9 (8) = 127 (8) 1 40, (1),

Ou ﬁ(n) =0+ v quand n — oo sous H}") (6) donc aussi sous H <B(”)>

Preuve

Ici on utilise la méme preuve de Bentarzi et Merzougui (2010). soit V(™ une suite de

vecteurs de dimension 25p tel que sup VW'V (™ < oo et Agc") (ﬁ + My ™). B+ y( )) soit

le logarithme du rapport de vraisemblance de H (B + V(”)) contre H (B + M )) ,

puis :
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@B+ ™ (V) + ) ; B+ pMz™) =

AP (84200 (V00 4 200)35) = A (8-+ 42 5).

En utilisant I’expression LA(Q), sous H ([3 + T(”)), puis par contiguité, sous Hj(cn) (é),

on obtient

AP (844 (V00 +207) 3 +

W) = AW (84 IV 4y B 4 )

— VO AW (B 4y ™) — %v WA (g 4 W) V) 4o, (1),

(3.1.1)

D’autre part, on utilise encore une fois ’expression LA(Q), on obtient

(ﬁ+u (V(")—l—T )6+1/ )r(n )):
7 (B + L™ (VO 4 2) 5 5) =AY (B + T 5),

1 8) (VI +1) +0, <1>}

/ n n / (n)
- {(Km +z(”>) AP (8) - 5 (K( )+z(”)> P27 (

1

~{zaf @) - 52 @20+ 0,00},

_ oy éan) (é) _ %K(n)/ FA;") (@) v _ K(n)TA5°n) (é,) 7 4 0,(1).

(3.1.2)

(n)
A partir de (3.1.1) et (3.1.2) et en tenant compte de la continuité de T2 (B) et de la
convergence de 7" on obtient

VO A (8 4y ) — v AP (8) = eI (8) 20 40, (1).

Finalement, on doit estimer la matrice T'g (3) . Soit

m
X Sjr)rs_li Sr);s_l. La proposition suivante établit le test localement
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asymptotiquement optimal de la périodicité pour tester Hy y contre Hy 5 :
Proposition 3.1.1

Sous les conditions H1— H4, le test qui rejette 'hypothése nulle H J(C") (@) si:

NOY L) 2 (SN (aa (SENN T ) ()
Q;)(ﬁ ):égf?} (é )(I‘?A? (ﬁ )) AEU?f (é >>X;2)(S—1),1—av

i) est de niveau asymptotique « (sousHJ(cn) (ﬁ)),

i1) est de puissance asymptotique :

1—F (X%_a;p(S -1) ,QTQAQ (E(n)> h) , Sous H (,3 + ™ )

ou F(x3_,;m,v) désigne la fonction de distribution chi-deuz non centrale avec r degré

de liberté et v parameétre de non centralité.

iii) est le test localement asymptotiquement plus stringent contre H (B + )

Preuve :

0

Soit (A) =QAou )= <[(2p )OX @p )> est une matrice de dimension (2p) S x (2p) et M( ) le

sous espace de R(P)S généré par © donc le probléme du test réduit a tester : n € M (I'2 (ﬁ ) Q)
contre n ¢ M(T'* (3) Q). Suivant LeCam, le test le plus stringent est ¢ (A) de taille o qui

rejette n € M (T2 (0) Q) si

Q" (5) = 8" (9) {PA )" -a@r> @9 0] AP (@)
o @) (@) (FROT 0))ap )
- (102 )y <>>' {-wo (0] e o)

(2 (5)) 7 A7 (8) > Xy

En tenant compte de la décomposition é;n) (B) = (A AP A} f> de la suite centrale et de

la décomposition correspondante de IT'* (ﬁ) , et aprés quelques calculs matriciels on peut
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réécrire la derniére forme quadratique comme suit

A(n)
2

—1
o (0 -a 0 (1 ) Al ©).

La distribution de la forme quadratique Qgc”) (@) augmente directement du fait que le vecteur

colonne (I‘A (ﬁ))_l/ 2 Agcn) (@) est asymptotiquement normalement distribué avec moyenne

A 71
0 et matrice de variance I et que la matrice I — (I‘A (@))1/2 < (()Fll (@) 8 ) (I‘A (ﬁ))l/2

est idempotente. En effet, la distribution asymptotique de Qgcn) (é) est alors, comme c’est

bien connu, une x?(2p (S — 1)) sous Hj(cn) (8) et une chi-deux non centrale avec 2p (S — 1)

degrés de liberté et parameétre de non centralité v, x* (2p (S — 1) ;v), sous Hj(cn) (ﬁ(")> ou

v o= (V.1 {PA (8) =T (8) ( (()Pﬁ @) 0 ) o (é)} (2)
= LT3 (8)h

Bien stir, ces résultats sont obtenus pour les valeurs de paramétres inconnus 3. Cepen-
dant, nous montrons qu'ils restent vrais quand ces paramétres sont estimés. Soit 7" =
(n) -1 () . ~(n) (n) . N .
(y ) B —B) pour un estimateur 5 quelconque v —consistent du parametre in-

connu 3, et a partir de I'expression de la linéarit¢ asymptotique et le lemme 4.4 de Kreiss

(1987), on obtient

AP (B") - AP (8) = 14 (5) @)™ (3" - 8) +0,),

Par conséquent nous avons

(2 (8) " (a7 (B") = AP (8)) = = (02 ()" () " (B - 8) + 0, (1),

A -1
multiplions le c6té gauche par la matrice I — (I'2 (g))l/z < (T3 (8)) 0 > (r (ﬁ))l/z
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et tenons compte de la continuité de I'* (ﬁ), on obtient, sous H}n) (é) par conséquent sous

H @(n))

(e @) () ) o))
(0 (37) " (a7 (B7) - a9 ) =0,

De cela et par stationnarité du modele
~ A () n
27 (B,0) = 2y (8,0) +0, (1) sous H](c ) (B) quand n — oo,
nous avons Q;") (E(n)) = ngn) (B) +0, (1), sous H ](f”) (B) par conséquent sous H](c”) <§(”)> .

Donc le test statistique Q;n) <§(n)> suit laloi x2 (2p (S — 1)) et la loi x? <2p (S —1);AT5 <§(")> Q)

sous H}n) (ﬁ) et Hj(fn) <ﬁ(”)>, respectivement. Par conséquent, la preuve de i) suit directe-

ment.
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3.2 Test Adaptatif

Le test décrit dans la proposition précédente est valide et optimal quand la densité des

fo ()
fo ()

est spécifiée. Cependant, en pratique cette densité est fréquemment inconnue, par conséquent,

innovations f, qui intervient dans la statistique du test & travers la fonction ¢, ()=-—

elle est considérée comme un paramétre de nuisance. Ainsi, dans cette section, on considére
le modeéle semi-paramétrique dont le vecteur des parameétres est (6  f ) ou [ est le parameétre

d’intérét et f est le paramétre de nuisance qui est supposé appartenir a la classe des densités

symétriques FT d’ou on ajoute I’hypothése suivante.

Hypothese (H5). La fonction de densité d’innovation f est symétrique avec des moments

d’ordres quatre finis.

Briévement, un test est dit adaptatif s’il a, quand f est inconnue, la méme puissance
asymptotique que le test optimal dans le modeéle ou cette densité d’innovation est spécifiée.
Au départ, on estime la fonction score et I'information de Fisher alors nous montrons que le
test est localement asymptotiquement le plus stringent, la preuve dépend essentiellement de

la symétrie de la densité f, d’ou 'hypothese (H5) ci-dessus

En suivant les étapes de Kreiss(1987) , lorsqu’il a appliqué la méthode de la fonction du
noyau, l’estimation de la densité d’innovation f est établit. Pour atteindre cette tdche on a

besoin des notations et définitions suivantes :

) 1 22
(1) g(zn) = exp (—2—772) ,x € R,

\/ 21n?
(i) fy ()= [T g(z —yin) f(y)dy,

m—1

(”Z> ﬁ],r (Iaé) - mrz;o {g(l’ + Zs,'ro?n) + g(ZL’ - zs,m?n)} T = 07 sy M — ]-7

TOQET

et soit gy (, 3), pour un 3 donné, l'estimateur de ¢ (.) donné par :
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1 he @) [ B (@8) 2 duclel < g
Z]\n,r (l’,é) = 2 fﬁ(")ﬂ“ (LE,@) /:7(11),7" (ﬂf,ﬁ)’ < cnfn(”)’T (Jl‘,ﬁ)

0, sinon,

avec ¢, — 00, ¢, — 00,1(n) — 0,d, — 0.

On définit AS (és) = —mZ (:z; 5) X(+rs , et lestimateur A(n) (ﬁ) de A (ﬁ) par

’

A(n) (ﬁ) _ (él(él)’é2(éz)’ ,As(ﬁs)) et Iestimateur sans biais

L0535 (G E R (2 ) 2))

m r—o

de I(f).

Lemme 3.2.1

~ (n)

Soit (Bn) une suite discréte d’estimateurs y/n—consistents pour 3 et soit A, (n).

(B) = K8

Alors, on a, sous les hypotheses (H1) — (Hb5) :

AV, -AME,) =0,(1),

pour ¢, — 00, gn — 00,1 (n) — 0,d, — 0,7 (n)c, — 0,g,m(n)"* /n — 0 et ny(n)’ reste
borné.

Preuve

A partir du Lemme 4.4 de Kreiss (1987), il suffit de vérifier que A™ (é(")) — A (M)

converge en moyenne quadratique vers 0 pour 3 () — B +\/Lﬁz(”).

Pour s fixé, on a

50 (8) = ot (80) H2

= 25 (0 (2 (2)) 00, (22 (2)))

= S e (X0 [ @@ -6 @) )t
R

E
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avec r = Zs(,’? (@i”)> .

Comme dans Bickel (1982) p.667, on obtient

B - ()d
R Fimyr (%éi’”) fo () fo (x) dz

/ ?n(n),r (x’@in)> f () 2

N[ =

fodx

P (m §£n>> <f77(n) (-’B)) N

o (280)
; f (:cﬁ) Py (2.8) \ Jo (@)

2

o @) (o (0)\2 .
fomy () ( fo (2) ) .

VR
&h
q&ﬁd
QA
— 8
~—
N———
V]

Alors

3 m=1 n 2 [ . 2
< 25 x| fa (Vi - VE) d:c)
= R
3 m—1 n 2 . n
+7?, ZO E Hzg—i-)rS—l /<Qn,r + 77( fﬂ(”)d‘r)
R

3 m—1
+-— Z E H—s—f—rS 1

n r=o

, i 2
2 / ORI
— x| .
2 \/ f n(n) V f o
Pour la preuve restante on peut utiliser les Lemmes 6.5-6.9 de Kreiss (1987) qui assurent

que chaque terme du coté droit converge vers zéro quand n — oo.

Lemme 3.2.2 (Estimation de linformation de Fisher).

RO -3 (xS (22(2).0))

r=0



CHAPITRE 3. TEST DE LA PERIODICITE DANS UN MODELE EXPAR(P) RESTREINT40

est un estimateur consistent de linformation de Fisher I1(f1), i.e., I, (B) =1(f1) +0,(1).

Preuve : A partir de la WLLN, on a pour chaque B(n) =B+ p( )
1 S 1ml (n) ) { a(n)
g 8;1 E T;O ¢f1 (Zs,r (&)) - ](fl), quand n — oo, sous Hf (@ ) .

L’assertion découle du Lemme 4.1 de Bickel (1982), la contiguité de H}") (B) et H}n) <§(")>
et & partir du Lemme 4.4 de Kreiss (1987).

La proposition suivante établit le test adaptatif du modele EX PAR(p) classique contre un

autre périodique.

Proposition 3.2.1

Sous les conditions (H1) — (H5), on a, sous Hj(cn) (B) , le test statistique

~n) (1) ~ )1 [~ [=A (SN T v () [~(0n)
ap (3") =A% (3") (B (B")) AT (B") > x2srw

est telle que :

i) le niveau asymptotique est o sous H}") (@),
i1) est un test adaptatif local de H}n) (é) contre HJ(C") (é—l—g(")z) , 1.e., pour tester h = 0
contre h # 0, avec un niveau asymptotique o et f € FT,
i11) La puissance asymptotique de ce test est 1 — F (X%_a;p (S—1),hT5 (E(n)> Q) , Sous

1" (B + 7).

Preuve :

Il découle des deux Lemmes, 3.2.1 et 3.2.2, que la statistique donnée par la Proposition 3.1.1

est équivalente, en probabilité, a celle donnée par la Proposition 3.2.1.



Chapitre 4

Conclusion et perspectives

L’étude réalisée dans cette thése, porte essentiellement sur un probléme de l'inférence
statistique lié au parametre du modeéle Autorégressif exponentiel £ X PAR restreint. En par-
ticulier, nous nous sommes intéressées a la construction du test localement et asymptotique-
ment optimal au sens "most stringent" pour tester la présence, éventuelle, de la périodicité
dans un modele EX PAR (p) restreint. En fait, nous avons généralisé le test le plus stringent
de périodicité du modéle FX PAR d’ordre 1 au modeéle EXPAR d’ordre p et nous avons

étendu I’étude en construisant un test adaptatif en estimant la densité par la méthode du

noyau.

D’autres procédures de tests localement et asymptotiquement optimaux pouvaient étre uti-

lisés tels que les tests de rangs et le test maximin.

Dans ce travail nous avons considéré une condition suffisante de stationnarité cycle par cycle
mais une condition générale sera moins forte comme c’est le cas pour le modéle ARM A

périodique.

Pour les modéles de séries temporelles périodiques : GARCH périodique, Treshold Pério-
dique et Bilinéaire Périodique, il y a une abondance de travaux par plusieurs chercheurs,
alors que pour les modeéles EX PAR périodiques il reste beaucoup de théorie a faire : esti-
mation par différentes méthodes, tests de nullité des coefficients, prévision et applications

dans des domaines variés.
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