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Résumé

Le test localement asymptotiquement le plus stringent pour tester la périodicité dans le

modèle autorégressif exponentiel restreint EXPAR (1) a été construit par Merzougui et al.

Ce test est ici généralisé à l�EXPAR restreint d�ordre p. D�autre part, nous construisons

un test semi-paramétrique optimal de périodicité lorsque la densité d�innovation est incon-

nue. Les conditions su¢ santes de la propriété de normalité asymptotique locale(LAN) sont

adaptées au modèle périodique.

Mots clés : model exponentiel autoregressive periodique ; normalité asymptotique locale

(LAN) ; test asymptotique local le "plus stringent" ; test adaptatif .
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Abstract

Locally asymptotically most stringent test for testing the periodicity in the restricted

exponential autoregressive model EXPAR(1) has been constructed by Merzougui et al. This

test is generalized here to the restricted EXPAR of order p. On the other hand, we construct

a semiparametric optimal test of periodicity when the innovation density is unknown. The

su¢ cient conditions of the Local Asymptotic Normality (LAN) property are adapted to the

periodic model.

Key words : periodic exponential autoregressive model ; local asymptotic normality

(LAN) ; local asymptotic �most stringent�test ; adaptive test.
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Introduction

Les modèles linéaires des séries chronologiques ont été longtemps considérés comme un

outil puissant pour l�analyse générale des séries temporelles avec des procédures d�estimation

robustes, une théorie statistique complète ainsi qu�une bonne capacité prédictive. Cependant,

ces modèles ne sont pas appropriés en présence des caractéristiques non linéaires, de nom-

breux processus physiques et naturels sont plus précisément modélisés par un modèle non

linéaire que par une représentation linéaire. Vers la �n des années 1970, divers modèles

de séries chronologiques non linéaires, à savoir : modèles bilinéaires (Granger et Andersen,

1978), modèles autorégressifs à seuils (TAR) (Tong, 1978), modèles autorégressifs expo-

nentiels (EXPAR) (Haggan et Ozaki, 1981) et les modèles ARCH (Engle, 1982) ont été

proposés et appliqués avec un grand succès dans de nombreux problèmes importants de la

vie réelle. Priestley (1988), Tong (1990), et Tjøstheim (1994) ont fourni plusieurs fondations

de l�analyse des séries chronologiques non linéaires paramétriques.

Les modèles Exponentiel Autorégressives (EXPAR) introduits par Ozaki (1980) four-

nissent une déscription utile des caractéristiques non linéaires telles que la fréquence dépen-

dante de l�amplitude, les phénomènes de sauts et le comportement des cycles limites. Ces

modèles sont autorégressives dans la forme avec des coe¢ cients exponentiels dépendants de

l�amplitude. Divers articles ont contribué à l�étude de ces modèles avec des applications réus-

sies voir, parmi plusieurs autres : Haggan et Ozaki (1981), Ozaki (1982; 1985), Chan et Tong

(1985), Baragona et al. (2002), Allal et El Melhaoui (2006) et Ghosh et al. (2015). Récem-

ment, Azouagh et El Melhaoui (2019) ont modélisé la série chronologique des nombres de

taches solaires avec un modèle EXPAR (9) qui donne les plus petites erreurs de prédiction

par rapport aux autres modèles linéaires et non linéaires. Dans l�analyse des séries tempo-

relles non linéaires, il est parfois soutenu que les modèles non linéaires qui ont un bruit blanc

gaussien homogène, comme les modèles EXPAR, ne sont pas appropriés pour l�analyse des
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INTRODUCTION ix

séries temporelles dont la distribution marginale est à queues lourdes, ces séries se trouvent

dans les données �nancières. Pour l�analyse de ces séries, les chercheurs utilisent souvent le

modèle ARCH;Ozaki (1993) a montré que le modèle EXPAR combiné à une transformation

de variable instantanée est utile pour la modélisation d�une telle série chronologique hété-

roscédastique. En (2014) Katsiampa a combiné les modèles EXPAR aux modèles ARCH

en introduisant une nouvelle classe de séries temporelles non linéaires : EXPAR � ARCH
et EXPAR�GARCH, et qui sont des combinaisons d�un modèle non linéaire en moyenne
conditionnelle et un modèle non linéaire en variance conditionnelle et qui ont le potentiel

d�expliquer des données observées en �nance. Une application sur l�indice de prix du Dow

Jones a montré que les nouveaux modèles peuvent expliquer ces données réelles mieux que

les modèles AR� ARCH et AR�GARCH.

Cette classe des séries temporelles non linéaires a trouvé des applications réussies dans

nombreux domaines, y compris l�écologie (Haggan et Ozaki ; 1981, Priestley ; 1988), l�hydro-

logie (Ozaki ; 1985), signale de la parole (Ishizuka et al., 2005), macroéconomie (Terui et Van

Dijk ; 1999, Amiri ; 2012) et météorologie (Gurung ; 2013)...

Les modèles de séries temporelles périodiques sont une alternative aux modèles saison-

niers pour les données présentant une structure d�autocavariance périodique. Cette notion

initialement suggérée par Gladyshev (1961), avait été exploitée pour introduire de nouveaux

modèles tels que le GARCH périodique (Bollerslev et Ghysels 1996), l�ARFIMA pério-

dique (Franses et Ooms 1997), le bilinéaire périodique (Bibi et Gautier 2005), et le modèle

EXPAR restreint périodique (Merzougui et al. 2016). Dans les modèles périodiques, les

paramètres varient avec les saisons, il semble donc très important de tester le besoin de

périodicité avant de l�envisager. Ici on construit un test adaptatif de la périodicité pour le

modèle EXPAR(p) restreint où la densité d�innovation inconnue est symétrique et ne sa-

tisfait que quelques conditions de régularité légères. Nous rappelons qu�un test adaptatif est

e¢ cace pour un modèle où sa distribution des erreurs n�est spéci�ée que partiellement. Donc,

le test adaptatif basé sur une estimation non paramétrique de la densité du noyau est aussi

e¢ cace, asymptotiquement, comme n�importe quel test optimal. La théorie asymptotique

est basée sur la propriété LAN, due à LeCam (1960; 1986) et pour la preuve on utilise la

version de Swensen (1985). Un tel test semi-paramétrique de périodicité avait été établi par
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Bentarzi et Hallin (1996) dans les modèles AR et généralisé au cas multivarié par Hallin et

Lot� (2004) et dans les processus SETAR et ARCH par Bentarzi et al. (2009) et Bentarzi

et Merzougui(2010).

Le résultat clé qui nous permet d�établir le test localement et asymptotiquement op-

timal est la propriété de Normalité Asymptotique Locale (LAN). L�idée d�approcher une

suite d�expériences statistiques par une famille gaussienne remonte aux années quarante ;

plus précisément, sa première formulation a été établie par Wald (1943). Le développement

considérable qu�a connu ce concept est dû à LeCam (1986), qui a introduit le terme LAN

- Local Asymptotic Normality -. Plusieurs chercheurs se sont intéressés à la dérivation de

cette propriété pour divers modèles : Roussas (1979) pour les modèles Autorégressifs d�ordre

un, Akritas et Johnson (1982) pour le modèle autorégressif général, Swensen (1985), qui

en démontrant la propriété LAN pour les modèles AR avec tendance linéaire, a donné un

résultat fort et très utilisé, il s�agit du lemme qui permet d�avoir cette propriété en véri-

�ant des conditions su¢ santes, Kreiss (1987) pour le modèle ARMA, Linton (1993) pour les

modèles ARCH, Bengabrit et Hallin (1998) pour les modèles bilinéaires, Bentarzi et Hallin

(1996) pour les modèles AR périodiques, Garel et Hallin (1995) pour les modèles ARMA

multivariés, Koul et schick (1996; 1997) pour le modèle AR d�ordre un à coe¢ cient aléatoire

et pour le modèle SETAR(2; 1; 1), et récemment Amimour et Belaid (2020) ont démontré

la propriété LAN en suivant la version de Swensen pour le modèle ARFIMA périodique.

Notre objectif est d�utiliser l�approche de LeCam, connectée au modèle exponentiel Auto-

régressif d�ordre p, EXPAR (p), restreint pour construire un test paramétrique de périodicité

asymptotiquement optimal au sens le plus stringent et donc de généraliser le même test qui

a été fait pour le modèle EXPAR d�ordre 1 à l�ordre p et de présenter une extension au

travail en construisant le test adaptatif dans un cadre semi paramétrique. Pour accomplir

cet objectif nous avons suivi la méthodologie suivante :

Chapitre 1 : Théorie asymptotique de LeCam

Dans ce chapitre, on présente les notions de bases qui ont permis de faire ce travail c�est à

dire l�approche asymptotique de LeCam (1960; 1986) : propriété LAN , contiguïté, les lemmes

de Lecam, le test le plus stringent qui est le concept d�optimalité asymptotique valable sous
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la structure LAN , ainsi que le concept d�adaptativité.

Chapitre 2 :Modèle EXPAR(p) restreint périodique et propriété
LAN
Dans le deuxième chapitre on commence par rappeler le modèleEXPAR (p) introduit par

Ozaki (1980) ainsi que ses propriétés par la suite on explique la nécessité de l�introduction du

modèle EXPAR (p) restreint périodique, dans la dernière section nous véri�ons, en utilisant

le lemme de Swensen (1985), que le modèle EXPAR(p) restreint périodique jouit de la

propriété LAN .

Chapitre 3 : Test de la périodicité dans un modèle EXPAR(p)

restreint
Dans ce chapitre, on donne le résultat le plus important de cette thèse, qui est la construc-

tion du test paramétrique localement asymptotiquement optimal au sens le plus stringent

d�un modèle EXPAR (p) restreint contre un modèle EXPAR (p) restreint périodique, dans

un premier temps et par la suite de construire le test adaptatif de périodicité.



Chapitre 1

Théorie asymptotique de LeCam

1.1 Introduction

Ce chapitre regroupe les notions et outils fondamentaux que nous utiliserons par la suite,

une grande partie de la présentation est tirée de Van Der Vaart (1998). En fait, quand la théo-

rie d�optimalité exacte ne donne pas de résultat alors la théorie d�optimalité asymptotique

peut aider. Par exemple, pour comparer deux tests on peut comparer l�approximation des

fonctions puissances, et pour comparer deux estimateurs on peut comparer leurs variances

asymptotiques au lieu des variances exactes. Il s�avère, en e¤et, que pas seulement les tests

statistiques et les estimateurs qui sont asymptotiquement normaux mais souvent aussi toute

la suite des modèles statistiques converge vers un modèle à observation normale. Une notion

fondamentale sur laquelle repose le test optimal que nous allons construire est la normalité

asymptotique locale (LAN) issue de la théorie de LeCam.

1.2 Normalité asymptotique locale (LAN)

Une suite de modèles statistiques est "LAN" si asymptotiquement leurs processus de

rapport de vraisemblance sont similaires à ceux d�un paramètre de position Gaussien. Tech-

niquement c�est véri�é si les processus de rapport de vraisemblance admettent un certain

développement quadratique. Le LAN implique la convergence des modèles vers un modèle

Gaussien après reparamétrisation du paramètre. On observe l�échantillon i:i:d; X1; :::; Xn

à partir d�une distribution p� sur un espace mesurable (X ;A) indexé par � 2 � de Rk:

1



CHAPITRE 1. THÉORIE ASYMPTOTIQUE DE LECAM 2

Alors, toutes les observations forment une seule observation du produit : pn� : n copies de

p�: Le modèle statistique est complètement décrit par la collection des mesures de proba-

bilités fpn� ; � 2 �g sur l�espace d�échantillon (X n;An) : On parle d�expériences statistiques

au lieu de modèles statistiques. On montre que plusieurs expériences statistiques peuvent

être approchées par des expériences Gaussiennes après une reparamétrisation adéquate. La

reparamétrisation est centrée autour du paramètre �xe �0 qui sera considéré comme connu.

On dé�nit un paramètre local h =
p
n (� � �0) et on réécrit pn� comme pn�0+ 1p

n
h
et on ob-

tient une expérience avec le paramètre h. On montre que pour n grand les expériences�
pn
�0+

1p
n
h
; h 2 Rk

�
et
�
N
�
h; I�1�0

�
; h 2 Rk

�
sont similaires en propriétés statistiques quand

les expériences originales sont lisses par rapport au paramètre. La seconde expérience consiste

à observer une seule observation à partir de la distribution Normale de moyenne h et de ma-

trice de covariance connue égale à l�inverse de la matrice d�information de Fisher qui est une

expression simple facile à analyser d�où l�approximation donne beaucoup d�informations sur

les propriétés asymptotiques de l�expérience originale.

Développement de la vraisemblance :

Pour faire la convergence l�outil technique est le développement de Taylor de la vrai-

semblance. Soit f� la densité de P� par rapport à � on suppose que � est de dimension 1 la

log-vraisemblance est l� (x) = log f� (x) est di¤érentiable d�ordre 2 par rapport à �; 8x avec

les dérivées
:

l� (x) et
::

l� (x) ; alors 8x �xe :

log f�+h (x) = log f� (x) + h
:

l� (x) +
1

2
h2
::

l� (x)

Donc

log
f�+h
f�

(x) = h
:

l� (x) +
1

2
h2
::

l� (x) + 0x
�
h2
�

d�où

log

nY
i=1

f�+ hp
n

f�
(Xi) =

hp
n

nX
i=1

:

l� (Xi) +
1

2

h2

n

nX
i=1

::

l� (Xi) +Rn

où
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*E
�:
l� (x)

�
= 0 (la fonction score est de moyenne nulle, on rappelle :

:

l� (x) =
@
@�
f (x)

f(x)
).

*E
�::
l� (x)

�
= E

0@ @2

@�2
f (x)

f(x)
�
 

@
@�
f (x)

f(x)

!21A = 0� E
�:
l
2

� (x)
�
= �I�:

Alors : hp
n

Pn
i=1

:

l� (Xi) = h�n;� où �n;� =
1p
n

Pn
i=1

:

l� (Xi) ! N (0; I�) par le théorème

centrale limite (Dans le cas des séries temporelles on utilisera un des TCL pour processus

dépendants).

1
2

h2

n

Pn
i=1

::

l� (Xi) � �1
2
h2I�, par la loi des grands nombres. (Dans le cas dépendant on

utilisera l�ergodicité).

Par conséquent, 8h :

log
nY
i=1

f�+ hp
n

f�
(Xi) = h�n;� �

1

2
h2I� + 0 (1)

On verra que ceci n�est rien d�autre que la log vraisemblance d�une expérience Gaussienne.

Puisque ce développement concerne le processus de vraisemblance dans un voisinage de �;

on parle de "Normalité Asymptotique Locale" de la suite des modèles fpn� ; � 2 �g :

Le calcul précédent peut être fait sous des conditions de continuité ou de moment sur la

dérivée seconde du rapport de vraisemblance, mais il peut être établit sous une seule condition

qui implique la première dérivée : la di¤érentiabilité en moyenne quadratique de
p
f�: On

donne, maintenant, la dé�nition générale pour les processus stochastiques.

Dé�nition 1

Soit E (n) =
�
X (n);A(n);P(n) =

n
P
(n)
� ; � 2 � � Rk

o�
une suite de modèles ou d�expé-

riences statistiques paramétriques et une suite locale de valeurs du paramètre, localisé en � :

� + 1p
n
� (n) où � (n) est une suite bornée de vecteurs de dim k: La suite E (n) est LAN si et

seulement si : 8� 2 �; il existe une suite de V.A �(n)
� de dimension k; A(n)�mesurables et

une matrice (k � k) : �� tel que si n!1; on ait sous P (n)� :
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i) log

0@dP
(n)

�+ 1p
n
�(n)

dP
(n)
�

1A = � (n)0�(n)(�)� 1
2
� (n)0���

(n) + 0p(1)

ii) �(n)(�)
d! N(0; ��)

Remarques

-�(n)(�) est la suite centrale localisée en �; �� est la matrice d�information.

-(i) est le développement de Taylor à l�ordre 2 en probabilité. Le choix du logarithme

du rapport de vraisemblance est motivé par le lemme de Neyman-Pearson pour les tests

statistiques.

-Si n ! 1; log

0@dP
(n)

�+ 1p
n
�(n)

dP
(n)
�

1A d! N(�1
2
� (n)0���

(n); � (n)0���
(n)) sous P (n)� : (Remarquez

que la moyenne est -1
2
la variance).

1.2.1 Contiguïté

Les arguments de contiguïté sont une technique pour obtenir la distribution limite d�une

suite statistique sous les lois Qn à partir des distributions limites sous les lois Pn où les lois Pn

décrivent la distribution nulle H0 et les lois Qn correspondent à l�alternative. La contiguïté

est la version asymptotique de la continuité absolue.

Dé�nition 2 : La suite de mesures de probabilités Qn est contiguë par rapport à Pn si

Pn(An) = 0 =) Qn(An) = 0;

8 la suite d�ensembles mesurables An: On note : Qn C Pn et si Pn C Qn ils sont mutuellement
contiguës.

Ainsi, si on a une convergence en probabilité d�une suite d�événements par rapport à une

mesure de probabilité Pn, on en déduit la convergence en probabilité de cette suite d�événe-

ments par rapport à toute mesure de probabilité Qn contiguë à Pn: Véri�er la contiguïté à

partir de la dé�nition n�est pas facile mais le premier lemme de Lecam va nous montrer que

cette notion est liée à la propriété LAN.



CHAPITRE 1. THÉORIE ASYMPTOTIQUE DE LECAM 5

1.2.2 1ier lemme de LeCam

Si dQn
dPn

Pn! V satisfaisant EV = 1, alors Pn et Qn sont mutuellement contiguës.

Exemple : si dPn
dQn

Qn! exp (N (�; �2)) alors Pn et Qn sont mutuellement contiguës si et

seulement si � = �1
2
�2:

On retrouve la moyenne qui est -1
2
la variance et donc la contiguïté est une conséquence

directe du LAN.

Généralement le calcul de la puissance asymptotique de la statistique d�un test est facile

par rapport à Pn; le troisième lemme de Lecam nous permet de déduire le calcul de cette

puissance par rapport à Qn:

1.2.3 3�emelemme de LeCam

Soit Xn une statistique. Soit �n une version de log
�
dQ(n)

dP (n)

�
: Supposons que si n ! 1,

on ait, sous P (n) ,

�
Xn

log dQn
dPn

�
Pn! N

��
�

�1
2
�2

�
;

�
� �
� 0 �2

��
:

Alors :

(i) Pn et Qn sont mutuellement contiguës;

(ii) si n!1, Xn
Qn! N(�+ � ;�) sous Q(n):

Donc, le 1er lemme de LeCam nous donne la convergence en probabilité et le 3ème lemme

nous donne la convergence en loi.

Appliquant le 3ème lemme de LeCam pour la famille LAN on obtient :

�(n)(�)
d! N(���

(n);��); sous P
(n)

�+ 1p
n
� (n)

Si n!1

Donc si on note � l�observation unique de l�expérience gaussienne

EN =
�
Rk; Bk;

�
P� = N

�
���

(n);��
�
; � (n) 2 Rk

	�
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On vient de montrer que

�(n)(�)
d! �

En fait, la relation est bien plus forte : l�expérience locale E (n)� converge vers l�expérience

locale EN� :

Conclusions

- Les fonctions de risque �localement et asymptotiquement optimales�pour E (n)� sont les

fonctions de risque exactement optimales pour EN� :

-Comme �(n)(�)
d! �; ces fonctions de risque seront réalisées en traitant la suite centrale

�(n)(�) comme on le ferait pour � dans EN� :

-Ainsi, dans le cas des tests d�hypothèse, si un test � (�) est exactement optimal au

niveau � dans EN� ; la suite de tests �
�
�(n)(�)

�
sera localement en � et asymptotiquement

optimale au niveau asymptotique � dans la suite d�expériences originales. Il reste à savoir :

quels sont les tests optimaux � (�) dans l�expérience EN� ?

1.2.4 Justi�cation du LAN

Soit le modèle de position gaussien k varié

EN =
�
Rk; Bk;

�
Ph;� = N (�h;�) ; h 2 Rk

	�
Où � est une matrice symétrique et dé�nie positive �xée. Notons � l�observation associée,

alors

dPh;�
dP0;�

=
fh;�
f0;�

Où

fh;� (�) = (2�)
� k
2 jdet �j�

1
2 exp

�
�1
2
(�� �h)0 ��1 (�� �h)

�
est la densité de Ph;� par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rk: Un calcul rapide donne

log
dPh;�
dP0;�

(�) = h0�� 1
2
h0�h:



CHAPITRE 1. THÉORIE ASYMPTOTIQUE DE LECAM 7

Par conséquent, la suite d�expériences originale LAN possède des log-vraisemblances (locali-

sées en �) pouvant être approchées par celles de l�expérience ci-dessus. Donc on peut espérer

que les procédures optimales dans l�expérience originale hériteront de certaines propriétés

d�optimalité dans EN :

Remarque

Dans son théorème (1980� 1986) Lucien Lecam a donné 4 conditions, qui permettent

d�appliquer le TCL de Mcleish pour les martingales et de véri�er la propriété LAN, mais

la version la plus pratique en séries chronologiques est celle de Swensen (1985) ; pour une

démonstration détaillée du théorème de LeCam et de la connexion avec le lemme de Swensen,

voir Taniguchi et Kakizawa (2000) :

1.3 Concepts d�optimalité asymptotique locale

Le Concept d�optimalité en théorie des tests d�hypothèses valable, dans ce travail, est le test

"le plus stringent".

Soit H0 une hypothèse nulle, H1 sa contre hypothèse et C l�ensemble des tests � véri�ant

une condition de niveau �; i.e.

C = f� =EP (�) � �; 8P 2 H0g :

1.3.1 Test le plus stringent

La notion de test le plus stringent a été introduite par Wald (1943). Pour tout P 2 H1; soit

� (P ) = sup
�2C
EP (�) :

� (P ) est donc la meilleure puissance que puissent atteindre, en un élément P �xé de H1; les

tests de la classe C: On appelle regret d�un test � dans la classe C la quantité

� (�) = sup
P2H1

�
� (P )� EP (�)

�
:

Le regret de � est "le pire dé�cit de puissance" auquel donne lieu �; si on le compare sur H1

aux meilleures performances possibles au sein de C: Un test �� est dit le plus stringent au
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niveau � si son regret est minimum parmi les tests de niveau �; c�est à dire si

�
�� 2 C
� (��) � � (�) ; 8� 2 C:

Le test optimal dans les modèles shift gaussien se réduira à tester

h 2M (
) contre l�alternative h =2M (
) ;

où M (
) est le sous espace de Rk engendré par les colonnes 
 (
 est une matrice de

dimension k � (k � r)). On déduit alors, à partir de Lecam (1986) que pour ce type de

problèmes le test le plus stringent au niveau � est

��� (�)= I[�0(��1� �
(
0��
)�1
0)� >�2r;1��]
:

Donc le test localement asymptotiquement le plus stringent dans l�expérience originale est

���

�
�
(n)
�

�
= Ih

�
(n)0
� (��1� �
(
0��
)�1
0)�(n)� >�2r;1��

i:

Remarque

Une di¢ culté surgit dans la construction du test le plus stringent : la valeur de �; sous

l�hypothèse nulle, reste non spéci�ée. Bien entendu, la solution consiste à remplacer � par

un estimateur b�(n) qui est pn-consistent et discret. Notons b�(n)une suite d�estimateurs de � :
(i) b�(n) est pn-consistent, i.e.
p
n
�b�(n) � �� = O(P�) où encore 9c > 0, tel que pn ���b�(n) � ���� � c; 8n 2 N; � 2 �;

(ii) Pour des raisons techniques, nous utilisons des suites discrètes d�estimateurs
�
�n
	
telles

que, si b�(n) véri�e (i), �n est donnée par un des points de l�ensemble � :
� =

1p
n
(i1; :::; ik) ; ij 2 Z le plus proche de b�(n): Bien sûr, ��n	 satisfait la propriété plus

générale de discrétisation.

Dé�nition
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Une suite
�
�n
	
d�estimateurs est dite discrète s�il existe K 2 N tel que, indépendamment

de n 2 N , �n prend au plus K valeurs di¤érentes dans l�ensemble

Qn =
�
� 2 Rk :

p
n j� � �0j � c

	
; c > 0:

La condition de discrétisation est due à Lecam (1960), elle permet d�éviter certains compor-

tements pathologiques. Cette condition est cependant sans aucune conséquence pratique : à

n �xé, elle n�a pas de réelle signi�cation.

En�n, signalons que dans le dernier chapitre, nous allons utiliser une technique qui consiste

à remplacer, dans des équations stochastiques, une suite de nombres réels par une suite de

variables aléatoires. Cette technique est basée sur le lemme 4.4 de Kreiss (1987) que nous

rappelons ici.

Lemme (Kreiss (1987))

Supposons que
�
T (n) (�) ; n 2 N

	
est une suite de variables aléatoires dépendant de � 2 �:

Si pour toute suite de réels
n
�(n)
o
véri�ant

p
n
�
�(n) � �

�
est bornée par une constante c > 0;

on a T (n)
�
�(n)
�
= oP� (1) ; alors aussi T

(n)
�b�(n)� = oP� (1) est véri�ée pour toute suite

d�estimateurs b�(n) discrète et pn-convergente.
1.4 Adaptativité

Cette partie est principalement tirée de Steigerwald (2006). Un test adaptatif est un test

optimal pour un modèle qui est spéci�é partiellement. Par exemple, soit le problème de

test d�un paramètre qui décrit un échantillon d�observations tiré d�une distribution F: La

question naturelle que l�on pourrait se poser est : est-il possible de construire un test sans la

connaissance de F qui soit, asymptotiquement, aussi optimal qu�un test qui s�appuie sur la

connaissance de F ? Et bien pour certains problèmes la réponse est oui et quand c�est le cas

on l�appelle test adaptatif. Dans un modèle de régression la suite des résidus noté "t est une
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suite de variables aléatoires i.i.d de distribution F; et c�est plutôt le vecteur des paramètres

� qui est d�intérêt que la distribution F . Si on suppose que F soit décrit par un vecteur de

paramètre � alors le modèle est paramétrique et si on suppose seulement que F appartient à

une famille de distributions alors le modèle est semi paramétrique. En 1956, Stein a proposé

une solution au problème de l�adaptativité. Soit F�l�ensemble des distributions paramétrisé
par �: Malgré que l�intérêt soit porté sur �; l�ensemble complet des paramètres inclut �:La

matrice d�information évaluée aux paramètres est

I =

�
I11 I12
I21 I22

�

Où I11 correspond aux éléments de �: Si le score de � est orthogonale au score de � alors

I12 = 0 et I11 = I�111 est la composante supérieur gauche de I�1: Puisque I11 correspond

seulement au paramètre �; un test asymptotiquement optimal pourra être construit sans

la connaissance de �: Donc si I12 = 0 pour tous les ensembles F� alors on peut construire
le test adaptatif. Bien que la condition de Stein présente un aspect intuitif, il n�est pas

simple de savoir comment l�utiliser pour dé�nir des tests adaptatifs. Bickel (1982) a présenté

une condition plus simple qui donne un lien direct à la construction de tests adaptatifs. La

condition de Bickel est simplement que le score doit avoir une espérance zéro sur toute la

famille F : Les deux conditions sont liées : Si F est une famille convexe, alors la condition

de Stein est impliquée par la condition de Bickel. Pour les modèles de régression linéaires,

un test adaptatif de � existe pour la famille F qui se compose de toutes les distributions qui
sont symétriques par rapport à l�origine. La condition du score de Bickel mène naturelle-

ment aux tests qui contiennent des estimateurs non paramétriques de la distribution, bF : Par
conséquent, l�estimateur non paramétrique du score doit converger en moyenne quadratique

vers le score de la population. L�estimation non paramétrique de F entraine l�estimation non

paramétrique de la densité f . Comme dans Kreiss on utilisera l�estimateur du noyau. Ainsi,

un test est dit adaptatif s�il a, quand f est inconnue, la même puissance asymptotique que le

test optimal dans le modèle où cette densité d�innovation est spéci�ée. Généralement l�étude

des modèles semi paramétriques se fait par deux approches :

� L�utilisation des principes statistiques appropriés pour contourner la méconnaissance de
f , par exemple le principe de l�invariance ;

� L�estimation adéquate de la densité f ou d�une fonctionnelle de f .
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Chapitre 2

Modèle EXPAR(p) restreint
périodique et propriété LAN

2.1 Introduction

Le modèle Autorégressif exponentiel (EXPAR), appartient à la classe des modèles Au-

torégressif non linéaires. Il a été introduit par Ozaki (1980) et Haggan et Ozaki (1981) pour

construire des modèles de séries temporelles qui reproduisent quelques caractéristiques de la

théorie des vibrations aléatoires non linéaires comme : la fréquence dépendante de l�ampli-

tude, les phénomènes de saut et les comportements de cycle limite. Il possède aussi plusieurs

caractéristiques encourageantes, en e¤et, Ozaki en (1993) a montré qu�un modèle EXPAR

peut capturer les caractéristiques non gaussiennes de la série, dans le même ouvrage une

relation étroite entre les modèles EXPAR et la famille exponentielle est soulignée, Ozaki a

montré que pour une distribution donnée de la famille exponentielle on peut introduire un

modèle EXPAR dont la distribution marginale est très proche de la distribution donnée.

Prendre en compte ces phénomènes non linéaires en plus de la périodicité que peut exhiber

une série temporelle nous mène à l�introduction du modèle EXPAR périodique.

2.2 Caractéristiques physiques de systèmes non linéaires

12
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et modèle EXPAR(p)

Les vibrations aléatoires non linéaires sont typiquement décrites par les équations di¤é-

rentielles d�ordre 2 de forme

::
x (t) + f (

:
x (t)) + g (x (t)) = y (t)

Où f : la force d�amortissement et g : la force de rappel, sont des fonctions non linéaires et

y (t) est l�entrée stochastique appelé force agissante, comme exemple il y a les équations de

Du¢ ng et de Van der Pol. Si f et g sont des fonctions linéaires l�équation du système prend

la forme
::
x (t) + �1

:
x (t) + �2x (t) = y (t) :

Si on pose y (t) = " (t) un bruit blanc, alors x (t) devient un processus AR (2) à temps

continu. Les systèmes non linéaires exhibent certaines caractéristiques qui ne se produisent

pas dans le cas linéaire. Ces caractéristiques non linéaires se résument en trois points :

1-Dépendance de la réponse en fréquence du système non linéaire à l�amplitude de l�entrée,

appelé : Fréquence dépendante de l�amplitude.

2-Phénomène de saut : discontinuité de la réponse en fréquence.

3-Les cycles limites : exécution d�oscillations auto-entretenues qui asymptotiquement de-

viennent périodiques. Dans ce cas la force d�amortissement devient négative pour j :xj petit

c.à.d que le système absorbe l�énergie et l�amplitude augmente, mais pour j :xj grand le sys-

tème dissipe l�énergie et l�amplitude décroit. Ces phénomènes apparaissent dans la théorie

du circuit électrique.

2.2.1 Modèles Autorégressifs Exponentiels EXPAR (p)

Pour construire des modèles de séries temporelles à temps discret qui reproduisent les

phénomènes non linéaires précitées, Ozaki (1980) a commencé par prendre un modèle AR (2)

Xt = a1Xt�1 + a2Xt�2 + "t (2.2.1)
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et par la suite de permettre aux coe¢ cients a1 et a2 de dépendre de Xt�1; précisément, il

proposa que les coe¢ cients soit des fonctions exponentielles de X2
t�1

a1 = '1 + �1 exp
�
�
X2

t�1
�
; a2 = '2 + �2 exp

�
�
X2

t�1
�

avec ces valeurs de a1 et a2 le modèle (2:2:1) est appelé processus Autorégressif Exponentiel

d�ordre 2 (EXPAR (2)) : On note que pour jXt�1j grand

a1 v '1; a2 v '2

et pour jXt�1j petit
a1 v '1 + �1; a2 v '2 + �2:

Ainsi le modèle EXPAR se comporte comme un modèle autorégressif à seuils où les coe¢ -

cients changent de manière lisse entre les deux valeurs extrêmes. Ce modèle d�ordre 2 peut

être étendu à un modèle d�ordre générale, ainsi un modèle EXPAR d�ordre p est donné par

Xt =

pX
j=1

�
'j + �j exp

�
�
X2

t�1
��
Xt�j + "t; t 2 Z; (2.2.2)

Ozaki (1980) a montré que le modèle EXPAR exhibe un comportement de cycle limite sous

les conditions suivantes :

i) Toutes les racines de l�équation caractéristique

�p � '1�p�1 � :::� 'p = 0

sont à l�intérieur du cercle unité. Par conséquent Xt commence à diminuer (amortir) quand

jXt�1j est trop grand.

ii) Quelques racines de l�équation :

�p � ('1 + �1)�p�1 � :::� ('p + �p) = 0

sont à l�extérieur du cercle unité. Par conséquent Xt commence à osciller et diverger pour

les petites valeurs de jXt�1j :

Le résultat de ces deux e¤ets produit une oscillation auto-entretenue. Les deux conditions

précédentes sont nécessaires pour l�existence du cycle limite mais pas su¢ santes. La condition

su¢ sante est :
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iii)  
1�

pP
j=1

'j

!
=

pP
j=1

�j > 1 ou

 
1�

pP
j=1

'j

!
=

pP
j=1

�j < 0:

Cette condition est exigée pour prévenir de l�occurrence d�un point singulier stable.

La condition su¢ sante de la stationnarité stricte de ce modèle est toutes les solutions

de l�équation caractéristique zp � C1zp�1 � ::: � Cp = 0 sont en module inférieures à 1 où

Cj = max
���'j�� ; ��'j + �j��� ; j = 1; ::; p.

Plusieurs méthodes d�estimations ont été utilisé pour l�estimation des paramètres de l�EXPAR (p) :

moindres carrés, quasi maximum de vraisemblance, méthode bayésienne, �ltre de Kalman,

algorithme génétique,...etc. Haggan et Ozaki (1981) ont analysé la célèbre série de lynx

Canadien par un EXPAR (11) :

2.2.2 Modèle EXPAR(p) restreint périodique

En pratique, quand on a des séries temporelles saisonnières qui exhibent des caractéris-

tiques non linéaires comme citées auparavant avec la moyenne et la structure de covariance

périodique, on pourra analyser la série avec un modèle EXPAR (p) périodique qui repré-

sente une fusion entre la présence de non linéarité et de comportement périodique. Nous

nous intéressons principalement au cas où le paramètre non linéaire est restreint, d�où la

dé�nition suivante :

Dé�nition 3

Le processus fXt; t 2 Zg est dit suivre le modèle Autorégressif Exponentiel Restreint Pé-

riodique PEXPARS (pt), de période S, s�il est solution de l�équation aux di¤érences non

linéaire périodique stochastique de la forme :

Xt =

ptX
j=1

�
't;j + �t;j exp

�
�
X2

t�1
��
Xt�j + "t; t 2 Z; (2.2.3)

où f"t; t 2 Zg est un processus périodique i.i.d. de moyenne 0 et de variance �nie �2t . Les

paramètres Autorégressifs 't;j; �t;j 8t 2 Z et j = 1; :::; pt, l�ordre pt et la variance des inno-

vations �2t sont périodiques, dans le temps, de période S, i.e.,
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't+kS;j = 't;j ; �t+kS;j = �t;j; pt+kS = pt et �
2
t+kS = �

2
t ;8k; t 2 Z et j = 1; :::; pt:

Le paramètre non linéaire, 
 > 0; est connu.

En mettant t = i + S�; i = 1; 2; :::; S et � 2 Z et en prenant p = max
i2f1;2;:::;Sg

pi où 'i;j = 0;

�i;j = 0; pour chaque j > pi; on peut mettre la périodicité en valeur et réécrire l�équation

(2:2:3) sous la forme équivalente :

Xi+S� =

pX
j=1

�
'i;j + �i;j exp

�
�
X2

i+S��1
��
Xi+S��j + "i+S� ; i = 1; :::; S; � 2 Z (2.2.4)

La non linéarité du processus vient de la forme exponentielle. Cette fonction rend la dyna-

mique de la série localement linéaire, mais globalement non-linéaire. Les coe¢ cients autoré-

gressifs sont dépendants de l�amplitude, ils dépendent de Xt�1.Ils changent de
�
'i;j + �i;j

	
à
�
'i;j
	
quand jXt�1j change de zéro à +1. C�est à dire quand jXt�1j devient grand les

coe¢ cients
�
'i;j + �i;j exp

�
�
X2

t�1
��
! 'i;j: Quand jXt�1j devient petit, les coe¢ cients�

'i;j + �i;j exp
�
�
X2

t�1
��
! 'i;j + �i;j pour i = 1; :::; S, et j = 1; :::; p: Le coe¢ cient

non linéaire 
 agit comme un facteur d�échelle qui modi�e l�e¤et de Xt�1 dans le terme

exp
�
�
X2

t�1
�
: La �gure 1 montre une série simulée à partir du modèle PEXPAR2 (2) res-

treint avec ' = (0:5;�2; 0:3; 1;�0:5; 1;�0:4; 1:8)0, 
 = 1 et n = 500 qui véri�e la condition

su¢ sante de la stricte stationnarité. Dans la �gure 2 nous avons le graphe saisonnier (un

monthplot) de la série où on voit que la moyenne dépend de la saison. La �gure 3 donne les

nuages de points qui indiquent clairement un comportement non linéaire et la �gure 4 donne

les corrélogrammes simple et partiel des séries. Le seule article, à notre connaissance, qui a

traité ce modèle est Merzougui et Becila (2019) qui ont étudié l�estimation des paramètres

avec la méthode des moindres carrées.
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Figure 1 : Simulation of the Restricted PEXPAR2(2) and
inverse roots of the characteristic equation

Figure 2 : Monthplot of the time series

Figure 3 : Lagplot of the time series
Figure 4 : Periodic ACF and PACF
of the time series
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2.3 Normalité Asymptotique Locale du modèle PEX-

PAR(p) restreint

Il est clair que le modèle EXPAR (p) restreint périodique contient plus de paramètres

que l�EXPAR (p) restreint non périodique, donc avant de le proposer il faut être sûr de sa

nécessité, et cela peut se faire à partir des tests. Ici, on propose un test optimal au sens de

Lecam et pour cela on commence par véri�er que ce modèle est LAN.

2.3.1 Dé�nitions et notations principales

Le processus fXt; t 2 Zg est dit suivre le modèle EXPAR (p) restreint, s�il est solution

de l�équation aux di¤érences non linéaire stochastique de la forme :

Xt =

pX
j=1

�
'j + �j exp

�
�
X2

t�1
��
Xt�j + "t; t 2 Z; (2:3:1)

où 'j et �j sont les paramètres autorégressifs, 
 > 0 est connu et f"t; t 2 Zg est un

processus bruit blanc, i.e., une suite de variables indépendantes identiquement distribuées,

de moyenne 0 et de variance �2, avec une densité de probabilité f� (:), pas nécessairement

gaussienne.

Le processus fXt; t 2 Zg est dit suivre le modèle Autorégressif exponentiel Périodique res-

treint d�ordre "p" PEXPAR (p) ; de période S (S � 2), s�il est solution de l�équation aux

di¤érences non linéaire stochastique périodique de la forme :

Xt =

pX
j=1

�
't;j + �t;j exp

�
�
X2

t�1
��
Xt�j + "t; t 2 Z; (2:3:2)

où f"t; t 2 Zg v BB (0; �2t ), avec une densité de probabilité f�t (:), pas nécessairement

gaussienne. Les paramètres Autorégressifs 't;j et �t;j, et la variance des innovations �
2
t sont

périodiques:

Dans ce travail, la variance des innovations est considérée comme un paramètre invariant



CHAPITRE 2. MODÈLEEXPAR(P) RESTREINTPÉRIODIQUEETPROPRIÉTÉ LAN19

dans le temps, i.e., �2t = �
2.

Notons H(n)
f

�
�
�
une suite d�hypothèses nulles sous laquelle

n
X
(n)
t ; t 2 Z

o
satisfait le modèle

non périodique (2:3:1) ; où � =
�
�01; :::; �

0
p

�0
avec �j =

�
'j; �j

�0
et H(n)

f

�
�(n)

�
la suite

d�hypothèses alternatives sous laquelle
n
X
(n)
t ; t 2 Z

o
satisfait le modèle périodique (2:3:2) ;

où

�(n) =
�
�(n)

0

1
; :::; �(n)

0

S

�0
; �(n)

s
=
�
�
(n)
s; 1; :::; �

(n)
s; p

�0
et �(n)s; j =

�
'
(n)
s;j ; �

(n)
s;j

�0
; s = 1; :::; S; j = 1; :::; p

et où

'
(n)
s;j = 'j +

1p
n

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
et �(n)s;j = �j +

1p
n

�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�
; s = 1; :::; S; j = 1; :::; p:

tel que sup
n

��
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
2 +

�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�
2
�
<1;8j:

Les h(n)j =
�
h
(n)
1;j ; h

(n)
2;j ; :::; h

(n)
S;j

�0
et l(n)j =

�
l
(n)
1;j ; l

(n)
2;j ; :::; l

(n)
S;j

�0
peuvent être interpréter comme

des perturbations périodiques locales des paramètres non périodiques 'j et �j; respective-

ment, tel que
SP
s=1

h
(n)
s;j = 0; et

SP
s=1

l
(n)
s;j = 0 pour j = 1; 2; :::; p.

En considérant les notations :

� = (�0; �0; :::; �0)
0 2 R2Sp où � =

�
'1; �1; :::;'p; �p

�0
;

� (n) =
�
�(n)0; h(n)0

�0
=�

�
(n)
1 ; �

(n)
1 ; :::; �

(n)
p ; �

(n)
p ;h

(n)
1;1 ; l

(n)
1;1 ; :::; h

(n)
1;p ; l

(n)
1;p ; :::;h

(n)
S�1;1; l

(n)
S�1;1; :::; h

(n)
S�1;p; l

(n)
S�1;p

�0
:

et soit �(n) la matrice de dimension 2Sp � 2Sp donnée par �(n) = 1p
n
K, où la matrice K

est dé�nie comme suit :

K =

0BBB@
I2p�2p
... I2p(S�1)�2p(S�1)
I2p�2p
I2p�2p �I2p�2p : : : �I2p�2p

1CCCA ;

On peut aisément réécrire les hypothèses alternatives sous la forme H(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
.
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2.3.2 Hypothèses de régularités techniques

A travers ce chapitre nous faisons les hypothèses suivantes :

Hypothèse (H1) : Les paramètres autorégressifs exponentiels 'j; �j satisfont la condition

su¢ sante de la stationnarité stricte.

Hypothèse (H2) : La densité des innovations f� (:) est supposée satisfaire les conditions

suivantes :

(a) f� (x) > 0; 8x 2 R,

(b) f� (:) est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue � : il existe une

fonction
.
f� (:) tel que, pour �1 < a < b <1; nous avons f� (b)� f� (a) =

bR
a

.
f� (x) d� (x),

(c) L�information de Fisher I (f�) =
R �
�f (x)

�2
f� (x) dx est �nie, où

�f (:) = �
.
f� (:)

f� (:)
,

(d)
R
xf� (x) dx = 0 et la variance est �nie, i.e., �2 =

R
x2f� (x) <1:

Hypothèse (H3) : La densité f (:) est fortement unimodale (c.à.d � log f (x) est une

fonction convexe sur l�intervalle ]a; b[ et donc �f est monotone croissante).

Plusieurs densités véri�ent la dernière condition : la loi normale, double exponentiel,

uniforme,...etc, voir Hájek et �idák (1967) p.15.

On note que les deux conditions (b) et (c) impliquent la di¤érentiablilité en moyenne qua-

dratique de la fonction f (:)
1
2 . i.e, on aura :

lim
�!0
��2

R 0@f 12� (x+ �)� f 12� (x)� � :

f� (x)

f
1
2
� (x)

1A2

dx = 0:

(Voir, Lemme 3, page 191, Hájek (1972) ou Hájek et �idák (1967)).
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2.3.3 Suite de Rapports de Vraisemblance

NotonsX(n) =
�
X
(n)
1 ; :::; X

(n)
n

�
une réalisation de taille �nie n d�un processus

n
X
(n)
t ; t 2 Z

o
satisfaisant le modèle EXPAR (p) restreint (2:3:1) et soit X(n)

0 la valeur initiale dont les

densités sont g(n)0
�
X
(n)
0 ; �; �

�
et g(n)0

�
X
(n)
0 ; �(n); �

�
sous H(n)

f

�
�
�
et H(n)

f

�
�(n)

�
, respective-

ment. En plus, on suppose que g(n)0
�
X
(n)
0 ; �(n); �

�
�g(n)0

�
X
(n)
0 ; �; �

�
converge en probabilité

vers 0; quand �(n) ! � avec n!1. Supposons, pour simpli�er les notations, que la taille de

la série temporelle observée n est un multiple de S, i.e.,n = mS; m 2 N� et soit t = s+ rS;

s = 1; :::; S et r = 0; 1; :::m � 1. On note par Z(n)t

�
�
�
et Z(n)t

�
�(n)

�
; t 2 Z, les résidus

calculés sous H(n)
f

�
�
�
et H(n)

f

�
�(n)

�
, respectivement. Alors, nous avons :

Z
(n)
s;r

�
�
�
= X

(n)
s+rS �

"
pP
j=1

�
'j + �j exp

�
�
X(n)2

s+rs�1

��
X
(n)
s+rs�j

#
;

et

Z
(n)
s;r

�
�(n)

�
=

X
(n)
s+rS �

pP
j=1

��
'j +

1p
n

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

��
+

�
�j +

1p
n

�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

��
exp

�
�
X(n)2

s+rs�1

��
X
(n)
s+rS�j

= Z
(n)
s;r

�
�
�
�

pP
j=1

1p
n

h�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
+
�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�
exp

�
�
X(n)2

s+rS�1

�i
X
(n)
s+rS�j

= Z
(n)
s;r

�
�
�
� 1p

n
�
�(n)0
s X

(n)
s+rS�1

= Z
(n)
s;r

�
�
�
� 
(n)s;r ;

où

�
�(n)
s =

�
�
(n)
1 + h

(n)
s;1 ; �

(n)
1 + l

(n)
s;1 ; :::;�

(n)
p + h

(n)
s;p ; �

(n)
p + l

(n)
s;p

�0
;

X
(n)
s+rS�1 =

�
X
(n)
s+rS�1; X

(n)
s+rS�1 exp

�
�
X(n)2

s+rS�1

�
; :::;X

(n)
s+rS�p; X

(n)
s+rS�p exp

�
�
X(n)2

s+rS�1

��0
et



(n)
s;r =

1p
n
�
�(n)0
s X

(n)
s+rS�1; s = 1; :::; S:

La variance empirique correspondante est donnée par b�2 = n�1 nP
t=1

�
Z
(n)
t

�
�
��2

:
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Alors, le logarithme du rapport de vraisemblance, �(n)f
�
�(n)

�
= �

(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
pour

H
(n)
f

�
�
�
contre H(n)

f (�(n)), est alors donné, pour n = mS, par :

�
(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
=

SP
s=1

m�1P
r=0

log
f�

�
Z
(n)
s;r

�
�(n)

��
f�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�� + log

g
(n)
0

�
X
(n)
0 ; �(n); �

�
g
(n)
0

�
X
(n)
0 ; �; �

� ;

par conséquent, nous avons, sous H(n)
f

�
�
�
; l�approximation asymptotique locale :

�
(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
=

SP
s=1

m�1P
r=0

log
f�

�
Z
(n)
s;r

�
�(n)

��
f�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�� + 0P (1)

=
SP
s=1

m�1P
r=0

h
log
�
f�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�
� 
(n)s;r

��
� log

�
f�

�
Z
(n)
s;r

�
�
���i

+ 0P (1) :

où le terme 0p (1) correspond à l�in�uence de la valeur initiale X
(n)
0 :

2.3.4 Normalité Asymptotique Locale

A�n d�adapter les conditions de Swensen pour traiter le modèle EXPAR (p) restreint

périodique, nous avons besoin des variables aléatoires suivantes :

�
(n)
s+rS

�
�
�
= f

�1=2
�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�
� 
(n)s;r

�
� 1;

�
(n)
s+rS

�
�
�
=
1

2
�f

�
Z
(n)
s;r

�
�
��


(n)
s;r

=
1

2
�(n)0s;:;r �

�(n)
s

où �(n)s;:;r =
�
�
(n)
s;1;r; �

(n)
s;2;r; :::; �

(n)
s;p;r

�0
2 R2p

avec �(n)s;j;r =
1p
n
�f

�
Z
(n)
s;r

�
�
���

X
(n)
s+rS�j; X

(n)
s+rS�j exp

�
�
X(n)2

s+rS�1

��0
;

et soit le vecteur aléatoire :
�(n)

�
�
�
= (�

(n)0
1;: ; �

(n)0
2;: ; :::; �

(n)0
S;: )

0 2 R2Sp

où �(n)s;: =
�
�
(n)0
s;1 ; �

(n)0
s;2 ; :::; �

(n)0
s;p

�0
2 R2p

et �(n)s;j =
1p
n

m�1P
r=0

�f

�
Z
(n)
s;r

�
�
���

X
(n)
s+rS�j; X

(n)
s+rS�j exp

�
�
X(n)2

s+rS�1

��0
; s = 1; ::S; j = 1; :::; p:

(2.3:3)
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Considérons la matrice bloc diagonale de dimension 2Sp� 2Sp :

�
�
�; �

�
=
1

�2

0BBB@
�
�
�; �

�
0 ::: 0

0 �
�
�; �

�
::: 0

...
. . . . . .

...

0 :::
. . . �

�
�; �

�
1CCCA = IS�S 


�
1

�2
�
�
�; �

��
; (2:3:4)

où �
�
�; �

�
est la matrice de variance du vecteur X(n)

s+rS�1;

�
�
�; �

�
=

0BBBBBBBBB@

E (X 2
0 ) E

�
X 2
0 e

�
X 2
0

�
::: E

�
X0X1�p

�
E
�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X 2
0 e

�
X 2
0

�
E
�
X 2
0 e

�2
X 2
0

�
::: E

�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X0X1�pe

�2
X 2
0

�
...

. . .
...

E
�
X0X1�p

�
E
�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
::: E

�
X 2
1�p
�

E
�
X 2
1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X0X1�pe

�2
X 2
0

�
::: E

�
X 2
1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X 2
1�pe

�2
X 2
0

�

1CCCCCCCCCA
En utilisant les dé�nitions et les notations précédentes, on peut formuler les conditions de

Swensen adaptées, qui impliquent la propriété LAN .

Proposition 1 (2.3.1) (Conditions de Swensen Adaptées (1985))

La preuve est reliée au premier lemme de Swensen (1985) ; la plupart des conditions suf-

�santes suivent directement par des arguments standards à partir de la forme des vraisem-

blances locales, la première condition est le point essentiel. Les conditions adaptées suivantes

sont, sous les hypothèses (H1) et (H3), satisfaites :
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(1) lim
m!1

E
SP
s=1

m�1P
r=0

�
�
(n)
s+rS

�
�
�
� �(n)s+rS

�
�
��2

= 0;

(2) sup
m
E

SP
s=1

m�1P
r=0

�
�
(n)2
s+rS

�
�
��
<1;

(3) max
s
max
r

����(n)s+rS ������ = 0p (1) ;
(4)

SP
s=1

m�1P
r=0

�
�
(n)2
s+rS

�
�
��
� 1

4S
I (f1) �

�(n)0�
�
�; �

�
� �(n) = 0p (1) ;

(5)
SP
s=1

m�1P
r=0

E

�
�
(n)2
s+rS

�
�
�
Ih����(n)s+rS(�)

���>12i /Bn;s+rS�1
�
= 0p (1) ;

Bn;s+rS�1 est la � � algèbre générée par le passé du processus jusqu�au temps s+ rS � 1,

(6) E
�
�
(n)
s+rS

�
�
�
=Bn;s+rS�1

�
= 0p (1) ;

Démonstration. Condition (1) : En remplaçant �(n)s+rS
�
�
�
et �(n)s+rS

�
�
�
par leurs valeurs

respectives dans l�expression de l�espérance donnée en (2:3:3), on obtient

E
SP
s=1

m�1P
r=0

�
�
(n)
s+rS

�
�
�
� �(n)s+rS

�
�
��2

=
SP
s=1

m�1P
r=0

E

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�
� 
(n)s;r

�
� f 1=2�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��
�

1

2

�
�
(n)s;r

� .
f�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
�2
f�1�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��!

;

=
SP
s=1

(B1;s;m +B2;s;m) ;

où

B1;s;m =
m�1P
r=0

E
n
I[jXs+rS�jj<K ]

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�
� 
(n)s;r

�
� f 1=2�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��
�

1

2

�
�
(n)s;r

� .
f�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
�2
f�1�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��)

8j et s �xé.

et

B2;s;m =
m�1P
r=0

E
n
I[jXs+rS�jj>K ]

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r

�
�
�
� 
(n)s;r

�
� f 1=2�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��
�

1

2

�
�
(n)s;r

� .
f�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
�2
f�1�

�
Z
(n)
s;r

�
�
��)

8j et s �xé.

Il su¢ t de montrer que B1;s;m et B2;s;m convergent vers 0, pour tout s �xé, s = 1; :::; S

et pour un nombre réel quelconque K:
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B1;s;m =
m�1P
r=0

Z
jXs+rS�jj<K



(n)2
s;r

Z
jXs+rS�jj<K

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r (�)�
(n)s;r

�
�f1=2�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
�
(n)s;r

� 1
2

.
f�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
f
1=2
�

�
Z
(n)
s;r (�)

�
�2

dZ
(n)
s;r

�
�
�
dGX ; 8j = 1; :::; p

où : GX est la distribution des variables aléatoires Xs+rS�j: Pour utiliser le lemme 2 de

Swensen (1985), soit u = �� �(n)0s X
(n)
s+rS�1 et y = Z

(n)
s;r

�
�
�
, on a

B1;s;m �
m�1P
r=0

Z
R



(n)2
s;r

Z
jXs+rS�jj<K

0@r
f�
�
y+ up

n

�
�
p
f�(y)

up
n

�
.
f�(y)

2
p
f�(y)

1A2

dydGX

� Cm (K)
m�1P
r=0

E
�


(n)
s;r

�2
:8j = 1; :::; p

où :

Cm (K) =

Z
juj<b(K)

0@r
f�
�
y+ up

n

�
�
p
f�(y)

up
n

�
.
f�(y)

2
p
f�(y)

1A2

dy;

et b (K) = K
pP
j=1

�����(n)j + h
(n)
s;j

�
+
�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

���� :
Puisque

m�1P
r=0

E
�


(n)
s;r

�2
est uniformément bornée (prouvée dans la condition 2 ci-dessous) et

lim
m!1

Cm (K) = 0 (lemme 2 de Swensen (1985)), alors B1;s;m converge vers 0 quand m!1:

Pour B2;s;m on utilise la seconde partie du lemme 2 de Swensen (1985), on aura :

B2;s;m �
m�1P
r=0

Z
jXs+rS�jj>K

Z
R

�r
f�

�
y � 
(n)s;r

�
�
p
f� (y)�

1

2


(n)
s;r�f (y)

p
f� (y)

�2
dydGX

�
m�1P
r=0

Z
jXs+rS�jj>K



(n)2
s;r I (f�) dGX

= I (f�)
m�1P
r=0

E
�
I[jXs+rS�jj>K]


(n)2
s;r

�
:Pour j et s �xés.

puisque le processus fXs+rS�j; r 2 Zg est stationnaire, en choisissant K assez grand

B2;s;m peut être petit uniformément en m.
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Condition (2) : Il su¢ t de montrer que, pour s �xé, sup
m
E
m�1P
r=0

�
�
(n)2
s+rS

�
�
��
< 1: En

utilisant la dé�nition de �(n)s+rS
�
�
�
, on obtient :

E
m�1P
r=0

�
�
(n)2
s+rS

�
�
��
=
I (f)

4

m�1P
r=0

E
�


(n)
s;r

�2
, pour s �xé.

Il faut montrer, pour s �xé que la somme
m�1P
r=0

E
�


(n)
s;r

�2
est uniformément bornée

m�1P
r=0

E
�


(n)
s;r

�2
= 1

n

 
m�1P
r=0

E

(
pP
j=1

h��
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
+
�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�
exp

�
�
X(n)2

s+rS�1

��
X
(n)
s+rS�j

i)!2
� p

n

 
sup
m

 
pP
j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
2

!
m�1P
r=0

E
�
X
(n)2
s+rS�j

�
+ sup

m

 
pP
j=1

�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�2!m�1P
r=0

E

��
e�
X

(n)2
s+rS�1X

(n)
s+rS�j

�2�!

= p
S

 
sup
m

 
pP
j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
2

!
E
�
X
(n) 2
0

�
+ sup

m

 
pP
j=1

�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�2!
E
�
e�2
X

(n) 2
0 X

(n) 2
0

�!
:

puisque sup
m

��
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�2
+
�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�2�
< 1; 8j et le processus Xs+rS�j est station-

naire, Il résulte de ce fait que
m�1P
r=0

E
�


(n)
s;r

�2
est uniformément bornée en m.

Condition (3) :

On montre que max
r

����(n)s+rS ������ = max
r

����12�f �Z(n)s;r

�
�
��� 1p

n
�
�(n)0
s X

(n)
s+rS�1

����� = 0p(1);

pour s quelconque. Ainsi, on doit prouver que

max
r

1p
n

������f �Z(n)s;r

�
�
�� pP

j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
X

(n)
s+rS�j

!����� = 0p (1) ; sous H(n)
f

�
�
�

et

max
r

1p
n

������f �Z(n)s;r

�
�
�� pP

j=1

�
�
(n)
j + l

(n)
s;j

�
e�
X

(n)2
s+rS�1X

(n)
s+rS�j

!����� = 0p (1) ; sous H(n)
f

�
�
�

Par conséquent, nous avons :
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P

 
max
r

1p
n

������f �Z(n)s;r

�
�
�� pP

j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
X

(n)
s+rS�j

!����� > "
!

�
m�1P
r=0

P

 
1p
n

������f �Z(n)s;r

�
�
�� pP

j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
X

(n)
s+rS�j

!����� > "
!
;

� 1

n"2

m�1P
r=0

E

8><>:�2f
�
Z
(n)
s;r

�
�
�� pP

j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
X

(n)
s+rS�j

!2
I"����� 1pn�f�Z(n)s;r (�)

� pP
j=1

�
�
(n)
j +h

(n)
s;j

�
X

(n)
s+rS�j

!�����>"
#
9>=>; ;

� 1

S"2
E

0B@�2f �Z(n)s;0

�
�
�� pP

j=1

�
�
(n)
j + h

(n)
s;j

�
X

(n)
s�j

!2
I"������f�Z(n)s;0 (�)

� pP
j=1

�
�
(n)
j +h

(n)
s;j

�
X

(n)
s�j

!�����>pn"
#
1CA ; pour s �xé.

� ainsi le côté droit converge vers 0, quand n!1. De la même manière, on peut montrer
que la seconde expression converge aussi vers 0.

Condition (4) : Nous avons :

SX
s=1

m�1X
r=0

�
�
(n)2
s+rS

�
�
��
=
1

4n

SP
s=1

m�1P
r=0

�2f
�
Z(n)s;r

�
�
��
� �(n)0s X

(n)
s+rS�1X

(n)0
s+rS�1�

�(n)
s ;

en utilisant le fait que le processus est ergodique, nous aurons :

1

m

m�1P
r=0

�2f
�
Z(n)s;r

�
�
��
X
(n)
s+rS�1X

(n)0
s+rS�1 ! E(�2f )E

�
X
(n)
0 X

(n)0
0

�
;

Où E(�2f ) = I (f�) avec I (f�) =
1

�2
I (f1) :

E
�
X
(n)
0 X

(n)0
0

�
= �

�
�; �

�
=

0BBBBBBBBB@

E (X 2
0 ) E

�
X 2
0 e

�
X 2
0

�
::: E

�
X0X1�p

�
E
�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X 2
0 e

�
X 2
0

�
E
�
X 2
0 e

�2
X 2
0

�
::: E

�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X0X1�pe

�2
X 2
0

�
...

. . .
...

E
�
X0X1�p

�
E
�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
::: E

�
X 2
1�p
�

E
�
X 2
1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X0X1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X0X1�pe

�2
X 2
0

�
::: E

�
X 2
1�pe

�
X 2
0

�
E
�
X 2
1�pe

�2
X 2
0

�

1CCCCCCCCCA
;

Ainsi, nous avons :
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SP
s=1

m�1P
r=0

�
�
(n)2
s+rS

�
�
��
=
1

4S

SP
s=1

�
�(n)0
s I (f1)

�
1

�2
�
�
�; �

��
�
�(n)
s + 0p (1) ;

=
I (f1)

4S
� �(n)0�

�
�; �

�
� �(n) + 0p (1) :

Condition (6) :

Puisque Z(n)s;r

�
�
�
est indépendant des variables de Bn;s+rS�1 et E

�
�f

�
Z
(n)
s;r

�
�
���

= 0 (

hypothèse H2); alors nous avons E
�
�
(n)
s+rS

�
�
�
=Bn;s+rS�1

�
= 0:

La preuve de la condition (5) est similaire à celle de Swensen (1985), alors elle est omise.

Proposition 2 (2.3.2)

Supposons que les hypothèses H1 et H3 sont satisfaites, alors nous avons, sous H(n)
f

�
�
�
;

quand n!1 les deux résultats suivants:

(i) QUADRATIQUE ASYMTOTIQUE LOCALE (LAQ) :

�
(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
= � (n)0 �

(n)
f

�
�
�
� 1
2
� (n)0��

(n)
f
�
�; �

�
� (n) + 0p (1) ;

où la matrice carrée ��
(n)
f
�
�
�
=
I(f1)

S
K 0�

�
�; �

�
K et la suite centrale �(n)

f

�
�
�
est don-

née par

�
(n)
f

�
�
�
= K 0�(n)

�
�
�
;

�
(n)
f

�
�
�
=

�
SP
s=1

�
(n)
s;1 ;

SP
s=1

�
(n)
s;2 ; :::;

SP
s=1

�(n)s;p ; �
(n)
1;1 � �

(n)
S;1; �

(n)
1;2 � �

(n)
S;2; :::;

�
(n)
1;p � �

(n)
S;p; :::; �

(n)
S�1;1 � �

(n)
S;1; �

(n)
S�1;2 � �

(n)
S;2; :::; �

(n)
S�1;p � �

(n)
S;p

�0
(ii) �

(n)
f

�
�
�
! N2Sp

�
0;��

(n)
f
�
�; �

��
:

Preuve.

Puisque les conditions su¢ santes de Swensen sont véri�ées, alors en tenant compte du

fait que 2
SP
s=1

m�1P
r=0

�
(n)
s+rS

�
�
�
= � (n)0 K 0�(n)

�
�
�
= � (n)0 �

(n)
f

�
�
�
; la quadratique asymptotique
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locale (LAQ) et la normalité asymptotique locale (LAN) découlent immédiatement du Théo-

rème 1 (Le Cam) (cf., Swensen (1985)).

Le corollaire suivant établit les distributions asymptotiques de la suite centrale �(n)
f

�
�
�
et

du logarithme du rapport de vraisemblance �(n)f
�
� + �(n)� (n)

�
sous l�hypothèse alternative

H
(n)
f

�
�(n)

�
:

Corollaire 3 (2.3.1) Supposons que les hypothèses H1 et H3 sont satisfaites, alors nous
avons,

i) H
(n)
f

�
�
�
et H(n)

f

�
�(n)

�
sont contiguës.

ii) �
(n)
f

�
�
�
=) N

�
��

(n)
f
�
�; �

�
� (n); ��

(n)
f
�
�; �

��
sous H(n)

f

�
�(n)

�
;

iii) �
(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
=) N

�
1

2
� (n)0��

(n)
f
�
�; �

�
� (n); � (n)0��

(n)
f
�
�; �

�
� (n)
�
sous H(n)

f

�
�(n)

�
:

Ces résultats sont des conséquences directes de la propriété LAN .



Chapitre 3

Test de la périodicité dans un modèle
EXPAR(p) restreint

Ce chapitre est consacré au test d�un modèle EXPAR (p) restreint classique contre un

modèle EXPAR (p) restreint périodique. La démarche est basée sur la théorie asympto-

tique des expériences statistiques de LeCam (1960; 1986). Nous exploitons la propriété LAN,

démontrée dans le chapitre précédent, et ces conséquences : la convergence faible des expé-

riences statistiques, la contiguïté et la linéarité asymptotique locale pour construire un test

optimal au sens "most stringent".

3.1 Test asymptotique local : le plus stringent

L�une des conséquences essentielles de la propriété LAN est que la suite des expériences

locales :

�
(n)
f

�
�
�
=

�
P�+�(n)� (n) ; �

(n) 2 R2Sp= sup
n
� (n)0� (n) <1; � (n) ! � quand n!1

�
;

converge faiblement vers l�expérience de position Gaussienne de dimension 2Sp.

Ef =
�
N
�
��
�
�; �

�
� ;��

�
�; �

��
; � 2 R2Sp

	
:

Ainsi, dans le cas des tests d�hypothèse, si un test � (�) est exactement optimal au niveau �

dans Ef , alors, la suite de tests �
�
�(n)

�
�
��
sera localement et asymptotiquement optimale

30
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au niveau asymptotique � dans la suite d�expériences originales �(n)f
�
�
�
.

Considérons la décomposition suivante de la suite centrale�(n)
f (�) =

�
�
(n)0
I;f �

(n)0
II;f

�0
où les

vecteurs colonnes �(n)
I;f et �

(n)
II;f de dimensions 2p et 2p (S � 1), respectivement, sont donnés

par :

�
(n)
I;f =

�
SP
s=1

�
(n)
s;1 ;

SP
s=1

�
(n)
s;2 ; :::;

SP
s=1

�(n)s;p

�0
;

�
(n)
II;f =

�
�
(n)
1;1 � �

(n)
S;1; �

(n)
1;2 � �

(n)
S;2; :::; �

(n)
1;p � �

(n)
S;p; :::; �

(n)
S�1;1 � �

(n)
S;1; �

(n)
S�1;2 � �

(n)
S;2; :::; �

(n)
S�1;p � �

(n)
S;p

�0
;

Et soit la partition en bloc correspondante de la matrice de variance :

��
�
�; �

�
=

�
��11

�
�; �

�
0

0 ��22
�
�; �

�� ;
où la matrice, de dimension 2p� 2p; ��11

�
�; �

�
= I (f) �

�
�; �

�
et la matrice, de dimension

2p (S � 1)� 2p (S � 1) ;

��22
�
�; �

�
=
I (f)

S

0BBB@
2�
�
�; �

�
�
�
�; �

�
:: �

�
�; �

�
2�
�
�; �

�
:: �

�
�; �

�
...

...
. . .

...
�
�
�; �

�
�
�
�; �

�
:: 2�

�
�; �

�
1CCCA :

Posons � = ��
�
�; �

���
h

�
, où � =

�
�1; �1; :::; �p; �p

�0
et

h = (h1;1; l1;1; :::; h1;p; l1;p; :::;hS�1;1; lS�1;1; :::; hS�1;p; lS�1;p)
0

Alors tester un modèle EXPAR (p) restreint à temps-invariant, donné par (2:3:1), contre,

un modèle EXPAR (p) restreint localement S�périodique, donné par (2:3:2), revient, tout

simplement, au problème de test lié à l�expérience de position Gaussienne. Plus précisément :

tester l�hypothèse nulle

H0;f : �
�
�
�
� N

�
�0;�

�
�
�; �

��
;

�
�0 = �

�
�
�; �

���
0

��
;
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contre l�hypothèse alternative

H1;f : �
�
�
�
� N

�
�;��

�
�; �

��
;

�
� = ��

�
�; �

���
h

�
; h 6= 0

�
:

La construction du test a besoin de l�existence d�estimateurs préliminaires de � donc on

suppose qu�il existe une suite d�estimateurs initiale b�(n), �(n)-consistent.
Hypothèse (H4) : une suite d�estimateurs b�(n) existe, telle que
(i)
�
�(n)
��1

(b�(n) � �) = OP (1), sous H(n)
f

�
�
�
:

(ii) b�(n) est localement asymptotiquement discrète ; car, il existe K 2 N tel que indépen-

damment de n 2 N , b�(n) prend au maximum K di¤érentes valeurs dans l�ensemble

Qn =
n
� 2 R2Sp :

�
�(n)
��1 ��� � ��� � co ; c > 0

Nous devons également établir la linéarité asymptotique de �(n)
f

�
�
�
.

Lemme 3.1.1

La suite centrale �(n)
f

�
�
�
satisfait la linéarité asymptotique locale suivante :

�
(n)
f

�
�(n)

�
��(n)

f

�
�
�
= ���

(n)
f
�
�
�
� (n) + 0p (1) ;

Où �(n) = � + �(n)� (n), quand n!1 sous H(n)
f

�
�
�
donc aussi sous H(n)

f

�
�(n)

�
:

Preuve

Ici on utilise la même preuve de Bentarzi et Merzougui (2010) : soit V (n) une suite de

vecteurs de dimension 2Sp tel que sup
n
V (n)0V (n) <1 et �(n)f

�
� + �(n)V (n);� + �(n)� (n)

�
soit

le logarithme du rapport de vraisemblance deH(n)
f

�
� + �(n)V (n)

�
contreH(n)

f

�
� + �(n)� (n)

�
;

puis :
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�
(n)
f

�
� + �(n)

�
V (n) + � (n)

�
;� + �(n)� (n)

�
=

�
(n)
f

�
� + �(n)

�
V (n) + � (n)

�
; �
�
� �(n)f

�
� + �(n)� (n); �

�
,

En utilisant l�expression LAQ, sous H(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
, puis par contiguïté, sous H(n)

f

�
�
�
,

on obtient

�
(n)
f

�
� + �(n)

�
V (n) + � (n)

�
;� + �(n)� (n)

�
= �

(n)
f

��
� + �(n)V (n)

�
+ �(n)� (n);� + �(n)� (n)

�
= V (n)0 �

(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
� 1
2
V (n)0��

(n)
f
�
� + �(n)� (n)

�
V (n) + 0p (1) ;

(3:1:1)

D�autre part, on utilise encore une fois l�expression LAQ, on obtient

�
(n)
f

�
� + �(n)

�
V (n) + � (n)

�
;� + �(n)� (n)

�
=

�
(n)
f

�
� + �(n)

�
V (n) + � (n)

�
; �
�
� �(n)f

�
� + �(n)� (n); �

�
,

=

��
V (n) + � (n)

�0
�
(n)
f

�
�
�
� 1
2

�
V (n) + � (n)

�0
��

(n)
f
�
�
� �
V (n) + � (n)

�
+ 0p (1)

�
�
�
� (n)0 �

(n)
f

�
�
�
� 1
2
� (n)0��

(n)
f
�
�
�
� (n) + 0p (1)

�
;

= V (n)0 �
(n)
f

�
�
�
� 1
2
V (n)0 ��

(n)
f
�
�
�
V (n) � V (n)0��

(n)
f
�
�
�
� (n) + 0p (1) .

(3:1:2)

A partir de (3:1:1) et (3:1:2) et en tenant compte de la continuité de ��
(n)
f
�
�
�
et de la

convergence de � (n), on obtient

V (n)0 �
(n)
f

�
� + �(n)� (n)

�
� V (n)0 �(n)

f

�
�
�
= �V (n)0��

(n)
f
�
�
�
� (n) + 0p (1) :

Finalement, on doit estimer la matrice ��22
�
�
�
: Soit

b��22 ��� = I (f)

S

0BBB@
2b� ��� b� ��� :: b� ���

2b� ��� :: b� ���
...

...
. . .

...b� ��� b� ��� :: 2b� ���
1CCCA :

avec b� ��� = 1

m

m�1P
r=0

X
(n)
s+rS�1X

(n)0
s+rS�1: La proposition suivante établit le test localement
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asymptotiquement optimal de la périodicité pour tester H0;f contre H1;f :

Proposition 3.1.1

Sous les conditions H1� H4; le test qui rejette l�hypothèse nulle H(n)
f

�
�
�
si :

bQ(n)f �b�(n)� = �(n)0
II;f

�b�(n)��b��22 �b�(n)���1�(n)
II;f

�b�(n)� > �2p(S�1);1��;
i) est de niveau asymptotique � (sousH(n)

f

�
�
�
),

ii) est de puissance asymptotique :

1�F
�
�21��; p (S � 1) ; h0��22

�b�(n)�h� ; sous H(n)
f

�
� + �(n)�

�
;

où F(�21��; r; �) désigne la fonction de distribution chi-deux non centrale avec r degré

de liberté et � paramètre de non centralité.

iii) est le test localement asymptotiquement plus stringent contre H(n)
f

�
� + �(n)�

�
:

Preuve :

Soit
�
�
0

�
= 
� où 
 =

�
I(2p)�(2p)

0

�
est une matrice de dimension (2p)S � (2p) et M( 
) le

sous espace de R(2p)S généré par 
 donc le problème du test réduit à tester : � 2M(��
�
�
�

)

contre � =2 M(��
�
�
�

). Suivant LeCam, le test le plus stringent est ' (�) de taille � qui

rejette � 2M(�� (�) 
) si

Q
(n)
f

�
�
�
= �

(n)0
f

�
�
� h
��
�
�
��1 � 
(
0�� ���
)�1
0i�(n)

f

�
�
�
;

= �
(n)0
f

�
�
���

��
�
�
���1 � � ���11 �����1 0

0 0

��
�
(n)
f

�
�
�

=
��
��
�
�
���1=2

�
(n)
f

�
�
��0 �

I �
�
��
�
�
��1=2� ���11 �����1 0

0 0

��
��
�
�
��1=2�

�
��
�
�
���1=2

�
(n)
f

�
�
�
> �22p(S�1);1��:

En tenant compte de la décomposition �(n)
f (�) =

�
�
(n)0
I;f ; �

(n)0
II;f

�0
de la suite centrale et de

la décomposition correspondante de ��
�
�
�
; et après quelques calculs matriciels on peut
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réécrire la dernière forme quadratique comme suit

Q
(n)
f

�
�
�
= �

(n)0
II;f

�
�
��
�
�
(n)
f

22

�
�
���1

�
(n)
II;f

�
�
�
;

La distribution de la forme quadratique Q(n)f
�
�
�
augmente directement du fait que le vecteur

colonne
�
��
�
�
���1=2

�
(n)
f

�
�
�
est asymptotiquement normalement distribué avec moyenne

0 et matrice de variance I et que la matrice I�
�
��
�
�
��1=2� ���11 �����1 0

0 0

��
��
�
�
��1=2

est idempotente. En e¤et, la distribution asymptotique de Q(n)f
�
�
�
est alors, comme c�est

bien connu, une �2 (2p (S � 1)) sous H(n)
f

�
�
�
et une chi-deux non centrale avec 2p (S � 1)

degrés de liberté et paramètre de non centralité �, �2 (2p (S � 1) ; �), sous H(n)
f

�
�(n)

�
où

� = (�0; h0)

�
��
�
�
�
� ��

�
�
�� ���11 �����1 0

0 0

�
��
�
�
����

h

�
= h0��22

�
�
�
h:

Bien sûr, ces résultats sont obtenus pour les valeurs de paramètres inconnus �. Cepen-

dant, nous montrons qu�ils restent vrais quand ces paramètres sont estimés. Soit � (n) =�
�(n)
��1 �b�(n) � �� pour un estimateur b�(n)quelconque �(n)�consistent du paramètre in-

connu �, et à partir de l�expression de la linéarité asymptotique et le lemme 4.4 de Kreiss

(1987), on obtient

�
(n)
f

�b�(n)���(n)
f

�
�
�
= ���

�
�
� �
�(n)
��1 �b�(n) � ��+ 0p (1) ;

Par conséquent nous avons�
��
�
�
���1=2 �

�
(n)
f

�b�(n)���(n)
f

�
�
��
= �

�
��
�
�
��1=2 �

�(n)
��1 �b�(n) � ��+ 0p (1) ;

multiplions le côté gauche par la matrice I �
�
��
�
�
��1=2� ���11 �����1 0

0 0

��
��
�
�
��1=2
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et tenons compte de la continuité de ��
�
�
�
, on obtient, sous H(n)

f

�
�
�
par conséquent sous

H
(n)
f

�
�(n)

�
(
I �

�
��
�b�(n)��1=2 �

��11

�b�(n)���1 0

0 0

!�
��
�b�(n)��1=2)��

��
�b�(n)���1=2 ��(n)

f

�b�(n)���(n)
f

�
�
��
= 0p (1) :

De cela et par stationnarité du modèle

b��(n)f
�
�; �

�
= ��

(n)
f
�
�; �

�
+ 0p (1) sous H(n)

f

�
�
�
quand n!1;

nous avons Q(n)f
�b�(n)� = Q(n)f �

�
�
+ 0p (1) ; sous H

(n)
f

�
�
�
par conséquent sous H(n)

f

�
�(n)

�
:

Donc le test statistiqueQ(n)f
�b�(n)� suit la loi �2 (2p (S � 1)) et la loi �2 �2p (S � 1) ;h0��22 ��(n)�h�

sous H(n)
f

�
�
�
et H(n)

f

�
�(n)

�
, respectivement. Par conséquent, la preuve de ii) suit directe-

ment.
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3.2 Test Adaptatif

Le test décrit dans la proposition précédente est valide et optimal quand la densité des

innovations f , qui intervient dans la statistique du test à travers la fonction �f (:) = �
.
f� (:)

f� (:)
,

est spéci�ée. Cependant, en pratique cette densité est fréquemment inconnue, par conséquent,

elle est considérée comme un paramètre de nuisance. Ainsi, dans cette section, on considère

le modèle semi-paramétrique dont le vecteur des paramètres est
�
�; f

�
où � est le paramètre

d�intérêt et f est le paramètre de nuisance qui est supposé appartenir à la classe des densités

symétriques F+ d�où on ajoute l�hypothèse suivante.

Hypothèse (H5): La fonction de densité d�innovation f est symétrique avec des moments

d�ordres quatre �nis:

Brièvement, un test est dit adaptatif s�il a, quand f est inconnue, la même puissance

asymptotique que le test optimal dans le modèle où cette densité d�innovation est spéci�ée.

Au départ, on estime la fonction score et l�information de Fisher alors nous montrons que le

test est localement asymptotiquement le plus stringent, la preuve dépend essentiellement de

la symétrie de la densité f , d�où l�hypothèse (H5) ci-dessus

En suivant les étapes de Kreiss(1987) ; lorsqu�il a appliqué la méthode de la fonction du

noyau, l�estimation de la densité d�innovation f est établit. Pour atteindre cette tâche on a

besoin des notations et dé�nitions suivantes :

(i) g(x; �) =
1p
2��2

exp

�
� x

2

2�2

�
; x 2 R;

(ii) f� (x) =
R +1
�1 g(x� y; �)f(y)dy;

(iii) bf�;r �x; �� = 1

2(m� 1)
m�1P
r0=0
r0 6=r

fg(x+ zs;r0 ; �) + g(x� zs;r0 ; �)g ; r = 0; :::;m� 1;

et soit bqn;r(x; �), pour un � donné, l�estimateur de �f (:) donné par :
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bqn;r �x; �� =
8>>><>>>:
�1
2

bf 0�(n);r �x; ��)bf�(n);r �x; �� si

8<:
bf�(n);r �x; �� � dn; jxj � gn;��� bf 0�(n);r �x; ����� � cn bf�(n);r �x; ��

0; sinon,

avec cn !1; gn !1; �(n)! 0; dn ! 0.

On dé�nit e�s

�
�
s

�
=

1p
n

m�1P
�=0

bqn;r �x; ��X(n)
s+rS�1 et l�estimateur e�(n) �

�
�
de �(n)

�
�
�
par

e�(n) �
�
�
=
�e�1(�1);

e�2(�2); :::;
e�S(�S)

�0
et l�estimateur sans biais

bIn ��� = 1

S

SP
s=1

�
1

m

m�1P
r=0

hbq2n;r �Z(n)s;r

�
�
s

�
; �

s

�i2�
de I (f).

Lemme 3.2.1

Soit
�
�n
�
une suite discrète d�estimateurs

p
n�consistents pour � et soit e�(n)

f (�) = K
0e�(n).

Alors, on a, sous les hypothèses (H1)� (H5) :

e�(n)

f (�n)��
(n)
f (�n) = 0p (1) ;

pour cn ! 1; gn ! 1; � (n) ! 0; dn ! 0; � (n) cn ! 0; gn� (n)
�4 =n ! 0 et n� (n)9 reste

borné.

Preuve

A partir du Lemme 4.4 de Kreiss (1987), il su¢ t de véri�er que e�(n)(�(n)) ��(n)(�(n))

converge en moyenne quadratique vers 0 pour �(n) = � + 1p
n
� (n):

Pour s �xé, on a

E



e�(n)s �

�(n)
s

�
� �(n)s

�
�(n)
s

�


2
=

1

n

m�1P
r=0

E

��bqn;r �Z(n)s;r

�
�(n)
s

��
� ��s

�
Z(n)s;r

�
�(n)
s

���2 


X(n)
s+rS�1




2�

=
1

n

m�1P
r=0

E

0@


X(n)
s+rS�1




2 Z
R

�bqn;r (x)� ��s (x)�2 f�s (x) dx
1A ;
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avec x = Z(n)s;r

�
�(n)
s

�
:

Comme dans Bickel (1982) p.667, on obtient

Z
R

0@bf��(n);r
�
x; �(n)

s

�
bf�(n);r �x; �(n)s � �

f�� (x)

f� (x)

1A2

f� (x) dx

� 3

Z
R

0@bf��(n);r
�
x; �(n)

s

�
bf�(n);r �x; �(n)s � �

bf��(n);r �x; �(n)s �bf�(n);r �x; �(n)s �
�
f�(n) (x)

f� (x)

� 1
2

1A2

f�dx

+3

Z
R

0@bf��(n);r
�
x; �(n)

s

�
bf�(n);r �x; �(n)s �

�
f�(n) (x)

f� (x)

� 1
2

�
f��(n) (x)

f�(n) (x)

�
f�(n) (x)

f� (x)

� 1
2

1A2

f�dx

+3

Z
R

 
f��(n) (x)

f�(n) (x)

�
f�(n) (x)

f� (x)

� 1
2

� f
�
� (x)

f� (x)

!2
f�dx:

Alors

E



e�(n)s �

�(n)
s

�
� �(n)s

�
�(n)
s

�


2

� 3

n

m�1P
r=0

E

0@


X(n)
s+rS�1




2 Z
R

bq2n;r �qf�(n) �pf��2 dx
1A

+
3

n

m�1P
r=0

E

0@


X(n)
s+rS�1




2 Z
R

 bqn;r + f��(n)
f�(n)

!2
f�(n)dx

1A

+
3

n

m�1P
r=0

E

0@


X(n)
s+rS�1




2 Z
R

 
f��(n)p
f�(n)

� f��p
f�

!2
dx

1A :
Pour la preuve restante on peut utiliser les Lemmes 6:5-6:9 de Kreiss (1987) qui assurent

que chaque terme du côté droit converge vers zéro quand n!1.

Lemme 3.2.2 (Estimation de l�information de Fisher).

bIn ��� = 1

S

SP
s=1

�
1

m

m�1P
r=0

bq2n;r �Z(n)s;r

�
�
s

�
; �

s

��
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est un estimateur consistent de l�information de Fisher I(f1); i.e., bIn ��� = I(f1) + 0p (1) :
Preuve : A partir de la WLLN, on a pour chaque b�(n) = � + �(n)� (n);

1

S

SP
s=1

�
1

m

m�1P
r=0

�2f1

�
Z(n)s;r

�
�
s

���
! I(f1); quand n!1; sous H(n)

f

�
�(n)

�
:

L�assertion découle du Lemme 4.1 de Bickel (1982), la contiguïté de H(n)
f

�
�
�
et H(n)

f

�
�(n)

�
et à partir du Lemme 4.4 de Kreiss (1987) :

La proposition suivante établit le test adaptatif du modèle EXPAR(p) classique contre un

autre périodique.

Proposition 3.2.1

Sous les conditions (H1)� (H5), on a, sous H(n)
f

�
�
�
; le test statistique

eQ(n)f �b�(n)� = e�(n)0
II;f

�b�(n)��e��22 �b�(n)���1 e�(n)

II;f

�b�(n)� > �2p(S�1);1��;
est telle que :

i) le niveau asymptotique est � sous H(n)
f

�
�
�
,

ii) est un test adaptatif local de H(n)
f

�
�
�
contre H(n)

f

�
� + �(n)�

�
; i.e., pour tester h = 0

contre h 6= 0; avec un niveau asymptotique � et f 2 F+;

iii) La puissance asymptotique de ce test est 1 � F
�
�21��; p (S � 1) ; h0��22

�b�(n)�h� ; sous
H
(n)
f

�
� + �(n)�

�
.

Preuve :

Il découle des deux Lemmes, 3.2:1 et 3.2:2, que la statistique donnée par la Proposition 3.1:1

est équivalente, en probabilité, à celle donnée par la Proposition 3.2:1.



Chapitre 4

Conclusion et perspectives

L�étude réalisée dans cette thèse, porte essentiellement sur un problème de l�inférence

statistique lié au paramètre du modèle Autorégressif exponentiel EXPAR restreint. En par-

ticulier, nous nous sommes intéressées à la construction du test localement et asymptotique-

ment optimal au sens "most stringent" pour tester la présence, éventuelle, de la périodicité

dans un modèle EXPAR (p) restreint. En fait, nous avons généralisé le test le plus stringent

de périodicité du modèle EXPAR d�ordre 1 au modèle EXPAR d�ordre p et nous avons

étendu l�étude en construisant un test adaptatif en estimant la densité par la méthode du

noyau.

D�autres procédures de tests localement et asymptotiquement optimaux pouvaient être uti-

lisés tels que les tests de rangs et le test maximin.

Dans ce travail nous avons considéré une condition su¢ sante de stationnarité cycle par cycle

mais une condition générale sera moins forte comme c�est le cas pour le modèle ARMA

périodique.

Pour les modèles de séries temporelles périodiques : GARCH périodique, Treshold Pério-

dique et Bilinéaire Périodique, il y a une abondance de travaux par plusieurs chercheurs,

alors que pour les modèles EXPAR périodiques il reste beaucoup de théorie à faire : esti-

mation par di¤érentes méthodes, tests de nullité des coe¢ cients, prévision et applications

dans des domaines variés.
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