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Abstract

In the present thesis, we study two classes of ill-posed problems in the sense of Hadamard. To neutralize
the instability character, regularization methods are proposed in order to make the models more stable
and numerically feasible.

The first model is devoted to the study of a multi-temporal Goursat problem. In this part, we propose two
regularization strategies : the first procedure is based on a variant of the preconditioned Kozlov-Mazya
method, and the second uses Krylov’s projection techniques.

The second problem is devoted to the study of a fractional inverse problem with two unknowns, generated
by a generalized elliptic equation. The proposed regularization approach for this problem is a variant of
the alternative iterative method of Kozlov-Mazya.

In this context, we demonstrate the stability of the solutions as well as their convergences towards the
solutions of the original problems. Error estimates are also made between the approximate solutions and
the solutions of the original problems under certain assumptions of regularity on the data.

The study is closed by a series of numerical experiments justifying the theoretical framework developed
in this thesis.

Keywords : Ill-posed problems, inverse problems, regularization, stabilization, iterative methods, generali-
zed elliptic equation, Goursat equation, fractional problems, spectral truncation method, Krylov projection
method.



Résumé

Dans la présente thése, on étudie deux classes de problemes mal-posés au sens de Hadamard. Pour neu-
traliser le caracteére d’'instabilité, des méthodes de régularisation sont proposées afin de rendre les modeles
proposés stables et numériquement réalisables.

Le premier modele est consacré a Iétude d'un probleme de Goursat multi-temporelle. Dans ce volet, on
propose deux stratégies de régularisation : la premiére procédure repose sur une variante de la méthode
de Kozlov-Mazya préconditionnée, et la seconde emploie les techniques de projection de Krylov.

Le deuxiéme probleme est consacré a létude d’'un probléme inverse de type fractionnaire avec deux in-
connus, engendrés par une équation elliptique généralisée. Lapproche de régularisation proposée pour ce
probléeme est une variante de la méthode itérative alternative de Kozlov-Mazya.

Dans ce contexte, on démontre la stabilité des solutions ainsi que leurs convergences vers les solutions
des problémes originaux. On établit aussi des estimations derreur entre les solutions originales et les solu-
tions approchées sous certaines hypotheéses de régularité sur les données. Iétude est cloturée par une série
dexpérimentations numériques justifiant le cadre théorique développé dans cette these.

Mots-clés : Probléemes mal posés, problémes inverses, régularisation, stabilisation, méthodes itératives, équa-
tion elliptique généralisée, équation de Goursat, probléme fractionnaire, méthode de troncature spectrale,
méthode de projection de Krylov.
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Introduction 1

Introduction

Thématique de la these

La problématique abordée dans cette these s’inscrit dans le cadre de ’analyse numérique
des problemes inverses et mal-posés en EDP.

En 1923, le mathématicien francais J]. Hadamard écrit son livre célebre sur les équations
aux dérivées partielles et leur signification physique. Cet ouvrage fit le point de départ au
développement du concept de probleme bien posé en physique mathématique. Il s’agit
d’un probléme dont la solution existe, elle est unique et elle dépend contintiment des
données (stabilité). Dans ce méme livreE| Hadamard laissait entendre (et ¢’était aussi une
opinion partagée avec I.G. PetrovskyEI) que seul un probleme bien posé pouvait modéliser
correctement un phénomene physique.

La réalité actuelle est toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains
problémes pratiques est reconnu et manifeste dans une classe de problemes tres larges, dite
"Problemes inverses", et motive de nombreuses recherches en mathématiques [40].

Les problemes inverses constituent un domaine tres vaste pour que nous puissions en
donner un exposé exhaustif. Cette thématique a connu un essor considérable ces derniéres
décennies, parallelement au développement de techniques numériques et de moyens de
calcul permettant leur résolution. On peut les classer en deux catégories : les probléemes qui
visent a déterminer des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problemes

liés a I’estimation de parametres intrinseques du systéme. Le premier type de problémes

1. J. Hadamard, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).

2. L.G. Pterovsky, Lecture on Partial Differential Equations, New York : International Publishers (1954).

3. Un probleme inverse consiste a déterminer des causes connaissant des effets. Ainsi, ce probleme est
I'inverse de celui appelé probleme direct, consistant a déduire les effets, les causes étant connues.
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apparait des que la mesure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en
pratique. Dans la deuxiéme catégorie de probléemes inverses, 1'objectif est de déterminer a
partir d"une connaissance partielle de 1'état du systeme, les parametres décrivant le modéle
physique.

La thématique des problemes inverses et en particulier leurs méthodes de traitement
numérique qui sont d"une grande importance pour les sciences appliquées et la technologie;
elles sont cruciales pour le développement des techniques de mesure et de diagnostique
pour des systemes complexes et partiellement accessibles.

L’analyse numérique des problémes inverses et des problémes mal-posés est un champ de
recherche en plein essor. Méme si des grandes avancées ont été effectuées ces dernieres
années, de nombreuses questions restent encore posées et méritent un effort sérieux pour
aboutir a des réponses méme partielles [56],[57].

Les questions qui nous intéressent dans cette these sont centrées autour de la régularisation
de certains problémes inverses en EDP du type "identification de sources et de complétion
de données" et leurs méthodes d’approximation numérique.

Lorsqu’il s’agit d’identifier ou de calculer une grandeur physique a partir des observation
(mesures), on est amené souvent a inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution
du probleme direct). Cette inversion, qui est souvent mal posée, nécessite un traitement
particulier des instabilités, par des techniques dites de régularisation qui consistent a
perturber légerement le probleme, ou d’éliminer les hautes fréquences responsables de
cette instabilité, de maniere a rendre le probleme en question bien posé et numériquement
réalisable [40].

Contribution de la thése : Dans ce travail, on étudie une classe de problemes inverses du
type " complétion de données et identification de sources"> dans un cadre abstrait. Les
modeles physiques sont donnés par deux problemes de Cauchy : le premier est engendré
par une équation de Goursat avec une variable temporelle bidimensionnelle, et le second
est du type elliptique généralisé défini sur une bande infinie. Ces problemes sont qualifiés
de mal posés au sens d’"Hadamard et de nature instables. Les solutions, lorsqu’elles existent,
ne dépendent pas de maniere continue des données, de sorte qu’'une petite erreur sur ces

dernieres peut induire des erreurs importantes sur les solutions calculées.
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Probleme elliptique généralisé : Le modele elliptique généralisé (diffusion relaxée) a été
étudié récemment par R. Sassane et all [122] dont 'objectif est de déterminer une condition
au bord inconnue en utilisant une stratégie de régularisation itérative. Notre étude est une
extension de ce qui a été développée dans le travail [122] et la these [123]. Plus précisément,
notre étude consiste a déterminer deux inconnues : le terme source et la condition au bord.
On mentionne aussi que dans la littérature mathématique des problemes mal-posés, iln” y
a que trois travaux dans cette direction [122] (probleme inverse), [130] (probléeme inverse)
et [132] (probleme direct bien posé).

Cette étude nous ramene a la résolution d’un systeme d’équations a deux inconnus et
a la manipulation d’une matrice d’opérateurs, ce qui rend le calcul analytique un peu
complexe. De plus, le choix du parametre de régularisation (i.e., le nombre de l'itération k)
nécessite une étude minutieuse du comportement du filtre spectral associé a cette méthode,
pour bien sectionner le parametre k qui réalise la convergence de deux processus itératifs
simultanément. Une étude proche a la notre est donnée dans le travail [118] pour un
probléme de la chaleur fractionnaire. D’ot1 la motivation théorique et numérique de ce
volet de recherche.

Probleéme de Goursat : Dans les équations classiques d’évolution, la variable spatiale est
multidimensionnelle et la variable temporelle est unidimensionnelle. Mais récemment, une
nouvelle idée est apparue : les modeles mathématiques de certains phénomenes naturels
peuvent étre formulés au moyen d’EDP d’évolution multitemporelle. Le terme "multi-
temps" a été introduit en physique par Dirac, Fock et Podolsky en 1932 [32], en considérant
les fonctions d’ondes multitemporelles décrites par des EDP d’évolution non classiques.
Une formulation mathématique a plusieurs variables temporelles a été aussi étudiée par
Friedman et Littman (1962 [44]).

Dans la littérature, ces problémes sont rencontrés dans divers modeles de la science et de
la technologie, en particulier la mécanique, la physique [6} [7], la biomathématique et la
cosmologie, voir par exemple les travaux de Baez, Segal et Zhou [4)} 63} 64, 134] et dans
les modeles de diffusion des polluants dans les rivieres [77], les modeles de la dynamique
biologique de populations structurées en age [84,[139], la finance mathématique [43]. Dans

ces modeles, 'une des variables temporelles est le temps habituel et les autres peuvent
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désigner diverses quantités, la température, I'dge ou la taille des individus de la population
biologique.

Cependant, les problemes non classiques pour les problemes inverses abstraits de Goursat
avec deux variables temporelles ne sont pas largement étudiés. Notre contribution ici est
une continuité dans cette direction en s’inspirant des travaux développés par N. Boussetila
et F. Rebbani [15] et de E.M. Aksen [2]. Pour plus de détails sur ce sujet ainsi que les
difficultés engendrées par ces équations, on renvoie le lecteur aux références [16] et [142]
On note ici que la méthode de régularisions proposée par ces auteurs est basée sur la
méthode de quasi-réversibilité et cible uniquement la partie analytique du probléme.
Pour ce volet, on présente une technique de réduction matricielle pour calculer les solutions
régularisées apres la semi-discrétisation du probleme par rapport a la variable spatiale.
Le probléme semi-discrétisé nous raméne a calculer numériquement 'action d"un produit
d’une fonction a argument matriciel et un vecteur. Pour réaliser ce calcul, on emploie une
méthode de projection de krylov préconditionnée (shift-invert). On doit mentionner ici
que cette technique a été introduite par Lars Eldén & Valeria Simoncini [38]], ou ils ont
calculé numériquement la solution régularisée par la méthode de troncature spectrale pour
un probléme inverse elliptique (reconstruction d’une donnée frontiére pour un domaine
cylindrique) en projetant la solution discrete sur un espace de Krylov rationnel K; (A1, °).
Le critere d’arrét proposé dans notre investigation est totalement différent de celui utilisé
dans [38], en outre, la projection de la solution régularisée par la procédure de Kozlov-
Maz’ya est nouvelle dans la thématique des probléemes mal posés en EDP. D’ot1 la mo-
tivation de ce travail, mais il reste une question trés délicate pour évaluer 'erreur entre
les solutions exactes et les solutions discretes projetées, qui mérite d’étre abordée. Cette
difficulté vient du fait que dans la résolution des problémes mal posés, on est confronté a la
manipulation d’une fonction ® : M, (R) — M,,(R) qui explicite la solution recherchée.
Cette derniére possede généralement des singularités proches du spectre de la matrice A,
de plus elle est croissante, ce qui rend l'estimation d’erreur entre ®(A)b et son approxima-
tion dans le sous-espace de Krylov tres complexe. Pour cette raison, cette question n’est
pas encore développée d'une maniere globale et les seuls résultats qui existent dans la

littérature sont donnés dans la thése d’Ousmane Samba Coulibaly [30] et dans le travail de
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Lars Eldén et Valeria Simoncini [38].

Dans cette thése, notre effort sera consacré a 1’aspect numérique d’'une classe de problemes
inverses non classiques. La stratégie numérique emploie trois procédures de régularisation :
la méthode itérative de Kozlov-Mazya, la méthode de troncature spectrale et les méthodes
de projection de Krylov. C’est une extension de la série des travaux développés par notre
groupe de recherche IIPP (LMA-Annaba) [17],[21],[90], [89], [94] et [141].

Contenu de la theése

Cette these porte sur 1’étude théorique et numérique d"une classe de problemes inverses en
EDP. Elle est composée de trois chapitres.

Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats préliminaires d’analyse fonctionnelle
et de théorie spectrale, ainsi que les notions de base des problémes mal posés et leurs mé-
thodes de régularisation. On donne aussi quelques résultats connus d’analyse numérique
matricielle.

Le Chapitre 2 est consacré a la régularisation et 'approximation numérique d"un probleme
inverse de sources engendré par un probleme de Goursat a deux variables temporelles.
Pour stabiliser le probleme en question, on propose deux stratégies de régularisation :
la premiére est une variante de la méthode itérative de Kozlov-Mazya, et la seconde
repose sur la méthode de projection de Krylov. On donne 'analyse théorique (convergence,
estimations d’erreur) de ces deux approches de régularisation accompagnée par une série
de tests numériques justifiant les résultats théoriques obtenus et les criteres d’arrét a priori
et a posteriori.

Quant au chapitre 3, on continue dans la méme direction en considérant un probléeme
inverse avec deux inconnus (le terme source et la condition au bord), engendré par un
probleme elliptique généralisé. Dans ce volet, on propose une méthode itérative alternative
de type Kozlov-Mazya pour reconstruire les données manquantes. On donne ’analyse
théorique (convergence, estimations d’erreur) de cette approche de régularisation accom-
pagnée par une série de tests numériques justifiant les résultats théoriques obtenus et les

criteres d’arrét a priori basé sur le filtre spectral et le niveau du bruit.
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CHAPITRE

Résultats préliminaires et notations

Je vacs me préparer et wn jour ma chance uieadra.
- Abratiam Lencoln

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés
tout au long de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature seront
systématiquement données [22} 23].

On se place dans un cadre hilbertien (H; — Hj), out H; est un espace de Hilbert sur

K = R ou C, muni de la norme |.|; et le produit scalaire (.,.);, (i = 1,2).

1.1 Eléments de théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires

De maniére générale, un opérateur linéaire est une application A : D(A) € Hy — H;
linéaire, ot D(A) est le domaine de définition de 'application linéaire A, qui est un
sous-espace vectoriel de Hy, que I'on suppose en général dense dans H;. L'opérateur

A :D(A) C H — H; est dit borné si la quantité

IA|l = sup {|Aulr,, u € D(A), |ulp =1}
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est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque D(A) est
dense dans Hj, A s’étend de maniere unique a un opérateur borné sur Hj.

e Tout opérateur A est completement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace
vectoriel de Hy x H, défini par G(A) = {(v, Av), v e D(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A : D(A) C H; — Hj, on note par:
N(A) ={he D(A), Ah =0} (noyaude A),

R(A) = {hy = Ay, hy € D(A)} (image de A).

1.1.2 Opérateurs bornés

On note L£(Hy, Hy) (resp. L(H7)) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de
Hj dans H; (resp. des endomorphismes continus de H;) muni de la topologie de la conver-

gence uniforme :

]Bu|2
B € ‘C(Hlle)/ HB”AC(Hl,Hz) = Sup |M’ :
ueH\{0} "1

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéaire continue S € £(H;, Hy) est inversible

ssi il existe une application S’ € L(Hy, Hy) telle que
S'oS=1y, SoS =Ip,.

L'application S’ si elle existe est unique.
Onnotera S’ = S! et Inv(Hy, Hy) := {S € L(Hy, H»), S inversible }.

Théoréme 1.1.1. [Théoréme des isomorphismes de Banach] Toute bijection linéaire continue

S € L(Hy, Hy) est inversible.

Définition 1.1.2. Soit A € L(H). On appelle ensemble résolvant de A, ’ensemble
p(A) = {A € C;, Ay = (M — A) estinversible (<= bijectif )}

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
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1.1 Eléments de théorie spectrale 8

7(A) :=C\ p(A).

On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A) := sup |A|.
rec(A)

» Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.

Le spectre ponctuel de A (noté 7, (A)) est 'ensemble des A € C tels que A, soit non injectif :
A€ 0y(A) <= N(A,) # {0}.

Un élément A € 0,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un h € H, h # 0, tel

que Ah = Ah, que l'on appelle vecteur propre correspondant a A.

Définition et Proposition 1.1.1. Soit S € £L(Hy, Hy). Alors il existe un unique opérateur

S* € L(Hy, Hy), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :
(Shy,hy)y = (h1,S%hy)1, Yhy € Hy, Vhy € H.
De plus, on a les propriétés suivantes :
ISl =11s*ll, §™ =(5)" =S

Si S est bijectif (= inversible), alors S* I'est aussi, et (5*) ™1 = (S71)*,
Définition 1.1.3. Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € L(H) est auto-adjoint si
A= A"

A=A" <= (Ax,y) = (x,Ay), Vx,y € H.

1.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.4. On dit qu’'un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans
Hy X Hy, i.e., pour toute suite (u,) C D(A) telle que u, — u dans H; et Au, — v dans
Hj, alors u € D(A) etv = Au.
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» L'opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de

définition D(A) muni de la norme du graphe (||u||g := ||u||x, + ||Au||r, ) dans H;.

Théoréme 1.1.2. [Théoréme du graphe fermé] Sil'opérateur fermé A est défini sur tout l'espace
Hi, alors A est borné
(A ferméet D(A) = H = A borné).

Définition et Proposition 1.1.2. Soit A : D(A) C H; — Hj un opérateur non-borné a
domaine dense. On peut définir I'opérateur non-borné A* adjoint de I'opérateur A, comme
suit :

A*:D(A*) C Hp — H;

D(AY) = {v € Hy:Jc > 0telque [(v, Au)| < cluly,, VYue D(A)}.

Dans ce cas la fonctionnelle u —— g(u) = (v, Au) elle se prolonge de fagcon unique en
une fonctionnelle linéaire f : H; — K telle que [f(u)| < c|uly, , Yu € Hy. Par suite

f € Hi ~ Hj. On a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A*
(v, Au)y, = (A"v, u)y, , Vu € D(A), Vo € D(A").

» Si A: D(A) C HA — Hj est un opérateur non-borné a domaine dense, alors A* est

fermé.

Définition 1.1.5. On dit qu'un opérateur A : D(A) C H — H est symétrique lorsque
VYu,v € D(A), (Au,v) = (u, Av)
Définition 1.1.6. L'opérateur A : D(A) C H — H est dit auto-adjointsi A = A*, i.e.,
D(A) = D(A) et (v, Auy = (Av, u), Vu,v € D(A).

Théoréeme 1.1.3. Soit A: D(A) C H — H un opérateur fermé symétrique. A est auto-adjoint

si et seulement si o(A) C R.

Théoreme 1.1.4. [Caractérisation des opérateurs a image fermé]
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Soit A : D(A) C Hi — Hj un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = Hj.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) R(A) est fermé, (ii) R(A*) est fermé, (iii) R(A) = N(A*)L, (iv) R(A*) = N(A)*.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théoréeme 1.1.5. Soit A : D(A) C Hy — Hp un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = Ho.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est surjectif, i.e., R(A) = Hp,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
lv] <k|A*v|, Vv e D(AY),

(c) N(A*) = {0} et R(A¥) est fermé.

Corollaire 1.1.1. Soit A : D(A) C Hy — Hj un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = H;.
L'opérateur A admet un inverse borné A~ sur Hy si et seulement s'il existe deux constantes m et

my telles que
lu| < my |Au|, Yue€ D(A),

lo| <my|A*v|, Yo e D(A").

1.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : D(A) C H — H un opérateur non borné que 1’on suppose ferméﬂ et a

domaine dense.

Définition 1.1.7. On appelle ensemble résolvant de A, I'ensemble
p(A) ={A € C: A = Al — A est bijectif}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté o(A) =

C\p(A).

1. L'hypothese de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. Si An’estpas fermé, alors p(A) = Q.
3. SiA= A% alorsc(A) # Detc(A) CR.
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e On note que si A € p(A), l'inverse R(A; A) = A ! est défini sur tout I'espace et est fermé.
Par le théoreme du graphe fermé, il est borné, i.e., A;l € L(H). Cet opérateur est appelé la
résolvante de A.

e L'ensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et I'application p(A) 2 A —
R(A; A) est analytique sur chaque composante connexe de p(A). La résolvante satisfait a

I’équation fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante :
R(A1; A) = R(A2; A) = (A2 — A1)R(A1; A)R(Ag; A).

e Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus I'opérateur A est borné, alors o(A)
est un compact non vide.
Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

e Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :
0p(A) = {A € C: A, n’est pas injectif}.

Un élément A de 0,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 # ¢ € D(A) tel
que A % = 0, que I'on appelle vecteur propre (fonction propre quand H est un espace de
fonctions) correspondant a A.

e SiAe€o(A)\oy(A) donc Ay est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

. SiR(A)) n’est pas dense, on dit alors que A € 0,(A) le spectre résiduel de A.

. SiR(A,) est dense, on dit alors que A € 0.(A) le spectre continu de A.

1.1.5 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.1.8. On dit qu'un opérateur K € L(H,, Hy) est compact si K(B,, (0,1)) est
relativement compact pour la topologie forte. On désigne par K(H;, Hy) ’ensemble des

opérateurs compacts de Hy dans H; et on pose K(H;, Hy) = K(Hy).

» La compacité d'un opérateur T € L(H;, Hy) est caractérisée comme suit :

T € K(Hy, Hy) < V(x,) C H;, x, — 0 (faiblement) = Tx,, — 0 (fortement).
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» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S; € L(E, F) et S, € K(F, G) (resp. 51 €
IKC(E, F) et Sy € L(F, G)), alors $,51 € K(E, G).

» [Théoreme de Shauder] Si K est compact, alors K* est compact. Et réciproquement.

Théoréme 1.1.6. Soit K € K(H) avec dim(H) = oo. Alorson a :
(a) 0 € 0(K),
() o(K)\{0} = op(K)\{0},
(c) 'une des situations suivantes :
. ou bien o(K) = {0},
. ou bien o(K)\{0} est fini,

. ou bien o(K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreéme 1.1.7. On suppose que H est séparable. Soit T € K(H) un opérateur auto-adjoint

compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

Vx € H, x=uxy+ Z(x, ex)er, Tx= Z Axey,
k>1 k>1

oit xg € N(A).

Définition 1.1.9. Soient Hy, H, deux espaces de Hilbert séparables et T € K(Hj, Hy). On
appelle valeur singuliere de I'opérateur T, le réel positif s = v/A, ot1 A est une valeur propre

de l'opérateur K = T*T : Hy — H.

Théoréme 1.1.8. [Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)] Soit T € K(Hy, Hp) et P
la projection orthogonale sur N(T). Alors il existe une suite de valeurs singuliéres s; > sy --- >0

et deux systemes orthonormés {1, ¢z, - -+ } C Hy, {41, o, - - - } C Hy telles que :
Tor = s, T o = spqr,

h="Y (h ¢r)er +Poh, Th="Y_sc(h, ox) P
k=1 =1

Le systeme {(sx, @k, Px) }k>1 est dit systeme singulier de T.
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1.1.6 Famille spectrale et résolution de 1'identité
e Version discrete

Définition 1.1.10. Soit A : D(A) C H — H un opérateur non borné. Alors A est dit a
résolvante compacte si

VA €p(A), R(A;A) € K(H).
On a le résultat suivant :
Théoreme 1.1.9. Un opérateur A : D(A) C H — H est a résolvante compacte ssi il existe
ue p(A) tel que R(u; A) € K(H).

Théoréeme 1.1.10. Soit A : D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors
(1) 0v(A) =Q,
(2) 0(A) =0p(A)Uo(A) CR,
(3) A>0 <= 0(A) C [0, .

Théoréeme 1.1.11. Soit A : D(A) C H — H un opérateur auto-adjoit borné inférieurement
et a résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans H,

(em)m>1 C D(A), et une suite de réels (A, )>1 telles que
M S A< S Ay — oo, Aey = Agey, m=1,2,---

De plus, les valeurs propres (A ) admettent la caractérisation (formule de min-max de Courant-

Fisher) suivante :

, (Au, u)
Am = min max -——-—,
Vin€Vn(D(A)) 0£ucV,, |u|
Am = max min (Au, u)

Vi 1€V 1 (H) 0£uevi np(a)  [u>
oit Viu(D(A)) :== {V s.e.v. de D(A) tq dim(V) = m},Vy,_1(H) := {V s.ev.de H tq dim(V) =
m—1}.
Remarque 1.1.1. Si A : D(A) C H — H est un opérateur auto-adjoint avec A > 0 >

0 = 0 € o(A), et l'injection H' := (D(A),|.|g) < H est compacte, alors A est a

résolvante compacte et donc diagonalisable.
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e Version continue

Définition 1.1.11. Une famille {E, } \cr de projections orthogonales dans H est appelée

famille spectmlelﬂﬂ ou encore résolution de l'identité si elle satisfait aux conditions :

¢

(i) Ea Ey = Einf(/\,y)/ A peR,
(ii) E—o=0, Ein=1,
ou E_ooh = /\lim Eyh, Eycch = lim E)h, heH,

—»—00 A—+o0

(lll) Er,o=E, ou E)H—Oh = lim E)H_gh, h e H.

\ >0, e—=0
Les limites sont prises au sens de la norme de H.

Théoreme 1.1.12. Soient H un espace de Hilbert et A un opératur auto-adjoint dans H. Alors il

existe une famille spectrale {E) } \cR telle que

(Ax, y) = //\d(EAx, y), Ax= /AdE)\x.
R R

On note symboliquement A = / AdE,.
R

Théoreme 1.1.13. Soit A — f(A) une fonction continnue a valeurs réelles. Soit D C H défini

par :

D={heH: / FA P d|Eah|? < oo
R
Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

(Sx, y) = /f(/\) d(Exx,y), x€D,yeH,
R

de domaine D(S) = D.

4. Pour une bonne compréhension de la théorie des opérateurs auto-adjoints, on cite le joli livre de
DENISE HUET : Décomposition spectrale et opérateurs, PUF, (1976).

5. Lelivre de R. DAUTRAY & J.-L. LIONS, Analyse mathématique et calcul numérique. Tome 5 (spectre
des opérateurs), Edt. Masson, (1988). [§3. page 136-180].
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Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

—+o0
Soit A un opérateur auto-adjoint dans 1’espace de Hilbert H, A = / AdE), Ay = info(A) >

Ao
0, sa décomposition spectrale.

Définition 1.1.12. On définit :

e Les puissances de A.

+o00 400
A = / NdE, reR, heDA) — / A2 d|EAh[? < oo,
Ao Ao

On note ici, que pour toutr <0, A" € L(H), etsir =0, AV =1

Pour tout r > 0 et pour tout 1 € D(A"), ona (A'h, k) > AL|h|%

Pour tout 7 > 0, D(A”) muni de la norme |i|2 = |A"h|?>, h € D(A"), est un espace de
Hilbert.

Si0<r; <ry D(A™?) — D(A") et D(A"?) est dense dans D(A™).

e f(A) pour une fonction f continue sur R.

+o0 “+0oo
F(4) = [ Q) aEy, heD(f(A) <= [ IFNPAEMP < oo,
Ao Ao

1.2 Problemes inverses et problémes mal-posés

0 Problémes directs en EDP
Etant donné un domaine Q C RY, on s’intéresse aux solutions  :

Q x [0,00[> (x,t) —> u(x,t) € Ede
( u,g—I—F(t,x,aﬁ}u,...,aiiu) = f, dans ),

{Bi}?zlu =g sur 9Q) x [0, oof,

u(x,0) = ug(x) dans Q.

\
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[J Problémes inverses en EDP
A partir d"une connaissance partielle de la solution u de 'EDP (mesures internes, mesures
frontieres), retrouver :

® f,81,...,8g — ldentification de sources.

e 1) — Identification de données initiales.

e [ — Identification de coefficients.

e () — Identification géométrique.
» Toute problématique directe génere une famille de problemes inverses.
On peut classer les problémes inverses en deux catégories : les problemes qui visent a
déterminer des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problemes liés a
l’estimation de parametres intrinseques du systeme. Le premier type de problemes apparait
des que la mesure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique.
Dans la deuxieme catégorie de problemes inverses, 1'objectif fixé est de déterminer a partir
d’une connaissance partielle de 'etat du systeme, les parametres décrivant le modele
physique.
La difficulté principale des problémes inverses est leur caractére généralement mal poséﬁ
[0 Formulation abstraite
On peut toujours écrire un probleme inverse sous une formulation vectorielle abstraite

(input-output).

Définition 1.2.1. [Hadamard 1923] Soient X, Y deux espaces de Banach, et A : X DO
D(A) — Y un opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probléme inverse Ax = y est bien
posé au sens de Hadamard si

Existence : Pour tout y € Y il existe x € X tel que Ax =y.

Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x € X.

Stabilité : La solution x dépend contintiment de la donnée y.

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probleme est dit mal posé.
En pratique, cela veut souvent dire qu’il n’existe pas de solution unique ou que, si elle

existe, une légere modification des données conduit a des solutions tres différentes.

6. Alors que les mémes causes provoquent les mémes effets, des effets identiques peuvent avoir de
multiples causes : les problemes inverses sont mal posés.
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Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien siir trés important dans cette définition. La
stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il y a un probléme de stabilité, le calcul numérique

de la solution peut devenir impossible a cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Remarque 1.2.1. La définition donnée par Hadamard est tres contraignante dans la pra-

tique. Il faut donc relaxer la définition d’un probléme bien posé.

Définition 1.2.2. [Lavrentiev 1959] (Stabilité conditionnelle) Soit A: X D D(A) — Y
un opérateur fermé, densément défini. On dit que le probleme Ax = y est conditionnelle-

ment stable (ou correct au sens de Tikhonov) sur M C D(A) s’ il existe une fonction
w : Ry — Ry, continue en 0 avec w(0) =0,

telle que l'on ait
2 — 21| < w(quz - Ax1\|>, Vo, x1 € M.

L’ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori).
L’appartenance de u a M signifie certaine régularité ou certaine bornitude vérifiée par la

solution u.

1.2.1 Exemples de problémes mal posés

Exemple 1.2.1. Probleme de Cauchy pour 1’équation de Laplace. Considérons le pro-

bléme suivant :
Au=0, (x,y)€Rx(0,00),

u(x,0) =0, x€R, (1.2.1)
dyu(x, 0) = ¢e(x), x€R,

oit @¢(x) = esin(x/¢), € > 0. On vérifie aisément que u.(x, y) = e*sinh(y/¢) sin(x/¢) est
une solution du probleme (1.2.I). On remarque que (¢, —> 0, ¢ —> 0) mais (ue(x, y) —
00, ¢ — 0) pour tout x > 0 fixé. Ce qui prouve que les solutions de (1.2.1) ne dépendent

pas continiment des données initialesﬂﬂ

7. Les équations elliptiques avec des conditions manquantes (lorsqu’il y a des zones inaccessible a la
mesure) sont des problemes instables.
8. Pour plus de détails, on cite les travaux :
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Exemple 1.2.2. Probléme rétrograde pour I'équation de la chaleur. Trouver u(x, 0) =

up(x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ de temperature u(x, t) vérifié :

ur—uyy =0, x€(0, 1), te (0, T),

u(x, T)=19(x), 0<x<m, (BCP)

u(©,t) =u(m, t)=0, 0<t<T,

o P € Ly(0, 7r) une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la

solution du probleme (BCP) sous la forme :

u(x’ t) — Z e(T—t)l/Qanen(x),
n=1

ou ¢, est le coefficient de Fourier d’ordre n de 1 :

Py = (P, eq) = \/%/gb(x) sin(nx)dx, e,(x) = \/gsin(nx).
0

Soit ¢(x) = up(x, 0) la temperature initiale. Alors d’apres 'égalité de Parseval, on a :

[e9)
2
el =) e yul®

n=1

On considere maintenant le probleme (BCP) avec des données bruitées :
1
Y =9+ Eek(x)-

1
On remarque que ||¢x — || = PR 0, k — +oco mais

1
[(r; 0) — u(y; 0)|| = %esz s 4oo, k — 4o,

L. BOURGEOIS, A mixed formulation of quasi-reversibility to solve the Cauchy problem for Laplace’s equation,
Inverse Problems 22 (2006), 413-430.
L. BOURGEOIS, Convergence rates for the quasi-reversibility method to solve the Cauchy problem for Laplace’s
equation, Inverse Problems 21 (2005), No. 3, 1087-1104.
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On voit tres clair que le probleme (BCP) est instable donc mal posé. C’est pour cela, qu’on
dit que les phénomenes de la chaleur sont irréversibles.
La solution de 1’équation de la chaleur avec la condition initial u#(x, 0) = ¢(x) € Ly(0, 7)

est donnée par la formule :

= ie n? q)nei’l /{
n=1 0

Ainsi, u est solution du probleme (BCP) ssi ¢ satifait 1'équation de Fredholm de premiére

SN

i e "sin(nx 51n(n§)} @(&)dg.

n=1

espece :
7T
Ko=1v, u(xT) /K §)dc=y(x), 0<x<m,
0
ouK(x, ¢) = Ze n? T'sin(nx) sin(n¢).

L’opérateur mtegral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ott £~! n’est pas

borné. Ce qui montre le caractere mal posé du probleme (BCP).

Exemple 1.2.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le pro-

bléme suivant :

{ ug(t) + Au(t) =0, 0<t<T,
(HCP)

u(0) =9, w(T) =14,
ol ¢, P sont des fonctions données dans H, et A : D(A) : H — Htelque A = A" et
A>6>0.
SiA = (k7'c)2 JT?, k=1,2,---, ne sont pas des valeurs propres de A, alors I'opérateur
(sin(T\/Z) ) est injectif, et la solution formelle du probleme (HCP) est donnée par :

1

u(t) = sin((T — H)V/A) (sin(Tv/4)) b+ sin(tVA) (sin(TvA)) .

Inversement, si {/\k = (kr[)z/Tz, k=1,2,..., } Noy(A) # @, alors la solution du pro-
bléeme (HCP) n’est pas unique. Cependant, le probleme (HCP) est mal posé au sens

d’Hadamard dans les deux cas : les valeurs A, = (k7t/ T)z, k=1,2,---, peuvent étre
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proches des valeurs propres de A :

[0, +00[2 A — sin(; v n’est pas bornée au voisinage des Ay.
» On remarque d’aprés les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées a
cette catégorie de problemes :
1 Lanon unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur
la solution et une bonne connaissance de la nature physique du probléme, pour récupérer
I"unicité.
2 L'instabilité. Ce caractere est le plus problématique, surtout dans I'implémentation nu-
mérique. Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergeant
et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractere
d’instabilité, on régularise par un probleme proche (dans un certain sens) qui est stable.
Les méthodes de régularisation sont variées, chaque probleme nécessite un traitement
spécifique selon sa complexité et son degré de mal position (Pour une bonne référence sur
les méthodes de régularisation, on cite le livre de H.W. Engel [40]).
Afin de proposer une stratégie de régularisation efficace, on doit mesurer tout d’abord
la complexité du probleme posé. En général, on ne dispose pas d'un cadre théorique
permettant de donner des réponses a ce type de questions, mais dans des cas particuliers, on
a des criteres qui caractérisent que tels problemes sont fortement mal posés ou faiblement
mal posés.
Pour les opérateurs compacts, on utilise le critere suivant :

Soient Hy, H, deux espaces de Hilbert séparables, T € .# (Hy, Hy), et soit I’équation :
K:Hy — Hy, u — Ku=nv. (E)

On dit que le probleme (E) est faiblement mal posé (resp. fortement mal posé), si les valeurs
singulieres s, de K sont équivalentes a o (resp. Ce™™"), o1 C et p sont des constantes

positives.
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1.2.2 Méthodes de régularisation

Considérons un opérateur inverse Kh; = hy ou K : Hi — Hj est un opérateur com-

pact injectif.ﬂ On suppose que h; € R(K), i.e., le probléme inverse posséde une solution

unique. E

Définition 1.2.3. Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : Hy — Hy, (¢ > 0) est

dite "famille régularisante" pour 1'opérateur K si

Vhi € Hy, m (RyK)hy = hy, i.e., RyK — I simplement.

li
a—>0
Remarque 1.2.2. Si R, est une famille régularisante pour 'opérateur K : X — Y, ot1 X est
de dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés, i.e., il existe

une suite (a,) C Ry telle que lim |Ra, || = +co.

La donnée initiale y € Y n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient
la perturber. Notons y; la donnée perturbée oti le nombre 1 > 0 est le niveau du bruit, i.e.,
=yl <1

Notons x,,,; = Ryyy, 'approximation de la solution du probleme inverse Kx = y obtenue
avec l'opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant 1'inégalité triangulaire

sur |x — x,,| on obtient
|x = Xay| = [(x = Ray) + (Ray = Xap) | < 77[[Ral[ + | (x — Ray)|- (1.2.2)

Le premier terme de droite de 1'équation[I.2.2] représente la majoration de l'erreur diie au
niveau du bruit. Par la Remarque nous avons vu que ||Ry|| — +co quand &« — 0.
Il ne faut donc pas choisir a trop petit sinon I’erreur peut devenir tres grande. Par contre
le second terme de droite de tend vers 0 quand « tend vers 0 par définition de R,.
Nous allons faire tendre le niveau du bruit 77 vers 0 et nous allons choisir une stratégie de

régularisation de maniere a ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution

9. Le fait de choisir K injectif n’est pas tres contraignant car on peut toujours restreindre 'espace H; au
complément orthogonal de N(K), out N désigne le noyau.
10. Il faut noter que notre probleme Khy = hy inverse est toujours mal posé a cause de la non continuité de
K.
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X.

Définition 1.2.4. Une stratégie de régularisation 7 — «(#) est admissible si pour tout

xe X

lim a(y) =0et lim (sup {]R(X(U)y;7 — x| telque |Kx —y,| < 17}) =0. (1.2.3)

1’]—)0 ?7—)0 yﬁey

Plusieurs exemples de stratégies de régularisation admissibles se trouvent dans le livre
[40].

1.3 Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est passé de la formulation mathématique pure aux applications et
il a été utilisé pour modéliser de nombreux phénomenes physiques dans divers domaines
[96, 1101, 120].

Les dérivées fractionnaires et les dérivées d’ordre entier sont des opérateurs linéaires. Mais,
les dérivées d’ordre entier sont des opérateurs locaux et les dérivées fractionnaires sont
des opérateurs non locaux. Ce qui fait est un outil qui peut servir a la description et la
modélisation de certains phénomenes de la physique, la chimie, la biologie, I'ingénierie
mécanique, le traitement du signal et 'identification des parametres, I’électrotechnique, la

théorie du controle, la finance et la dynamique de changement de phases [93, [109].

1.3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

On commence par la formule qui donne les primitives successives d une fonction continue.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on sait que la primitive de f est donnée par :

i) = [ fw

Pour une primitive seconde, on aura :

I2f(x) = /ax/axf(t)dtds — /ax(x—t)f(t)dt.
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Par itération, on obtient :

I = ﬁ /ux(x _ O E(dt, ne NS

En généralisant cette formule a un ordre « réel positif et on remplagant la fonction factorielle

par la fonction Gamma, on aura la définition suivante :

Définition 1.3.1. Soit:f : [a,b] — R une fonction continue, on définit I'intégrale fraction-

naire a gauche de Riemann-Liouville de f comme suit :

1 X
1“:—/ — 1) f(t)dt, a €RY.
a r( 0() . (x ) f ( ) & =+
Remarque 1.3.1. 1. T'intégrale fractionnaire & droite de Riemann-Liouvillede f : [a,b] —

R est définie comme suit :

b
= F(la) / (x— " F(B)dt, « € R

2. Poura =0,0ona:

f(x) = If (x) = f(x).

3. La fonction gamma est définie comme suit :

—+00
I'(z) :/ e '"1dy, Re(z) > 0.
0

4. Pour toutz € C\Z_,ona:
[(z+1)=2zI(z);

en particulier, pour n € N*,onalI'(n) = (n — 1)L

5. La fonction Béta est donnée par :

1
B(z,w) = / £#-1(1 — £)*~1dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0.
0

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques M.S.E. Meziani



1.3 Calcul fractionnaire 24

6. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit :

B(z,w) = %,Vzw : Re(z) > 0,Re(w) > 0.

Exemple 1.3.1. Soit f(x) = (x —a)f ou p > —1.0na

f(x) = ﬁ /ax(x — (¢ —a)Pdta < x < b,

On effectuant le changement de variable suivant: t = a + 7(x —a),0 < 7 < 1 et en utilisant

la fonction Béta, on trouve que :

‘ -

Ff(x) = 2 (x —a)**h /01(1 — 1) 1Pt

)1
’_\/-\

= (x—a)**PB(w, p+1)

n

=Ly el T)
Flecﬁ+1) I'a+B+1)
= fasprn O

~—

=
A’_\/—\

A N—

Théoreme 1.3.1. [121] Si f € 1LY ([a, b]) avec a fini alors I* f (x) existe pour presque tout x € [a, b]
etonal’f(x) € L([a,b]).

Proposition 1.3.1. [78] L'opérateur I f (x) est borné dans ILP ([a, b]) et on a
12 f Gl < KL fllp,
pour toute f € ILP avec 1 < p < +o0.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée de Caputo a été introduite pour l'utilisation de conditions initiales physi-
quement interprétable, c’est pour cette raison on a préféré d’utiliser cette notion pour

généraliser 1’équation de Laplace classique.
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Définition 1.3.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a est donnée par :

1

DEF() = 1" f () = s [T "0t e 1]

avecm = [a] +1sia ¢ Netm =asia € N.

Remarque 1.3.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'une constante est nulle, i.e.,
DK = 0.

Proposition 1.3.2. [78] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour f,g € C([a,b]) et A,6 € R, ona

Dy (Af(x) +6g(x)) = AD; f(x) + 6Dg8(x),

i.e., Dy est un opérateur linéaire.

2. Pouroa > 0,0na

3. Si Dy f(x) = Oalors :

m—1 )
F(x) = ¥ cilx —a.
i=0
4. Pour f € C"([a,b]) eta > 0,0na
LR Y = (x — a)i i
GDaf(x)] = flx) = ) f1(x).

1
=0 b

5. Soit f € CY([a,b]).Si0<a<1,0<B<letO<a-+pB<1,alorsona

D% o Dif(x) = D o D¥f(x) = Dy P (x).

1.4 Méthodes de projection de Krylov

Wcewr vawt ane néponse approvimative ¢ la boune guestion gue la réponse exacte ¢
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- Jotiee Yuloey

La modélisation des probléemes que 'on rencontre en ingénierie et dans les domaines
appliqués, conduit éventuellement apres une étape de discrétisation, a la résolution de
systemes d’équations ou a 'approximation de couple propre en dimension finie. Le trai-
tement numérique de ces systémes complexes nécessite des méthodes rapides et stables,
d’ot1 la nécessité d’utiliser des techniques itératives sophistiquées ou des méthodes de
réduction de taille basées sur les projections orthogonales, qui permettent de réduire la
taille du systéme a étudier. Ces méthodes de projection consistent en général a construire
une matrice dite projetée, de taille plus petite que celle de la matrice de départ. Parmi les
approches de projection qui ont été largement étudiées et exploitées avec succes, il y a les
méthodes de type Krylov qui sont basées sur des techniques de projection orthogonale
sur un sous espace K, (A,b), appelé «<sous-espace de Krylov>> de taille m, ott m croit
avec les itérations. La convergence des méthodes de Krylov est assurée pour m = N
(en arithmétique exacte), mais notre souhait et ce qu’on espere c’est la convergence pour
m << N (N étant la taille de la matrice du probleme discret), pour une précision donnée.
On note ici que ces méthodes sont connues sous le nom «méthodes polynomiales>>, leur
convergence est super-linéaire, de plus elles possedent un effet régularisant remarquable
pour les probléemes mal posés et les systemes linéaires mal conditionnés.

Dans la littérature mathématique, on remarque que ces derniéres années, un nombre de
travaux a été consacré a ces approches. Cet effort scientifique est un témoignage sur la
popularité et l'efficacité de ces outils mathématiques dans le traitement numérique de
I'analyse spectrale de grande échelle.

En raison de leur succes retentissant dans les applications, les méthodes du sous-espace de

Krylov figurent parmi les "10 meilleurs algorithmes" du 20°™® sicle [28] 33].
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1.4.1 Sous-espaces de Krylov
U o'y a pas d awtre méthode que d 'étre trés cutelligent.
- Yhomas Stearns Elcor
Dans son article de 1931 [83], A.Krylov ne pensait pas a un processus de projection, et il
ne s’intéressait pas a la résolution d’un systéme linéaire. La motivation c’était comment
exploiter des calculs algébriques dans ’analyse des oscillations des systemes mécaniques.
Il a construit une méthode de calcul du polynéme minimal d"une matrice; algébriquement,

sa méthode est basée sur le fait important suivant.

Etant donné A € KN*N (K = R ou C) et un vecteur non nul b € KY, considérons la suite
de Krylov générée par A et b,
b, Ab, A%, ....

Il existe alors un nombre entier défini de maniere unique d = d(A, b), de sorte que les vec-
teurs b, Ab, ..., A?1p sont linéairement indépendants, et les vecteurs b, Ab, . . ., Ad_lb, Ap
sont linéairement dépendants. On a toujours d > 1 puisque b est non nul, etd < N puisque
les N + 1 vecteurs b, Ab, ..., ANb doivent étre linéairement dépendants.

Par construction, il existe des scalaires 7, ..., v4_1 avec
-1
Al =Y 4;Alb. (1.4.1)
j=0

Ici A%D est soit le vecteur zéro (etdonc yg = ... = vy4-1 = 0), soit A“b est une combinaison

linéaire non nulle des vecteurs linéairement indépendants b, . . ., Ad-1p,

On peut écrire (1.4.1) comme
-1
p(A)b =0, avec p(A)=A?— Y .
j=0
Le polyndéme p(A) est appelé le polyndme minimal de b par rapport a A. Son degré

d = d(A,b) est appelé le grade de b par rapport a A. La terminologie utilisée ici avait déja

été formulée par Gantmacher dans son article de 1934 [47] sur ’analyse algébrique de la
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méthode de Krylov.
L’observation de Krylov peut étre reformulée de la maniere suivante. Pour chaque matrice

carrée A et un vecteur b, la suite (emboitée) des sous-espaces de Krylov définie par
Ku(A,b) = vect{b, Ab, .. .,A”_lb}, pour n=1,2,...,. (1.4.2)

cessera finalement de croitre et deviendra invariante par rapport a A. En particulier, si d
est le grade de b par rapport a A, alors A%b € K4(A,b), cf. (1.4.1), et donc

AK4(A,b) C Ky(A,b)

Pour des raisons techniques, nous définissons /Co(A, b) = {0}.

On va maintenant montrer que la solution d"un systéme linéaire Ax = b a une représenta-
tion "naturelle” en tant que membre d’un sous-espace de Krylov K (A, b), En utilisant le
polynome minimal de b par rapport a A pour représenter la solution d’un systéme linéaire
Ax = b dans le cas ol1 A est une matrice non singuliére.m De , on a

d d—1 d—1
, 1 , 1 ,
p(A)b=Y 7jAb=0=——Y 79 1A b=b=——Y 7;,1Ab=A""b.
j=0 Yo j=0 Yo j=0
Par conséquent, comme le grade de b par rapport a A est le plus petit degré du polynome
minimal, alors la représentation de A~'b est la plus courte. Cette formule représente

x = A~'b immédiatement comme un élément d"un espace de Krylov.

Théoréme 1.4.1. [71] Si le polyndme minimal du vecteur b par rapport a la matrice non singuliere

A ale degré d, alors la solution de Ax = b est dans l'espace ICy(A, b).
Les résultats de base sur les sous-espaces de Krylov sont donnés par le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. [92] Soit A une matrice carrée, et soit b un vecteur de grade d > 1 par rapport a A.
Alors on a les résultats suivants :
(1) dimKC,(A,b) =npourn=1,...,d.

11. Dans le cas ot A est une matrice singuliere, la méthode des sous-espaces de Krylov résout le systeme
linéaire Ax = b par le pseudo inverse de Drazin, pour plus de détails voir[71, Section. 6 et Section. 7]
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(2) d—1<dim AK;(A,b) <d, et si A est non singuliere, alors :
AK4 (A, b) = Ky(A,D).

(3) Si AK4(A,b) = K4(A,b),alors b € Im(A).

Dans ce qui suit, on va décrire les algorithmes les plus importants pour la génération
des bases orthogonales du sous-espace de Krylov. Dans cette description, on continue a
supposer une arithmétique exacte.

Bien qu’historiquement les choses ont été développées différemment, il convient de consi-
dérer d’abord ce que 1'on appelle aujourd’hui 'algorithme d’Arnoldi [3]. Il peut étre
considéré comme une variante de la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt ap-
pliquée a la suite de Krylov afin de générer une base orthonormée du sous-espace de
Krylov. Lalgorithme (1)) est I'implementation classique de Gram-Schmidt de I'algorithme

d’Arnoldi. En partant d’un vecteur v; = I'étape n de l'algorithme génére un vecteur

1ol
Uy+1 qui résulte de 1’orthogonalisation du vecteur Av, (plutdt que A"vq) par rapport aux
vecteurs orthonormaux vy, ..., v, générés précédemment. Si I’algorithme ne s’arréte pas a
I'étape 1, on obtient

Upt1 = @u(A)vy, (1.4.3)

ol ¢, (A) est un polynome de degré n, et

(On41,95) = 01 (@j-1(A)) Pn(A)v1 =0, j=1,...,n, (1.4.4)

ot (.,.) désigne le produit scalaire euclidien. L'algorithme se termine lorsque h,,+1, = 0, ce
qui se produit si et seulement si Av, € Vect{vy,...,v,} = K,(A,b). Par construction, cela
signifie que n = d, ot d est le grade du vecteur initial b par rapport a A. Le vecteur v,
disparait, et donc le sous-espace final de Krylov C;(A, b) est invariant par rapport a A.

En raison des instabilités numériques, I'implémentation classique de Gram-Schmidt de I’al-
gorithme d’Arnoldi est rarement utilisée. L'implémentation la plus courante utilisée dans
les calculs pratiques est basée sur 1’orthogonalisation de Gram-Schmidt modifiée, indiquée
dans I'algorithme (2). L'algorithme (T) et sont mathématiquement équivalents, ce qui
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signifie qu’en "absence d’erreurs d’arrondi, ils donnent des vecteurs identiques, vy, ..., v;.
Dans ’algorithme , le i résultat intermédiaire 0, ;1 ;, de 'orthogonalisation a 1'étape n
est le résultat de 1’orthogonalisation de Av,, par rapport aux i premiers vecteurs précédents,
v1,...,v;. Comme l'orthogonalisation est effectuée de maniere récursive, l'algorithme (2) a
beaucoup moins de possibilités d’effectuer des opérations arithmétiques en méme temps
que l'algorithme (T)). Cela peut jouer un rdle sur les architectures informatiques paralleles
modernes, ou la simultanéité des calculs doit étre prise en compte. Des détails sur les

algorithmes numériques paralléles peuvent étre trouvés dans [34, 53, 108].

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques M.S.E. Meziani



1.4 Méthodes de projection de Krylov 31

Algorithm 1: Arnoldi algorithm, classical Gram-Schmidt

Data: matrix A € KN*N, nonzero initial vector b € KV. Let d be the grade of b with

respect to A.

Result: orthonormal vectors vy, . .., v; with span{vy,...,v,} = K, (A, b) for
n=1{1,...,d}.
b

Initialization: v = —— ;

1o’
forn=1,2,...do

n
Uy = Avy — Zhi/nvi, where h;,, = (Avy,v),i=1,...,n,;
i=1
hyt1n = ||Ons1]], I hyy1, = 0 Then stop ;
Un+1

4

Opy1 =
i hn—l—l,n

end

Algorithm 2: Arnoldi algorithm, modified Gram-Schmidt
Data: matrix A € KN*N , honzero initial vector b € KN. Let d be the grade of b with

respect to A.
Result: orthonormal vectors vy, . .., v; with span{vy,...,v,} = K, (A, b) for

n:{l,...,d}b.

Initialization: v = —— ;

|| || '

forn=1,2,...do
6\n+1,0 = Avy ;
forn=1,2,...,ndo
‘ Unt1,i = Ont1,i-1 — Hin0i, where hiy = (Op41,i-1,0i);
end
6n+1 = f7\n+1,n}
hn+1,n = H@H—l ||/ If hn+1,n = 0 Then StOp,‘
5}1—1—1 .

Opt+1 =
i hn—i—l,n’

end

On écrit maintenant 1’algorithme d’Arnoldi en termes de matrices. Soitla V;, = [vy, ..., vy
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ou ses colonnes sont formées par les vecteurs de base orthonormaux vy, ..., v,, et

hl,l hl,Z e hl,n
hz 1 hz 2 PN h?_ n
Hn,n - ’
| hn,n—l hn,n 1

la matrice de Hessenberg supérieure non réduite n x n de coefficients de récurrence h; ;
("non réduite" signifie qu’aucune composante sous-diagonale /; ;_; ne disparait pas). Apreés

n étapes de l'algorithme, on a
AVn - Van,Tl + hn+1/nvn+1e;, n = 1, 2, ceey (1.4.5)

ouV;V, = I,,V;u,.1 = 0, ete, est la n®™€ colonne de I,,. A litération d, on obtient

hgt14 = 0, et (1.4.5) devient

AV, = VyHy ;. (1.4.6)

Ici, H; 4 peut-étre interprétée comme étant la représentation matricielle de la restriction
orthogonale de 'opérateur linéaire A au sous-espace K;(A, b) invariant par rapport a A

dans la base vy, ...,v,. En effet,
Vi(VaV;A)V; = ViAV; = Hyy. (1.4.7)

L’algorithme d’Arnoldi peut étre considéré comme un outil pour la réduction unitaire de
A ala forme supérieure de Hessenberg : lorsque 1’algorithme s’arréte avec Iy 5 = O et
d < N, la réduction peut étre poursuivie (si nécessaire) en démarrant un autre algorithme
d’Arnoldi avec A et un vecteur initial v, qui est orthogonal a vy, ...,v;. Cela donne
finalement une matrice unitaire V et une matrice de Hessenberg supérieure H (pas néces-
sairement non réduite), de sorte que AV = VH.

Supposons maintenant que A soit hermitienne. Alors la matrice supérieure du Hessen-
berg V; AV; = H; ; doit également étre hermitienne, et donc tridiagonale. La récurrence

complete pour le vecteur v, 1 dans 'algorithme (1) se réduit alors a la récurrence a trois
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termes

Upt1 = Avy — hn,nvn - hn—l,nvn—l-

Pour une matrice hermitienne A, il suffit donc d’orthogonaliser le vecteur Av,, par rapport
aux deux vecteurs orthonormaux les plus récents v, et v,_1, ’orthogonalité par rapport
a tous les autres vecteurs v,,_», ..., v est automatiquement garantie. L'algorithme qui en
résulte est appelé l'algorithme de Lanczos hermitien. Bien qu’il est attribué a Lanczos [85),
86], cet algorithme ne représente rien d’autre que la formulation matricielle de I’algorithme
classique de Stieltjes pour le calcul des polyndmes orthogonaux [29] 126) 127,128, [129].

L’algorithme (3) est une implémentation de 1’algorithme Hermitien Lanczos qui est basé
sur deux récurrences couplées a deux termes. En conséquence de I’analyse historique de
Paige sur les différentes implémentations [102,[103], cet algorithme est devenu ’algorithme

de Lanczos hermitien.
Algorithm 3: Hermitian Lanczos algorithm
]I(N XN

Data: Hermitian matrix A € , nonzero initial vector b € IKY. Let d be the grade
of b with respect to A.
Result: orthonormal vectors vy, . ..,v; with span{vy,...,v,} = K, (A, b) for
n=A{1,...,d}.
b

Initialization: vyg = 0,61 = 0,01 = —. ;

1]
forn=1,2,...do

uy = Avy — 0,0y-1;
6;1_)'_1 — un - 5;10;1, Where 571 — (un, vn);
Ont1 = ||Ons1]], If 6441 = 0 Then stop;

On+1
7
5n+1

Un4+1 =

end

La forme matricielle de I’algorithme Hermitien de Lanczos est donné par
AV, =V, Ty + 6p10n1er, n=1,2,..., (1.4.8)

ou V'V, = I,,V;jv, 11 = 0 (voir [1.4.5]) Les coefficients de récurrence sont les éléments de
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la matrice tridiagonale hermitienne

T %

02 72 03

Ty = Hpy =

o2 Y2 03
On  Tn

On rappelle que 6j,1 = vj41 >0,j=1,...,n — 1. Ainsi, la matrice T, dans est une
matrice tridiagonale symétrique réelle qui comporte des éléments positifs sur sa premiere
sous-diagonale et sa super-diagonale. Si A est réelle ou complexe, a I'étape d’itération d™,
on obtient §;,1 = 0, et devient

AV, = VT, (1.4.9)

ou T, peut étre interprétée comme étant la représentation matricielle de la restriction ortho-
gonale de l'opérateur linéaire A au sous-espace K;j(A, b) invariant par rapport & A dans la
base v1,...,0,.

L’algorithme de Lanczos peut étre considéré comme une réduction unitaire d"une matrice
hermitienne a une forme tridiagonale. Si l’algorithme s’arréte avec ;.1 = Oetd < N,
alors, de maniere analogue a l'algorithme d’Arnoldi, la réduction peut étre poursuivie
en démarrant un autre algorithme de Lanczos avec A et un vecteur initial v;,1 qui est

orthogonal a vy, ..., 7.

1.4.2 Les valeurs et les vecteurs de Ritz

On considere maintenant la question de savoir si un sous-espace de Krylov donné IC,,(A, b)
contient de bonnes approximations des vecteurs propres et des valeurs propres de A. A cet

effet, on rappelle la procédure de Rayleigh-Ritz.
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Procédure de Rayleigh-Ritz

Soit A une matrice complexe N x N et K un sous-espace de dimension 1 de CV. Une
technique de projection orthogonale cherche un couple propre approximatif (8, i), avec
6 € Cetii € K. Ce couple propre approximatif est obtenu en imposant la condition de

Galerkin suivante :
Al — 0 L K < (Al —61,v) = 0,Vv € K. (1.4.10)

Supposons qu’une base orthonormée {vy, v, ..., v, } de K existe. Notons V = (v1, v, ...,0y),
et soit # = V. Ensuite, la condition (1.4.10) devient

(AVy—5Vy,Uj)=0, j=1,...,n.
Par conséquent, y et § doivent satisfaire
B.y = 0y, (1.4.11)

ot B, = V*AV. Chaque valeur propre 6; de B, est appelée une valeur Ritz, et Vy; est
appelé vecteur Ritz, ot y; est le vecteur propre de B, associé a ;. Cette procédure est

connue sous le nom procédure de Rayleigh-Ritz.

Approximation de Krylov

Les algorithmes (Arnoldi, Lanczos) pour trouver quelques paires propres d"une matrice
générale A combinent les processus donnés par les algorithmes (2) et (3) pour construire un
sous-espace de Krylov avec la procédure de Raleigh-Ritz, ot = K,,(A,b) et B, = Hy
pour le processus d’Arnoldi (matrice de Hessenberg supérieure) et B, = T, pour le

processus de Lanczos (matrice tridiagonale symétrique).

Théoreme 1.4.2. [55, 80] Soient A € RN*N, (A))N.| les valeurs propres de A et (6;)"_, les

valeurs propres de T, (matrice tridiagonale symétrique a l'itération n du processus de Lanczos).
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Alors on a la localisation suivante :

/\min§91§92§---§9n§)\max-

Chaque intervalle (—o0,61],[01,02), . . ., [6—1,64], [6n, +00) contient au moins une valeurs propres
de A.

Le lemme suivant donne 'estimation d’erreur entre les valeurs de Ritz et les valeurs
propres et I'angle entre les vecteurs propres de la matrice A est le sous-espace de Krylov

construits par le processus de Lanczos.

Lemme 1.4.2. [107, Thm. 12.4.1 et Thm. 12.4.3] pour chaque paire propre (A;, s;) de la matice A,

ona _
0 — Aj| = OQ2exp(—4ny/7)),

tan(s;, Ku(A, b)) = O(2exp(—2n,/7)),

oit 7y est lié a I'écart entre les valeurs propres recherchées et le reste du spectre.

1.4.3 Evaluation de f(A)b

La définition des fonctions de matrices est la fusion de morceaux disparates d’analyse com-
plexe et d’algebre linéaire. Cette notion est présente dans plusieurs applications variées :
les équations différentielles, les mesures de connectivité dans les réseaux et les opérateurs
en physique théorique des particules. Quand on veut calculer la fonction matricielle f(A)
elle-méme ou la fonction matricielle agissant sur un vecteur b, i.e., f(A)b, alors il nous faut
plusieurs ingrédients et techniques d’algebre linéaire numérique, d’analyse complexe et

d’approximation de fonctions polynomiales et rationnelles.

Le vrai probleme d’évaluation numériquement d"une fonction matricielle se pose lorsque

la matrice A € KN*N

est de grande taille. Dans ce cas, les méthodes qui existent sont trées
cotiteuses. En effet, le taux de convergence des approximations des valeurs propres et des
vecteurs propres est en général beaucoup plus lent que celui du calcul d’un polynéme de

matrice multiplier par un vecteur. L'idée est donc de projeter f(A)b dans un sous-espace de
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Krylov. Cette technique commence par création de K, (A, b) par l'un des processus donné
par les algorithmes (2),(3) pour avoir une forme réduite donnée par les formules (1.4.5). On

distingue deux cas : pour le cas ot A est non hermitienne, on a:
AV, = V,Hy, + hn+1,nvn+15;/ n=12,...,
et pour les cas ot A est hermitienne, on a :
AV, =V Ty + 6p10n41eh, n=1,2,....

D’apres V. Druskin et L.A. Knizhnerman[35]], on peut construire une approximation de

f(A)b par projection dans K\, (A, b), i.e., on peut considérer
fn - an(Hn,n)e:le”, (]..4.12)

(resp.)
fn = Vaf(Tn)er]|bl], (1.4.13)

comme étant des approximations de f(A)b si A est non hermitienne (resp. si A est hermi-
tienne).

e Le vecteur f, est I'approximation polynomiale p(A)b de f(A)b, oit le polyndme p de
degré au maximum n — 1 interpole la fonction f au sens de Hermite sur I'ensemble des
valeurs propres de H;, , et T),.

Remarque 1.4.1. Pour la cas particulier, si la matrice A € K™ est diagonisable, par
n

définition f(A) = )_vif (A1)v;, ot (v;, A;),_1 sont les couples propres de A. Pour plus
i=1

de détails sur les définitions de f(A) et ses propriétés, et son évaluation numérique, on

recommande le livre : " N. J. Higham : Functions of matrices : theory and computation,

SIAM, 2008".

Cette méthode originale a été introduite par Van Der Vorst en 1987 [137] pour résoudre

I’équation f(A)x = b, ensuite elle a été développée par V. Druskin & L.A. Knizhnerman
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1989 [35], pour calculer le produit f(A)b, ou f est une fonction polynomiale (resp. expo-
nentielle) (f(A)b = exp(A)b, ot 0(A) est négatif).
Apres le succes obtenu, elle a été généralisée pour certaines classes de fonctions rationnelles,

racines carrées, trigonométriques, completement monotones, et de type Markov.

Lemme 1.4.3 (Saad). Soit A € RN*N une matrice carrée et soient V, Hy, , les résultats de la

eme

étape du processus de Arnoldi appliqué a A. Alors, pour tout polynéme p; de degré j < n —1,

ona
pj (A)vy = Vaupj (Hun) €1

Théoreme 1.4.3. [119, Saad] Soit A € RN*N une matrice carée et b € RN un vecteur et soit Vi,

eme f

Hy n (resp. Vi, Ty,) sont le résultat la n
A. Alors

étape du processus de Arnoldi (resp. de Lanczos) sur

f(A)b = ppq(A)b= 1 (Hun) V) b=Vuf (Hyy) V,[ b, (1.4.14)
= |[b]| Vaf (Ha, )
(resp.f (A)b = Pu1(A)b = VuPu_1 (Ta) V;/ b = Vo f (Ta) V) b, (1.4.15)
= 1b]] Vaf (Tu) e1),

ol p,—1 est I'unique polynome d’interpolation (de degré au plus n — 1) de f sur le spectre de Hy, ,

(resp. Ty).

On peut aussi approcher f (A) b via la formule intégrale de Cauchy.

zm/f (01 — Hy ) "t ey, (1.4.16)

ot I" est un contour fermé enfermant A (H, ) (le spectre de Hy, ;) si A est non hermitienne

et
1 -1
b /r F(0) (01— Ty) " eydo, (1.4.17)

ot I est un contour fermé qui enferme A (T;,) (le spectre de T},) si A est hermitienne [?].
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Théoréme 1.4.4 (Hochbruck & Hochstenbach). D’aprés Hochbruck & Hochstenbach dans [67],
les trois formules (1.4.12),(1.4.14) et (1.4.16) (resp. (1.4.13) et (1.4.1/)) sont équivalentes.

Pour illustrer la convergence, nous ne présentons qu'un résultat pour les matrices normales.
Le maximum n’est pas pris sur un ensemble discret, mais sur un ensemble compact convexe

() contenant les valeurs propres de A.

Théoreme 1.4.5. [13] Supposons que A € CN*N est une matrice normale et supposons que

Q) C C est un ensemble compact convexe tel que A(A) C Q. Soit f, 'approximation de Krylov

de f(A)b définie par (1.4.12). Alors,

1£(A)0 = full < 2[[b]l in max|f(z) = p(z)]

Cette majoration donne plusieurs interprétations qualitatives de ’erreur. Des conditions
suffisantes pour une convergence rapide peuvent étre facilement identifiées : La méthode
fonctionne bien si

— f(z) peut étre bien approchée par des polyndmes d’ordre inférieur.

— Les valeurs propres A(A) sont bien localisées et regroupées dans () de fagon que Q)

soit géométriquement optimal.
Les majorations min-max repose en générale sur des calculs optimaux et utilisent des choix
particuliers de polynémes. Soit g, le développement de Taylor tronqué,
s
i=0

Notons r,(z) = f(z) — gn le terme reste du développement de Taylor de f. Supposons
maintenant que () est un sous-ensemble d'un disque de rayon p centré a 1’origine () C
D(p,0). Alors

pn—l
maxr(z) ~ Gy
pn—l
et ||f(A)b— full = en ~ =1 — 0 quand n — +o0. Cela montre que la méthode

est convergente. La vitesse de convergence est généralement beaucoup plus rapide par

rapport a ce qui est prévu par cette méthode simpliste.
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1.4.4 Problémes mal-posés discrets et méthodes de projection de Kry-

lov

La relation entre la méthode de projection dans des sous-espaces de Krylov et les problemes
mal posés remonte aux 1965, ot Golub et Kahan ont introduit une méthode numérique
pour calculer le pseudo-inverse d"une matrice rectangulaire de grande taille pour résoudre
un systéme linéaire mal posés Ax = b. La technique utilisée dans cette méthode se base sur
la projection dans des sous-espaces de Krylov bien construits. Apres 'étape de normalisa-
tion du systeme linéaire, i.e., ils ont transformé le probléme en question a un probleme de
moindre carrée et ils ont introduit le sous-espace de Krylov ICj(AAT, b) pour approcher les
vecteurs singuliers a gauche de la matrice A et IC]-(ATA, A D) pour approcher les vecteurs
singuliers a droite (pour plus de détails, voir [52]). Cette méthode est connue sous le nom

Golub-Kahan bidiagonalisation ou la méthode LSQR.

Un bon témoignage et justification de I'effet régularisant et la convergence de cette méthode
sont bien expliqués dans l'article de I.Hnetynkova, M.Plesinger et, Z.Strakos [65]. Ces
auteurs ont montré que la méthode de Golub-Kahan est a double rdle : elle régulariseEL
et elle filtre les données b bruitées.

Une autre analyse intéressante de cette méthode est donnée par Zhongxiao Jia dans [73]

ou il a interprété I'effet régularisant de la méthtode d"un point de vue géométriqueﬁ

La méthode de Golub-Kahan était a I'origine une technique de filtrage pour les problémes
mal conditionnés basée sur une variante de Krylov avancée. L'explication de cette idée se
résume comme suit :
1- Méthodes de régularisation projetées : Dans ces méthodes, la projection dans un
sous-espace de Krylov joue le role d"un outil de calcul pour les problemes matriciels

mal posés de grande taille. La réduction de la matrice A permet de calculer le filtre

12. La dimension de sous-espace de Krylov joue le role d'un prametre de régularisation.

13. Zhongxiao Jia a montré que 1’angle entre le sous-espace associé aux valeurs singuliéres approchées
par la méthode Golub-Kahan et le sous-espace associé aux premieres valeurs singulieres est inférieur a une
certaine tolérance, ce qui explique bien que la méthode de Golub-Kahan est une approximation numérique
de troncature sur les valeurs singuliéres.
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spectral de la méthode de troncature en utilisant les valeurs singuliéres, et pour la
méthode de Tikhonov (méthode de Moindres carrés régularisée), les valeurs propres
sont remplacées par les valeurs de Ritz, ce qui minimise le cotit des calculs de la
solution régularisée. Pour plus de détails sur ce sujet, on renvoie le lecteur aux
références [11, 12,104, (91,113} 25,51, 20, 99, 98, 149].

Régularisation par projection dans un sous-espace de Krylov : Cette technique
se base sur la projection dans des sous-espaces lisses, comme ICj(ATA, ATb) (voir
[59,136]) ou AIC]-(A, b) (voir [24] 56])). Dans ces méthodes la dimension de 'espace
de projection joue le role d'un parametre de régularisation (voir [74]).

Méthodes hybrides : Ces méthodes sont des combinaisons d"une régularisation
itérative et une procédure de projection dans un sous-espace de Krylov lisse, ot le
but est de diminuer le nombre d’itération et d’optimiser le cotit du calcul. [105,[100,
26,160, 27].

Maintenant on donne un exemple extrait de Regularization Tools [58], pour visualiser la

relation entre les sous-espaces de Krylov et les problemes mal posés discrets :

En utilisant la commande [A,b, x] = deriv2(15000,1);, on obtient un systéme linéaire

Ax =

b donné par la discrétisation d'une équation intégrale de Fredholm de premiere

espeéce. Le noyau est la fonction du Green pour la dérivée seconde, i.e.,

s(t—1) si s<t,

k(s,t) =
&:4) t(s—1) si s>t

La solution et le second membre sont donnés, respectivement par

fih=t g(s)= 65, st € [0,1].

Pour ce probléme particulier, on connait I’expression analytique des valeurs et des fonctions

singuliéres :

o; = (im)72, w(t) = £V2sin(intt), vi(s) = £V2sin(irs).
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Ce probleme est moyennement mal posé, la matrice qui en résulte est symétrique, voir
[31].

Dans cet exemple, on prend A € RP00X15000 o1 3 4(A) ~ 2.25 x 10% o1 x(A) est le
conditionnement de A. On ajoute une perturbation aléatoire au vecteur b pour qu’il soit

entaché du bruit avec la commande :

noise = randn(size(b));
noise = norm(b) * noise/norm(noise);

b =b+10"! % noise;

On va régulariser ce probleme par trois méthodes : la premiere méthode appartient a la
famille des méthodes de régularisation par projection dans un sous-espace de Krylov, i.e.,
on résout le systtme Ax = b° par I'algorithme MR-II qui est prédéfini dans Regularization
Tools [58].

MR-II est une variante de 1’algorithme MINRES (minimum residual method) pour les
systemes linéaires symétriques Ax = b°, avec le vecteur de départ Ab° (au lieu de b°
comme dans MINRES), i.e., la solution a rechercher appartient a un sous-espace de Krylov
lisse défini par

AK (A, 1) = Vect{ AV, A%V, . .., AFp°}.

La fonction [X, rho, eta] = mr2( A, bdelta, k,0); renvoie toutes les k-itérations, stockées sous
forme de colonnes de la matrice X. La norme de la solution et la norme résiduelle sont ren-
voyées respectivement en éta et en rho. mr2 est une implementation simple de l’algorithme
MR-II décrite dans [56]. Une analyse de la MR-II en tant qu'une méthode de régularisation

générale se trouve dans le livre [74].

On prend k = 6, dans les figures ci-dessous, on dessine la solution exacte x et la solution

approchée x{ pour chaque itération de 1 a 6.
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0.8
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Approximate Solution by MRII method, noise level 10%

43

exact soltion
————— approximate solution by MRII

0.9 —

0.8

f@) =z
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01—

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

FIGURE 1.1 — MRII iteration 1

Approximate Solution by MRII method, noise level 10%

exact soltion
————— approximate solution by MRII

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

FIGURE 1.2 — MRII iteration 2
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Approximate Solution by MRII method, noise level 10%
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FIGURE 1.4 — MRII iteration 4
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Approximate Solution by MRII method, noise level 10%

exact soltion

————— approximate solution by MRII

f@) =z

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 1.5 — MRII iteration 5

Approximate Solution by MRII method, noise level 10%

exact soltion
————— approximate solution by MRII

fla)==

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 1.6 — MRII iteration 6

On constate que la méthode donne une solution acceptable dans l'itération 3 et 4, ici le
nombre de l'itération (dimension de sous-espace de Krylov) joue le role du parametre de
régularisation, la méthode MR-II est une approximation de la troncature spectrale sur la

forme réduite de la matrice A dans le sous-espace Vect{Ab‘s, Azb‘s, e, Akb‘s}, pour plus de
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détails voir [72].

La deuxieme méthode appartient a la famille des méthodes hybrides, on résout le systéme

Ax = b° par l'algorithme LSQR-b qui est prédéfini dans Regularization Tools [58].

La méthode LSQR-b donne la solution des problémes de moindres carrés par l’algorithme
LSQR basé sur la bidiagonalisation de Lanczos.

La fonction [X,rho,eta] = Isqr — b(A,bdelta, k,0); exécute k étapes de 1'algorithme de
bidiagonalisation de Lanczos LSQR (d’aprés Paige & Saunders) appliqué au systeme
min || Ax — b’ ||, elle renvoie toutes les k solutions, stockées sous forme de colonnes de la
matrice X. Les semi-normes des solutions et les normes résiduelles sont renvoyées en éta
et en rho, respectivement, LSQR-b est une implementation simple de 1’algorithme décrit
dans [105]. L'algorithme original inclut également la possibilité d’ajouter la régularisation
de Tikhonov avec un parametre de régularisation fixé au probleme des moindres carrés.
On prend k = 10, dans les figures ci-dessous on dessine la solution exacte x et la solution

approchée x{ pour chaque itération de 1 a 6.

Approximate Solution by Isqrb method, noise level 10%

exact soltion
77777 approximate solution by lIsqrb

09—

0.8 —

0.7 —

0.6 —

04—

03—

02—

01—

FIGURE 1.7 — LSQRb iteration 1
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exact soltion
————— approximate solution by lsqrb
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FIGURE 1.8 — LSQRD iteration 2

Approximate Solution by lsqrb method, noise level 10%
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FIGURE 1.9 — LSQRD iteration 3
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Approximate Solution by lsqrb method, noise level 10%
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FIGURE 1.12 — LSQRD iteration 6

On remarque que la méthode LSQR-b, améliore la solution dans chaque itération, cela peut

étre expliqué par le double effet régularisant de la méthode, i.e., le sous-espace de Krylov
lisse KCx(AT A, ATb°) et le probleme de moindre carré régularisé.

La troisieme méthode proposée pour régulariser ce probleme est la méthode Tikhonov
projetée dans un sous-espace de Krylov (connue aussi sous le nom Arnoldi-Tikhonov[51]

49,191,1100,99,113]). Ici comme le systéme mal posé Ax = b est symétrique, on va projeter
la solution du probléme régularisé par la méthode de Tikhonov (AT A + Al)x = ATb°

dans le sous-espace de Krylov KX (A, b°) construit par I'algorithme de Lanczos,(A est le
parametre de régularisation), la solution est donnée par la formule suivante :

_ (NT 5
LI gm0 el

(v, 05 i—1x est le couple propre de la matrice tridiagonale Ty obtenue par

1.4.8). On prend
A = 4 x 107>, dans les figures ci-dessous on dessine la solution exacte x et la solution
approchée xi/ ) dans les sous-espaces K;(A, 1), o1 varié de 1 2 6.
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Approximate Solution by Projected Tikhonov method, noise level 10%, A =4e-05

exact soltion
approximate solution

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIGURE 1.13 - Projected Tikhonov in K1 (A, b°)

Approximate Solution by Projected Tikhonov method, noise level 10%, A =4e-05

exact soltion
approximate solution

FIGURE 1.14 — Projected Tikhonov in /5 (A, b°)
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Approximate Solution by Projected Tikhonov method, noise level 10%, A =4e-05

exact soltion
————— approximate solution
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FIGURE 1.15 - Projected Tikhonov in K3(A, b°)

Approximate Solution by Projected Tikhonov method, noise level 10%, A =4e-05
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FIGURE 1.16 — Projected Tikhonov in K4(A, b°)
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Approximate Solution by Projected Tikhonov method, noise level 10%, A =4e-05

exact soltion

oo+ v v |z approximate solution
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FIGURE 1.17 - Projected Tikhonov in K5(A, b°)

Approximate Solution by Projected Tikhonov method, noise level 10%, A =4e-05

exact soltion
————— approximate solution

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIGURE 1.18 - Projected Tikhonov in Kg(A, b°)

A partir de la dimension 5 des sous-espaces de Krylov, les valeurs de Ritz deviennent

suffisantes pour représenter le spectre de A, ce qui donne une bonne solution régularisée.

Explication. A partir d’une certaine dimension du sous-espace Ky (A, b) construit par la
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méthode de Lanczos, les valeurs de Ritz sont distribuées d’une maniere ou elle favorise
I'approximation des plus grandes valeurs propres de A, ce qui explique 1'amélioration du
filtre de la méthode de Tikhonov projetée en fonction de la dimension du sous-espace de
Krylov.

Pour plus de détails sur le sujet de la distribution des valeurs de Ritz approchées par
la méthode de Lanczos par rapport au spectre de A, voir les références : N. Parlett, Do
we fully understand the symmetric Lanczos algorithms yet?, in Proc. Cornelius Lanczos
International Centenary Conference, 1993 (J. D. Brown, M. T. Chu, D. C. Ellison and R. J.
Plemmons, eds), SIAM, pp. 93-108.

Il faut mentionner que ces exemples ont été réalisés par un laptop avec un CPU intel(R)
core(TM) i5 — 6200u cpu @ 2.30ghz 2 cores et de mémoire RAM 8,00Go, ce qui rend
l'inversion de la matrice A ou le calcul de ces valeurs et vecteurs propres impossible
a cause de taux de calcul et la taille de I'espace mémoire nécessaire qui dépasse les ca-
pacité de la machine, ce qui suggere la nécessitée des processus de projection dans des

sou-espaces de Krylov lorsqu’on traite des probleémes mal posés discrets de grande échelle.

La relation entre les sous-espaces de Krylov et les problemes mal posés discrets de grande
échelle traite aussi d’autres sujets dans la théorie de régularisation, comme le choix du
parametre de régularisation [114, 87,61, 79, 0, 14]. Il y a aussi le travail intéressant de S.
Gazzola et P. Novati, ot ils ont montrer que la condition de Picrad discrétet introduite par
P. C. Hansen [57] est héréditaire dans les méthodes des sous-espaces de Krylov, pour plus
de détail voir [50].

Remarque 1.4.2. Les travaux consacrés aux méthodes de projection de Krylov, pour cal-
culer une solution régularisée dans les problemes inverses (mal posés) en EDP, comme la
reconstruction des conditions frontiéres, les valeur initiales, détermination de sources, et
I'identification de coefficients, se caractérisent par la rarté des résultats. Le premier pas
dans cette direction est donné par L.Eldén et V.Simoncini dans [38], ot ils ont régularisé
un probléme inverse mal posé de Cauchy (reconstruction de la frontiere supérieure a partir
de la frontiere inférieure z = 0) pour une EDP elliptique u,, — Lu = 0 dans un domaine

de trois dimensions spatiales (x, v, z), et cylindrique en z. Ils ont développé une procé-
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dure numérique basée sur la méthode de Krylov rationnelle, o1 la solution du probléme
semi-discrétisé a été projetée dans un sous-espace généré a l’aide de la matrice L™}, la
solution stabilisée (régularisée) est construite par la troncature sur les valeurs de Ritz. La
difficulté de cette idée réside dans la justification rigoureuse de 1’estimation d’erreur. Une
contribution récente dans cette direction est donnés par O.S. Coulibaly, N. Boussetila [30],
a travers laquelle ils ont donné un détail complet de ’estimation d’erreur de la solution
régularisée projetée pour un probleme inverse du type identification de sources, engen-
dré par un probléme parabolique modélisant la diffusion dans un rectangle. Le reste des

travaux existants traitent numériquement ce sujet sans donner 'erreur de convergence
[21,[10], [68,139] 116, 117| 42].
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CHAPITRE

Probleme inverse de Goursat

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude d"un probleme inverse d’identification de source
engendré par une équation de Goursat. Notre objectif est de reconstruire la source a partir
d’une condition supplémentaire (mesure interne).

Ce type de probleme est mal posé et nécessite des procédures de régularisation. Dans cette
partie, nous adoptons deux méthodes pour cette reconstruction : la premiere stratégie est
basée sur la troncature spectrale avec deux type de choix du parametre de régularisation
(fréquence de coupure), la deuxieme procédure emploie la méthode de Kozlov-Maz’ya
préconditionnée. Dans cette investigation, on donne 1’analyse théorique et numérique de
ces deux approches de régularisation et on montre a travers des exemples concrets 1'effet
de préconditionnement comme étant une correction du filtre spectral de la procédure de

Kozlov-Maz'ya.

2.1 Position du probléme

Soit H un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire (.,.) et de la norme ||.||. On
note par £(H) l’algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H. Soit A : D(A) C

H — H un opérateur strictement positif, auto-adjoint et a résolvante compacte. Dans ce
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cas A admet une base orthonormée formée de vecteurs propres (¢,) C H associés aux
valeurs propres réelles (A,) C R4, ie.,
1, ifi=]

Apn = Aupn,n €N, Qi) =05 = (| ifi#j

O<v <A <AH<A3<..., lim A, = oo,

n—o00
[e9)
Vhe H, h=Y hupn, hu= (h n).
n=1
On consideére le probleme inverse suivant pour déterminer le terme source inconnu p € H

et la fonction u(t) pour t = (t1,tp) €]0, T1]x]0, T;], & partir de 1’équation

%u(t
u(t) + Au(t) =p, t= (f,t2) €]0,T1]x]0, T],
dt10t
u(tl,O) =0, t € [O, Tl]/ (211)
u(0,t) =0, t, € 10, T,

ou0 < Tj, T, < oo et p est la fonction source inconnue qu’on veut la déterminer en utilisant

la donnée supplémentaire suivante :
u(a,b) =g € H,(a,b) €[0,T1] x [0, Tp]. (2.1.2)

Remarque 2.1.1. Dans cette étude, on considere le cas homogene pour simplifier les calculs.

Pour le cas non-homogene :

0u(t)
ot10t;
u(t,0) = ¢(t1) t € [0, T,
u(0,t) = ¢(t2), tr € [0, Ty],

+ Au(t) = p, t= (t,t) €]0, T1]x]0, To],
(2.1.3)
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on suppose que ¢ et P satisfont les hypotheses suivantes :

¢(t1) € D(A), t1 €[0,Ty], (Hy)
¥(t2) € D(A), t€[0,Ta, (H,)
¢(0) = ¢(0) = x € D(A). (Hs)

Sous ces conditions, on introduit la fonction suivante :

o(t, ta) = u(ty, ta) — @(t1) — ¢(t2) + x,

on obtient un probleme homogene avec une nouvelle source p :

0%0(t) .
+Ao(t) =p=p+uy(t,ta), t=(t,t2) €]0,T1]x]0, T2,
dt10t
U(t]_/ 0) = O/ tl c [0, Tl]/ (214)
v(0,t2) =0, t € [0, T2],

avec 17(t1, t2) = A(x — ¢(t1) — ¥(t2)).

Pour déterminer la source inconnue p, nous appliquons les mémes procédures de régula-
risation que dans le cas homogene avec un calcul supplémentaire dans la mise en ceuvre
numérique.

Dans la pratique, les données g ne sont jamais connues avec précision. On suppose que les

données exactes g et les données mesurées ° satisfont ||g — ¢°|| < 8, ot & est la quantité
ls® — sl
g

du bruit et le niveau de bruit est donné par

2.2 Rappels

Dans cette section, on donne quelques définitions et théoremes qui seront utiles par la suite

dans 1’étude du probléme, ainsi que dans le calcul des résultats de convergence.
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Définition 2.2.1. Un opérateur linéaire M € L(H) est dit quasi-contractant si
1M < 1.

Théoreme 2.2.1. [124, Théoreme 2.2] Soit M € L(H) un opérateur auto-adjoint positif avec
|M|| < 1. Posons Vo = N(M) et Vi, = N(I — M). Alorson a :

s— lim M"=TIly, s— lim (I—M)" =TIy,

n—->-+o00 n—->—+o00
ie.,
. ni, : _ n —
VheH, lim M'h=TIlyh,  lm (I-M)"h=1Ilyh,

oit la notation 11y désigne la projection orthogonale sur le sous-espace fermé V.

Pour plus de détails sur la théorie des opérateurs quasi-contractants, on renvoie le lecteur
a Krasnosel’skii et al [82, p. 66].

Considérons I'équation opérationnelle
Sp=(1-M)p=1y, (22.1)

ou M est un opérateur quasi-contractant.

Théoreme 2.2.2. Soit M un opérateur linéaire auto-adjoint, positif et quasi-contractant sur H.
Soit € H tel que I'équation (2.2.1)) admet une solution §. Si 1 n’est pas une valeur propre de M,

ie., (I — M) est injective (V = N(I — M) = {0}), alors les approximations successives
q)n—H - Mq)i’l + IIAJ/ n = 0/ 1/ 2/---1

convergent vers ¢ pour toute donnée initiale ¢o € H.

Preuve. D’apres les hypotheses du théoreme nous avons :

Voo € H M"po — Ily, 0 = o190 = 0. (2.2.2)
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Par induction par rapport a 1, il est facile de voir que ¢, a la forme explicite suivante :

n—1

¢n = Moo+ ) M
j=0

= M'¢po+ (I-M")(I-M)" 1§
= M'¢o+ (I -M")9p,

et I’équation (2.2.2) nous permet de conclure que
¢ —on=M"(po— ¢) — 0,n — 0. (2.2.3)

]

Remarque 2.2.1. Dans de nombreuses situations, certains problémes inverses peuvent étre
formulés par des équations de Fredholm de premiere espéce de la forme By = 1, ou1 B est
un opérateur compact, positif auto-adjoint sur H. Cette équation peut étre réécrite de la
maniere suivante :
¢ =(I—wB)p+wyp =Lo+wy,

ou L = (I — wB), et w est un parametre positif satisfaisant w < H%\I Il est facile de voir
que l'opérateur L est quasi-contractant et 1 n’est pas une valeur propre de L. Il résulte du
théoreme[2.2.2)que la suite { ¢, }5— converge et (I — wB)"{ — 0, pour tout { € H lorsque

n — o0,

Théoreme 2.2.3. (Théoréme de Picard généralisé)[ Prilepko, [112]], p. 502]. Soient H un espace de
Hilbert et S un opérateur linéaire non borné, auto-adjoint positif sur H, et ® : 0(A) — R est

une fonction continue, telle que :

—+o00
o(S) = /@(A)dEA € L(H),
0

ot {Ey, A > 0} est la représentation spectrale de I'identité associée a S.
Soit Z(©) = {A € 0(A) : O(A) = 0} I'ensemble des zéros de la fonction caractéristiqgue ©(A),

qu’on suppose qu’elle est de mesure nulle au sens de Lebesgue (vide ou au plus dénombrable). Alors
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I'équation :
O(S)u =1,

est correctement solvable si et seulement si :

1. Z(©)No(A) = @ (unicité).
e
2. / ——d||Exv||* < +o0 (existence).
Fonctions de Bessel du premier type. On désigne par

+00 (_1)k(x/2)n+2k
k!'(n+k)!

Jn(x) = ,xeR, n=0,12,---,

k=0

la fonction de Bessel du premier type. Quelques propriétés de base de cette fonction sont

listées dans le Lemme suivant.
Lemme 2.2.1. [111] On a les propriétés suivantes :

L Jon(x) = (=1)"Ju(x), Ju(=x) = J-n(x),
2. Jo(0) =1, J,(0) = 0, n € N*¥,

3 1) <1 ()] < 2 e N tim B 1 i =0
d
4. drx (xn]n(x)) = xn]n—l(x)/

5. (@) = 2" (),

6. zj_x Un(2)) = Ju-1(x) = Jusa(x),

7 n) = L a) — 20 ()
2 Un X ~ 1 n—2X n\X n+2(x)}'

Pour a > 0 on définit la fonction Riemann [133, p. 148] par la formule suivante

R(ll; t1, tz) = ]0(2\/5\/ tl.tz), t1,tr € Ry, (2.2.4)

ott Jo(.) est la fonction de Bessel d’ordre zéro.
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Par simple calcul, on obtient les expressions suivantes

th H
1—R(a;tq,t
[ [ Rt = 51,12 — sp)dsadsy = L= RO, (225)

a
00

a% {R(a;ty —s1,t2 —52)} = —\/E\/—\/gh(Z\/E\/E\/t_z), t; >0, (2.2.6)

8t2 Rty —s1, b —s2)} = f\/_h(Z\f\/_\/_) t > 0, (2.2.7)

NG
Vt, >0, lim {—\/E@] (2\/5\/t—\/t_)}——at (2.2.8)
2 ,t1*>0 \/H 1 1 2 - 27 oL
vt > 0, lim { f\/_ ]1(2\/’\/—\/—)} - (2.2.9)

" 150 N ’ -
Vt; >0,Vt, >0,  lim 9 {R(a;t;,t)} =0, (2.2.10)

(t1,t2)—(0,0) Ot

Vt; > 0,Vt, >0, lim R(a;t,t2)} =0, 2211
' ? (t1t2)— (00)82{ (a;t1,t2) } ( )

02 92
otar, (Raituh)} = 5ram ARt 1)} = —aR(a;ty, 1), (2.2.12)

Sur la base de (¢), on introduit I’échelle de Hilbert { H°,s € R} induite par A comme
suit :
H* =D(A%) ={he H: ||h|}s = Y AF|(h,¢u)|> < E < +oo}.

n=1
Soient 0 < 01 < 6 et 0 < 03 < 0y, alors on a les inclusions topologiques suivantes :

H2cH'"cH =Hc H % c H %,

Remarque 2.2.2. Pour s > 0, ’'espace de Hilbert H*° est 1’espace dual topologique de H?,
ie, H® = (H%)".
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2.3 Analyse du probleme

2.3.1 Probléme direct

Considérons le probléme bien posé suivant,

o%v(t
U( ) —f-AZJ(f) =p, = (tl,fz) G]O, Tl]X]O, Tz],
dt10ty
o(t1,0) = 0, t e[0T, (2.3.1)
0(0,t) =0, to € [0, T2,

ou 0 < T, T, < oo et p est une fonction donnée de H. En utilisant le développement en

séries de Fourier de la fonction p :

—+00
p= 2 pk(i)kr Pk = <p/¢k>/
k=1

o(t) = :il oD ot = (0(0), ),

on obtient X
0“vuy(t
k< ) +)\kvk(t) =pr t= (tl, tz) G]O, Tl]X]O, Tz],
0t10t,
e(t1,0) =0, t € [0,T1], (2.32)
Z)k(o, tz) =0, tr € [0, TZ],

En vertu de (2.2.4), (2.2.5) et (2.2.12), on en déduit que la solution exacte de (2.3.2) est

donnée par

u(t) = A (1= R b, ) pe = AL N1 = Jo(2v/MevER)) i (2.3.3)

ott R(A; t1, 1) = Jo(2VAVEE)), A > 0.

On définit I'opérateur linéaire borné R(A;t;, t) par

+o00 +o0
R(A, tl/ tz)h = Z R(/\k,' tl/ t2)<h,4)k>§bk, ]’l = Z<h/¢k>§bk < H.
k=1 k=1
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D’apres les propriétés de la fonction de Bessel J(.), on a

|IR(A;t1, t2) || = sup |[R(A; 1, 02)[ <1, (2.3.4)
k>1
IR(A;t1 = 0,t2)|| = [|[R(A;t1,t2 = 0) || = |[R(A;t1 = 0,82 = 0)[| =1, (2.3.5)
IR(A;t,t2)|| <1, Yt >0, > 0. (2.3.6)
11— R(A;t, 1) || = sup 11— R(Ag;ty, 02)] <2, (2.3.7)
IF(A; 01, t2)[| = [|A™H(I = R(A; 11, 02)) || = Sup A (1= R(Agit1, 1)) < %1 (2.3.8)

Maintenant, on est dans la position pour énoncer nos principaux résultats.

Théoreme 2.3.1. Pour tout p € H (ou H™ '), le probleme 2.3.1) admet une solution unique

donnée par

+00
o(t, t2) = F(Aity, ta) = A7 (I = R(A;t1,0))p = Y A (L= R(A; t1, 1) ) (p, i) i
k=1
(2.3.9)
De plus, on a les estimations de stabilité suivantes
2
sup_[lo(t)] = llpll (2.3.10)
t=(t1,t2)€Q 1
sup [[o(H) | <2[[pllg-1, (2.3.11)

t=(t1,t2)€Q

oit Q =]0, Ty [x]0, To[, Q = [0, T1] x [0, Tn].

Remarque 2.3.1. Grace aux (2.2.6)-(2.2.12), la fonction F(A;t;, t) = A~ (I — R(A; ty, 1))
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est fortement continue, et pour tous p € H, la fonction v(t) = F(A; t;,tp)p satisfait les

propriétés de régularité suivantes

1. Vt€ Q, o(t) € HY, v(t) € C(Q, HY);
9v(t) c

= € (0, T1]x]o, T,), H?) N C(Q, H), i=1,2;
i

2.

2.3.2 Probléme inverse

En utilisant la mesure interne u(a,b) = F(A;a,b)p = g, on conclut que le probléeme inverse

(2.1.1) est équivalent a I’équation de premiere espéce :
F(A;a,b)p =g. (2.3.12)

L’analyse théorique du probleme (2.3.12) est essentiellement basée sur les caractéristiques
de la fonction F(A;a,b) et le théoreme de Picard généralisé (2.2.3).

On vérifie bien que

VA > Ay, 0<F(Ajab) =

< (2.3.13)

1—Jo(2V/AVab) _ 2
A A
et

lim F(A;a,b) =0, (2.3.14)

A—>+00
ce qui implique que F(A;a,b) est un opérateur compact injectif, définie positive, auto-

adjoint, , et son inverse F(A;a,b) 1 estun opérateur non borné donné par

Ak
Fldia b)g = 211—10(2\/_\/_)

(&) Pi) Pr (2.3.15)

Cette série est convergente si et seulement si

+o0 2

. b) Lol = k
et 8= L G aymvany

(8, ¢n)|? < +oo.
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Remarque 2.3.2. A partir de (2.3.15) on constate que u(t) est instable. Cette instabilité est

provoquée par les hautes fréquences

Ak

Hie = > 400, k — H-o0.
1 - Jo(2v/AxV/ab)
Par un simple calcul, la fonction u A peut étre estimée comme suit
/ k=
1 — Jo(2y/AxVab)
Ak Ak

(2.3.16)

2 =MV

ott en A* la fonction Jo(2v/AVab) atteint sa valeur maximale positive.
A partir de (2.3.16) et grace au Théoréme Picard généralisé, on en déduit que le probleme
inverse (2.3.12) est correctement résoluble si et seulement si ¢ € H', i.e

Z/\ (8, $n) |2<+°°

Théoreme 2.3.2. Pour tout g € H', le probleme (2.3.12) admet une solution unique donnée par

—+o00

A
— F(A;a,b) g = k
p=FAa s = L G )

(8, Pic) P (2.3.17)

Théoréme 2.3.3. Pour tout ¢ € H', le probleme admet une solution unique donnée par

+Z°° 1—Jo(2vVAvtita)

u(t) =F(A;t,b)p = ~ 1 — Jo(2\/AxVab)

(& ) Pr- (2.3.18)

2.4 Régularisation par troncature spectrale

La manieére standard de stabiliser un probleme mal posé est d’éliminer les hautes fré-
quences et de considérer la solution tronquée comme une approximation de la solution

instable.

Définition 2.4.1. Pour N > 0, la solution régularisée du probleme (2.3.12)) (resp. (2.1.1))) est
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donnée par
N

Ak
_ : . 24.1
PN ,;1—]0(2\//\7\/%) (8 Pr) Px (241)
N1 ~Jo@vVABR) oy (2.4.2)

MN(t) = F(A;tlrtz)pN = k_zl 1— ]0(2\/)\_](\/%)

Remarque 2.4.1. Sile parametre N est grand, py est proche de la solution exacte p. D’autre

part, si le parametre N est fixé, py est borné. Par conséquent, 1’entier positif N joue le role

de parametre de régularisation.

Remarque 2.4.2. En raison de

[[u(t) —un ()| = [|[F(A;t1, ) (f = f)IL < 2[[(p — pN)IL
il s’ensuit immédiatement

[lu = unlleo = sup [|u(t) —un(®)[| <2|[p = pnl| — 0, N = co.
teQ

Comme les données g sont basées sur des observations (physiques) et ne sont pas connues

avec une précision absolue, nous supposons que g et g° satisfont ||g — ¢°|| < J, ou1 g°
Is° =l

lll
Soit (pd;, u%) la solution régularisée du probleme (2.3.12) (resp. (2.1.1)) avec des données

indique les données mesurées et désigne le niveau du bruit.

mesurées entachées du bruit g° :

N A )
=) (8, r) Pr (2.4.3)

k=1 1- ]0(2\//\—k\/%)

Zl—]ﬂfﬂ?)
0(2v/AgVab)

Pour obtenir le taux de convergence, on suppose que la source du probléeme (2.3.12) est

(&, P ¢ (2.4.4)

réguliere :

+00
|A%D|[> < E? <= Y AZ|pi[* < E? < o0 (2.4.5)
k=1
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ou E > 0 est une constante donnée.

241 Convergence et estimations d’erreur

Dans cette partie, on donne des estimations d’erreur accompagnées de deux critéeres du

choix du parametre de régularisation : choix a priori et choix a posteriori.ﬂ

A) Le choix a priori du parametre de régularisation

E) 1/(1+96)

Théoreme 2.4.1. Sip € B(6,E) = {h € D(A?) : ||A%h|| < E},0 > 0,etsiAy ~ (3

alors on a 'estimation d’erreur suivante :

lp — Pl < (1+ M) sT1EmT, (2.4.6)
ot M = su
A>/\1 1- ]0(2\/_\/_)
Preuve. Posons
Ak

< MAy,

T Jo(2v/A/ab)

M=

sup ! 8= (8 ¢x), 8k = (8% )
aza 1= Jo(2v/AVab)

Par des calculs directs, on obtient
lp = ol =llp—pn+pn =Pl < lp—pnll + Iy — NI = D1+ 82, (247)

2

00 N 00
(M) =|lp—pNl? = Z poo— Y (pod] = Y (P (2.4.8)
= k=1 k=N+1
2 o 112 al N ) ’ 2
(82)" = [lpn — PN lI= = kz WKk Pk — kz WL Pk kz w?|gr — £, (2.4.9)
=1 =1

1. Le parametre de régularisation dans la méthode de troncature est I'entier N lié & la valeur propre Ay
appelée fréquence de coupure.
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) ) B - 00 B
(M) =Y AP )* <A Y A p gt < AGE?,
k=N+1 k=N+1

N N
2
(82)* =Y wilgr — o> < AAM? Y |8k — g2 * < ARYMPS2.
k=1 k=1

On obtient

A1+ Dy < APE+AnMS
9

1 1
1+0 40
~ ((g) +> E+ M6 (g) "= (14 M) Ethsthe,

B) Choix a posteriori du parametre de régularisation

68

(2.4.10)

(2.4.11)

On propose de choisir le parametre de régularisation comme étant le premier entier N lié a

la valeur propre Ay ot N vérifiant ||(I — Py)g°|| < 76, et T > 1 est une constante positive.

Plus précisément, il satisfait la relation suivante :

I = Pn)g°ll < 76 < (I = Pn-1)g°,

(2.4.12)

ou Py : H — Hy = vect{¢p,n < N} est 'opérateur de projection orthogonale sur le

sous-espace fermé Hy et I est 'opérateur d’identité.
Soit
N

Png® = Y (8%, ¢u)

k=1
et
Oy = |[(I - Pn)g’|-

Selon le lemme suivant, il existe une solution unique pour (2.4.12).

Lemme 2.4.1. Pour 6 > 0, la fonction O possede les propriété suivantes :

(a) Py est une fonction continue;

4

b) lim @y =||g°
() lim Oy =|lg

(2.4.13)

(2.4.14)
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(c) lim &Ny =0;
N—+00
(d) @ est une fonction strictement décroissante sur (0,00).

Lemme 2.4.2. Pour ||g — ¢°|| < & et p satisfaisant . Si on prend N comme solution de
2.4.12), alors on a l'inégalité suivante :

Ay < (%) " (2.4.15)

Preuve. En utilisant de ||g — ¢°|| < & et (2.4.13), on obtient :

IPvag =gl =1l (Pva— D¢’ (I=Py1) (3= 8°) |
> || (Py1 =Dl =1 (I=Py1) (g —&°) | (24.16)
>16—-6=(t—1)d

D’autre part, on a

2
oo © (1 Jo(2v/Arv/ab
IPyag — 2 = ) s 00 = ) ( o f"m) . 00)
k=N k=N R k
_ (1 - ]0(2‘/)‘_’“@)) X AT2 5 A2 (p, ) P (2.417)
k=N Ax
2
< sup ((1 _]0(2\//\_1(\/%)) % AkZG) EZ < (2)\;’(1+9)E)2
k>N Ak

En combinant (2.4.16)) avec (2.4.17), on obtient
T—1)6 < |Py1g— gl <2ATYE,
N-18 — & N
et donc

1

2E 1+6
< (==
Av = (<T_1>5)

Théoreme 2.4.2. Si p € B(6,E) = {h € D(A%) : ||A®h|| < E}, 0 > 0, et si N est la solution de

]
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2.4.12), alors on a l'estimation d erreur suivante :

5 2 11? Le 1 .0
lp=pul < (M=) +M(z+1) | EFiseT, (2.4.18)

T

oit M = sup

1
asy 1= Jo(2v/AVab)

Preuve. De 'inégalité triangulaire, on a

lp—pXl=lp—pn+pen =P8 <llp—pnll+llpny — PRl = D1+ 42, (24.19)

2

0 N o
(A1) =p—pnl*= Z podo— Y (pond] = Y [{p )l
- k=1 k=N+1
N R 2 (2.4.20)
e k 2
k:%rl (1 T (2\/A_k\/%)) (&, &) |
) N N 2 N
(M2)” = [lpn — PN II* = Z Wik Pk — 2 wkg;fqbk Z wk!gk — gk (2.4.21)
k=1 k=1 =

k=N41 \ 1—Jo (2\/7\_k\/%

2(1+9) T+0
_ v A 2 2
L (1_]0 (2\//\7@)) (90 | g 90T,

(1+96) 4o
= Ak ) ( 00 2) 40
k:%—&—l (1 —Jo <2\/A—k\/%> ) 8911 k:§+1 {901 '

2
>) (g, i) |57 | (g, i) | T+,

IN
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On a
3 , 2—|(1-"P <||I(I—-P o +I(I=P )
k:§+1<g )2 =1 (I=Pu)gll < I (1=Pn)gll+11(1-Py) (3 8°) | o
<té+d=(t+1)J.
Ce qui implique que
0
(o] 1+6 0

< Y |<gr¢k>|2> < ((t+1)8)T7 . (2.4.24)
k=N+1

D’autre part on a

2(1+96) 20
L () e = 8 () o0

20
1
<su E% < M?E?,
N <1 — Jo(2v/ AV ﬂb))

(2.4.25)
d’ou il vient
Ay < (M(t+1))T0 ETgTo, (2.4.26)
Pour Ay, on a
) N N
(82)° = Y wilgr — &P S AAM? Y gk — gil* < AR M6, (2.4.27)
k=1 k=1
1
2E T+
Comme N est la solution de (2.4.12), Ay < <(T — 1)5) , ce qui donne
Ay < Mo —2E o M2 ﬁE*(si 2.4.28
— 1+6 ) 1+6
2 < (1) = ‘ (2429
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En combinant (2.4.26) et (2.4.28), il résulte

0 1 0 2 1+6 1 0
Al +A2 < (M(T+ 1))1+9 ET+661+0 + M ( ) ETH §1e

- —
:<M( 2 >H9+(M(r+1))139> Eat167%1,

T—1

—~
ﬂ

2.5 Procédure de Kozlov-Maz'ya préconditionnée

Dans cette partie, on emploie une variante de régularisation itérative de Kozlov-Maz'ya
sans préconditionnement appliquée a un probléeme inverse de Goursat. Cette technique
est une adaptation de la méthode présentée dans [81] par Kozlov-Maz’ya en 1990 pour la
régularisation d"un probleme d’EDP mal posé. Ensuite, on propose de préconditionner
la méthode pour accélérer 1'élimination des hautes fréquences par le filtre spectral de
cette méthode, et on donne des exemples numériques qui confirment réellement que le
préconditionnement améliore la qualité de la régularisation.

Par une méthodologie analogue a celle de la section précédente, le choix du parameétre de
régularisation est choisi selon la stratégie a priori et a posterioriﬁ

L'algorithme itératif pour résoudre le probléeme mal posé (resp. (2.1.1)) commence
par le choix de 1’élément arbitraire pg € H. La premiére approximation u°(t) est la solution

du probleme direct (bien-posé) suivant :

0210(t
) 4 400(t) = po, t= (t1,12) €]0, Ty] x]0, Ta],
ot
u0(t1,0) =0, e 0Tl (25.1)
uO(O, ty) =0, tr € [0, Ty],

Une fois la paire (¥, py) est construite, on définit

(IT)k41 : Pk+1 = Pk — w<uk(ﬂz b) — 8)1

2. Dans les méthodes de régularisation itératives, le parametre de régularisation est 1’entier k de la k-ieme
itération.
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1
ol <w<w' = avec
|[F(A;a,b)]|
1E(A;,b)]] = sup L T0@VANAD) 2 252
k>1 Ak A
En fin "1 s’obtient en résolvant le probleme :
82 k+1 t
T L A1) = pra, £ = (11, 12) €10, T3] <0, Ta],
ot10t;
W 1(1,0) = 0, toe 0Tl (2.5.3)
uk+1(0,1) =0, t, € [0, T2,

Posons G = I — wF(A;a,b). Si on itere 1’algorithme (IT),, 1 on obtient :
pr=G'po+ (1-Ghp,

pr—p=G(po—p)
uk(t) — u(t) = F(A; t1,1) G (po — p).

Proposition 2.5.1. L'opérateur G = I — wF(A;a,b) est auto-adjoint et quasi-contractant sur H

(1 n'est pas une valeur propre de G). De plus, pour k € IN*. on a

k-1 k-1
Y Gl < Yl <k
i=0 i=0

Preuve. — Le caractere auto-adjoint découle de la définition de G. Comme

0<G(A) <1, VA>Ay,

alors 0,(G) C]0,1[. Par conséquent 1 n’est pas une valeur propre de G.
k-1
— Comme |G| < 1il en résulte immédiatement que || )~ G'|| < k.
i=0

Le lemme suivant sera utilisé dans la preuve des estimations de convergence.
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Lemme 2.5.1. [140] Pour 0 < p < 1, on définit py(u) et r(u) par :

k—1 ,
pr(p) = ;}(1 — ),
et
re(p) =1—pe(p) = (1 — p)¥
Ona:

(2.5.4)
oilkg=1si0<60<Tletrkyg=0%si60>1

2.5.1 Convergence et estimations d’erreur

A) Choix a priori du parametre de régularisation

Tout d’abord, on commence par le résultat de la convergence suivant.

Théoreme 2.5.1. Soient py un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et u* la

k-ieme solution approchée. On a :

sup ||u(t) — u*(t)|| — 0,k — +co. (2.5.5)
teQ

De plus, si (p — po) € H%, 6 > 0, alors le taux de convergence de la méthode est donné par

sup ||u(t) — u¥(1)]| <

< , (2.5.6)
10 (1+k)°
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Preuve. (i) Il résulte immédiatement du Théoreme [2.2.2/et (2.3.13) que

lu(t) —u(B)]| = |IF(A;t1,82)G"(po — p)l|
< [IE(A; 1, 0)|[GE(po = p) (2.5.7)

2
< A—1|\Gk(p0 —p)|| — 0,k — +o0.

(ii) Pour des raisons de simplicité et de commodité, on note

0<pn=1—wF(Aya,b) <1, (2.5.8)
et
1
M = su . (2.5.9)
b 1= Jo(2v/A/ab)
On a
u(t) =5 (1) = [[E(A;t1,£2)G (po — )P
7 2 400
< (2) L a-wrman)® |- pof
n=1

2\t 2%k 26 —26 2
_ (A_l) Y (L= @F(ha, 0, )™ (@F (b)Y (@F (s ,8) [ (p = poa”

En utilisant (2.5.4) et (2.5.9), on en déduit les estimations suivantes

2
(1 — wF(Au,a,b))* (WF(Ay,a,b))% < (Kg = 1)9) , (2.5.10)
400 M 20 +o0 M 26
Y (@F (b)) 2 [(p = poal < () L A% 1= pon< () E% @51
n=1 n=1
En combinant (2.5.10) et (2.5.11)), on obtient ’estimation souhaitée. ]

Remarque 2.5.1. Soient ulg(t) la k-iéme solution approximative associée aux données per-
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turbées g° telles que ||g — ¢°|| < 6. Alors, on a
lu(t) = us(DIl < D1+ Lo,

ou

A1 = (t) ~ w0 <

et

Do = ||Ju(t) — us ()| = |wF(A; 11, 1) Zg g’ ||<WA ko.

1
E\ 750
Pour k = k(J) = [s][’|avec s = (5) , I’estimation de l’erreur totale est donnée par

M\? 2w 10
sup ||u(t) — uk(t)|| < aAree TYn k(S = [ (—) +—] ET+e 5T+, (2.5.12)

B) Choix a posteriori du parameétre de régularisation

Soit T > 1 une constante fixe et pg = 0y. On choisit le parametre de régularisation comme

étant le premier entier k = k(6,¢°) € IN* vérifiant
[uk(a,b) — §°|| < 76 < ||luk~1(a,b) — &°||, (2.5.13)

avec ||g —g‘5|| < /.

Lemme 2.5.2. Soit ®(k) = ||uk(a,b) — §°||. Alors on a les résultats suivants :
(a) ®(k) est une fonction continue,
b) Lim ®(k) = [|g°[|,
®) Jim o(k) = ¢’
(©) lim ®(k) =0,
k—4-o0

(d) ®(k) est une fonction strictement décroissante sur (0, o).

Le lemme (2.5.2) montre qu’il existe une solution unique a l'inégalité (2.5.13).

1
3. Le parametre de régularisation dans les méthodes itérative satisfait k(0) —0sié — 0.
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Lemme 2.5.3. Si l'inégalité (2.5.13) est satisfaite, alors le parametre de réqularisation k = k(5, g°)
satisfait

6 1
. (M)T+e E I+e
k < (k149)TH0 ( a)) ((T — 1)5) . (2.5.14)
Preuve. On a
k = 2%k 2 2
[u(a,b) = glI> = ) (1 — wF (A, a,0))™ (g, 0n)|* < lIglI*.
n=1

Puisque pour tout n € N*, (1 — wF (Ay,a,b)) <1,etona
1 (a,b) = gll = [l (a,b) = °ll = || (15 (a,0) =i (0, b)) — (g = &)1

alors d’apres (2.5.13)il vient ||ut~!(a,b) — ¢°|| > 7. Pour le deuxiéme terme

k—1 k=1 B\ |2 :+°° o 2(k—1) ) 2
| (10, b) =k a,0)) = (g = &)IF = Y (1= wF (e, 0)" % (g — &%, )

n=1
<llg—g°I* <o
donc

¥~ (a,b) — g|| > 16— 6 = (T —1)6.

D’autre part, on a

+o0
5 (a,0) —g|> = Y. (1 — wF (A, a,0))* D [(g, ) 2
n=1
+00
=Y (1—wF (A, a,0))* D (WF (A, a,5))* ™D (WF (A, a,5)) 2 (g, ¢)|?
n=1
+o00 )\29
- 1_ F /\n/ /b Z(k_l) F )\'Vll /b 2(9+1) i r¥n 2
n;( WF (A, ,0))** ) (WF (Ay,a,b)) <w29+2(1_]0(2m\@)29>|<p¢>|
) 1 2042 ” Ez
< (k1+10) (5> M 2050
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Alors (T—1)6 < K149 (5> MGW, ce qui donne

6
1 M1+ E T+0
K< (k1,0) T Q ) .

w T—1)¢
O
Lemme 2.5.4. Soit p € B(0,E) = {h e D(A?) - |A%h|| < E} ,0 >0, alorsona
Ipll < M ET]|g]| 5. (2.5.15)
Preuve. On a
I = X1l = & e P
’ PO B\ v )
I Ay ? 2 20
'1_& = | el gl
oo A 2(1+6) ™
_ YL TR
Z(( ]0(2\/—\/—)) <g¢>> (g, ¢n)
1) /\ ” ) 1+6 %) 1+6
< r¥Yn r¥Y'n
< (LG @¢E¢U>up¢n> (; (590) )
< M1+ E 7||g||1+9
O

Théoreéme 2.5.2. Soit u(t) la solution donnée par (2.3.18) et uk(t) la k-ieme solution approximative

associée aux données perturbées g° telles que ||g — ¢°|| < 6. Si
p e B(O,E) = {h e D(AY) : || A% < E},e >0,

et le parametre de régularisation est donné par (2.5.14). Alors on a I’estimation d’erreur suivante :

1
A_Ml (( K1+ > T (T+ 1)99)] ETHo§Tio (2.5.16)

1 T—1

sup [ uf(1) — u(t)]| <
teQ
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Preuve. On a
s (£) — u(O)] < (a5 () = u ()] + [l (£) — u(®)]].

Pour le premier terme on a

2
Jul(t) —u*(t)|| = ||wF (A,a,b)Y (-8 < w~kd
=1 (2.5.17)
< %Mﬁie (:1_“1) st
De 2519)
6 1
N M) T+ E e
<
N
etde
k oy k
F(A,a,b)(p*—p) =) —(1—wF(Aya,b) (g ¢n)dn
n=1
—+00
= Z (1 —wF (Ay,a, b)) (g _85r47n>¢n + Z —(1-wF (/\n,a,b))k <85I‘Pn>4’n
n=1
(2.5.18)
et d’apres (2.5.13)
I Z (1= wF (An, 2, b)) (&%, du)pull = I|ufi(a,b) — &°|| < 79,
et
[ Z (1—wF (A, a,0))" (g = &% pu)ull < g —&°I <6,
alors
IF (A, a,b) (pF = p)|| <6+ 76 = (T+1)0. (2.5.19)

Il est clair que

—+00
1P = pl%e = Y (1— wF (An,a,0)* A2 (p, pu)|?
n=1
—+00
< Y AZ|p, ¢n)|* < E?,
n=1
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et par conséquent en utilisant le lemme (2.5.4), on dérive 1'estimation :

k_ < M1+0E1+e ,a, 140
I = pl IF (4,00 2520
< (M(t+1))™ ET4159,
d’ou
k 2 k 2 o0 1 6
sup [[u(t)" —u(t)|| < —lp* —pll < 5= (M(T+1)) ™7 ETr04T+0. (2.5.21)
<O M M
En combinant (2.5.17) et (2.5.21)) on obtient (2.5.16). ]

Remarque 2.5.2. Ona pl = (I — wF(A;a,b))" po+ [1 — (I — wE(A;a, b))k] (F(A;a,b)) ' ¢°,

et pour simplifié les calcules on prend pg = Og, ce qui nous permet d’écrire :

o= I—wFAab))}((A;a,b»*lgé

= JC71k J(wF(A;a,b)) ) (F(A;a,b)) 7' ¢,

(f) 1)/ Cl(wF(A;a, b)))( F(A;a,b)7' ¢,
ie, p)=kwg’® — Ciw?F(A;a,b)g’ + Ciw® (F(A;a,0))* ¢ + ...+ (1) 1wk (F(A;a,b)) 1 ¢°.

Ce qui montre que
0 . 6\ _ 6 . 6 . 2.5 . k 6
Pr € Kk <F(A,a,b),g ) —vect{g,F(A,a,b)g,(F(A,a,b)) 2,...,(F(A;a,b)) ¢ }

Dans [74] Hansen et Jensen, il a été montré que le sous-espace Ky (F (A;a,b), gé) com-
prond la composante bruitée ¢° qui peut entrainer une influence catastrophique et indési-
rable sur les premieres itérations, de plus la déformation du procédé de 1’orthonormalisa-
tion dans cette base générée par la méthode de Kozlov-Maz’ya, amplifie les composantes
parasitaires et produit des erreurs tres élevées dans la solution reconstruite par cette procé-

dure dans les premiéres itérations, i.e., la source reconstruite sera infectée par le bruit.

Cela peut s’expliquer par les courbes du filtre spectral | I — (I — wF(A;a,b))*|. Siles valeurs
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propres o; de F(A;a,b)) sont de décroissance polynomiale, i.e, 0; = (’)(i*"‘)ﬂ avec o > 0,
le filtre ne tronque pas I'information p? avant que le bruit ne l'infecte pas. Dans la figure

suivante, on présente les courbes du filtre spectral pour k = 10, 100, 1000.

Spectral filter of KM iterative method, itetation k.
1 T e e e ———

k=100
\ \/\\\ — — —k = 1000
0.7 4

FIGURE 2.1 — Courbes du filtre spectral k = 10, 100, 1000.

On constate que le filtre n’élimine pas les hautes fréquences de (F(A; a, b))fl, cela peut

étre rectifié par la reconstruction de la source p dans le sous-espace
K (F(A%;a,b)F(A;a,b), F(A%;a,b)g°),

ﬁpar la méthode Landweber Fridman ou la méthode du gradient conjugué, ot on utilise
une technique plus facile, i.e., on préconditionne les itérations de telle sorte que le filtre

élimine les hautes fréquences et que la solution souhaitée devienne un élément du sous-
espace de Krylov plus régulier i (A’VF(A; a,b), A*rg‘5> ;1> 0.

A notre connaissance, cette technique de correction de la méthode Kozlov-Maz’ya n’a pas

4. Dans ce cas le probleme est modérément mal posés si w > 1 et il est légérement mal poséssi0 < a <1

5. Dans les tests numériques on va discuter la relation entre le conditionnement de F(A;4,b) et la
récupération du bruit dans les itérations Pi'

6. Dans [74] Hansen et Jensen il a été montré que la solution reconstruite dans ce sous-espace est plus
réguliére par rapport au sous-espace Ky (P (A;a,b), g‘s) .
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été utilisée que dans [36], ou les auteurs ont établi des résultats de convergence pour la
méthode préconditionnée, mais ils n’ont pas discuté 1'effet régularisant engendré par ce
préconditionnement. Dans [37], un choix particulier du préconditionneur A™" a été étudié

dans le cadre de la théorie de régularisation dans les échelles de Hilbert.

2.5.2 Procédure itérative préconditionné

La méthode préconditionnée est décrite comme suit :

Pt = pe— w8 (4 (a,0) — g), (25.22)

ot S = A " avecr > 0. Le parametre de relaxation w est choisi sous la condition :

1

O<w<w' =
~ [SE(A;a,b)[

Le théoréme suivant donne les résultats de la convergence.

Théoreme 2.5.3. Soient po un élément quelconque du processus itératif préconditionné et u*" la

k-éme solution approchée. On a :

sup |[u(t) — u" (t)|] — 0,k — +co. (2.5.23)
teQ

De plus, si (p — po) € HO+) 9 > 0, alors le taux de convergence de la méthode est donné par

sup |[u(t) — u® (1) < (2.5.24)
10 (1 + k)
\ M\°
ouU Ty = Ky (5> E.
De plus, on a
2
sup ||u(t )—u5 B < +w ké. (2.5.25)

teQ (1+ k) )\5””
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Pour un choix a priori du parametre de régularisation, on prend

ki k(6) = [(?) 111 ,

il résulte

L . 1+r
10 w { )

0
sup [[u(t) — 7 (1) < [ () +(L] e
A

83

(2.5.26)

La k-ieme itération p{ par la procédure préconditionnée est représentée par la formule

suivante :

ph=(I1-wATF(A;0,0) po+ [1 = (1 - AT F(4;0,0))"] (F(40,0) " (2527)

Les courbes de filtre spectral ®(A) = [I — (I —wA™"F(A; a, b))k] présentées dans les fi-

gures suivantes permettent de conclure que la méthode tronque les hautes fréquences de

(F(A;a; b))_1 avant que les itérations seront infectées par le bruit de g°.

Spectral filter of PKM iterative method, itetation k, r = 1.
1
I I I
S k=10
09‘ | e k=100 | |
! T — — —k =1000
08 .
i
i
o7t
3 i
S
[ os
A |
- !
’5 OST
= |
Li
Loan
I 1
= | \
Z 03
!
|
021
\
\
\
0.1 \
N
o Sl T— ! —— ol oo T [, R

0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURE 2.2 — Courbes du filtre spectral k = 10,100, 1000, r = 1.
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Spectral filter of PKM iterative method, itetation k, r = 1.5.
an T T T

— — —k=1000

A
o
&
I - F——F T Lo
1

0 50 100 150 200 250 300 350 400

FIGURE 2.3 — Courbes du filtre spectral k = 10,100, 1000, r = 1.5.

Spectral filter of KM iterative method, itetation k, r = 2.
I I I

|

|

|
ES

Il
—
=)
S
S

‘
o
g
s oS st ot B T e
1

0 50 100 150 200 250 300 350 400

FIGURE 2.4 — Courbes du filtre spectral k = 10,100, 1000, r = 2.

Les essais numériques réalisés pour plusieurs types de problémes (problemes fortement
mal posés et légérement mal posés), nous poussent a deviner que la méthode sans pré-
conditionnement fonctionne mieux pour le premier type que pour le deuxiéme type. Ce

constat nous amene a poser les questions suivantes :
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1) Quelle est la relation entre la complexité du probléme et la fiabilité de la méthode
Kozlov-Maz'ya?

2) Quelle est la meilleure méthode pour corriger le filtre spectral quand la méthode
perd sa fiabilité?

3) Donner la justification mathématique de la relation entre le préconditionnement et
la correction du filtre spectral ?

Ce paragraphe est dédié a ces remarques.

2.6 Régularisation de l’analogue discret du probleme de Gour-

sat par les méthodes de Krylov

Dans cette section, nous supposons que le probleme (2.1.1)-(2.1.2) a été discrétisé par rap-
port aux variables spatiales, et que I'opérateur A € RN*N est une matrice symétrique,
définie positive. Les détails de la discrétisation sont sans importance pour notre présen-
tation, nous supposons seulement qu’elle est suffisamment précise pour que les erreurs
de discrétisation soient faibles par rapport a l'incertitude € des données; cela signifie que
A est une bonne approximation de 1'opérateur différentiel, dont le caractere non borné se

traduit par la grande norme de A.

Les solutions régularisées par la méthode de troncature et la méthode de Kozlov-
Maz’ya préconditionnée prennent la forme d’une fonction matricielle appliquée a
un vecteur, I’évaluation numérique de ces solutions posera un probleme si la taille de la
matrice A est suffisamment grande, car dans ce cas, 'approximation des valeurs et vecteurs
propres devient coliteuse et parfois impossible selon les capacités de la machine. Le cotit
de calcul pour évaluer f(A) pour A € RN*N est :

O(N?) + O(N) + O(N?) = O(N®)
N—— N—— N——

la décomposition propre A = VAV calculer f(A) former Vf(A)VT

N2,3728639 )

La la théorie, il peut étre amélioré a O(N“) ~ O( , mais cela reste encore lent
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow6

pour les problémes de grande échelle.

La technique proposée pour surmonter ce probleme est la projection dans un sous-espace

de Krylov de dimension /, ce qui réduit le cotit du calcul a :

O(Lmv(A)) + O(NI?) + O(1®)
la construction de Tj; = Q\;AQn; le calcul de f(Ty;)

ott mv(A) est le temps nécessaire pour multiplier la matrice A par un vecteur, en pratique,
O(Lmv(A)) + O(NI?) + O(I®) peut également étre réduit a O(I.mv(A) + NI), pour plus
de détails voir [97] et [45].

Théoréme 2.6.1 (Approximation des fonctions matricielles par 1’algorithme de Lanczos en
arithmétique finie [97]). Etant donné une matrice symétrique réelle A € RN*N et un vecteur
bc RN, etsoity < |Al,e <1letB = log Nl“ | . Alors pour toute fonction f avec
|f(x)] < Cpour x € [Amin(A) — 17, Amax(A) + 17], 'algorithme de Lanczos exécuté sur un
ordinateur a virgule flottante avec Q)(B) bits de précision pour | itérations, donne des résultats

f1 = Qnif (T )e1||b]|, avec les précisions suivantes :

£ (Al = Aill < (7101 +€C) bl (2.6.1)
ol
Y min < max |f(x) — (x)|)
N PEPI—1 \XE[Min(A)—1,Amax(A)+7] P '

et l'erreur dans l'arithmétique exacte et donnée par :

b— <2||b — . 2.6.2
IF(A)—fil 20bll min - max F(x) () 2:62)

Ainsi, pour améliorer la performance de I'approximation de Lanczos (2.6.2) apres [ ité-
rations, il suffit de prouver I'existence d"un polynéme de degré | approchant la fonction

scalaire f, méme si le polynéme explicite n’est pas connu.
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow?7

La borne de correspond a jusqu’a un facteur O(I) avec un petit terme d’erreur
additif eC, qui diminue exponentiellement dans les bits de précision disponibles. Pour
les fonctions typiques, le degré du meilleur polynéme d’approximation uniforme dépend
logarithmiquement de la précision souhaitée. Ainsi, le facteur O(I) équivaut a une aug-
mentation logarithmique du degré du polyndme d’approximation, et donc du nombre
d’itérations nécessaires pour une précision donnée. Le théoréme exige une approximation
uniforme liée a la zone légerement étendue [Amin(A) — 1, Amax(A) + 77]. Cependant dans
les cas typiques, cela n’a aucun effet sur les limites pouvant étre obtenues, en plus l'algo-
rithme de 1’évaluation f(A)b par la procédure de Lanczos est stable par tout ordinateur
mettant en ceuvre la norme IEEE 754 pour 'arithmétique en virgule flottante [70], ce qui

est tres important pour les problemes mal posés.

Le choix de la méthode de projection de Krylov pour 1'évaluation numérique de et
(2.5.27) n’a pas été adopté uniquement pour réduire le cotit de calcul, il y a aussi l'effet
régularisant de ces méthodes étudié dans [19] et [48] qui améliore la qualité des solutions
régularisées.
Dans ce qui suit, il est supposé que 'erreur entre les solutions exactes f(A)b et les solutions
projetées est négligeable de tel sorte qu’elle n’influence pas les calculs.
Notaion
Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes :
e A € RV*N est une matrice symétrique définie positive représente 1'opérateur A en
dimension finie.
e En:=RN,N>1.
¢ g c [Ey :=l'analogue discret de g.
e g° € Ey := l'analogue discret de g°.
e 0(A) = {a;}, :=I'ensemble des valeurs propres de A(0 < a; < ay < ... < ay).
* A, estlarestriction de A sur le sous-espace invariant des valeurs propres inférieures
au seuil a, et E™ est le projecteur orthogonal associé aux valeurs propres inférieures

au seuil a,;,.

{Z;}N, :=l'ensemble des vecteurs propres normalisés de A.
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow8

* Les analogues discrets de (2.3.17), (2.3.18), (2.4.3), (2.4.4) et (2.5.27) sont notés respec-

tivement par :

~- Io(z \/— N (8 Ci)Ci (2.6.3)
N
u(t) =Y 1— Jo(2y/2ivht2) (8, )0 264)

=i 1= Jo(2y/a;vab)

1), 2.6.5
LT ]0(2\/_\/—)<g Gi)g (2.6.5)

1 Jo(2y/ai/tt2)

2,0 266
L 2 aab) (8°,0i)C (2.6.6)

Ici m est 'ordre de troncature.

Py = (1= WA TF(B;a,b)) po+ |1 - (I - wATF(A;a,b)t| (F(A;a,b) g
N
= Y (I — wa;"Fa;a,b)) (po, 53}
i=1
N
+y [1 — (I — wa; "F(a;; a,b))k} (F(aza,b)) " g, )
= (2.6.7)
pl, = (I—wATF(B;a,b)) po+ [I - (I - wATF(A;a,b))"| (F(;a,0)) " g°
N
=Y (I - wa; "F(a;a,b)) (po, 5) s
i=1
N
+ Z [I —(I— wai_’F(tx,-;a,b))k] (F(a;; a,b))_1 (8°, 01\
= (2.6.8)
u,(t) = F (A, ty, 1) i (2.6.9)
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow9

u) (t) =F (A, t, 1) py,. (2.6.10)

Mise en ceuvre "construction du sous-espace de Krylov".

Dans notre contexte, les petites valeurs propres de A sont les quantités d’intérét. Ainsi
la convergence de I’approximation du sous-espace de Krylov est plus rapide quand on
est éloigné a l'origine (voir, [[5], section 4.4.3]) : une procédure de décalage-inversé (shift-
invert) est souvent utilisée pour accélérer la convergence au voisinage des petites valeurs
propres. Plus précisément, I’approximation spectrale se fabrique dans le sous espace de

Krylov :
K; <A_1,g> = vect {g,A‘lg, . .,A_(l_l)g} ,

ou plus généralement, dans K, <(A —0ol) -1, g) pour une valeur de ¢ bien choisie. Pour
plus de simplicité de 'exposé, nous supposons dans cette section que o = 0, et que les
colonnes orthonormales de Q; forment la base d’un tel espace. Si le processus de Lanczos

est utilisé pour générer la base orthonormée, nous obtenons (voir, par exemple, [5])

A'Q = QT+ Briadisael ‘71T+1Ql =0

Soit (90)) ~__les valeurs propres de T; !, et (y(.l)> ~__les vecteurs propres de T; !, alors
Iy I i) i=1} !

<9](l)/ sz](l)> T approche les valeurs et les vecteurs propres de A, cette technique de
=1

décalage-inversé pour la construction du sous-espace de Krylov est connue comme un

préconditionnement implicite pour I’évaluation des fonctions matricielle [135], I'estimation

de I'erreur entre le couple propre (a;, {;);_t7 de A et ces valeurs de Ritz <9](l)’ Qly](l)> .
) T

construite par projection dans K; (Afl, g) est donnée par :

)(9}’>>—aj‘ = O (2exp(—417)), (2.6.11)
tan (gj,/cl (A*l,g)) = O (2exp(-21y7)), (2.6.12)

ou 7y est lié a I’écart entre les valeurs propres recherché et le reste du spectre, pour plus de

détail voir [107], [théoremes 12.4.1 et 12.4.3]. Les figures suivantes expliquent la différence
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow0

entre la distribution des valeurs de Ritz construites par projection dans K; (A, g) et dans

K (A‘l, g) par rapport aux valeurs propres de A.

Ritz vlaues in K;(4, g)
I I I I

POPOQOQ WO O 0 0 060 0 0 ¢ 0%0 O 0 O 050 O O O 0%0 O O O 0 O OO OBIOIONN

FIGURE 2.5 — Distribution des valeurs de Ritz construites dans K;(A, b) par rapport aux
valeurs propres.

Ritz vlaues in Kj(A™1, g)
I I I I

PHNOGOR OGO %O 0 0%k0 O 0 0 O 0kO O 0 0 O 0 0 0 0 0 0KO O OO OOO0I000NNM

FIGURE 2.6 — Distribution des valeurs de Ritz construites dans K;(A ™1, b) par rapport aux
valeurs propres.
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow1l

2.6.1 Troncature spectrale projetée

Dans la suite, ¢; désigne le j-ieme vecteur canonique de dimension appropriée. On peut

ensuite obtenir une approximation de (2.6.3) dans K, (Afl, g> par projection,

-1 l 9(1) T
P; = Q/F (Tl_l,a,b) e1llgll = llgllQ Zylgl) : > <}/§Z)) e, (2.6.13)

=11, (2\/91?1)5119

et 'approximation de (2.6.5) dans K; (Afl, g‘5> est donnée par

()
P, =QF (T,0ab) algl=lgla ¥ v e (0") o
0V<a,,  1—]o (2\/91.( )ab)

(2.6.14)

Critére d’arrét a posteriori

Notre objectif ici est d’établir une estimation d’erreur similaire a 1’estimation (2.4.6) dans le
cas discret. Dans ce but, introduisons les notations suivantes :

* Soit le sous espace V, défini par
Vo=N(A-Ia) = {¢ €RY: A = af,
associé a la valeur propre « de A et V) défini par

Vi=N(Q(r' - 10)) = {y e R": QT 'y = 0Quy |,

le sous espace associé a la valeur de Ritz 6 de A.

e Notons X (&) = Ba<a,, Va le sous espace invariant des valeurs propres inférieures
a Ky

o R (am) = Bg<a, V) le sous espace invariant des valeurs de Ritz inférieures a a,,.

* Soit G (ay,) la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres

associés aux valeurs propres a < ayy,.
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow2

e Si E™ est le projecteur orthogonal sur le sous espace X («ay,), il est bien connu que la
matrice associée a E™ est donnée par G (a,;) G ' (a;) ot les colonnes de G (&) sont

les vecteurs propres de A, (voir [107] et [131]).

¢ On pose que Tfl = §j, et soit S, la restriction de S; sur le sous-espace invariant
X (a,) de valeurs propres inférieures au seuil de ay,.

* E;" est le projecteur orthogonal sur le sous espace R («y,), de la méme fagon la
matrice associée a EJ" est donnée par Q;.F (ay) F' (am) Q] ot les colonnes de

G (ay,) sont les vecteurs propre de S; ;.

— \T
Remarque 2.6.1. Ona G (a,,) G (am) = G (&) G* (am) car G* (ay) = (g (zxm))
De la méme fagon pour obtenir le taux de convergence, on suppose qu'il existe une borne a

priori équivalente a (2.4.5) pour I'analogue discrete de (2.3.12) :

N
|ATP|)* < B} <= Y a7 (p, ;)2 < E3 < +oo. (2.6.15)
i=1

1(Qsio) " pIP = 1101 ()" QpIP < B = Q i (06) " (@ Py < B < +oo,
= (2.6.16)

oty > 0 et E = max(Ey, E;) > 0 est une constante donnée.

Critere d’arrét :

En raison de la difficulté d’évaluation numérique des vecteurs propres de la matrice A a

cause de sa grande taille, ces vecteurs seront remplacés par les vecteurs Ritz. Comme gs est

le premier vecteur de la base du sous-espace IC;(A ™!, g°) alorsona, g° = Q Z (Q g’ yl > 0 =

i=1
Qi|/g°||e1, donc on propose de choisir le parametre de régularisation comme étant la pre-

mire valeur propre &, ott m vérifiant || (I — E")g°|| < 76, avec T > 1 est une constante

positive. Plus précisément, il doit satisfaire la relation suivante :

1= EMg’l < w6 < (I -E" g, (2.6.17)
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow3

Ixl

ot EJ' : RN — Vect{Qly } est un opérateur de projection orthogonale, et I € R

D<a,,
est la matrice d’identité .
Soit
m 0 __
E'g’=0Q; ), Qg ’yz > = Qg llex, (2.6.18)
Ggl)gmm
N (1 .
oug, = Z <Q1 g y, >yl- , et soit
9§l)§txm
Y = (I E"g|- (2.6.19)

Selon le lemme suivant, il existe une solution unique pour (2.6.17).

Lemme 2.6.1. Pour 6 > 0, la fonction Y, possede les propriétés suivantes :
(a) Yy, est une fonction continue;
) lim ¥, =g
m—07t
(c) lim ¥,, =0;
m—:l

(d) ¥, est une fonction strictement décroissante sur (0,1).

Lemme 2.6.2. Pour ||g — g°|| < & et p satisfaisant (2.6.15) et (2.6.16). Si on prend m comme
solution de , alors on a l'inégalité suivante :

am < (%)M. (2.6.20)

Preuve. En utilisant ||g — g°|| < 4 et (2.6.18), on obtient :

IErs—sll =1 (B —1)8"— (1-E"") (s—¢°) |
> (B =) g = I (1-E") (8- 8°) | (2.6.21)
>16—0=(t—1)b.
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow4

D’autre part, on a

mel, o2 T, 0y 1- Jo(2y/6" Vab) 2 T 02
IE" g —gl* =Q ) (Qgy ) =Q Z) o0 (Qipyi’)

amgef” lxm§9i(l
2
)
1—Jo(21/6\")/ab) o N 27 1
=Q ) 0. : X (91' 7) X (91‘ )) <Q1TPI%O>2
ucmg(-)i(l) !
2
1-Jo(2y/6" Vab) MY 27| p2 —(14+7) £\ 2
< sup 0 X (91. ) E- < <20¢m v E) :
6" >a 0;
(2.6.22)
En combinant (2.6.21) avec (2.6.22)), on obtient
(t =15 < |IE' g gl < 20",
et par conséquent
1
2E Ty
< (==
o< (1)
O
Ordre de précision de I'approximation régularisée
- o . _ 2E \ T
Théoreme 2.6.2. Si p satisfait les conditions (2.6.15) et (2.6.16), et si oy < m ,
alors 'estimation d’écart entre (2.6.3) et (2.6.14) peut étre estimée comme suit :

lp—piull < [M (T:)M(sﬂw (M[(T+1)(5+HgH@(X(zxm),R(am))])M] E™7

+2/| (F (A, a,b) = QF 1 (S1ma,8) Q) gl

(2.6.23)
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2.6 Régularisation de I’analogue discret du probleme de Goursat par les méthodes de Krylow5

Preuve. On a:

Ip—plull = IF " (A,a,b)g—QF " (Syma,b) Q8’|
< [F'(A,a,b) g — QF " (Sina,b) O gll + | (QF " (Sywa,0) QT ) (5—8) |
= A+ A,

(2.6.24)

) 6" I o)
(M) =Q1) I (Q/ (8—8")y")
—JO

1
o0 21/6/ab)

2

(Q (g—g°),y")
ab)
2

Q Y (Qf(g-g)y")?

1
<am | )
Gfl)glxm 1—1Jo (2\/ 95”\/%) 9,.(”9,“

(2.6.25)
On pend M = sup ! il vient
i 1o (26 Vab)
I
QY Qg8 y")V=IlU-E"g— &)< llg— & < &~
91-(1)§‘Xm
Donc .
~ ~ T+ 1 v
Ay < ayMé < M (T - 1) ET+7 5T+, (2.6.26)
Pour A,ona:
A= |F1(A,ab)g— QF (S mab)Q gl <A+ A (2.6.27)
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Pour le premier terme, on utilise g = F (A, a,b) p :

My == E") (F(Aab) ~ QF " (S e b) QT ) (F(Aab)pl,  (2628)

M= |[E" (F (A, 0,6) = QF ! (Sy,0,0) Q] ) gl (2.6.29)

Comme (I — E’")F_1 (Ap,a,b) =0,0ona

M1 < |(I—E™F1(A,a,b)F(A,ab)p| (2.6.30)
=B (F (Awab) ~QF ' (Swab)Qf gl @631

et de (2.6.30), il résulte

I(1—E™)F~' (A, a,b) F (A,a,b) pll = || (I- E")pl,

donc
m a 2
I—Em 2 — i e 2
Il =) 1—1«2@%) (231
m . 2(1+7) T
_ i N2 . %
—l; 1_]0(2\/71'\/%)) |<g/€1>| ) ’<g/§z>|
2y ﬁ o
m 1 2y 5 m ) 1+
< 1 rbGi 7 61
_i; 1_]()(2\/@@)) o;'|(p, i) (;!(g CH)
(2.6.32)
On a

2 2y
L 1 2y 2 1 2 2y 2
o; ' (p,Ci)° < sup E- < M"7E?,
= (1 -y (2, /_zxi\/ab> ) T (1 — o (2, /_oci\/ub> )
(2.6.33)
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et
(g &i)* = (1 - E")gll?, (2.6.34)

IngE

i=1

(1= E")gll < (I = E")gll + [ (E[" = E™)gll, (2.6.35)

11— EMgll < (1= EMgll + (I - E")(g -8l S T6+ 6= (T+1)5.  (2.636)

Pour estimer ||(E;" — E™)g||, on utilise le résultat (voir [46, Page 62, Def 2.61]) :

ICET" = E™)gll < l[(E" = E™)|lIgll = © (X (am), R(am)) |8, (2.6.37)

ot © (X (am), R(am)) estI’angle principal entre les sous-espaces X' (a,) et R(ay,), défini
par

O (X(am), R(ay)) = max{ sup d(x, X (am)), sup d(x, R(am))}-
XER (am),|x||=1 xeX (an),|x||=1

On arrange tous ces calculs, on peut écrire
L 2
Y (8.00)° < (T+1)0 + [Ig]1© (X (am), R(am)))”,
i=1
ce qui donne l'estimation (2.6.32) :
Y

|(1— E™)p|| < ET7 (M((z+1)5+ [1]© (X (1), R(an)))) (2.6.38)

On remarque que le deuxiéme terme est borné par || (Fﬁl (Am,a,b) — QF (S a,b) QZT> gll,

et
Mo =B (F1(8,0,6) = QF ! (Syma,0) QT ) gl
= [[E" (F~! (An,a,0) = QIF ! (Sy,,b) Q] ) g
< (F " (B a,b) = QF (S a,b) QT ) gl
ce qui donne l'estimation (2.6.23). O
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Les deux termes de la majoration supérieure (2.6.23) soulignent les différentes étapes de
la convergence. L'erreur ||p — pfm || peut étre importante tant que les basses fréquences

approximatives (vecteurs et valeurs de Ritz) ne sont pas suffisamment précises, et cette

convergence est guidée par (2.6.11)) et (2.6.12). Une fois que cette précision sera améliorée

de maniere satisfaisante, i.e., ® (X (ay;), R(ap)) =~ 0, erreur ||p — pim || sera dominée par

" : . N\ " " 2 m \ % L L A N .
I'erreur intrinseque” | M 1 + (M (t+ 1)) ET7 6147, diie a la perturbation

des données. Ce comportement est confirmé par les résultats des tests numériques.

2.6.2 Procédure de Kozlov-Maz'ya préconditionnée avec projection

Soit la fonction H définie par H («) = [I — (I — wa™"F (a; a;b))k]F (;a;b) ", Pour simpli-

tier les calculs on prend l'itération initiale le vecteur nul, dans ce cas les projections de

2.6.8) et (2.6.10) dans le sous-espace K; (/Afl, g‘5> sont données par les formules suivantes :

P! = Qg H (5))en, (2.6.39)

ur ) (5) = Qg | F (Sytaita) H (S)) en, (2.6.40)

r

ous; = Tl_l. Pour établir la convergence et I'estimation d’erreur, on suppose qu'il existe

une borne a priori pour le probleme discret de (2.3.12), pour v > 0,7 > 0:
N
A" p| < B2 Y 0?1 (p, )2 > E? < oo, (2.6.41)
i=1

L'estimation de la convergence de la solution construite par la procédure de Kozlov-Maz’ya

préconditionnée projetée dans le sous-espace de Krylov est donnée par ce théoréme.

Théoreme 2.6.3. Soit ui’(l) (t) la solution donnée par (2.6.40) et u(t) la solution donnée par (2.6.4).

r

Si p satisfait la condition (2.6.41), alors le taux de convergence de la procédure de Kozlov-Maz'ya

préconditionnée projetée dans K;(A ™, g°) est donné par :

5,(1) Ty 2
t=(t1;t2)€[0,T1][0,T7] & (1 + k)ry a(147)
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IF (A;t;02) H (A) g° — Qillg’ | F (S ti; t2) H (S)) e, (2.6.42)

AN
M
Oll Ty = Ky <5> E

Preuve. On a

lu(t) —u P () < [lu(t) —u, ()] + lul,(t) —u (1)

r r

ol ui/r(t) est définie par (2.6.10). De (2.5.25), il résulte immédiatement que
sup fu(t) — o, ()] € Tt w— kD,
t=(t13t2)€[0,T1][0,T] ’ (L+k)7 gl

et le second terme de ’estimation (2.6.42) est donné par
5,(1
luf  (8) —up (1) = [F (At 02) H () g° — Qillg’IF (Sis b3 t2) H (S1) -

]

Le second terme de 1’estimation sera négligeable par rapport a si les valeurs
et les vecteurs de Ritz approchent les couples propres de A avec une grande précision (les
résultats du test numérique confirment ce comportement).

De la méme maniere que dans le cas analytique, pour obtenir une estimation Holderienne

entre la solution régularisée et la solution exacte, le choix a priori du parametre k = k(J) =

1
L
(?) H] donne :

sup Jut () —u(n) <
t=(t1;t2)€[0,T1][0,T7]

~\ Y
M 2 17
[KW <_> " W] ET76T7 + ||F (A;ti;t2) H(A) g° — Qillg°|F (S ti; t2) H (S)) ex ]
1
(2.6.43)
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2.7 Exemples numériques

Exemple 2.7.1. Maintenant, on donne un exemple numérique tridimensionnel pour mon-
trer la fiabilité et l'efficacité des méthodes proposées. Les expériences numériques ont été

réalisés par le logiciel MATLAB. On considere le probléme inverse suivant :

up (X t) —ux(x,t) = p(x), x€(0,m), t = (t,t2) €]0,1[x]0,1],
u(0,t1,t2) = u(m, ty,t2) =0, (tl,tz) €Q=1[0,1]x[0,1],
q u(x,0,t) =0, t, €]0,1], (2.7.1)

(
u(x,t,0) =0, t; €10,1],
u(x 1,1) =g(x), x€]0,m,

o1 p(x) est la source inconnue et u(x,1,1) = g(x) est la condition supplémentaire. Il est

simple de vérifier que 1'opérateur

2
A= -2 D(A) = Hy(0,m) N H2(0,m) C H = 2(0,7),

est un opérateur auto-adjoint, positif et a résolvante compacte (A est diagonalisable). Ces

couples propres (A, ¢, ) sont donnés par

/2
Ap =12, ¢p(x) = ;sin(nx), n e IN*.
Dans ce cas, la formule (2.3.17) se présente sous la forme

5 +o 12 n
P =2 L T am / (%) sin(kx)dx | sin(kx). 2.72)
k=1 0

Pour simplifier le calcul, on prend la solution : p(x) = (77 — x) X x; et on a calcule une

approximation finie de la fonction donnée

4000
g(x) =u(x,1,1) = fc Y. # /p ) sin(kx)dx | sin(kx),
k=1
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7T
2
ot les coefficients (p(x),sin(kx)) = 4/ - / p(x) sin(kx)dx ont été évalués numériquement
0
par la régle des trapezes pour approcher l'intégrale en utilisant une grille équidistante

7T

Ozxo<x1<...<xM:1999:7T,h:@

s

M est un parametre constant intervenant dans dans le calcul de I'intégrale / p(x) sin(kx)dx.

0
La fonction de Bessel ]y est évaluée numériquement (i.e., besselj (0, .) de MATLAB).

Cette donnée a été considérée comme la "donnée exacte" g.

Exact measured solution at 77 = 1,7, = 1
I I

Exact data

1.8 =

FIGURE 2.7 — Donnée exacte g

Ce probleme est mal conditionné car Cond(F) = 1.250161330363614e¢ + 07, ce qui qualifie
ce probleme comme une approximation du probleme mal posé en dimension finie. La
reconstruction de p(x) par 'inversion directe est completement sans signification comme

le montre I'image suivante.
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wo o ) )
1o ;::1 hEr ;{ g(z) sin(kz)dz sin(kz)

7 T T

FIGURE 2.8 — Reconstruction de p(x) par l'inversion directe

L’analyse du cratere mal posé de ce probleme en dimension finie peut étre donnée par la

condition discréte de Picard. Dans le cas d"une donnée exacte g, la solution p existe si la
7T
2
décroissance des coefficients | (g(x), sin(kx)) | = \/;| / g(x) sin(kx)dx| est plus rapide
0

que les valeurs propres 0y = %2(2](), ie., [(g(x),sin(kx))| ~ 0yy1. La figue suivante

présente cette condition pour les 15 premier coefficients.
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Picard Plot Exat Data
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FIGURE 2.9 — Courbe de Picard discrete:i = 1,15

Maintenant on ajoute du bruit a la donnée ¢ en utilisant une perturbation aléatoire (obtenue

par la commande de MATLAB randn), on obtient le vecteur g° :

noise = randn(size(g));

noise = ¢ x noise * norm(g) /norm(noise);

g’ = g + noise;

Ig® —gll _ |Inoise]|
Iy g

aléatoires normalement distribuées dont la moyenne est égale 4 0, la variance 0% = 1, et

Le niveau du bruit § =

la fonction "randn(.)" génere des valeurs

I'écart-type o = 1. "randn(size(g))" renvoie un tableau d’entrées aléatoires de la méme taille
que g.

Les figurent suivantes présentent la donnée infectée g° pour deux niveaux du bruit diffé-
rents 6 = 10%, § = 25%, et les courbes de comparaison de la décroissance des coefficients

(¢r(x),8°) par rapport aux valeurs propres pour les 15 premiers termes.

7. Le niveau du bruit est le pourcentage de la quantité de bruit || — ¢°|| par rapport a la norme d’infor-
mation g.
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Measured solution with noise at 73 = 1,75, =1
25 T T T 1 1

Noisy data, noise level =10%

w(z, T, Ty) = ¢’ (x)
I
|

05— ]

05 ! ! ! ! ! !

(a) g‘s avec un niveau du bruit 10%

Picard Plot Data with Noise, § =10%
Y I I I I I |

25 o B

05— ) =

o o

O %

g & $ 8 » PP PSS
| | |

1
=6 i=7

o
m

.

)
N
[

T

kN

i=5 =8 i=9 i=10 i=11 i=12 i=13 i=14 i=15

(b) Courbe de Picard discrete: i = 1,15, = 10%

FIGURE 2.10 — Données bruitées et courbes de Picard discrétes pour 6 = 10%
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Measured solution with noise at 73 = 1,75, =1
3 T T T 1 1

Noisy data, noise level =25%

25— =

w(z, T, Ty) = ¢’ (x)
I
|

|

-0.5 N

(a) g‘s avec un niveau du bruit 25%

Picard Plot Data with Noise, § =25%

I I I I I ¥ [ B
o [lpi(@.4 @)
o * _ 1-q2y/(ab\)
gi = X
— Li(@).g"@)] —
3 o %
Q
25 ° -
2 2
14
15— 7
1= Fol o =
*
o
05 : 0 .
*
&
$o g .
o & o & & @ @ @ @ @ k3 @ &
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=10 i=11 i=12 i=13 i=14 i=15

(b) Courbe de Picard discrete: i = 1,15, = 25%

FIGURE 2.11 — Données bruitées et courbes de Picard discrétes pour 6 = 25%

Les courbes qui visualisent la condition de Picrad, montrent que dans le cas des données

[{gi(x),8°)]

o

qui amplifie le bruit, i.e., |(¢;(x),8°)| = 0;,1 pouri < 4 et |{@;(x),g°)| ~ oy pouri > 4. A

bruitées, le terme commence a croitre a partir de la 4-iéme valeur propre, ce

premiere vue, on peut dire que la méthode de troncature donnera une meilleure solution
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régularisée a 1’ordre de troncature N = 3.
Méthode de troncature. La solution approximative de (2.7.2) dans le cas de données

inexactes g‘5 est donné par

N
Y T (20 /g sin(kx)dx | sin(kx). (2.7.3)

2
Tz

L'erreur relative RE(p) est donnée par

RE(p) = M. (2.7.4)

Pl
Pour vérifier l'efficacité du critere d’arrét, on calcule les solutions régularisées p%; pour
N = 1,10 et on prend la solution avec la plus faible erreur, et on vérifie si le premier entier
N qui est choisi selon le critere || Pyg° — ¢°|| < 76 avec T = 1.00009 > 1 coincide avec la
solution d’erreur minimale. Le tableau suivant donne 'erreur relative et ’erreur en norme

pour l'ordre de troncature N = 3 qui satisfait le critéere d’arrét, pour un niveau du bruit de
0 =10% et & = 25%.

Niveau du bruit 6 =10% 0 =25%
Ordre de troncature N=3 N=3
Erreur relative RE(p) 0.008834814903403 | 0.009638522508573
Nm% Er(N) = Nm% Hpi] —p|l | 0.711775393652456 | 0.776525963223667

TABLE 2.1 — Résultats numériques pour la méthode de troncature

Les figures suivantes visualisent la solution approchée par cette méthode et 1'erreur

Er(N) = ||p% — p|| en fonction de I'ordre de troncature N, et ||Pyg’ — ||, N = 1,10,
pour § = 10% et & = 25%.
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Approximate solution by Truncation method, N =3, noise level =10%

107

exact solution
— — —approximate solution

0 0.5

1 15 2
z

Error = |exact solution—approximate solution|

0 0.5

FIGURE 2.12 - La solution exacte et la solution approchée, N

- 3, (S - 100/0.

The error as function of the order of trunction N, minimal error at N =3, noise level =10%

30—

25—

|

-
i

20 [~

Irz:

min||p} —p| =

0.71178

Y I I I I

N=5 N=6
Truncation order N

N=10

FIGURE 2.13 - Er(N) = ||p% — p|l, N = 1,10, 5 = 10%.
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Stoping criteria a posteriori, noise level =10%

6.255 * T T T T

6.245

6.235

6.23

6.225

6.22

6.215

*

FIGURE 2.14 — | Pyg° — &°l, N = 1,10, 6 = 10%.

Approximate solution by Truncation method, N =3, noise level =10%

e exact solution
2 S - — — —approximate solution
15
&=
1
// 7 N
7 ™~
s ™
05 - L
0 | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3
z
Error = |exact solution—approximate solution|
0.03 /_\
0.025 / \g /\
/ A / A
/ \
oozt | \
/ \ \
0.015 f \ \
/ / \ \
| \ \
0.01 H / \ \
/ / \
0.005 ZL / \
/
o \ \ \ AV \ \ [
0 0.5 1 15 2 25 3

FIGURE 2.15 — Solution exacte et solution approchée, N = 3, 6 = 25%.
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The error as function of the order of trunction N, minimal error at N =3, noise level =25%
I I I I I I Y

90 [~ =

70|~ B

60 [~ =

=llpx — 2l
o
3
T
|

Er(N)

30— —

20 [~ =

10 min [[p} - p|| =0.77653 -

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N=7 N=8 N=9 N=10
Truncation order N

FIGURE 2.16 - Er(N) = ||p% — p|l, N = 1,10, § = 25%.

Stoping criteria a posteriori, noise level =25%
15.63 T T T T T

* [Pvg’ — ¢

,,.
3

TXd

15.62 — *

15.61 — =

15.6 [~ =

15.59 — =

15.58 — =

15.57 — ]

15.56 — ]

15.55 — ]

15.54 — =

1553 ! ! ! ! ! ! ! !
1

FIGURE 2.17 — || Pyg° — §°||, N = 1,10, § = 25%.

Les résultats obtenus confirment la conclusion basée sur les courbes de la condition de
Picard.
Itérations de Kozlov-Maz’ya préconditionné.

L’approximation de la solution construite par la méthode itérative de (2.5.3)) est générée
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par la formule :

P = % i (I — w(®) TR 1,1))k/np0 sin(ix)dx sin(ix)
i= 0
+% i {1 - (I - w(iz)frF(iz; 1,1)>k} (F(iz;l,l)>_1 /g‘5 sin(ix)dx sin(ix).
1= O

(2.7.5)
Afin de simplifier les calculs, on prend pg la fonction nulle et w = 1. Maintenant on va
analyser la méthode de Kozlov-Maz’ya sans préconditionnement, i.e., (r = 0) pour un
bruit de niveau 10% en fonction de N, i.e., on voit la limite de 'efficacité et la fiabilité de
cette méthode pour ce probléme. On calcule les solutions régularisées p? pour k = 1,100
pour N = 20,200, 1000, 4000 et on prend la solution avec la plus faible erreur, les résultats

obtenus sont présentés dans le tableau suivant :

Niveau du bruit s = 10% N =20 N = 200 N = 1000 N = 40000
cond(F(A;1;1)) 3.127476661807348¢ 1 02 | 2.988411273262019 + 04 | 7.816576943699557¢ + 05 | 1.250161330363614¢ + 07
Itération min[pp —plak=3 | minfp{—plak=2 | minflpj-plak=2 | min|jpj—plak=1
Erreur relative RE(p) 0.039868620630640 0.073952419232442 0.123261113510267 1.339426555445993

min (Er(k)) = min(|[p} — p) | 3.212008791811175 5.957964358760811 9.930511114275720 107.9106777216042
k=1,100

TABLE 2.2 — Résultats numériques pour les itérations de Kozlov-Maz'ya.

Les figures suivantes visualisent la solution approchée par cette méthode.
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u(z,0) = f(z)

0.1

0.05

25

u(,0) = f(z)

0.35
0.3

Approximate solution by KM iterative method, iteration=3, noise level =10%

0.25 —

0.2
0.15
0.1
0.05
0

T

(b) Solution exacte et solution approchée, k

[ e = —— — exact solution
L = T — — —approximate solution
i //// \\\\
| | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3
T
Error = |exact solution—approximate solution|
L N\
/ // \\
\ / \ \ /
\ / / /
\ / \ \ .
L \ / \
| | \Yi \ | S | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
(a) La solution exacte et la solution approchée, k = 4, § = 10%.
Approximate solution by KM iterative method, iteration=2, noise level =10%
L <Y FON exact solution
L < [ - ‘ — — —approximate solution
ik ~
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3,6 = 10%.

FIGURE 2.18 — Solution par KM N = 20 et N = 200.
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Approximate solution by KM iteratwe method, iteration=2, noise level =10%
| ‘. ﬂ H« X M ( il ‘ exact solution
25— \ L O NMRRTTIA (wolk ‘ — — —approximate solution
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Error = |exact solution—approximate solution|
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(a) La solution exacte et la solution approchée, k = 2, § = 10%.
Approximate solution by KM iterative mcthod iteration=1, noise level =10%
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Error = |exact solution—approximate solution|
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2 i
L
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(b) Solution exacte et solution approchée, k = 1, 6 = 10%.
FIGURE 2.19 - Solution par KM N = 1000 et N = 4000.
Et voici les courbes de filtre spectral dans chaque cas :
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(c) N = 1000 avec un niveau du bruit 10%

113

(d) N = 4000 avec un niveau du bruit 10%

FIGURE 2.20 — Courbes de filtre spectral pour § = 10% , la méthode KM.

Selon les résultats obtenus dans cet exemple, on peut prévoir que dans le cas o (i)

O(i?), la méthode de Kozlov-Maz’ya perd son efficacité si le probléme est mal condi-

tionné.

Maintenant, on prend N = 4000 et on reconstitue pi avec la version préconditionnée, pour
r=1,15,2etd = 10/100,25/100, le parametre k = k(J, g‘s) est choisi avec la méthode
a posteriori ||u5(1,1) — ¢°|| < 76 avec T = 1.0000000001 > 1. Les résultats obtenus sont

indiqués dans le tableau suivant :

Préconditionnement Résultats pourr =1 Résultats pourr = 1.5 Résultats pourr =2

Niveau du bruit 0 =10% 0 =25% 6 =10% 0 =25% 6 =10% 0 =25%
Itération k =53 k=13 k =205 k=54 k=761 k=216
Erreur relative RE(p) | 0.024548613677870 | 0.033950644897557 | 0.020838163390935 | 0.032262884857583 | 0.018026617536029 | 0.030503500894300
Er(k)) = min(]|p] — p|| | 1.977754979049752 | 2.735228060907737 | 1.678823168651157 | 2.599253953925558 | 1.452311444350373 | 2.457509477471477

TABLE 2.3 — Résultats numériques pour les itérations de Kozlov-Maz’ya préconditionné.
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Résultats obtenus pour v = 1:

Approximate solution by PKM iterative method, iteration=53, r=1, noise level =10%

exact solution

— — —approximate solution

o \ \ \ \ \ \

0 0.5 1 15 2 25 3
x

Error = |exact solution—approximate solution|

0 0.5 1 1.5 2 25 3
. . . o _ o
(a) Solution exacte et solution approchée, k = 53, § = 10%.
Approximate solution by PKM iterative method, iteration=13, r=1, noise level =25%
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(b) La solution exacte et la solution approchée, k = 13, § = 25%.

FIGURE 2.21 - Solution par PKM r =1
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Spectral filter of preconditioned KM iterative method, itetation k =53, r =1
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FIGURE 2.22 — Courbe de filtre spectral : § = 10%.

Spectral filter of preconditioned KM iterative method, itetation k =13, r =1
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FIGURE 2.23 — Courbe de filtre spectral : § = 25%.
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Résultats obtenus pour r = 1.5

Approximate solution by PKM iterative method, iteration=205, r=1.5, noise level =10%

3
exact solution
25— e — — —approximate solution
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Error = |exact solution—approximate solution|
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(a) La solution exacte et la solution approchée, k = 205, § = 10%.
Approximate solution by PKM iterative method, iteration=54, r=1.5, noise level =25%
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(b) Solution exacte et solution approchée, k = 54, 6 = 25%.

FIGURE 2.24 - Solution par PKM r = 1.5
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Spectral filter of preconditioned KM iterative method, itetation k =205, r =1.5
I I I I I
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FIGURE 2.25 — Courbe de filtre spectral : § = 10%.

Spectral filter of preconditioned KM iterative method, itetation k =54, r =1.5
1 T T T T T

09 ® E

0.8 — =

ol mz\ﬁumx) "
X |

e
o
&

I
|

1

02— =

01— =

FIGURE 2.26 — Courbe de filtre spectral : § = 25%.
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Résultats obtenus pour v = 2:

Approximate solution by PKM iterative method, iteration=761, r=2, noise level =10%

exact solution

— — —approximate solution

0 0.5 1 15 2 25 3
x

Error = |exact solution—approximate solution|

005
004 / \,
003 / \

0.02—/

0 0.5 1 15 2 25 3

(a) Solution exacte et solution approchée, k = 761, 6 = 10%.

Approximate solution by PKM iterative method, iteration=216, r=2, noise level =25%

exact solution

~ — — —approximate solution

0 0.5 1 15 2 25 3
z

Error = |exact solution—approximate solution|

(b) Solution exacte et solution approchée, k = 216, § = 25%.

FIGURE 2.27 — Solution par PKM r = 2
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119

~< 05

Spectral filter of preconditioned KM iterative method, itetation k =761, r =2
T I I I I I

FIGURE 2.28 — Courbe de filtre spectral : § = 10%.

Spectral filter of preconditioned KM iterative method, itetation k =216, r =2

~< 05

® I I I I I

FIGURE 2.29 — Courbe de filtre spectral : § = 25%.

Exemple 2.7.2. Dans le méme contexte, on conserve les mémes données que dans 1’exemple

. i . iy . . T
ci-dessus et en utilisant la méthode des différences finies centrées avec un pas h = ME1
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pour approcher la deuxieme dérivée 1y, on obtient le probleme semi-discret suivant :

(

g 1, (5 %) — Apu(t, x;) = x(m —x), x; =ih,i=1,M,t = (t1,t2) €]0,1[x]0, 1],
u(ty, ta, x0 = 0) = u(ty, tp, xn41 =) =0, t=(t1,t2) € Q=1[0,1] x [0,1],
u(t,0,x;) =0, x; =ih,i=1,M,t € [0,1],
u(0,tp,x;) =0, x; =1ih,i=1,M,t; € [0,1],
| u(1L,1,x) = g(xi), x;i=1ihi=1M,
(2.7.6)
82

ol Ay, est la matrice de discrétisation associée a ’opérateur A = — 52
X

1
—Tridiag(—1,2,1) € My (R

Ahzhz

~—~—
~

est une matrice symétrique définie positive. On suppose que les erreurs de discrétisation

soient faibles par rapport a l'incertitude €; et que Aj, est une bonne approximation de
2

I'opérateur différentiel A = — dans le sens que le caractere non-borné se caractérise

ox2’
par la grande norme de Aj,. Les couples propres (ay, (i) de Aj, sont donnés par

(M +1N? L, km (o (R M _
Dék—4(T) sm (m), Ck_ (sul (M——f—l)>].:1’ k=1...M. (277)

On prend M = 15000, de on peut déduire que le conditionnement du probleme
discret est

F(amax, a,b)/F(&min,a,b) ~ 9.1189% + 07, ce qui qualifie que ce probléeme comme une
bonne approximation du probleme mal posé en dimension finie. La donnée exacte g est
construite de la méme fagcon que dans I'exemple ci-dessus par un calcul numérique de
I'intégrale via la méthode de trapeze sur la variable spatiale x discrétisée en 15000 points

équidistant. La série de Fourier est tronquée a 4000 termes, i.e.,

4000 1 i
g(x) =u(x,1,1) ) 11]{& /p(x) sin(kx)dx | sin(kx).
k=1 5

Avant d’ajouter la quantité du bruit a cette donnée, on génere le sous-espace Krylov par la
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commande
[T Q] = myLanczos(A,1,v),

8
gl

et A = inv(Ay) estl'inverse de la matrice de discrétisation. Le résultat de cette transforma-

en utilisant le package LAPACK[", o1 | est la dimension du sous espace de Krylov, v =

tion nous produit une matrice d’une forme réduite tridiagonale T € R'*/ et une matrice
Q c IRMXZ

Dans cet exemple, on prend I = 20, dans ce cas le conditionnement du probleme projetée

est approximativement égal a
F(Omax, a,b) / F(Omin, a,b) ~ 1.8514e + 06,

Ol Omax, Omin sont la plus grande et la plus petite valeur Ritz de A (la plus grande et la

plus petite valeur propre de T~ !). En effet, le préconditionnement implicite obtenu par

projection de p = rend la reconstruction de p a partir de

h -1
dans Koo (A, *,
= Jo2VAy* By :8)
g un peu moins instable (sensible), la figure suivante visualise la reconstruction de p par
projection dans Ky (Ah_l, Q),ie.,
0

20
p = Qllgll2e1 ; T VT

8. //www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/16777-lapack
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— T
p=Qllgl:e1 ey )
I

Projcted p

20 -

-25

1

FIGURE 2.30 — Reconstruction de p(x) par l'inversion directe dans K(A™", g)

L’analyse du cratére mal posé de ce probleme peut étre donnée par la condition discrete
de Picard, pour plus de détails sur I'héritage de cette condition dans les méthodes du
sous-espaces de Krylov, on recommande [50]. La figure suivante présente cette condition

pour les 15 premiers coefficients.

Picard Plot for the exact Data.

¥ T T T T T T
o [{Q*vi, g)|
200 — *o gy = LAYl
- 10200 '
e}
150 [— ]
100 [~ -
50 [ -
; o
o % N & o $ é Py ¢ Py o & & b Py
6 ® o & o &
0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=10 i=11 i=12 i=13 i=14 i=15

FIGURE 2.31 — Héritage de la Condition de Picard Discrete dans ’CZO(Ail, Q),i=1,15
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Maintenant, on ajoute du bruit a la donnée g de la méme facon que dans I’exemple ci-
dessus. Les figures suivantes présentent la donnée infectée g° pour deux niveaux du bruit

différents (10% et 25%) et les courbes de Picard discrétes dans les sous-espace Ko (A, Lg%

Measured solution with noise at 7} = 1,7, =1
25 T T T 1 1

Noisy data, noise level =10%

W (z, Ty, Ty) = ¢’ (x)

FIGURE 2.32 — g° avec un niveau du bruit 10%

Picard Plot for the exact Data.

¥ T T T T 1 1
0 [(Qxvi,9)]
200 — *ogy I—Mz;ﬂubH,)) |
o L) '
Q
150 — -
100 — -
50 [~ =
3
o 3
o
o
| o o
0 & é G g $ 4 N $ $ $ $ $ $
0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=10 i=11 i=12 i=13 i=14 i=15

FIGURE 2.33 — Héritage de la Condition de Picard Discrete dans ICZO(A_l, g‘s),i =1,15,0 =
10%
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Measured solution with noise at 7} = 1,7, =1
35 T T T T T

Noisy data, noise level =25%

(2, T, T) = ¢ (x)

FIGURE 2.34 — ¢ avec un niveau du bruit 25%

Picard Plot for the exact Data.

Y T T T T T T
0 [(@*vi,g)|
200 - P p/n(z;ﬂuww |
o "Q:"-J/\,‘
€]
150 — a
<
100 — -
<o
o
0.
50 — -
Q.
¢ 4
4
p 4 <&
0 % & % & é P Py & $ & Py Py Py
0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=10 i=11 i=12 i=13 i=14 i=15

FIGURE 2.35 — Héritage de la Condition de Picard Discréte dans ICZO(A_l, g‘s),i =1,15,0 =
25%

Les deux figures (2.33) et (2.35) indiquent qu’a partir de la quatrieme valeur de Ritz, le
probleme devient sensible au bruit, i.e., visuellement, la meilleure solution régularisée peut

étre obtenue sil’on tronque la série a8 N = 3 dans les deux cas (niveau du bruit 10% et 25%).
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Méthode de troncature projetée. La solution régularisée de 1’analogue discret du probleme
par la méthode de troncature projetée (troncature sur les valeurs de Ritz) est donnée par la

formule suivante :

9.
1,0 ) 1
px = Qe1l/g’|l :
N eigN 1—Jo (2Vaby/5;)

L'erreur relative RE (plz(]&) est donnée par

RE(pd) = Hp[pé'f :
Pl

Pour vérifier l'efficacité du critere d’arrét (choix a posteriori du parametre de régularisation),

on calcule les solutions régularisées pkf pour N = 1,10 et on prend la solution avec la plus

faible erreur et on vérifie si le premier entier N choisi selon la condition ||(I — EN)g’|| < 76

avec T = 1.0001 > 1, coincide avec la solution d’erreur minimale.

Le tableau suivant montre l’erreur relative et I'erreur en norme pour un ordre de troncature

N = 3 qui satisfait le critere d’arrét, et un niveau du bruit de 6 = 10% et 6 = 25%. Les

Niveau du bruit 6 =10% 0 =25%
Ordre de troncature N=3 N=3
Erreur relative RE(p) 0.012853239897899 | 0.026453799805133
Nm%o Er(N) = Nm% Hp}s\] — p|| | 2.836500627979114 | 5.837922605954127

TABLE 2.4 — Résultats numériques pour la méthode de troncature sur les valeurs de Ritz

figures suivantes visualisent la solution approchée par cette méthode et I'erreur Er(N) =

Hpé{f — p|| en fonction de I'ordre de troncature N et || (I — EN)g°|| pour 6 = 10% et § = 25%.
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Approximate solution by Projected Truncation method in Ks(A™1, %), truncation at 6y, N =3, noise level =10%

exact solution

2 " S=a — — —approximate solution
15 ~ .
.
05—
0 | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3
z

Error = |exact solution—approximate solution|

0.035 [~
0.03 —
0.025 [~
0.02 —
0.015—
0.01 —
0.005

FIGURE 2.36 — Solution exacte et solution approchée : N = 3, § = 10%.

The error as function of the order of trunction N, minimal error at N =3, noise level =10%
30 I I I I I I

25— =

20 [~ =

=llpx — 2l
&
T

Er(N)

min ||pl, — p|| =2.8365

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N=7 N=8 N=9 N=10
Truncation order N

FIGURE 2.37 — Er(N) avec un niveau du bruit 10%.
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A posteriori rule in Ka(A7Y, g°)
17.145 T T i

* [l - ENE
———7d
*

*
1714 — =

17135~ =

1713 — =

17125~ =

1712 — =

17115~ =

17141 — =

17.105
1

FIGURE 2.38 — ||(I — E")g’||, 6 = 10%.

Approximate solution by Projected Truncation method in Ks(A™1, ¢%), truncation at 6y, N =3, noise level =25%
A < exact solution
2 = R — — —approximate solution

o \ \ \ \ \ \
0 0.5 1 15 2 25 3
T

Error = |exact solution—approximate solution|

0.07 —
0.06 —
0.05 —
0.04 —
0.03 —
0.02 —
0.01 —

FIGURE 2.39 — Solution exacte et solution approchée : N = 3, § = 25%.
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The error as function of the order of trunction N, minimal error at N =3, noise level =25%
I I I I I I

60 [~ =

50 — —

=7l

P
N
S

T

Er(N)

30—

20—

min [|pf, — p|| =5.8379

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N=7 N=8 N=9 N=10
Truncation order N

FIGURE 2.40 — Er(N) avec un niveau du bruit 25%.

A posteriori rule in Ky (A1, g°)
42.805 T T T T

T * [T B
——-7d

428~ -

42.795 — =

42.79 [~ =

42.785 — =

42.78 [~ =

42.775 =

42.77 [~ -1

42.765
1

FIGURE 2.41 — ||(I — E")g’||, 6 = 25%.

Les résultats obtenus confirment la conclusion basée sur les courbes de la condition de

Picard discrete héritée dans le sous espace de Krylov.
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Procédure de Kozlov-Maz’ya préconditionnée avec projection. La solution approxima-
tive de I’analogue discret du probleme inverse de Goursat (reconstruction du terme source)
régularisée par la procédure de Kozlov-Maz’ya préconditionnée calculée par la projection

dans un sous espace de Krylov est donnée par la formule suivante :

k
3 ,,,1 - 2\ ab+\/6; 0.
b = Qerllghl| Y (1 (1 worr LTV ebVE) .
i=1 i 1— Jo(2v/ab+/0;)

Afin de simplifier les calculs, on prend w = 1. On calcule 1500 itération et on prend
l'itération avec la plus faible erreur. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau
suivant pour deux nivaux du bruit 10% et 25% avec le préconditionnement (T~ ', r =

1,1.5,2).

Préconditionnement Résultats pourr =1 Résultats pourr =15 Résultats pour r =2

Niveau du bruit 0 =10% 0 =25% 6 =10% 0 =25% 6 =10% 6 =25%

Itération min Ipt — pllak =126 min lpt—plak=68 min Ipg — pllak =410 min llp — pllak =229 min lps—pllak=1276 min lIpl —pllak =723

Erreur relative RE(p) 0.011702770750774 0.015469963844717 0.010415654867259 0.012773682844993 0.011227831383987 0.014216772157167
min_(Er(k)) = min(||p} — pl|) 2.582610831771145 3.413968968830131 2.298565327223438 2.818943682623844 2.152517227347340 2.477799451695424

k=1,4000

TABLE 2.5 — Résultats numériques des itérations de Kozlov-Maz'ya préconditionné projetées
dans Ky (A1, ¢%) .
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Résultats obtenus pour r =1

25

0.035

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

FIGURE 2.42 — Solution exacte et solution approchée : k = 126, § = 10%.

25

Approximate solution by Projectd PKM in Ky (A1, ¢°), iteration=126, r=1, noise level =10%

exact solution

— — —approximate solution

Error = |exact solution—approximate solution|

15

x

25 3

0.5

25 3

Approximate solution by Projectd PKM in Ky(A~', %), iteration=68, r=1, noise level =25%

exact solution

— — —approximate solution

Error = |exact solution—approximate solution|

15

x

0.5

25 3

FIGURE 2.43 - Solution exacte et solution approchée : k = 68, § = 25%.
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Spectral filter of Projected preconditioned KM iterative method, itetation k =126, r =1
1 T T T T T T T T

09— =

08— =

< 05 ]

02— =

01 « B

FIGURE 2.44 — Courbe de filtre spectral : § = 10%.

Spectral filter of Projected preconditioned KM iterative method, itetation k =68, r =1
1 * T T T T T T T

09— =

0.8 — =

L % 4
Loap .
I
>
=03 .

02 % 4
=
01 - .
*
o ! ! ! g % & & & &
0 /.)2 84 HS HS HTO 912 HTA H16 918 920

FIGURE 2.45 — Courbe de filtre spectral : § = 25%.
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The error as function of the number of iterations k, Projectet PKM method, r=1
60 T T

lp = »ll

30—

Ex(k)

20—

Er(126)

0 500 1000
Number of iterations k&

FIGURE 2.46 — Projected PKM, r = 1, Er(k) = ||p$ — p||, k = 1,1500

Résultats obtenu pour r = 1.5

Approximate solution by Projectd PKM in Ky (A, ¢°), iteration=410, r=1.5, noise level =10%
25— —_—
exact solution

— — —approximate solution

1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
z

Error = |exact solution—approximate solution|
012 —

01—
0.08 —

0.06 —

0 0.5 1 15 2 25 3

FIGURE 2.47 — Solution exacte et solution approchée, k = 410, § = 10%.
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25

0.2

0.15

0.1

0.05

Approximate solution by Projectd PKM in Ky (A ™!, ¢°), iteration=229, r=1.5, noise level =25%

= exact solution
= — — —approximate solution

0.5 1 15 2 25 3
z

Error = |exact solution—approximate solution|

0.5 1 1.5 2 25 3

FIGURE 2.48 — La solution exacte et la solution approchée : k = 229, § = 25%.

0.9

0.8

0.2

0.1

Spectral filter of Projected preconditioned KM iterative method, itetation k =410, r =1.5

X
#
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0;

FIGURE 2.49 — Courbe de filtre spectral : § = 10%.
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0.9
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0.2

0.1

50
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35
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P = »ll

25

Ex(k)

20

Spectral filter of Projected preconditioned KM iterative method, itetation k =229, r =1.5

134

T I I I I I I I

FIGURE 2.50 — Courbe de filtre spectral : § = 25%.

The error as function of the number of iterations k, Projectet PKM method, r=1.5

L \m}

— 6 =10%
-6 =25%] |

Er(10) | |

0

500 1000
Number of iterations k&

FIGURE 2.51 - PKM, r = 1.5, Er(k) = ||p% — p||, k = 1,1500

Résultats obtenus pour r = 2.

1500
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25

0.035

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

FIGURE 2.52 — Solution exacte et solution approchée : k = 1276, 6 = 10%.

25

0.03

0.01

Approximate solution by Projectd PKM in Ky(A™?, ¢°), iteration=1276, r=2, noise level =10%

e exact solution
= — — —approximate solution

0.5 1 15 2 25 3
z

Error = |exact solution—approximate solution|

0.5 1 1.5 2 25 3

Approximate solution by Projectd PKM in Ky (A1, ¢°), iteration=723, r=2, noise level =25%

P exact solution
P — — —approximate solution

0.5 1 15 2 25 3
z

Error = |exact solution—approximate solution|

0.5 1 1.5 2 25 3

FIGURE 2.53 — Solution exacte et solution approchée : k = 723, 6 = 25%.
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Spectral filter of Projected preconditioned KM iterative method, itetation k =1276, r =2

1 ¥ T T T T T T T
09 —
08 —
&
S 05 i
Loaf- —
|
S
=03 —
P
02 —
04 o n
o I I T L iy 4 4 4
0 92 94 HS HS HTO 812 HTA 916 918 920
0;
1 . — o
FIGURE 2.54 — Courbe de filtre spectral : § = 10%.
Spectral filter of Projected preconditioned KM iterative method, itetation k =723, r =2
1 ¥ T T T T T T T
09 -
08 -

%

~ 04— =
I
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02 =

&
01~ =
%
0 1 1 L 2 Py & & & & Ny
0 92 H4 HS HS HTO 912 HTA 916 618 920

FIGURE 2.55 — Courbe de filtre spectral : § = 25%.
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The error as function of the number of iterations k, Projectet PKM method, r=2
50— T T

— 6 =10%
.6 =25%] |

40 [~

35

5 Er(723) _|

Er(1276)

0 500 1000 1500
Number of iterations k&

FIGURE 2.56 — PKM, r = 2, Er(k) = ||p$ — p||, k = 1,1500
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CHAPITRE

Etude d'un probléeme inverse engendré par une

équation elliptique généralisée

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la détermination simultanée d’un terme source et d"une
condition au bord inaccessible en utilisant deux mesures internes en deux points différents,
pour un modele gouverné par une équation elliptique abstraite généralisée (cette générali-
sation est donnée par un opérateur de sous diffusion fractionnaire, ot1 la dérivée spatiale
0%u est remplacée par D*D%u ot1 0 < a < 1). Le probleme est défini sur un domaine
cylindrique par rapport & z ot1 z € [0, +0). Ce type de probléme est mal posé, il nous
donne un systeme de deux équations d’opérateurs instables de premiere espeéce, ce qui

nécessite une procédure de régularisation.

La méthode proposée pour régulariser ce probleme est une variante de la procédure de
Kozlov-Maz'ya, présentée par G. Bastay dans [8]. Les résultats de convergence et les es-
timations d’erreur liées a cette approche ont été établis avec un choix du parametre de

régularisation a priori.

Cette étude est cloturée par une série de tests numériques pour des exemples en 1-D et 2-D

avec mesures internes entachées par un bruit de niveau élevé.
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3.1 Position du probleme

Soit H un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire (.,.) et de la norme ||.||. On
note par £L(H) l’algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H. Soit A : D(A) C
H — H un opérateur strictement positif, auto-adjoint et a résolvante compacte. Dans ce
cas A admet une base orthonormée formée de vecteurs propres (¢,) C H associés aux

valeurs propres réelles (A,) C R4, ie.,

1, ifi=j

Apn = Anu,n € N, (¢, §j) = bij = 0, ifiFEj

O<rv<A <A <A3<..., lim A, =00,

n—o00
VheH, h=Y hupu, hn= (hdu).
n=1

On considere le probleme suivant [141] :

D2u(z) — Au(z) = f, 0<z < oo,
u(0) =g, (3.1.1)
J1u(+-00)]| < +oo.

ou g est la condition au bord inconnue et f est le terme source inconnu qu’on veut détermi-

ner en utilisant les données supplémentaires suivantes :
u(Z1) =91 € H, u(Zy)=yoeH, 0<Z<Zy<+oo. (3.1.2)

Ce probleme est une version abstraite d"un probléme inverse, qui est une généralisation
des problemes inverses pour les équations aux dérivées partielles elliptiques du second

ordre dans un domaine cylindrique.

Un exemple simple de (3.1.1) est le probleme aux limites pour I'équation de Poisson sur la
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bande infinie (0,1) x (0,1) x (0, +0), ot I'opérateur A est donné par
Au(z,x,y) = —uxe(z,%,y) — yy(z,%,y), D(A) = H)(Q) N HA(Q),

ou ) = (0,1) x (0,1). Dans ce cas, I’équation (3.1.1) prend la forme suivante :

;

Uzz + Uy + tyy = f(X,Y), (x,y) € Q,0 <z < oo,
u(z,x,y) =0 (x,y)€800<z<+oo
(x,y) €
(x,y) €

X,

(3.1.3)

7

u(0,x,y) = g(x,y),

u(z,x,y) estbornée, quand z — 400, (x,
\

Ici g(x, y) est la condition au bord inconnue et f(x,y) est le terme source inconnu qu’on

veut déterminer en utilisant les données supplémentaire suivantes :

u(Zy,x,y) =y1(xy), u(Zp) =va(x,y), 0<Zy<Zp<+oo. (3.1.4)

Le probleme de trouver (u#(z); u(0); f) dans (3.1.1) - (3.1.2) est bien connu comme étant
un probleme mal posé au sens de Hadamard ; c’est-a-dire que la solution ne dépend pas
continliment des données. En raison de I'importance de ce modele, il existe de nombreuses

méthodes numériques différentes dans la littérature. Pour plus de détails, on renvoie le
lecteur a [54], 75,188, [125]).

Le modéle étudié dans ce chapitre sera assez différent de (3.1.1)- (3.1.2)); on cherche a
remplacer 1’équation elliptique classique dans le probleme (3.1.1) par un opérateur de sous-
diffusion fractionnaire pour lequel la dérivée spatiale 92u devient D*D%u ot1 0 < a < 1.

Par conséquent, on s’intéresse au modele mathématique suivant :

DiDZu(z) — Au(z) = f, 0<z < oo,
u(0) =g, (3.1.5)
[(+00)[| < 0.

Le but est de trouver (u(z); u(0); f) satisfaisant ((3.1.5)- (3.1.2)),(g est la condition au bord
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inconnue a déterminer et f est le terme source ) a partir des données internes (3.1.2).
La notation D] représente 1’'opérateur de dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo d’ordre

a € (0,1), pour les fonctions différentiables, défini par :

1 0
DD( _ —
Zu(zlx/y) r(l—ﬂé) O/(Z S) asu(slx/y)ds

3.2 Résultats préparatoires

Le traitement du probléme présenté dans ce chapitre, nécessite un rappel sur la fonction

principale du calcul fractionnaire (la fonction de Mittag-Leffler) et ses propriétés.

3.2.1 Fonction de Mittag-Leffler et ses propriétés
Définition 3.2.1. [109] La fonction de Mittag-Leffler de deux-parameétres est définie par :
too
E,p(z) = k;)m, z € C,

oua > 0et B € R sont des parametres arbitraires.

Propriétés 3.2.1. La fonction de Mittag-Leffler vérifie les propriétés suivantes :

1- Si B = 1alors la fonction de Mittag-Leffler de deux-parametres s’écrit comme suit :

+00 o
Ey1(z) = kzo r(#m = E«(z) (fonction de Mittag-Leffler d'un seul parametre).

Ey1-a(z) = Ex(2).

3- Pour0<a <1,A>0etz>0o0na:

D2E,1(—Az%) = —AE,1(—Az"%),z >0,
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et
a?l
9z"

et Ey 1(—2) est décroissante pour z > 0.

(Ex1(—2)) = (—1)"Eq1(—2),n € N,z > 0,

4- Pourz > 0,0ona:
Ea,l (0) = 1, zl—i>I—Poo Ea,l (Z) = O,

de plus, pour tout z > 0, E, 1(—z) a le comportement asymptotique :

= m +0(]z17?).

Lemme 3.2.1. [110]Pour tout 0 < « < letz > 0,0ona:
0< E,xll(—z) <1
De plus E, 1 est completement monotone, i.e.,

e s
(—1) aan“'1< z) > 0.

142

Lemme 3.2.2. [76] Pour tout 0 < o < 1 et z > 0 on a l'estimation uniforme suivante

1 1
< Eﬂé,l(_z) <

1+c1(a)z — 14 c(a)z’
avec des constantes optimales données par
cla) =T(1—a),c=T(1—a)"L.
En utilisant , on obtient les estimations suivantes :

% < Ep1(—Az%) < %\m > A > 1.

aovec

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)
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3.3 Analyse du probléme

3.3.1 Caractére bien posé du probleme direct

On considere le probleme suivant

DiDZu(z) — Au(z) = f, 0<z < oo,
Ju(+00) | < +co.

En utilisant le développement de Fourier, on peut écrire :

u(z) = il (=),
g = ;:ilgnfpn = ni 1 (0)¢n,
F= X fibu= L (D2D2u0(2) = Auta(2)) 0
(o) = | il un(+00) ] < +oo.

En substituant ces dernieres formules dans le probleme , on obtient la famille des
problemes :
DiD%un(z) — Apun(z) = fn, 0<z < oo,
un(0) = gn, (3.3.2)
[t (H00) || < -c0.
Pour trouver la solution de ce probleme, on applique la méthode citée dans l'article [132,
p-1245, Pb. (4.5)-(4.7)].

Considérons 1'équation différentielle :

DYDEX(z) — a?X(z) = (DX (z) — aX(z)) (D*X(z) + aX(z)) = 0, (3.3.3)
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ouna>0,0<a<letzeR.

Il est bien connu que la solution fondamentale de 1’équation différentielleﬂ
(DfX(z) +aX(z)) =0,

est donnée par 'expression X(z) = E,(—az"). Pour 'équation différentielle
(DfX(z) —aX(z)) =0,

sa solution fondamentale est donnée par X(z) = E,(az").
L'ensemble {E,(—az"), E,(az*)} est un systéme fondamental pour (3.3.3), d’ot la solution

générale de (3.3.3) sera donnée par 1'expression
X(z) = c1Ex(—az") + cpEx(az"), c1,¢0 € R. (3.3.4)
. e —1 : s s 1rg . 5
Il est facile de vérifier que —- f, est une solution particuliére a I’équation non-homogeéne
a
DYDYX(z) — a?X(z) = fu, (3.3.5)
Ainsi, la solution générale de 1’équation (3.3.5) est donnée par
o (14 1
X(z) = c1Eq(—az") + coEy(az") — a_zfn' c1,c2 € R (3.3.6)
En vertu de (3.3.6), la solution générale u,(z) sera donnée par la formule

1
un(z) = c1nEa(—az") 4+ conEq(az") — a_zfn' c1,02 € R.

4o
De la convergence de la série ) _ [u,(+00)| et la condition u,(0) = gy et les propriétés de
n=1

1
la fonction Mittag-Leffler, il en résulte que c1,, = Oetcy,, = g + T fu, par conséquent, la
n

1. Kilbas AA, Srivastava HM, Trujillo JJ. Theory and applications of fractional differential equations.
NorthHolland Mathematics Studies, 204. Elsevier Science B.V., Amsterdam, 2006.
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solution du probléme (3.3.2) est donnée par

n(z) = Ea( /A0 - LB D

Dong, la solution du probléme (3.3.1) prend la forme

I 1—E,(—+vAz%
u(z) = 2 (sz(_ )\nZDC)gnan - (/\ \/—Z )fnfpn)
n—1 n (3.3.7)

= Ex(—VAz%)g - - Ea(g\/zza)f = Sa(z)g — Ka(2)f.

Théoreme 3.3.1. Pour tout g, f € H, le probléme admet une solution unique généralisée
donnée par I'expression (3.3.7), de plus, on a I'estimation de stabilité :

1
sup [lu(z)[| < sup [|Sa(2)g] +sup IKe(2)fI < llg]l +)T1”f” (3.3.8)

z>0 z>0

3.3.2 Caractére mal posé du probleme inverse

Le probléme inverse proposé consiste a déterminer u(0) = g et f a partir des conditions

supplémentaires u(Z1) = ¢1, u(Z) = . Ce probleme est équivalent a :

{ u(Z1) = Su(Z1)g — Ka(Z2)f = 1, (3.3.9)

u(Zz) = Su(Z2)g — Ka(Z2)f = 2.

Ce qui donne le systeme des équations d’opérateurs suivant :
S«(Z1) —Ki(Z
o(22) =Kz) ) e} () (33.10)
Su(Z2) —Ka(Z2) f P2
D’otiona

Ku(Z2) —Ku(Z1) Sa(Z1) —Ka(Z1) g\ _ [ Ku(Z2) —Ku(Zy) ¥
Su(Z2) —Su(Z1) Su(Z2) —Ku(Z2) f Su(Z2) —Su(Z1) 1
(33.11)
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et donc
Ka(ZZ)Sa(Zl) - Ka(Zl)Sa(ZZ) 0 8 — (3.3.12)
0 Ka(Z2)Sa(Z1) — Ka(Z1)Su(Z2) f
Ka(Z1)2
SlX (Zl)lpz .
Alors
—Ka(Z)2 ) (3.3.13)
1/’1 Su(Z1) 2
Avec

B = Ku(Z2)Su(Z1) — Ku(Z1)Sa(Z)
= Ka(Z2) — Ku(Z1) = A_l(sa(zl) — Sa(Z2)).

En conséquence la solution du systéme d’équation (3.3.10) est donnée par

A 1-E(-vAZ) 1 E(-VAZ)
¢ = B\ R CvRz) vz T R Rz - Bz )
_+oo /\HEDC( \/)‘_HZIX) /\nErx( \/_le)
f = B\ - e CvEz T B Rz - Bz )

(3.3.14)

Ou Y15 = (Y1, Pn) et Pan = (2, Pn)-
En substituant (3.3.14) dans la solution du probleme (3.3.1) donnée par (3.3.7), on obtient :

¥ nZ
“® = 21< (=VA0z) (3 @)~ (AF )<f4>n>q>n>,
:Z< e e \/—ZD‘)%(P Ea(=vAnZ{) = Ea(= \/_2)1,02 ‘P>
S\ BV — B Az) T Bz - (\/—Z(a) n)” |
3.3.15
Soit
g = *; 1- Ea(;n\//\_nzz) drntpn— L= Ea(;n\/)\_nzl)%,n%, 6516
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400
M= Z Ea(_\/)\_nzg)lljl,n‘f’n - Ea(_\/A_nZ%)IPZ,nqbn- (3-3-17)
n=1
Alors les solutions (3.3.14) et (3.3.15) prennent la forme
An
s Pn)Pn, 3.3.18
g= Z‘, iz - Bz el (3.3.18)
An
ryn ns 3319
f= Z \//\_nza) a(—\/)»_nZE‘) <77f Pn)¢ ( )
v Sa(2)An - Ka(2)An
u(z) = E,x(—\/A_nZ ) E ( \/—Z“) <178/(P71>(P E“(_\/A—nz%) _Ea(_\/)\_nzg) <77f/(Pn>(,bn
_ o Ea( \/—nz ) n _ 1-— Etx(_\//\—nza)
LBV — B vz P T ez — Bz
(3.3.20)
Ona
An - An
a\™ n 1) — a\™ n 5 — & E"‘(_—\/m — .
E(VAZ) ~ BV (yRezy) (BEOEAT )
De l'inégalité (3.2.1), on obtient
1 1
1+C1(“)\/XZ“ < Eo(—VAZS) < EWAPN v A> Ay, (3.3.21)
1
1+ co(a)VAZE < L) <1+ c1(a)VAZE, A > Ay (3.3.22)
Et de l'inégalité (3.2.3), on a
23N Ay < e < (A a1 (0)Z5) VA, (3.3.23)

eV
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ce qui implique que

(c2(a)Z5 V' An)An < An < (A" + 1 (@) Z5) VA (3.3.24)
Ee(=vVAiZi) 1\ T Ex(—VAnZY) — Ex(—V/AnZ5) ~ Ea(=vVAnZ{) S
(B —1)  BROVAED RV E (B~ 1)
. .  Eo(—tZ5) . El(—tZY)  (Zp)*
Puisque la fonction A(t) = m est croissante et tEI—I‘,—loo m -z [118)|

page 17], il découle que A(t) — 1 atteint ses bornes supérieure et inférieure. Notons y; =

En(—v/A1Z8 :
M —1 la borne inférieure (resp, ;1/[2 = (%) —1 la borne Supérieul‘e) de
1

Ea(_\/)‘_lzg)
A(VAn) — 1,1l vient que

(c2(0)Z5VAn)An _ Au _ AT+ e (@) ZE) vV AuAn (33.25)
H2 T Ex(—vVAnZY) — Ex(—VAnZ5) — H1 S
De cette estimation on voit clairement que
. An
lim = +o00. (3.3.26)

v By (—VAZ]) - BV Z3)
On conclut donc que la reconstitution de g (resp. f) a partir de 774 (resp 7¢) est instable (ceci
découle des hautes fréquences).
En vertu de l'estimation (3.3.25), on déduit le résultat suivant.

Corollaire 3.3.1. Le systéeme d’équations (3.3.10) est correctement résoluble (existence et unicité)

si et seulement sinq, 1f € H2.

Théoreme 3.3.2. Siget f € H?, avec® > Oet

max { gy Ifl 9 } < E

alors u(z) € HYT et

1 1
lu(,2)]| g1 < (CZ(“)Za + WTl) E. (3.3.27)

De plus on a

Igll < MEw ||| |751, (3.3.28)
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£l < ME#T || ]| 751, (3.3.29)
0
_1 ( )th 0+1
/\ + (& >
nM =
o e E(—vhZi) 4
sz(_\//\lzg)

Preuve. On a

1
Hu(.,z)||H39T+1 = (:;i )\;?;GH (gnsz(—\/)\nz“) _fnl — Ea(;n\//\nz“))Z) 2
1 1
< (f:iﬁ“ (gnEa(—W»Z)Z + (S:?zeﬂ (5 ‘E“(A‘HW))ZY
n= n= .
1 1
< <+Zoo AE2A, (;)j " (f‘o A fIA <i>2>2
n=1 CZ(“)Z“\//\—W n=1 An
S CELLE v L
Pour (3.3.28), on a

+00 )\n 2
||g||2 = Z <Ea(\//\_nZ“)Ea(\/)\_nZ“)<Zg’¢n>>
g e rm) (1015, @) 1755 (g, )7

0 N (60+1) (==} e
n 2 2
(; S a(—\//\_nZé‘)> (g, Pn)| ) (g\(ngﬂi’n)! )
i —

260 0+1
n 2 %

(Ea — AR Z8) —

6
0-+1

Comme
20 20
+o0 )\n ) +00 (A;1+C1(“)Zg)\//\_n/\n )
r¥Yn S , On
L (Eu—mzp - Ea(—ng)> ool = L, R -1 (5, 9)]

o
1
o
2

Eo(—VAnZ3)
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Ei(—tZ
o est une fonction croissante de valeurs supérieures a 1 pour tout ¢ > 0, donc

 E(—175)
D) s E(=vAZy)
Ea(_\/)‘_nzg) N sz( \/_le) .

On obtient

A, 20
" mzp) (g9l <

20

—+00
n;l (sz(_\/)\_nz%)

e[ (A o)z
b T AWBN ) e gnl? <

]

Ce qui donne (3.3.28). Par le méme raisonnement, on montre (3.3.29).
Théoreme 3.3.3. Soit ; = u(., Z;) pouri =1,2,si g € H et fe H? qvec 0 > 0. Alors, on a

L
1 +2
<C 2 , 3.3.30
Isil < Cllgl? Z(||¢1||+1_Ea< \/—Za)||¢2||> 3330)
92
I11< a1 (ol + () oall) ™ 3331)
0 0
0+2 0+2
B c1(a)Zs B 1
avec C1 = Ea(f\//\TZ%)_l et Cp = SN )
Eu(—VOiZE) Ea(—vAIZ))
(—v/AnZ3) = S2y,

Preuve. Soit (;, ¢pn) = ¢; , et Ex(—/AuZ]) = S1,, Equ

M.S.E. Meziani
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1 — Ep(—/AnZ8 1 — Eq(—/A 2%
et tx(/\ n 1) — Kln, a(/\ n 2) _ Kzn, on a
n n

= K2n¢1 n KlnlpZn
8= Z k2,51, — K1,52, "

Alors

X +o0 K1, 2
Igl? = Jrz: K210 — KLty | E Pin — 2 P2n
n=1 K2,581, — K1,52, =\ s1,- K}( 152,
4 2y

|
g

[y

0+2
e (sbl,n . ¢2,n> " (¢ K1, )92+92
- 2 M 2,n

n=1 (51n - %> K2,

2
0

P — Ko ))? | [t 2\ 7
Z ( 1 K2n 2 ) (Z <¢1n—&¢’2,n> ) )

0+2
=1 (Sln — _K}&an) 2,

IN

On a (d’apres 'inégalité de Minkows) :

7% 20
+oo K1, 0+2 + 1 +o0 K1, 1 0+2
(gmwmwa) (gwmv<gmﬁaﬂ ,
et comme
K1, 1 —E,x(—\/)\_nz%) - 1 _ 1

K2, 1= Ey(—vVAuZ8) = 1= Eo(—vVAnZ8) ~ 1— Eo(—/AZ8) "
il résulte donc

20

f(—“”)£?|uw ! ) G
~ P11 K2, P2, = 2] 1_sz(_\//\_12§) (5] . 3.

n

D’autre part on a
2

2
§% Wn = ayn)? \ T S
(S1, — %)GH (S1, — K1nszn)9 ,

n=1 n=1 K2n
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et comme
Eo(—VAnZ{)
o KLS2 Ea(-VAZE) - Ea(-VAZY) Rz
" K2, 1 — Ex(—VAuZ5) m—l
4 ntn

. Ea(—tZ7) . - \
et la fonction Ea(—tZ8) est croissante de valeurs supérieures a 1 pour tout t > 0, donc
L)

B—vAZD) o BVAZD

Eo(—VAnZ§) = Eu(—vV/AiZ5)

En tenant compte de toutes ces remarque et de I'inégalité

1
— 1< VAnZ5,
e A

on peut écrire
0
= grzz < €1 (DC)ZSC Jio A%gZ
=t (81, — Klud2u)0 Ei(=vMzZd) 4 | =
" Eo(—v/MZ5)
d’ou
260
00 0+2 o o2
3 i a(@)Z3 172, (3.3.33)
LSt s | = | BCvnz il
" Ea(_ng)
En combinant (3.3.32) et (3.3.33)), on obtient (3.3.30).
Pour (3.3.31), on a
= Szrﬂ’bl,n - 51n¢2,n¢
ns

f= El K2,51, — K1,52,

M.S.E. Meziani
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donc
2
”f||2 _ Jio (52;11/)1,71 - SlnlIJZ,n)Z _ Jio lpl,n - %%,n
=\ K2,51, — 1<1,1524,1 =\ Bl g,
+oo <1P1,n - %lejln) " (l[J 51, )ezfz
- 2 1n — ,
n=1 (Kzsnzsnln _ K1n> 52y
2
2\ 72 0
S1 0
oo (Y10 — o Foo S1 2\ o2
< Z ( 9>—|—2 Z <’~P1,n anZ n)
n=1 <_K25n251n _ Kln) n=1
2 20
o f2 - Z 2 )é <+Z°:° 51, 7\ "
< . Y1 + ( )’
=1 <K2n51n Kln)e é 52,
Ona Sln _ Eu(=vAnZi) Ea(—t27) = ( 2)a de plus on a
52, Etx(_‘//\nzg) t—+o0 Ea( tZz) Zq ’
S2, " A \ Ea(— VA Z8) T An \ Ea(—VA1Z8)

Ce qui nous donne :

20

1 +o00 +2

P < | | ez | S| (Iod+(Z2) Iwal) ™ <
n=1

(\/le)

A

Ne '—‘k

2
0 0+2
20

! T e+ (2 1gal)
E\/\//EZ; 1 fHQ lpl 1P2 .
MZ

I\JQ —=
N
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3.4 Régularisation par la procédure itérative alternative

3.4.1 Description de la méthode

L’algorithme itératif pour résoudre le probleme mal posé ((3.1.5)-(3.1.2)) commence par le
choix des éléments arbitraires go, fo € H. La premiére approximation u((z) est la solution

du probleme direct (bien-posé) suivant :

Dnguo —Aug = fo, 0<z< +0o0,
uo(0) = go, (3.4.1)
[[o(+00) || < +oo.

Soit 17y = v2(Z1) — v1(Z2) et 1y = wa(Z1) — w1(Z2), ot v;, pour i = 1,2, sont les solutions
des problemes
DiDv; — Av; = ¢;, 0<z < oo,
;(0) =0 (3.4.2)
[oi(++00) || < +oo.

Et w; sont les solutions du problemes

DiDiw; — Aw; =0, 0<z < +oo,
w;(0) = ;, (3.4.3)
[[wi(400)[| < +o0.
C’est-a-dire :
g = Ka(Z2)P1 — Ku(Z1) 2, (3.4.4)

et
f = Su(Z2)1 — Su(Z1) 2. (3.4.5)

Si la k—ieme solution approchée est construite, on considere que vy est la solution du
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probléme
DngZ)k — Ave =g, 0<z < Hoo,
vk(0) =0, (3.4.6)
[ox(+e0) | < +oo,
on trouve que vk (z) = —Ku(2)gx-
De plus, considérons wy comme solution du probleme
Dngwk — Awy = fk/ 0<z< +o0,
wi(0) =0, (3.4.7)
[k (++00) || < -c0.
Ce qui donne wy = —Ku(z2) fi-
Ensuite, mettons
Skr1 = & — w (0k(Z1) —0r(Z2) —115) (3.4.8)
fi1 = fv — w (wi(Z1) — wi(Za) —17¢) (3.4.9)
N * 1
oul < w < w" = - avec
1B
Ex(—vVAnZ{) — Ex(—VAnZS C
|B|| = sup a nZ1) = Eal nZ3) < =, (3.4.10)
n>1 A” /\17
7 o
ouC = <Z_i> !
CzZ%
Finalement, on obtient 1y, en résolvant le probleme
(3.4.11)

DIDZugyq — Augy1 = fry1, 0 <z < oo,

ur1(0) = gkt1s
(| ttgeq1 (H00) || < H-c0.

Cela est équivalent a l'algorithme de Landweber-Fridman pour résoudre le systeme

M.S.E. Meziani

Département de Mathématiques
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d’équations mal posé (3.3.10), c’est-a-dire

(8k+1 ) _ [ & ) e ( Ki(Z2) —Ka(Z1) ) (( (0 ) B ( Su(Z1) Ku(Zy) ) (
fk+1 fk Sa(ZZ) _er(zl) P2 er(ZZ) er(ZZ)
[ (- wB) gt g )
(I — wB) f + wiys .
(3.4.12)

et 1 = Sa(2)8k1 — Ka(2) fies1-
Posons G = I — whB. Si on itere les algorithmes (3.4.8) et (3.4.9), on obtient :

gk =G's0+ (1-Gg, et g —g =G (g0 —g),
fe=Gfo+ (I-GNf, et i — f=G"(fo— f),

ue(2) —u(z) = Sa(2)G*(g0 — §) — Ku(2)G*(fo — f)-

3.4.2 Convergence et estimations d’erreur

Proposition 3.4.1. L'opérateur G = I — wB est auto-adjoint et quasi-contractant sur H (1 n’est

pas une valeur propre de G). De plus, pour k € IN*, on a

k-1 k=1
1Y Gl <) G <k
i=0 i=0

Théoréme 3.4.1. Soient gy, fo deux éléments quelconques du processus itératif proposé ci-dessus

et uy la k-iéme solution approchée. On a :

sup ||ug(z) —u(z)|| = 0,k — +o0.
z€[0,4-c0)
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Preuve. Il découle immédiatement du théoreme (2.2.2) et I’estimation (3.4.10) m que

Jue(z) — ()| = 154(z)G* (g0~ 8) ~ Ka(2)G* (fo ~ £
< [15u(2)G" (g0~ )| + [ Ka(2)G" (fo — ) 6413)
< 15w 1G 0 — )l + I Ka IIG(fo — )
< 1165 (0 — )| + ATIGH (fo — )l = 0,k — +ov
]

Théoreme 3.4.2. Soient gy, fo deux éléments quelconques du processus itératif proposé ci-dessus

et uy la k-ieme solution approchée. Si (g0 — ), (fo— f) € H?,0 > 0 avec

E:max{||go—SHH%/HfO_fHH%G}'

Alors le taux de convergence de cette méthode est donné par :

1
sup | lup(z) —u(z)|| < (14 A;H)My—-E, (3.4.14)
z€[0,+00) ! (k + 1)9
0
A7t z4
avec My = 1 Fal@)z; Kp.

Preuve. On a

lu(z) — u(z)|| < VA1 + /Ay, (3.4.15)

ou

= [[(I - wB)(g0 — g)|I”

= Eo(VAnZY) —
= n;l (1 —w ( 1 5

n

1(80 = & ¢u) 1%,

EaNA_nZi‘)))Zk

et
By = A= wB)(fo— 1)l

— A;Zi (1 —w (Ea(\/)‘_nz%);

|(fo = from)I>

n

Ea<mz%>)>2"
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, alors

&) — «
On note B, = (E“(‘//\_"Zﬂ/\ Ea(\/A—nZ1)>

+
3

Ay (1= wBu)* (g0 — & )l

=
—_

+
3

(1 - wBa)™ (wB)* (wBa) ™ (g0 — 8 )%,

3
Il
—_

En utilisant (2.5.4)) et (3.3.24), on en dérive les estimations suivantes :

1 2
(1 — an)Zk (an)ZQ < (K@m) , (3416)
26
oo _ ATl c1(a)Z5 ™
Y- (@Ba) (80— g du)l* < AEv Y AV 1(g0 — & )P
=t o (B~ 1) S
< AL+ (@) Z8 E2.
- (Ea(f\//\ilz%) _ 1)
Evc(_\/)TlZ%) (3 4 17)
En combinant (3.4.16)) et (3.4.17), on obtient I’estimation :
E
VA<M 3.4.18
k+1)f (3.4.18)
De la méme maniere, on obtient
E
VA < ATTM . 3.4.19
< 1) ( )
En combinant (3.4.15), (3.4.18) et (3.4.19), on obtient (3.4.14). O

Puisque dans la pratique, les données mesurées ¢, et 1, ne sont jamais connues exactement,

notre objectif est de résoudre le systéme a partir de la connaissance des données perturbées.
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On suppose donc que les fonctions 9 et ¢ sont bruitées :

[ (3.4.20)
w2 — 932 < &, (3.4.21)
1 — 97| + 2 — 92|l <0, (3.4.22)

ou d = J1 + 6, désigne la quantité du bruit, le niveau du bruit dans 1p‘151 est donné par

€1 et dans 1/)(252 est donné par e =

o 51 52
I 12l

Dans le théoréme suivant, nous considérons le cas de données inexactes.

Choix a priori du parametre de régularisation

Théoreme 3.4.3. Soient g, fo deux éléments quelconques du processus itératif proposé ci-dessus
et uy (respectivement, u,‘i) la k-ieme solution approchée correspondant aux données exactes 1y et Py

(resp. aux données inexactes gb‘lsl et 4](252 satisfaisant (3.4.22)). Si (g0 — §), (fo— f) € HY,06>0

avec
£ = max {150~ sl 1. 1fo— £l v}

1
E\ 1
et si on choisit le parametre de régqularisation k = k() = [b], ot b ) , alors on a

Il
VR
|

Uestimation d’erreur suivante :

2
sup ||ul(z) —u(z)|| < <A—w + My(1 +A1_1)) Ewiget, (3.4.23)
z€[0,+c0) 1
0

)\_1 yas
ol [b] désigne la partie entiére de b et My = 1 (+\/(;T1(Z(Z)) 2 Ko est une constante

a\ ™ 141)

@ (v 1)

positive.
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Preuve. Soit G = (I — wB) et

k=1
g =Greotw Y Gy,
j=0

fi=GCfot+w Z(:) G]nf,
j

u(z) = Su(2)8k — Ka(2) fr,

gt =G+ w Z G,
j=

k=1
ff=GCf+w Z(;) G/n§,
]:

ui(z) = Sm(Z)gi — Ky (Z)flfr

avec 11y = Ku(Za) 1 — Ku(Z1)¥2 et 3 = Su(Z2) 91 — Sa(Z1) 2.

Alorsona:
g —m3ll = [1Ka(Z2)gpr — 97") — Ka(Z1) (2 — $32) |
< |IKa(Z2) 1 — 9)|| + [|Ka(Z1) (32 — 9
<||I<a< Z5)|| x ||¢1 P+ K Z0) || % ([ (2 — 922
AT (e =)+ g — 952 1) < AT,
et
s =03l = 1Sa(Z2)gr — 9") — Sa(Z1) (2 — 32)]|

< [1Sa(Z2) 1 — )| + 112 (Z1) (2 — ¥32) |
< 1Sa(Z)1] % [l — )|+ 112 (Za) || x [ (2 — 922

< (lgr =95l + w2 — yi)l) <6

160

(3.4.24)

(3.4.25)

(3.4.26)

(3.4.27)

(3.4.28)

(3.4.29)

(3.4.30)

(3.4.31)
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En utilisant 'inégalité triangulaire, on a
g (2) = u(2)]| < up(2) — (@) || + [[ug(z) —u(2)]]- (34.32)

De
lup(2) = (2)]| < 11Sa(2) (88 — ) | + 1Ke(2) (f = fi,

[ee]

+oo + .
<wl Y &g —n)ll + AT Y G (g — sl
j=0 j=0

et (3.4.31) et (3.4.5), on obtient :

4o . 400 .
g (z) = ui(2)|| < w <?\1_15 Y NG+ Aty ||G]||> :
=0 =0

] ]

Comme |G| = ||I — wB|| <1, il en résulte que
5 2w
sup |lugp(z) —uk(z)]| < /\—kd. (3.4.33)
z2€[0;+00) 1
Eton ade (3.4.14) :
_ 1 _ 1
sup [Jup(z) —u(z)|| < (14 A7 1)M9mE < (1+ M 1)M9k—9E. (3.4.34)
z€[0;+00)

En combinant (3.4.32) avec (3.4.33) et (3.4.34), puis en passant au supremum par rapport a
z € [0,40), on obtient

2w 1

sup ||ul(z) —u(z)|| < /\—k5+(1+A1_1)M9FE
z€[0,+00) 1
< (i—“’ + Mp(1+ /\1_1)> Ergon,
1
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3.5 Tests numériques

Dans cette partie, on donne deux exemples numériques pour illustrer la faisabilité et 1’effi-
cacité de la méthode proposée.

Dans le premier exemple, le couple inconnu (f, ) est unidimensionnel, et dans le deuxiéme
exemple, il est de deux dimensions spatiales. Les tests ont été faits par I'environnement de
développement MATLAB, et on utilise la fonction-MATLAB m1 (z,alpha,beta,gama) program-
mée par R. Garrappa (Numerical evaluation of two and three parameters). Homepage :

http :/ /www.dm.uniba.it/Members/garrappa.
Exemple 3.5.1. On considére le probleme inverse suivant

o 92
DYDYu(x, ) + 5 5u(x,y) = f(x),

u(0,y) = u(my) =0,
u(x,0) = g(x

),
| [[u(x, +oo)[| < o0,

€ (0,7),y € (0, +00), &
€ (0, +e0),

< [0, 7],

e [0,7],

ot f(x) est le terme source inconnue et g(x) est la condition au bord inconnue.

(3.5.1)

Maintenant on commence par la construction des conditions supplémentaires :

2N
¢1—ux1 E;

ou
T 1—Ei (—Vn2V1) 7
an(x) = % /g sin(nx)dx sin(nx) — " /f(x) sin(nx)dx sin(nx)
0 0
et
7 N
1 = u(x,1) E}gb"(x)’
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7 1-E (-Vn2v2) 7

ba(x) = Ey (~Vn2V2) / §(x) sin(nx)dx sin(nx) - ——=— / F(x) sin(nx)dx sin(nx),
0 0

et

f(x) =2(mr—x)x, g(x) = (T — x)x.

7T 7T
On prend N = 100 et on évalue les intégrales /f(x) sin(nx)dx et /g(x) sin(nx)dx numé-
0 0
riquement par la méthode des trapezes sur une grille équidistante

7T

OZX()<X1<...<XM:1999:7(,h:@.

Ces données sont considérées comme étant les "données exactes" 1 et 1.

Les deux figures suivantes visualisent les courbes de ces données.

exact mesured data i at y =1
0 T 1

Yy aty =1

-0.2— —

0.4 — ]

-0.6 — =

-0.8 =

0 0.5 1 1.5 2 25 3

FIGURE 3.1 — Donnée exacte 1; mesurée au point Y7 = 1.
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exact mesured data 1, at y =2
0 T 1

Py at y =2

-0.5— =

25 ]

FIGURE 3.2 — Donnée exacte ¢, mesurée au Y, = 2.

Maintenant on ajoute du bruit aux données 1 et 1, en utilisant une perturbation aléatoire

(obtenue par la commande de MATLAB randn), on obtient le vecteur % et 13 :

noise = randn(size(1));
noisel = e1 * noise x norm(p1) /norm(noise);

¥ = gy + noisel;

noise = randn(size(y,));
noise2 = ey * noise x norm(,) /norm(noise);

WS = o + noise2;

=l g8 = vl

Le niveau du bruité) = ————etdhh = ————
[ | 92|

valeurs aléatoires normalement distribuées dont la moyenne est égale a 0, la variance

, la fonction "randn(.)" génere des

0% =1, et I'écart-type o = 1. "randn(size(1;))" renvoie un tableau d’entrées aléatoires de
la méme taille que ;.

les images suivantes représentent les données infectées ¢ et 3 pour deux niveaux du
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bruit différents 10% et 25%, et les courbes des données

2 00 [ (1—E(- Vn2y/2)
772':}2 ”; /lplsm nx)dx —

n=1

1—E; (—Vn2V1)

n2

/Ontpgsin(nx)dx sin(nx) |,

et

2

17?:%100 <( 1 \/_\/_/ tplsm nx)dx—El \/_\/—/ 1,11251n nx dx) sm(nx))

et les courbes des erreurs en valeur absolue |17, — 17§,| = 17?|.

infected mesured data ¢} at y =1, noise level =10%
0.5 T T T

1 1
\7@ at y =2, noise level =10%

-0.5— =

FIGURE 3.3 — Donnée bruitée ¢, niveau du bruit = 10%.
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0.5

166

infected mesured data 1 at y =2, noise level =10%

-25

I I I | |
Y3 at y =2, noise level =10%

0.5

FIGURE 3.4 — Donnée bruitée 3, niveau du bruit = 10%.

0.25 —

02—

0.15 —

01—

0.05 —

Ty

S r;,f, noise level =10%

0.5

1 15 2 25 3
z

Error = |n, — 7}, noise level =10%

FIGURE 3.5 — Donnée exacte 77, et donnée bruitée 172, niveau du bruit = 10%.
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05—

01—

167

Ny

—— —ni. noise level =10%

1 15 2 25 3
z

Error = |n; — nﬂ, noise level =10%

FIGURE 3.6 — Donnée exacte 77 et donnée bruitée 17?, niveau du bruit = 10%.

infected mesured data 1 at y =1, noise level =25%

0.5

25—

I 1
‘771135 at y =2, noise level :25%‘

—

FIGURE 3.7 - Donnée bruitée ¢ niveau du bruit = 25%.
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infected mesured data 1 at y =2, noise level =25%
1 T T T

| |
Y3 at y =2, noise level :25%‘

0.5

-0.5

25— =

FIGURE 3.8 — Donnée bruitée 3, niveau du bruit = 25%.

7y

02 — — — 1), noise level =25%
0.15 —
01—

0.05 —

o \ \ \ \ \ \
0 0.5 1 15 2 25 3
T

et 02 Error = |n, — 7}, noise level =25%

FIGURE 3.9 — Donnée exacte 17, et donnée bruitée 172, niveau du bruit = 25%.
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05—

Ny

- r/j. noise level =25%

03— = S

02—

0 0.5 1 15 2 25 3
z

103 Error = |ny — n;\, noise level =25%

1%

FIGURE 3.10 — Donnée exacte 77 et donnée bruitée 17]‘5, niveau du bruit = 25%.
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Reconstruction itérative.

Les solutions du probléme ((3.1.5)- (3.1.2)) par la procédure itérative sont données par

100
gt =Y (c1n+c2p)sin(nx),
n=1
. Ei (—Vn2V1) — Ey (=Vn2V2 )
1y =(1——= " : /go sin(nx)dx,
Ey(—Vn2V1) —E; (—Vn2V2) 2

)

1l sin(nx)dx
Ey(—Vi2V2) 0/ :

" Ey(—VVI) ~ Ey
et
100
=Y (é1u+ &) sin(nx),
n=1
Ei(—Vn2y1) — E; \/_\f
C1n=(1- 2( )nz 2( /fosm nx)d

(_\/ﬁ\/i) n2 5 . J
Er () (_m\/ﬁ)o/qfsm(nx) X.

Pour simplifier les calculs, on prend g9 = 0 et fo = 0, les valeurs des parametres de

1
62,;1 — (1_(1.)2(1_ 2

E,
2

N\'ﬂ

relaxation sont choisis par des tests pour synchroniser les meilleures itérations On calcule
les itérations pour k = 1,300 et on prend l'itération avec l’erreur minimale.
Le tableau suivant donne les valeurs de wj, w», et l'erreur relative pour les meilleures

itérations avec deux niveaux du bruit 10% et 25%.

2. La meilleure itération c’est 'itération avec 1’erreur minimale
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Reconstriction de : Condition au bord. Terme source.

Niveau du bruit 6 =10% 6 =25% 0 =10% 0 =25%
Parametre de relaxation w =1 w =1 wy = 0.309 wy = 0.75
Itération k=210 k=60 k=210 k=60
Erreur relative 0.022168221511525 | 0.033963063821482 | 0.033028140869578 | 0.046019804000306

TABLE 3.1 — Résultats numériques pour la méthode itérative.

Les images suivantes visualisent les solutions approchées, les courbes des filtres spectrale,
les courbes de convergence pour les deux niveaux du bruit 10% et 25%.

Résultats pour un bruit du niveau 10%.

Approximated Boundary iterative method, iteration=210, noise level =10%

= - exact boundary

2 S=a — — —approximate boundary

01—

0.08 — /\
0.06 - /
//

FIGURE 3.11 - g,‘z, itération k = 210 niveau du bruit = 10%.
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Spectral filter of thr iterative method for boundary reconstriction, itetation k =210 wy =1

1 I T T T T T T T

09— =

08— =

07— =

=05 ]

o) =1

03— =

01— 2 -

FIGURE 3.12 — Courbe de filtre spectral pour la condition au bord, niveau du bruit = 10%.

The error of boundary reconstriction as function of the number of iterations k, iterative method, minimal error at k =210
80 T T T T T

70 [+ =

60 ]

50—+ -

=llg; — gl

Ex(k)

20 - B —=

L i I s
0 I \ I I
0 50 100 150 200 250 300

Number of iterations k&

FIGURE 3.13 — Courbe de la convergence Erq (k) = g2 — g||, niveau du bruit = 10%.
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Approximated Source iterative method, iteration=210, noise level =10%

exact source

= — — —approximate source

f(z)

w s
I

\

N
I
\

/

o \ \ \ \ \ \
0 0.5 1 15 2 25 3
T

Error = |exact source—approximate source|
03

025~ / N

02— \/ l\

o1 J / Mo

005~ /"" \‘\ } /M V\/\ “\ N

FIGURE 3.14 - f,f , itération k = 210 niveau du bruit = 10%.

Spectral filter of thr iterative method for Source reconstriction, itetation k =210 w, =0.309
1 T T T T T T T

09— =

08— =

06— =

05— =

B(N) =1—[1—wBO)*

03— % ]

02— =

01— =

FIGURE 3.15 — Courbe de filtre spectral pour la source, niveau du bruit = 10%.
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The error of the source reconstriciot as function of the number of iterations k, iterative method, minimal error at k =210

160 |

140+

£ =11l

80—

Ex(k)

60 [~

40—

0 50

100 150 200 250
Number of iterations k&

300

174

FIGURE 3.16 — Courbe de la convergence Er¢(k) = IS — fl|, niveau du bruit = 10%.

Résultats pour un bruit de niveau 25%.

25—

u(z,0) = g(z)
P
T
\

Approximated Boundary iterative method, iteration=60, noise level =25%

- exact boundary
— — —approximate boundary

1 1.5 2 25 3
z

Error = |exact boundary—approximate boundary|

0 0.5

FIGURE 3.17

- g,f, itération k = 60 niveau du bruit = 25%.
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Spectral filter of thr iterative method for boundary reconstriction, itetation k& =60 w; =1
1 ¥ T T T T T T T

09— =

08— =

07— =

=05 ]

o) =1

03— =

01— =

FIGURE 3.18 — Courbe de filtre spectral pour la condition au bord, niveau du bruit = 25%.

The error of boundary reconstriction as function of the number of iterations k, iterative method, minimal error at k =60
80 T T T T T

70 [+ =

60 B

50—+ -

=llg; — gl

Ex(k)

20 =

10— -
",
L ENIR[}  gHem@uZB62 courerssossresssoosesssssosessessassse s s LA A 5L LA T

1 1 1 1
0
0 50 100 150 200 250 300
Number of iterations k&

FIGURE 3.19 — Courbe de la convergence Erq (k) = g2 — g||, niveau du bruit = 25%.
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Approximated Source iterative method, iteration=60, noise level =25%

5 P
= o ~ exact source
A - = — — —approximate source
e =
o N
-
3 o
— P
o g >
- [ h
2 = B
// \\
g N
ot \\
1= Z N
\\
o \ \ \ \ \ \
0 0.5 1 15 2 25 3

z

Error = |exact source—approximate source|
05

03 A
02 N

= / / i w o

FIGURE 3.20 - f,f , itération k = 60 niveau du bruit = 25%.

Spectral filter of thr iterative method for Source reconstriction, itetation k& =60 wy =0.75
1
& I I I I I I I

0.8 — =

0.7 — =

0.6 =

0.4 — =

B(N) =1—[1—wBO)*
°
T
|

03— =

0.1 = —

FIGURE 3.21 — Courbe de filtre spectral pour la source, niveau du bruit = 25%.
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The error of the source reconstriciot as function of the number of iterations k, iterative method, minimal error at k =60
160 T T T T T

“’\" ©eesssesuesessaResa eSS RS S S S S

min | £} — f|| =7.4152 | | | |
0 50 100 150 200 250 300

FIGURE 3.22 — Courbe de la convergence Er¢(k) = || f2 — f||, niveau du bruit = 25%.

1
Exemple 3.5.2. On considere le probleme inverse tridimensionnel suivant (pour & = E) :

( . aZ 82
DiD%u(x,y,z) + ﬁu(x,y,z) + a—zu(x,y,z) = f(x,y), (x,y)€ (0,7)x(0,7),z € (0,+00),
u(x,y,z) =0, (x,y) € 00z € (0, +00),
u(x,y,0) = g(x,y), (x,y) €Q,

\ Hu(x,y,Z)” < —|—OO, (x/]/) € Q/Z € (O/ —|—OO),

(3.5.2)
ot w = [0, 7] x [0, 7] et f(x,y) est le terme source inconnu et g(x,y) est la condition au
bord inconnue.

On sait que
? o 1 2 2
=————,D(A) = - :
A 0 (A) = Hy(Q)NH*(Q) C H=L"(Q)
est un opérateur auto-adjoint, positif et a résolvante compacte (A est diagonalisable). Ces

couples propres (Apm, Pnm) sont donnés par

2
Aum = n? 4+ m?, Gnm(x,y) = g sin(nx) sin(my), n,m € IN*.
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Dans ce qui suit, on prend g(x,y) = (7 — x)x(t — y)y et f(x,y) = sin(x) sin(y).

Maintenant on commence par la construction des conditions supplémentaires :

20 20 1—E1(—~/n2—|—m2\/T)

1 = u x,y,1 Z Z E%(_ vV n? 4+ mzﬁ)gn,mgbn,m(x/y) - : (le T mz) fn,mqbn,m(xz]/)
n=1m=

et
20 20 1—Ei(—vVn2+ m2V/15)

P =u(x,y15)=) ) ( % — V12 + m2V/1.5) g mnm (x,y) — : (2 1 m2) fn,mfl’n,m(xz}/)) ,
n=1m=

T TT
2 2
ol §nm = ;(//g x,y) sin(nx) sin(my)dxdy et fum = E//f x,y) sin(nx) sin(my)dxdy.
0
On calcule les intégrales par la méthode des trapezes sur une grllle équidistante pour x et

y:

OZJCQ<JC1<...<xM:499:7T,0:y0<y1<...<yM:499:7T,]’l:@.

Les figures suivantes visualisent le maillage g(x;, ;) et le maillage f(x;,y;) en 250000

points.
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Exact boundary condition

| Exact boundary condition

FIGURE 3.23 — Condition au bord exacte ¢(x,y) = (7 — x)x(7t — y)y.

Exact source term

08 Exact source term
.8 —]

0.6 —|

flz,y)

0.4 —|

0.2

FIGURE 3.24 — Source exacte f(x,y) = sin(x) sin(y).

Les figures suivantes visualisent le maillage 1; et le maillage ¥, considérées comme

données exacte en 250000 points.
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Mesured datat without noise at Z; =1.

FIGURE 3.25 — Donnée exacte iy a Z1 = 1.

Mesured datat without noise at Z; =1.5.

FIGURE 3.26 — Donnée exacte i a Z, = 1.5.

Maintenant, on construit 7,4 et 17y de la méme fagon dans la construction de i et i».

Les figures suivantes visualisent le maillage de 774 et 77.
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1y = Ka(Z2)th1 — Ko(Z1) at Zy =1, and Zy =1.5, without noise

0.16 —

0.14 —]

Ny = Ka(Z) Y1 — Ka(Z1)¢s

FIGURE 3.27 — Donnée exacte 17, = Ky (Z2)¢1 — Ko (Z1) 2.

1 = Sa(Za)1 — Sa(Z1)y2 at Zy =1, and Z, =1.5, without noise

0.025 —,

L Inp = Sa(Ze)in = Sa(Zi)4n
0.02 —]

0.015 —|

nf

0.01 —]

0.005

FIGURE 3.28 — Donnée exacte 177 = Sa(Z2)§1 — Sa(Z1) 2.

Dans les figures suivantes, on montre les données perturbées pour trois niveaux du bruitﬁ

pour plusieurs niveaux du bruit.

3. Les 9; et ¢ sont perturbées de la méme maniére que dans les exemples précédents.
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Données bruitées 11, et 15, niveau du bruit 1%.

Mesured datat with noise at Z; =1, noise level =1%

2 [
kil

FIGURE 3.29 — Donnée bruitée ¢ niveau du bruit = 1%.

Mesured datat with noise at Z, =1.5, noise level =1%

FIGURE 3.30 — Donnée bruitée 95 niveau du bruit = 1%.
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Données bruitées 11, et 15, niveau du bruit 10%

Mesured datat with noise at Z; =1, noise level =10%

e U‘\““‘ i
’l‘\”‘”\“ ! ‘\',
AT '!‘H‘

FIGURE 3.31 — Donnée bruitée 1} niveau du bruit = 10%.

Mesured datat with noise at Z; =1.5, noise level =10%

FIGURE 3.32 — Donnée bruitée ¢5 niveau du bruit = 10%.
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Données bruitées 11, et 15, niveau du bruit 25%

Mesured datat with noise at Z; =1, noise level =25%

FIGURE 3.33 — Donnée bruitée 1} niveau du bruit = 25%.

Mesured datat with noise at Z; =1.5, noise level =25%

il
= » “l M"

FIGURE 3.34 — Donnée bruitée ¢5 niveau du bruit = 25%.

Reconstruction itérative. Pour simplifier les calculs, on prend go = O et fy = 0, les solutions
du probleme ((3.1.5)- (3.1.2)) par la procédure itérative prennent la forme suivante :
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20 20 Ey (—VnZ +m2/1) — Ey (~Vn? + m2{/15) 2, 2
8£=>: Yu-(1-w 2 2 ) ek 1g,n,mPn,m
= n2 +m? Eq (—VnZ+m2V1) —Eq (—VnZ+m2y15) =
2 2
20 20 Eq (—Vn2 +m2V1) - Eq (=Vn? + m2y/15) W2 4 m2
=Y Y(-(1-w-2 > ) 10 fm,mPnm
=1 n* 4+ m: El(—\/nz+m2ﬁ)—El(—\/n2+m2ﬁ)
2 2

Dans ce test on adopte un choix heuristique du parametre de régularisation k, les résultats

obtenus (les erreurs relatives ) sont données dans le tableau suivant :

Reconstriction de : Condition au bord. Terme source.

Niveau du bruit 6=1% 6 =10% 6 =25% 6=1% 6 =10% 6 =25%
Parameétre de relaxation w; =1 wy =1 w; =1 wy =1 wy =1 wy=1
Itération k =300 k =200 k=150 k =300 k =200 k =150
Erreur relative 0.017956971960396 | 0.027304933634501 | 0.041549893695591 | 0.001009021830722 | 0.005121828038576 | 0.020062989115554

TABLE 3.2 — Résultats numériques pour la méthode itérative 2-ieme exemple.

Les figures suivantes visualisent les solutions g,‘z et f,f et les erreurs en valeur absolue

g — g| et |f — f2| pour les trois niveaux du bruit.

Résultats pour le niveau du bruit 1%

Approximate boundary condition by iterative regularization, & =300, noise level =1%

[ |Approximate boundary condition

FIGURE 3.35 - g¢, itération k = 300, niveau du bruit = 1%.
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Absolute error for the boundary condition by iterative regularization, & =300, noise level =1%

0.14 —

012 - l9(@,y) — gi(=,y)|
0.1
0.08 |

0.06 —

lg(x,y) — gh(w, y)|

o
®
/

0.02

FIGURE 3.36 — |g0 — g|, itération k = 300, niveau du bruit = 1%.

Approximate source term by iterative regularization, & =300, noise level =1%

- - > ‘:]Approxima.te boundary condition
.8 —]

0.6 —|

(a,m)

3
k

i

0.4 —|

0.2

FIGURE 3.37 — f,f , itération k = 300, niveau du bruit = 1%.
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Absolute error for the source term by iterative regularization, k& =300, noise level =1%

%107

L fy) = fi)]

FIGURE 3.38 — |f? — f|, itération k = 300, niveau du bruit = 1%.

Résultats pour le niveau du bruit 10%

Approximate boundary condition by iterative regularization, k& =200, noise level =10%

“:|Approximate boundary condition

FIGURE 3.39 — ¢?, itération k = 200, niveau du bruit = 10%.
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Absolute error for the boundary condition by iterative regularization, k& =200, noise level =10%

0.25 —

gl y) — g y)l

l9(x,y) — gh(w, v)|

FIGURE 3.40 — |g? — g|, itération k = 200, niveau du bruit = 10%.

Approximate source term by iterative regularization, k¥ =200, noise level =10%

- - ‘:| Approximate boundary condition
.8 —|

0.6 —|

fil(a,y)

0.4 —|

0.2

FIGURE 3.41 — f,f , itération k = 200, niveau du bruit = 10%.
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Absolute error for the source term by iterative regularization, £ =200, noise level =10%

%107

7 —

1/ (@) = fi(@,y)|

w » o
[ ]

fla,y) = f,y)]

I
- N
/

;%w,

i i

i

i

d

’.‘:ﬂ:\:ﬂi:‘\:‘hy\::ﬂ1\‘1‘5‘5‘:\::\1
i

i
A
A S
i
i

i
i

FIGURE 3.42 — |f{ — f|, itération k = 200, niveau du bruit = 10%.

Résultats pour le niveau du bruit 25%

Approximate boundary condition by iterative regularization, k =150, noise level =25%

‘ Approximate boundary condition

FIGURE 3.43 - ¢?, itération k = 150, niveau du bruit = 25%.
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Absolute error for the boundary condition by iterative regularization, k& =150, noise level =25%

0.35 —

0.3 —|

L lg(e,y) - gi(ay)l

l9(x,y) — gh(w, y)|

FIGURE 3.44 — |g? — g|, itération k = 150, niveau du bruit = 25%.

Approximate source term by iterative regularization, k¥ =150, noise level =25%

0.8 y “:l Approximate boundary condition
.8 —| z

0.6 —|

P ,y)

*> 0.4 -

0.2

FIGURE 3.45 — f,f , itération k = 150, niveau du bruit = 25%.
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Absolute error for the source term by iterative regularization, k£ =150, noise level =25%

0.025 —

0.02 | [f(@.y) = fi(zy)|

0.015 —|

0.01 —

[f(.y) = Ryl

0.005

FIGURE 3.46 — | f{ — f|, itération k = 150, niveau du bruit = 25%.
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Conclusion et perspectives

Je pense et je néfléctics pendant des macs et des années. Luatre-vingt-div-newf focs,
la conclusion est Jawsse. La centiéme focs, j'ac nacsou.
- Abert Ecnatecn

Dans ce travail, on a étudié deux variantes de méthodes de régularisation itératives appli-
quées a deux problémes inverses. On a montré clairement que ces méthodes donnent des
résultats satisfaisants si elles sont préconditionnées. Dans le cas standard, elles peuvent
produire des résultats limités pour des données faiblement bruitées. Si le bruit est fort,
une étape d’analyse spectrale est nécessaire pour bien comprendre le comportement apres
l'infection pour proposer le bon reméde.

L’application de la méthode de projection de Krylov pour le probléeme inverse de Goursat
est nouvelle et tres intéressante et elle a montré que cette technique est fiable. Elle donne
des résultats trés acceptables, lorsqu’on n’a pas le choix sauf de passer par une réduction
de la taille de la matrice de I'opérateur discret.

Le choix d"une base de Krylov rationnelle est un préconditionnement implicite qui a un
effet de filtrage sur les donnés bruitées, i.e., lorsqu’on emploie cette démarche en réalité on
exécute deux opérations simultanément : le filtrage et la régularisation.

Dans cette these on a proposé aussi des criteres d’arrét basés sur une stratégie de choix a
posteriori et a priori, et les résultats numériques obtenus confirment ’analyse théorique
développée sous des hypotheéses larges et simplement vérifiables.

Comme perspectives, on projette de compléter 1’analyse a posteriori du probléme elliptique
généralisé avec deux inconnus : la source et la condition au bord.

On souhaite aussi d’étendre la méthode de Krylov pour des problemes posés sur des

domaines en dimension 3-D ot1 la technique de discrétisation se base sur les éléments finis.
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La méthode de Krylov par bloc récemment développée nous encourage aussi d’employer

cette nouvelle idée pour étudier des problémes inverses avec deux inconnus.
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