) Gl g d| alell) 5 ) g

BADJI MOKHTAR-ANNABA
UNIVERSITY

UNIVERSITE BADJI MOKHTAR
ANNABA

Faculté des Sciences

Année : 2019/2020
Département de Mathématiques

THESE

Présentée en vue de 1’obtention du diplome de Doctorat

G-MOUVEMENT BROWNIEN FRACTIONNAIRE MULTIVARIE

ET G-EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Option
Modélisation mathématique-Probabilités
et Statistique
Par
BELKSIER Manel

DIRECTEUR DE THESE : BOUTABIA Hacéne Prof. U.B.M. ANNABA
Devant le jury
PRESIDENT : BENCHETTAH Azzedine Prof. U.B.M. ANNABA
EXAMINATEUR : AISSAOUI Md Zine Prof. UNIV. DE GUELMA
EXAMINATEUR: MERZOUGUI Mouna M.C.A. U.B.M. ANNABA

EXAMINATEUR : ARRAR Nawel Khadija  M.C.A. U.B.M. ANNABA






Table des matieres

Remerciement iv
Dédicaces vi
Résumé ix
Abstract X
Résumé en Arabe xi
Introduction 1

1 Notations et préliminaires 5
1.1 Notations générales . . . . . . . . . .. L 5
1.2 Préliminaires . . . . . . . . . .. e e 6

1.2.1 Espérance sous-linéaire . . . . . . . . . ... ... e 6
1.2.2  Distributions et indépendance . . . . . . . .. ... oL 7
1.2.3 Distribution G—normale . . . . . . . . .. ... L 9
1.3 G-—calcul stochastique . . . . . . . . .. ... .. ... 11
1.3.1 G—Mouvement Brownien . . . . . ... ... .. ... .. ... 12
1.3.2 G-—Intégrales stochastiques . . . . . . .. ... ... .. ... 13
1.3.3 G—Formule d’It0 . . . . . . . . . . .. 17

2 G—mouvement Brownien fractionnaire d—dimensionnel 19

2.1 G—mouvement Brownien fractionnaire multivarié . . . . . . ... ... ... ... 19
2.1.1 Représentation intégrale du G—mBfm . . .. ... ... ... ... 19
2.1.2  Propriétés principales du G—mBfm . . . . . ... ..o 20

2.2 Approximation de la partie Riemann-Liouville du G—mBfm . . . . . .. ... .. 22
2.2.1 Convergence dans £Z . . . . . ot 25

3 Analyse stochastique du (G,¢)—processus de Wishart fractionnaire 29
3.1 Le processus (G,e) —Wishart fractionnaire . . . . . ... ... ... L. 29

3.1.1 Comparaison asympthotique . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 31
3.2 G—Equations différentielles stochastiques des vecteurs propres orthogonaux . . . 34

3.2.1 Non explosion des EDS des vecteurs propres. . . . . . . . ... .. .. .. 37



TABLE DES MATIERES

Appendices

A Processus et analyse stochastique de base

A.1 L’Argument de McKean . . . .

B Mouvement Brownien fractionnaire classique

B.1 Casunivarié . . . ... ... ..

B.1.1 Propriétés principalesdumBf . . . . .. ... ... ... 00 L.

B.1.2 Représentation par moyenne mobile dumBf . . . . .. ... ... .. ...

B.2 Cas multivarié . ... ... ..

B.2.1 Définition et propriétés

Conclusion et perspectives

Bibliographie

38

40
40

43
43
44
46
47
47

49

55



Remerciements

 voild ! apris cing anndes de labour, cotte hise ost finalement Yerminde. Te suis ravie du chomin
parcoury, & me woici a epfrése*n% face & e feuille, essogan% on gue‘lgues (hlqms de trouver les mots
Justes pour remercier Toules los personnes gui ont contribué hacune de sa maniére au cheminement de

cette formation et sans lesguelles ce travail n'aurail jamais vu le_jour.

L IL ] & ©&

En préambule & cette thése, jo remercic Allal 1o tout puissan ¢t le miséricordioux, pour la san¥i, la

volonté, le courage, la patience ot 1 endurance gui m’ont accompagnéc Tout au long de la préparation

ot de Vdlaboration de ce modeste travail scientifigue.
B& AL B

T offre mes remerciements los plus sincéres ot les plus haleureus & mon directour de thése, notre honoré
Brofessour Facine Boulabia & Vuniversiti Badji—Mokhlar d' Annaba gui, avec une grande géndrosilé,
ma pormis de bénéficier de son encadremen? ot de ses constantes ovientations dans mes recherches en y
accordant une attention méliculeuse ¢t sans dgale. Les conseils judicioux g,u'ﬂ ma prodiguds, ses suivis
hebdomadaives, ¢t ce malgré sa grande charge de Yravail, ont énormément contribués a alimenter ma
réflexion ot constitués un apporl considérable, non seulement durant les anndes de mon docloral, mais
aussi durant mon mémoire de Master ot epen&an% ses cours de caleuls s’foohas’(ig,w ot sans 1eg,w1 ce
travail n aurait pas pu e mené a bon :pov%, e i suis reconnaissante pour le %emtps g;u'ﬂ m'a
consacré ¢t la confiance professionnelle gu'il m’a accordée tout au long de 1’¢x<pé¢iem¢ envichissante

g,u’ ilm'a oa%rgyée.
Y] R oR

Ma profonde gratitude s'adresse au Professour Gzzedine BencheHal), professeur o U université Badsi
Mokhlar & Gnnaba, pour m’avoir fait Vhonneur de présider la soutenance de ce mémoive,

v& & ©&

e tiens dgalement & vemercier trés haleureusement Mme Mouna Merzougui et Mme fﬁhcu.ij'a Nawel
Grrar, M.EA. & Vuniversité Badj— Mokhtar ' Annaba d avoir accepté la lourde tdche gui o consisté

a examiner ma thése ot pour 1le %emeps g,u' elles on? consacré a la lecture de ce manuscrit,

v& & ©&

Bar la méme occasion, je souhaite remevcier trés wivemenl le Professeur Md Rine Gissaoui de
Vuniversité de Guelma, pour Uamabililé avec laguelle il a accepté d'étre examinalour de ma thise ot
de faire partic du_jury. Te serai enchandéc de fairve sa connaissance le_jour de la soutenance.

3 3 . . 4 3 . q s 3
jd Suis 51%C¢‘Y¢m¢ﬂ% ravie & avotr soumis mon %‘1’41’0,11 a 1@117‘ @9613@‘7‘%15&



Remerciements

©& & ©&

Qu'il me soit permis ici de présenter mes wvifs vemorciemenls ot mon profond respect d Tous les
professours du "Laboratoive Probabilités ot S’to,’fis’(igw" (Ia@S) gui m’ onl enscigné ot gui par lours
conseils scien’(iﬁgws, loeurs alents, lours motivations et lours wi’(igws, ont 31;1'&' mes réflexions durant
mes Audes universitaires, Lour efn%housiasme & aider los Audiants dans lour parcours universitaire

mérite d re souligné,
L VE,/ A YL,/ A VE,/

Te Yens igalement & Ymoigner ma reconmaissance & Mme Amel Redjil, docteure en mathématigues
& Vuniversité Badji—Mokhlar d' Annaba, pour sa gentillesse, sa générosité, ses conseils awisés, son

extréme amabili¥é ainsi gue son soutien moral et intellectucl dans cette Jémo,frc?le de fo«ma’(ion.

©& AL &

Un immense "Merci” & ma chire amic Rania Bougherra pour son implication, son dcoute ot sa
collaboration. Te la remercic chaleurousement pour tous ces agréables momends passés ensemble ot la

bonne humeur epcw%o:gée tout au long de cette formation, Son amitié m’ est chére ot Aernelle,

©& & o&

Je voudrais exprimer ma roconnaissance envers mes trés chéws couégws & amics Dr, Sara 5’(1'11{ ot
Dr. Sclma Meradji gui m’ont apporté lour amour ot lour soubien indéfectible Tout au long de ma

démarche. Leur amitié m’est chére ot perpé’(wue,

L/ & ©&

&t parce gue si le Yravail de thése nécessite un soution saien’(iﬁgue, il nécessite aussi un soutien moval,
it pour toul cola § advesse un ‘Merci” Tout spicial & mes parenls sans gui jo n'en serais pas la
aujourd hui, Te les remercic pour lour soutien dans mes choix, lour attention sans faille, lour amour
inconditionnel, leur confance en moi ¢t lours encouragements gui m ont assuré des bases solides me

epwme’(’(aw’( de persévéfrw et de surmonter Yous les obstacles dans la wie,

©& & ©&

Je voudrais enfin remercier tous coux gui, d'une maniére ou d'une autre, ont contribué & la réussite

de ce Trawvail ot gui n oni pas pu re oité ici. Te les pric de bien vouloir me pardonner cela,

L, & ©&

M. Belksicr



Dédicaces

.
G cour vaillant vien 3’impossi"b1,¢

o2 AL o2

.

G conscience %romguiue Toud est accessible

& & AL

Quand il y a la soif d apprendre, Toul wient & point & gui sait atlendre

AL & AL

Souhaitant gue le fruit de nos efforts fournis jour et nuil, nous ménera wers le bonhour flouri

o & AL

Gujourd hui, ici rassemblds aupris des jurys, mous prions Diew gue cotle soulenance fera signe de

persévirance e gue mous serions mcham%’s par notre Yravail honow’,,. je dédie cette %hése a



Dédicaces

©& & ©&

la plus douce ot la plus merveillouse de Toutes los mamans. & la personne gui m’a Yout donné
sans compler, & calle gue § aime ot gue § aimerai pour U erni¥e, G la lumiére de mes jours,
la source de mes efforts, la maman gue 5 adore..
Te te dédic ce travail gue t as tant souhailé ot gui n’est gue le fruit de Tes conseils, de tos encouragements
ot de tes priéros incessantes. Quoigue je dise, je me saurais d aucune manicre exprimer ma profonde
affection ot mon immense gratitude. Puisse Diou, le Tout puissant, Yo préscrver ot Vaccorder santé ot

longue wvic afin gue je puisse Te rendre un minimum de ce gue jo Te dois.

©& AL/ &

G 1’homm¢ de ma wvie, mon ¢xem<p1.¢ Aernel ot mon soutien moral, celui gui 5" est tougours sacrifié pour
me voir réussir, & toi papa..

Rien au monde ne vaul los efforls fournis_jour o nuil pour mon éducation ¢t mon bien—itre, W as su
m entourer d attention, m't'mu(lguefr les waleurs nobles de la wie, m'a?p«rm&w le sens du trawail, de
Vhonnéteté ot de la responsabilité, Je te dois ce gue je suis aujourd hui ot ce gue je serai demain ot je
ferai toujours de mon micus pour rester ta forlé ot me jamais e décevoir. Que diew e procure bonne

san¥é ot 10%311@ vie,

L, & ©&

G ma source de joic ¢t de bonheur, la plus belle chose gui me soit arvivée dans ma vie, mon s chor
fancé Billel..

Merci d avoir ¢ Yousours 1a pour moi, Jon amour inconditionnel, tos encouragements ot ton soulion
moral m ont permis d'avancer dans la wic _jusgu'& maintenant ot go U ospére pour toujours. Que ce

Yravail soit ¥moignage de ma reconnaissance ot de mon amour Aernel, sincérve ot fdéle.

©& AL/ Y&

G la mémoire de mon trés chw cousin ja’(emm Buisse ﬁnofh Yo réserver sa clémence & sa bien 1@(9@

miséricorde ¢t vous accueillir Toi ¢t Ton papa dans son dernel epcwa&is,

©& AL &

G mes adorables socurs, Abir, Randa ¢t Sondés, gui m’ont constamment encouragé avec beaucoup
d affection, je vous souhaite un avenir radicux plein de véussite. Buisse Diew, le Tout puissant, wous

préserver du mal, vous combler de san¥é ¢t de bonheur.

\JL; o& ©&

Un sincére merci & mon unigue frére Moatez Billdh pour son soutien moral ¢t sa bonne humeur.
Mon ange gardien ot mon fidéle compagnon dans los moments los plus délicats de cette vie, Je te dédie

ce Wravail avec tous mes voux de bonhour, de san¥é ot de réussite.



Dédicaces

©& & ©&

G mes chers 3van&s—epéws ot mes chéres grands—méres
Que ce modeste travail, soit 1'ex7ar¢ssion des voux gue vous n avez cessés de formuler dans vos prires,
Vous ¢tes pour moi une source indpuisable de sagesse. Je tens & wous rendre hommage & Wravers ctte

tise ot 5 implore Diew pour gu’il vous accorde santé, bonheur, longue vie et vous protége de tout mal,

LY R YR
& mes trés chires tantes

je vous remercie de toul cocur pour vos mcoum.gemm’ts ¢t vos tpfriéws au 10%3 de ma wvie d’ Audiante
e de doctorante, e wous dédie cote ’(71&5@ toul en wous souhai%an’t une 1on3ue vie tpleine de réussite, de

san¥é ot de %Ofnhwv & vous ¢t a Tous vos cfnfcm%s,

& AL LI

& Yous les membres de ma famille, W%i’ts ot 3#@%&5, Veuillez Wrouver dans ce modeste ravail expression

de mon affection particuliére,

& AL &

Impossible d oublier mes chires amies Assia, Sarva ¢t Gmira, lour vraic amitié m’ est précieuse, Jous

mes voux de %onhmw et de sants,

B& AL &

En %émo{gmge de U amitié gui nous uni ¢t des momenls merveilloux gue nous avons passés ensemble
durant mon parcours & Vuniversité, jo dédic ce ravail & mes aimables amics o collégues d' udes, o

vous Rania, Imen, Sclma ot sara,

& I/ &

G Youle personne gui m’a aidé & envichir, achever ¢ présenter mon doctorat ot & tous coux gui me sont

chers ot gue § ai omis de citer.

M. Belhsior



C ette these porte sur ’étude des équations différentielles stochastiques des vecteurs propres

*

orthogonaux du (G, €) —processus de Wishart fractionnaire défini par la matrice R? (R5)
Nous introduisons d’abord un nouveau processus appelé G—mouvement Brownien fractionnaire
multivarié (Bf!)scr ot le parameétre de Hurst H est une matrice diagonale. De plus, en s’inspi-
rant du cas classique, nous donnons une approximation (R;) de la partie Riemann-Liouville de
(B) par une suite de G—processus d’It6. En outre, nous obtenons, sous I’hypothése que tous les
éléments diagonaux de H sont égaux dans (0, 1)\ {%}, un systeme d’équations différentielles sto-
chastiques des vecteurs propres orthogonaux du (G,e) —processus de Wishart fractionnaire, qui

2
H.e . . .
admet O et ‘Rt ’ ‘ comme seules valeurs propres. Finalement, une comparaison asymptotique

2
de la valeur propre ‘Rf{ | sera démontrée.

Mots-cles

G —mouvement Brownien, G—mouvement Brownien fractionnaire, matrices aléatoires, (G, ) —processus

de Wishart, valeurs propres, vecteurs propres.



‘ | | his thesis is dedicated to the study of stochastic differential equations for orthogonal eigen-
vectors of (G, e) —Wishart fractional process defined by the matrix R (R{)*. We intro-

duce at first a new process called multivariate G—fractional Brownian motion (Bfl ) where the
Hurst parameter H is a diagonal matrix. Moreover, we give an approximation (R?) of Riemann-
Liouville process of (B,fq ) by G—Itd’s processes. Then we give stochastic differential equations
for orthogonal eigenvectors of (G, ) —Wishart fractional process, which has 0 and |R¢|* as only
eigenvalues. An intermediate asymptotic comparison result concerning the eigenvalue |R§|2 is

also obtained.

Keywords

G—Brownian motion, multivariate G—fractional Brownian motion, random matrices,

(G, e) —Wishart process, eigenvalues, eigenvectors.
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Introduction

L0 concevant les mathématiques comme un graphe, ou chaque sommet est un domaine, la

1/ théorie des probabilités et 'algebre linéaire figurent parmi les sommets les plus connectés
aux autres. Or leur réunion constitue le coeur de la théorie des matrices aléatoires née de ses
différentes applications. Elle est apparue dans les années 30, par les travaux du statisticien
Wishart [31] lors de la naissance de la statistique mathématique. En effet; ces matrices de
Wishart ont été introduites non seulement en statistique mécanique qui représentent des ma-
trices de covariance de données statistiques mais également dans des contextes plus inattendus
comme les modeles de marches aléatoires ou dans des problemes d’interaction quantique pour
des états aléatoires. Puis, elle a connu un nouvel essor particulierement important dans les
années 50 a travers les travaux de Wigner en physique nucléaire afin de mieux comprendre la
spectroscopie des atomes lourds [3,37]. Deés lors, beaucoup de contributions autant théoriques
que pratiques ont montré I'importance des matrices aléatoires et leur intérét dans différentes
disciplines tant pour ses applications en physique théorique, statistique, finance, télécommuni-
cations...(voir [2,3]) que pour ses multiples liens avec de nombreux problémes mathématiques
en algebre d’opérateurs, combinatoire, théorie des nombres...

De nombreux aspects de cette théorie ne sont pas encore entierement exploités, et vu sa nou-
veauté, ce domaine est trés riche en questions ouvertes ce qui explique, indubitablement, la
richesse exceptionnelle de cette théorie tres actuelle qui peut étre considérée comme une branche
a part et entiére des mathématiques modernes.

Une autre source de motivation est venue dans le cadre de la théorie des espérances non linéaires
ou Peng a proposé, en 2006 [39,40], la théorie de la G—espérance qui joue un roéle profond et
fascinant dans plusieurs problemes d’incertitudes et s’avere étre un outil de base pour mesurer
les pertes de risque en finance. Il ’a défini comme étant le suprémum des espérances linéaires
classiques pris sur une famille de mesures de probabilités relativement compacte, en vertu de
laquelle le processus canonique (B;) est un G—mouvement Brownien, ot G représente la fonc-
tion génératrice d’une équation de la chaleur non linéaire. De plus, une intégrale stochastique
du type d’It6 sous la G—espérance a été développée. Par ailleurs, une propriété essentielle du
G—mouvement Brownien est que son processus de variation quadratique est un processus non
déterministe en général et qu’il comporte des incréments indépendants et stationnaires identique-
ment distribués. De nos jours, plusieurs travaux sont consacrés, entierement ou partiellement,
aux G—équations diférentielles stochastiques, ce qui confirme l'intérét croissant des chercheurs
dans ce domaine.

En outre, la combinaison de ces théories a permis d’étudier les EDS des processus matrices ainsi
que celles des valeurs propres et des vecteurs propres, dans le cadre non linéaire (pour un récit
récent, nous renvoyons le lecteur & [32,33,53]).

Parallélement a cela, le mouvement Brownien fractionnaire (mBf en abrégé) a connu son plein
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essor et est devenu un processus incontournable qui présente en contre partie une certaine
différence manifestée par l'indépendance de ses accroissements, il a été considéré comme un
bon outil pour la modélisation des: réseaux de télécommunications, fluctuations boursieres,
turbulence,...etc (pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [26,50]).

Historiquement parlant, ce processus a été initié par Kolmogorov [24] en 1940, sous 'appellation
de "Wiener Spirals", ensuite étudié par Mandelbrot et Van Ness [28] en 1968. Il a été défini
comme étant l'unique processus gaussien auto-similaire centré, ayant des incréments station-
naires (voir [1,6,21] pour plus de détails sur les propriétés du mBf). Depuis, en se basant sur
I’étude du mBf, diverses extensions ont été introduites par de nombreux mathématiciens, citons
en particulier, le mouvement Brownien fractionnaire multivarié (mBfm en abrégé) qui a égale-
ment vu des recherches considérables et fructueuses aussi bien sur ’aspect théorique, que sur
laspect pratique (voir [4,5,7,14], ainsi que les références qui y sont citées).

En s’inspirant du G—mouvement Brownien introduit par Peng [18], le G—mouvement Brownien
fractionnaire (GfBm en abrégé) de parametre de Hurst h € (0,1) a été défini par Wein Chen
(voir [11]) dans le cas uni-dimensionnel, comme étant un processus G—Gaussien centré avec des
incréments stationnaires.

Dans cette these, nous définissons un nouveau processus appelé G—mouvement Brownien frac-
tionnaire multivarié (G—mBfm en abrégé) a ’aide du G—mouvement Brownien multi-dimensionnel.
Ce processus est caractérisé par un parametre appelé 'exposant de Hurst H qui est, dans notre
cas, une matrice diagonale H := diag [h1, ha, ..., h4], h; € (0,1)\ {3} pour tout i = 1,2,...,d.
L’objectif essentiel de cette theése est de contribuer au développement de cette théorie émergente,
et ce en étudiant les équations différentielles stochastiques des vecteurs propres orthogonaux du
(G, e)—processus de Wishart fractionnaire ¥° défini par la matrice 3¢ = R (R°)", ou R° est une
approximation dans £Z (Q) du processus de Riemann-Liouville lié & (Bf[ ) Comme ['une des
valeurs propres de 3¢ est de multiplicité (d — 1), nous ne pouvons donc pas appliquer ’approche
de Bru [8] utilisée dans [32] et [53]. Notre approche est principalement basée sur des techniques

algébriques, plus précisément, le procédé de Gram-Shmidt.

Organisation de la these

Venons-en a une description détaillée des chapitres de ce manuscrit qui commencera par un petit
glossaire contenant certaines notations utilisées le long de notre travail.

Le premier chapitre exposera brievement quelques notions, définitions, propriétés et théoremes
concernant le G—mouvement Brownien ainsi que la G—intégrale stochastique dans le cas multi-
dimensionnel. Ces notions sont utiles pour la bonne compréhension du présent travail et seront
utilisées a plusieurs reprises dans tout le reste de la these.

Le second chapitre est constitué de deux parties: La premieére consiste a introduire le G—mouvement

Brownien fractionnaire multivarié en tant que représentation intégrale par rapport au G—mouvement
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Brownien a d—dimension pour %I < H < I. Nous donnons, par la suite, ses différentes pro-
priétés.

Il est bien connu que pour H # %, un mBf d’indice de Hurst H, n’est ni une semimartingale ni
un processus de Markov. Ainsi, la théorie classique de I'intégrale stochastique ne s’applique pas
et dans ce cas de nouveaux outils ont di étre développés afin de construire une intégrale par
rapport & celui-ci. De ce fait, la deuxiéme partie consiste & donner une approximation (R7) dans
L%, du processus de Riemann-Liouville lié & (Bff) par des G—processus de type Ito.

Le dernier chapitre contient I’essentiel de ce travail ou nous introduisons les processus G—Wishart
correspondant a Rf{ °. Puis, nous énoncerons et prouverons, en utilisant des techniques plus

avancées, un systeme d’équations différentielles stochastiques pour ses vecteurs propres orthog-

2
. Hge . .
onaux, qui admet O et ‘Rt "] comme seules valeurs propres. Finalement, une comparaison

asymptotique de la valeur propre ‘Rfl ’5’2 sera, démontrée en dernier lieu. Une fois que ceci sera
établi, nous cléturerons ce chapitre par le temps de collision pour éviter ’explosion des solutions
des EDS des vecteurs propres.

Enfn, on rappellera dans la derniere section de cette these "Conclusion et perspectives" les dif-
férentes contributions apportées par cette theése ainsi que les perspectives envisagées. Le présent

travail de recherche a fait I’objet de la production scientifique et des communications suivantes:

Publication internationale:

Stochastic differential equations for orthogonal eigenvectors of (G, e)—Wishart process related
to multivariate G—fractional Brownian motion, M. Belksier, H. Boutabia and R. Bougherra,

A paraitre dans “Boletim da Sociedade Paranaense de Matemdtica”.

Communications nationales:

1. G—mouvement Brownien fractionnaire et G—équations différentielles stochastiques, M.
Belksier and H. Boutabia, Premiere édition des Doctoriales Nationales de Mathématiques
(28-31 Octobre 2017, & Constantine).

2. G—It0 processes of Riemann-Liouville approximation for G—multivariate fractional Brow-
nian motion, M. Belksier and H. Boutabia, Journées Jeunes Chercheurs (JJC’2018, 17-18
décembre 2018, a Annaba).

3. L’inverse de la dérivée de la solution d’une équation différentielle stochastique dirigée par
un G—mouvement Brownien, R Bougherra., H. Boutabia et M. Belksier, Journée de
Mathématiques appliquées « JMA2019 » (28 avril 2019, & Mila).



Introduction

Communications internationales:

. d—dimensional fractional Brownian motion in the G—expectation space, M. Belksier, H.
Boutabia and R. Bougherra, International Seminar in Industrial Engineering and Applied
Mathematics (ISIEAM’18, 23-24 October 2018, & Skikda).

. Differentiability of slotion for G-—EDS driven by G-Brownian motion, R. Bougherra, H.
Boutabia and M. Belksier, International Seminar in Industrial Engineering and Applied
Mathematics (ISIEAM’18, 23-24 October 2018, a Skikda).

. Stochastic differential equations for eigenvalues of e—Wishart process in the G—Framework,
M. Belksier and H. Boutabia, the first International Conference on Research in Applied
Mathematics and Computer Science ICRAMCS 2019 (ISIEAM’18, 29-30 mars 2019, a

Casablanca).

. GSDEs for eigenvalues of -fractional Wishart process, M. Belksier and H. Boutabia,
International Conference, Financial Mathematics: Tools and Applications (MFOA’ 2019,
28-29 octobre 2018, & Bejaia).



chapire 12 Notations et préliminaires

C omme le G—calcul stochastique joue un role primordial dans notre travail, nous allons

maintenant en donner quelques notations mathématiques et présenter les principaux
résultats obtenus dans le cadre de la G—espérance qui seront utiles par la suite. Pour plus de
détails, le lecteur est invité a se référer a [10,15,20,27,39,43,45].

1.1 Notations générales

out au long de cette thése, nous utilisons de maniére courante les notations suivantes :

e Q0 = CJ (R) Iespace des fonctions continues (w;),cp+ & valeurs dans R? (d > 1) nulles

en 0, muni de la distance

p (wl,wz) = iz—i [(gg{g’}z{]

=1

w; —wf‘) A 1] , whw?eq.

Pour tout ¢ € [0; 00), on pose Q; := {w 1 w € Q}.

e Le processus canonique sera noté par {B; (w) = wy,t > 0} si w € Q.

B (§2) désigne la tribu borélienne sur €.

n n
Ci.Lip (Rd) est ’éspace des fonctions localement Lipschitziennes définies sur <Rd> telles

que

9 (@) = 9 () < C (1+ |2* + |y[*) |z — y| pour tout 2,y € R,

ou k € N et C' > 0 dépendant uniquement de (.
e On note aussi, pour tout t > 0,
m
LZp (Qt) = {QO (Btl/\t; ---Btm/\t) : tl, ,tm c [O, OO) , @ S Cl,Lip ((Rd> )}

et

(G

H =Lip () := Lip (Q,) .

n=1

e S, désigne 'ensemble des matrices symétriques d’ordre d.

Dans toute la suite H sera considéré comme ’espace des variables aléatoires et on supposera que

les conditions suivantes sont satisfaites : ¢ € H pour chaque constante c et | X| € H si X € H.
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1.2 Préliminaires

| ors de ce paragraphe, nous passons en revue les notions et les résultats de base dans le
cadre de la G—espérance, qui concernent le G—mouvement Brownien en particulier et le

(G—calcul stochastique en général. Nous commencons par rappeler la théorie de la G—espérance.

1.2.1 Espérance sous-linéaire

Définition 1.1. Une espérance sous-linéaire B : H — R est une fonction satisfaisant les quatre

ariomes suivants : pour tout X,Y € H, nous avons

1) Monotonicité : E[X] > E[Y] si X > Y.

)
2) Préservation des constantes : E[c] = ¢, pour tout ¢ € R.
3) Sous—additivité : E[X] — E[Y] < E[X —Y].

)

4) Homogénéité positive : E]AX] = AE[X], pour tout A > 0.

Dans ce nouveau contexte, le triplet (2, H,E) s’appelle alors espace d’espérance sous linéaire. Si
seulement 1) et 2) sont satisfaites, E est appelée espérance non-linéaire.
Notons que si 1) et 2) sont satisfaites et si I'inégalité 3) est une égalité, alors E n’est autre que

I’espérance linéaire classique.

Remarque 1.1. En fait 3) et 4) impliquent la propriété de convexité suivante :
ElaX+(1—-a)Y] <aE[X]+ (1 —a)E[Y], pour tout o € [0, 1]
Notons que la propriété 4) est équivalente a la propriété suivante :
EAX] = ATE[X] + A\"E[-X] pour tout \ € R,

ou AT = max{0,\} et AT = —min {0, \}.

e Pour tout p > 1, on note par E’é, l'adhérence de H par rapport a la norme de Banach
1
1X 1, = E[XP])7 .

Selon Denis et al. [15], nous avons le théoréme de représentation de la G—espérance sur L, (), qui

stipule que celle-ci peut s’exprimer comme étant le supremum des epérances linéaires classiques :

Théoréme 1.1. Soit E une espérance sous-linéaire définie sur (2, H). Alors il existe une famille
de mesures de probabilités P relativement compacte sur (2,8 ()) telle que pour tout X €
L (),

E[X] = ;}égEP X7,
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ou B désigne lespérance classique sous la probabilité P.
Remarque 1.2. Si P est un singleton alors E n’est autre que ’epérance linéaire classique.

Naturellement, nous pouvons définir une capacité de Choquet associée a E en posant :

C(4) ::]sjlelg)DP(A), AeB(Q).

Par rapport a cette capacité une notion de "quasi-sure" a été introduite dans [10,39,40].

Définition 1.2. Nous disons qu’un ensemble A € B () est polaire si et seulement si C'(A) =
0. De plus, une propriété a lieu quasi-stirement (q.s. en abrégé) si elle a lieuw en dehors d’un

ensemble polaire.

Remarque 1.3. o Une propriété est vraie q.s. si elle est vraie presque stirement pour chaque
probabilité P € P.

e La convergence dans L, entraine la convergence q.s..

Grace a la représentation de la G—espérance et a la notion « quasi-siire » introduite, la théorie
des processus stochastiques en temps continu, dans le cadre de la G—espérance, s’est considéra-
blement développée, en particulier la formule d’Itd, certaines inégalités stochastiques ainsi que

les équations différentielles stochastiques gouvernées par un G—mouvement Brownien.

1.2.2 Distributions et indépendance

Paralléelement aux concepts du cadre classique, Peng [42,43] a établi les notions de distributions
et d’indépendance pour les variables aléatoires dans ce nouveau contexte. Néanmoins, ces no-
tions sont moins probabilistes mais plutot fonctionnelles et s’expriment a ’aide des familles de
fonctions tests de l'espace Cj rip (Rd), d>1.

Définition 1.3. Soit X = (X1,..., Xq) un vecteur aléatoire, ou X; € H, i = 1,...,d. La distri-
bution de X est donnée par la fonctionnelle Fx [.] suivante : pour tout ¢ € Cj Lip (Rd),

De plus, si X' est un autre vecteur aléatoire d—dimensionnel tel que pour tout ¢ € Cj Lip (Rd),

Fx [¢] = Fx/ [¢], alors X et X' sont dits identiquement distribués.
Notons que le triplet (Rd, Ci.Lip (Rd) ,PX) forme un espace d’espérance non-linéaire.

Remarque 1.4. Fx caractérise l'incertitude de la distribution de X € H, au sens que si Fx

n’est pas une espérance linéaire alors X a une distribution incertaine représentée par les quatre
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parameétres typiques suivants :
A=B[X], p=-B[-X], 52 =E[X?| eto® = -E[-X?].

Les intervalles [,u,,ﬁ} et [02,52%] caractérisent la moyenne incertaine et la variance incer-

taine de X respectivement.

Proposition 1.1. Soient X,Y € H telles que E[Y] = —E[-Y] (i.e., Y n’a pas une moyenne

incertaine). Alors, nous avons :
E[X +aY] =E[X] + aE[Y].
En particulier, siE]Y] = —E[-Y] =0, alors E[X + aY]| =E[X].

Démonstration. Nous avons E[aY] = aTE[Y]|+a E[-Y]=at E[Y] —a E[Y] = aE[Y] pour
tout o € R.

Ainsi

E[X+aY]|<E[X]+E[aY]=E[X]+aE[Y]=E[X]-E[-aY] <E[X + aY]. m

Proposition 1.2. (voir [20] ). Soient ¢ € Cj;p (R™T") et (X,Y) € H™ x H" un couple de

vecteurs aléatoires défini sur un espace d’espérance sous-linéaire (2, H,E). Alors nous avons
(¢) Pour tout x € R™, application ¢ (x,.) € Cprip (R™).
(it) L’application E[p (.,Y)] € Crp (R™).
Démonstration. (i) En effet, pour tout (z,y), (u,z) € R™ x R™, nous avons
o (@) = ¢ (u,2)| < Clla,y) = ()] (14 |@,y)[* +[(w2)]") ,C > 0,k €N,

et ainsi par une simple application de I'inégalité (a + b)” < 2P (a? + bP) pour a,b > 0, nous

obtenons

@ n) —p@l < Cly—2l (14 @yl + @)
« cuafoe (ot )+ (0
< Cly—2l(1+22 (Joff + ly*) + 25 (o +|2F))

< Cly—2(1+ (ol +121")).

ou ¢’ = C'max (25, 14235+! |x|k) . Par conséquent, ¢ (z,.) € Cppp (R™).
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(77) De méme, nous avons
(@, Y) =) < Cle—ul (1+25 (joff + [V [*) + 25 (ul* + Y [F)),

ce qui conduit a

Elp (z,Y)] —Elp(u,Y)]] < Elp(@,Y)—-¢(u,Y)|
< Cle—ul (1422 (|l + E(IY1")) + 27 (lul* + E(1Y]")))
< C"|z—ul (1 + \x|k + ]u\k> ,

ou C” = C'max (25, 1+2:+1E (|Y|k>), ce qui signifie que E [¢ (., Y')] appartient a Cj 3, (R™

La preuve est ainsi achevée.

O

La notion d’indépendance qui suit joue un réle important dans la théorie d’espérance sous-

linéaire.

Définition 1.4. Dans un espace d’espérance sous-linéaire (Q,H,E), un vecteur aléatoire Y =

(Y1,Ys,....Y,), Y, € H est dit indépendant par rapport a un autre vecteur aléatoire X = (X1, Xa, ...

M si pour toute fonction test ¢ € Cp rip (R™T™), nous avons

Elp(X,Y)] =E [Elp(z,Y)]_,|.

Remarque 1.5. Il est important de noter que la condition "Y est indépendant de X " ne signifie

pas automatiquement que "X est indépendant de Y " (voir [39, 40]).

1.2.3 Distribution G—normale

Apres la définition de base ci-dessus, nous introduisons maintenant la notion fondamentale de
la distribution G—normale.
Soient X = (X1, ..., Xg4) un vecteur aléatoire & d—dimension défini sur (2, H,E) et G: Sy — R la

fonction définie par .
G (4) = JE((AX, X)),

oil (.,.) est le produit scalaire Euclidien de R?. D’aprés Peng [41], il existe un sous-ensemble

borné, convexe et fermé I' de R¥*4, tel que

G(A) = ;52? {tr [vv*A]}, pour tout A € S,.
gl

Définition 1.5. On dira que X suit une distribution G—normale si pour tout ¢ € Cj r;p (Rd),

).
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la fonction
u(t,z):=E [go (m—l— \/fX)} ,(t,2) € [0,00) x R%,

est l'unique solution de viscosité de I’équation parabolique aux dérivées partielles, appelée G— équation
de la chaleur, écrite comme suit :

@—G(D%)zo (t,x) € [0,00) x R?

ot L ’

u(0,z) = ¢ (z)
\ 2 2 d . .
ou D*u = (amju), _est la matrice hessienne de u.
1/7]:

L’ensemble ¥ := {y~* : v € I'} caractérise le fait que la variance de X est incertaine. Notons
que le cas ou ¥ est composé d’une seule matrice, ce qui correspond au cas de ’espérance linéaire

classique, X est alors un vecteur aléatoire gaussien de matrice de variance-covariance . La loi

G—normale sera alors notée par X ~ N (0;).

Remarque 1.6. Le cas réel (d = 1) correspond d ¥ = [02;5%] et G = Gz, est la fonction

sous-linéaire paramétrée par o et ¢ donnée par la formule suivante :

G(a)= % (Ezoz+ — gzaf) , a € R,

Lorsque a® =52 > 0,N(0; [0%;52]) est juste, la distribution normale classique N(0;52).

En effet, la fonction génératrice correspondante est dans ce cas G (a) = %Zoz et I’équation aux
dérivées partielles devient ’équation de la chaleur classique
=2
o]
8tu - Eagxuv U ‘t:O =,
qui admet comme unique solution la fonction
+oo 2
utta) = [owen (-2 a
V2na2t 25t
—0oQ
Ainsi, pour tout ¢
+oo
Bl (X)) =u(1,0) = —— [emes (-2 )a
=u(1,0) = — exp | —— .
¥ \/ﬁ Py p 20_2 Y
—o0

Dans les deux situations suivantes, le calcul de E [p (X)] est facile :
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ePour tout ¢ convexe, on a

)= [ (-2)a
u,x—\/ﬁ py)exp | — =5 | dy.

En effet, pour tout ¢ > 0 fixé, nous remarquons que la fonction u (¢t,2) = E [Lp (ac + VX )} est

convexe, puisque

u(taz+(1-a)y) = Blp(az+(1-a)y+ ViX)]
< aB[p(z+ VIX)] +(1-a)E [p (y+ vViX)]
= oau(t,z)+ (1 —a)u(ty).

Il en résulte que (8%xu)_ = 0 et par conséquent la G—équation de la chaleur 1.1 devient
o
Oru = ?@%xu, Ul=0 = .

ePour tout ¢ concave, on a

en particulier

E[X] = E[-X]=o0,
E Xﬂ — 72, -E [—Xz} — 42,
et
]E{Xﬂ = 374,
“E [—Xﬂ — 3g%

1.3 (G —calcul stochastique

D ans cette partie, on se propose de reprendre les principaux travaux de Peng [27,43,45]
sur le G—calcul stochastique, qui généralise le calcul stochastique classique. On notera
qu’a la différence du cas classique, la variation quadratique du G—mouvement Brownien est un

processus non déterministe.
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1.3.1 G —Mouvement Brownien

L’objet de ce paragraphe est d’introduire la notion du G—mouvement Brownien d—dimensionnel.

Définition 1.6. Sur l'espace d’espérance sous-linéaire (2, H,E), un processus d—dimensionnel
(Bt);>o est dit G—mouvement Brownien de dimension d (réel dans le cas ot d = 1) si les

propriétés suivantes sont satisfaites :

(i1) pour chaque t,s > 0, l'accroissement Byis — By est N (0;tX) —distribué et est indépendant
du vecteur (By,, ..., By,,), pour tout m € N et pour tout to, ..., tm € [0, s].

Peng [40] a construit une G—espérance sous-linéaire E définie sur (2, H) telle que le processus
canonique (Bi)i>o soit un G—mouvement Brownien. Dans toute la suite nous considérons ce
processus canonique.

Selon la définition ci-dessus, nous avons la proposition suivante qui est utile pour les développe-

ments ultérieurs. Pour tout a = (ay, ..., aq)* € R%, on pose Bf := (a, By).

Proposition 1.3. (voir [20]). Pour tout a € RY, le processus (B{),s, est un G o, 75— mouvement

2
—E [f (a, Bl)z} . En particulier, B, — B® ~ N (0; [to2;tc2]) pour tout t,s > O.

. R _ o\ = 2
Brownien réel de fonction génératrice Gy, 7z = % (G2a™ —o2a™) o152 =E [(a, By) } et g2 =

1l résulte de cette proposition que toutes les composantes (Bf),. , de (Bt),s, sont également des

>0
G—mouvements Browniens. La fonction génératrice de (By) >0 ©st dans ce cas définie par

ol o2 =E {(B})z} et 02 = —E {— (Bﬁ)ﬂ pour tout i € 1,d. Notons que d’apres le cas unidi-
mensionnel, nous avons :

Pour toute fonction convexe ¢ :

+o0
Ele (Bl —Bi)| = \/2;? / % (y) exp (—;:;) dy.
7 —00

et si g? > 0, alors pour toute fonction concave ¢ :

+o0o
Ele (Bl —Bi)| = \/2;?/ # (y) exp (— 22;) dy.
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En particulier, d’apres Peng [27,39,40], nous avons
. 2 . 4
E[(B;-B;) ] =5%(t—s),E [(B;-B;) } =35 (L — 5)?,

E [— (Bi - Bgﬂ = —o2(t—s),B [— (Bi - Bg)‘j = —30%(t—s)?.

Remarque 1.7. Dans [39], Peng a montré que X ~ N(0,%) si et seulement si aX + bX 4
Va2 + b2 X, pour tout a,b > 0 et pour toute variable aléatoire X indépendante de X telle que

<~ d . . , L
X = X. Par conséquent, puisque les variables aléatoires

By, By, — DBy, B, — 3
Vi Ve =t i =t

sont N(0,X)—distribuées, alors il n'est pas difficile de prouwver par récurrence que, pour tout
b1,bgo,....,bp ER et 0 <t <ty < ... < typ, la variable aléatoire

VB, + 0% (Bl — B,) + ..+ b2 (Bl = Bi,_,) ~ N(0, [024,5:%4)),
o A =031 + ... + b2 (tn —tn_1).

La notion de G—mouvement Brownien se généralise aux processus indéxés par R de la maniere

suivante :

Définition 1.7. Soit (Bt)tzo un autre G—mouvement Brownien d—dimensionnel défini sur

(2, H,E) indépendant du processus canonique (By)i>o. Le processus (Wy),cp défini par

By sit>0
W, — bt =
B_;sit<O

est appelé G—mouvement Brownien indexé par R.

1.3.2 G—Intégrales stochastiques

Dans ce qui suit, nous discutons les intégrales stochastiques de type It6, par rapport au G—mouvement

Brownien (Bj) >0+ définies suivant une procédure usuelle ( pour plus de détails voir [40,41,43]).

Soit T' > 0 et soit m = (£;) ;o une partition de [0, T]. Soit Mg’o ([0,77) (p > 1) la collection des

processus simples de la forme suivante :

ne (w) = Zgj (w) 1[tj,t]-+1) (t),
J

ou &; € LY, (Qt].) ;J € N et on note par M, ([0, T]) l'adhérence de Mg’o ([0, T)) relativement par
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rapport a la norme

ASAE

T
Il =B | [ Incl”ds
0

Notons que M, ([0,T]) est un espace de Banach.

Remarque 1.8. Tout processus déterministe continu X appartient a M, ([0,t]) pour tout t €
[0,T] et pour tout p > 1.

En effet il est facile de voir, grace au théoreme de la convergence dominée, que la suite de

processus simples déterministes (X™) définie pour tout ¢ € [0, T par
n—1
Xy = ZX%tl[j%t,%t) (s),
j=0

converge vers X pour la norme ||, .

Définition 1.8. Pour tout n € Mé’o ([0,T)), la G—intégrale d’It6 est définie pour tout t > O par

T N-1
1) = [masi= Y & (B~ Bin)-
0 Jj=0

L’application T : MZ° ([0,T]) — L% (Qr) est continue et peut donc se prolonger par continuité
a M ([0,T]).

Nous présentons quelques propriétés principales de 'intégrale d’It6 par rapport au G—mouvement
Brownien (Bj).
Proposition 1.4. Soient n,0 € M2 ([0,T]) et 0 < s <r < t. Alors nous avons
t . T . t .
(Z) fﬁudBZ = fnuquZ + fﬁudBZ,
S S T
wr

t } t .t ,
(ii) [ (amy + 04) dBY, = afn,dB!, + [0,dB., sia €R et § est borné dans L () .

Le processus de variation quadratique du G—mouvement Brownien est un processus tres intéres-
sant. On a vu que le G—mouvement Brownien est un processus de variance incertaine mais sans

une moyenne incertaine. Cette incertitude est concentrée dans sa variation quadratique (B*).

b

tend vers O lorsque N tend vers l'infini. Le processus de variation quadratique <BZ> de B’ est

Par ailleurs (B*) lui-méme est un processus de moyenne-variance.

tN N

Définition 1.9. Soit (7N ) ey une suite de subdivision de [0, t] dont le pas (i.e. max{ i1 —t
(2

défini par la limite suivante :

t
<Bi>t = lm > (B, - Bg‘j)2 = (B;’)z - 2/B;dB;'.
(0]

H‘(WN)_>O j
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Par cette construction, nous pouvons dire que le processus de variation quadratique (<B§>) est

t>0
un processus croissant nul en O.

Remarque 1.9. Une caractéristique importante de la théorie des G—espérances est que la va-

riation quadratique du G—mouvement Brownien (B") n’est pas un processus déterministe en

t>0

général sauf dans le cas ot o; = o; (i.e. (BY) est un mouvement Brownien classique).

t>0

Définition 1.10. L’intégrale d’un processus n € Mé’o ([0,T7) par rapport a <Bi>t est définie par

= [aa(m), = s (), - (2,

L’application Q : ]\461;’O ([0,T]) = LE (Q) est continue et peut donc se prolonger par continuité d
M, ([0, T7]).

Corollaire 1.1. (Voir [20]) Pour tout 0 < s <t < T, nous avons

< (8, - (99),) <o
Proposition 1.5. Pour tout n € M2 ([0,T]) fizé, nous avons

T T 2 T
o7E /U?dt <E /m dBj| | <TIE /n?dt
0 0 0
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Démonstration. Tout d’abord, nous avons

T 2 FRR ’
E ( /ntdB§> - E / mdBj + &v-1 (Bl - Biy_,)
0 0
- N 2
= 8[| [masi| vodo (Bl - BiL)
(0]

tN—1

2 / e dBj | v (BZN—Bf?N,l)
0

_ tns 2

[y e
N-1 i , 2
v |

- E _;)77? <<Bl>ti+1 - <Bz>ti)‘| '

appliquons le corollaire 1.1 & cette derniére, nous trouvons
07 (tig1 —t;) < <<Bi>t - <Bl> ) <57 (tiy1 — i)
i+1 t;
et en multipliant membre & membre par (771-2), nous obtenons

ain? (tir —ti) <0} <<Bi>t,+] - <Bi>t_> <an; (tigr —ti),

d’oul en sommant par rapport a i et en appliquant E, nous aboutissons a

Nzn (), (),)]

N—1
E lzafﬂ? (ti+1 — t,-)} :
=0

E

IA

E

N—1
> it (tigr — t,;)]

1=0

IN

De plus, 'inégalité ci-dessus peut étre reformulée de la maniére suivante :

T T 2 T
fory=) [/nfdt] <E (/nt dBi) <GB [/nfdt],

0 0 0
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ce qui implique que I'inégalité 1.3 est bien vérifiée. O

Définition 1.11. ( Processus de co-variation quadratique du G—mouvement Brownien ). Le

processus de co-variation quadratique peut étre formulé par

(5.) =} (), (559

Notons que les processus (B + B7),. et (B* — B’),., sont des G—mouvements Browniens.

t>0 t>0

Remarque 1.10. I] résulte de cette définition que (B') = (B', B).
Dans [18], Gao a obtenu l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy suivante (BDG, en abrégé).

Lemme 1.1. Soitp > 2, n€ M2 et 0 < s <t. Alors,

s p
E { sup /nidBé

0<s<t

t

S_ng_{/E[

0

mi|'| du,

ou K est une constante positive indépendante de 1.

Remarque 1.11. Il s’ensuit d’apres la remarque 1.7 ,que

t
[ H&)dBi~ N, 2, 72),
0

t t
pour toute fonction déterministe f € L? (Ry,dt), ou gﬁt =¢? ({ f2(s)ds et Eit = Ezgf2(s)d5.

n
En outre, pour toute fonction convexe ¢ € Cj r;p (Rd> , ous avons

[ 0]

0

Nous obtenons, en particulier

1.3.3 G —Formule d’Ito

Un outil fondamental du G—calcul stochastique est la G—formule d’Itd donnée dans un cadre

vectoriel ( [10,20]). Dans la suite, nous adoptons souvent la convention de notation d’Einstein.
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Théoréme 1.2. (G—formule d’It6 [20]). Soit ¢ une fonction de classe C? sur R telle que 0, ¢,
9%, ¢ € Cy Lip ( d) . Soit X = (X%) un G—processus d’It6 d—dimensionnel avec

t

X; = XHL/ ds+/9,d l>s+/ﬁ,i (s)dBE,

0

ot o, 0%, € ML ([0,T)) et B € MZ ([0,T)). Alors pour tout t > 0, nous avons q.s.

o (X)) — o /aﬂ W) B (u dB’“+/axz X,) o (u) du +

u

t
[ [ (60 810 (@) + 5020 (%) B () 5] ()] d (BH, BT,
0
Dans toute la suite, nous posons :
dXidX] = Zﬁk t)d(B",B >t

Il résulte que
i) _ i nJj k_ E pl\ _
dB{dB] = d(B', B >t et dtdB} = dtd (B*, B >t —o.
Ainsi la formule d’Ito s’écrit en notation différentielle :

1 L
d (e (Xt)) = Opip (X¢) dX{ + Eaijzw (Xy) dX;dXy.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 1.2, qui nous sera tres utile

dans tous les développements ultérieurs.

Corollaire 1.2. Soient (X;), (Y;) des G—processus d’Ito unidimensionnels. Alors nous avons

la G—formule d’intégration par parties :
d(XY:) = XpdY: + Vid Xy + d X dYs,

Démonstration. Provient de la G—formule d’Ité appliquée au processus bidimensionnel (X, Y;)

avec ¢ (x,y) = zy. o



chapitre 2: G—mouvement Brownien fractionnaire

d—dimensionnel

D urant les dernieres années, I’étude du calcul stochastique par rapport au mouvement
Brownien fractionnaire a été intensivement émergée comme sujet intéressant et fascinant

vue qu’elle s’applique a de nombreux domaines d’applications non seulement dans les mathé-

matiques mais également dans les domaines de la physique, la finance, la télécommunication,...,

citons entre autres [6,21, 28, 50] pour plus d’applications. Diverses extensions du mouvement

Brownien fractionnaire ont été obtenues par de nombreux auteurs (voir [4,5,7,14]).

Dans cette premiere partie, 'attention est portée sur le G—mouvement Brownien fractionnaire

d—dimentionnel ainsi que ses principales propriétés.

2.1 G —mouvement Brownien fractionnaire multivarié

L ‘objectif principal de cette premiere partie est d’introduire le G—mouvement Brownien
fractionnaire multi-dimensionnel défini sur un espace d’espérance sous linéaire, que 1’on
désignera par la suite par 'abréviation G—mBfm. Cette étude a été inspirée par les résultats
obtenus dans [4,5,14] dans le cas classique.

Dans tout ce qui suit, nous considérons le cas ot le G—mouvement Brownien (W), est de

dimension d > 1.

2.1.1 Représentation intégrale du G—mBfm

En suivant 'approche développée par Didier et Pipiras dans [14], nous donnons la représentation
de ce processus comme étant l'intégrale de Wiener par rapport au G—mouvement Brownien
W. Pour cela nous considérons une matrice diagonale H := diag [h1, ha, ..., hql, h; € (0,1) pour

tout i = 1,2, ...,d et K (t,u) étant le noyau donné par la forme matricielle suivante :

Ky (tu) = (t —w)? — (—u)? = diag [kn, (t, ), kn, (t,0) , .. kn, (8, 0)],

B} B}
avec D = H—31, ou I désigne la matrice identité d’ordre d et ky, (t,u) := (t —u)," *—(—u)} 2.

Nous entendons par a? 1’

My =T (H+in™

exponentielle de la matrice Dloga pour tout ¢ > 0. Nous posons

,ou I (z) est la fonction usuelle Gamma. Notons que la matrice

1 . 1 1 1
F<H+§I) =dzag [F <h1+§> ,F(hg-ﬁ*g) ,,F(hd+§>:| 5

est inversible.
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Définition 2.12. Le processus (Bﬁ)teR défni par :

BE = /KH (t,u) MygdW,,
R

est appelé G—mouvement Brownien fractionnaire multivarié de dimension d et de paramétre de

Hurst la matrice H.

Remarque 2.12. e L’une des particularités du G—mBfm est que lorsque H = %I, il s’iden-

1y
tifie au G—mouvement Brownien (en abréviation G—mB) i.e. B} = By, pour tout t > 0.

o La présence de la matrice My est justifiée par le fait que si (Bi),cp est le mouvement

Brownien classique alors (Bf[)teR est le mouvement Brownien fractionnaire classique.
Remarque 2.13. Les composantes (Bfl’i)teR du G—mBfm sont elles-méme des G—mBf réels.

Démonstration. En effet; soit Cp, =T (h; + %)_1 ,i=1,...,d. Nous avons :
Hi d
B = 3 [ (6w My, W

k=13

(K (t,u);, (Mm),, AWy

Il
M=~
%\

=

T~
I
—

kn; (t, ) 83 1Ch, 61k dWE,

Il
M=~
%\

=

T~
Il
—

ce qui implique que
B = ¢, / i, (£, ) W
R

d’ou le résultat désiré. O

2.1.2 Propriétés principales du G-mBfm

Dans ce présent paragraphe, nous abordons quelques propriétés essentielles du G—mBfm, a
savoir I’autosimilarité du processus et la stationnarité de ses accroissements. En effet, la propriété
d’autosimilarité a connu un essor considérable au cours des derniéres années (puisqu’elle assure
la modélisation de plein de phénomeénes comme le traffic internet, le traitement d’image, les
reliefs géographiques, les mathématiques financiéres,. . .) pour expliquer plusieurs phénomeénes
ou 'autosimilarité du processus est justifiée, par exemple, par son intérét dans les modélisations
des fluctuations boursieéres ou de trafic de réseaux de télécommunications. Le lecteur pourra

consulter les travaux de Huang [58] ainsi que les références citées.



2.1 G—mouvement Brownien fractionnaire multivarié

Auto-similarité et Stationnarité des accroissemements du G—mBfm

La proposition suivante exprime l'auto-similarité du G—mBfm.
Proposition 2.6. (Auto-similarité.) Le processus (B{I)teR est H—autosimilaire au sens que

Bﬂ 4 HBfI pour tout a > 0 et pour tout t € R.

Démonstration. Comme B est %I —auto-similaire alors W est aussi %I —auto-similaire, par consé-

quent
D S
Ky (at,s) MgdW, = a” Kg (t,— | MgdWj
a
2 PKy (t, S) az! MydWs
a a

LKy <t, s) MydWs.
a a

Il en résulte que pour tout a > 0

Tout comme le mouvement Brownien fractionnaire classique, le G—mBfm possede également la

propriété de stationnarité de ses accroissements.

Proposition 2.7. (Stationnarité des accroissemements.) Le G—mBfm (B{I)teR est a accrois-

sements stationnaires.

Démonstration. 11 suffit de prouver que pour tout s,t € R
H Hd pH
Bt - BS == Bt—S'

Observons que, selon Peng [15-17], le processus (§v> . défini par By = By_y — B (u € R) est
v

. . ~ d .
un G—mouvement Brownien, cela veut dire que B, = B,. Il s’ensuit que

B - Bl = / (t=w? = (s=w?) MudB, = / (t=s=v)7 = (~v)?) MuaB, £ B,
R R

ce qui acheéve la démonstration.
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2.2 Approximation de la partie Riemann-Liouville du G-mBfm

A titre de rappel, le processus (BtH >t6R étant G—gaussien mais n’étant pas un G—processus
d’Itd pour H # é[ , nous ne pouvons donc considérer l'intégration de type It6. Afin de

résoudre ce probléme, nous nous proposons dans ce paragraphe d’approximer sa partie Riemann-
Liouville (RtH )t>0 par des G—processus d’Ito.

Tout comme le mouvement Brownien fractionnaire multivarié classique (voir [7, 20, 21]), le
G—mBfm (BtH )t>0 admet également une représentation moyenne mobile qui s’exprime a 1’aide

du G—mouvement Brownien indexé par R a d—dimension (W}),cp comme suit :

0 t
B .= / [t =) — (~u)"] MHqu+/(t—u)D MudW,,t > 0.
—0o0 0

Cette forme intégrale fait apparaitre la présence de deux intégrales de Wiener dont la premiere
s’appelle la partie basse fréquence du G—mBfm et la seconde est sa partie haute fréquence. Or
la rugosité des trajectoires du G—mBfm est principalement due a sa partie haute fréquence. De
ce fait, nous nous concentrons uniquement sur cette partie appelée aussi, processus de Riemann-

Liouville qui peut s’écrire de la maniére suivante :

t t
R .= /(t—u)D MydW, = /(t—u)D MpydB,,t > 0.
(0] (0]

Dans tout le reste de cette these, nous supposons que
. 1 . 1 )
ou bien tous les h; € (O, 2) ,ou bien tous les h; € (2, 1) ,i=1,2,....d

et nous posons
t

R = /(t —u+e)PMydW,,e > 0.
0
L’idée principale consiste a approcher la partie Riemann-Liouville du G—mBfm, qui n’est gé-
néralement pas un G—processus d’It0, par une suite de processus de type G—It0. Ceci permet
non seulement d’obtenir la G—EDS satisfaite par le processus (R{{ ’E)t>0 mais aussi d’étudier

les G—EDS des valeurs propres et des vecteurs propres du processus de Wishart correspondant.

Nous énongons maintenant le premier lemme de ce chapitre dont le résultat va nous aider

intensivement par la suite.



2.2 Approximation de la partie Riemann-Liouville du G—mBfm

Lemme 2.2. (Voir [13,55]). Soit v une fonction a valeurs matricielles, définie par

ot a et b sont deux fonctions réelles dérivables et f est une fonction a valeurs matricielles,

dérivable par rapport a t. Alors v est dérivable et admet comme dérivée la matrice

b(t)

o Tt u)du -+ [0V (0) ~ 7 [ of6)] (1),

G\
~—~
~
N—

I
\

Le théoréme suivant est la clé de vofite pour démontrer nos résultats souhaités.

Théoreme 2.3. Pour toute > 0, le processus (Rfﬁ)po est un G—processus d’Ité d— dimensionnel

satisfaisant la G— équation differentielle stochastique suivante :
t
dR™E = P Mydw, + ( / D(t—u+ e)D—fMHqu) dt
0

Démonstration. Soit ¢ (u) une matrice déterministe d’ordre d, différentiable par rapport & u. Une

application directe de la G—formule d’intégation par parties donne

d (pW]) = W] + de Wi + gl dW] = ol aw] + digli W,

d’ou en intégrant, nous trouvons

t t
[ e @awi = @ wi - [ ww;
0 0

et en sommant par rapport & j, nous obtenons 1’égalité entre les i€ —coordonnées :
t ¢
( [e dwu) = (e ()W), - ( [ dsw WU)
0 i 0 i

Ainsi

/t@(u)quzw(t)Wt/tdgo(u)Wu.

Soit maintenant la matrice diagonale ¢ (u) = (t — u + €)P My, alors ¢ est dérivable et admet
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comme dérivée la matrice
¢ (u) = —D(t —u+e)P~ I My.

De plus
p(t) = eP My = diag [5h1_%0h1, ...,5hd_%Chd} ,

par conséquent
R = P MW, + 1 (1),

ol
t) == /MH (t—u+e)”~ ! DW,du.
Notons que la fonction déterministe I (t) est dérivable, ce qui entraine que
AR = P MydW, + I'(t)dt.
Il résulte du lemme précédant avec
a(t)=tb(t)=0cet f(t,u) = My (t —u+¢e)?~I DW,,

que I admet comme dérivée
o o
') = /—f(t,u)du— Ftt) = /5 (My (¢ — u+ )P~ D) Wadu + Mye"~"DW,,
0] (0]

puisque f(t,t) = MgeP?~IDW;.

Comme

0
ot

(MH(t—u—l—s)D ID) —%(Mﬂ(t—u—i—e)D_ID),

alors

t
/aa My (t—u+e)P~ ID)Wdu+MH5D Ipw,.
(0]

En utilisant de nouveau la G—formule d’intégration par parties, nous obtenons
/ a
/87 My (t—u+¢e)P~ ID)W du = MyeP~TDW, — /MH (t —u+¢e)’~! Daw,,
0

d’ou

t
I'(t) = /MH (t —u+e)’~! Daw,.
0
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Nous obtenons, finalement, la différentielle satisfaite par 2.2 :
dR™E = P MydW, + I' (t) dt = P Mydw, + / D (t —u+e)’~ ! Mydw, | dt,
d’ou le résultat souhaité. |

2.2.1 Convergence dans LZ

Dans ce qui suit, nous utiliserons le Lemme 2.3 :

Lemme 2.3. Supposons que % < h; < 1, alors pour tout a,b > 0, nous avons

e +0)? —a?] <]

2
ot = <ZA123> est la norme Fuclidienne classique de la matrice A.
1,J

Démonstration. Nous avons

N\P—‘
Q
>
S
|
=
~—
N

[+ 0 —a?|F = 3" (@ by

i=1

En utilisant I'inégalité (a + b)P < aP+bP pour tout 0 < p < 1, il résulte du fait que 0 < h;—1 < 1,
pour tout ¢ = 1,2, ...,d, que

—

(a+b)i72 — ahvtr <7

et )
oyt -] < [

d’otl en sommant par rapport a ¢, nous obtenons

zd: [(a+ b3 —ahm3] < zdj [bh"“‘l’r.

=1 =1
Il s’ensuit que

H(a —|—b)D —aP

d’ou le résultat désiré. O

Proposition 2.8. Pour tout processus matriciel déterministe v € L?(|0,00|), il existe une
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constante positive p indépendante de v telle que :

' 2
/deWS
0

t
< [l ds
0

Démonstration. Nous avons, d’'une part

t
/USdW
0

2

£
|

jro),

d ! 2
Z/v”dWJ)
0

J=1

Ei

1=

—

IN

d d t . . .
B [eiddwi

et d’autre part

[Zd:/t ,JdWJ]2 = E zd:(/t JdWJ)Z_i_Z/ zdem/t deWk

j=1 m#k
d t 2 t t
< > E [ / vldWl| + > E ( / VLM AW / vé’deSk)
j=1 0 m#k 0 0
d t t t
< ijz [/ (Ui’j>2ds +2 Z E [/ vi’de?/v?def] ,
j=1 0 m<k  [o 0

N 1 2_ 7z
ouc?=E {(W{ ) . Par conséquent

t t
+2 > E [ / vEm AWM / vé’def] }
0

0
En appliquant la G—formule d’intégration par parties, nous obtenons

t t t t
d [ / VAW / vi’def] _ ik ( / vg»mdwsm) AW + v ( / vijde8k> aw
0]

) 0 )
+olFylm <Wk, Wm>s ,
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d’out en intégrant

t t t s t
/ v AW / vikAwl = / vk / v AW | dAWE + / i / viEAWY | AW
0 0 0 0 0 0

S

s

¢
+/v§’kvé’md <Wk,Wm> .
0

Comme
t s t s
E / vk / vimawm | dWk| = E / phm / vERAWE | aw™ | = o,
(0] 0] (0] (0]
alors
t t t
E / v W™ / vk AWk | < B / vikobmd (W, wm)
S
(0] (0] 0

Rappelons que pour tout £ > 0, le processus Wtk + W = (e) £ em, Bt) est un GL—mouvement
Brownien réel, ot (e;)}"_; est la base canonique de R? et G+ (a) = % (6% (k,m) o™ — 0% (k,m) a™)
avec les parameétres o2 (k,m) = E ((ek + em, Bl)z) et o2 (k,m) = —E (— (ex £+ em, Bl)z) . Par

conséquent

(wewn), = g ((wrewn), - (wh-w) )

t
< — (-,

B |

ou = max oy (k,m) et u= inin o_ (k,m). Finalement, en utilisant 1'inégalité 2.4, nous trou-
<m - <m
vons

¢ > d L /d
E /deWS < Z/ Zajz (vg’j)z n % (ﬁz _H2) Z vé’kvz’m ds
0 i=17 Jj=1 k<m

et en posant y = max {Ez,i (ﬁz — Ez) i1 =1,2 ...,d}, nous obtenons

2

t td [d p
B ||[vawi| | <u [ (Z (08)" + 2 37 witoim | ds = p [ o] s,
0 0 ' 0

d’ou le résultat voulu. O

A ce niveau, nous énongons le théoréeme principal de cette partie, basé sur la proposition et le

lemme précédents.

Théoréme 2.4. Pour tout t > 0, les variables aléatoires Rf’aconvergent vers R dans L%(9)

quand € tend vers 0.
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Démonstration. Le cas ou % < hi<1 :

D’apres la Proposition 2.8, nous avons

|- i) - ( l(@-use” ) MHHqu)

IN

,u/H(t—u—i—E)D —(t—w)”| 1] ds

0

Il s’ensuit, d’apres le Lemme 2.3, que
¢
He _ pH|? 2 D2 2, ohi1
B[R = RO[| <0l [ du < o040 30 2,
s i=1

d’ott lim R = RF dans L2(Q).

e—0

Le cas ou 0 < hi<% : Pour tout i = 1,2,...,d, il existe 6 € (0, 1) tel que
3
2

(t—s+ e)h"_% —(t— s)hi—é —c (hi — ;) (t—s+ 05)}%_ ,

par conséquent

) ) 2 1\2 .
(= s+t = (- if" < @ (him3) sup - s oefh?
2 0<o<1
1\?2 o
= 52<hi_2> (t—s)zh 3,siogs§t.

En utilisant, la Proposition 2.8, nous obtenons

t

E(‘Rf]’a—RfIr) < u/"(t—s+a)D—(t—s)D"2HMH||2ds
[0}
2 9 d 1\? y 2h;—3
< ulMyl e;(hi—2) [a—s" " as
= 0

5 o d 1\ 2 $2hi—2
= MY (k- 5) B
i=1

ce qui assure la convergence souhaitée.



chapire 32 Analyse stochastique du (G, c)—processus de

Wishart fractionnaire

L es matrices de Wishart constituent un autre ensemble de matrices aléatoires voisin des
ensembles gaussiens. Elles se sont considérablement développées tant pour leurs diverses
applications (en physique théorique, analyse de données statistiques, finance, télécommunica-
tions...) que pour leurs multiples liens avec de nombreux probléemes mathématiques (en algebres
d’opérateurs, combinatoire, théorie des nombres...). Elles jouent en particulier un role crucial
dans la technique dite d’analyse de composantes principales [2,12,32].

La motivation originelle de Wishart était d’étudier la matrice de covariance empirique des échan-
tillons gaussiens multivariés qui est une matrice hermitienne aléatoire semi-définie positive, ap-
pelée aujourd’hui matrice de Wishart. Ces aspects sont redevenus a la mode avec ’avénement
de I'informatique et des masses de données de grande dimension. Pour plus de détails sur les
matrices de Wishart et leurs propriétés, le lecteur est invité a se référer a [1,7,9,13,27,28].
Tout le long de ce chapitre, nous nous interésserons particulierement & I’étude des équations diffé-
rentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs propres orthogonaux du (G, €)—processus
de Wishart fractionnaire, en se basant sur le procédés de Gram-Shmidt. En outre, une compa-
raison asymptotique sera également démontrée. Ce chapitre constitue ’essentiel de cette these.
Nous en donnons les principaux résultats.

Notons que dans [33], les auteurs traitent le cas des mouvements Browniens d’ellipsoides de Dyn-
kin avec des méthodes analogues. Ils dérivent les équations différentielles stochastiques corres-

pondantes et obtiennent un théoréme de non-collision des valeurs propres (voir aussi [49],IV.361).

3.1 Le processus (G, ) —Wishart fractionnaire

D ans le cas classique, le processus de Wishart fractionnaire peut présenter une corrélation
en série des processus stochastiques alors que le processus de Wishart est un processus
de Markov dont les incréments sont indépendants du passé, de sorte que le processus de Wishart
puisse considéré comme "sans mémoire'. La différence entre le processus de Wishart et le pro-
cessus e—Wishart fractionnaire est que le premier est gouverné par une équation différentielle
stochastique (EDS) particuliere, tandis que le second est gouverné par une EDS aux dérivées
partielles. Pour plus de détails sur le processus de Wishart et le processus e—Wishart fraction-
naire (voir [47,58]) et les références qui y sont contenues. Notons que le processus e—Wishart
fractionnaire devient le processus de Wishart lorsque I'indice de Hurst H est égal a %I .
Nous nous proposons dans cette partie d’étudier le processus e—Wishart fractionnaire dans le

cadre de la G—espérance.
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Définition 3.13. Le processus (), défini par 3f = Rj (RS)" s’appelle le processus (G, ) — Wishart

fractionnaire.

Dans toute la suite, les entrées de la matrice 3¢ et les composantes du vecteur R® seront notées
respectivement par X9 et R®.

Dans le paragraphe suivant, avant d’entrer dans le vif du sujet et d’élaborer et prouver les
principeaux résultats de cette thése, nous donnons en premier temps, les valeurs propres de 3.
Les seules valeurs propres de ¥ sont 0 de multiplicité (d — 1) et X\° := |R°|*> de multiplicité

1. En effet, le polyndme caractéristique de 3¢ est donné par

13

b
PE(N) = det (25— M) = (—\)% det (I - )\) , pour tout A # O.

En utilisant 1’identité de Weinstein-Aronszajn, nous aboutissons a

Py = (N (1=

= (N (A IRP).

La proposition suivante exprime la G—EDS de la valeur propre \* = |R¢|*.

Proposition 3.9. Pour tout i = 1,...,d, nous avons

=1

re1cz (1),

d t
. 1 . 1 . ) .
AN (t) = Y 2R{'e"2C),dBi + (hi — 2) Cn, Ry /(t —u+e)i2 4B | dt
0]

La preuve de cette proposition se démontre aisément en s’appuyant essentiellement sur la

G—formule d’intégration par parties.

Démonstration. La formule 2.1 peut étre réecrite comme suit :
¢
AR = el (), dB! + (hi - ;) Ch, /(t —u+e)iTidB | dt.
0
Par la suite, utilisons la G—formule d’intégration par parties, nous obtenons

d d
dN° (1) = 3 (2R{ARY + dRAR; ) =23 Ry'dR; + > O d <Bi>t ,
] =1

1=1 =1

ce qui prouve la formule 3.1. O



3.1 Le processus (G,e) —Wishart fractionnaire

Remarque 3.14. [l est bien connu que si B est un mouvement Brownien fractionnaire classique,
alors 2 n’est autre que le processus de Wishart fractionnaire classique, qui a été largement étudié
avec un large éventail d’applications dans de mombreux domaines tels que la technologie des

communications, la physique nucléaire, la chromodynamique quantique,...etc.

Remarque 3.15. De facon similaire, le processus ¥ = RR* admet uniquement deux valeurs
propres : O de multiplicité (d — 1) et X := \R[Z de multiplicité 1, d’ou, d’aprés le théoréme 2.4,

At converge vers A\ dans Eé (Q) lorsque € tends vers O pour tout t > O.

3.1.1 Comparaison asympthotique

Apres avoir donné la G—EDS des valeurs propres, nous allons maintenant présenter un résultat
de comparaison asymptotique intermédiaire concernant la valeur propre A*, dont I’énoncé est le

suivant :

Théoréme 3.5. Pour tout a > 0 et t > 0, nous avons

1. la variable aléatoire \° (t) € LZ().

2. e*Xi=0(1) quand € — 0, g.s..

Pour la démonstration de ce théoréme, nous énoncons le lemme suivant qui sera utile par la

suite. Dans ce qui suit, posons pour tout p,q € m, Uf’q = Rffg ou
t
3
& = /(t —s+e)aT2 dBY.
0
Lemme 3.4. Pour tout p,q = 1,...,d, nous avons
2 _ 2
E ((npvq)z) I N (R G g)2ha=2 _ 2he—2
5 ’
t ~ 8 hy hg —1

avec 0 = mMax g;.
1<i<d

a’+b?
2

2 2\ 2
7P| < <M>

Démonstration. En utilisant 'inégalité ab < pour tout a,b € R, nous trouvons

2
ensuite, par inégalité (¢ + d)* < 2 (2 + d?) pour tout ¢,d € R, nous aurons

4 4
|RY|” + |€F]

i) < 5 :



Chapitre 3. Analyse stochastique du (G, e)—processus de Wishart fractionnaire

par conséquent,

4 4
Un = 9 .
Compte tenu de la remarque 1.11 avec f(s) = (t—s +€)h”7% (resp. (t — s+£)hq7%), nous
obtenons
t 2 oh 2
_ 3 t4¢)* — g2ho
E(|Rf|4>:364 /(t—s—l—e)zh" Yds| <@t (t+e) ,
4 hp
0
2
2hg—2 hg—
(resp. E (\§3|4) < 25t ((t+€) qufz = 2) ), ceci entraine
3 . 2hp _ _2hp,\ 2 ; 2hq—2 _ _2hg—2 2
B () < 3t | (T (e
i -8 hy hy — 1

D’ou 'inégalité voulue. ]
Passons maintenant & la démonstration du théoréme.
Démonstration. 1. Soit Of un vecteur propre associé a la valeur propre A;. En premier lieu,

observons que ¥,0; = X° (t) O; et g = 0, alors A\ = 0 et d’aprés la G—EDS 3.1, on en

déduit que
d t 1 ¢
Nl < Yo q2ehea, / R:'dB! +(hi—2> Ch, / nbids
0

i=1 o
et (8]}

n 2 n
Par une simple application de l'inégalité (Zai) < nY a?, pour tout a; > 0, nous
=1

(A
obtenons

2

d t 9 t 2

o 1 .

] < 3dy{achioicz / R dB +(hi—2> cz / nbids
=1 0 0

+ lezhi—lc]%i <Bi>t‘2} '
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Compte tenu de I'inégalité de Holder et le fait que (B") . < o2t, nous avons

t
/E (Ri,z'fds + (hi - ;)20,%it
0

-

d
B(IXP) < 3d2{452’”_10ﬁi02
i=1
t
[l () o
)
d ¢ 2
Z{ zhi—lC%iE2/]E (AS) ds| + (hi - ;) Cht
— )
t
[l () o
0

par la suite, en appliquant I'inégalité 2a < (1 + a?) & cette derniére, nous trouvons

IN

—|—#54h 204 tZ}

E(\AﬂZ) < SdZ{Zazh 'ch 2/]E (X%) ds+(h —é) Cht

1=1
t

2
[l () e
0

D’apres le lemme 3.4, 'inégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :

+ 25454’”—20,‘;752} :

d t
E(IN?) < L (et hid) + Ale.t, hi, d,7) + 65°d Y0 M1 CF, /E AP ds,
0

=1

ou

et

i—1
(54 )M — g2hi 2
h;
0
2h;—2 _ _2h;—2\ 2
+<(s+€)h' 15 ) ds].

En faisant appel au lemme de Gronwall, I'inégalité ci-dessus donne

d
L(e,t,hi,d) = 64 (271CR 7% + 5eM 2l 12)
9 d 1\2 /
_ —4 2
At hipd ) = - dté(hi—2> chl_/

B (IX?) < (L(e,t,h,d) + A(e, . h, d,7)) exp <6a2d262h 102 ¢ ) .

=1
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2. En conclusion, E [(50‘)\? (t))z} converge vers O lorsque ¢ tend vers O alors e“A] converge
vers 0 ¢.s. quand ¢ tend vers 0. La preuve est ainsi achevée.
O

3.2 (G—Equations différentielles stochastiques des vecteurs propres

orthogonaux

L ‘objectif de ce paragraphe est d’étudier les équations différentielles stochastiques des vec-
teurs propres orthogonaux de 3;. Comme nous ’avons déja mentionné, notre approche est

essentiellement basée sur les techniques algébriques. En effet, les valeurs propres se touchent (la

valeur 0 étant de multiplicité (d — 1), par conséquent nous ne pouvons pas appliquer 'approche

de Bru comme dans [32].

Dans la suite, nous considérons O;*¥£0f = AS := diag ()¢ (t),0,...,0) la factorisation de Xf

avec Of une matrice orthogonale et A7 est la matrice diagonale. Soit le premier temps de collision
7 i=inf {t > 0: \* (1) =0} = inf {t > 0: R () = 0 pour tout i € T,d}.

Maintenant, pour la commodité des notations, nous notons Oy (resp. X, A, Aj, Of, 7) au lieu
de Of (resp. X5, A%, \s, 07, 7°). Dans le but de simplifier les calculs, nous supposons que les

hypotheses suivantes soient satisfaites :

(H,) Il existe un processus réel et croissant w tel que <Wi,Wj >t = 5iju{ q.s. pour chaque

i,7€ 1,dett>0, ol dy, est le symbole de Kronecker.
(H,) hi =h e (0,1)\ {5} pour tout i € 1,d.
Nous avons o2t < u; < @2t oll 0 := ming;. Une remarque notable est que '’hypothese (Hl) est
(]

satisfaite dans le cas classique avec u{ =t pour tout t > 0.

Le lemme suivant est utile pour le résultat principal qui suit.

Lemme 3.5. Soient o := % et B9 := R'a" pour tout 1 < i < j. Alors nous avons
Q 2 2
- y RI((RY)" — (R .
da" = % —23YdR" + (( 2) (A 2) >de 3.2
(R')" + (RY) (R)™+ (RY)
(i)
; 2 i\ 2
g 1 g 2 ~ R'R((R')" - (R") ,
g = T o (1 ~2(R") )de + R'RIdR (()2 ) (Ri() )de
—2e2h=1C2 51 gy



3.2 G—Equations différentielles stochastiques des vecteurs propres orthogonaux

Démonstration. Notons que sous '’hypotheése (Hs), & = [ (t — s+ s)hfg dB:. Ainsi, la formule
2.1 devient

Chéydt.

~— O—|,«

) 1 . 1
dR! = " 2CydB} + (h -5
(7) La formule 3.2 provient de la G—formule d’Itd avec

ToI3

f(x1;332,953) = m7

X, = (RI,RZ,R3>

et les faits suivants :

d <Ri, Rj>t =2 1CESduy,

qui provient de I’hypothese (Hy)

[ ]
of —2x17913 Of z3 (23 — 23)
o (ZE17$2,$3) = ) (1‘1,-’32,333) R e——
9z, (22 + 23)*" 02 (22 + 23)?
et
o ( )= 2
—— (21, T0.03) = /.
81'3 1,42,43 l’% + CL'%
[ ]
o0 f 0 f 2xo13 (323 — 23)
6730% (331,352,503) = _873:% (331,332,503) = (x% n J:%)S

(17) La formule 3.3 découle de la formule 3.2 et la G—formule d’intégration par parties. La

preuve est ainsi achevée.

Maintenant, nous sommes préts a énoncer et démontrer le résultat principal de cette these.

Théoréme 3.6. Les vecteurs propres orthogonauzr de Y, satisfont les équations suivantes sur
{t <1},

dOj* = dRi,
dO? = —6;1dR? + 6i2d R},
N . j—l ' ' R] Rl 2_ Rk 2
dOY =61 | —dR} +'Y. |Rfdo*i + o’ dRF + £2h=1C2 ( 2) ( z) duy
= (RO (")

Jj—1 .
— k;z SikdBrI + 5;;d R}

pour tout i € 1,d et pour tout j € 3,d, ot o et B¥I sont définis dans le lemme précédent.
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Démonstration. Nous en donnons la preuve en deux étapes.

Etapel : Tout d’abord, construisons une base orthogonale de R¢. Evidemment, puisque YR =

AR alors V! := R est un vecteur propre associé & A = |R|?. Il est facile de vérifier que
* *
- (—R2,Rl,o,...,o)*,v3 = (-R%0,R",0,..,0) ...V := (-R%,0,..,0, k"),

sont les vecteurs propres associés a la valeur propre 0. Alors {Vl,V2, ...,Vd} est une
base de R? mais non-orthogonale. Soit O la matrice orthogonale dont les colonnes sont

O',02,...,0% obtenues par le procédé de Gram-Shmidt. Alors nous obtenons

O'=V!=R, 3.5
02:V2— (V27‘/21)V1 — 2,
V1
et
i vi s (V%) e
o=V _ZWV , pour tout j € 3,d.
k=1
2 2 _
Puisque ‘Vk‘ = (Rl)2 + (Rk> , (Vk,Vl) =0et (Vk,Vl) = RFR! pour tout k,l € 2,d, Alors
02 = —§;)R? + 6;u R,
. -1 R (Rk>2 j—1 RIRKRi .
o* = 4 —R7+ — | = Oip————— + 0 R
1 2 e P |y e

Jj—1 Jj—1
= 0n (—R] + Z Rka’”) — Z (5¢k5k] + 51‘]‘R1,j €3,d
k=2 k=2

Etape2 : Par la suite, compte tenu de la G—formule d’intégration par parties, nous obtenons :
d(RFM) = RFdoM + oM dRF + dR*da™

R ((Rl)2 - (Rk)2)

= RFdaF 4 oFIdRF 4 20102 5
2 2
[(RY)? + (RF?]

duy

Par conséquent, le résultat souhaité 3.4 découle des formules 3.5, 3.6 et 3.7.
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3.2.1 Non explosion des EDS des vecteurs propres

Pour éviter ’explosion des solutions des EDS des vecteurs propres du systéme 3.4, nous donnons

le corollaire suivant.
Corollaire 3.3. Nous avons 7 = 400 gq.s..

Démonstration. En appliquant la G— formule d’It6 au processus positif (U;)y<p, défini par

d i\ 2
U:=—-> log (R ) , nous obtenons
i=1

d 2 i_; T
dU = ; iR (Ri>2dR dR

et en utilisant le fait que

. . 1 )
dRi = &h3C,dB! + (h - 2) Cpéldt
dR,dR, = &2 'Clduy,

nous aboutirons &

t
(U), = 4e2h 102 Y / W
=1} (R;)
Il est clair que U est une martingale locale classique par rapport a sa filtration naturelle sous
chaque mesure de probabilité P € P. Si 7 < 400 ¢.s., alors il existe P° € P telle que
PO (1 =+00) < 1, tlTiElUt = —oo et U est continue sur [0,7[. Soit & = inf{s > 0: U, > t}
I'inverse de (U),. Par 'argument de Mc. Kean (voir [29],p.47), Bru [8] et Williams [56], le pro-
cessus By = Ug, est un mouvement Brownien classique sur [0,(U)_[ P° p.s. sur {7 < +o0}
(voir [23],p.92). Ainsi
lim Et = limU¢, = limU; = —oo0,
U (1 Etr thr

ce qui est impossible pour un mouvement Brownien. Par conséquent 7 = +00 ¢.s.. O
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annexe A\l Processus et analyse stochastique de base

‘\ ous donnons dans cette partie quelques notions de base sur le calcul matriciel et les

processus matrices en général.

Définition 1.14. (Processus stochastique matriciel)

Une fonction mesurable X : Ry x Q@ = My, (R), (t,w) = X (t,w) = X, (w) est appelée
un processus stochastique (variable matricielle) si X (t,w) est une matrice aléatoire pour tout
teRy.

Définition 1.15. (Martingale locale)
Un processus stochastique matriciel X est appelé martingale locale, si chaque entrée de X est
une martingale locale, i.e. s’il existe une suite croissante de temps d’arrét strictement monotones

(T)nen > In 2L o0, tel que (Xia,); ; est une martingale pour tout i, j.

Définition 1.16. (Mouvement Brownien matriciel)

Un mouvement Brownien matriciel B dans M, , (R) est une matrice composée de mouvements

Browniens réels indépendants, i.e. B = (By;), ; ou By; sont des mouvements Browniens indé-
%

pendants et unidimensionnels, 1 <1 <n, 1 <j <p.

Définition 1.17. (Semimartingale)
Un processus stochastique matriciel X est appelé semimartingale si X peut étre décomposé en

X =Xo+ M+ A ou M est une martingale locale et A un processus adapté a variation finie.

Théoréme 1.7. (La formule d’Ité matricielle sur un sous-ensemble ouvert)
Soit U C My, (R) un ouvert, et soit X une semimartingale continue a valeurs dans U. Soit

f:U — R continue et deux fois différentiable. Alors f(X) est une semimartingale continue et
t
0

_l’_

N[~

t
n m 92
0/ 2 mf (Xs) d(Xij, Xt) g »

Jl=14k=1

) o)
ou D = (m)” et d(X;j, Xp) = dX;;dXp.
Démonstration. Voir Revuz et Yor ( [48], Théoréme 3.3 et Remarque 2, Chapitre IV] et

( [47], Lemme 2.11) . o

A.1 L’Argument de McKean

Le théoreme de Lévy nous donne un moyen facile de décider si une martingale locale continue

est un mouvement Brownien.



A.1 L’Argument de McKean

Théoréme 1.8. (Théoréme de Lévy)

Soit B une martingale locale continue de dimension p X p telle que

7 t, sit=ketj=I
ij kl _ )
<B B >t _{ 0, sinon }’

Pour tout i,j,k € {1,...,p} et Bo = 0. Alors B est un mouvement Brownien p—dimensionnel.

Démonstration. 1l suffit de montrer que X := vec (B) est un mouvement Brownien p?—dimensionnel.
Soient a,b € {1,...,p?}. Alors, il existe i,j,k,I € {1,....p} tel que a = p(j —1) +iet b =

p(l — 1) + k. Clairement, i = k et j = [ impliquent a = b, et inversement. Ainsi,
<Xa,Xb> = <Bij,Bkl> = tl{i:k}l{j:l} = tl{a:b}'

On conclut par le théoréme 40, chapitre 2 Protter [46], [9] que X est un mouvement Brownien

p? —dimensionnel. O

Pour chaque temps d’arrét fini 7o on dira que M est une martingale locale sur l'intervalle

stochastique [0, 7o] si le processus arrété (Miar,) est une martingale locale. Le prochain

teR 4
théoreme nous montre que toute martingale locale continue et arrétée est 'arrét d’'un mouvement

brownien apres changement de temps.

Théoreme 1.9. Soit 0 < 19 < o0 un temps d’arrét et M est une martingale locale continue

non identiquement nulle sur l'intervalle [0, 1o]. Soit
Ty :=inf {s: (M, M), >t} (Avec la convention inf {Q} = +oc0).

Alors By := Mr, est un (Fr,) —mouvement Brownien arrété sur 'intervalle stochastique [O, (M, M)TO) ,
(M,M)_ >0 p.s., ie B est un mouwvement Brownien arrété a (M, M)_ par rapport a la filtra-
tion définie par

Fr,={AeF: An{Tl} <s} € Fs; seRy}

De plus, on a My = By, -
Démonstration. Observons que T; est l'inverse continu a droite de (M, M), . Comme M est
continue, alors (M, M) Dest aussi, on en déduit que (M, M), = t sur {T(M,M)t > t} (Voir
Revuz et Yor [48], p.7 — 8 pour plus de détails).

Supposons (M, M) = 0. Comme (M, M) est un processus croissant et (M, M), = O pour tout
t € [0,70], alors E((M,M),) = 0 pour tout t € [0,7p]. D’apres le Corollaire 3 du chapitre
II Protter [46], il résulte que E (M?) = 0, d’ou M; = 0 pour tout ¢ € [0, 7o, ce qui est une

contradiction.
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L’ensemble {Tt}teR+ est une famille de temps d’arrét, car M est adaptée. Observons que
<M,M>T0 >t=1T <19.

Par conséquent, T; < oo sur {7p < co}. D’apres les propositions 4.8 et 4.9, chapitre I de Revuz

et Yor [48] on conclut que le processus arrété My, est Fr,—mesurable. En outre,
<B7B>t = <M7M>Tz = t?
comme mentionné ci-dessus et d’apres le théoréme (5.1.2) on en déduit que B est un (Fr,) —mouve-

ment Brownien arrété sur [0, (M, M >TO).
Pour prouver que M est un mouvement Brownien aprés changement de temps, il suffit d’observer
que T<M7M>t > t si et seulement si (M, M) est constant sur [t,T<M,M>J. Comme M et (M, M)

. . . . 3 _
sont constants sur les mémes intervalles, alors on a M0 .= My d’ou By, My, = M. O

)



Annexe B2 Mouvement Brownien fractionnaire classique

C ette partie conssiste a rappeler, d’une maniére succincte, le mouvement Brownien fraction-
naire classique, noté mBf dans le cas unidimensionnel, et nous nous sommes également
intéressés a la généralisation de ce processus au cas vectoriel classique "mouvement Brownien

fractionnaire multivarié", noté mBfm.

B.1 Cas univarié

Les définitions développées ici peuvent étre retrouvées dans le travail de Mandelbrot et Van

Ness [28] et les références qui y sont contenues.

Définition 2.18. Un mouvement Brownien fractionnaire d’exposant de Hurst h € |0, 1[, noté
{Bn (t)}y>0 est le seul processus Gaussien réel centré, nul d lorigine et continu, admettant pour

tous t,s > 0 la fonction de covariance :
C
Cov (By (s) By, (1)) = ?" (s + 12— |s — 1),

ot C}, est une constante positive qui ne dépend que de h.
Remarque 2.16. o Lorsque Cp = 1, le mBf sera dit mBf standard.

o Les cas limites h = 0 et h = 1 présentent des particularités par rapport auzr cas intermé-

diaires, cependant le cas h = %, coincide avec le mouvement Brownien standard (dit aussi

le processus de Wiener et noté mB en abrégé).

Remarque 2.17. Une autre notion d’une importance majeure, c’est la notion de la mémoire
longue d’un processus stochastique, dite aussi la dépendance a long terme. Plusieurs définitions

peuvent étre données selon le domaine envisagé (domaine temporel ou fréquentiel).
Propriétés Parmi les différentes propriétés du mBf, nous citons brievement qu’il est :
Remarque 2.18. o Un processus gaussien de variance t2".

e A accroissements non indépendants pour h # % et sa variation quadratique est presque

surement infinie sur tout intervalle pour h < %

Ses trajetoires sont localement holdériennes d’ordre v < h.

Pour tout h €10, 1]\ {%} , 1l est ni une semi-Martingale et ni un processus Markovien.

e Les accroissements du mBf ne sont indépendants que lorsque h = % (c’est a dire dans le
cas du MB).
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B.1.1 Propriétés principales du mBf
Le mBfm possede plusieurs propriétés remarquable. Résumons ici quelques propriétés déja éta-

blies par plusieurs auteurs et qui sont présentées avec plus de détails dans [26].

e Auto-similarité du mBf : Une des propriétés notable du mBf est son auto-similarité.
Le mBf de parametre de Hurst h est un processus h—autosimilaire : ce qui signifie que

Vt € R et Ya > 0 on a 1’égalité en loi suivante :
loi { n
{Bi(at)}er = {a"Bu (1)}, _ -

e A accroissements stationnaires : Le mBf est un processus a accroissements station-

naires : c’est-a-dire

loi

Vs € R, {Bh (t + S) — By, (S)}teR = {Bh (t) — By, (O)}teR'

e Continuité : Le mBf est un processus admettant des trajectoires continues, nulle part

dérivables.

Toutes ces propriétés ont rendu le mouvement brownien fractionnaire tres attractif pour les

applications.

Proposition 2.10. Pour tout h € |0, 1], le mouvement Brownien fractionnaire {B, (t)},5, est

~y—Hdldérien pour tout v < h.

Démonstration. Nous avons

).

e (|s! - Bi[") =B (B2 - 2B!B. + B

par application de la linéarité de ’espérance, nous obtenons

B (|B - 2B!'Bl + B

) = 5 (J5) 22 1)) 3 (5
_ ‘tzh‘ + )SZh’ o ‘tzh 4 g2h _ (t — 8)2h‘

= |t—s*".

)

Donc nous avons

E (’Bf —Bh

2
)z\t—s\%.

Prenons a = 2,d = 1, d’ott ¢ = 2h. D’apres le théoreme de Kolmogorov, By, () a une modification

(version) By, (t) dont ses trajectoires sont Holdérien de paramétre o < h. i



B.1 Cas univarié

La dépendance a long et a court terme

Définition 2.19. Un processus stationnaire (Xy)ien est dit a long terme sir(n) = Cov(Xg, Xgin)

satisfait :

r(n)

lim
n—oo cn %

:1’

pour o € (0, 1) et ¢ est une constante.
Le mouvement Brownien fractionnaire possede la propriété de longue dépendance. Cette pro-

priété est décrite de la maniére suivante :

Proposition 2.11. Le mouvement Brownien fractionnaire présente une dépendance a long

terme si h > %, et une dépendance da court terme si h < %
Démonstration. Nous considérons :
_ nh h _ nh h
Xk =By — Br_1, Xjtn = Bk+n - Bk+n—1-
Puisque le mouvement Brownien fractionnaire est centré, alors

r(n) = E(XpXiwn) =E[(Bf = Bly) (Blyn = Blino)]
= E [B}f (BZH - BZ)] =E (B?BZ—H) —E (B?BZ>

— % {(n + 2)2h —on?h 4+ (n— 1)2}1 ,

ainsi

(o2 2]

2h K 2h> h(2h — 1) 2h
= I+ — )+ ———~—-2+1——
n n

n2

- ()

= h(2h — 1)n?"72 4 o(n?"2).
Il s’ensuit que si h > %, nous obtenons

r(n) > 0 et Zr(n) =00

et pour h < %, nous avons
r(n) <0 et Zr(n) < 00
n
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La preuve est ainsi achevée. O

Remarque 2.19. Si un processus stationnaire (X;)ien est a dépendance da long terme, la dé-

[&.°]
pendance entre Xy, et Xp1 diminue doucement quand n — oo et Y. r(n) = oo.
n=1

Remarque 2.20. La dépendance a long terme est étroitement associée a la propriété de l'auto-
stmilarité des processus stochastiques auto-similaires a accroissements stationnaires. La connexion
est déterminée par Uindice d’auto-similarité de processus consideré qui nous renseigne sur la na-

ture de sa mémoire : courte ou longue.

Dimension de Hausdorff

La dimension de Hausdorff d’un mBf de parametre h €]0, 1] est presque stirement égale & 2 — h?,

ce qui implique que :

e Sih< % alors les trajectoires sont plus irrégulieres que le mouvement Brownien. Il y a
phénomene d’anti-persistance, ainsi par exemple en finance une période de hausse aura

tendance a étre suivie par une période baissiere et vice versa.

e Sih > % alors les trajectoires sont plus régulieres que le mouvement Brownien. Il y
a phénomene de persistance, ainsi par exemple en finance une période de hausse aura

tendance a se poursuivre.

B.1.2 Représentation par moyenne mobile du mBf

Il existe divers représentations du mouvement Brownien fractionnaire, nous nous focalisons sur
la représentation par moyenne mobile (voir les travaux de Mandelbrot et Van Ness (1968) [28]),
ol le mouvement Brownien fractionnaire est défini, a une constante multiplicative pres, par

I'intégrale de Wiener suivante :

1 -1 1

By (t) == =~ t— > — (= 2

nO = rg [ [T ok
R

ou x4 = max {z,0}, I' () désigne la fonction usuelle Gamma et W est un bruit blanc réel. Pour

tout ¢ > 0 , nous avons

t
1 h—1

Bi(t) == =+ t— dWs |,

MO F ) m+!< )

0
oulUy = [ {(t - s)h_% - (—s)h_ﬂ dW,. Supposons que 3+ < h < 1, alors Uy est un processus

ayant des trajectoires absolument continues et nous ne considerons que l'intégrale fractionnaire
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stochastique ci-dessous :

By () = / (t — )" 3 dW,.

Le terme By (t) joue un rodle essentiel dans la présentation d’une dépendance a long terme,
communément, défini comme un mouvement Brownien fractionnaire. By, (t) n’est pas une semi-
martingale mais il peut étre approché par une semi-martingale (voir [13,53,55]). Notons que le

cas ol 0 < h < 3 a 6té étudié dans [54].

B.2 Cas multivarié

Le recueil de données temporelles multivariées intervient dans de nombreuses applications, par
exemple, neurosciences, économie, sociologie, physique,...etc et de telles séries exhibent souvent
des propriétés spécifiques telles que la fractalité, la longue dépendance, 'autosimilarité. En ce
sens, il parait pertinent de s’intéresser a une alternative au mBf dans un cadre multivarié. En
effet, un mouvement Brownien fractionnaire multivarié (mBfm) est un processus nul a 'origine,
gaussien, a accroissements stationnaires et autosimilaires.

Apres avoir défini le mBf univarié et énoncé les différentes propriétés en suivant principalement

[28] nous donnons & présent une version généralisée du mBf que ’on note par mBfm.

B.2.1 Définition et propriétés

Il s’agit du processus a valeurs dans R%. Le mouvement Brownien fractionnaire multivarié est une
extension multivariée naturelle des mBfs. Il a été défini et étudié dans [14] comme le seul proces-
sus multivarié gaussien autosimilaire a accroissements stationnaires. La définition axiomatique

est la suivante :

Définition 2.20. Un mouvement Brownien fractionnaire multivarié de paramétre H € (0, 1)¢

est un processus d—multivarié partant de 0 € R® et ayant les propriétés ci-dessous :

o [ est gaussien.
e Il est auto-similaire de paramétre H € (0,1)%.

e [l est a accroissements stationnaires

autosimililarité multivariée

L’autosimilarité est ici entendue au sens vectoriel. En dépit de son importance théorique et
pratique, le modele mBf n’arrive pas a fournir un cadre théorique universel pour 'invariance

d’échelle puisque la plupart des contextes d’application modernes impliquent I’enregistrement
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de séries temporelles multivariées qui nécessitent alors d’étre analysées conjointement. L’autosi-
mililarité multivariée implique que ’exposant de Hurst H fasse maintenant place a une matrice
de Hurst.

La détection d’anomalies repose souvent sur une modélisation statistique du trafic normal. Parmi
les diverses tentatives, ’autosimilarité et le mouvement Brownien fractionnaire ont montré qu’il
était possible de modéliser pertinemment et de facon robuste la statistique du trafic internet
a travers une large variété de réseaux, trafics et depuis les premiers dges d’internet jusqu’aux

collections de données les plus récentes.

Définition 2.21. Un processus multivarié (X (t) = (X1(t),, Xp(t))),cn est dit auto-similaire
s’il existe un vecteur h = (hy, ha, ..., hq) tel que pour tout a > 0,
(X1 (at), - Xg(at))ex 2 (" X1 (1), -, a™ X (1))

teER ter "

Différentes représentations du mBfm furent établies et démontrées. Nous nous sommes focalisés

en particulier sur la représentation moyenne mobile obtenue et étudiée par Didier et Pipiras [14].

Théoréme 2.10. (Didier et Pipiras, [14]) . Soit (BtH> un mBfm de paramétre H = (hy, ha, ..., hq).

>0
Supposons que pour tout i € {1,...,d}, h; # % Le mBfm (B’y)t>o admet une représentation
moyenne mobile qui s’exprime a l'aide du G—mouvement Brownien indéxé par R a d—dimension

(Wt)er comme suit :
(0] t
BH = / (= w2 — (—w)" 2| Mygaw, + / (t — u)"" 2! Mydw,,t > o.
S 0

ot My est une matrice avec des entrées a valeurs réelles et W est un mouvement Brownien d

d—dimension.

Démonstration. Cette représentation est déduite de la représentation générale obtenue dans
[14]. o



Conclusion et perspectives

Au terme de ce travail de recherche, nous estimons que les résultats présentés contribueront au
développement de I’étude des matrices aléatoires, en ouvrant de nouveaux horizons a la recherche

scientifique sur cette thématique émergente.

En premier lieu, nous avons défini un nouveau processus appelé G—mouvement Brownien frac-
tionnaire multivarié (Bf!);er & l'aide du G—mouvement Brownien multidimensionnel, ou le
parametre de Hurst est une matrice diagonale H := diag [h1, ha, ..., hg], hi € (0,1)\ {%}, pour
tout i = 1,2, ...,d.

A ce niveau, les principales difficultés rencontrées dans ce travail sont dues au fait qu’en plus
de la non linéarité de I’espérance, le processus des co-variations quadratiques n’est pas détermi-
niste. Pour contourner ces difficultés et aussi la délicatesse de I'indépendance dans le cadre non
linéaire, nous avons supposé dans notre modele que les co-variations quadratiques des entrées
sont nulles. Ajouté a cela, le mBf n’est pas une semimartingale, ainsi, la théorie classique de
I'intégrale stochastique ne s’applique pas. Pour cette raison, nous avons donné, en deuxieme
lieu, une approximation (R§) dans £ du processus de Riemann-Liouville lié¢ & (Bf?) par des

G —processus de type It0, qui a été la clé de nos résultats.

Par la suite, nous avons obtenu, sous 'hypothése que tous les éléments diagonaux de H sont
égaux dans (0,1)\ {%} et en se basant sur des techniques d’algebre, un systéme d’équations
différentielles stochastiques des vecteurs propres orthogonaux du (G, e) —processus de Wishart
fractionnaire défini par la matrice RS (R$)", dont les seules valeurs propres sont 0 de multiplicité

2
(d—1) et ‘Rfl’a de multiplicité 1.

D’autre part, de nombreuses études sur le comportement asymptotique des valeurs propres
de matrices aléatoires ont été réalisées, en particulier par L. Pastur, M. Shcherbina. Dans un
autre contexte, Girko a utilisé la technique des perturbations pour donner en 1990 les équations
différentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs propres pour un processus ma-
triciel avec des incréments indépendants. Pour cela, une comparaison asymptotique de la valeur
H.e 2 ‘iz 2 .
propre |R, a été établie.
En dernier lieu, nous avons prouvé que ces équations différentielles stochastiques n’explosent

pas.

Compte tenu des applications en physique, mathématiques financiéres, mécanique, etc. . . ,

le domaine des équations différentielles stochastiques dans le cadre de la G—espérance est en



Annexe B. Mouvement Brownien fractionnaire classique

plein essor et I'amélioration des nouvelles méthodes de calcul stochastique pour I'analyse de
processus fractionnaires ’est tout autant. Par ailleurs, ce domaine est tres riche en questions
ouvertes, en effet, nous avons l'intention d’étudier ultérieurement les G—EDS par rapport au
G—mBf réel (existence et unicité, stabilité, principe de moyennisation), ainsi que la simulation
de trajectoires Browniennes fractionnaires. Egalement, ces travaux de thése peuvent étre éten-
dus de différentes manieres, par exemple, il y a la possibilité d’étudier les G—EDS en imposant

d’autres types de bruits tels que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire.

Finalement, les pistes de recherche en ce qui concerne ces G—EDS sont nombreuses, et elles
) b
peuvent étre toujours diversifiées. Par conséquent, différentes perspectives peuvent étre lancées

a la suite de ce travail.
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