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| Abstract

In this thesis, we extend the class of the restricted periodic exponen-
tial autoregressive model (PEXPAR(1)) to the order p. Our objective is
the construction of the estimators of the periodically restricted EXPAR/(p)
model by the linear least squares (MC) method and of the unrestricted
periodic EXPAR(1) model by the nonlinear least squares method and the
quasi maximum likelihood. Then, obtain the asymptotic properties of the

estimators and eventually make simulations which prove their performance.

Key words : Periodic EXPAR model, Linear and nonlinear LS method,
QML method, Ergodicity.
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| Résumé en Francais

Dans cette thése, nous étendons la classe du modéle autorégressif expo-
nentiel périodique restreint (PEXPAR(1)) a 'ordre p. Notre objectif est la
construction des estimateurs du modeéle EXPAR(p) restreint périodique par
la méthode des moindres carrés (MC) linéaires et du modele EXPAR(1)
périodique non restreint par la méthode des moindres carrés non linéaires et
la méthode du quasi maximum de vraisemblance. Ensuite, obtenir les pro-
priétés asymptotiques des estimateurs et éventuellement faire des simulations

qui prouvent leur performance.

Mots clés : Modele EXPAR. périodique, Méthode des MC linéaire et
non linéaire, Méthode du QMYV, Ergodicité.
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I Introduction générale

Une série chronologique est un enregistrement des valeurs de toute quan-
tité fluctuante mesurée & différents moments. Par exemple, nous pouvons
avoir un enregistrement des températures quotidiennes, un enregistrement
de la tension dans le circuit électrique mesurée a des intervalles de 1sec, un
enregistrement de 'indice de prix mensuel d’une marchandise, ou un enregis-
trement EEG : ElectroEncéphaloGraphe mesurant ’activité électrique entre
deux points dans le cerveau d’une personne. Les trois premiers enregistre-
ments sont des exemples de séries chronologiques enregistrées & un ensemble
discret de points temporels (chaque jour, chaque seconde, chaque mois), tan-
dis que le quatriéeme est un exemple de série chronologique enregistrée en
continu sur une période de temps. Les deux types de séries se présentent
dans des applications pratiques, mais le type "discret" est plus fréquent que
le type "continu" et dans ce travail nous nous intéresserons principalement
au premier type de série.

Depuis les années 20, par exemple ’étude de Yule sur les taches solaires pu-
bliée en 1927, les modeles linéaires gaussiens des séries chronologiques ont été
considérées comme un outil puissant pour ’analyse générale des séries tem-

porelles avec des procédures d’estimation robustes, une théorie statistique
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Introduction générale

compléte ainsi qu’une bonne capacité prédictive. Cependant, les quarante
dernieres années ont été marquées par des développements majeurs dans ce
domaine. Les hypothéses jumelles de linéarité et de stationnarité ont finale-
ment été abandonnées et le sujet a évolué dans une nouvelle direction qui est
I’étude des modeles non linéaires qui offrent a la fois une grande excitation
et de grands défis. Les limitations des modeéles linéaires ont été soulignées et
les données réelles ayant souvent des caractéristiques non linéaires ne sont
pas prises en compte. De nombreux processus physiques et naturels sont plus
précisément modélisés par un modele non linéaire que par une représentation
linéaire. Par exemple, dans les séries financiéres on observe des périodes trés
volatiles suivies de périodes plus stables. Ce phénomeéne appelé "volatility
clustering" ne sera donc pas expliqué par un modeéle & volatilité constante
dans le temps. Pour d’autres séries on peut avoir d’autres non linéarités
comme 'asymétrie, les domaines de la biologie, I’hydrologie et la météorolo-
gie qui présentent des phénoménes proches de la théorie des oscillations non
linéaires comme le comportements de cycle limite remarqué dans les séries
célebres de taches solaires ou du lynx qui ont conduit a envisager des modéles
autorégressifs non linéaires particuliers.

Les idées mathématiques impliquées dans ces modeles sont beaucoup plus
complexes que celles des modéles linéaires, les problémes statistiques d’iden-
tification et d’estimation des parameétres sont également plus complexes. Ce-
pendant, une fois ces dernieres saisies, la richesse des nouveaux modeles est
assez fascinante. L’expérience acquise jusqu’a présent a montré que méme les
modeles non linéaires simples peuvent capturer des types de comportement
de séries chronologiques qu’il serait impossible de décrire avec des modéles li-
néaires. La plupart des modeles non linéaires ont été introduits pour répondre

a des préoccupations pragmatiques telles que :
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Introduction générale

(i) Le modeéle peut-il donner une meilleure prédiction que les modeles li-
néaires 7

(ii) Pouvons-nous estimer le modele & partir des données ?

(iii) Pouvons-nous produire une série similaire aux données originales en si-
mulant le modeéle estimé ?

Un modeéle qui ne peut étre estimé a partir des données ou qui ne peut
pas reproduire une série similaire par simulation n’est certainement pas in-
téressant pour les statisticiens bien qu’il puisse encore intéresser certains
mathématiciens. Les modeéles non linéaires qui ne peuvent pas donner de
meilleures performances de prédiction que les modéles linéaires sont égale-
ment peu attrayants et dénués de sens pour ’analyse des séries chronologiques
appliquées. En fait, une premiére représentation possible pour les séries non
linéaires est la série de Volterra qui joue le méme role que la représentation
de Wold pour les séries linéaires. L’intérét de cette représentation est plu-
tot théorique que pratique, pour cette raison et pour résoudre les problémes
évoqués, des modeles plus spécifiques ont été proposés a savoir : les modéles
bilinéaire (Granger et Andersen, 1978)[24], les modeles autorégressifs
a seuils (TAR) (Tong, 1978)[51], les modeles autorégressifs exponentiels
(EXPAR) (Haggan et Ozaki, 1981)[26], les modéles ARCH (Engle,
1982)[17],...etc. Ces modeles non linéaires ont été appliquées avec un grand
succeés dans de nombreux problémes importants de la vie réelle. Les bases
de l'analyse des séries temporelles non linéaires peuvent étre trouvées dans
Priestley (1988) [44], Tong, (1990) [52] et Douc et al. (2013) [16].

Les modeles autorégressifs exponentiels (EXPAR) ont été introduits par
Ozaki (1980)[41] et Haggan et Ozaki (1981)[26] pour expliquer et repro-
duire les phénoménes stochastiques non linéaires typiques de la théorie des

vibrations tels que les décalages de fréquence dépendant de 'amplitude, les
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Introduction générale

phénomeénes de saut et les cycles limites perturbés. Le début a été de prendre
un modele autorégressif Y, et ensuite de rendre les coefficients dépendants
de maniére exponentielle de Y2 ;. Parmi les avantages de ce modéle c’est que
ces parametres expliquent clairement quel type de distribution marginale va
avoir la série chronologique générée.

Divers propriétés théoriques probabilistes et statistiques tel que la station-
narité, I'ergodicité géométrique, ’estimation, la prévision et les tests ont été
I'objet d’étude par plusieurs auteurs. Une méthode d’estimation directe est
proposé par Haggan et Ozaki (1981)[26] qui consiste & fixer le parametre
non linéaire dans une grille de valeurs, a estimer les autres parametres par les
moindres carrés (MC) linéaires et utiliser le critére AIC pour sélectionner
les paramétres finaux. Cependant, aucun résultat concernant les propriétés
asymptotiques de ces estimations n’est donné. Chan et Tong (1985)[14] ont
montré I'existence d’une solution stationnaire et géométriquement ergodique
pour le modéle EXPAR(1), Tjgstheim (1986)[51] a traité le probléme
d’estimation des séries temporelles non linéaires dans un contexte générale
par les méthodes des MC conditionnel et du maximum de vraisemblance
(MYV) avec application dans les modeéles EXPAR, Al- Kassam et Lane
(1989)[1] ont proposé une méthode de prévision pour ce modele, Koul et
Schick (1997)[33] ont construit des estimateurs asymptotiquement efficace
pour 'TEXPAR(1) restreint, Shi et Aoyama (1997)[46], Baragona et al.
(2002)[6] ont utilisé I'algorithme génétique pour estimer les parameétres des
modeles EXPAR(p). Allal et E1 Melhaoui (2006)[2] ont construit un test
paramétrique et non paramétrique pour la détection d’'une composante expo-
nentielle dans un modeéle AR(1), 'analyse bayésienne de ces modeéles a été
introduite dans Ismail (2001)[30], Francq et al. (2008) [I8] ont construit

des tests de linéarité avec la trilogie rapport de vraisemblance, Wald et

xxiii



Introduction générale

multiplicateur de Lagrange pour 'EXPAR (1), Amondela et Francq
(2009)[4] ont discuté 'estimation avec la méthode du quasi maximum de
vraisemblance, Ghosh et al. (2015)[22] ont analysé ce modeéle avec le
filtre de Kalman étendu. Etant donné que Pestimation non linéaire prend
du temps, Shi et al. (2001) [47] ont proposé d’estimer heuristiquement le
parameétre non linéaire & partir des données et c’est une remarque tres in-
téressante car lorsque le parameétre non linéaire est connu nous obtenons le
modeéle EXPAR restreint. Cette classe de séries temporelles non linéaires
a également trouvé des applications réussies dans l’analyse de données dans
un large éventail de domaines notamment 1’écologie (Haggan et Ozaki,
1981[26], Priestley, 1988[44]), I'hydrologie (Ozaki, 1985[43], Gurung,
2013[25]), le signal vocal (Ishizuka et al., 2005]29]) et macroéconomique
(Terui et Van Dijk, 1999[48], Amiri, 2012[3], Katsiampa, 2014[31]).
Récemment, Azouagh et El Melhaoui (2019)[5] ont montré que «le pro-
cessus EXPAR est le modéle le plus approprié pour la modélisation et la
prévision des nombres annuels de taches solaires».

D’un autre coté, la plupart des résultats et des méthodes utilisés dans I'ana-
lyse des séries chronologiques sont basés sur ’hypothése de stationnarité
faible du processus qui géneére la série temporelle. En pratique, plusieurs sé-
ries chronologiques saisonnieres rencontrées dans divers domaines tels que
I’économie, I'hydrologie, la météorologie ... etc, présentent un caractére non
régulier qui ne peut étre stationnarisé par une transformation adéquate (dif-
férence ordinaire, différence saisonniére, différence mixte, la famille de Box-
Cox ... etc.). Par conséquent, le traitement de ce genre de séries utilisé par les
modeéles linéaires classiques SARIMA de Box et Jenkins serait inefficace.
Ces derniers ont des autocorrélations qui ne dépendent pas de la saison mais

les données désaisonnalisées peuvent encore montrer des variations saison-
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niéres, la solution était donc de considérer des modeles & coefficients évolutif
dans le temps. En effet, la généralisation du théoréme de Wold (1938) par
Cramer (1961) aux processus non stationnaires a permis d’élargir la classe
des modeles linéaires ARMA a coefficient constant & la classe des modéles li-
néaires ARMA a coefficients dépendant du temps. En 1961 Gladyshev[23]
a introduit, pour la premiére fois dans la littérature, la notion des proces-
sus périodiquement corrélés qui sont des processus du second ordre dont la
moyenne et la fonction d’autocorrélation sont des fonctions périodiques dans
le temps.

Cette notion de périodicité a été exploitée pour analyser les séries hydrolo-
giques et financiéres a caractére non linéaires et a permis I’émergence de nou-
velles classes de modeles de séries chronologiques. C’est ainsi que nous avons
I’extension des modeéles classiques aux cas périodiques : modéles GARCH
Périodiques (Bollerslev et Ghysels (1996))[12], modeles AR a seuils Pé-
riodiques (Lewis et Ray (2002))[35], modéles Bilinéaires Périodiques (Bibi
et Gautier (2005))[9], modeles de Mélange Périodiques (Shao (2006))[45]
MPAR et plus récemment le modéle EXPAR(1) restreint périodique qui
a été introduit dans Merzougui et al. (2016)[37] pour modéliser les séries
chronologiques saisonniéres présentant un comportement non linéaire tel que
la fréquence dépendante de 'amplitude, les phénomeénes de saut et le cycle
limite ayant une structure d’autocovariance périodique.

L’estimation des parameétres est une étape principale dans la modélisation
de séries chronologiques qui est compliquée dans un contexte non linéaire,
ce probléme a été abordé par de nombreux auteurs voir par exemple Tong
(1990)[52], Bierens (1994)[10], Kuan (2000)[34] et tant parmi d’autres.
Les estimateurs des moindres carrés non linéaires (MICN) et du quasi maxi-

mum de vraisemblance (QMYV) sont essentiellement utilisés dans ce cas.
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L’approche de base sur I'estimation des MCN adoptée ici est celle de Gal-
lant et White (1988)[21], une discussion compléte peut étre trouvée dans
Bierens (1994)[10] et Fuller (1996)[20]. L’estimateur MCN du paramétre
0 est celui qui minimise la somme des carrés des résidus. L’application néces-
site la stricte stationnarité du modéle et nous utiliserons les outils standards
comme la compacité et le développement de Taylor. Dans I’estimation tradi-
tionnelle du MV, on suppose que la densité spécifiée est la vraie fonction et
quand ce n’est pas le cas, nous ajoutons le préfixe "quasi" , bien str si la
densité est spécifiée correctement alors 'estimateur QMV est le méme que
I’estimateur M'V. Dans notre travail, la vraisemblance s’écrit comme si la loi
de l'innovation était gaussienne. Le QMYV Gaussien qui en résulte fournit
des estimateurs consistants et asymptotiquement normaux et coincide avec
I’estimateur MCN.

Dans cette thése, nous étendons la classe PEXPAR(1) restreint a l'ordre
p. Ces modeéles satisfont une équation de différence non linéaire semblable &
celle des modeles EXPAR (p) avec des paramétres et la variance du bruit
blanc qui changent périodiquement avec la saison et en fixant le parameétre
non linéaire v dans le terme exponentiel. Notre premier objectif est d’abordé
le probléeme d’estimation de ce modéle en utilisant la méthode des moindres
carrés linéaires. Comme second objectif, on étudie le probléeme d’estimation
par les MCN et le QMYV du modéle PEXPAR (1) non restreint c’est a dire
le parametre non linéaire v est supposé inconnu et périodique.

L’intitulé de cette theése est "Estimation dans les modéles AutoRégres-
sifs EXPonentiels Périodiques". Pour accomplir nos objectifs, nous avons
suivi la méthodologie suivante :

Apport et présentation de la these

Chapitre 1 : Théories des moindres carrés non linéaires
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et quasi maximum de vraisemblance

Dans ce chapitre, on présente les notions qui ont permis de faire ce travail
c’est a dire les éléments de base de la théorie asymptotique de probabilité, les
théorie des moindres carrés non linéaires et le quasi maximum de vraisem-
blance d’'un modeéle de régression non linéaire selon 'approche de Gallant
et White (1988)[21].

Chapitre 2 : Estimation MC du modéle EXPAR(p) res-
treint périodique

Dans le deuxiéme chapitre, une généralisation du modeéle autorégressif ex-
ponentiel restreint périodique (PEXPAR(1)) a l'ordre p est introduite. La
méthode des moindres carrés est utilisée pour estimer les parameétres linéaires.
Les propriétés asymptotiques des estimateurs pour un PEXPAR restreint
strictement stationnaire sont dérivées. Une petite étude de simulation est
réalisée pour vérifier les propriétés asymptotiques.

Chapitre 3 : Estimation MCN du modele EXPAR(1)
périodique

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés de la consistance forte et de la
normalité asymptotique de ’estimateur des MCIN du modeéle périodique non
restreint EXPAR(1). La littérature statistique générale sur I'estimation des
modeles non linéaires de Gallant et White (1988)[21] est utilisée. Une étude
de simulation et un exemple réel sont donnés pour évaluer les performances
de cet estimateur.

Chapitre 4 : Estimation QMV du modele EXPAR(1)
périodique

Ce chapitre est consacré a ’estimation non linéaire du modele PEXPAR(1)
par la méthode du quasi maximum de vraisemblance. Sous des hypothéses de

régularité, on montre que l'estimateur QMV Gaussien est presque stiirement
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et fortement consistant et asymptotiquement normal.

Cette contribution est couronnée par une publication scientifique dans
une revue renommée internationale a savoir :

Becila, S and Merzougui, M. (2020). Nonlinear Least Squares estimation
of the Periodic EXPAR(1) model. Communications in Statistics-Theory and
Methods.
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CHAPITRE 1

Théories des MC non linéaires et du QMV

Sommaire
0.1 TImtroduction| . ... .. ... ... .. ....... 1
[1.2  Eléments de base de la théorie asymptotique|. . 3

(1.3 Théorie des moindres carrés non linéaires (MCN)[ 9

[L.4  Théorie du quasi-maximum de vraisemblance| . 17

1.1 Introduction

Les développements récents dans la théorie et 'application des modéles
de séries chronologiques linéaires nous ont fourni des outils trés puissants et
pratiques pour la prévision et le controle des séries chronologiques générales.
Cependant, de tels modeéles ne peuvent pas expliquer les phénomeénes non li-

néaires typiques des séries temporelles dans le monde réel. Il est généralement
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difficile d’estimer les spécifications non linéaires et d’analyser les propriétés
des estimateurs résultants. Les résultats d’estimation de la spécification non
linéaire peuvent ne pas étre facilement interprétés. Malgré ces difficultés, de
plus en plus de preuves empiriques montrent que de nombreuses relations
économiques sont en fait non linéaires. Dans ce travail, nous nous concen-
trons sur I'estimation des spécifications non linéaires. Pour plus de détails sur
les régressions non linéaires, on se réfere a Gallant et White (1988)[21],
Bierens (1994)[10] et Fuller (1996) [20].

Nous allons essayer de développer une approche plus systématique et
discuter d’un cadre général pour 'estimation de séries chronologiques non
linéaires. L’approche est basée sur le développement de Taylor d’une fonc-
tion de pénalité générale qui est ensuite spécialisée & un critére de type des
moindres carrés conditionnels et un criteére de type de maximum de vraisem-
blance. Klimko et Nelson (1978)[32] ont précédemment considéré de telles
extensions de Taylor dans le cas des moindres carrés conditionnels dans un
contexte général.

Dans ce chapitre, nous considérons les propriétés asymptotiques, i.e. la
consistance faible et forte et la normalité asymptotique, des estimateurs des
moindres carrés et du quasi maximum de vraisemblance des parametres d’un
modele de régression non linéaire. Une bonne partie de la présentation est
prise de Bierens (1994)[10], Kuan (2000)[34] et Amondela et Franq
(2009)4].

Pour faciliter une discussion plus approfondie de I’estimation des modeéles
non linéaires, résumons d’abord certains des concepts fondamentaux et bien
connus de la théorie asymptotique et quelques concepts et résultats impor-
tants en théorie des probabilités. Les théorémes limites qui sont des outils

puissants pour analyser les comportements de convergence des estimateurs
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nous intéressent plus particuliérement.

1.2 Eléments de base de la théorie asympto-
tique

La théorie asymptotique des modeéles de régression non linéaires, en parti-
culier les résultats de consistance, dépendent fortement des lois des grands
nombres uniforme (LGNU). Comprendre ces lois exige la connaissance de
la théorie des probabilités abstraite, une partie de cette théorie est donnée

€n annexe.

1.2.1 Fonctions aléatoires

Une fonction aléatoire est une fonction qui est une variable aléatoire pour
chaque valeur de ses arguments. Généralement les fonctions aléatoires se
produisent comme fonctions de variables aléatoires et paramétres.

Définition 1.1
Soit (0, F,P) un espace de probabilité et soit © un sous ensemble de R¥. La
fonction réelle f(.) = f(.,w) sur © x Q est une fonction aléatoire sur © si :
VieR et Ve ©:{weQ: f(Oy,w) <t} eF.

Mais si f (.) est une fonction aléatoire sur un ensemble non dénombrable
© alors supyeg f(0) et infpeo f(0) ne sont pas automatiquement des va-
riables aléatoires. Pour surpasser ce probléme on va s’intéresser au fonction
aléatoire de type f(.) = ¢ (., X) ot ¢ est une fonction réelle mesurable sur
© x R™ avec © un ensemble borélien compact sur R¥ et on a le théoréme
swwant :

Théoréme 1.1
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Soit © un ensemble compact sur RF et soit ¢ (0,x) une fonction borélienne
mesurable sur © x R™ qui est continu en 0,¥Yx € R™. I existe une iden-
tification (mapping) 0 (r) de R* dans © avec des composantes mesurables

boréliennes tel que

¢ (0(r),) =§1€1390(9,w),

par conséquent le supremum est une fonction mesurable sur R™. En plus si
@ (0, ) est continu sur © xR™ alors supyeg ¢ (0, x) est une fonction continue
sur R™.

Pour la preuve voir Bierens[I0] p.16.

1.2.2 Développement de Taylor en probabilité

Soit { X, } une suite de variables aléatoires tel que X,, = a+ O,(r,) ot a € R
et 0 <r, — 0 quand n — o0. Si g est une fonction dérivable jusqu’a ’ordre

s, on a alors :

ot g) est la jé™¢ dérivée de g et g = g.

1.2.3 Lois des Grands Nombres et théoréme centrale

limite pour les processus dépendants

Plusieurs processus en économétrie et statistique sont corrélés et donc ils ne
sont pas pris en compte par les LGN standards. Nous allons présenter la
LGN forte pour les processus strictement stationnaires.

Soit Z;,t € N une suite de variables aléatoires avec E(Z;) = p,, la loi des
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grands nombres (LGN) spécifie les conditions sous lesquelles

1 n
EZ(Zt _:ut)7
t=1

converge vers ( en probabilité ou presque surement. Si la convergence est en
probabilité on parle de LGN faible et si la convergence est p.s. on parle de
LGN forte. Dans les applications les variables aléatoires Z; peuvent étre des
fonctions d’autres variables aléatoires. L’utilité des LGN provient du fait
que plusieurs estimateurs s’écrivent en fonction de moyennes empiriques de
variables aléatoires alors pour établir la limite de I’estimateur on commence
par établir les limites de ces moyennes. On commence par donner une série
de définitions.
Définition 1.2 (Suites de différences de martingales)
Soit I;,t > 0 une suite de o—algébre tel que Io C I C --- C I. Soit Z,
une suite de V.A. Alors Z; est une suite de DM si Z; est I;—mesurable,
E\|Zy| < oo et
E(Z | I,-1) =0, Vt > 1.

On note que si Z; est une suite de DM alors
E(Z) = E(E(Z | I-1)) = 0,
par la lov des espérances itérées. En plus puisque
E(ZiZr) = E(LE (Zisk | Lisk—1)) =0, Yk > 1,
la suite de DM est toujours non corrélée et si

Sn = i Ztv
t=1

alors S, est une martingale. Inversement si S, est une martingale alors

X, =S, — 8,1 est une DM (d’ou le nom).

5
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Définition 1.3 (Stationnarité stricte)
La suite de wvariables aléatoires Z;, t > 1 est strictement stationnaire si
(Z1,Zs, ..., Zy) a la méme distribution que (Z11k, Lotk -y Znsk), ¥k > 1 et
n>1.

Définitions 1.4 (Invariance et ergodicité de suites strictement
stationnaires)

(1) Soit l’événement suivant
A= {w S Q,(Zl (W),ZQ((U),...) S B},

ot B € B* sont les ensembles boréliens de R*®.Alors A est un événement

muariant st
A= {w € Q, (Zl+k (w) Lotk (w) ) ) € B} ,Vk > 1.

(ii) La suite Z; est ergodique si YA événement invariant alors P (A) =0
ou P(A)=1.
(iii) Le processus réel strictement stationnaire Z; est ergodique si et seule-

ment st V ’ensemble borélien B et Vk
1 n
- > 15(Zi, Zisrs o Zosr) = P (21, Z1s1) € B).
t=1

On note que toute suite de V. A i.i.d. est strictement stationnaire et ergodique.
En plus st Z; est strictement stationnaire et ergodique et si g : R*® — R
une fonction mesurable alors la suite Y, avec Y, = g(Zy, Zy11,...) est aussi
strictement stationnaire et ergodique. On donne maintenant la LGN forte
suivante appelée théoréme ergodique.

Théoréme 1.2
Soit Z; une suite strictement stationnaire et ergodique avec E|Zy| < oo et

E(Zy) = p. Alors :
1 Z” s
- Zt P_} My
n
t=1

6
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quand n — oo. (LGN de Kolmogorov cas particulier).
Comme corollaire on a le résultat suivant : Z, strictement stationnaire et
ergodique et [ une fonction mesurable satisfaisant E |f (Zy, Zy11,...)] < o0

alors

1< s
- Zf (Zy, Zyyr,..) B3 Ef (Zy, Ziys, ...) quand n — oo.
t=1

Lois des Grands Nombres Uniforme (LGNU)

Les variables aléatoires dans les suites doivent avoir un bon comportement
pour assurer des LGN. Intuitivement, les V.A sans certains moments bornés
peuvent exhiber un comportement aberrant.

Souvent on doit traiter des fonctions de V.A et des paramétres d’un modéle.
Par exemple la fonction ¢ (Y; (w) ; #) est une V.A pour un parameétre donné 6
et c’est une fonction de f pour un w donné. Quand 0 est fixé, on peut imposé
des conditions sur ¢ et Y; tel que {q(Y; (w);0)} obéit aux LGN. Quand 6
prend des valeurs dans ’espace des parameétres © on aura besoin de LGN
qui ne dépendront pas de 6. Plus précisément, supposons que {q (Y;; )} obéit
a une LGN forte quelque soit 6 € © :

Qulw:0) == 3 a1 ()0 Q).

ot @ (f) est une fonction non stochastique de 6. On note €y ensemble de
w tel que @, (w;0) converge vers ) (#), comme le comportement de conver-
gence peut dépendre de 0 alors 2§ (0) = {w : Q, (w;0) - Q (0)} varie avec 6.
Quand O est un intervalle de R, [J Q2§ (€) est 'union non dénombrable d’en-

0cO
sembles de non convergence et donc peut ne pas avoir la probabilité 0 bien que

chaque QF () est de probabilité 0. Ainsi I’événement @, (w;6) — @ (0),V0

c.a.d: () Qo (0) peut se produire avec une probabilité inférieur a 1. En fait
0O

U 9§ (0) peut méme ne pas étre dans la o-algebre F . Si c’est le cas on

0€o
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ne peut rien conclure par rapport a la convergence de @, (w; @) . Pire encore
quand 6 dépend de n, comme dans le cas ol on remplace ¢ par son estima-
teur @n : on peut ne pas trouver n* < oo tel que @, (w;@n) soit, proche de
Q (w;@n) ,Vn > n*. Toutes ces observations montrent que nous devons étu-
dier la convergence qui est uniforme sur I'espace des paramétres : @, (w;0)
converge uniformément vers ) (f) presque surement si
sup [ (6) = Q (6)] = 0,

on suppose toujours que ce supremum est une V.A Vn.
Pour montrer cette LGNU on commence par montrer la LGN standard
pour chaque 6 en utilisant le théoréme ergodique et on utilise un argument
de compacité de O.

Théoréme 1.3
Soit X, une suite de V.A i.i.d. dans R* avec fonction de distribution G. Soit
f (z,0) une fonction mesurable sur R* x © o, © est un ensemble borélien

compacte de R™ qui est continu en 0,Vz. Si E [supgee | f (X, 0)|] < oo alors

1 n
" Zf (X, 0) — /f (X,0)dG (z),p.s uniformément sur 6.

t=1

(Pour la preuve voir : Bierens[10]).

Théoréme centrale limite

Il y a une grande littérature pour les TCL pour les processus dépendants.
Théoréme 1.4
Soit Z; une suite de différence de martingale strictement stationnaire et er-

godique avec Var (Z;) = 0% < oo. Alors

%Zztﬂjv(o,ﬁ).

t=1
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On termine cette section par deux lemmes utiles
1) Lemme de sommabilité de Cesaro

Si (Sp),en Suite réelle ou complexe avec S, — r, alors
1 n
L2 Sk
=
c.a.d. lorsque la suite (S,) a une limite, la moyenne de Cesaro posséde
la méme limite.
2) Lemme de Borel-Cantelli
Soit S, une suite de variables aléatoires tel que
ZP(]S,L\ >¢) < o0, Ve >0,
n>1

alors

S, — 0, p.s.

1.3 Théorie des moindres carrés non linéaires
(MCN)

Dans cette section, nous considérons les propriétés asymptotiques c.a.d. la
consistance forte et la normalité asymptotique, des estimateurs des moindres
carrés des parameétres d’'un modele de régression non linéaire. Partout, nous
supposons que le processus de génération de données est indépendant iden-
tiquement distribué. L’approche de régression non linéaire actuelle est celle
de Gallant et White (1988)[21]. Lorsque I'on cherche & établir les proprié-
tés asymptotiques des estimateurs des MCN toute la difficulté réside dans
le fait que 1’on ne dispose pas d’expression analytique pour ces estimateurs.
En fait, il est nécessaire de recourir a des algorithmes d’optimisation numé-

riques pour approcher la solution. En effet, il n’est pas possible d’exprimer

9
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les estimateurs, solutions de la condition du premier ordre de minimisation,
comme des fonctions simples des observations. Il est alors difficile d’étudier
la convergence de ces estimateurs comme nous allons le faire dans le chapitre
suivant dans un contexte linéaire standard. Il convient ainsi d’adopter une
démarche particuliere ou 'on va chercher a étudier la convergence du cri-
tére des MCN afin de démontrer la convergence des estimateurs des MCN,

solutions du programme de minimisation de ce critére.

1.3.1 Modéles de régression non linéaire et estimateurs

des MCN

Considérons un processus de génération de données indépendantes {(Y;, X;)},
j=1,2,..0uY] € R est la variable dépendante et X; € R* est un vecteur

de régresseurs. On suppose que :
Y; = f(X;,00)+Uj, j=1,2,...

ou f(x,0) est une fonction, non linéaire réelle borélienne mesurable connue,
sur R* x © avec F (Yf) < oo et © un ensemble borélien compact dans R™
contenant 6, appelé espace des paramétres. Pour chaque z € R* la fonction
f(z,0) est continue sur ©. Nous rappelons que la compacité d’un ensemble
implique que tout recouvrement ouvert contient un sous-recouvrement fini, et
qu’un sous-ensemble d’un espace euclidien est compact si et seulement s’il est
fermé et borné. On suppose aussi que les erreurs U; sont i.i.d. et normalement
distribués.

En supposant que le processus de génération de données soit observable pour
7 =1,2,...,n, estimateur non linéaire des moindres carrés pour , est main-
tenant défini comme une solution mesurable du probléme de minimisation

suivant :

10
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6€©:Qu0) = jnf Qu(o).

ou

@Qn(0) = (1/n) Zl[Yj - f(X;0))%.
J:
D’apres le théoréeme 1.1 de la section précédente, une telle solution mesurable

existe toujours.

La condition du premier ordre du probléme de minimisation des MCN :
9Qn(0)
00

donc en général, il n’a pas de solution exacte. La question qui se pose est de

= 0 est un systéme de n équations non linéaires avec n inconnues,

savoir comment montrer que ’estimateur est convergent.

Consistance et normalité asymptotique : théorie générale

Consistance Comme l'estimateur des MCN n’a pas de forme analy-
tique en général, une approche différente est donc nécessaire pour établir
la consistance. Intuitivement, lorsque la fonction objective @Q,,(0) soit proche
de E[Q,(0)] pour tout 6, il est raisonnable de s’attendre a ce que le minimi-
seur de @, (0), soit également proche du minimum de E[Q,(¢)]. Etant donné
que (), est non linéaire en 6, une LGNU doit étre invoquée pour justifier la
proximité entre @, (0) et E[Q,(0)]. La preuve de consistance comprend deux

étapes principales. Tout d’abord, nous établissons des conditions telles que

Qn(0) — Q(0)p.s. uniformément sur O, (1.1)
ou
Q(0) = lim E[Q,(0)] est continue sur ©, (1.2)

11
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puis nous énongons des conditions telles que
0. €0 :Q(0,) = ain(gQ(G) = 0, = 0. (1.3)
€

Ainsi, cette derniére condition dit que () a un infimum unique sur © en
0.
Les conditions et garantissent que [ fo p.s., a cause du théoréeme
fondamental suivant.
Théoréme 1.5

Soit (Qn(0)) une suite de fonctions aléatoires sur un ensemble compact
© € R™ tel que pour une fonction réelle continue Q(0) sur O,

Qn(0) — Q(0) p.s.pseudo-uniformément sur ©.

Soit 6, tout vecteur aléatoire dans © satisfaisant Q,(0,) = infyce Q,(0)
et soit Oy un point unique dans © tel que Q(0y) = infyce Q(0).

Alors 0,, — 0y p.s.

Pour la preuve voir Bierens[10] p.64.

La normalité asymptotique Nous passons ensuite & la normalité asymp-
totique. Nous donnons le théoréme suivant dont la démonstration peut étre
trouvée dans Bierens[I0] p.65.
Théoréme 1.6

Supposons que les conditions du théoréme 1.5 soient satisfaites (pour la
convergence en cas de probabilité) et supposons en plus que :

(i) © est convezxe et Oy est un point intérieur de © ;
L 0Qu(0) |, 92Qu(0)
t
() =36~ ° ~Goo9
tivement, de fonctions aléatoires sur © ;

aQn (‘90)

(i) \/HT A N, (0, Ay), o Ay est une matrice m X m semi-définie

sont bien définis comme vecteur et matrice, respec-

positive ;

(v) pour iy,ia =1,2,...,m,

12
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7Qu0) 1, P°Q(6)
00,00, 00,00,

uniformément sur un voisinage de 6y, ou la fonction limite impliquée est

continue dans 0.
9*Q(6o)
0000’

(v) la matrice Ay = est non singuliére.
Alors

\/E(Qn — 90) — Nm(O, A2_1A1A2_1)

Algorithmes d’optimisation non linéaire

Les algorithmes utilisés dans les principaux logiciels d’économétrie sont gé-
néralement construit a partir de la méthode de Newton Raphson ou la
méthode du score. Nous n’évoquerons ici que la premiére méthode.

Les méthodes d’optimisation numérique sont utilisées pour maximiser une
of(0)
00

solution analytique; le # optimal doit étre déduit par un algorithme itératif.

fonction f(6) lorsque la condition du premier ordre = 0 n’admet pas de
Ce dernier utilise trois principaux éléments :
(i) Des valeurs initiales 6, pour amorcer le processus itératif.
(ii) Une regle de passage d'un vecteur ¢ au suivant.
(iii) Une régle d’arrét s’il y a convergence.

Dans la méthode de Newton Raphson, la direction est déterminée par
le gradient de la fonction f(6), noté V f(#), tandis que le pas est déterminé

par le hessien, noté H(f) et la régle de passage est
Oi1 = 0; — H'(0;)V f(0),

ou |H(#)| # 0 et définie positive.

13
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1.3.2 Application pour des modéles de ST non linéaires

Supposons des modeéles de séries chronologiques univariés de la forme sui-
vantes

Vi = may (Vi1 Yioa,-.) +om,

ol fy est un parameétre inconnu appartenant a l’ensemble © de R®, 7, ~
iid (0, 1) avec 7, indépendant des Y;_; pour ¢ > 0 et o une constante positive.

Sous ces hypotheses nous avons

E (Yt | Yt—l,Yt—z . ) = My, (Yt—h Yt—2, .- ) =y (90) )

V(Y| Yy Yia...) = o

Sachant les valeurs initiales Yy, Y_1, ..., le critére des MICIN des observations

Y1, ..., Y, évalué en 0 € O est

Qu(0) = (1/n) z L(0) ot 1,(6) = (Vi — m, (0))°.

Ce critére théorique n’est pas opérationnel car il dépend des valeurs ini-
tiales souvent inconnues. L’estimateur des MCN est obtenu en remplagant

la moyenne conditionnelle par 'approximation mesurable
my (0) =mg (Yi1,...,Y1,0,...)

ol on suppose que les valeurs initiales sont nulles. L’estimateur des MCN

de 6, est défini comme toute solution mesurable gn de

~ ~

0, = arg ggéQn(Q), (1.4)

ou
Qu(6) = (1/n) XS 1(6) on 1(6) = (Y — 7 (9))”.
t=1
L’existence d’une solution & (|1.4]) est garantie sous ’hypothese :

(i) © est un ensemble compact et la fonction m; () est continue.

14
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Consistance

Supposons que

(i) {Y;} est un processus strictement stationnaire et ergodique avec F (Y?) <
0.

Alors, les processus {m; (6)} et {l;(0)} sont aussi des processus stationnaires
ergodiques. Par le théoréeme ergodique, cité dans la section précedente, le cri-

tére théorique @,,(#) converge presque surement vers le critére asymptotique

Qoo(0) = Eg, (1i(9)) ,

a condition que ’espérance existe.

Les valeurs initiales sont souvent uniformément négligeables dans le sens ot :

(i) sup |1:(9) — T(0)
0co

Alors nous avons

220 quand t — oo.

Qn(0) — Qn(0) — 0, p.s uniformément en 6.

et le critere opérationnel @n(é) converge aussi vers le critére asymptotique
Qoo (0).

Nous avons besoin aussi d’une hypothése d’identifiabilité :

(iv) Si @ # 0y alors my (0) # my (6p), avec probabilité non nulle.

Alors nous avons

Qoo(0) = Quo(B0) = E (my (0) —my (60))" + 2E (Y — my (6o)) (my (60) — my (6)))
= E(m, (0) — m () > 0.

La derniere égalité résulte de l'orthogonalité entre 7, et (m(6g) —m(0)) .
L’inégalité est une égalité si et seulement si § = 6. Ainsi, nous avons montré
que le critére asymptotique est minimisé a la vraie valeur 6. Nous venons de
montrer que

0y = arg gn(g lim @n(O), D.S.

cOn—oo
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En utilisant la compacité de © et 1’ergodicité de [;(#), on pourra montrer que

0o = lim arg inf@n(H), p.S.
0O

n—oo

L’idée de la démonstration est que toute suite définie sur un ensemble com-
pact admet au moins une valeur d’adhérence, il suffit alors de montrer que
cette valeur d’adhérence est unique et correspond a la vraie valeur 6y. Une

demonstration détaillé est donnée au chapitre 3.

Distribution asymptotique de ’estimateur des MCN

En plus des hypotheses précédentes (i)-(iv), on ajoute les conditions sui-
vantes :

(v) 0o appartient a l'intérieur 6 de ©.

(vi) @ — my (0) admet des dérivées continues a l'ordre 3 et

D314(6o)

E - N 27
beo |00,00,00,

0cO

< 00, Vi, J, k.

(vii) [ = FE (MM> et J=FL (a%(e@) existent et sont non singulieres.

06 o0 9000’
0Qn(0,) =~ - R
Nous avons 0 = 0, parce que Q,(f,) est minimisé en 6, qui est

un point intérieur de ©, on voit bien la nécessité de I’hypotheése (v). Un

développement de Taylor nous donne

_ 8@71(571) _ a@n(eo) 82©n(0*) A
0=V =g =V * < 2606 )ﬁ(an—eo),

ou 0, est entre 6 et 5,1

Les valeurs initiales étant uniformément négligeables, on pourra montrer que :

(viit) ‘(1/71) 3 (% - %)‘ L0 quand t — oc.
t=1
- (9206 92,(0 P
(1x)0€s‘1/1(1; : ‘(1/”) tZl ( 85599) - aetée('))> H — 0 quand ¢ — oo.
O =
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Avec ces conditions on pourra montrer que

et que

d’otu le résultat final
Jn @ . 00> LN (0,077

Dans le chapitre 3, on appliquera cette théorie pour le modéle EXPAR(1)

périodique, cela revient & vérifier les conditions (i)-(ix).

1.4 Théorie du quasi-maximum de vraisem-
blance

La méthode du quasi-maximum de vraisemblance (QMYV) est essentielle-
ment la méme que la méthode du MV habituellement vue dans les livres de
statistiques et d’économétrie. Comment tirer des inférences statistiques sous
la possibilité d’une spécification erronée du modeéle est la préoccupation ma-
jeure de la méthode du QMV. La méthode du MV suppose que la fonction
de densité spécifié est la vraie et qu’il n’y a pas d’erreurs de spécifications.
Ainsi les résultats dans la méthode du MV ne sont que des cas particuliers

de la méthode du QMV.

1.4.1 Critére d’information Kullback-Leibler

Soit g la fonction de densité de la variable aléatoire z et f une autre fonction

de densité. On définit le critére d’information Kullback-Leibler (CIKL)
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de ¢ par rapport & f comme

Ilg: )= flog (%) g(C)dc.

Quand f est utilisé pour décrire z, la valeur I(g : f) est la "surprise" attendue
sachant que g est en fait la véritable densité de z. Le résultat suivant montre
que le CIKL de g par rapport a f est non négatif.
Théoréme 1.7

Soit g la fonction de densité de la variable aléatoire z et f une autre
fonction de densité. Alors 1(g : f) > 0, avec [’égalité tenant si, et seulement
si, g = [ presque partout (c’est-a-dire g = f sauf sur un ensemble de mesure
de Lebesgue nulle).
Pour la preuve voir Kuan[34] p.231.
On note que le CIKL n’est pas une métrique car il n’est pas symétrique en
général, i.e., I(g: f) #1(f : g), et il n’obéit pas a 'inégalité triangulaire. Par
conséquent, le CIKL n’est qu'une mesure brute de la proximité entre f et
g. (CIKL est compris comme une distance entre distributions).
Soit {z;} une suite de variables aléatoires de R” définies sur I’espace de pro-

babilité (2, F,Py). Soit

2" = (21,22, 2n),

I’ensemble d’informations générées par z;. Le vecteur z; est divisé en deux
parties y; et wy, ol y; est un scalaire et w; est (v — 1) x 1. Correspondant a

Py, il existe une fonction de densité conjointe g" pour z" :

N — (s i gt(zt) — (2 - oot 1
g"(z") = g( 1)t1;[2—gt_1(zt_l) g( 1)}32%( 1270,

ou ¢ désigne la densité conjointe des t variables aléatoires zi,...,z, et

g; est la fonction de densité de z; conditionnelle aux informations passées
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Z1,...,2_1. La fonction ¢g" est le mécanisme aléatoire gouvernant le compor-
tement de 2" et sera appelée processus de génération de données (PGD) de
Z".

Comme ¢" est inconnue, nous pouvons postuler une fonction de densité condi-

tionnelle fi(z]2'7%;0), ot § € © C R¥, et approximer g"(2") par

£1(=50) = f(=1) H fi(u]#7130).

La fonction f" est appelée la fonction quasi-vraisemblance, dans le sens
ou f™ n’a pas besoin de coincider avec g". Clairement, la densité postulée f™
serait utile si elle est proche du PGD g¢". Il est donc naturel d’envisager de

minimiser le CIKL de ¢" par rapport a f" :
9"(¢")
I(g": f*;0) = | log <—n) g (¢™d(cm). 1.5
( )an o 0) (€")d(¢") (1.5)
Cela revient & minimiser le niveau de "surprise" résultant de la spécification
d’un f" a la place du PGD g¢". Comme ¢" ne dépend pas de #, minimiser le
CIKL par rapport a 6 équivaut & maximiser
J log(f"(¢"50))g"(¢")d(¢") = Ellog f"(="; 0)],
R”

ou FE est opérateur d’espérance par rapport au PGD ¢"(2"). Cela équivaut

a son tour a maximiser la moyenne de log f; :
— 1 1 n
L,(0) = EE[log =" 0)] = EE (Z log ft(zt|zt_1;0)) . (1.6)
t=1

Soit 6* le maximiseur de L, (6). Alors, §* est aussi le minimiseur du CIKL
(1.5).

S’il existe un y € © unique tel que " (2";0y) = ¢™(z") pour tout n, on
dit que {f;} est spécifié correctement dans son intégralité pour {z;}. Dans ce
cas, le CIKL résultant I(¢" : f™;600) = 0 et atteint le minimum. Cela montre

que 0" = 0y quand {f;} est correctement spécifié dans son intégralité.
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La maximisation de L,, n’est cependant pas un probléme facilement résoluble
car la fonction objective ([1.6) implique l'opérateur d’espérance et dépend
donc du PGD ¢" inconnu . Il est donc naturel d’envisager de maximiser la

contrepartie d’échantillon de L, (f) :

1 n
L (2";0) = Et_leogft(ztlzt‘l;G), (1.7)

qui est connue sous le nom de fonction quasi-log-vraisemblance. Le
maximiseur de L, (2"; 9),571 , est connu sous le nom d’estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance (EQMYV) de 6. Le préfixe «quasi» est utilisé
pour indiquer que cette solution peut étre obtenue a partir d’'une fonction
de log-vraisemblance mal spécifiée. Lorsque { f;} est spécifiée correctement
dans son intégralité pour {z;}, 'TEQMYV n’est que 'EMYV standard .

Spécifier un modele de probabilité complet pour z" n’est pas possible en
pratique car il implique trop de variables aléatoires (n vecteurs aléatoires
z;, chacun avec v variables aléatoires). Au lieu de cela, les économétriciens
sont généralement intéressés par la modélisation d’une variable d’intérét, di-
sons, ¥, conditionnelle & un ensemble de variables "prédéterminées", par
exemple, x;, ou ; comprend certains éléments de w; et 2=, Clest & dire
seul le comportement conditionnel de y; doit étre pris en compte. Comme
les w; ne sont pas explicitement modélisés, la densité conditionnelle g (y;|x;)
ne fournit qu’une description partielle de{z;}. On trouve alors une fonction
de quasi-vraisemblance f;(y;|z;;0) pour approcher g;(y;|z;). De maniére

analogue a (|1.5)), le CIKL moyen résultant de g; par rapport a f; est

n

(o fhi0) = 3T is0). (1.9

=1
Soit 4™ = (y1, ..., yn) €t ™ = (1, ..., x,,). Minimiser I,,({g; : f;};6) dans (1.8

équivaut donc & maximiser

n

La(0) = - 35 Bllog fiula; ) (19)

t=1
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cf. . Le parametre 6 qui maximise doit également minimiser le
CIKL moyen . S’il existe un 6y € O tel que fi(yi|ze; 0o) = g¢(ye|xt) pour
tout ¢, on dit que {f;} est correctement spécifiée pour {y;|z;}. Dans ce cas,
L.({g: : f:};00) est nul, et 6* = 6.

Comme précédemment, Ly (#) n’est pas directement observable, nous maxi-

misons plutot :

1 n
Ln(ynaanQ) = E;IOg ft(yt|$t§9)7 (1-10)

qui sera également appelée fonction quasi-log-vraisemblance. La solution
résultante est 'TEQMYV gn Lorsque {f;} est correctement spécifiee pour
{y:|z:}, TEQMYV 6, est également PEMYV habituel.

Un exemple majeur est la spécification suivante de la normalité conditionnelle

avec (1, (x;; 0) comme spécification de sa moyenne :

Yelze ~ N(p, (245 8), 02)-

En posant 6 = (5'0?), il est facile de voir que le maximiseur de la fonction

quasi-log-vraisemblance n=1 " log f;(y:|z+; 0) est aussi la solution de
=1

min Sl — s Ol — afzi )

L’EQMYV résultant de 3 est donc 'estimateur des MICN. Par conséquent,
I’estimateur des MICIN peut étre considéré comme un EQMYV sous ’hypo-

thése de normalité conditionnelle avec homoscédasticité conditionnelle.

1.4.2 Propriétés asymptotiques de ’TEQMYV

La fonction quasi-log-vraisemblance est, en général, une fonction non li-

néaire en 6, de sorte que 'EQMYV doit étre calculé numériquement a 1’aide
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d’un algorithme d’optimisation non linéaire. Etant donné que maximiser
L, équivaut a minimiser —L,, , les algorithmes discutés dans la section
précédente, sont facilement appliqués. Pour I’étude des propriétés asymp-
totiques de TEQMYV, nous supposons toujours que la fonction quasi-log-
vraisemblance spécifiée est deux fois continument différentiable sur 1’espace
de parameétres compact © avec probabilité 1 et que I'intégration et la diffé-

renciation peuvent étre interchangées.

Consistance Pour établir le résultat de la consistance c.a.d.

0, 2 o,

n—o00

on a besoin de faire 3 hypotheses :
Hypothése 1 : § € ©, © C R* compact.
Hypotheése 2 : Le critere L, (2";0)(ou L,(y™, x™;0)) converge presque siire-
ment et uniformément par rapport & 6 vers L, (6).
Hypotheése 3 : 1l existe un #* unique qui minimise le CIKL ou .
Cela montre que 'TEQMYV est un estimateur consistant pour le minimiseur
de CIKL I(g™ : f"; 0), que la spécification soit correcte ou non. Lorsque { f; }
est correctement spécifiée dans son intégralité, le minimiseur 6* est également
le vrai parameétre 6. Par conséquent, les conditions requises pour assurer la

consistance de 'TEQMYV sont également celles d'une LGNU.

Normalité asymptotique Considérons la spécification de la fonction

quasi-log-vraisemblance pour z" : L,(z";6). Quand 6" est a l'intérieur de O,
OL,(2";0,,)
00

le développement de Taylor standard de autour de 6* a 'ordre

1 est

OL,(2%0,)  OL(z0%)  OL.(2%0%) ~ .
50 = 5T 06 (0, —0*) =0, (1.11)
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ol #1 est entre 0, et 0% Alors, tant que V2L, (2" 61) est inversible avec

probabilité 1, (1.11]) peut s’écrire

V0, — 0°) = =V2L, (2" 01) "' /nV L, (2" 6%).

La distribution asymptotique de v/7i(6,, — 0*) est essentiellement déterminée
par la distribution asymptotique du score : \/nV L, (z™; %). Soit B,, la matrice

de variance-covariance du score /nV L, (z";0) :

B,,(0) = var(v/nV L, (2";0)),
Alors & condition que log f;(z]2'!) vérifie un TCL, on a
B (0%) Y2 /n(V Ly (2" 6) — E[VLy(2";0%)]) 2 N(0, I). (1.12)

Soit la matrice Hessienne limite

E[V?L,(2";0)] = H,(0).
Quand V2L, (2" 01) vérifie une LGNU, on a

V2L, (2" 0) — Ha(0) 2 0,
uniformément dans ©. On pourra montrer finalement que

Cul8) VAL (2":67) 5 N(0, Ip),

ot Co(0°) = H, (") 'B,(0")H,(0*)7, avec H,(0*) = E[V?L,(2,;60%)] et
B, (60) = var(y/nV L, (2™;67)).
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CHAPITRE 2

Estimation des MC du modéle PEXPAR(p)

restreint
Sommaire
2.1 Introduction| ... .................. 24
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2.4 Reésultats de la simulationl. . . . .. .. ... .. 40

2.1 Introduction

La classe des modeéles EXPAR introduits par Ozaki (1980)[41] et Hag-

gan et Ozaki (1981)[26] ont montré leur pertinence pour capturer cer-

taines caractéristiques bien connues de la théorie des vibrations non linéaires

telles que la fréquence dépendante de 'amplitude, les phénomeénes de saut
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et le comportement de cycle limite, ces modéles sont de forme autorégres-
sive avec des coefficients exponentiels dépendant de I'amplitude. De nom-
breux résultats et méthodes y compris la stationnarité, I'ergodicité géomé-
trique, I'estimation, la prévision et les tests ont été étudiés comme Ozaki
(1982,1985)[41][43], Chan et Tong (1985)[13], Al-Kassam et Lane (1989)]1],
Koul et Schick (1997)[33] et Allal et E1 Melhaoui (2006)[2].

Des modeles de séries chronologiques périodiques ont été largement utilisés au
cours des derniéres décennies pour décrire de nombreuses séries & dynamique
périodique. L’incapacité des modeles SARIMA & représenter adéquatement
de nombreuses séries temporelles saisonniéres présentant une structure d’au-
tocovariance périodique a motivé la recherche dans les processus périodique-
ment corrélés. Cette notion, introduite par Gladyshev (1960)[23], a été
exploitée dans une variété de nouvelles classes de modeles chronologiques
parmi lesquels le GARCH périodique (Bollerslev et Ghysels (1996))[12],
le bilinéaire périodique (Bibi et Gautier (2005))[9] et le modele autoré-
gressif périodique de mélange (Shao (2006))[45]. Dans ce chapitre, nous
étendons la classe du modeéle autorégressif exponentiel périodique restreint
(PEXPAR(1)) discutée dans Merzougui et al. (2016)[37] a 'ordre p.
Les séries de PEXPAR satisfont une équation de différence non linéaire
semblable a celle pour des modéles EXPAR (p) avec des parameétres et des
variances de bruit blanc qui changent périodiquement avec la saison.

Ce chapitre traite ’estimation par la méthode des moindres carrés du modéle
périodique EXPAR(p) restreint. Haggan et Ozaki (1981)[26] ont proposé
la méthode la plus rapide qui consistent a fixer le parameétre non linéaire dans
le terme exponentiel au niveau d’une grille de valeurs puis a estimer les autres
parametres par la méthode des moindres carrés linéaires en utilisant le critére

AIC pour sélectionner les paramétres finaux. Tjgstheim (1986)[50] a traité
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le probleme de ’estimation des séries temporelles non linéaires dans un cadre
général, il donne les estimations conditionnelles MC et MV, Amondela et
Francq (2009)[4] donnent l'estimateur QMYV pour le modéle EXPAR(1),
Shi et Aoyama (1997)[46] et Baragona et al. (2002)[6] ont utilisé un al-
gorithme génétique pour estimer les parameétres, Shi et al.(2001)[47] ont re-
marqué que la fonction objective du coefficient non linéaire n’est pas convexe
et que de multiples minima locaux peuvent exister et qu’'une telle estimation
prend du temps, ils ont proposé, lorsque I'estimation en temps réel est néces-
saire, une estimation heuristique des données pour le parametre non linéaire.
Nous pouvons trouver une application pour cette méthode dans Messaoud
et al. (2006)[40] pour la modélisation des vibrations et des perturbations
lors du forage. Ghosh et al. (2015)[22] ont utilisé le filtre de Kalman étendu
(FKE) pour estimer les modeles EXPAR.

Le reste de ce chapitre est organisé comme ceci. Dans la section 2.2, nous
présentons les modéles PEXPAR(p) restreints et fournissons quelques nota-
tions de base et hypotheses techniques. Dans la section 2.3, nous estimons les
parameétres par la méthode des moindres carrés, la consistance et la norma-
lité asymptotique des estimateurs MC y sont établies. Enfin, la performance

des estimateurs est présentée via une petite simulation dans la section 2.4.

2.2 Modéle EXPAR restreint périodique

Soit {Y;; t € Z} un processus stochastique saisonnier de période S (S > 2) .

Définition 2.1

Le processus {Yy; t € Z} est un modéle AutoRégressif EXPonentiel Res-
treint Périodique d’ordre 1 (PEXPAR (1)) s’il est solution de I’équation aux
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différences stochastique non linéaire donnée par
Yi= (%,1 + 9 €Xp (_'7}/152—1)) Yiitey, t € Z, (2-1)

ot {eg; t € Z} est un processus iid (0,07). ¢, 1 €t @, sont les parametres
autorégressifs et v > 0 est le paramétre non linéaire supposé connu. Une dé-

. log e
termination heuristique de v a partir des données est 7y = _ % i e est

un nombre petit et n est le nombre des observations. (Shi et al. (2001) )[47].
Les parameétres autorégressifs et la variance sont périodiques de période S,

c.ad:
%) = %) = et o? =02 Vk, teZ
t+kS,1 t,1 t+kS,2 t,2 t+kS ts ) :

Pour mettre en valeur la périodicité, soit t = i + S7,i = 1,...,5 et 7 € Z,

alors I’équation (2.1)) devient

}/;-i-S’T = (901',1 + (202'72 eXp (_,YYia—ST—l)) )/;—FST—I + ) 1= ]-a ) Sa TEL

(2.2)
Dans 'équation (2.2)), Y, g- est la valeur de Y; durant la i®™ saison du cycle

T et p; 1, ¢;5 sont les paramétres du modele a la saison i. Clest clair que
les parametres dépendent de Y, g, 1 dans le sens ou pour |Y;, s, 1| grand
nous avons ¢; 1 + ;5 exp (=7 g, 1) @i et pour [Yips, 1| petit: ; 1+
@iaexp (—7Y2g, 1) « @1+ ¢ En application, le modéle PEXPAR (1)
restreint est approprié aux séries temporelles saisonnieres affichant des ca-
ractéristiques non linéaires tels que les cycles limites.

Ces formes de modéles sont nouvelles dans la littérature des séries tem-
porelles, il est intéressant de faire plusieurs simulations pour voir leurs ca-
ractéristiques. Un fait important est leur propriété de non normalité comme
on peut le voir dans les histogrammes des Figures [2.1 — 2.3] et confirmé par

le test de Shapiro Wilk ou la valeur p est inférieur & 0.05. Les réalisations

27



Chapitre 2. Estimation des MC du modéle PEXPAR(p) restreint

des processus A et B sont données dans les figures [2.1 — 2.2] et a partir de
leurs corrélogrammes on peut voir que les processus sont stationnaires dans
chaque saison a cause de la décroissance rapide vers 0 quand h augmente. Le
modele (C') est non stationnaire par construction, le corrélogramme montre
une décroissance lente vers 0 qui est typiquement une signature des séries
non stationnaires. Un autre fait intéressant, que ces type de modeéles peuvent
exhibés, est le comportement de cycle limite. Un tel phénoméne est montré

dans la figure [2.4] & partir du modele (D).
Yior = (—0.9+ 1.lexp (—Y32)) Yo, + €140,

Modele (A) :
Yoo = (0-9 — exp (_Y12+2T)) Yiior +€240r
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(b) Simulation of Restricted PEXPAR(1) model 1 e 0ot
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Figure 2.1 : Réalisation du processus (A) avec nuage de points, histogramme

et corrélogramme correspondants, n=>500, valeur p (Shapiro-Wilk normality test) = 3.596e-07.

Vigor = (0.3 + 2exp (=Y3)) Yor + €140,

Mode¢le (B) :
Vaior = (—0.8 + exp (—Y25,)) Yitor + €242r
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Figure 2.2 : Réalisation du processus (B) avec nuage de points, histogramme

et corrélogramme correspondants, n=>500, valeur p (Shapiro-Wilk normality test) = 0.004525.

Yiger = (1-0.Texp (_}/227)) Yor +€140r

Modele (C) :
Yoior = (0-95 — 2exp (_Y12+27)) Yiior +€oyor
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(b) Simulation of Restricted PEXPAR(1) model
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Figure 2.3 : Réalisation du processus (C) avec nuage de points, histogramme

et corrélogramme correspondants, n=>500, valeur p (Shapiro-Wilk normality test) = 3.596e-07.

Yiior = (0.2 — 1.5exp (—Y2)) Yar + €140,

Modéle (D) :
Varor = (0.8 + 0.3exp (—Y2,,)) Yigar + 2420
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Limit cycle for PEXPAR(1) model
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Figure 2.4 : Cycle limite du modele PEX PAR, (1).

Augmenter I’ordre du modéle PEXPAR(1) restreint peut capturer toutes
les variations non linéaires dans la série temporelle et comme pour le modeéle
PEXPAR cela permettra aux parameétres de dépendre de Y;_;, d’ou la dé-
finition suivante.

Définition 2.2
Le processus {Yy; t € Z} est dit suivre le modéle AutoRégressif EXPonen-
tiel Restreint Périodique PEXPARg (p;), de période S, s’il est solution de
l’équation auz différences non linéaire periodique stochastique de la forme :

bt

_ ) _~AV2 )
- tv.] ) - _ ) ) '
Yi=> (p;+ mjexp(—Y72,)) Yo+, teL (2.3)

j=1
ot {ey; t € Z} est un processus périodique i.i.d. avec une densité continue
f.(.), pas nécessairement Gaussienne, de moyenne 0 et de variance finie o?.

Les parameétres autorégressifs ¢, ;, m, ; Vt € Z et j =1, ..., p, Pordre p; et

la variance des innovations o2 sont périodiques, dans le temps, de période S,

i.e.,
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_ _ _ 2 _ 2 I
Oiiksj = Prjs Ti+kSj = Ttj, Pevks = Pr €b 0 g =0, Ve, t € Z et j=1,..,p;.

Le paramétre non linéaire, v > 0, est connu.

En mettant t =7+ S7,1=1,2,...,5 et 7 € Z et en prenant p = 16{717?2?{5}]91-
ou ¢, ; = 0, m;; = 0, pour chaque j > p;, on peut réécrire I’équation 2.3)
sous la forme équivalente :

p
}/z'-‘rST = Z (sz,j + 4,5 €XP (_’YY;E‘,»ST*I)) )/i-‘rST—j + €i4-S7) L= 17 ey Sa TEL

j=1

(2.4)
Pour Y;,s1 grand, nous avons ¢, ;4 7; j exp (—ny;iTS_l) g =1.p
et pour X;,,s1 petit: ¢, ; + m; j exp (_7X3+r5—1) “ it g g =1.,p.
En pratique, quand nous avons une série temporelle saisonniére avec des ca-
ractéristiques de non linéarité comme les cycles limites et en plus la moyenne
et la structure de covariance qui change avec la saison, on pourra modéli-
ser avec un modeéle EXPAR(p) périodique qui représente une fusion entre
la présence de non linéarité et la configuration périodique. La figure [2.5]
montre une série simulé & partir du modeéle PEXPAR; (2) restreint avec
¢ =1(05,-2,0.3,1;-0.5,1,-0.4,1.8)", v = 1 et n = 500 qui vérifie la condi-
tion suffisante de la stricte stationnarité (voir I'hypothése (A;)). Dans la
figure [2.6] nous avons le graphe saisonnier (un monthplot) de la série ot on
voit que la moyenne dépend de la saison. La figure [2.7] donne les nuages
de points qui indiquent clairement un comportement non linéaire et la figure

[2.8] donne les corrélogrammes simples et partiels des séries.
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Figure 2.5 : Simulation du

PEXPAR; (2) restreint et racines

temporelle.

Figure 2.7 : Nuage de points de la série
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Figure 2.8 : FAC et FACP

périodiques de la série temporelle.
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Soit

. /
Q. = (901’1,7%1, ...,gol-7p,7rl~7p) i=1,...,5 et o= (2/1’ ""fls ) e R¥S,

—1

Nous considérons les hypothéses suivantes :
Al : Les paramétres du modele AutoRégressifs EXPonentiels Périodiques ¢
satisfont la condition de stationnarité stricte périodique de (2.2)). Une condi-

tion suffisante est : Toutes les racines de 1’équation caractéristique associée

-1
P ==y =0,

g+ migl}
j=1..,p;1=1,..,5 Dans le cas non périodique, voir, par exemple, De

Gooijer (2017)[15], page 37.

sont a l'intérieur du cercle unité, ou ¢;; = max{‘gpi j},

A2 : Le processus périodiquement ergodique {Y;; t € Z} est tel que E (YV}}) <

oo, pour tout t € Z.

2.3 Estimation des parameétres

Nous considérons le probléme de l'estimation des paramétres ¢ du modele
, qui est un probléme d’optimisation linéaire, nous pouvons le résoudre
en utilisant la procédure des moindres carrés.

Supposons que nous avons des observations {Y;, ..., Yy} de (2.4), N =mS,

et définissons la somme conditionnelle des carrés
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S
Ly (9) = > Lim(9)
i=1
S m—1 9
= Z ( (YST+i - Ef (YST+i | BST—H—I)) )
=1 T=r+1
S 1 P 2
= > Z+1 (Ysm = (pig+mijexp (—1Yd0)) Ysm—j)
i=1 \7°" j=1
our = [%], avec [r| désigne la partie entiére de x, Bg,.;1 est la

o—algebre générée par le passé du processus jusqu'au temps ST+ i — 1 et
. . .

E, (.].) est espérance conditionnelle en supposant que  est le vrai para-

metre.

L’estimation ¥, = ($; 1, i1, -, P Tip)', pour une saison fixée i, est une

solution aux équations d’estimation

OLim (9) _  OLim()
Tw—()etTw—O, j—].,,p

La solution pour une saison fixée 7 est

— m—1 -
Z YST+i—1YST+i
T=r+1
Y vy e
Miy1 -+ My, T:Zr;rl St+i—14 Sr+i €XP (—’Y sT+i—1)
?= X :
m—1
Miva T Mi’pap Z YST+’i*pYST+Z’
T=r+1
m—1
> X YortiopYsriiexp (=Y, 1)
LT=r-+ .
(2.5)
1 m—1 p 2
~2 ~ ~
0 = —— 7 > | Yorwi— Z (%’,j + 5 €xp (_'VYS2T+1'—1)) Ysrtij |
m r T=r+1 j=1
(2.6)
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ou pour j,k=1,...,p.

m—1 m—1
2
> YerviiiYsrviok > YoriijYsryipexp (_’YYSTHA)
M . — T=r+1 i
Z7]7k - m—1 9 m—1 2
> Yo jYsryipexp (—7Y57+¢_1) > YsriiojYsriiok €Xp (_27Y57+i—1)
T=r+1 T=r+1

Théoréme 2.1
Supposons que {Y;}, satisfait , est périodiquement strictement sta-
tionnaire, alors les estimateurs des moindres carrés (2.5)) et (2.6) sont for-

tement consistants avec m — oo. C’est & dire

p.s t/\gp.s 2
Y, = g eto; —o;.

~

et on a
Vi@, =) = N (0,00
ol
Fiii -0 Tigy
Fi - : : )

Tip1 - Tipp

et
E(Y;_;Yi ) E(Yi_jYirexp (—Y2,)) |
Tiju = ) s gy | AT P
E(Y,_;Y;_jexp (—’yY;_l)) E(Y,_;Yi_jexp (—27}/;—1))

Preuve

En remplacant par zéro les bornes inférieures des sommes de (2.5)) et ([2.6)

on obtient les estimateurs comparables :

37



Chapitre 2. Estimation des MC du modéle PEXPAR(p) restreint

_ _— .
E: Y%T+i—1Y3T+i
) 1 7=0 )
M4 M1, Zo Vsrio1Yorriexp (=Yg, 1)
o= : X , (2.7)
m—1
A4ﬁpJ o A4ipp z: y37+i—py%7+i
7=0
m—1
ZO YST+i*pYST+’i €xXp (_7Y§r+i—1)
1 m- d ’
5 = -~ > (ysw > (@i +Figexp (—7Ye 1)) YSTH_]-) . (2.8)
=0 =
ou pour j,k=1,...,p.
m—1 m—1
> YsriojYsryin Z VsriiojYsrvinexp (=Y i 1)
M;jr =1 ,-1 7=0 z
z—:o Yorii—jYsryiokexp (—’YYS2T+171) Z_f Sti—j Y Sri- keXp( 2’7Y52T+i71)

comme une approximation. @Z et @Z ont la méme distribution limite, il n’y
a pas de différence si nous observons ou non les valeurs initiales en plus
des données pour m large. (cf. Brockwell et Davis (1991)[13] ; chapitre 8
est utilise dans Basawa et Lund (2001)[7] pour le cas PARMA). Nous

étudions donc les propriétés asymptotiques de @Z

En remplagant Ys,,; dans la formule (2.7)) on obtient :

_ 1 -
Z Yoriio1 €srt
7=0
_1 m—1 )
M;11 -+ M;, > Yoriio1exp (—’YYST+¢_1) EST4i
4, 2, L,p =0
£z = fq, + X
M M S
i7p71 i7p7p Z YST+Z—p €ST+Z
7=0
kS 2
> Ysriipexp (—7Y3T+z‘—1) ESr4i
L 7=0

(2.9)
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De l'ergodicité périodique de Ys, ;, on a :

1
m

1 m= 8 .
E z_: €ST+1YST+Z j p_) E(EZ)E (K,]) = O, ] = 1, N Y

Z esriiYsrvioj exp (=Y 1) = E(e)E (Yijexp (—1Y2,)) = 0, j=1,....p.

Donc ¢ @, <,0 quand m — o0.

De -, on a

—_

p>

7=0

3=

[aary

Sl-

A partir des résultats précédents, on a : quand m — oo, 7;

De:

B m—1 -
> Yortio188r4i
=0
-1 m—1 )
Mgy - My TZ_:O Ysrii1exp (_7Y57+z‘—1) ESr4i
~ 1 1 =
vy —e. )= 11— X | —
(_z _z) \/ﬁ m—1
Mipy -+ My, S Yriiop Esri
7=0
m—1
2
> Ysrripexp (=Y 1) Esrts
L7=0 i

Pulsque {YST+Z ]€ST+’L

m—
Z EST+i —
7=0

p
(Zl (%,j + i j €Xp (—7Y527+7;—1)) Yorioj + €srti
J:

Jj=1

2
p
- Z (%J + Ti,j exp (_7Y3T+i—1)) YST-H—j)

p

2
P

> (&zy - %‘,j) Yoriioj — 231 (Tij — Tij) Yorvijexp (—’YY527+1'1)> .
‘]:

Jj=1

o; = B(ef) = of.

et {YST+Z j €Xp ( 7Y527+i—1) €ST+7:}T ) j - 1’ P

sont des suites de différences de martingale, alors nous appliquons le théoréeme
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centrale limite pour les différences de martingale (cf.Ibragimov, 1963)[2§] :

m—1
Z Yorii 1€5r 4
=1

m

-1
> Ysri1exp (—’VYSQTHA) ES7+i
=1

1 T
7 o i

Y YortipEsrd

=1
m

—1
> Ysriipexp (—’YYS2¢+z‘—1) EST+i
=1

LT

ce qui compleéte la preuve avec le théoréeme de Slutsky. |

2.4 Résultats de la simulation

La performance de l'estimation est montrée par une petite simulation.
Le modele PEXPAR;(2) restreint est utilisé pour générer des séries tem-
porelles pour les tailles n = 600,800, 1000. Nous considérons N = 1000
réplications Monte Carlo et rapportons les estimateurs MC, leurs biais
et leurs écarts-types. Le tableau [2.I] donne I'estimation avec les parameétres
v = (0.6,-1,0.3,-0.5;-0.5,1,-0.4,0.8) /', v = 1 et le bruit blanc normal
avec (02,02) = (0.6,1)". Le choix des valeurs des paramétres a été fait de
sorte que le modeéle remplisse la condition A1, voir la figure [2.9]. Les boites
a moustaches et les graphes Q-Q des erreurs sont donnés respectivement aux
figures [2.10] et [2.11]. Le tableau[2.1| montre que les estimations sont proches
des vraies valeurs et que ’écart-type décroit lorsque n devient plus grand et
nous remarquons que P'écarts-types de ¢, ; sont plus petits que ceux de 7; ;.
Ceci est confirmé par les boites & moustaches ot nous observons que les er-
reurs sont plus consistantes pour ¢, ; et la gamme est plus large pour m; ;,
mais dans tous les cas, les erreurs sont centrées sur 0. D’un autre coté, les

graphes Q-QQ montrent que les erreurs sont normales.
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EMC P11 T11 P12 12 P21 21 Do T2.2
n = 600 0.5995 | -0.9951 | 0.3019 | -0.5036 | -0.4953 | 0.9875 | -0.3936 | 0.7876
biais -0.0004 | 0.0048 | 0.0019 | -0.0036 | 0.0046 | -0.0124 | 0.0063 | -0.0123
écart — type | 0.0539 | 0.1957 | 0.0832 | 0.1409 | 0.1107 | 0.2793 | 0.1094 | 0.1726
n = 800 0.5988 | -0.9893 | 0.3023 | -0.5049 | -0.5030 | 1.0045 | -0.3950 | 0.7894
biais -0.0011 | 0.0106 | 0.0023 | -0.0049 | -0.0030 | 0.0045 | 0.0049 | -0.0105
écart — type | 0.0461 | 0.1643 | 0.0723 | 0.1226 | 0.0979 | 0.2463 | 0.0959 | 0.1443
n = 1000 0.5993 | -0.9921 | 0.3014 | -0.5058 | -0.5010 | 0.9907 | -0.3949 | 0.7925
biais -0.0006 | 0.0078 | 0.0014 | -0.0058 | -0.0010 | -0.0092 | 0.0050 | -0.0074
écart — type | 0.0406 | 0.1457 | 0.0628 | 0.1067 | 0.0862 | 0.2198 | 0.0869 | 0.1326

TAB. 2.1 — Résults d’estimations pour PEX PAR,(2) restreint.

Restricted PEAP&R{2) model

T
1000

Im(z0)

2 012

Imiz1)
2 011
L1

Figure 2.9 : Série simulée et racines inverses de I’équation

caractéristique du PEX PAR, (2) restreint et N = 1000.
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Figure 2.10 : Boites & moustaches d’erreurs d’estimations de 200répétitions du

PEXPAR; (2) restreint et N = 1000.
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200réplications du PEX PAR; (2) restreint et N = 1000.

42



CHAPITRE 3

Estimation des MC non linéaire du modéle

PEXPAR(1)

Sommaire
BI Infroducfion] . .................... 43
3.2 Définition de estimateur des MCN pour le mo- |
[ déle PEXPARg(1)| . .. ... ... ... ... .. 45

[3.3 Comportement asymptotique de Pestimateur des |

3.1 Introduction

Pour les modeéles de séries chronologiques linéaires, il existe différentes

procédures d’estimation mais de nombreux processus physiques et naturels
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sont modélisés plus précisément par un modeéle non linéaire que par une re-
présentation linéaire. Le probleme de I'estimation en contexte non linéaire est
plus compliqué, il a été abordé par de nombreux auteurs voir par exemple
Tong (1990)[52] et Bierens (1994)[10)]. Les estimateurs des moindres car-
rés non linéaires (MCN) et du quasi maximum de vraisemblance (QMYV)
sont essentiellement utilisés dans ce cas. La premiére méthode est présentée
dans ce chapitre. Klimko et Nelson (1978)[32] ont donné des conditions
suffisantes pour assurer la consistance et la normalité asymptotique de I'es-
timateur des MICIN. On peut trouver une exposition de cette méthode dans
Tong (1990)[52] ou Tjostheim (1986)[50]. L’approche de base sur ’esti-
mation des MCN adoptée ici est celle de Gallant et White (1988)[21],
une discussion compléte peut étre trouvée dans Bierens (1994)[10] et Ful-
ler (1996)[20]. L’estimateur non linéaire des moindres carrés du parameétre
0 est celui qui minimise la somme des carrés des résidus ou celui qui résout
les conditions du premier ordre du probléme de minimisation. L’application
nécessite la stricte stationnarité du modele et nous utiliserons les outils stan-
dards comme la compacité et le développement de Taylor. L’idée derriére le
résultat de consistance est que si le critére converge presque stirement vers
une fonction non stochastique qui est minimisé au vrai parameétre, alors la
limite des estimateurs devrait étre la limite de la fonction. Pour le résultat
de normalité asymptotique, les estimateurs sont approximés par une combi-
naison linéaire de moyennes empiriques, puis il suffit d’appliquer le théoréme
central limite.

Dans ce chapitre, nous prouvons la consistance et la normalité asymptotique
de l'estimateur des MCN pour le modéle PEXPAR(1). On obtient les
mémes résultats qu’Amendola et Francq (2009)[4] pour leur EQMYV pour
I'EXPAR(1) non périodique et pour "TEMCC de Tjgstheim (1986)[50] qui
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utilise des conditions légérement différentes.

Le reste de ce chapitre est organisé comme ceci. Dans la section 3.2, nous
définissons 'estimateur des MCN du modele PEXPAR(1). Dans la sec-
tion 3.3, nous étudions le comportement asymptotique en montrant la forte
consistance et la normalité asymptotique. Enfin, une étude de simulation et

un exemple réel sont donnés dans la section 3.4.

3.2 Définition de ’estimateur des MCN pour
le modéle PEXPARg (1)

Le processus {Y;; t € Z} est dit suivre le modéle AutoRégressif EXPonentiel
Périodique PEXPARg (1), de période S (S > 2), s'il satisfait :

Y, = (agl + oy exp (—WY2)) Yot + e, t €Z, (3.1)

ou {g;; t € Z} est un processus périodique i.i.d. de moyenne 0 et de variance
finie o7 et v, > 0. Les parameétres autorégressifs a;1, oy 2, Vt € Z, le para-
métre non linéaire v, et la variance d’innovation ¢ sont périodiques, dans le

temps, de période S, i.e.,

2 2
Qpks,1 = Q1 5 UrkS2 = 42, Virks = Vi €6 Oipe = 0y, Yk, t € Z.

En mettant ¢t = ¢+ S7,i = 1,2,...,5 et 7 € Z, on peut réécrire I’équation
(3.1) sous la forme équivalente :

Yiesr = (afy +alyexp (—77Ys,1)) Yivsr1 + €igsr, i =1,..,8, T € L.

(3.2)
Dans Péquation (3.2), Yi,s- est la valeur de Y; pendant la i®" saison du
cycle 7. Il est clair que les parametres dépendent de Y;. s, 1 dans le sens que

pour |Y; s, 1| grand on a :
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0 0 0v2 0
Q1+ Oy 9 €XP (_’Yi Y;'—&-ST—I) Y G,
tandis que pour |Y; g,_1| petit:

0 0 0y2 0 0
Q1+ Qo €XP (_%’ Y;+3771) Yy Q.

Pour montrer que le comportement de cycle limite peut étre présenté par de

tels modeles, nous simulons le modéle PEXPAR, (1) ci-dessous :

Yijor = (0.3 — 2exp (_Y22T)) Yor +e110r
Yoior = (0.7 + 0.2exp (—2Y12+27)) Yitor +€242r

Pour ignorer l'effet du bruit blanc, on pose g, ~ N (0,0.001). Une série
simulée est donnée a la figure [3.1] avec une longueur n = 200. La figure [3.2]
montre une série simulée du méme modele avec ¢, ~ N (0,0.1) avec le nuage
de points correspondant, la densité marginale de Y; et le corrélogramme. Nous
pouvons voir que le processus est périodiquement stationnaire, non linéaire

et non normal.

Limit cycle for PEXPAR(1) model

W
-06 -04 02 00 02 04 08
I

0 50 100 150 200

time t

Figure 3.1 : Série simulée a partir du modeéle

PEXPAR, (1).
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o yit-1)
Simulation of PEXPAR(1) model ©

15

1.0
L

Zo

0.0

05

0 20 40 60 80 100 =]

timet -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

07

-~ N(@©1)
— Density of Y

acf

10 20

08

0
|

05
|

0.0 05

Density
03 04

0z
|

01
10 20

pacf

0
|

-4 -2 0 2 4 0.0 0.5

X period

Figure 3.2 : Série simulée avec nuage de points, densité marginale et corrélogramme correspondants.
Le vecteur des parameétres

0 = ( ,1, 79(5')/ € RSS ou 97, = (047;,1,(11'72,’71-)/,@ = 1, ...,S,
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appartient a un espace de parameétres de la forme :
0% c (] = 1,+1[x] — 1, +1[x]0, 00[)*.
La vraie valeur des parametres est inconnue et désignée par :

o 0 0\ ! 38
0i0 = (001, 005.77) , i=1,...,8, et Oy = (0, ...,04,) € R*.

)

Supposons que les observations Y7, ..., Y, constituent une réalisation de lon-
gueur n & partir de (3.2)) et n = mS ce qui signifie que nous avons m cycle
complet de données. L’estimateur non linéaire des moindres carrés de 6 est
celui qui minimise la somme des carrés des résidus. Soit gn I’estimateur des
MCN qui est défini comme une solution mesurable du probléme de minimi-

sation suivant par rapport a 6 :
En =arg inf @Q,(0).
g inf Qu(0)
Ou

Qu(8) = - 320, et £,(8) = (Vi — (s + cvnzexp (—7Y2 1)) Vi),

n =1
La valeur initiale est inconnue mais son choix n’est pas important pour le

comportement asymptotique de 'estimateur des MCN donc on met Yy = 0

qui définit le critére opérationnel én(H), alors

~ ~

6, = arg eie%fs Qn(0). (3.3)
~ 1 5 1 m=1 ) )
Qn(0) = 5 ; m 70<Y;+ST - (sz‘,l + ;2 exp (_71‘Y¢+ST—1)) Yirsr—1)

18 ~ 0
- g;Q'L,m( 2)
Ou
~ 1 m=1~
Qim(0i) = m Cir(0:) (3.4)
1 2 2
= E _O(YHST - (ai,l + ;2 €xp (_71'}/;—‘,—57-—1)) Yi+3771) .
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L’existence d’une solution a est garantie sous I’hypothése :

Al : ©° est un ensemble de Borel compact C R3S,

L’hypothése de compacité de ©° joue un réle clé en garantissant I'existence
de l'infinimum sur ©7 voir, par exemple, le théoréme 1.6.1 Bierens|I(]
p-16.

Pour obtenir les estimateurs, nous différencions Qm(ﬁl) par rapport a chaque
parametre 6;, ¢« = 1,...,5. La condition du premier ordre du probléme de
minimisation des MICN est un systéme de 35 équations non linéaires avec

3S inconnues. Pour une saison ¢ donnée, le vecteur gradient de @; ,,(0;) est

8Nim 0; 1 m=1
Qég( ) _ Lyt > (Yigsr — (ain + cigexp (—7Y2g-1)) Yirsr 1)
7 m r—o

}/;4—57—1
Yiysr—1€xp (_72'}/;3-57—1) : (3.5)

3 2
_ai72Yvi+S‘rfl €xp (_’}/i}/;JrSTfl)

0Qim(0:) _

Alors les solutions analytiques ne peuvent étre trouvées pour —z

et les estimateurs des MCN §Zm doivent étre calculés par optimisation telle
que la méthode du gradient ou du quasi Newton.

Sous I’hypothése que 'espérance existe, nous avons

}/Z'-FST—I
B (Yiysr — (04?,1 + 04?2 exp (_7?}/;15'771)) Yitsr-1) Yiysr—1exp (—V?Y;isf—l)
_04?,2}/;15771 €xXp (_P}/?YviiS‘rfl)
(3.6)

9Q;,m (6:)

qui est la version asymptotique de ==

= 0 en 6;¢ par le théoréme ergo-

dique.
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3.3 Comportement asymptotique de ’estima-

teur des MCN

3.3.1 Consistance forte de I'estimateur des MCN

Nous faisons les hypothéses suivantes pour montrer la consistance forte.
A2 : i) Y, est périodiquement strictement stationnaire, une condition suffi-

sante pour cela est
lia| + |l < 1pouri=1,..,5.

ii) E (¢2) < oo, pour tout t € Z.
Le premier théoréme énonce la forte consistance de ’estimateur MCN /Q\zm
Théoréme 3.1
Sous les hypothéses Al — A2, les estimateurs non linéaires des moindres
carrés @-m sont fortement consistant, i.e. presque strement,

o~

0;m— 0ip quand m — oo.

Preuve
D’apres A2 i), {/; ;} est un processus ergodique stationnaire et par ergodicité

le critére théorique

-1

1 m
m Z::U(YHST - (Oéi,l + Q2 €Xp (—%}fiispl)) y;+ST_1)2’

Qim(0i) =
converge presque stirement vers le critére asymptotique
Qi,oo(ei) = Eai,o (éiﬂ'(e)) = E(Yitsr — (04?,1 + 04?,2 eXp(_/y?E/iiST—l))}/i-‘rST—l)2‘
Pour simplifier la notation, Soit

miﬂ'(ei) = E(Y;+ST|}/;+ST—1’ }/;;+ST—27 )

= (a1 + i eXp<_’7i}/iiSq—71))}/i+ST—l-

20



Chapitre 3. Estimation des MC non linéaire du modéle PEXPAR(1)

En itérant cette formule, nous obtenons

mi-(0;) = (g + iz GXP(_%YZ'%FST—l)) o (ag +arg exp(—7,Y5))Yo
Hain + g exp(—, Vg 1)) - (az1 + gz exp(—1,Y7))er
+oo o (@i + @i exp(—y, Vs 1))eisr 1
= ﬁ (Oés,1 + Q2 eXp(_%YﬁrsT—ﬂ) (ﬁ (Oés,l + Q2 eXP(_%KiST—J)) Yo

=1 s=1
+T(917 €1, 7€i+ST—1)-

W

En remplagant Yy = 0, on obtient m; ,(6;) alors on a
i S T
mi 7 (0:) =i - (0:) = T (s + as2exp(=7, Y 5,-1)) (H (o + s eXP(—’YsYs2+571))> Yo,
s=1 s=1

par la compacité de ©, ’hypothése A2 il s’ensuit

sup |m; - (0;) —mi-(0;)] < Cp™,

0,€0
ou C' et p sont des constantes telles que 0 < p < 1.
Puisque ZLT = {; . pour T > 0, alors

sup |€;r — ¥; | — 0 p.s. quand 7 — o0, (3.7)
0,€0
pour voir ¢a, on a :
sup ei,'r - Zi,’r
0;,€0
= glé% |((}/;+ST - mi,T<9i))2 - (Y;-FST - mz77(91>)2)|
= sup |(m2(6) ~ 72, (6) ~ i (mir(65) = s (0)|
= sup (27 (0:) + (M- (0:) — mi2(0:))) (M7 (0:) — i 7(0:)) — 2Yigsr (mir (i) — i (6:)))]

IN

supC’ {(2]mir(0:)] + Cp") +2|Yirsr [} o7 — 0, pos.
i€

La convergence presque stire découle du lemme de Borel-Cantelli et de A2,

en utilisant le lemme de Cesaro, nous avons :

Qin(0:) = Qin(0:) — 0 p.s, (3.8)
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uniformément dans 6;, et le critére opérationnel élm(&) converge également
vers le critére asymptotique @Q; o (0;).

On ajoute une hypothése d’identifiabilité
0; # 0ip = qin + aigexp (=7, Y s, 1) # a1 + agpexp (—17Ys,1) -

Ensuite nous avons

Qioo(0i) — Qio(0i0)
= Epo(Yirsr — mir(0:)* — Ego(Yiesr — mir(0i0))
= E(mir(0;) — mir(0:0))" + 2 ((Yiysr — mir(0:0)) (miz(6:0) — mi-(6:)))
= E(mi(6;) — mi-(6:0))" > 0. (3.9)

La derniere égalité résulte de 'orthogonalité entre €, g, et (m; +(0;0) — m;-(6;)) .
L’inégalité dans (3.9)) est une égalité si et seulement si 6; = 6, . Ainsi, nous
avons montré que le critére asymptotique est minimisé & la vraie valeur 6, .

Maintenant nous montrons que

0;p = lim arg i_ng @Zm(&), p.S.

—00 [AS
Pour tout #; € © et tout entier positif k, soit Vj (0;) la boule ouverte du

centre 6; et de rayon % Soit 6;1 # 6, 0, alors nous avons (propriétés des inf )

1 m=1
inf im(0;) > — inf i (6;).
QiGVkl(%q;,l)HGQ’ ( ) -m 7-210 91‘,6‘/]{1(1,;2',1)06 ' ( )

Le processus { inf Ui+ (91)} est stationnaire et ergodique, alors

QiGVk(eiyl)ﬁ@ -

1 m—1

m =0 0¢€Vk(0i,1)ﬂ® Gz‘GVk(OiJ)ﬁ@

La suite inf i+ (0;) est positive et croit jusqu’a ¢;, (6;1) quand k —
GiGVk(eiyl)ﬁ@ ’ ’ ’

oo. Par le théoréeme de convergence monotone,

lim F ( inf gi,r (91)> = F lim inf &}T (62) = Egiﬂ— (Gi’l) > Qipo(ei’o).

k—o0 Gier(eiyl)ﬂG k—oo eier(Gi,l)me
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Ainsi, pour tout 6, ; # 6,0, il existe un voisinage V' (6, ;) tel que

m—00 0;€V(0;,5)N
L’ensemble compact © est couvert par un nombre fini d’ensembles ouverts
V(0i1),...,V (i m) satisfaisant ((3.10]). Alors avec la probabilité 1, nous avons
pour m assez grand
O{LG@Q ’ ( ) jzl,.l..,M 91'61‘/(92‘7]') Q ’ ( ) eiEV(aiyo) Q ’ ( )

La preuve est compléte en utilisant (3.8]). |

3.3.2 Distribution asymptotique de l’estimateur des

MCN

Les hypothéses suivantes sont ajoutées :

A3 : 0,0 appartient a l'intérieur é de ©.

A4 : E (£8) < oo, pour tout t € Z.

La distribution limite de @m est donnée par le résultat suivant.
Théoréme 3.2

Sous les hypothéses Al — A4,

~

Vm(Oim — 0i0) 7 N (055 .207J7")

m—00

20 ,
Ji=E <—a 6”(970)) ,

est une matrice définie positive. De plus, @m et /Q\j,m sont asymptotiquement

ol

indépendants, i # j, i,7 =1,...,S.
Preuve
La preuve est basée sur un DT standard du critére (3.4]) en 6;0. Puisque

~

0;.m converge vers 0,0, qui se situe a l'intérieur de ’espace des parametres
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par 'hypothése A3, la dérivée du critére est égale & zéro en E,m Nous avons

donc

00,
L 0Quml0i) | [ 0*Qim(8]) )
= Vm—g +( po,00 ) V0~ fuo):

~

Ou 07 est une valeur moyenne satisfaisant [0 — 0, 0| < |6;.m — bio| p.s.

L’hypotheése A4 implique que E (V) < oo, alors les dérivées partielles du
critére en 60, jusqu’a l'ordre 2 sont intégrables.
Puisque EJ =/, pour 7 > 0, alors, & partir de 1) et du fait qu'en 0, = 0,

on a :

(Yipsr — (ain + cipexp (=Y gr1)) Yiesr—1) = €ivsr
0l; +(00)

= _QY;+ST—18’Z+ST'
80@71

En itérant Y;, g, 1 jusqu'a Yy, on a

8&,7(91,0) . 8571',7- (ei,o)

< 2|eips-| CpT.

80&1‘71 8041-71
Puis _
1 m-1 86“-(010) 6&7—(02 0) 2C m=1
_ TATSD AT < = . U
m 7;0 ( 80@71 aOéi,l m TZZO |€Z+ST|p

On peut montrer que le dernier terme converge en probabilité vers 0 en

utilisant I'inégalité de Chebychev d’ou le résultat final

1 mz_:l i +(6:0) B azi,’r(ei,O)
N =) 00; 00,

et de la méme maniére que nous avons

1R (Phirl8) s (6)
Vvm 7=\ 00,00, 90,00,

P
0 quand m — oo,
-

sup iO quand m — oo.

0; GV(9170)
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On a
agi,T(ei,O) . amm—(ei,()) .
o ( 06 )_E( o8, i mmin(i0) ) =0,
et
MWir(0i0)\ Ol (0i0) 04; +(0:0)
v(Tet) = p (Mt
_ 403E om; (i) 377%,7(,91‘,0)
a0, 00,
= QU?JZ‘,
ou
J; =2
E<Y7,271) E(Yzzflexp( ’yzy2 )) E( Oé Y4lexp( ,-le2 ))
E(Y? exp(—0Y2,) BV exp(-200Y2)))  E(—al¥ exp(—202)

E(— O‘ Y416XP( %Yzz—1)) E(— 0‘ Y41eXP( 2%Yz‘2—1)) E((am) }26—165413(_27?3/1‘2—1))

Pour montrer que J; est non singuliére, soit A € R3on a X' J;A = 0 si et

seulement si
8mz’,7—(0i,0)

A 00;

=0, p.s,

ie.
Yitsr ()\1 + exp (_%‘Yiiqu) (/\ a; 2)\3Y+ST 1)) =0, ps,

puisque o, # 0 (quand o, = 0 le parameétre 7 n’est pas identifié) et
E (YﬁrST 1) > E( €5y 5r_ 1) > (0 alors A\ = Ay = A3 = 0, ce qui implique que
J; est inversible.

Le vecteur de score est centré et

1 m=1 9l (050) I
, 7 - Zz T
m Tgo 00, m Tzzo o
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ou
Im; (00
Zitsr = —2€i+sr$
Y;—l—ST—l
= —2¢45r Yiysr—1exp (—W?Y;ispl) ’

_a?gYiisPl exp (—’Y?Yﬁsrq)
alors {Z; ¢} est une différence de martingale stationnaire et par le théo-

réme central limite de Billingsley (1961)[I1] nous avons :

1 azi,f(ei,o)
\/m 7=0 86)7,

et par un DT et I'’ergodicité nous avons

2N (0,2027),

1 m=19%¢; . (67)
m =0 89269;

— J; p.s.

Puis

~ -1 ~
A B 0*Qim(07) 0Qim(0ip) . 1 md
\/R(Qi_ei,o) - = (W \/ma—el = _‘]i —m = Zi+ST+Op(1)'

Il suffit d’appliquer le lemme de Slutsky pour avoir

\/E(@ - 91’,0) 2 N(Qgs aQUZZJz’il)'

m—00

L’indépendance des ¢, g, implique que tous les termes pour i # j sont nuls,
cela implique que \/m(@—ﬁi,o) et \/m(/éj—ﬁj,o), i # j, sont asymptotiquement

non corrélés. [ |

3.4 Résultats de la simulation

Les propriétés asymptotiques de I’estimateur des MCN sont illustrées par

une petite étude de simulation. Nous générons des séries temporelles a partir
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EMCN o Q1. o) Q21 Qg2 Vs
n =300 | —0.7005 | 0.2012 | 2.0006 | 0.4975 | —0.4013 | 1.0001
écart — type | 0.0309 | 0.0307 | 0.0147 | 0.0597 | 0.0586 | 0.0147
n =600 | —0.7003 | 0.2000 | 1.9997 | 0.4999 | —0.3989 | 0.9995
écart — type | 0.0270 | 0.0271 | 0.0142 | 0.0436 | 0.0411 | 0.0144

TAB. 3.1 — Résultats d’estimation du PEX PAR,(1) non restreint.

des modeles PEXPAR;(1) avec des tailles n = 300 et 600 et rapportons la
valeur moyenne des estimateurs des MICN et leurs écarts types. Le tableau
donne l'estimation des parametres § = (—0.7,0.2,2;0.5,—0.4,1) ’. Les
boites & moustaches et les graphes Q-Q plot d’erreurs d’estimation sont don-
nés respectivement aux figures [3.3] et [3.4] pour le dernier modele avec1000
réplications. Les programmes sont écrits en R en utilisant la fonction nlm, il
est clair que le programme est sensible aux valeurs initiales donc on fait une
perturbation aléatoire sur le vrai parameétre. A partir du tableau nous
pouvons voir que les parameétres sont bien estimés et que ’écart-type dimi-
nue lorsque n augmente, ce qui montre que les estimations sont consistantes.
Les figures [3.3] et [3.4] montrent que les erreurs sont centrées sur 0 et sont

normales.
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Parameler estimation

D06 403 AN Q02 000 0 oM 0o
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Figure 3.3 : Boites & moustaches d’erreurs.
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figure 3.4 : Le graphe Q-Q d’erreurs.

A titre d’exemple, nous ajustons un modele PEXPAR5(1) aux fameuses
données mensuelles de débit du fleuve Fraser. L’ensemble de données
comprend 912 observations des débits mensuels moyens du fleuve Fraser
a Hope, Colombie-Britannique, Canada de janvier 1915 & décembre
1990. Cet ensemble de données est obtenu a partir du lien

hitp ://lib.stat.cmu.edu/datasets/fraser-river.
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La présence de corrélation périodique a été montrée par Vecchia et Bal-
lerini (1991)[53] et autres. Cette série a été analyser par plusieurs auteurs :
McLeod (1994)[36] a utilisé un modele PAR d’ordre (1,1,1,3,2,1,1,3,1,1,1,1),
Lewis et Ray (2002)[35] 'ont modélisé avec SMASTAR périodique, Tes-
faye et al. (2006)[49] ont fait un ajustement avec un modele PARMA 15(1,1)
et Merzougui (2017) [36] avec le modéle PEXPAR (1) restreint avec v = 4.

Les données ont été transformées par le log et centrées. L’ajustement a été
fait sur les données sauf la derniére année qui a été laissée pour étre com-
paré aux prévisions. Pour les valeurs initiales, nous prenons 'EMC linéaire

log e
& , oll € est un petit nombre.

pour les parametres AR et §, = — max V2.
0crirn_q " STHi-1

Les résultats de ’estimation des parameétres sont donnés dans le tableau
Dans la figure [3.5], nous donnons une comparaison entre les valeurs réelles et
leurs valeurs prévues pour la derniére année. Les variances résiduelles men-
suelles pour le modéle PEXPAR;5(1) restreint avec v = 4 obtenu par la
méthode des MC et le PEXPAR,; (1) non restreint avec la méthode des
MCN sont comparables comme indiqué dans le tableau [3.3] L’explication
de ces résultats est que lorsque v; — 0o, a;sexp (—v;Y2g, ;) — 0, en re-

vanche la simulation nous amene a penser que lorsque 7, > 5, les résultats

deviennent comparables.
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Chapitre 3. Estimation des MC non linéaire du modéle PEXPAR(1)

7 Janvier | Février Mars Avril Mai Juin
&;1 | 0.6829 0.8145 0.7652 0.7069 0.1805 0.2368
Qo | -0.4936 | -1.2685 0.2472 2.5652 0.0450 -4.6453
4, | 46.6180 | 242.1705 | 16.8679 | 104.7684 | 27.9312 | 440.3529
1 Juillet Aot Septembre | Octobre | Novembre | Décembre
&;1 | 0.6748 0.7616 0.7066 0.7842 0.7406 0.7369
G0 | 0.9969 | -1.4752 1.3841 0.3392 1.5638 1.6418
4, | 146.5914 | 248.9337 | 153.4060 6.5568 97.6726 | 153.5859

TAB. 3.2 — Estimation des parameétres du PEX PAR;5(1) non restreint.

yal
2000 4000 60CO 00O

0
|

— — realvalue

forecasted value

Time

Figure 3.5 : Comparaison entre les valeurs

réelles et leurs valeurs prévues.

60




Chapitre 3. Estimation des MC non linéaire du modéle PEXPAR(1)

0 Janvier | Février Mars Avril Mai Juin
6% on | 0.0268 | 0.0238 0.0281 0.0850 0.0451 0.0282
6oy | 0.0265 | 0.0241 0.0280 0.0851 0.0455 0.0273

7 Juillet | Aott | Septembre | Octobre | Novembre | Décembre
6% on | 0.0258 | 0.0131 0.0241 0.0363 0.0480 0.0388
6oy | 0.0270 | 0.0129 0.0237 0.0369 0.0473 0.0388

TAB. 3.3 — Variances résiduelles mensuelles.
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CHAPITRE 4

Estimation par la méthode du QMV du modeéle
PEXPAR(1)

Sommaire

4.1 Introduction| ... .................. 62
[4.2  Estimateur du QMYV pour le modéle PEXPARg(1)| 63

4.1 Introduction

L’estimation des parametres est une étape principale dans la modélisa-
tion des séries chronologiques et dans un contexte non linéaire, les méthodes
QMYV et MCN sont les plus populaires car elles facilitent ’estimation des
parameétres. Dans 'estimation traditionnelle du maximum de vraisemblance
(EMV) on suppose que la densité spécifiée est la vraie fonction et quand ce

n’est pas le cas, nous ajoutons le préfixe quasi, bien str si la densité est spéci-
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Chapitre 4. Estimation par la méthode du QMV du modéle PEXPAR(1)

fiée correctement alors TEQMYV est le méme que 'EMYV. Ce travail est une
généralisation de 'estimation QMYV de TEXPAR classique d’Amondela
et Francq (2009)[4] au cas périodique, la vraisemblance s’écrit comme si
la loi de I'innovation était gaussienne. Le QMYV qui en résulte fournit des
estimateurs consistants et asymptotiquement normaux et coincide avec I'es-
timateur non linéaire des moindres carrés(MCN). Les preuves impliquent
la normalité asymptotique de la premiére dérivée des fonctions de vraisem-
blance et la convergence de la dérivée du second ordre qui sont évaluée aux
vraies valeurs.

Dans la premieére section, nous donnons ’estimateur QMV. Ensuite, on pré-
sente les principaux résultats de la forte consistance et la normalité asymp-

totique de cet estimateur.

4.2 Estimateur du QMYV pour le modéle PEXPARg(1)

On commence par rappeler le modele PEXPAR (1). Le processus {Y;; t € Z}
est un PEXPARg (1) s’il satisfait :

}/iJrST = (05?71 + 05?72 exp (_7?}/;3-57'—1)) }/;+S7'71 + €itSrs L= 17 ST Sa T € Z.
(4.1)

ou {g;; t € Z} est un processus iid (0, (0?)2> avec une densité de probabilité

f().

Le vecteur des parameétres
0= (9/1, ,9%)1 € R3S ou 91 = (ai,laai,%’h),;i = 1, ...,S,
appartient a un espace de parameétres de la forme :

0% C (] = 1,+1[x] — 1,+1[x]0, o00[)*.
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Chapitre 4. Estimation par la méthode du QMV du modéle PEXPAR(1)

0\2 A 1, 4 N . .
(O't) peut étre considéré comme un parametre de nuisance. La vraie valeur

des parametres est inconnue et notée par :
_ (0 0 L0V o _ _(p oy 39
0i0 = (%,170%,27%) i=1,...,5 et g = (9170, 050 ) € R,

Nous voulons estimer le vrai paramétre 0y & partir des observations Y7, ..., Y,
ou n = mS. Etant donné la valeur initiale Yj, le log-vraisemblance condi-
tionnelle des observations évaluées en 6 dépend de f qui est inconnue et
il est donc impossible de la déterminer. L’estimateur QMYV est obtenu en

remplagant f par N (0, 07) :

S
L,0,Yy,...,Y,) = _mTS log (27) — % Zlog (02
imzl Yitsr — (om + aisexp (=Yg 1)) Yitsr 1)
i=1 =0 2012 ’

en supposant o; # 0.
Soit 5,,1 Iestimateur QMYV, on voit que maximiser L,, équivaut au probléme

de minimisation suivant par rapport a 6 :

0, = arg inf Q,(6).
arg inf Qn(6)

Ou
n Y — _ Y2 Y, 2
Qn(0) = % >l et £(0) = (% (atvl T Qe e;p( Vi tfl)) 1) '
t=1 2

La valeur initiale est inconnue mais son choix n’est pas important pour le
comportement asymptotique de 'estimateur QMYV donc on met Yy = 0,

alors

0, = arg eiergsén(e). (4.2)
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Chapitre 4. Estimation par la méthode du QMV du modéle PEXPAR(1)

ou
- 15 ~
Qul®) = 5 Qinl®)
=1
_ 1 i 1l (Yiesr — (i1 + cigexp (=7, Vs, 1)) Yirsr—1)?
S i=1 1 =0 0-12 .
et
~ 1 m= 1 .
Qi,m(ei) = E —~ Elﬂ'( ) (4-3)
_ i Zl ( i+ST — (%’,1 + ;0 €exp (—%YéisFl)) Yz‘+5771)2
m —o U% .

L’existence d’une solution a est garantie sous I’hypothése :

Al : ©° est un ensemble de Borel compact C R3S,

La condition du premier ordre du probléme de minimisation du QMYV est un
systéme de 35 équations non linéaires avec 35S inconnues. Le vecteur gradient
de @m(@) est :

}/’i‘f‘S’T—l
m—1 9
8Qi.m (0 Yipsr—(ai1+ ai2exp(—v; Y5 g, 1) ) Yitsr—
‘m() —21 > ( i R a(z e Vies 1> )i+Sr—1exp( %SiiST—l)

7=0 ¢

—Qy 2Y+ST 1 €Xp ( %’YiiST—J

Il n’y a pas de solution analytique pour —=5~= = 0, et les estimateurs

b\i,m pour la période 7 doivent étre calculés par optimisation numérique comme
la méthode du gradient ou du quasi Newton.

Remarque : L’estimateur QMYV est 'estimateur MCN.

4.2.1 Consistance de ’estimateur du QMYV

Nous faisons les hypothéses suivantes pour montrer la consistance.
A2 : i) Y; est périodiquement strictement stationnaire, une condition suffi-

sante pour cela est

lai1| + |2 < 1pouri=1,..,5S.

65



Chapitre 4. Estimation par la méthode du QMV du modéle PEXPAR(1)

it) E (e2) < oo, pour tout t € Z.
Le premier théoréme énonce la forte consistance de TEQMYV @Zm
Théoréme 4.1
Sous les hypothéses Al — A2, les estimateurs du quasi maximum de vraisem-
blance @m sont fortement consistants, i.e. presque sirement,

o~

0;m— 0ip quand m — oo.

Preuve
Puisque ;. est une fonction mesurable de Yj;s, et Yiig,—1 et de A2 i),
{l; ; }est aussi un processus ergodique stationnaire de plus E(¢;,(f)) existe

au vu de A2 4i). Ainsi, par ergodicité le critére théorique

= (Yiisr — (Oéz',1 + «;2€xp (—%YiisT—l)) Y2+SF1>2

m
Z 2 ’

1

Qim(0:) =

converge presque stirement vers le critére asymptotique

— (o Y —~0y2 2
Qio(6;) = Eai’o(gw(g)) - B ((Yz (az,l + a4 exi)( WY2))Yil1) ) |

g;

Puisque ¢; ; = {; ; pour 7 > 0, alors les valeurs initiales sont uniformément

négligeables et on a :

uniformément dans 6;, et le critére opérationnel @,m(ﬁz) converge également
vers le critére asymptotique @Q; o (6;).

Pour l'identifiabilité du parameétre, nous pouvons montrer
8 0; # 00 = i1 + iz exp (=Y 1) # iy + adgexp (—17Ys1) -
Maintenant, pour simplifier la notation, soit

m;.(0;) = EYi|Yi_1,Yia,...)

= (o1 + i eXp<_’7i)/iiSq—71))}/i+ST—l-
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Puis

2
Qioo(0:) = Qioo(0i0) = En,g (M) .

On utilise le fait que Y; — m; . (6;0) = €irs- et orthogonalité entre ;. g, et
(m+(0i0) —m;-(0;)) . L'inégalité dans est une égalité si et seulement si
0; = 0;. Ainsi, nous avons montré que le critére asymptotique est minimisé
a la vraie valeur 0, . Pour compléter la preuve, il faut montrer que

Oio = mhm arg l_relf(;)Qi,m(ei)a p.S.

—00 0;
Pour tout 6; € © et tout entier positif k, soit V}(0;) la boule ouverte de centre

6; et de rayon % Soit 6;1 # 6,0, alors nous avons (propriétés des inf)

inf Qi (0,) >
Gievkl(%i,l)m@Q7 ( )_

Le processus { inf Ei,T(Gi)}est stationnaire et ergodique, alors
Gier(eiyl)ﬂe

1 m—1

inf
m =0 0,€Vy (01;,1)ﬂ@

mw05E< inf zﬁ@o.

GiEVk(eiJ)ﬁ@ !

La suite inf ¢, .(6;) est positive et croit jusqu’a ¢; ,(6;1) quand k — oo.
GiGVk(GM)ﬁ@

Par le théoreme de convergence monotone,

lim B ( inf Ez’7(91)> = Flim inf EZ’T(HZ) =F Ei,T(QM) > Q'L,oo(

k—o0 GiEVk(ei’l)ﬂ@ k—o0 eiEVk(ei,l)OQ

Ainsi, pour tout 6; ; # 6,0, il existe un voisinage V (6, ;) tel que

m—o0 0;€Vy(0;;)NO m—00
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Chapitre 4. Estimation par la méthode du QMV du modéle PEXPAR(1)

[’ensemble compact © est couvert par un nombre fini d’ensembles ouverts
V(0i1),-..,V(0in) satisfaisant (4.6]). Alors avec la probabilité 1, nous avons
pour m assez grand

0, j=1,....M eiGV(QiJ‘ 91‘€V(9i_’0

La preuve est compléte en utilisant (4.4]). |

4.2.2 Distribution asymptotique de ’estimateur du QMYV

En plus des hypothéses précédentes, les conditions suivantes sont prises en
compte.

A3 : 0,0 appartient a I'intérieur CZ) de ©.

A4 : E(e%) < oo, pour tout t € Z.

L’hypothése A3 est standard pour la normalité asymptotique et A4 est né-
cessaire pour l'existence de la variance du vecteur de score. La distribution
limite de /ézm est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 4.2

Sous les hypothéses ci-dessus,

~

V(Oim —0i0) © N(03,2J;7),

m—00

20, .
Ji=E (—a E’“”i’”) ,

est une matrice définie positive.

ol

Preuve

La preuve est basée sur un DT standard du critére (4.3) en 6,;0. Puisque

-~

0;m converge vers 0,0, qui se situe a l'intérieur de ’espace des parameétres

par hypotheése A3, la dérivée du critére est égale a zéro en @m Nous avons
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donc

0 = i Qunin)

00;
_ an m( 2,0 ) (92@“71(6‘:) A, .
= Vm—o 26, + (W) Vm(0im = 0ip)-

Ou 67 est une valeur moyenne satisfaisant

|0: —0 0 m_gi,O p.S.

L’hypothése A4 implique que E(Yf) < oo, alors les dérivées partielles du

critére en 0; o jusqu’a 'ordre 3 sont intégrables soit :

930,.(0;)

TG Vi, kL. 47
06;,00,,00,,| = " (4.7)

E sup
0,€0

Puisque ¢; ;, = ¢; ; pour 7 > 0, alors

|| 1 m 1 (8&,7(91,0) _ 8@,&@,0))

P
0 quand m — oo,
-

NG = 90, 0,
et
m— 20 (D). 20, (P,
sup ||—= Z 0 41,7(91,,0) — 0 EZ’T(QZ/O) "0 quand m — cc.
0;€V(9;,0) m r=o @01661 891892 -
On a
ag’i,T(ei,O) 9 377%,7(91‘,0) -
E( OHZ ) - Ji E 8(91 (Y; mZ,T(HZ,O)) - Oa
et
i (0i0)\ 0l +(0:0) 0C; +(0:0)
V() - B (R
- om; T(‘gi 0) om; T(‘gi 0)
— 4(c9*E A7 o\,
(#4) ( 06; 06,
= ZJH
ou

69



Chapitre 4. Estimation par la méthode du QMV du modéle PEXPAR(1)

Ji=2(00)""
E(Y) BT exp(—90Y2,)  E(—afyYit exp(—1{Y2,)
E(Y?_ exp (=7 Y?2))) E(Y?  exp(—27Y2,)) E(—ai,szilexp( 27;Y2)))

E(—ay, Yt exp (—17Y21))  B(—ay, Yt exp (—297Y2)) E((a,)°VE exp (—297Y2,))
Pour montrer que J; est non singuhere, soit A€ R¥ona A\ J;A=0siet

seulement si
’ 6’mi,T (91-,0)

A 00,

=0, p.s,

i.e.
Vigsr—1(A1 + exp(—10Y g, 1) (A2 — o)y AsY g, 1)) = 0, p.s,

puisque afy, # 0 (quand o, = 0 le parameétre 7} n’est pas identifié) et
E(Y7 g, 1) > E(e,g,_1) > 0 alors \; = Xy = A3 = 0, ce qui implique que J;
est inversible.

Le vecteur de score est centré et

1 =1 8@77(0@0) . 1 m=—1

— Z’L Ty
m; 90, mzo o
ou
—2 amz’,T 92‘,
Ziysr = —2 (0?) 5i+S7'a—(9(i0)
Y;:+ST—1
-2
= -2 (‘7?) €it+Sr Yitsr—1exp <_’YiY;iSTfl) ’

2
— ;oY g,y exp (=Yg 1)
alors {Z;, s, } est une différence de martingale stationnaire carrée intégrable

et par le théoréme central limite de Billingsley (1961)[11] nous avons :

1 ml 8@,7(91‘,0)
\/ﬁ 7=0 aez
et par DT, 'ergodicité et on a

= N0y ,2J:),
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Puis
~ ~1 -
N 2Q;.m(07) 9Q;im(0:0) 1 m-1
0;m—0:0) = — # U U\ VA ol N Zivgn 1).
Il suffit d’appliquer le lemme de Slutsky pour avoir
V(Oim — 0i0) 7 N0, 2J7Y).
|

Remarque : Pour i fixé, nous obtenons les estimations du QMYV du

modele classique EXPAR(1) dans Amendola et Francq (2009)[4].
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1 Conclusion et perspectives

Nous avons étendu, dans cette thése, les modeéles autorégressifs expo-
nentiels restreints périodiques a 'ordre p. Ces modéles peuvent répondre a
des préoccupations empiriques pour de nombreuses séries chronologiques sai-
sonniéres présentant un comportement non linéaire et ayant une structure
d’autocovariance périodique.

Vu l'importance du modéle PEXPAR(p), nous nous sommes intéressés
a l'estimation de ses parametres qui est clairement une procédure d’optimi-
sation non linéaire impliquant toutes les difficultés de calculs propres a cette
procédure. Cependant, on a surmonté ce probléme en fixant le parameétre non
linéaire v et estimer le reste des parameétres par la méthode des MC linéaire,
qui est connue pour délivrer des estimations avec une variance minimale. Ces
estimateurs peuvent étre utilisés comme estimateurs initiaux dans d’autres
méthodes d’estimation.

Bien que les résultats obtenus soient satisfaisants, on ne s’est pas limité au
cas restreint et on s’est attaqué au cas non restreint en utilisant la méthode
des MCN et du QMV.

Quelque soit le cas ou la méthode, nos estimateurs sont consistants et

asymptotiquement normaux, les résultats des simulations montrent qu’on a
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les propriétés asymptotiques.

Dans I'application nous avons travaillé avec la série des débits du fleuve
Fraser connue pour sa non linéarité et sa périodicité, le modele estimé est
compétitif.

Nous avons considéré, ici, une condition suffisante de stationnarité stricte
mais ce sujet mérite de plus amples recherches.

Ce travail dégage des résultats importants qui permettent d’ouvrir de
nombreuses perspectives, tout particulierement pour l'identification de ces
modeles non linéaires. Le modele étant nouveau, plusieurs questions théo-
riques et pratiques restent encore ouvertes a savoir :

L’utilisation d’autres méthodes d’estimation comme par exemple M-estimation,
Z-estimation, pseudo vraisemblance et faire une étude comparative entre ces

méthodes.
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l Annexe : Théorie de mesure de la théorie de

probabilité

Quelques définitions indispensables

Définition A.1 (CV en probabilité)
Soit X,, une suite de variables aléatoires. X,, converge en probabilité vers la

variable aléatoire X si :
Ve >0, lim P(|X, — X|>¢)=0.
Souvent, on utilise [’inégalité de Chebychev pour montrer la CV en pro-
babilité.
Définition A.2 (CV presque sur)

Soit X,, une suite de variables aléatoires. X, converge presque surement vers

la variable aléatoire X si
AN € F/P(N) =0 tel que Yw € Q/N, lim X, (w) = X (w).

1l suffit d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli pour avoir la CV p.s qui
est difficile a vérifier a partir de la définition.

Définition A.3 (CV en moyenne)
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La suite de variables aléatoires {X,} converge en moyenne d’ordre r vers X,

noté X, — X, si
F|X, — X|"— 0 quand n — .

Définition A.4 (CV en distribution)
La suite {X,} de vecteurs aléatoires de dimension k avec des fonctions de
distributions {Fx, (.)} converge en distribution s’il existe un vecteur aléatoire
X de dimension k tel que :

limFx, (r) = Fx (z) ,Vx € C,

n—oo

ot C est 'ensemble des points de continuité de la distribution Fx (.) de X.
Inégalité de Chebychev : Si ¢ est une fonction mesurable sur R tel
que ¢ (x) est positive et strictement croissante sur (0,00) et ¢ (z) = ¢ (—x),

alorsV1a V. A X etVd>0ona:

P(X|>0)<E {M}

¢ (9)

Théorémes centrales limites

Soit Z;,t € N une suite de V. A iid avec E(Z;) = pet Var (Z;) = 0% < co. Soit

Zy =+ > i Z; la moyenne empirique, par la LGN forte de Kolmogorov

“n
ona: Z,— FE(Z,) converge vers 0 p.s et par conséquent en probabilité. Ce
qui implique que la distribution limite de Z,, — E(Z,) est dégénérée en 0
et donc cette distribution limite n’est pas utile pour connaitre la forme de
la distribution de la moyenne empirique pour n fini. On considéré la méme

quantité avec un autre taux de convergence :

n

Vit (Zy = B(Z,)) = =30 (Zi = ). (A1)
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alors la variance de cette expression est o2, Vn indiquant que sa distribution
limite ne sera pas dégénérée. Les théoremes qui donnent des résultats concer-
nant les distributions limites des expressions comme (A.1) sont appelés les

théorémes centrales limites (TCL).

Processus Indépendants

Théoréme A.1 (TCL de Lindeberg-Lévy)
Soit Z; une suite de V.A iid avec E(Z;) = 0 et Var(Z;) = 0? < oo.

Alors
1

D 2
%;Zt—d\f((),a ).
Dans le cas de variables indépendantes mais hétérogénes on utilise le TCL
de Lyapounov.
On termine par rappeler le théoréme de Bolzano-Weierstrass
Valeurs d’adhérence :
Soit E un espace métrique, Soit (u,) € EN, 1 est une valeur d’adhérence

de (u,) <= il existe une sous suite (uw(n)) qui converge vers [. <=
Ve > 0,{u,,n € N} NB(l,e) #0.

Si u,, converge vers | = [ est la seule valeur d’adhérence.

Théoréme A.2 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass)

E est compact si et seulement si toute suite de EY admet au moin une
valeur d’adhérence.

Si E est compact et si (u,) admet une seule valeur d’adhérence | alors

(un) converge vers .
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