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Résumé

Dans cette these, nous considérons les problemes d’inférences statistiques comprenant ’es-
timation des parametres et de quelques caractéristiques de fiabilité d’une distribution de
Rayleigh Pareto sous des données progressivement censurées a droite de type II. Nous uti-
lisons deux approches, I'approche classique du maximum de vraisemblance et ’approche
Bayésienne pour estimer les parametres de la distribution, la fonction de fiabilité ainsi que
la fonction taux de panne. Les estimateurs de Bayes et les risques a posteriori (PR) cor-
respondants ont été dérivés sous différentes fonctions de perte aussi bien symétrique (perte
quadratique) qu’asymétriques (Linex et entropie). Les estimateurs ne peuvent pas étre obte-
nus explicitement, nous utilisons donc la méthode de Monte Carlo (MCMC) pour approcher
les solutions. Nous utilisons également Ierreur quadratique moyenne intégrée (IMSE) et le
critere de proximité de Pitman pour comparer les résultats des deux méthodes. Enfin, un
ensemble de données réelles a été analysé pour étudier I'applicabilité et 'utilité du modele

de Rayleigh Pareto proposé.

Mots-clés : Analyse Bayésienne ; Maximum de vraisemblance ; Méthode de Monte Carlo;

Rayleigh Pareto; Censure progressive.



Abstract

In this thesis, we consider the problems of statistical inferences including the estimation
of parameters and some reliability characteristics of a Rayleigh Pareto distribution under
progressively type II right censored data. We use two approaches, the classical maximum
likelihood approach and the Bayesian approach for estimating the distribution parameters
and the reliability characteristics. Bayes estimators and corresponding posterior risks (PR)
have been derived using different loss functions (symmetric and asymmetric). The estimators
cannot be obtained explicitly, so we use the method of Monte Carlo. Also we use the integrated
mean square error (IMSE) and the Pitman closeness criterion to compare the results of the
two methods. Finally, a real data set has been analyzed to investigate the applicability and

the usefulness of the proposed model.

Key Words : Rayleigh Pareto Distribution ; Progressive Censoring ; Bayesian Estimation ;
Maximum Likelihood Estimation ; Monte Carlo Methods.
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Notations et abréviations

E(X) : Espérance mathématique de X.
V(X) : Variance de X.

PR :
RP :

le risque a posteriori.

modele de Rayleigh Pareto.

IMSE : integrated mean square error.

MCMC : méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov.

MLES : estimateur du maximum de vraisemblance.

pdf :
cdf :

densité de probabilité.

fonction de répartition.

ayng - estimateur du maximum de vraisemblance de a.

Byvre : estimateur du maximum de vraisemblance de .

Yvmre © estimateur du maximum de vraisemblance de 7.

R(t) vLE : estimateur du maximum de vraisemblance de R(t).

>

(
m(.)
(

apQ -

BBQ :

VBQ

QBE
BBE
YBE

~

apr
BBL

YBL

t)ymrE : estimateur du maximum de vraisemblance de h(t).

: la densité a priori.

7(.].) : la densité a posteriori.

. estimateur de Bayes de a sous la fonction de perte quadratique.
estimateur de Bayes de 3 sous la fonction de perte quadratique.
. estimateur de Bayes de 7 sous la fonction de perte quadratique.
. estimateur de Bayes de « sous la fonction de perte entropie.

: estimateur de Bayes de 3 sous la fonction de perte entropie.

: estimateur de Bayes de vy sous la fonction de perte entropie.

: estimateur de Bayes de « sous la fonction de perte Linex.

. estimateur de Bayes de [ sous la fonction de perte Linex.

. estimateur de Bayes de « sous la fonction de perte Linex.

R(t)pg : estimateur de Bayes de R(t) sous la fonction de perte quadratique.

h(t)pq : estimateur de Bayes de h(t) sous la fonction de perte quadratique.

]:Z(t) pE : estimateur de Bayes de R(t) sous la fonction de perte entropie.
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R(t)pg : estimateur de Bayes de h(t) sous la fonction de perte entropie.
R(t)py, : estimateur de Bayes de R(t) sous la fonction de perte Linex.

h(t)py : estimateur de Bayes de h(t) sous la fonction de perte Linex.



Introduction

Ce projet de these concernant les méthodes statistiques en assurance et en durées de sur-
vie est I'occasion pour nous de mettre en pratique les connaissances théoriques acquises en
cours sur des problemes classiques qui se posent en assurance et en fiabilité. C’est également
I'occasion de se familiariser avec des logiciels de statistiques tels que R, tres utilisé dans le
monde de la finance, de la durée de vie et de 'assurance car complet et performant d’une
part et d’autre part, d’utiliser les algorithmes induits par les méthodes de Monte-Carlo, tels
que les algorithmes de Metropolis-Hastings et ’algorithme de Gibbs.

Les distributions classiques utilisées dans le domaine de I’assurance, telle que la loi de Pa-
reto, ou la loi de Burr XII peuvent étre inadéquats pour modéliser certains phénomenes liés a
I’assurance vie ou l’assurance non-vie ; ¢’est pourquoi, ces dernieres années des généralisations
de distributions classiques ont été proposées par de nombreux auteurs. On peut citer parmi
les plus récents Boumaraf (2019 [5]) et al qui ont fait ’étude des estimateurs par maximum de
vraisemblance d'une distribution Beta-Pareto; Maurya et al (2019 [30]) qui ont étudiés I'es-
timation dans un modele Exponentiated Rayleigh ; Kim et al (2011[6]) qui se sont intéressés
a l'estimation Bayésienne des parametres d'une distribution Exponentiated-Weibull ou alors,
Valiollahi et al (2018 [31]) qui se sont intéressés au modele Power-Lindley. Toutes ces études
ont été réalisées dans un contexte de données progressivement censurées a droite. Les données
progressivement censurées a droite ont été définies par Balakrishnan et al (2000 [26]), (2007
[25]). Tls y ont donné l'algorithme permettant de générer des observations progressivement
censurées et Balakrishnan et al (2014 [24]) ou ils ont appliqué ce procédé dans un contexte
industriel pour des distributions classique a savoir, Weibull, Lognormal...

Plusieurs auteurs ont utilisés les données progressivement censurées a droite dans le cas
des distributions classique; on peut citer Chadli et al (2017 [I]) pour une distribution de
Rayleigh ou Yadav et al (2019 [4]) pour la distribution de Hjorth.
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Cette these est consacrée a I'étude d'un nouveau modele généralisé de la loi de Pareto,
appelé Rayleigh-Pareto distribution (RP) qui décrit plusieurs phénomenes et particulierement
les distributions a queues lourdes. Ces distributions trouvent généralement leurs applications
dans le domaine des assurances pour l'estimation de la prime chargée qui n’est autre que
I’espérance de la loi.

L’approche utilisée pour faire de ’estimation des parametres du modele et de certaines
caractéristiques de survie, a savoir la fonction de fiabilité et le taux de hasard est une ap-
proche Bayésienne basée sur des lois a priori informatives et non informatives d’une part et
d’autre part, sur un panel de fonctions de perte aussi bien symétriques (perte quadratique),
qu’asymétriques (perte LINEX et Entropie).

Versus, l'approche Bayésienne, ’approche classique du maximum de vraisemblance a été
envisagée pour l'estimation des parametres et des caractéristiques de fiabilité. Une étude
comparative a ’aide du critere de Pitman a été menée pour montrer la pertinence de I'utili-
sation de I'approche Bayésienne dans les problemes de 'inférence statistique pour le modele
RP.

Il arrive souvent que les données a partir desquelles on mene une inférence soient censurées ;
le cas le plus fréquent est le cas des données censurées a droite. Dans cette these, on s’intéresse
au cas ou les données sont progressivement censurées a droite.

Les criteres de sélection du modele AIC, BIC, CAIC et HQIC ont été utilisés pour montrer
la pertinence du modele RP par rapport aux modeles concurrents sur un ensemble de données
réelles en utilisant les dépassements des pics de crues de la riviere Floyd (1935-1973), USA.
(1))

Cette these est structurée de la maniere suivante :

Au premier chapitre, on rappelle quelques définitions et principes de ’assurance, ainsi que
les modeles usuels pour décrire les montants de sinistres ou les nombres de sinistres. Au
chapitre deux, on revient sur les principes de 'analyse de survie et quelques modeles de
survie usuels. De méme, on étudie les différents plans d’expérience utilisés dans les problemes
de l'inférence statistique, c¢’est-a-dire les différents types de censures.

Le chapitre trois est consacré aux différentes méthodes d’estimation, on y rappelle brievement

le principe du maximum de vraisemblance et plus en détail le principe de I'approche Bayésienne.
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Le chapitre quatre est consacré au modele de Rayleigh Pareto. On y définit le modele, ses
différentes caractéristiques ainsi que 'estimation des parametres et des caractéristiques de
survie.

Les résultats théoriques sont appuyés par des simulations numériques et une analyse de

données réelles.



Chapitre 1

L’assurance

D’une maniere classique, L’assurance est une convention par laquelle, en contrepartie d’une
prime, 'assureur s’engage a garantir le souscripteur en cas de réalisation d'un risque prévu
au contrat. Dans ce chapitre on a fait un rappel sur les principes de I'assurance ainsi que les

modeles usuels pour modéliser le nombre de sinistres et le montant des sinistres.

1.1 Préliminaires et Notations
1.1.1 Définition juridique de ’assurance

L’assurance est une opération par laquelle une partie, ’assuré, se fait promettre, moyennant
une rémunération (la prime ou cotisation), pour lui ou pour un tiers en cas de réalisation d’un
risque, une prestation par une autre partie, ’assureur, qui prenant en charge un ensemble de

risques, les compense conformément aux lois de la statistique.

1.1.2 Définition technique de I’assurance

L’assurance est ’opération par laquelle un assureur, organisant en mutualité une multitude
d’assurés exposés a la réalisation de certains risques, indemnise ceux d’entre eux qui subissent
un sinistre grace a la masse commune des primes collectées.

L’assurance se partage en deux grandes catégories contenant elles-mémes plusieurs branches.

— La premiere catégorie est ’'assurance de personnes. Dans ces contrats I'indemnisation

est essentiellement forfaitaire. Cette catégorie inclue principalement les assurances en
cas de vie et en cas de déces, les assurances maladie, accident corporel, dépendance et

emprunteur.
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— La seconde catégorie concerne les assurances de biens et de responsabilités. Dans ces
contrats, le remboursement en cas de sinistre est majoritairement indemnitaire. Cette
catégorie inclue principalement les assurances automobiles, habitation, biens profes-
sionnels, catastrophes naturelles, construction, responsabilité civile générale, protection

juridique, assistance, perte pécuniaire.

1.1.3 Le contrat d’assurance

Un contrat d’assurance est un contrat par lequel une partie (le souscripteur) se fait pro-
mettre pour son compte ou celui d’un tiers par une autre partie (I’assureur) une prestation
généralement pécuniaire en cas de réalisation d’un risque, moyennant le paiement d’une prime

ou cotisation.

1.1.4 Les parties du contrat

L’assureur

L’assureur est la société d’assurance ou la personne physique aupres de la quelle le contrat
) : : M N f : . / ’ . .
d’assurance est souscrit, et qui s’engage a fournir les prestations prévues en cas de réalisation

du risque.
L’assuré

L’assuré se confond tres souvent avec le souscripteur, redevable des primes, mais il peut
étre distinct. Il s’agit précisément, soit de celui qui est le propriétaire des biens assurés dans
une assurance de biens, soit de celui dont la responsabilité est assurée dans une assurance de
responsabilité, soit enfin de la personne dont le sort future engendre le risque. Il y a lieu de
les distinguer du bénéficiaire qui recevra en cas de survenance d’un sinistre la prestation par

I’assureur.
Le risque

Le risque est I’éventualité de la survenance d’un fait dommageable tel que le vol, la perte,
I'incendie, I'accident...etc. Le risque a un caractere aléatoire puisqu’il dépend d’un événement

hasardeux provoquant le sinistre. Mais en matiere d’assurance le mot ‘“risque” s’emploie
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également pour désigner I'objet de la garantie. Il en est I’élément constitutif, ¢’est pourquoi

il doit étre défini avec la plus grande précision possible.

Le sinistre

Le sinistre est la réalisation d'un risque entrant dans 1’objet du contrat d’assurance. Le
sinistre fait naitre ’obligation pour une entreprise d’assurance d’exécuter la garantie prévue

dans un contrat d’assurance.

1.1.5 L’assurance non vie

De maniere schématique, 'activité d’assurance non vie comprend trois types d’activités :
Les assurances de choses ou de biens. Les assurance de responsabilité civile (RC) ou de dettes.

Les assurances de personne (incapacité, invalidité, frais de santé,...).

1.1.6 D’assurance vie

L’assurance vie représente actuellement la branche la plus dynamique sur les marchés
développés. L’assurance-vie est un contrat par lequel 'assureur s’engage a verser une rente
ou un capital a une personne, le souscripteur, moyennant une prime. Ce versement se fait
selon le type de contrat souscrit. En effet dans un contrat d’assurance-vie, il faut distinguer
deux sortes de contrats : un contrat d’assurance en cas de déces et un contrat d’assurance en

cas de vie.
L’assurance en cas de vie

Le risque garanti ici est la vie de l'assuré. Le capital est versé a l'assuré a l’échéance
du contrat, si celui-ci est toujours en vie. Dans ce type de contrat, l'assuré peut étre le

bénéficiaire.
L’assurance en cas de déces

Dans le cadre d'une assurance-déces, le risque se réalise si ’assuré décede avant le terme
du contrat, le capital sera versé au bénéficiaire désigné par le souscripteur. Le bénéficiaire

désigné doit étre différent du souscripteur.
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1.1.7 La réassurance

La réassurance est une opération par laquelle une société d’assurance (la cédante) s’assure
ellee-méme aupres d'une autre société (le réassureur ou le cessionnaire) pour une partie des

risques qu’elle a pris en charge.

1.1.8 La coassurance

La coassurance consiste en un partage proportionnel d’'un méme risque entre plusieurs
assureurs. Chacun accepte un certain pourcentage du risque, recoit en échange de ce méme
pourcentage de la prime et, en cas de sinistre, sera tenu au paiement de la méme proportion

des prestations dues.

1.1.9 Théorie de la crédibilité

La théorie de la crédibilité est un ensemble de techniques utilisées par les actuaires pour
déterminer la prime d’un assuré/contrat dans un portefeuille hétérogene (la sinistralité n’est

pas la méme pour tous les contrats). En faisant une tarification, un assureur cherche
1. a charger assez de primes pour couvrir les sinistres,
2. a répartir équitablement ces primes entre les assurés.

Pour réaliser cela, la théorie de la crédibilité effectue une tarification basée sur ’expérience,
c’est a dire basée sur un historique des sinistres passés pour chaque contrat assuré. Il faut
donc disposer d’un historique assez conséquent (au moins cinq ans). Ces méthodes sont
classiquement utilisés en assurance automobile et pour les accidents du travail ou de tels
historiques existent. Elles ne peuvent pas étre utilisées en assurance vie (on ne meurt qu’une
fois) ou en assurance habitation (trop peu de sinistres). En pratique, on dispose d'un tableau

de données ("portefeuille”) de la forme

(xi,j)ie{l,...,m},je{L...,n}

avec chaque ligne qui représente une contrat et chaque colonne qui représente une année.
x; ; représente donc le montant (ou éventuellement le nombre) de sinistres pour le contrat

numéro i et 'année numéro j.
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1.2 Meéthodes de tarification

Pour qu'un assureur accepte de garantir un aléa, il doit pouvoir tarifier le risque, c¢’est-a-dire
calculer une prime d’assurance. Le calcul de la prime est basé :

— Sur des parametres techniques,

— Sur des parametres commerciaux |,

— En incorporant les taxes.

Ce calcul est en général effectué par des actuaires.

1.2.1 La prime pure

La prime pure d'un risque est la prime permettant a ’assureur de régler les sinistres frap-
pant la mutualité des assurés. Elle est appelée également prime de risque ou encore prime
d’équilibre (ou méme prime technique). En mathématique c’est ’espérance mathématique de

la somme des montants de reglements qui sera effectué au titre de la garantie donnée.

Cette valeur moyenne anticipée résulte la plupart du temps du produit :

Prime pure = Fréquence des sinistres x Cotut moyen des sinistres

nombre des sinistres
nombre des contrats

Ot : Fréquence des sinistres =

masse totale des sinistres a prendre en charge
nombre des sinistres :

et Cout moyen des sinistres =
1.2.2 La prime commerciale
La prime commerciale est définie comme suit
Prime commerciale = prime pure + Chargements + (marge bénéficiaire)

Les chargements ce sont les éléments de la prime destinée a la compensation des dépenses de

gestion et de commercialisation. (Voir [22])
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1.2.3 Les différents types de primes pures

Le but en crédibilité de précision consiste a calculer la <meilleures prévision (estimation)
du montant total des sinistres (ou toute autre quantité d’'intérét) de la prochaine année, S; 11
pouri=1,...,L
On distingue ici trois types de primes pures : la prime individuelle (prime de risque), la prime

collective, et la prime Bayésienne.
La prime individuelle (prime de risque)

Si le niveau de risque du contrat i est connu, alors la meilleure estimation est ’espérance
0

Cette fonction est appelée la prime de risque. Or,
— le niveau de risque et, donc, la prime de risque sont inconnus;

— prévoir S; ,,41 et prévoir p(6;) deviennent donc des problemes équivalents.

La prime collective

Comme premiere approximation de la prime de risque, on peut utiliser la moyenne pondérée

de toutes les primes de risque possibles :

Pl = Elu(0)] = / (60)u(0)do

Cette approximation sera la méme pour tous les contrats; c’est la prime collective.
Remarque. On a

Pl = E[u(0)] = E[E[Su|0]] = E[Sul,

Cette prime correspond au montant moyen des sinistres espérés dans I’ensemble du porte-

feuille. (Voir [15])
La prime Bayésienne

On I’a vu, la prime collective est globalement adéquate, mais pas nécessairement équitable.
En termes statistiques, cela signifie qu’il existe une meilleure approximation des primes de

risque lorsque les données sont disponibles.
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Supposons que, pour une police particuliere, on ait observé, pour les n premiers périodes, les
montants des sinistres suivants : S1 = z1,..., S, = .
La meilleure approximation (ou estimation, ou prévision) de la prime de risque u(6;) est la

fonction des observations ¢g*(S;1, ..., Si,) minimisant 'erreur quadratique moyenne

E[((©) = g(Si, ..., Sin)2]>

ou ¢g() est une fonction quelconque. On peut démontrer que la fonction g*(S;, ..., Sin) est la

prime bayésienne

Binti = 9 (Sit, -, Sin)
—+00

— E[u(©)[g(Si, . Sin)] = /_ 1(0)u(0]Si, .. Son)dO),

o
ou u(f|zy,...,x,) est la distribution a posteriori des niveaux de risque. En d’autres mots,
U0, ..., x,) est la fonction de structure révisée apres I'observation de I'expérience S;; =

1, ..., 9%n = T,. Or, par la regle de Bayes et étant donné 'indépendance conditionnelle des

observations,
| - [z, xn|0:)u(b;)
O ) e e O)u(0) 8
[I, /(zil6)u(0)
S22 IS (e 0)u(6)de
~ u(gi)Hf(xt\Gi).
=1
Remarques.

1. La prime Bayésienne est la meilleure prévision de S; ,+1 que 'on puisse calculer.

2. Comme la prime collective, la prime Bayésienne est une moyenne pondérée des primes

de risque, mais en utilisant la distribution a posteriori de © plutot que la distribution

a priori; comparer

+00
m —/ w(0)u(6)do
— 0o
et
+00
Bi,n—i—l = / u(@)u(9|5’11, ceey Sm)dé’

o
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3. A Tinverse, on peut interpréter la prime collective comme la prime Bayésienne de

premiere année, lorsque aucune expérience n’est disponible.

4. L’ordre des sinistres n’est pas pris en compte dans les calculs puisque

n

F@y, o znlbi) = T f(:06)).

t=1

La prime pure a posteriori (appelée aussi prime de Bayes) pour la période n+1 est donnée
par

PP — 11(8) = B[u(0)|X]

Pour plus de détails et informations voir [15].

1.3 Les modeles usuels en assurance
1.3.1 Nombre de sinistres

Nous présentons dans cette partie quelques lois usuelles utilisées pour modéliser le nombre

de sinistres. ([33])

La distribution de Poisson

La loi de Poisson de parametre A est la loi d’une variable aléatoire discrete réelle X, prenant

toutes les valeurs entieres non négatives, avec les probabilités :

_ k >
Pr(X:k;):Pk:w kel0,+oo] Y Pi=1
) k=0

La loi de Poisson dépend d'un seul parametre A. On la note P(\).
La loi de Poisson est la loi des événements rares ou loi des petites probabilités : loi du nombre
de fois ot un événement de probabilité tres faible se produit au cours d’un tres grand nombre

d’expériences identiques et indépendantes.
Moments

La loi de Poisson est la seule loi discrete possédant la propriété, E(X)=Var(X).

EX)=Var(X)=\
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Propriétés et domaine d’application

La loi de Poisson est la loi discrete d’une variable aléatoire représentant un nombre d’événements.
Elle est utilisée pour décrire :
— la réalisation d’événements peu probables, dans une succession d’épreuves tres nom-
breuses, au moins 50,
— le nombre des sinistres, le nombre d’accidents dans un atelier, le nombre de défauts sur

un appareil, Elle a des applications dans le domaine des files d’attente et d’assurances.

La distribution binomiale négative

La loi binomiale négative est une distribution de probabilité discrete. Elle décrit la situation
suivante : une expérience consiste en une série de tirages indépendants, donnant un < succes
> avec probabilité p (constante durant toute I’expérience) et un < échec > avec une probabilité
complémentaire. Cette expérience se poursuit jusqu’a 'obtention d’'un nombre donné n de
succes. La variable aléatoire représentant le nombre d’échecs (avant I'obtention du nombre
donné r de succes) suit alors une loi binomiale négative. Ses parametres sont r, le nombre de

succes attendus, et p, la probabilité d’un succes.

Définition 1.3.1 On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi binomiale négative (ou loi de
Polya) de paramétres r et p, ce que l'on note X ~ BN(r,p) si :

— X(Q)=N.

— P(X = k) =}, P(1—p)".

ou:r>0et0<p<1.
Moments

X admet alors une espérance et une variance donnés par

E(X) _ T(l _p)
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Propriétés et domaine d’application

La loi binomiale négative est la distribution du nombre d’échecs avant le r-iéme succes
dans des épreuves de Bernoulli, de probabilité de succes p. C’est un modele que ’on
retrouve souvent en biologie, pour caractériser les résultats de comptage de bactéries

par exemple,et en assurance pour modéliser les nombres des sinistres.

1.3.2 Montant de sinistres

Nous présentons dans cette partie les lois usuelles utilisées pour modéliser le cout d’un

sinistre.

La distribution de Pareto

C’est une lot qui est utilisée notamment dans la modélisation de la distribution des
revenus d’une population ou en théorie des assurances. Sa densité est définie pour
x > x9 > 0, x9 pouvant s’interpréter comme le revenu minimum, en fonction d’un

parametre 6 > 0 :

6~°
flai,0) = 55 7,60 >0,
Y
Flriy,0) =1— (2
(2;7,0) (=)
Moments
E(x)zee%l pour 0 >1
2
~v20
= 2
V(x) 610 =2) pour 0 >

Propriétés et domaine d’application
La distribution de Pareto est Heavy tailed (queue lourde), ce qui signifie que :

lim P(X >z+y|lX >z)=1 poury>0

Tr—r00
Par exemple, si X est le temps de vie d’un composant, plus il a vécu (X > x) plus il a

de chances de vivre longtemps : le systeme rajeunit.
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La distribution de Pareto est largement appliquée dans différents domaines tels que

l'assurance, la réassurance, la physique, I’hydrologie, la géologie et [’astronomie.

La Loi log-normale

Définition 1.8.2 Soit Y une variable aléatoire suivant la loi N (m, o). La variable
aléatoire X définie par X = e¥ suit, par définition, une loi log-normale. Cette loi est
ausst appelée loi de Galton ou loi de Gibrat. La densité de la loi de la variable X se
déduit de celle de la variable Y par le changement de variable x — €Y :

1 _(lnav:fm)2

e 27 x>0

f(x)=0 sinon
Le facteur 1/x dans l’expression de la densité est un facteur de pondération.

Moments

L’espérance et la variance de la lot log-normale sont :
2

E(X) = exp(m + %)

Var(X) = lexp(c?®) — 1]exp(2m + o?)
Propriétés et domaine d’application

La loi log-normale représente la loi d’une grandeur résultant de 'influence d’un grand
nombre de facteurs aléatoires et indépendants agissant sous forme multiplicative. Elle est
fréquemment utilisée en fiabilité et en assurance car la variable aléatoire X est positive
et grace au parameétre de forme s, elle peut avoir des représentations trés variées.

Le produit de n variables aléatoires indépendantes suivant une loi log-normale suit une

loi log-normale.



Chapitre 2

L’analyse de survie

L’analyse de la survie est une branche des statistiques qui cherche a modéliser le temps
restant avant la mort pour des organismes biologiques (I’espérance de vie) ou le temps
restant avant l’échec ou la panne dans les systémes artificiels, ce que l’'on représente gra-
phiquement sous la forme d’une courbe de survie. On parle aussi d’analyse de la fiabilité
en ingénierie, d’analyse de la durée en économie ou d’analyse de [’histoire d’événements
en sociologie. La représentation des données de survie se fait souvent sous la forme
graphique d’une courbe de survie. Plus généralement, l'analyse de survie implique la
modélisation du facteur temps dans la probabilité d’occurrence des événements, notam-
ment grace a des concepts tels que le taux de défaillance instantané ou la loi de fiabilité
d’un systeme. L’analyse de survie a été généralisée a la modélisation d’événements non
pas uniques mais récurrents dans le temps, comme peuvent [’étre par exemple les re-
chutes en cas de maladie, voire a des systemes plus complexes encore soumis a des
risques multiples qui peuvent dépendre les uns des autres, etc. L’analyse de survie re-
pose souvent sur des séries temporelles de données longitudinales. Dans les cas ou les
événements d’intérét ne se sont pas produits avant la fin de la période d’observation
(e.g., la maladie n’est pas apparue chez un malade) on parle de censure de la série de
données. Pour cela, dans ce chapitre nous avons fait un rappel sur l’analyse de survie

et les plans d’experiences avec quelques modeles usuels.
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2.1 Les différents plans d’expériences

Dans les cours de statistique, on suppose toujours que les données que l’'on analyse
ont été completement et parfaitement observées. Or, en pratique, Dans le domaine des
durées de survie, il est fréquent que les données soient manquantes, incomplétes ou

erronées a cause de deuxr phénomenes distincts : la censure et la troncature.

2.1.1 Les données censurées

Une durée de vie aléatoire X est dite censurée par une variable aléatoire de censure C

si on observe parfois C' au lieu de X. L’information donnée par C sur X est :

X > C sl y a censure droite

X < C sl y a censure gauche

Pour lindividu 1, considérons
- son temps de survie X; ;
- son temps de censure C; ;

- la durée réellement observée T;.

Censure a gauche

La censure a gauche correspond au cas ou l'individu a déja subi [’événement avant que
l'individu soit observé. On sait uniquement la date de [’événement inférieure a une
certaine date connue. Pour chaque individu,on peut associer un couple des variables
aléatoire (T,0) :

T=XVC=max(X,C),

(5 - ]-XZC-

Ezxemple de censure gauche : Un ethnologue étudie la durée d’apprentissage d’une
tache. Cette durée est une variable aléatoire X et C est l’age de l’enfant. Pour les enfants
qui savent déja accomplir la tache, C censure X a gauche car pour eux X est inconnu

mais inférieur a C : X < C.
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Censure a droite

La durée de vie est dite censurée a droite si l'individu n’a pas subi ’événement a sa
derniere observation. En présence de censure a droite, les durées de vie ne sont pas
toutes observées ; pour certaines d’entre elles, on sait seulement qu’elles sont supérieures
a une certaine valeur connue.

Exemple de censure droite : Un exemple classique de censure droite est celui ou
I’étude porte sur la durée de survie X de patients atteints d’une certaine maladie. Pour
les patients perdus de vue au bout du temps C' alors qu’ils étaient encore vivants, C

censure X a droite puisque, pour eux, X est inconnue mais supérieure a C' : X > C.

Légende

Début d’étude Fin d'étude . S
\ ® Evénement d'intérét
I - Evénement d’intérét

L non réalisé
Non censuré

ey Période connue

® Censure ——w—— Période non
a droite connue

. Censure
a droite

------- ®

Censure
a gauche

Temps (Durée de suivi)

FIGURE 2.1 — Les différents types d’observations

La censure de type I

Soit C' une valeur fixée, au lieu d’observer les variables X, ..., X, qui nous intéressent,
on n'observe X; uniquement lorsque X; < C'; sinon on sait uniquement que X; > C.

On utilise la notation suivante : Ti = X; A C' = min(X;; C).
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Ce mécanisme de censure est fréquemment rencontré dans les applications industrielles.
Par exemple, on peut tester la durée de vie de n objet identiques (ampoules) sur un
intervalle d’observation fixé [0; u] : En biologie, on peut tester lefficacité d’une molécule

sur un lot de souris (les souris vivantes au bout d’un temps p sont sacrifiées).
La censure de type II

Elle est présente quand on décide d’observer les durées de survie des n patients jusqu’a
ce que k d’entre euz soitent décédés et d’arréter I'étude a ce moment la. Soient X ;) et
Tiiy les statistiques d’ordre des variables X; et T; : La date de censure est donc Xy et

on observe les variables suivantes

Tn) = X
La censure de type III (ou censure aléatoire de type I)

Soient C1, ..., C, des variables aléatoires i.i.d. On observe les variables
T, =X, NC;.
L’information disponible peut étre résumée par :
- la durée réellement observée T ;
- un indicateur 6, = Il x,<cy
- 0; = 1 si l’événement est observé (d’ou T; = X;). On observe les vraies durées ou les
durées completes.
- 0; = 0 si Uindividu est censuré (d’ou T; = C; ). On observe des durées incomplétes

(censurées).

2.1.2 Données progressivement censurées de type 11

Les données progressivement censurées sont un mécanisme assez populaire récemment

dans la collecte de données de survie. Supposons que n unités sont placés pour un test
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de survie et que m (m < n) unités ont entiérement observés (jusqu’a la panne). Le pro-
cessus d’observations est le suivant : aprés la premiére panne, Ry des (n-1) survivants
sont retirés du plan d’expérience. Aprés la deuxiéeme panne, Ry des (n-2-Ry) survivants

ieme

sont retirés du plan, ainsi de suite a la m étape R,, =n—m—Ry— Ry —... — R,_1
survivants sont retirés du plan d’expérience. (Pour plus de détails voir [26],[25],[24)).
Ce schéma de censures progressives a droite est noté (Ry, Ra, ..., Ry, ). Donc, X =
(Xt Xomms -y Xinomon) €St un échantillon progressivement censuré de type II. Il est
clair, que ce schéma englobe les données complétes (R = Ry = ... = R, = 0 et n=m)
et les données censurées de type II (R = Ry = ... = R, 1 =0 et R, =n—m). La
fonction de densité des données progressivement censurées de type II est donnée par

m

X XX (X1 T2y ooy ) = C [ | f (@) [1 = Fa)]™, (2.1)

=1

o

C=nn—R —1)(n—R —Ry—2)...(n — X" (R + 1)).

g a 4 4
Rl R? lF.l-““i':li—l R)n

¢ L
X1:mn X2.mn

L J &
‘jfrn 1:m:n X?ﬁ im

FIGURE 2.2 — Les données progressivement censurées de type 11

Générer les données progressivement censurées

Pour générer les données progressivement censurées d’une distribution continue, on
utilise la distribution de la loi Uniforme (algorithme 1) ou la distribution exponentielle
(algorithme 2) dans l’algorithme de simulation introduit par Balakrishnan (pour plus de

détails voir [27], [26]).
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Algorithme 1 ( avec la loi Uniforme)
1- Générer m variables indépendantes de la loi Uniforme U(0,1) (W, W, ..., W,, ).

%

pour 1=1,2,...,m.

3- Soit Upppon = 1 =V, Vi 1. Vi i1 pour i=1,2,...,m.

Donc Uy.pons Usomens oy Upemen, SONt les données progressivement censurées de type 11 d’un
échantillon de la loi Uniforme U (0,1).

4- Enfin, on prend Xi.pmm = F"Y(Usmn), pour i=1,2,...,m, ou F~1(.) est linverse de la
fonction de répartition de la distribution a étudier.

Donc X1, Xs, ..., X, est Uéchantillon des données progressivement censurées de Type I1

de la distribution qu’on veut générer (F(.)).

Algorithme 2 ( avec la loi Exponentielle)

1- Générer m variables indépendantes de la loi exponentielle Z1, Zs, ..., Zpy,.

2- Prend Z; = —Ln(1 — U;), ou U; sont des variables aléatoires indépendantes de la loi
Uniforme U(0,1).
3- Soit
Zl ZQ Zg Zz
o n+n—R1—1+n—R1—R2—2+ +’I’L—R1—R2—...—RZ’_1—Z+1

pour 1=1,2,...,m. C’est l’échantillon des données progresssivement censurées de type 11
de la distribution exponentielle.

4- Soit YVignm = F7U1 — exp(—Ximm)], pour i=1,2,...,m. ou F~1(.) est linverse de la
fonction de répartition de la distribution qu’on veut étudier.

Donce Yiamn, Yo, s Ymemen Cest Uéchantillon des données progressivement censurées

de la distribution F(.).

2.1.3 Les données tronquées

Le phénomene de troncature est trés différent de la censure, dans le cas de la censure,
on a connaissance du fait qu’il existe une information, mais on ne connait pas sa valeur
précise, mais dans le cas de la troncature on ne dispose pas de cette information.

La troncature, quant a elle, élimine de [’étude une partie des X;. Lors d'une étude
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pratique sur les durées de wvie, il n’est pas rare que la variable d’intérét X ne soit pas
observable quand elle est inférieure a un seuil aléatoire Y, ce qui aura pour conséquence
que l'analyse ne pourra porter que sur la loi conditionnelle de X sachant X >Y. Il y a

trois types de troncature : troncature a gauche, a droite et par intervalle.

— La troncature a gauche

Soit Y une variable aléatoire indépendante de X, on dit qu’il y a troncature a gauche
lorsque X n’est observable que si X >Y : On observe le couple (X;Y) ; avec X > Y.
Par exemple, si la durée de vie d’une population est étudiée a partir d’une cohorte
tirée au sort dans cette population, seule la survie des sujets vivants a [’inclusion
pourra étre étudiée (il y a troncature a gauche car seuls les sujets ayant survécu
Jusqu’a la date d’inclusion dans la cohorte sont observables).

La troncature a droite

De meéme, il y a troncature a droite lorsque X n’est observable que st X < Y.

La troncature par intervalle

Quand une durée est tronquée a droite et a gauche, on dit qu’elle est tronquée par
intervalle. Par exemple, on rencontre ce type de troncature lors de l'étude des pa-
tients d’un registre : les patients diagnostiqués avant la mise en place du registre ou

répertoriés apres la consultation du registre ne seront pas inclus dans [’étude.

2.2 Notions de fiabilité

La fiabilité a sans doute pris son développement depuis la derniére guerre mondiale.
Elle est vite devenue une science a part entiere dans les applications appartenant a de
nombreur domaines. Elle a pour fondement mathématiques la statistique et le calcul
de probabilité qui sont nécessaires a la compréhension et a l’analyse des données de
fiabilité. Aujourd’hui, la fiabilité est devenue un parametre clé de la qualité et d’aide a la
décision, dans l’étude de la plupart des composants, produit et processus ”grand public” :
Assurance, transport, énergie, composants électronique, composants mécanique...

Le terme fiabilité (ou la durée de survie) désigne le terme écoulé jusqu’a la survenue d’un

évenement précis. 'événement écoulé (communément appelé "décés”) est le passage
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irréversible entre deux états (communément nommé "vivant” et "décés”). L’évenement
terminal n’est pas forcément la mort : il peut s’agir de Uapparition d’une maladie (par
exemple, le temps entre le diagnostic et la guérison), la panne d’une machine (durée de
fonctionnement d’une machine, en fiabilité) ou la survenue d’un sinistre (temps entre
deuz sinistres, en actuariat).

La fiabilité est l’étude de la durée de vie (T : variable aléatoire) d’un matériel, elle
se caractérise par sa courbe R(t) appelée également "loi de survie” (R : reliability en

anglais) et son taux de défaillance (fonction de hasard) h(t).

2.2.1 La durée de vie

On appelle durée de vie une variable aléatoire T positive, généralement, la durée s’écoulant

entre deux évenements (mort, panne, sinistre, entrée en chomage, maladie).

2.2.2 La fonction de répartition F(t)

La fonction de répartition (cumulative distribution function cdf en anglais) représente, pour

t fixé,la probabilité de mourir avant l’instant t.

F(t)=P(T <t)=1-R(1).

2.2.3 La densité de probabilité f(t)
C’est une fonction f(t) > 0, telle que pour tout t > 0,

ﬂ@:lv@@.

Si la fonction de répartition a une dérivée au point t alors :

f@—P@nguww—%lzﬁﬁ)

Pour t fixé, la densité de probabilité caractérise la probabilité de mourir dans un petit

intervalle de temps apres linstant t.

2.2.4 La fonction de survie R(t)

La fonction de survie est par définition le complément a un de la fonction de répartition :

R(t)=1— F(t) = P(T > t),



2.2 Notions de fiabilité 35

ot t est la variable temps, T est une variable aléatoire symbolisant le moment du déces,
et P est la fonction probabilité. La fonction de survie est égale a la probabilité que le

déces intervienne apres un temps t donné.

2.2.5 La fonction de hasard h(t)

La fonction de hasard (ou tauzr de panne, taux de défaillance, taux de déces, risque
instantané, etc.), pour t fizé caractérise la probabilité de mourir dans un petit intervalle
de temps aprés t, conditionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’au temps t (c’est-a-

dire le risque de mort instantané pour ceux qui ont survécu) :

h(t) = %.

2.2.6 Le taux de hasard cumulé H(t)
Le tauz de hasard cumulé est 'intégrale du risque instantané h(t) :

H(t) = /0 h(s)ds = — In(R(t)).

On peut déduire de cette équation une expression de la fonction de survie en fonction

du taux de hasard cumulé (ou du risque instantané) :
t
R(t) = exp(—H(t)) = exp(—/ h(s)ds).
0
et en déduire aussi que
t
16 = hoyern(- [ h(s)ds)
0
2.2.7 Moyenne et variance de la durée de survie

Le temps moyen de survie E(X) et la variance de la durée de survie V(X)) sont définis

par les quantités suivantes :

et
V(X) =2 / TRt — (E(X))

Ainsi on peut déduire l’espérance et la variance a partir de n’importe laquelle des fonc-

tions : R, F', f, h, et H (mais pas l'inverse).
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2.3 Les modeles usuels dans ’analyse de survie

D’une maniere générale, toutes les distributions utilisées pour modéliser des variables
positives (log-normale, Pareto, logistique, etc.) peuvent étre utilisées dans des modéles
de survie. La distribution de base des modeles de durée est la distribution exponentielle,
et ses diverses généralisations (Weibull, Gamma). Le choiz du modéle détermine en
particulier la forme de la fonction de hasard, on distinguera les modeles a fonction de
hasard monotone des modéles permettant d’obtenir des fonctions de hasard en baignoire
(U) et en cloche.(voir [21)]). La situation de référence en assurance non vie est un taux
de hasard constant ou croissant, en démographie en assurance vie et en fiabilité, le taux

et en cloche ou monotone suivant la période étudice.

2.3.1 Le modele exponentiel

Cette loi, bien connue dans l’étude classique de la statistique, est décrite en analyse
de survie par une fonction de risque instantané constante. En effet, si T est distribuée
selon une loi exponentielle de parameétre X ou X\ > 0, alors sa fonction de densité est
donnée par

ft) = xe™, t>0,\>0,
sa fonction de répartition par
F(t) =1 — exp{—Xt},

sa fonction de survie par

R(t) = exp{—Xt}

et sa fonction de risque instantané par
h(t) = .

Historiquement, la loi exponentielle a été une des premieres distributions utilisées, par-
ticulierement grace a la grande disponibilité de méthodes statistiques simples et parce
qu’elle apparait convenable pour présenter le temps de survie de plusieurs sujets. Ce-

pendant, le fait que la fonction de risque instantané soit constante se veut fort restrictif.
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FElle implique, entre autres, que la probabilité de décés dans lintervalle [t, t + dt), sa-
chant que lindividu a survécu jusqu’a t, ne s’accroit pas avec l’age, ce qui, pour de

nombreuses situations, est trés irréaliste.

2.3.2 Le modeéle de Weibull

Initialement utilisée pour représenter les effets de l'usure de piéces usinées (Weibull,
1951), la loi de Weibull est maintenant utilisée pour maintes applications en biologie,
particulierement pour la durée de vie d’organismes constitués de plusieurs composantes
ot la défaillance d’une de ces composantes peut entrainer la mort. La fonction de densité

d’une loi de Weibull de parametres X et B est donnée par
F(t) = 2B teap[(=At)7], > 0,A>0,8>0,

sa fonction de survie par

R(t) = exp[(—At)’]

et sa fonction de risque instantané par
h(t) = AB(At)"L.

On remarque que h(t) est croissante si f > 1, décroissante pour < 1 et constante pour
8 = 1. Dans ce dernier cas, la loi de Weibull devient une exponentielle de paramétre .
Le parameétre [ est souvent appelé le paramétre de forme, la valeur de X ne modifiant

en rien celle-ci.

2.3.3 Le modele de Rayleigh

En probabilités et en statistiques, la loi de Rayleigh est une loi de probabilité a den-
sité. Elle apparait comme la norme d’un vecteur gaussien bi-dimensionnel dont les co-
ordonnées sont indépendantes, centrées et de méme variance. Cette loi de probabilité
est baptisée d’apres Lord Rayleigh. Ce modele est utilisé en physique pour modéliser
la durée de vie de certaines particules ou le bruit en sortie de certains récepteurs de

transmissions.



2.3 Les modeles usuels dans ’analyse de survie 38

La fonction de densité de probabilité, la fonction de fiabilité et la fonction de tauz de

hasard sont données respectivement comme suit :

t t?
f(t,O') = ﬁexp(—ﬁ), t> 0,0' > O,
t2
t) = exp(——
R(t) = eap(—5)
et
t

La distribution de Rayleigh est un cas particulier de la distribution de Weibull a deux

parameétres est constitue un modéle approprié pour les études d’essai de survie.

2.3.4 Le modele de la loi gamma

La loi gamma est la loi de l'instant d’occurrence du a®™®

cvenement dans un processus
de Poison.

Soit T; le vecteur représentant les durées inter-événements (les temps entre défaillances

{i=1,a}
successives d’'un systéme). Si ces durée sont dés variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées selon une loi exponentielle de paramétre (3, alors le tauz cu-
mulé d’apparition de o défaillances suit une loi gamma de paramétres (c, B). Sa densité

de probabilité s’écrit

ata—1,—pFt
ft) = ﬁtFT;

, >0, a>1et >0.

Le tauz de défaillance est donné par :

ﬁata—le—ﬁt
ftoo [()f(u)du

La loi gamma est tres utilisée dans ['approche Bayésienne, elle est la conjuguée naturelle

h(t) =

de la loi exponentielle de parametre A. Un cas particulier intéressant consiste, pour un

entier naturel n fixé, a choisir les parametres : a = 3 et 3 = % la loi obtenue est celle

de Khi-deux a n degrés de liberté.



Chapitre 3

Les méthodes d’estimations

Dans ce chapitre, on a étudié les différents méthodes d’estimation suivantes : la méthode

des moments, la méthode du maximum de vraisemblance et en détail la méthode Bayésienne.

3.1 La méthode des moments

La méthode des moments est un outil d’estimation intuitif qui date du début des sta-
tistiques. FElle consiste a estimer les parametres recherchés en égalisant certains mo-
ments théoriques (qui dépendent de ces parametres) avec leurs contreparties empiriques.
L’égalisation se justifie par la loi des grands nombres qui implique que ['on peut ”ap-
procher” une espérance mathématique par une moyenne empirique. On est donc amené
a résoudre un systéme d’équations. Autrement dit, si 0 = E(X), alors l'estimateur de

0 par la méthode des moments (EMM) est :

n
E Z;.
i=1

0 =

SRS

3.2 La méthode du maximum de vraisemblance

Le mazimum de vraisemblance est une méthode générale d’estimation due a Fisher
(1922,1925) qui possede des propriétés statistiques intéressantes surtout dans les condi-
tions asymptotiques (Cox et Hinkley, 1974 [10]).

Les méthodes d’estimation du maximum de vraisemblance sont des estimations ponc-
tuelles puisquelles cherchent a trouver une valeur estimée 0 pour un parametre 6 a partir

d’un ensemble d’échantillons donnés.
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Soit X1, X, ..., X,,, n observations indépendantes et de la méme loi, la fonction de vrai-

semblance dans ce cas (données complétes) est donnée par

n

L(O; 21,22, ..., Tn) = Hf(%’; 0).

=0

Définition 3.2.1 On appelle fonction de vraisemblance (likelihood en anglais) la fonc-

tion

0 — L(6;x1, xo, ...

7$n)7

et estimateur du mazimum de vraisemblance (MLE) du paramétre 0 tout point mazimal

de cette fonction

Omo = arg maxgL(0;z1, o, ..., x,).

TABLE 3.1 — Estimateurs obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance.

Distribution Parametre a estimer Estimateur
Loi uniforme sur [0, af a Sup(x;)
Loi binomiale (k nombre de succes en n épreuves) D p=1=F
Loi de Poisson A A= % T
. m M=T= 30,
Loi normale 9 o) 1 o
o = 1 Yo (T —7)
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3.3 La méthode Bayésienne
3.3.1 Le principe Bayésien

L’inférence Bayésienne est une méthode d’inférence permettant de déduire la probabi-
lité d’un événement a partir de celles d’autres événements déja évalués. Elle s’appuie

principalement sur le théoreme de BayesE] :

Théoréme 3.3.1 Si A et B sont des événements tels que P(B) # 0, P(A|B) et
P(B|A) sont reliés par
P(B]A)P(A)
P(B)
P(BJA)P(A)
P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)

P(A[B)

Définition 3.3.1 Un modele statistique Bayésien est constitué d’un modele statistique

paramétrique, f(x|0), et d’une distribution a priori pour les parametres, ©.

En statistique fréquentiste (classique), on considére 0 un parameétre fize appartenant a
un espace © et on [’estime sur la base des échantillons observés.

Tandis que dans ’approche Bayésienne, on considére 0 un parameétre aléatoire et on
associe a linformation tirée de [’échantillon, une information prévenant d’une autre
source (avis d’analystes, d’experts,...). Cette information additionnelle sur 0 est résumée
par une loi de probabilité w(0) dite ”loi a priori” du paramétre 6. L’inférence est alors
fondée sur la distribution de 6 conditionnelle a x, w(0|x), appelée distribution a poste-
riori et définie par

w(0|z) =

Pour plus de détails voir [12], [§].

1. Thomas Bayes (né en 1702 & Londres - mort le 7 avril 1761 & Tunbridge Wells, dans le Kent) est un
mathématicien britannique et pasteur de 1’église presbytérienne, connu pour avoir formulé le théoreme de
Bayes.
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3.3.2 Lois a priori

Le choix des lois a priori est une étape fondamentale dans l'analyse Bayésienne. Ce
choix peut avoir différentes motivations. Les stratégies sont diverses. Elle peuvent se
baser sur des expériences du passé ou sur un intuition, une idée que le praticien a du
phénomene aléatoire qu’il est en train de suivre. Elles peuvent étre également motivées
par des aspects calculabilité. Enfin, ces stratégies peuvent également tenir compte du fait
qu’on me sait rien par le truchement des lois non informatives.

Lois conjuguées

Une des difficultés de 'approche Bayésienne est le calcul de la loi a posteriori. Ce calcul
est peut étre facile lorsque la loi a priori et la loi a posteriori ont la méme forme. Dans
ce cas, on parle de la lot a priori conjuguée.

Définition 3.3.2 une famille F de lois sur © est dite conjuguée si, pour tout w ap-
partenant a cette famille, la loi w(0|x) appartient également a celle-ci.

Dans ce cas, le praticien induit directement la forme de son estimateur dés qu’il a choisi
sa loi a priori.

Une loi conjuguée peut étre déterminée en considérant la forme de la vraisemblance
f(x]0) et en prenant une loi a priori de la méme forme que cette derniére vue comme
une fonction du paramétre. Les lois a priori conjuguées obtenues par ce procédé sont

dites naturelles.

TABLE 3.2 — Quelques exemples de lois conjuguées

f(z]6) m(#) | m(0]z)

N(0,0°) N(u,72) | N(ZHTE, 575)

P(0) Ga(a,B) | Gala+z,5+1)
Ga(v,0) Ga(a, B) | Gala+ v, 5+ x)
B(n,0) Be(a, B) | Be(a+x,5+n — )
N(p, 3) Ga(a, B) | Ga(a+1/2, 8+ L5

N : La loi Normale, P : Poisson, Ga : Gamma, B : Binomiale, Be : Beta.
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Lois tmpropres
La loi a priori peut étre impropre i.e.f@ 7(0)df = +oo. Ce choiz de type de loi n’a donc
plus dintéret que calculatoire et sinterpréte difficilement. Nous verrons par la suite que
la construction de lois non informative peut conduire a des lois a priori de ce type.
Lois non informatives
Une loi non informative est une loi qui porte une information sur le parameétre a esti-
mer dont le poids dans l'inférence est réduit. Certains auteurs la définissent également
comme une loi a priori qui ne contient aucune information sur 6 ou encore comme une
loi qui ne donne pas d’avantage de poids a telle ou telle valeur du parametre.
Par exemple, supposons un ensemble fini de taille g, une loi a priori non informative
pourra étre une loi de la forme :
P(0;) =1/q.

On a équiprobabilité, les valeurs possibles de se voit attribuer le méme poids.
La régle de Jeffreys
Une méthode proposée par Jeffreys (1961) permet de fabriquer des lois a priori non
informatives. Cette méthode utilise l'information de Fischer : 1(0). L’argument pourrait
étre le suivant. 1(0) représente une mesure de la quantité d’information sur 6 contenue
dans l'observation. Plus I(0) est grande, plus 'observation apporte de l'information. Il
semble alors naturel de favoriser (au sens rendre plus probable suivant w(0) ), les valeurs
de 0 pour lesquels 1(0) est grande ; ce qui minimise l'influence de la loi a priori au profit
de l’observation.
Le choix de ce type de loi conduit ainsi souvent a des estimateurs classiques du type
mazimum de vraisemblance. La régle de Jeffreys consiste donc a considérer des lois a
priori de la forme :

7(0) = c/1(0) o I(0) = E —g—;logf(:xW) .
dans le cas unidimensionnel.
Rappels sur l’information de Fisher
Soit un n-échantillon (X1, ..., X,,) de loi f(x|6). On a le résultat suivant. Sous certaines
conditions de régqularité, l’estimateur du maximum de vraisemblance 0, de 0 est tel que,

pour n assez grand, /n(0 — 0 ) suit une loi normale centrée, de variance 1/1(6).
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Comment choisir la loi a priori?

Le choix des lois a priori est une étape fondamentale en statistique Bayésienne et consti-
tue une différence notable avec la statistique fréquentiste. Les différents choix possibles
peuvent étre motivés par différents points de vue :

- Choiz basé sur des expériences du passé ou sur une intuition du statisticien.

- Choiz basé sur la faisabilité des calculs.

- Choiz basé sur la volonté de n’apporter aucune information nouvelle pouvant biaiser

l’estimation.

3.3.3 La distribution de la loi a posteriori

La distribution de ’échantillonnage f(x|0) et la distribution a priori de 0, ©(0) per-
mettent de trouver les deux distributions suivantes qui sont intéressantes dans la construc-
tion de la distribution a posteriori notée w(0|x) :

— La distribution conjointe de (0, x) est

(0, z) = f(z|0)m(0).

— La distribution marginale de x est

r(z) = / F(]0)r(6)do.
®
L utilisation de la formule de Bayes donne :

(0)z) = m(x,0)  f(z]0)m(0) (3.1)

(@) [ f(x]0)m(0)do”

La distribution marginale de x, m(x) s’appelle aussi une constante de normalisation ot

[’on rend la probabilité a posteriori est égale a un.
La formule montre que la distribution a posteriori w(0|x) est proportionnelle a

f(z]0)m(9). Ce qui permet de la réécrire sous la forme suivante :
m(0]x) o< f(z|0)(0)
ot < est le symbole de la proportionnalité, on peut écrire également :

Posteriori < Vraisemblance * Priori.
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3.3.4 Le risque a posteriori

La recherche d’estimateurs de Bayes peut se faire dans le cadre de la théorie de la
décision. La démarche consiste alors a fixer une régle de préférence entre estimateurs
et a chercher un estimateur optimal au sens de cette régle de préférence. Rappelons
qu’en statistique classique la régle de préférence repose (le plus souvent) sur le risque

quadratique, notée R(0), est définit comme suit

A

R(05) = Var(0g) + [biais(05)]%. (3.2)

L’approche Bayésienne fait reposer la regle de préférence sur le risque de Bayes. La
densité a priori 7(0) étant fixée,le risque de Bayes de Op est notée r(05). Il est défini
comme Suit :

1(08) = BRG] = | Rbo)r(olo)0. (33)

On dira que 0, est meilleur que 05 au sens du risque de Bayes, st

~ ~

r(6y) < r(6).

3.3.5 Les propriétés de ’estimateur de Bayes

1. L’estimateur de Bayes est admissible.

2. L’estimateur de Bayes est biaisé.

Sous certaines hypothéses de régularité le plus souvent satisfaites en pratique, on a les
deux propriétés :

3. L’estimateur de Bayes est convergent en probabilité (quand la taille de I’échantillon
n — 400 ).

4. La loi a posteriori peut étre asymptotiquement (c.a.d. pour de grandes valeurs de n)
approzimée par une loi normale N (E[X|0], Var[0|X]).

Cette derniere propriété est particulierement utile pour construire des intervalles de con

fiance a posteriori.

3.3.6 Les fonctions de perte

En statistique, une fonction de perte est généralement utilisée pour l’estimation des pa-

rametres, et [’événement en question est une fonction de la différence entre les valeurs
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estimées et vraies pour une instance de données. Le concept, aussi vieur que Laplace, a
été réintroduit dans les statistiques par Abraham Wald au milieu du XXe siécle. Dans
le contexte de I’ économie, par exemple, il s’agit généralement d’un cout ou d’un re-
gret économique. Dans le classement, c’est la pénalité pour une classification incorrecte
d’un exemple. En actuariat, il est utilisé dans un contexte d’assurance pour modéliser
les prestations payées sur les primes, notamment depuis les travaux de Harald Cramér
dans les années 1920. Dans un controle optimal, la perte est la pénalité pour ne pas
atteindre une valeur souhaitée. Dans la gestion des risques financiers, la fonction est
mappée a une perte monétaire. Et dans les statistiques fréquentistes et bayésiennes, une
fonction de perte est généralement traitée comme une sorte de convention mathématique
d’arriere-plan.

Mathématiquement, une fonction de perte L(d,0) représente les pertes subies lorsque
nous estimons le parametre 6 par d. Il y a toujours une différence observée entre [’esti-
mateur et le parametre. Soit d 'estimateur du parametre 6. La perte est généralement
mesurée comme une fonction de la différence d — 0 ou du rapport g. Pour un seule
parameétre, si nous fixons 6, nous pourrions obtenir différentes valeurs de d comme une
estimation de 0. Si d = 0 il n’y a pas de perte, si d < 6 on l’appelle sous-estimation
(underestimation en anglais), par contre si d > 6 on l'appelle surestimation (overesti-
mation en anglais). Nous pouvons maintenant définir une fonction de perte en fonction
de d et 0 et la désigner par L(d,0). La fonction de perte, L(d, ) est définie comme une
fonction a valeur réelle satisfaisant :

i) L(d,0) > 0 pour toutes les estimateurs possibles d et toutes 6 sous la population
choiste.

i) L(d,0) =0 pour d = 6.
La fonction de perte quadratique

Proposée par Legendre (1805) et Gauss (1810), cette perte est sans aucun doute le

critere d’évaluation le plus commun.

L(d,0) = (d — 0)?
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Dans son article de 1810, Gauss a déja reconnu le caractére aléatoire de la perte qua-
dratique et le défendait pour des raisons de simplicité. De telles critiques restent va-
lides aujourd’hui. Mais cette perte n’en demeure pas moins utilisée car elle donne en
général des solutions Bayésiennes acceptables, i.e. celles fournies par une inférence non-
décisionnelle fondée sur la densité a posteriori. En effet, les estimateurs de Bayes as-
sociés au cout quadratique sont les moyennes a posteriorsi.

Proposition 3.3.1 L’estimateur de Bayes 6™ associé a la distribution a priori w et
avec la perte quadratique, est donné par l’espérance a posteriori

_ 1,01 (x|0)(0)do P

f0 f(x|@)m(0)do

Démonstration. E™[(0 —0)?|x] = E™[0?|z] — 26 E™[0|z] + 2. La perte actuelle a posteriori

5™ = E7[0]a]

atteint un minimum a 6™ (x) = E7[0|x].
O
Une variante de cette fonction de perte est une fonction de perte quadratique pondérée

(fonction de perte quadratique généralisée) de la forme
L(d7 9) = w(@)(d - 8)27

ou w est une fonction positive.
L’estimateur de Bayes 6™ associé a 7 et au cout quadratique pondéré (L(d,0) = w(0)(d—

0)?) est
E™w(0)0|x]

RO

La fonction de perte 0-1

Ce cout est surtout utilisé dans l'approche classique des tests d’hypothése, proposée
par Neyman et Pearson. Plus généralement, c’est un exemple typique d’un coidt non
quantitatif. En effet, pour ce cout, la pénalité associée a un estimateur o est 0 si la

réponse est correcte et 1 sinon.
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Exemple 3.3.1 Soit le test de Hy : 0 € ©g contre Hy : 0 & ©y. Alors D = 0,1, ou
1 représente 'acceptation de Hy et 0 son rejet. (En d’autres termes, la fonction de 0
estimée est lgo(0).) Pour la fonction de cout 0-1, qui vaut

1—d sife @0
d sinon

L. - {

Le risque associe est

P9(5($) = 0) si0 € @0,

R(6,0) = {Pg((S(x) =1) sinon.

La fonction de perte absolue

Une solution alternative au cout quadratique en dimension un est d’utiliser le cotut
absolu,

L(6,d) =10,

déja considéré par Laplace (1778) ou, plus généralement, une fonction de cott linéaire

par morceaus

L n(6.d) = {1@(9 —d) 5i0>d,

ki(d—0) sinon.

De telles fonctions croissent plus lentement que le cout quadratique. Par conséquent,
tout en restant convezes, elles ne surpénalisent pas des erreurs grandes mais peu vrai-
semblables.
Proposition 3.3.2 L’estimateur de Bayes associé a la loi a priori m et a la fonction
de perte linéaire par morceaux (Ly, x,(6,d)) est le fractile (ko/ (k1 + ko)) de 7(0]x).
Démonstration. L’équation classique suivante,

d

E7[Ly, 1, (0,d)|z] = Ky / (d — 0)7(0)2)d6 + ks /d 0= dyn(0l2)do

—00

d 400
= /{;1/ P70 < ylx)dy + kg/ P™(0 > y|z)dy,
d

—0o0

est obtenue par une inégration par parties. Dérivant en d, on obtient

ki P™(0 < ylz) — ko P™(0 > y|lz) =0
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soit encore
ko
ki + ko

PO < ylr) =

O
En particulier, si ky = ko, soit, dans le cas du cout absolu, 'estimateur de Bayes est la

médiane a posteriori.
La fonction de perte de DeGroot

DeGroot (1970) [23] a introduit différents types de fonctions de perte et a obtenu les
estimateurs de Bayes sous ces fonctions de perte. Voici un exemple de fonction de perte
asymétrique définie pour les valeurs positives du paramétre. Si d est un estimateur de 0

alors la fonction de perte L(d,0) sera,
L(0,d) = (——).

L’estimateur de Bayes sous cette fonction de perte est

; _ ET(6%|x)
= = 1)

E7(6]z)
La fonction de perte Linex

Une fonction de perte asymétrique trés pratique est la fonction de perte Linex (Linear
Ezponential en anglais). Elle a été introduite par Varian (1975) [16)]. Cette fonction
croit presque exponentiellement d’un coté de zéro et est approximativement linéaire de
lautre coté. Sous I'hypothese que la perte minimale est obtenue pour u = u, la fonction

de perte Linex pour u soit o, soit 5 s’exprime par
L(A) el —aA —1, a#0, (3.4)

o A = (4 —u) et U est un estimateur de u. Le signe et la norme de a représentent
respectivement la direction et le degré de symétrie (a > 0 : la surestimation est plus
grave que la sous-estimation et vice-versa). Pour a proche de zéro, la perte Linex est

approximativement la fonction de perte quadratique ; devient

E(L(t—u)) x e™E,(e”™) —a(t — Ey(u)) — 1, (3.5)
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ou E,(.) représente l’espérance a posteriori relative a la densité a posteriori de u. L’esti-
mateur de Bayes iy, de . sous la fonction de perte Linex est la valeur de 4 qui minimise
. Pour trouver l’estimateur, nous dérivons l’équation par rapport a u et nous

obtenons :
d

da

En égalant cette expression a 0, nous obtenons

(Eu(L(i — u))) = ae" " E,(e” ™) — a. (3.6)

ae”"“E,(e"au) = a, (3.7)
d’ot
e = B, (e”™). (3.8)
En appliquant le logarithme, nous trouvons
—at =log B, (e au). (3.9)
Alors, Uestimateur de Bayes 1, de @ sous la fonction de perte Linex est
~ 1 —au au
ur, = ——log(E,(e”*))E,(e™), (3.10)
a
étant donné que E, (e~ ™) existe et est finie.

La fonction de perte entropie

Calabria et Pulcini (1994) [29] ont proposé une fonction de perte qui découle de la

fonction de perte Linex appelée la fonction de perte entropie est définie par

Lo(0,d) o (5 —pin(§) 1

qui a minimum lorsque d = 0. L’estimateur de Bayes de parameétre 6 sous cette fonction

de perte est
O(w) = (Eg(677)) /7.

3.4 Les méthodes de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’estimer des quantités en utilisant la simu-

lation de wvariables aléatoires. Les problemes pouvant étre rencontrés comprennent le



3.4 Les méthodes de Monte Carlo 51

calcul d’intégrales, les problemes d’optimisation et la résolution de systemes linéaires.
La simplicité, la flexibilité et ’efficacité pour les problemes en grande dimension de la
méthode en font un outil intéressant, pouvant servir d’alternative ou de référence pour
d’autres méthodes numériques.

Les exemples d’application sont tres variés, citons par exemple :

— La simulation de files d’attente et de réseaux.

— La stmulation de portefeuilles d’actifs en finance.

— La comparaison d’estimateurs en statistique.

— La recherche d’état stationnaire en physique et en économie.

Supposons que ’on souhaite connaitre la valeur d’une certaine quantité . La premiére
étape de la méthode consiste a écrire le probleme sous la forme d’une espérance. Soient
une variable aléatoire X = (X1,...Xq) de loi v sur R? et une fonction h : R* — R. Le

probleme traité par les méthodes de Monte Carlo est ’estimation de

d=E,[h(X)] = /Rd h(z)vdx. (3.11)

La solution standard a ce probléeme est de simuler une suite (X, )n>1 = (X1, ooy Xdn)n>1
de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) suivant la loi v,

puis d’estimer 'espérance E,[h(X)] par la moyenne empirique, i.e.,

oy = % i h(Xp). (3.12)

3.4.1 Les méthodes MCMC

Les méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov, ou méthodes MCMC' (pour
Markov chain Monte Carlo en anglais) sont une classe de méthodes d’échantillonnage
a partir de distributions de probabilité. Ces méthodes de Monte-Carlo se basent sur
le parcours de chaines de Markov qui ont pour lois stationnaires les distributions a
échantillonner et ayant la propriété de converger vers la distribution que l’on cherche
a simuler. En effet, l'utilisation des chaines de Markov a comme avantage de facilité
I’échantillonnage de distribution dont la forme explicite est difficile a obtenir ou bien
de haute dimension. Ces méthodes (MCMC) sont notamment appliquées dans le cadre

de l’inférence Bayésienne.
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Chaine de Markov

Une chaine de Markov est une séquence de variables aléatoires dépendantes X1, Xo, ...
ayant la propriété que la distribution conditionnelle du futur étant donné le passé ne
dépend que du présent : la distribution conditionnelle de X, 11 sachant Xi,..., X, ne
dépend que de X,,. On dit que la chaine de Markov a des probabilités de transition
stationnaires st la distribution conditionnelle de X, 11 sachant X, est la méme pour
tout n. Cette propriété est si importante qu’elle est souvent assumée sans commen-
taire. Chaque chaine de Markov utilisée dans MCMC a des probabilités de transition
stationnaires, mais cela va sans dire. On dit que la chaine de Markov a une distribution
mvariante, ou stationnaire ou distribution d’équilibre si chaque fois que X,, a cette dis-
tribution d’équilibre et que la distribution conditionnelle de X, 1 sachant X, est celle
des probabilités de transition de la chaine de Markov, alors X, 1 a aussi cette distribu-
tion d’équilibre (comme X, ). Ainsi, si X1 a la distribution d’équilibre, alors X,, fait de

méme pour tout n.

3.4.2 L’algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings est un algorithme MCMC. Cet algorithme développé
par Hastings(1970) [35] est une généralisation de ’algorithme de Metropolis (Metropolis
et al, 1953 [28] ). L’algorithme de Metropolis- Hastings peut étre considéré comme une
extension des algorithmes de simulation standard comme les méthodes d’acceptation-
rejet qui sont toutes basées sur l'utilisation d’une loi de proposition. La loi de proposition
de algorithme de Metropolis-Hastings a la particularité d’étre markovienne (Marin et
Robert, 2007 [17] ). On la note q(x,y). L’algorithme de Metropolis-Hastings permettant
de simuler des réalisations de la loi cible .

L’algorithme de Metropolis-Hastings est étudié et présenté dans de nombreur ouvrages
consacrés aux méthodes de simulation MCMC' (voir (Robert, 1992) [7],(Robert,2006)

[8]). Le schéma de simulation est décrit ci-dessous :

Algorithme de Metropolis-Hastings

1. initialiser 6y ~ mo(x), k = 0
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2. initialiser k :

— proposer un candidat 0% pour 0,1 : simuler
0% ~ q(0"|0x)

— accepter le candidat 0% avec la probabilité

. w(0*|x)
0*,0,) = 1, ———=
a(0*,0x) = min{ ’W(9k|x)}
simuler u ~ Ul

— siu < a(0*,0r), alors prendre Oy = 0%, sinon poser 01 = Oy
3. k< k+1 et aller en (2).

Pour mettre en ccuvre lalgorithme de Metropolis-Hastings, nous n’avons besoin de
connaitre la lot cible w et la lot de proposition q qu’a une constante de proportionnalité
pres, puisque les deux constantes se compensent dans le calcul du ratio de Metropolis-
Hastings (défini dans l'algorithme). La convergence de [’algorithme de Metropolis-Hastings
est théoriquement garantie pour un large choix de lois de proposition q, a condition ce-
pendant que le support de la fonction q contienne le support de la loi cible w. En pratique,
le choix de la lot de proposition q influence fortement la vitesse de convergernce. En ef-
fet,si la loi de proposition q ne permet que de petits déplacements dans [’espace des
parametres, le taux d’acceptation est élevé et la chaine reste dans le voisinage de la
valeur initiale. Au contraire,si la loi de proposition q autorise de grands sauts dans [’es-
pace des parametres,le taux d’acceptation est faible et la chaine bouge difficilement.La
loi de proposition q choisie doit permettre de bien explorer le support de la loi cible .
Gelman et al.(1996) [2] ont montré que la vitesse de convergence de l'algorithme de
Metropolis-Hastings est optimale si la loi de proposition q choisie conduit a un taux

d’acceptation compris entre 25% et 40%.

3.4.3 L’algorithme de Gibbs

L’algorithme de Gibbs est un cas particulier de [’algorithme de Metropolis-Hastings

(Gelman et al., 2004 [9]). L’algorithme de Gibbs est plus simple a mettre en cuvre et



3.4 Les méthodes de Monte Carlo 54

offre, en général, une meilleure vitesse de convergence que l’algorithme de Metropolis-
Hastings, mais il ne s’applique que sous certaines conditions. Si la loi cible est la dis-
tribution m(x4, ..., x,), Ualgorithme de Gibbs nécessite de connaitre toutes les lois condi-
tionnelles complétes my,...,m, ot m; désigne la distribution de x; conditionnellement
a X_j = (®1,...,Tj_1, %41, ..., Tp). L’échantillonneur de Gibbs modifie tour a tour les
composantes du vecteur de parametres X en simulant de nouvelles valeurs suivant cha-
cune des lois conditionnelles complétes (Marin et Robert, 2007 [17]). La description de

lalgorithme de Gibbs est donnée par ’algorithme suivant

Algorithme de Gibbs

Entrées : 20 = (xgo),...,mz(,o)) (valeur initiale de la chaine de Markov), T (nombre
d’itérations)
Sorties : W), ... ™)

pour t allant de 1 a T faire

s t — _
Générer 2\V ~ (1|2, oz

sy t — _
Générer 23 ~ my(xo|at, 27, . ,ahh).

Générer z!) ~ Tp(p|a], ..., )

fin pour retourner XM .. X,

Lorsque le modéle est complexe, il arrive fréquemment que toutes les lois conditionnelles
complétes w; , j = 1,...,p ne puissent pas étre simulées de maniére directe. Dans ce cas,
nous faisons appel a un algorithme MCMC hybride appelé algorithme de < Metropolis-
Hastings within Gibbs >. La structure de l’algorithme de Gibbs tel qu’il est déja présenté
est conservée, mais les lois conditionnelles complétes ne relevant pas des propriétés de
conjugaison sont simulées grace a une étape de [’algorithme de Metropolis-Hastings. Le
remplacement d’une simulation de m; par une étape de Metropolis-Hastings ne modifie
pas la loi stationnaire de la chaine, et est donc valable d’un point de vue théorique (Ro-
bert, 2006 [§]). La convergence de ce type d’algorithme peut étre lente si les paramétres

sont fortement corrélés (Gelman et al., 2004 [9]).



Chapitre 4

Le modele de Rayleigh Pareto

4.1 Introduction

Dans un contexte de durées de survie, les distributions de Rayleigh et de Pareto jouent
un role trés important dans la modélisation de certains phénomeénes aléatoires. Cha-
cune de ces distributions a une spécificité qui la caractérise, cependant dans [’ajus-
tement de certaines données généralement a queues lourdes, il est judicieur d’utiliser
une composition de lois. Ce procédé a été utilisé par différents auteurs, on peut citer
parmi les plus récents Boumaraf et al (2020) [5] qui ont fait I’étude des estimateurs
par mazimum de vraisemblance d’une distribution Beta-Pareto; Maurya et al (2019)
[30] qui ont étudiés [’estimation dans un modele Exponentiated Rayleigh; Kim et al
(2011) qui se sont intéressés a l'estimation Bayésienne des paramétres d’une distribu-
tion Exponentiated- Weibull ou alors, Valiollahi et al (2018) [31] qui se sont intéressés au
modele Power-Lindley. Toutes ces études ont été réalisées dans un contexte de données
progressivement censurées a droite. Les données progressivement censurées a droite ont
été définies par Balakrishnan et al (2000), (2007) [26] [25]. 1ls y ont donné ['algorithme
permettant de générer des observations progressivement censurées et Balakrishnan et
al (2014) [24] o ils ont appliqué ce procédé dans un contexte industriel pour des dis-
tributions classique a savoir, Weibull, Lognormal.... . Plusieurs auteurs ont utilisés les
données progressivement censurées a droite dans le cas des distributions classique ; on
peut citer Chadli et al (2017) [1] pour une distribution de Rayleigh ou Yadav et al (2019)
J4] pour la distribution de Hjorth.

Dans cette partie, on s’est intéressé au modele de Rayleigh Pareto introduit par Al
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Kadim et al (2018) [19], ils y ont donné les principales caractéristiques statistiques de
cette distribution et y ont abordé l’estimation des parametres de la loi par maximum
de wvraisemblance. Le but de ce chapitre est double; d’une part on s’est intéressé a
I’étude des estimateurs des paramétres, de la fonction de fiabilité et du taux de hasard
a l'aide d’une approche Bayesienne sous différentes fonctions de pertes symétriques
(perte quadratique) et asymétriques (Linex et Entropie) en prenant des lois a priori
informatives sur les paramétres de type Gamma pour les parametres de la loi de Pareto
et une a priori non informative pour le parameéetre de la loi de Rayleigh; d’autre part,
on a fait une analyse de données réelles pour montrer la pertinance du modéle de R-
P comme alternative a un modéle classique. Des simulations ont été menées a l’aide
de l’algorithme de Balakrishnan pour générer des données progressivement censurées a
droite d’une part et d’autre part, on a utilité les méthodes MCMC' et l’algorithme de

Metropolis-Hastings pour le calcul des estimateurs.

4.2 Le modele

La distribution de RP a été introduite par Al-Kadim.K et Bnadher Dhea’a Med (2018)
[19] par la méme méthode utilisée par Al-Kadim ,K. et Boshi ,M.,(2013) [20]. La loi de

RP est de la forme suivante

Flz) = /0 T (4.1)

D’ou,
1 =z

2—52(;)2 ). (4.2)

Awvec la proposition que 20 = «, la fonction de répartition de la distribution de Rayleigh

Frp(x;0,8,7) =1 —exp(—

Pareto est donnée par

1 =z
FR.P('I;aa/Bv’Y) =1- exp(_2_52(;)06)’ 047577 > 0. (43)
La densité de RP est donnée par
o T, 1z,
) — bl — (=), 4.4
fR.P(an‘7B7/Y) 2627(7) exp 252(7) } ( )
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On voit facilement que

St o = 1, la distribution de RP correspond a celle d’une loi exponentielle avec le pa-
rametre X = ﬁ

Si B = \/1/_2, la distribution RP se réduit a la distribution de Weibull avec les pa-
rametres a et vy (W (z; a,7)).

e —  alpha=3, beta=2, gamma==22
— alpha=2, beta=2, gamma==2
—  alpha=1.5, beta=2, gamma=2
—  alpha=0.5, beta=2, gamma=2

- -

o —

o —

= —

1 1 T 1 1 1
0 2 4 & 8 10

FIGURE 4.1 — La fonction de densité de la distribution de RP pour certaines valeurs du
parametre o et f =y = 2
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W
[ |
— alpha=2, beta=3, gamma==2
—  alpha=2, beta=2, gamma==2
P —  alpha=2, beta=1.5, gamma=2
o —  alpha=2, beta=0.5, gamma=2
wy
—  _|
[ ]
pui
= _|
Lo ]

T T T T T T
0 2 4 & 8 10

FIGURE 4.2 — La fonction de densité de la distribution de RP pour certaines valeurs du
parametre S et a =y =2

P
beta=2 gamma=0.5
o beta=2, gamma=1_.5
beta=2, gamma==2
beta=2 gamma=23
=

1 T 1 1 1 1
0 2 < & 8 10

FIGURE 4.3 — La fonction de densité de la distribution de RP pour certaines valeurs du
parametre v et « = =2
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alpha=0.5, beta=1.25 gamma==
alpha=0r5 befa==2 gamma=3
alpha=1.5, bela=3, gamma—=4
alpha=2 beta=d gamma=5
alpha=3, beia=4. 75, gamma=6
alpha=4, beia=5 5 gamma=7

|
30

X

| | |
40 50 60

FIGURE 4.4 — La fonction de répartition de la distribution de RP pour certaines valeurs des

parametres.

La fonction de survie est définie comme suit

R(t) = exp(—

La fonction de hasard est donnée par

h(t)

1 1
—(—)" t .
a t.,
= — (=), t>0.
2627(7>

(4.5)
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E N — alpha=0.5, beta=1.25 gamma=2 N
—— alpha=0.75, beta=2 gamma=3 o |
alpha=1.4, beta=3 gamma=4
— alpha=2Z beia=d gamma=5 ~
— alpha=3 beta=4.75 gamma=t X A
o | alpha=4, bela=5 5, gamma=7 2
o o
= o
P - ©
> = |
g o 2B
©
o 4 i
2 ~— alpha=05%, beta=1.25 gamma=2
— alpha=0.75, beta=2 gamma=3
; 7 E;r _ alpha=1.5, beta=3, gamma=4
o —— alpha=Z beta=4, gamma=5
—— alpha=3, beta=4.75, gamma=t
g alpha=4, beta=5.5, gamma=7
8
T
0 0 10 20 30 40 50 60
X X
FIGURE 4.5 — La fonction de survie de FiGURE 4.6 — La fonction de ha-
la distribution de RP pour différentes sard de la distribution de RP pour
valeurs de parametres. différentes valeurs de parametres.

La statistique d’ordre de la distribution
soit Y1, ...,Yn un N échantillon de la distribution de RP, la distribution de la k**™°

statistique d’ordre est comme suit :

n!

f(k)<y ‘ Oé?ﬁaﬁ)/) = (k _ 1)'(71 — k)!fRP(y;avﬁ>7>(FRP(y; 057577))1671

[1 - FRP(ya a)ﬁ’,}/)]n—k" Yy 2 0
k—

B n! O Yiao l_jk:—l
ERCENITEDIPA ”< ' )

Y

emg—i%gﬂﬂn—k+1+jﬂ. (4.7)

Le moment d’ordre r de la distribution de Rayleigh Pareto est donné par la formule

sutvante

qu:w@ﬁmen§+n, r=1,23, .. (4.8)

La moyenne, le mode et la médiane de la distribution de RP sont (respectivement)

E[X] = 4(26%) T (= + 1), (19)

(0 = D5 1,

- (4.10)

Tmode = 7(
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et
Tmédiane = 7(252 ln<2))1/a- (411)

4.3 Inférences statistiques en présence de données
completes

4.3.1 Estimation par la méthode du maximum de vraisem-
blance

Dans le cas de données complétes la fonction de vraisemblance de la distribution de

Rayleigh Pareto est comme suit

1 Z;

Noa w N
Lz a,B8,7) = 11211 2527(;) ! eXP(—2—62(;) (4.12)
ﬁ L4 n
_ o =1 \a— 1 xd
- (Qﬁz)n,yn( i ) eXp(_Q_ﬁg 22_1: 77) (4.13)

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est donné par

l(zila, B,v) = InL(zi|a,5,7) =nlna — nanﬁ2 — nlnfy
—I—(a—l)zmxi (—1) nlnv— Z— (4.14)
i=1

Les estimateurs du maximum de vraisemblance des trois parametres o, 3 et v sont la

solution de [’équation

Vel(zila, B,7) = 0.

Les équations de vraisemblance sont comme suit :

alnL n " o1 Ti
g Inz;, —nlny— — 252 E ( ) 1n(7), (4.15)
OlmL 20 1 ~
= 4.16
e (4.16)
et
OlmL n a do

R R s (4.17)
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Ce systeme n’étant pas linéaire ; pour obtenir les valeurs approrimées auz estimateurs
du maximum de vraisemblance &g, Brure et YuLe des paramétres o, 3 et v respecti-

vement on utilise des méthodes itératives . Dans le cadre de ce travail, nous utiliserons

le package BB solve (Varadhan and Gilbert, 2009 [32]) dans le logiciel R.

4.3.2 Estimation par la méthode Bayésienne

Dans cette partie de travail, en utilise la méthode Bayésienne pour estimer les pa-

rametres de la distribution de RP sous la fonction de perte quadratique .

La distribution a priori

On utilise la loi a priori informative de gamma (G(ay,by),G(az,be) et G(as, bs)) pour

les trois parametres o, B et 7.

al
by

W(O{) F(al)a eXp( 105),
7(8) = 2 g exp(~b,)
F(CLQ)
et
7(7) = i exp(—by9).
F(ag)
Donc, la loi a priori de o, B et 7y est
(0 ,7) = Il b~ b — b}, (419)
= XP1— — — . .
G5 = D)) T (ag)T (as) T ePEmha e

La distribution a posteriori

La densité a posteriori est écrite a l'aide de la formule suivante

_ L(z;a, 8,7) m(a, B,7)
gk = fooo fooo fooo L(z;a, B,7).7(a, B,7)dadBdy’ (4.19)

Donc, on obtient

n+ai1—1 n . n
« z )a—l 1

7 Z; a
52n7a2+1,-)/n7a3+1 H(; exp(—2—52 Z(_) o bla o b25 o b?’f}/)’

m(a, B,y]r) oc A1
i=1 im1 )
(4.20)
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n

400 pto0 ptoo qntar—1 n 7 . 1 i
/ / / it L) exw(=5 D _(2)° ~bia—bafi—bar)dadBdy.
i=1 =
(4.21)

Les estimateurs Bayésiennes des parametres «, 8 et v sous la fonction de perte quadra-
tique notés apg, BBQ et Ypg sont données respectivement comme suit

n n

n+a1 )
aBQ B /// [B2n—azt+lan—as+l H(ﬂ)afl eXp( 2;2 Z( ) —bia—byf— bgv)dadﬁd%

=1 v

. a1 n , n .
BBQ - /// ﬂQn aznyn— az+1 H<ﬁ>a_1 eXp(_%ﬁQ Z(%)O‘—bla—bgﬁ—bw)dadﬁdv

zl/y =1

et

n

arta-t Lo, o 1 T\,
VBQ = /// Fonartign=a H ; texp(— 252 2(7) —bia—byf—bsy)dadfdy.
i=1 i=1

Leurs risques a postertori correspondants sont

PR(@BQ) = EW(Oﬂ) — QaBQEW(a) —|— &ZBQ,
R(Brq) = Ex(82) — 2B Ex(B) + Bhq.

PR(?BQ) = E7r(72> - QWBQEW(/V) + /’?%Q

On peut pas calculer l’expression analytique de ces estimateurs, on utilise les méthodes

MCMC comme l’algorithme de Metropolis-Hastings.

4.4 La prime Bayésienne sous la fonction de perte
quadratique

La théorie de la crédibilité est ['une des techniques quantitatives importantes en sciences

actuarielles qui permet aux compagnies d’assurances d’effectuer une évaluation de ’expérience
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(ajuster les primes futures en fonction de [’expérience passée). Nous traitons [’estima-
teur de la prime Bayésienne développé par Bailey (1950)[3], en considérant la distribu-
tion de Rayleigh Pareto comme une distribution de réclamation qui est un outil populaire
dans la théorie de la crédibilité. (Voir Métiri. F[13], Sadoun. A [34)]).

Soit X1, Xa,..., Xy un N échantillons i.i.d de la distribution de RP avec les paramétres
inconnus «, B et v. Pour obtenir l’estimateur de la prime Bayésienne sous la fonction

de perte quadratique, on écrit

L(Ppq,M(©)) = (P — 1(©))*. (4.22)

© c’est 'ensemble des paramétres de la distribution RP.
La prime Bayésienne Ppg est lestimateur de la prime indiwviduelle p(a, 3, 7).

On obtient alors

+0o0 +0o0 +00
Pag =@ = [ [ [ e s s andadsary, @)

1
pla B,7) = B[X]a, B,9] = 4(267) 9T (~ + 1). (4.24)
wla, B, ) est la prime individuelle de la distribution RP et f(«, 5,v|x) est la distribution

a posteriori .

Donc, sous la fonction de perte quadratique, Ppg s’écrit comme suit

n n

n+a1 1 .
Ppg = /// o, B,7) s H(%)‘“ exp(— 377 - Z( ~)*—byav—by f—b3).
(4.25)

On remarque qu’on a pas une solution analytique pour cette fonction, c’est pour ¢a on

utilise la méthode de Monte Carlo par chaine de Markov ”Metropolis-hastings”.

4.4.1 Simulation

Dans cette partie, une étude de simulation de Monte Carlo est effectuée pour obtenir
les estimateurs des parametres de la distribution de RP et de la prime Bayésienne sous
la fonction de perte quadratique et avec des données completes.

Nous avons générer 10000 échantillons de taille n (20,40,60,80,100,150) de la loi de RP
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avec différent valeurs des paramétres ( Table[f.1: o= 2.5,8 = 0.4,y = 1.2,u(a, 8,7) =0.67/9848
et Table ca=5, =125 v=25, pula,B,v) =2.88292) et nous avons choisi les

valeurs d’hyperparametres comme suit : ay = 4,0 = 2,a0 = 0.5,by = 2,a3 = 3,b3 = 2.

Pour chaque estimateur, on a calculer Uerreur quadratique intégrée (IMSE) :

| loooo
IMSE = ——

TABLE 4.1 — L’estimation des parametres de RP et de la prime Bayésienne avec les erreurs

(6; — 0)2.

10000 <

IMSE, lorsque : p(a, 8,7v) =0.6749848, a = 2.5, = 04,7 = 1.2.

n apQ BBq VBQ e, 8,7)

20 2.529639 0.4632385 1.250439 0.8081547
(0.0009179484) (0.002107178) (0.001154738) (1.773422e — 06)

A0 2.520234 0.4244336 1.222834 0.7261308
(0.0006600813) | (0.001457842) | (0.0006845722) | (2.615909¢ — O7)

60 2.503549 0.4119491 1.208749 0.6998786
(0.0006387582) | (0.001261631) | (0.0005387801) | (6.196976e — 08)

20 2.504397 0.4463971 1.230397 0.7725194
(0.0006230419) | (0.001156126) | (0.0004566867) | (9.512087¢ — 07)

100 2.512491 0.4250906 1.220291 0.7271954
(0.0006338195) | (0.001081559) | (0.0004078598) | (2.725948¢ — 07)

150 2.502746 0.415346 1.210546 0.7071107
(0.0006331314) | (0.0009816383) | (0.0003422103) | (1.03207¢ — 07)

TABLE 4.2 — L’estimation des parametres de RP et de la prime Bayesienne avec les erreurs

IMSE, lorsque : pu(a, 8,7) =2.88292, a = 5,5 = 1.25,v = 2.5.

n aBQ BBq VBQ e, B,7)

20 5.055562 1.313062 2.560562 3.006308
(0.002729415) (0.004197956) (0.003271577) (1.522479¢ — 06)

40 5.00662 1.28662 2.52662 2.951993
(0.00149122) | (0.002457018) | (0.001804951) | (4.771172¢ — 07)

60 5.029598 1.287098 2.534598 2.955279
(0.001166517) (0.001874212) (0.00133407) (5.235871e — 07)

30 5.036759 1.301759 2.546759 2.982931
(0.00104114) (0.001523632) (0.001060544) (1.000233¢e — 06)

100 4.97638 1.26388 2.50138 2.90644
(0.0009319631) (0.001319149) (0.0008961759) (5.532259¢ — 08)

150 5.016116 1.273616 2.521116 2.92859
(0.0008129285) | (0.001028583) | (0.0006760829) | (2.085786¢ — 07)
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4.5 Inférences statistiques en présence de données
progressivement censurées

4.5.1 Estimation par la méthode du maximum de vraisem-
blance

Soit X = (Xtumn, Xommny -y Xonemen) €8t un échantillon progressivement censuré de type
II de la distribution de Rayleigh Pareto, avec le schéma de censure : R; = (Ry, ..., Rp).

La fonction de vraisemblance est donnée par

m

[Tt expf-

=1

1

L($’aa677)0( 2_ﬁ2

Fomyma ;(i)au + R;)}. (4.26)

On met InL(x | a, B,7) = l(z | o, B,7), alors le logarithme de la fonction de vraisem-

blance est

m

l(z]a,B,7) xcmina —2mInf —malny + (o — 1) ;ln(xi) ~ o ;(%)a(l + R;).
(4.27)
Par conséquent, nous obtenons les estimateurs du mazimum de vraisemblance de o, 3

et v en résolvant les équations non linéaires suivantes

ol m =
o o —mlnv—{—Zln(asi) - —

=1

o —2m 1 <z, N
%T—F@;(;) (1+R1>—O,

ol mao 1 «Q
_— =+ —= E J,’ia 1+R;)=0
Oy v 2824 (7 ) )

On voit qu’il n’y a pas de solution analytique de ce systeme alors on utilise les méthodes
numériques pour obtenir les estimateurs ayri, Brre €t YMLE-
Lorsqu’on obtient les estimateurs des parameétres simultanément, les caractéristiques de

fiabilité peuvent s’écrire sous la forme

1

2_/5\2 )), (4.28)

(

=)

é(t)MLE = exp(—
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et (4.29)

4.5.2 Estimation par la méthode Bayésienne

Dans cette partie, en utilisant les données progressivement censurées, on trouve les
estimateurs de Bayes des parameétres inconnus, leurs risques a posteriori correspondants
et les caractéristiques de fiabilité sous les trois fonctions de perte : la fonction de perte

quadratique, la fonction de perte entropie et la fonction de perte Linex.

La densité a priori

Ici, nous supposons que les parameétres inconnus sont indépendants. On propose pour les

paramétres y et « les loi a priori (respectivement) : G(a,b) et G(c,d) avec les densités

sutvantes
(7) LV (=)
pr— X —
™y F(a)v p Y
et
(o) = T et (—da)
(o) = F(c)a XPp ),

et la distribution a priori impropre pour 3 donnée par

1
m(f5) o —.
(8) 5
D’ou, la densité a priori est
bade O{C_l a—1
(o, B,7) o exp(—da — by). 4.30

La densité a posteriori

La densité a posteriori de a, B et v est donnée par la formule suivante

w(a, B,y|r) = L{z;a, ,7).w(a, B, 7)
o IS ST T L a, B,v).w (e, B, 7)dadBdy
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D’ou
m+c—1 m 1 m ;
ﬂ'(o@ ﬁ7 Y ’ .I’) =A™ 62m+17am_a+1 H(wi)ail exp[— 2_ﬁ2 Z(Rl + 1)(%)0( + da + b’}/}],
=1 =1
(4.31)
od
/ / / e H< ) expl— {5 S (R + D(Z) + da+ b} dadsdy
BQm-‘r am—a+1 L 262 4 g v :

Les estimateurs de Bayes

Nous estimons ict les parametres de la distribution de Rayleigh Pareto avec la méthode

Bayésienne sous les trois fonctions de perte (quadratique, entropie et Linex ). (Voir le
tableau[{.3).

TABLE 4.3 — Les fonctions de perte avec les estimateurs Bayésiens et les risques a posteriori
correspondants.

Fonction de perte Expression Estimateur de Bayes | Risque a posteriori
Quadratique L(6,d) = (0 — d)* d™(z) = E™[0|z] E™[(6 — dg)?]
Entropie L(0,d) = (4)* — pIn(9) dg = [E™(0)7P]7Y" | p|E™(In(#) — In(d)]
Linex LO,d)=e""D —pr(d—0)—1 | d, =—LIn(E.(e)) r(dg —dy)

— Sous la fonction de perte quadratique, les estimateurs Bayésiens de o, 3 et vy

sont

N B m+c m B 1 m
ana =47 [[] S [t el ;(Rﬂrl)( )2 doty Y dod iy,

(4.32)

m+c 1 m - 1 m
BBQ B A /// 62771 am— a+1 (J;i)a ' exp[—{ﬁ ;(R +]->( ~y ) +da+67}]dadﬂd%
(4.33)

m+c 1 m - 1 m
T5Q = /// prmHlyam=a 1. 1(%)@ 1eXp[_{2_52 ;(R +1)(’Y) +da+by}dadBdy
(4.34)

et les risques a posteriort correspondants sont
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PR(&BQ) = EW(OJQ) — QaBQEW(OJ) + &QBQ,

R(Bpo) = Ex(8%) — 2B Ex(8) + B30,

PR(ABq) = Ex(v*) — 9o Ex(7) + ?129@-

— Sous la fonction de perte entropie, les estimateurs Bayésiens de o, 3 et v sont
m m

N m+c p—1 o 1 p
os = 07 [ G L0 el S (R s bdadsn]
(4.35)
amte—1 m B 1 m
Bpe = [A /// 32mtptiam=—atl H(%)a b exp|— Q_BQzZ(R —H)(V) +da+by}|dadfdy) VP,
(4.36)
m+c p—1
ee =47 [ [ Gt Hf 5)" expl {555 Z Ret1)(2)+dart i} dadgd]
(4.37)

et les risques a posteriori correspondants sont

PR(agg) = pE(In(a) — In(apr)),
R(BBE) = pE(ln(ﬁ) - IH(BBE»;

PR(4Be) = pE(In(y) — In(§BE)).

— Les estimateurs de Bayes de o, 3 et v sous la fonction de perte Linex sont

données comme suit

m+c 1
aBL - __hl /// ﬁ2m+ am—a+1

H(xl)a el {5 Z(Ri + 1)(%)0 +ra+ do+ byYdadBdy), (4.38)

i=1
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EBL = - ( -1 fff 62m+m+acm1 at1
H(xz) ~Lexp[— 2%32 Z(RZ + 1)(%)“ + B+ da + by}dadfBdy), (4.39)
=1 i=1
m+c 1
fYBL o ——111( /// B2m+1 am—a—+1
H 7;)* texp| {252 Z R+ 1)(5)* + ry + do + by} dadBdy) - (4.40)

i=1
et les risques a posteriori correspondants sont
PR(apL) = r(apg — apL),
PR(BBL) = T(B\BQ - B\BL)a
PR(Yp1) =r(YsQ — VBL)-
— Les estimateurs Bayésiens de la fonction de fiabilité sous les trois fonctions

de perte sont données par
m

R(t)ng = A7 [ guwttiiammasee 57 T ()" expl~{oh Sy (Rt 1)(5)° +dort
) -

R(t)pe = [A7 [f[ smimmere )Q)H(xz) Lexpl—{zh 0 (Ri+1)(2) +da+
by}dadBdy) 1P
et
R(t)pr = —L (A1 [ff e om0 ol ] (a)0  expl—{ 5 S (RA1)(2)7+

=1

do + by} dadBdy).
— Les estimateurs Bayésiens de la fonction de hasard sous les trois fonctions

de perte sont données par
m

Wt)g = A7 [ ggmiamss (477 1) expl{ghs Iy (R + ()7 + doc +
b, :

h(t) i = (A [ grmmeitmmtamser (4777 T ()"~ expl—{ghs T2 (R + 1)(2)° +
do + b”y}]dozdﬁdfy] 1/p

et

W(t)pr = —Hn(A7 [ff e O et T () exp[— (g S0 (R 1)(2)0+

=1

do + bfy}]dadﬁdfy).
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Pour calculer ces estimateurs, nous utilisons les méthodes numériques MCMC, dans ce
travail on a utiliser Ualgorithme de Metropolis-Hastings (voir la partie de simula-

tion,).

4.5.3 Simulation

Dans cette partie, nous réalisons une étude de simulation Monte Carlo en wutilisant
différentes tailles d’échantillons "n” (10, 30, 50), différents schémas de censure R; (voir
le tableau et sous différentes fonctions de perte (symétrique et asymétrique). Nous
avons stmulé 10 000 échantillons de la distribution de Rayleigh Pareto, en supposant

que a = 2, B =0.25 et v = 1.5 avec les hyper-parameétres a = 3,b =2, c=4 et d = 2.

TABLE 4.4 — Schéma de censure progressive

(n,m) R; Schéma de censure
(10,10) Ry (complet) | (0x10) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(10,5) Re(type — I1) (04, 5)

(10,5) Ry (5,0+4)

(30,30) Ray(complet) (0%30)

(30,20) Rs(type — I1) (0%19, 10)

(30,20) Ro (10,0+19)

(50,50) Rz (complet) (0%50)

(50,40) Rg(type — I1) (039, 10)

(50,40) Ry (10,0+39)




4.5 Inférences statistiques en présence de données progressivement censurées72

L’estimation du maximum de vraisemblance

Dans cette étude, on a utiliser le package BB solve de R [32] qui a de grandes capacités
pour résoudre les systemes d’équations non linéaires, afin d’obtenir les estimateurs du
mazimum de vraisemblance (MLE) des paramétres (o, et y) et les caractéristiques de
la fiabilité R(t) et h(t) ou t = 0.25 (R(0.25) = 0.8007, h(0.25) = 1.7777). Les résultats
sont présentés dans le tableau[4.5 et le tableau [4.0

A partir du Tableau on observe que l’estimateur de 5 est plus proche de la valeur
réelle que les autres estimateurs.
Nous remarquons également a partir du tableau que les estimateurs de R(t) et h(t)

sont plus proches des valeurs réelles lorsque la taille de [’échantillon n augmente.

TABLE 4.5 — L’estimation du maximum de vraisemblance avec les erreurs quadratiques des
parametres de RP.

(n,m) R; QMLE BymLE VMLE

(10,10) Ry | 1.9906(0.0081) | 0.2317(0.0013) | 1.6131(0.0174)
(10,5) Ro | 1.9649(0.0269) | 0.2503(0.0024) | 1.6492(0.0323)
(10,5) R, | 1.8320(0.1498) | 0.2200(0.0045) | 1.7090(0.0775)
(30,30) R, | 1.9990(0.0074) | 0.2350(0.0005) | 1.5933(0.0126)
(30,20) R, | 1.9780(0.0070) | 0.2361(0.0006) | 1.6216(0.0181)
(30,20) Re | 1.9225(0.0293) | 0.1728(0.0067) | 1.6725(0.0396)
(50,50) R, | 2.0030(0.0072) | 0.2365(0.0003) | 1.5858(0.0113)
(50,40) Rs | 1.9918(0.0083) | 0.2359(0.0003) | 1.6010(0.0136)
(50,40) Ry | 2.9190(0.0116) | 0.1883(0.0041) | 1.6509(0.0256)
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TABLE 4.6 — L’estimation du maximum de vraisemblance de la fonction de fiabilité et la

fonction de hasard avec les erreurs quadratiques.

(n, m) fiz R(t)mle h(t)mle

(10,10) Ry | 0.7823(0.0055) | 1.9693(0.5413)
(10,5) R, | 0.7998(0.0078) | 1.7684(0.6533)
(10,5) Rs | 0.6900(0.0300) | 2.6696(2.1197)
(30,30) Ry | 0.7949(0.0019) | 1.8329(0.1516)
(30,20) Rs | 0.8021(0.0020) | 1.8089(0.1921)
(30,20) Re | 0.6329(0.0331) | 3.5540(3.8524)
(50,50) R; | 0.7978(0.0013) | 1.8059(0.0921)
(50,40) Rs | 0.7959(0.0015) | 1.8129(0.1053)
(50,40) Ro | 0.6815(0.0159) | 2.9577(1.6362)

Estimation Bayésienne

Dans cette partie, on obtient les estimateurs Bayésiens pour les parametres de la distri-
bution de RP et les caractéristiques de fiabilité sous les données progressivement cen-
surées en utilisant l’algorithme de Metropolis-Hastings dans le logiciel R.

Dans le tableau on présente les estimateurs Bayésiens &pg, BBQ et Ypg sous la
fonction de perte quadratique avec les risques a posteriori. Les estimateurs de Bayes
des parameétres inconnus de la distribution sous la fonction de perte entropie et leurs
risques a posteriori (PR) ou p=-0.5, 1, 2 sont données dans le tableau . Sous la
fonction de perte Linex (avec r=-0.5,1,2) les résultats des estimateurs sont résumés
dans le tableau [{.9 Ensuite, les estimateurs Bayésiens de R(t) et h(t) sous les trois
fonctions de perte sont présentés dans le tableau [{.10.

On remarque d’aprés le tableau[].7] que les meilleurs estimateurs de o, B ety sont dans
les petites échantillons (n=10).

D’apreés le tableau[f.8, on observe que p=-0,5 donne les meilleurs estimateurs des pa-
ramétres de la distribution sous la fonction de perte entropie, et d’apres le tableau [{.9,
r=-0,5 donne les meilleurs estimateurs des parametres de RP sous la fonction de perte
de Linex.

On remarque aussi, d’apres le tableau que les bons résultats pour la fonction de
fiabilité R(t) sont sous la fonction de perte de Linex. Alors que,pour la fonction de
hasard h(t), les estimateurs sous la fonction de perte entropie sont mieuz que les autres

fonctions de perte.
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D’aprés les résultats du tableau[4.11), nous constatons que l'estimation Bayésienne des
caractéristiques de fiabilité est plus performante que ’approche classique du mazimum

de vraisemblance.

TABLE 4.7 — Estimation Bayésienne sous la fonction de perte quadratique avec les risques a
posteriori entre parentheses.

(n,m) R apQ Bbq BQ

(10,10) R 2.0203(0.0735) 0.2773(0.0504) 1.5223(0.0200)
(10,5) Rs 2.0109(0.0011) 0.3064(0.0029) 1.5239(0.0012)
(10,5) R, | 2.0247(0.0014) | 0.3132(0.0033) | 1.5357(0.0016)
(30,30) R, | 2.0887(0.5475) | 0.3492(0.3185) | 1.5917(0.1378)
(30,20) Rs | 2.0207(0.0017) | 0.3162(0.0028) | 1.5337(0.0008)
(30,20) Re | 1.0808(0.0016) | 0.2938(0.0028) | 1.4983(0.0008)
(50,50) R, | 1.8324(0.8387) | 0.5716(0.4744) | L5113(0.2129)
(50,40) Re | 2.0382(0.0062) | 0.3232(0.0072) | 1.5482(0.0026)
(50,40) Ry | 2.0196(0.0061) | 0.2941(0.0071) | 1.5266(0.0026)
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TABLE 4.8 — Estimation Bayésienne sous la fonction de perte entropie avec PR entre pa-

rentheses
(n,m) | R; | Paramétres p=-05 p=1 p=2
Py 1.9323(0.0036) | 1.8818(0.0192) | 1.8313(0.0927)
(10,10) | R, Bup 0.3682(0.0154) | 0.3415(0.0441) | 0.3319(0.1456)
iBE 1.4940(0.0014) | 1.4795(0.0068) | 1.4670(0.0306)
&pe 2.0152(2.94¢ — 05) | 2.0149(0.0001) | 2.01467(0.0004)
(10,5) | Ry Bup 0.2986(7.17¢ — 04) | 0.2973(0.0027) | 0.2965(0.0107)
isE 1.5249(3.10¢ — 05) | 1.5246(0.0001) | 1.5244(0.0004)
OBE 2.0208(3.16e — 05) 2.0204(0.0001) 2.0201(0.0005)
(10,5) | Ry Bpe 0.3016(8.33¢ — 04) | 0.3002(0.0031) | 0.2993(0.0124)
iBE 1.5207(3.74¢ — 05) | 1.5294(0.0001) | 1.5291(0.0005)
i 14146(1.50c — 02) | 1.2967(0.0570) | 1.2347(0.2119)
(30,30) | R, Bog 0.6883(2.88¢ — 02) | 0.5745(0.1230) | 0.5135(0.4705)
BB 1.2335(5.80¢ — 03) | 1.1915(0.0228) | 1.1665(0.0881)
g 2.0003(6.98¢ — 05) | 1.9993(0.0003) | 1.9984(0.0016)
(30,20 | Ry BpE 0.2923(9.91¢ — 04) | 0.2007(0.0034) | 0.2898(0.0131)
A8 1.5125(3.94¢ — 05) | 1.5122(0.0001) | 1.5119(0.0007)
e 2.0020(6.76¢ — 05) | 2.0010(0.0003) | 2.0001(0.0016)
(30,20) | Ry Bre 0.2925(9.27¢ — 04) | 0.2910(0.0032) | 0.2901(0.0123)
BB 1.5138(3.88¢ — 05) | 1.5134(0.0001) | 1.5131(0.0007)
anp 1.1489(9.79¢ — 03) | 1.0928(0.0304) | 1.0699(0.1032)
(50,50) | Ry Bup 0.8794(1.49¢ — 02) | 0.7837(0.0852) | 0.6967(0.4060)
iBE 1.0943(4.44¢ — 03) | 1.0684(0.0149) | 1.0560(0.0533)
aBE 2.0105(0.0002) 2.0061(0.0016) 2.0012(0.0081)
(50,40) | Ry B 0.3115(0.0021) | 0.3080(0.0068) | 0.3063(0.0244)
iBE 1.5259(0.0001) | 1.5245(0.0006) | 1.5233(0.0028)
aBE 2.0118(0.0002) 2.0075(0.0015) 2.0027(0.0079)
(50,40) | Ry Bpe 0.3117(0.0021) | 0.3083(0.0067) | 0.3066(0.0241)
isE 1.5269(0.0001) | 1.5255(0.0006) | 1.5244(0.0027)
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TABLE 4.9 — Estimation Bayésienne avec PR entre parentheses sous la fonction de perte

Linex.
(n,m) | R; | parametres r=—0.5 r=1 r=2
apr 1.9594(0.0077) 1.8980(0.0459) 1.8258(0.2363)
(10,10) | Ry Brr 0.3915(0.0044) 0.3686(0.0140) | 0.3583(0.0486)
VBL 1.5025(0.0023) 1.4864(0.0114) | 1.4717(0.0524)
apr 2.0156(1.18¢ — 04) | 2.0149(0.0004) | 2.0144(0.0019)
(10,5) | Ry Brr 0.2992(6.93e — 05) | 0.2987(0.0002) | 0.2985(0.0010)
VBL 1.5251(7.32e — 05) 1.5247(0.0002) 1.5244(0.0011)
apr 2.0211(1.29¢ — 04) | 2.0204(0.0005) | 2.0198(0.0020)
(10,5) | Rs Br1 0.3023(8.28¢ — 05) | 0.3018(0.0003) | 0.3015(0.0012)
VBL 1.5300(8.92e — 05) 1.5295(0.0003) 1.5291(0.0013)
apr, 1.5217(3.20e — 02) 1.3405(0.1170) 1.2519(0.4114)
(30,30) | Ry Brr 0.7476(1.14e — 02) | 0.6775(0.0472) | 0.6317(0.1861)
VBL 1.2670(9.39¢ — 03) 1.2122(0.0360) 1.1800(0.1364)
apr, 2.0009(1.99¢ — 04) 1.9995(0.0010) 1.9980(0.0051)
(30,20) | Rs BrL 0.2932(1.30e — 04) | 0.2925(0.0004) | 0.2921(0.0016)
VBL 1.5128(7.91e — 05) 1.5123(0.0003) 1.5119(0.0014)
apr, 2.0026(1.88¢ — 04) | 2.0012(0.0009) 1.9997(0.0050)
(30,20) | R BrrL 0.2933(1.23e — 04) | 0.2927(0.0004) | 0.2923(0.0015)
VBL 1.5141(7.75e — 05) 1.5136(0.0003) 1.5132(0.0014)
apr, 1.2202(2.24¢ — 02) 1.1138(0.0615) 1.0784(0.1938)
(50,50) | Ry Brr 0.9119(6.05¢ — 03) | 0.8698(0.0300) | 0.8318(0.1360)
VBL 1.1205(7.68e — 03) 1.0807(0.0244) 1.0630(0.0842)
apr 2.0129(6.80e — 04) | 2.0074(0.0041) 1.9998(0.0234)
(50,40) | Rs Brr 0.3140(4.41e — 04) | 0.3118(0.0014) | 0.3107(0.0049)
VBL 1.5267(2.33¢ — 04) 1.5251(0.0011) 1.5237(0.0051)
apr 2.0141(6.56e — 04) | 2.0088(0.0039) | 2.0014(0.0228)
(50,40) | Ry Brr 0.3142(4.30e — 04) | 0.3120(0.0013) | 0.3109(0.0048)
VBL 1.5277(2.28¢ — 04) 1.5261(0.0010) 1.5247(0.0050)
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TABLE 4.10 — Estimation Bayésienne avec les erreurs quadratiques de la fonction de fiabilité
et la fonction de hasard.

(n,m) | Ri | R(t)sq h(t)Bq R(t)pE h(t)pEe R(t)s1 h(t)Br
(10 10) R 0.8402 1.4081 0.8751 1.0056 0.8758 1.0697
’ 1 (0.0068) | (0.6727) | (0.0001) (0.0174) (0.0001) (0.0156)
(10 5) R 0.8611 1.2052 0.8507 1.2976 0.8510 1.3156
: . . . e — . e — . e — . e —
’ 2 0.0030 0.2619 8.28 05 3.54 03 6.14 05 4.77 03
(10,5) | R. 0.8685 1.1442 0.8552 1.2551 0.8556 1.2780
D) 15 0.0036) | (0.3110) | (102 —04) | (484 —03) | (7.72¢—05) | (5.96¢ —03)
(30 30) R 0.9163 0.7286 0.8942 0.6054 0.8944 0.6283
’ 41 (0.0091) | (1.3834) | (6.17e—05) | (9.17¢ —03) | (4.98¢ —05) | (5.13¢ —03)
(30 20) R 0.8730 1.0986 0.8406 1.3862 0.8409262 1.4047
. . . e — Uo . e — . e — Uo J. e —
’ 5 0.0021 0.1891 8.63 05 3.14 03 6.21 05 5.13 03
(30 20) | Rq 0.8326 1.4601 0.8415 1.3779 0.8418 1.3967
) 61 (0.0021) | (0.1959) | (8.77¢—05) | (3.21e—03) | (6.32¢—05) | (5.20¢ —03)
(50 50) R 0.9301 0.4527 0.8892 0.5198 0.8893 0.5233
. . . e — . e — . e — . e —
’ 7 0.0081 1.5825 4.02 05 1.74 03 3.30 05 7.11 04
(50 40) R 0.8855 0.9906 0.8628 1.1755 0.8632 1.2042
. . . . . e — Uo . e —
’ 8 0.0046 0.4083 0.0001 0.0058 8.93 05 7.70 03
(50 40) R 0.8521 1.2975 0.8635 1.1699 0.8639 1.1994
’ 91 (0.0047) | (0.4160) |  (0.0001) (0.0059) | (9.19—05) | (7.90¢ — 03)

TABLE 4.11 — L’estimation du M.V et I'estimation Bayésienne des caractéristiques de fiabilité
avec les erreurs quadratiques entre parentheses.

(Tl, TTL) Rz R@)mle hf(t)mle R(t)BL h(t)BE

(10,10) | Ry | 0.7969(0.0040) | 1.9197(0.5254) |  0.8758(0.0001) 1.0056(0.0174)
(10,5) | Ry | 0.7994(0.0096) | 1.8688(1.3082) | 0.8510(6.14e-05) | 1.2976(3.54¢-03)
(10,5) | Ry | 0.6855(0.0367) | 3.2914(8.4523) | 0.8556(7.72¢-05) | 1.2551(4.84¢-03)
(30,30) | Ry | 0.8077(0.0011) | 1.7795(0.1240) | 0.8944(4.98¢-05) | 0.6054(9.17e-03)
(30,20) | Rs | 0.8021(0.0020) | 1.8089(0.1921) | 0.8409262(6.21e-05) | 1.3862(3.14e-03)
(30,20) | Rg | 0.6451(0.0301) | 3.5749(4.1357) | 0.8418(6.32¢-05) | 1.3779(3.21¢-03)
(50,50) | R7 | 0.8101(0.0007) | 1.7490(0.0694) 0.8893(3.30e-05) 0.5198(1.74¢-03)
(50,40) | Rs | 0.8074(0.0008) | 1.7800(0.0883) | 0.8632(8.93¢-05) | 1.1755(0.0058)
(50,40) | Re | 0.8075(0.0008) | 1.7797(0.0896) | 0.8639(9.19¢-05) | 1.1699(0.0059)

4.5.4 Comparaison des deux méthodes pour les estimateurs
des parametres

Dans cette section, nous comparons la performance des deux méthodes pour différents
schémas de censure, en utilisant le critére de Pitman [11, 18] et Uerreur quadratique
moyenne intégrée (IMSE) définie (respectivement) comme suit.

Définition 4.5.1 Soit 0, et Oy deux différents estimateurs d’un parameétre 0, on dit

que 0, domine dans le sens du critére de proximité de Pitman 0y si pour toute 6 € ©
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Définition 4.5.2 L’erreur quadratique moyenne intégrée ( en anglais; The integrated

mean square error : IMSE) est définie comme :
| X
IMSE = =Y (6; — 6)%
¥ ;( )

Pour cette comparaison, nous sélectionnons les meilleurs estimateurs Bayésiens de «,
B and ~y sous les trois fonctions de perte (quadratique, entropie (p=-0.5), et Linezx (r=-
0.5)) pour les comparer avec les estimateurs de mazimum de vraisemblance "MLE”.
Dans le tableau nous comparons les estimateurs du mazimum de vraisemblance
avec les estimateurs de Bayes en utilisant le critere de Pitman, on dit donc que [’esti-
mateur Bayésien est meilleur que l'estimateur du M.V lorsque la probabilité de Pitman
est supérieure a 0,5. Selon ce critére, on constate que les estimateurs Bayésiens de a et
~v sont plus efficaces que les estimateurs avec la méthode du mazximum de vraisemblance
surtout lorsque les données sont progressivement censurées.

Dans le tableau[].13, nous comparons les estimateurs de Bayes avec les estimateurs du
mazximum de vraisemblance MLEs en utilisant le critére IMSE. Il est observé a partir des
résultats que la méthode Bayésienne fonctionne bien, mais dans les données completes

(R1, Ry et R7) les MLE sont mieuz que les estimateurs Bayésiens.
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TABLE 4.12 — Comparaison du MLE et I'estimation Bayésienne sous les trois fonctions de
perte a l’aide du critere de Pitman

n | m | R | Parametres | quadratique | Entropie(p=-0.5) | Linex(a=-0.5)
« 0.6043 0.6055 0.5982
10 | 10 | Ry 6] 0.1982 0.2187 0.1880
v 0.7548 0.7566 0.7520
o 0.7297 0.7304 0.7227
10 5 | Ry 6] 0.3036 0.3526 0.2778
¥ 0.9614 0.9629 0.9596
o 0.7405 0.7445 0.7289
10 5 | Rs 6] 0.4822 0.5125 0.4624
¥ 0.9592 0.9599 0.9579
« 0.2175 0.2182 0.2108
30 | 30 | Ry 6] 0.0135 0.0160 0.0125
0 0.2932 0.2952 0.2927
o 0.8199 0.8092 0.8311
30 | 20 | Rs 6] 0.2209 0.2649 0.1999
¥ 0.9826 0.9827 0.9823
o 0.7827 0.7684 0.7969
30 | 20 | Rg 6] 0.8208 0.8518 0.7980
¥ 0.9932 0.9932 0.9928
o 0.0834 0.0840 0.0826
50 | 50 | Ry o] 9e — 04 9e — 04 8e — 04
v 0.1148 0.1164 0.1136
o 0.7817 0.7816 0.7770
50 | 40 | Rg 6] 0.1061 0.1275 0.0938
¥ 0.8645 0.8705 0.8563
o 0.7727 0.7697 0.7700
20 | 40 | Ry 6] 0.5346 0.5775 0.5056
v 0.9782 0.9793 0.9776
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TABLE 4.13 — Comparaison du MLE et de I'estimation Bayésienne a 'aide de IMSE.

n | m | R | Parametres | MLE | quadratique | Entropie(p=-0.5) | Linex(a=-0.5)
o 0.0088 0.0759 0.0778 0.0735
10 | 10 | Ry 6] 0.0013 0.0520 0.0498 0.0536
vy 0.0176 0.0204 0.0206 0.0230
o 0.0241 0.0012 0.0012 0.0011
10| 5 | Re B 0.0023 0.0029 0.0024 0.0033
vy 0.0311 0.0012 0.0011 0.0012
o 0.1445 0.0015 0.0015 0.0015
10| 5 | Rs B 0.0044 0.0034 0.0029 0.0037
vy 0.0741 0.0016 0.0015 0.0017
o 0.0075 0.5412 0.5440 0.5375
30 | 30 | Ry B 0.0005 0.3150 0.3125 0.3169
¥ 0.0128 0.1363 0.1366 0.1359
o 0.0072 0.0015 0.0017 0.0013
30 | 20 | Rs B 0.0006 0.0026 0.0021 0.0031
v 0.0183 0.0007 0.0007 0.0007
o 0.0270 0.0016 0.0018 0.0015
30 | 20 | Rg 6] 0.0068 0.0027 0.0022 0.0031
0 0.0385 0.0008 0.0008 0.0008
Q 0.0073 0.8052 0.8067 0.8033
50 | 50 | Ry 6] 0.0003 0.4584 0.4571 0.4594
ol 0.0114 0.2018 0.2019 0.2016
o 0.0082 0.0045 0.0046 0.0043
50 | 40 | Rs B 0.0003 0.0062 0.0054 0.0068
¥ 0.0136 0.0022 0.0022 0.0023
o 0.0114 0.0053 0.0056 0.0051
50 | 40 | Ry B 0.0041 0.0067 0.0059 0.0073
v 0.0255 0.0024 0.0024 0.0025

4.6 Application avec des données réelles

Dans cette section, nous comparons ['ajustement du modeéle proposé (RP) avec des

modéles compétitifs et classiques tels que Rayleigh, Pareto, Beta Pareto, Log-normal.

Nous fournissons cette application a un ensemble de données réelles en utilisant les

dépassements des pics de crue (the exceedances of flood peaks) de la Riviere Floyd dans

les années (1935-1973) a James, lowa, USA (Source :

des Etats-Unis (1977)) . Pour plus de détails voir [1J)].

Conseil des ressources en eau
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TABLE 4.14 — Les débits annuels consécutifs de crue de la riviere Floyd a James, lowa.

Années Décharge d’inondation en (ft3/s)
1935 — 1944 1460, 4050, 3570, 2060, 1300, 1390, 1720, 6280, 1360, 7440
1945 — 1954 5320, 1400, 3240, 2710, 4520, 4840, 8320, 13900, 71500, 6250
1955 — 1964 2260, 318, 1330, 970, 1920, 15100, 2870, 20600, 3810, 726
1965 — 1973 7500, 7170, 2000, 829, 17300, 4740, 13400, 2940, 5660

Pour tester la qualité de l’ajustement des modeles ci-dessus, nous considérons certaines
mesures d’adéquation, notamment ; le critere d’information d’Akaike (AIC), le critére
d’information d’Akaike corrigé (CAIC), le critere d’information Bayésien (BIC) et le
critere d’information de Hannan-Quinn (HQIC) définis par

AIC = —21 + 2p,

CAIC = —91 + — 2"
n—p-—1

BIC = =2l + plog(n)
et
HQIC = -2l + 2plog(log(n)),

ot | est la log-vraisemblance , n est la taille de [’échantillon et p le nombre de paramétres.
En général, plus les valeurs de ces statistiques sont petites, meilleur est ['ajustement aux

données. Les calculs requis suivants sont effectués a l’aide du logiciel R.

TABLE 4.15 — Les statistiques AIC, CAIC, BIC et HQIC pour les données d’inondation de
la riviere Floyd.

Distribution AIC CAIC BIC HQIC
Rayleigh Pareto | 788.2277 788.9134 793.2183 790.0183
Rayleigh 436627347 | 436627347 | 436627348 | 436627347
Pareto 953.1139 953.4467 956.4405 954.3072
Beta Pareto 4618.009 4619.185 4624.663 4620.396
Log-normal 901.1985 901.5319 904.5257 902.3923

A partir des résultats de la Table on constate que le modele RP a les plus petites
valeurs des statistiques AIC, CAIC, BIC et HQIC parmi tous les modéles testés. Ainsi,
la distribution RP pourrait étre choisie comme le meilleur modeéle pour l’ensemble de

données.



Conclusion et Perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié¢ un modele, qui est une généralisation du modéle de
Pareto et qui peut dans certaines circonstances étre plus adéquat pour la modélisation de
certains phénomenes aléatoires. Ce modeéle appelé Rayleigh Pareto a été étudié dans le
détail avec ses caractéristiques statistiques. Nous nous sommes intéressés au probleme
de [’estimation des parametres et des caractéristiques de fiabilité de cette distribution
a l'aide d’une approche Bayésienne d’une part et en utilisant [’approche classique du
maztmum de vraisemblance d’autre part. Les données sous lesquelles ont été menées
les estimations proviennent d’un plan progressivement censuré a droite de type II. Nous
avons utilisé des méthodes numériques pour obtenir les estimateurs de Bayes et les es-
timateurs du mazximum de vraisemblance, car ils ne sont pas sous leur forme explicite.
Les estimateurs Bayésiens sont obtenus sous trois fonctions de perte (quadratique, en-
tropie et Linez) par lutilisation de la méthode MCMC' de Metropolis-Hastings.

Il a été vérifié que l'on peut obtenir les résultats sous données completes (R = Ry =
. =R, =0) et censurées de type I (R = Ry = ... =Ry, 1 =0et R, =n—m) a
partir du schéma progressivement censure.

Pour les caractéristiques de fiabilité, nous avons trouvé que la méthode de Bayes fonc-
tionne mieur que la méthode classique du maximum de vraisemblance. Pour les pa-
ramétres de la distribution RP, nous avons utilisé deuz critéres (Pitman et IMSE) pour
comparer les performances des deux approches et nous avons montré que l’estimation
Bayésienne sous des données censurées progressives est plus efficace que [’estimation
par maximum de vraisemblance.

L’application a des données réelles des crues de la riviere Floyd montre la supériorité
d’un point de vue adéquation du modéle proposé par rapport a certains autres modéles.

Comme perspectives et extension de ce travail, on peut s’intéresser a la prédiction dans
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un échantillon futur (Y1,...,Yn) des statistiques d’ordre ; a savoir Yy avec 1 <k < N
et on peut aussi appliquer le modéle dans les provisions techniques et les mesures de

risques en actuariat.
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