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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’étudier le nombre maximum des cycles limites de certains
systèmes différentiels polynômiaux en utilisant la méthode de moyennisation. Cette étude
est illustrée par des applications.

Dans le troisième chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
se produit par bifurcation zéro-Hopf à l’origine d’un système quadratique dans R4 de la
forme 

ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x − (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εjXj(x,y,z,w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑
j=0

εjYj(x,y,z,w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z − (b+ d1ε+ d2ε

2)w+
2∑
j=0

εjZj(x,y,z,w),

ẇ = (b+ d1ε+ d2ε
2)z+ (c1ε+ c2ε

2)w+
2∑
j=0

εjWj(x,y,z,w),

où

Xj(x,y,z,w) = aj,0x
2 + aj,1xy + aj,2xz+ aj,3xw+ aj,4y

2 + aj,5yz+ aj,6yw

+aj,7z
2 + aj,8zw+ aj,9w

2.

Yj(x,y,z,w), Zj(x,y,z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la même expression que Xj(x,y,z,w) en rem-
plaçant aji par bji , cji et dji .

Dans le quatrième chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
se produisent par une bifurcation de l’origine pour un système planaire de la formeẋ = −y + ε(1 + sinnθ)xP (x,y),

ẏ = x+ ε(1 + cosmθ)yQ(x,y),

où n et m sont des entiers positifs, P (x,y) et Q(x,y) sont des polynômes de degré n1,n2
respectivement et ε est un petit paramètre.

Dans le cinquième chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
peut être obtenu en perturbant le centre non linéaire ẋ = y2p−1, ẏ = −x2q−1,{

ẋ = y2p−1,
ẏ = −x2q−1 − ε(f (x,y) + g(x,y)y + h(x,y)y2 + l(x,y)y3),

où p et q sont des entiers positifs, f (x,y), g(x,y),h(x,y), l(x,y) sont des polynômes de de-
gré n1,n2,n3 et n4 respectivement, et ε est un petit paramètre.

Dans le sixième chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites pour
une classe des systèmes différentiels polynômiaux de Kukles généralisés de la forme{

ẋ = y,
ẏ = −x − f (x)y2p − g(x)y2p+1 − h(x)y2p+2 − l(x)y2p+3,



où f (x) = εf1(x)+ε2f2(x), g(x) = εg1(x)+ε2g2(x),h(x) = εh1(x)+ε2h2(x) et l(x) = εl1(x)+
ε2l2(x), où f k(x), gk(x),hk(x) et lk(x) sont de degrés n1,n2,n3,n4 respectivement pour k =
1,2, p est un nombre positif et ε est un petit paramètre.

Dans le septième chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites pour
une classe des systèmes différentiels polynômiaux de Kukles généralisés de la forme{

ẋ = y,
ẏ = −x − f1(x,y)− f2(x,y)y − g1(x,y)y2 − g2(x,y)y3,

où f1(x,y) = εf11(x,y) + ε2f12(x,y), f2(x,y) = εf21(x,y) + ε2f22(x,y), g1(x,y) = εg11(x,y) +
ε2g12(x,y) et g2(x,y) = εg21(x,y) + ε2g22(x,y) sont des polynômes de degré n1,n2,n3 et
n4 respectivement. ε est un petit paramètre.

Mots clés : théorie de moyennisation, Système différentiel de Kukles, cycle limite,
bifurcation de Hopf.



Abstract

The objective of this thesis is to study the maximum number of limit cycles of some
polynomial differential systems using averaging method. This study is illustrated by ap-
plications.

In the third chapter, we study the maximum number of limit cycles which occurs by
zéro-Hopf bifurcation at the origin of a quadratic system in R

4 of the form

ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x − (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εjXj(x,y,z,w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑
j=0

εjYj(x,y,z,w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z − (b+ d1ε+ d2ε

2)w+
2∑
j=0

εjZj(x,y,z,w),

ẇ = (b+ d1ε+ d2ε
2)z+ (c1ε+ c2ε

2)w+
2∑
j=0

εjWj(x,y,z,w),

where

Xj(x,y,z,w) = aj,0x
2 + aj,1xy + aj,2xz+ aj,3xw+ aj,4y

2 + aj,5yz+ aj,6yw

+aj,7z
2 + aj,8zw+ aj,9w

2,

Yj(x,y,z,w), Zj(x,y,z,w) and Wj(x,y,z,w) have the same expression as Xj(x,y,z,w) by re-
placing aji respectively by bji , cji and dji .

In the fourth chapter, we study the maximum number of limit cycles which occur by
a bifurcation of the origin for a planar system of the formẋ = −y + ε(1 + sinnθ)xP (x,y),

ẏ = x+ ε(1 + cosmθ)yQ(x,y),

wherem,n are non-negative integers, P (x,y) andQ(x,y) are polynomials of degree n1 and
n2 respectively and ε is a small parameter.

In the fifth chapter, we study the maximum number of limit cycles which can be
obtained by perturbation of the nonlinear center ẋ = y2p−1, ẏ = −x2q−1,{

ẋ = y2p−1,
ẏ = −x2q−1 − ε(f (x,y) + g(x,y)y + h(x,y)y2 + l(x,y)y3),

where p and q are positive integers, f (x,y), g(x,y),h(x,y), l(x,y) are polynomials of degree
n1,n2,n3 and n4 respectively. ε is a small parameter.

In the sixth chapter, we study the maximum number of limit cycles for generalized
polynomial Kukles differential system of the form{

ẋ = y,
ẏ = −x − f (x)y2p − g(x)y2p+1 − h(x)y2p+2 − l(x)y2p+3,



where f (r) = ufr(r)+e2721x1, g(x) = €g1(r) +t2g2(x1,h(x) = eht(x)+*hz(x), and
l(x)=el1(x1+ezlz1x\,where fo(r),go(*),hk(r)andlk(x) havedegrer- n1,n2,n3,7t4respec-
tively for k = I ,7. p is a positive integer and e is a small parameter.

In the seventh chapter, we study the maximum number of limit cycles for generalized

polynomial Kukles differential system of the form

( 
^'" _ ^.) ^-Y

1 y = -x - fr\,y) - fzk,y)y - gt(x,y)y2 - gz(x,y)y3,

where fr(*,y) = €ftrk,y) + ÿ ftzi,y),fz\x,y) - €fzt\,y) + ,2 fzzk,y),glx,y) = s81t @,ÿ) +

e2gn(x,y) and gz@,y\ = €gzt@,y) + e2gzzk,y) have degreÊ fi1,fi2tn3 and fl4 respectively,

and e is a small parameter.

key words : Averaging theory, Kukies differential system, Limit cycle, Hopf bifurca-
tion.
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Introduction générale

L’étude des équations différentielles est un domaine mathématique qui historique-
ment a fait l’objet de nombreuses recherches, et continue cependant de rester d’actua-
lité, par le fait qu’elle intéresse particulièrement des disciplines comme la mécanique,
la physique et plus récemment la biologie, l’électronique. Il convient de souligner que la
plupart de ces équations sont globalement de nature non-linéaire. Du fait que la descrip-
tion d’un système, à partir des lois régissant son fonctionnement, conduit souvent à un
modèle non linéaire, la manipulation peut se révéler complexe. De ce fait il n’existe pas
une théorie de l’ensemble des équations non-linéaires. Des calculs approchés basés sur
la méthode des petites perturbations, des méthodes de linéarisation...etc, sont effectués
concernant ces phénomènes, sur lesquels on dispose de très peu d’informations. A partir
de tels calculs, il a été déduit des conjectures que les chercheurs s’efforceront par la suite
de démontrer.

Soit l’équation différentielle dans R2
dx
dt

= P (x (t) , y(t)) ,
dy

dt
=Q (x (t) , y(t)) ,

(0.0.a)

où P et Q sont des polynômes. Existe-t-il une borne K pour le nombre de cycles limites,
de la forme K ≤ dq, où d est le maximum des degrés de P et Q, et q est une constante
universelle ?. C’est une version moderne de la seconde moitié du seizième problème de
Hilbert.

En fait, depuis un article de Petrovskii et Landis (1957) prétendant donner une solu-
tion positive, les progrès semblent aller en reculant. Un peu plus tôt, Dulac (1923) affir-
mait que le système ( 0.0.a) a toujours un nombre fini de cycles limites. Après qu’un trou
fût trouvé dans Petrovskii-Landis (voir [Petrovskii- Landis, 1959]), Ilyashenko (1985) a
trouvé une erreur dans l’article de Dulac.
Puis Shi Songling (1982) a trouvé un contre-exemple aux bornes spécifiques de Petrovskii-
Landis pour le cas d = 2. Ensuite, deux longs travaux ont été publié, indépendamment,
démontrant les affirmations de Dulac [Écalle, 1992] et [Ilyashenko, 1991].

Les chercheurs considèrent deux classes spéciales des équations différentielles : les
systèmes de Liénard généralisés et les systèmes de Kukles généralisés.

Le système de Liénard polynomial s’écrit :{
ẋ = −y,
ẏ = −g(x)− f (x)y,

(0.0.b)
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où f (x) et g(x) sont deux polynômes de degré n et m respectivement. Ce système est très
intéressant pour étudier les cycles limites des systèmes planaires. Nous avons une ver-
sion simplifiée du problème de Hilbert dans [50] (1998). En 1977, Lins et al. [25] ont
déclaré la conjecture que si f (x) est de degré n ≥ 1 alors le système ( 0.0.b) a au plus

[
n
2

]
cycles limites. Ils ont prouvé cette conjecture pour n = 1,2. La conjecture pour n = 3 a été
prouvé par Li Chengzi et Llibre dans [22] (2012).

On note H(m,n) le nombre maximal de cycles limites qui peuvent exister simulta-
nément pour le système ( 0.0.b). L’histoire commence avec Liénard (1928), un ingénieur
français qui établit un théorème d’existence et d’unicité d’une solution périodique pour
le système portant son nom (pour une revue complète des résultats antérieurs aux an-
nées soixante-dix, voir le livre de Sansone et Conti [49] (1964)).

– En 1928, Liénard [24] montra que si m = 1 et si F (x) =
∫ x

0
f (s)ds est une fonction

continue et impaire qui a une unique racine positive en x = a et qui est strictement
croissante pour x ≥ a, alors le système ( 0.0.b) possède un unique cycle limite.

– En 1975, Rychkov [44] a prouvé que pour des polynômes F(x) impairs et de degré
5 et si m = 1, alors ( 0.0.b) n’a au plus que 2 cycles limites.

– En 1977, Lins, De Melo et Pugh [25] ont prouvé que si m = 3 et n = 1, alors il n’y a
au plus qu’un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour que ce cycle
existe.

– En 1983, Xianwu [53] a prouvé la conjecture pour certains cas où m = 4 et n = 1.
– Dumortier et al. dans [15] et [13] ont prouvé que H(3,1) = 1.
– En 1997, Dumortier et Li [14] ont prouvé que H(2,2) = 1.
– En 1998, Coppel [12] a prouvé que H(2,1) = 1.

Notons par Ĥ (m,n) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude du sys-
tème ( 0.0.b). Blows, Lloyd [2] en 1984 et Lynch [[33], [34]] (1988, 1995) ont prouvé que

– Si g est impair alors Ĥ (m,n) =
[
n
2

]
.

– Si f est pair alors Ĥ (m,n) = n, quelque soit g.
– Si f est impair alors Ĥ (m,2n+ 1) =

[ (m−2)
2

]
+n.

– Si g(x) = x+ ge(x) où ge est pair, alors Ĥ (2m,2) =m.
- En 1998, Gasull et Torregrosa [17] ont amélioré certains résultats et ont obtenu une

borne supérieure pour Ĥ (6,7), Ĥ (7,6), Ĥ (7,7) et Ĥ (4,20).
- En 1999, Christopher et Lynch [[11], [35]] ont montré que :

� Ĥ (m,2) =
[ (2m+1)

3

]
.

� Ĥ (2,n) =
[ (2n+1)

3

]
.

� Ĥ (m,3) = 2
[ (3m+2)

8

]
pour tout 1 < m ≤ 50.

� Ĥ (3,n) = 2
[ (3n+2)

8

]
pour tout 1 < n ≤ 50

� Ĥ (4, k) = Ĥ (k,4) pour k = 6,7,8,9 et Ĥ (5,6) = Ĥ (6,5).
� En 2006, Yu et Han [54] ont prouvé que Ĥ (m,n) = Ĥ (n,m) pour n = 4,m = 10,11,12,13 ;
n = 5,m = 6,7,8,9 ; n = 6,m = 5,6. Voir aussi Llibre [28] pour un tableau avec toutes
les valeurs spécifiques.

En 2012, Llibre J. Valls.C [31] ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation
d’ordre un et deux un système d’équations différentielles de la forme{

ẋ = y − ε (g11 (x) + f11 (x)y)− ε2 (g12 (x) + f12 (x)y) ,
ẏ = −x − ε (g21 (x) + f21 (x)y)− ε2 (g22 (x) + f22 (x)y) ,
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où g1i , f1i , g2i , f2i pour i = 1,2 de degré l,k,m et n respectivement et ε un petit paramètre.

En 2013, Llibre et Valls [30] ont étudié le système différentiel polynômial plus général{
ẋ = y − f1 (x)y,
ẏ = −x − g2 (x)− f2 (x)y,

où f1 (x) = εf11 (x) + ε2f12 (x) + ε3f13 (x), g2 (x) = εg21 (x) + ε2g22 (x) + ε3g23 (x) et f2 (x) =
εf21 (x)+ε2f22 (x)+ε3f23 (x) où f1i , f2i et g2i de degré l,n etm respectivement pour i = 1,2,3
et ε suffisamment petit.
Ils ont trouvé une borne supérieure du nombre maximum de cycles limites qui peuvent
bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant la méthode
de moyennisation d’ordre trois.

Le système polynomial généralisé de Kukles s’écrit{ ·
x = −y,
·
y =Q(x,y),

(0.0.c)

où Q(x,y) est le polynôme avec des coefficients réels du degré n.
Kukles [42], en 1944 a introduit le système différentiel{ ·

x = −y,
·
y = x+ a1x

2 + a2xy + a3y
2 + a4x

3 + a5x
2y + a6xy

2 + a7y
3,

(0.0.d)

et a donné la condition nécessaire et suffisante pour que le système ait un centre à l’ori-
gine. Ce système cubique sans le terme y3 a aussi étudié dans [43] et les auteurs l’ont ap-
pelé système réduit. Dans [10], une description de la bifurcation de ses périodes critiques
apparut, et [56] présente l’existence des systèmes réduits de Kukles avec cinq cycles li-
mites. Dans [45], l’auteur a étudié la classe des systèmes réduits de Kukles sous une
perturbation cubique. 

·
x = −y,
·
y = x − a+ 1

a
x2 +

2− a
1− a

y2 +
1
a
x3 + εg(x,y),

(0.0.e)

où
g(x,y) = b01y + b11xy + b02y

2 + b12xy
2 + b21x

2y + b03y
3,

et ε>0 est un petit paramètre et a>2 est une constante.
Dans [8], l’auteur a prouvé que certains systèmes cubiques de la forme (0.0.c) pouvant

avoir sept cycles limites. Dans [5], Chavarriga and al ont étudié le nombre maximum de
cycles limites de faible amplitude pour les systèmes de Kukles qui peuvent coexister avec
quelques courbes algébriques invariantes. Aussi ils ont donné une famille de systèmes
cubiques de Kukles.

·
x = −y,
·
y = x+λy + abx2 − a(a2 + 3c − bλ)xy − 2aby2 − b2cx3

−b(b2 − a2c − 2c2 + bcλ)x2y − b2(−a2 − 3c+ bλ)xy2 + b3y3,
(0.0.f)

avec une hyperbole invariante

h(x,y) = 1 + abx − b2cx2 − b3xy = 0, avec b , 0,
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qui coexiste avec un ou deux cycles limites de faible amplitudes. Dans [28], les auteurs
ont étudié le nombre maximum de cycles limites des équations différentielles polyno-
miales généralisées de Liénard en utilisant la méthode de la moyennisation du premier
et second ordre. Dans [27], Llibre et Mereu ont étudié le nombre maximum de cycles
limites des systèmes différentiels polynomiaux de Kukles. ẋ = y,

ẏ = −x −
∑
k ≥1

εk
(
f kn (x) + gkm (x)y + hkl (x)y2 + d k0 y

3
)
, (0.0.g)

où pour chaque k les polynômes f kn (x) , gkm (x) et hkl (x) ont respectivement les degrés n,
m et l, d k0 , 0 est un nombre réel et ε est un petit paramètre.
En 2019, Boulfoul et al [6] ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre des
cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x,
du système différentiel polynômial de Kukles de type{

ẋ = −y,
ẏ = x − f (x)− g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

(0.0.h)

où f (x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x),h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et l(x) = εl1(x) +
ε2l2(x) sont de degrés n1,n2,n3 et n4 respectivement, et ε est un petit paramètre.

Cette thèse est scindée en sept chapitres.

Le chapitre 1 est un rappel sur les notions de base de la théorie qualitative des systèmes
dynamiques. On introduira des définitions élémentaires tels que : le système dyna-
mique, les points d’équilibres et leurs natures, la linéarisation et la stabilité au voi-
sinage d’un point d’équilibre, le cycle limite ainsi que des théorèmes sur l’existence
et la non-existence des cycles limites. On introduira aussi un rappel succinct de la
bifurcation de Hopf.

Dans le chapitre 2 nous présentons la méthode de moyennisation du premier et second
ordre, nous illustrons ceci à travers des exemples.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude de la bifurcation de zéro-Hopf dans R
4. On dé-

montre un résultat sur le nombre maximum de cycles limites qui se produit par
une bifurcation de zéro-Hopf autour de l’origine d’un système quadratique dans
R

4. Nous traitons cette étude en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux.
Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication intitulé "4-Dimensional
Hopf Bifurcation via averaging theory of second order".

L’objectif du chapitre 4 est de donner le nombre maximal de cycles limites pour un sys-
tème planaire de la formeẋ = −y + ε(1 + sinnθ)xP (x,y),

ẏ = x+ ε(1 + cosmθ)yQ(x,y),

où n et m sont des entiers positifs, P (x,y) et Q(x,y) sont des polynômes de degré
n1,n2 respectivement et ε est un petit paramètre.
Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication sous l’intitulé "Limit cycles
of a planar differential system via averaging theory".
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L’objectif du chapitre 5 est de donner le nombre maximal de cycles limites qui peut être
obtenu en perturbant le centre non linéaire ẋ = y2p−1, ẏ = −x2q−1, de la forme{

ẋ = y2p−1,
ẏ = −x2q−1 − ε(f (x,y) + g(x,y)y + h(x,y)y2 + l(x,y)y3),

où p et q sont des entiers positifs, f (x,y), g(x,y),h(x,y), l(x,y) sont des polynômes de
degré n1,n2,n3 et n4 respectivement, et ε est un petit paramètre.
Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication sous l’intitulé "Limit cycles
of a Kukles differential system via averaging theory".

Le chapitre 6 concerne l’étude du nombre maximal des cycles limites qui bifurquent
d’un centre linéaire perturbé par une classe généralisée de systèmes différentiels
de Kukles de la forme{

ẋ = y,
ẏ = −x − f (x)y2p − g(x)y2p+1 − h(x)y2p+2 − l(x)y2p+3,

où f (x) = εf 1(x) + ε2f 2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x), et l(x) =
εl1(x) + ε2l2(x), où f k(x), gk(x),hk(x) et lk(x) sont de degrés n1,n2, n3,n4 respective-
ment pour k = 1,2, p est un nombre positive, ε est un petit paramètre.
Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication sous l’intitulé "Estimation
of the number of limit cycles for generalized Kukles differential system".

Dans le chapitre 7 nous donnons le nombre maximal de cycles limites de certains sys-
tèmes de Kukles généralisés de la forme{

ẋ = y,
ẏ = −x − f1(x,y)− f2(x,y)y − g1(x,y)y2 − g2(x,y)y3,

où f1(x,y) = εf11(x,y)+ε2f12(x,y), f2(x,y) = εf21(x,y)+ε2f22(x,y), g1(x,y) = εg11(x,y)+
ε2g12(x,y) et g2(x,y) = εg21(x,y) + ε2g22(x,y) sont des polynômes de degré n1,n2,n3
et n4 respectivement, et ε est un petit paramètre.
Le résultat de ce chapitre a été accepté dans le journal "Journal of Applied analy-
sis", intitulé "Maximum number of limit cycles for generalized Kukles differen-
tial system".
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1.1. DÉFINITIONS GÉNÉRALES DU SYSTÈME DYNAMIQUE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base pour l’étude qualitative
des systèmes dynamiques.

1.1 Définitions générales du système dynamique

On considère un espace topologique M (c’est à dire un ensemble de points muni d’une
topologie) [39]

Définition 1.1 [16] Une carte de dimension n sur M est un couple (U,ϕ) formé de
• un ouvert U ⊂M,
• un homéomorphisme ϕ : u → ϕ (u) ⊂ R

n (un homéomorphisme est une application
continue et inversible dont l’inverse est continue ).

L’ouvert U est le domaine de la carte. Pour p ∈ U , ϕ (p) =
(
x1 (p) , ..,xn (p)

)
∈ Rn : ϕ est ce que

l’on appelle une fonction coordonnées.
Un point deM peut appartenir à deux domaines différents correspondants à deux cartes (U,ϕ)
et (V ,ψ).

Définition 1.2 Un système dynamique sur E est une carte C1

φ : R×E→ E

(t,x)→ φ (t,x) ,

où E est un sous-ensemble ouvert de Rn et si φt (x) = φ (t,x), alors φt satisfait

¶ φ0 (x) = x pour tout x ∈ E.

· φt ◦φs (x) = φt+s (x) pour tout s, t ∈R et x ∈ E.

Exemple 1.1 Soit le système
ẋ = Ax, x(0) = x0, (1.1.a)

où A est une matrice constante, t ∈R+ et x ∈Rn. La solution de ( 1.1.a) est donnée par

x (t) = eAtx0,

le système ( 1.1.a) engendre un système dynamique

φ : R+ ×Rn→R
n,

φ (t,x) = eAtx0.

Remarque 1.1 Un système dynamique sur Rn est linéaire si

φ (t,αx+ βy) = αφ (t,x) + βφ (t,y) ,

∀ α, β, t ∈ R et x, y ∈Rn.
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1.2. NOTION DU FLOT

1.2 Notion du flot

Définition 1.3 Soit le système non linéaire

ẋ = f (x) , (1.2.a)

avec la condition initiale x(0) = x0, x0 ∈ E, E est un sous ensemble ouvert de Rn et f ∈ C1 (E).
Soit ϕ (t,x0) la solution de ( 1.2.a). L’ensemble des applications ϕt définies par

ϕt (x0) = ϕ (t,x0) ,

est appelé le flot de l’équation différentielle ( 1.2.a).

1.3 Systèmes différentiels polynômiaux

Définition 1.4 On appelle système différentiel du plan, un système de la forme
dx
dt

= P (x (t) , y(t)) ,
dy

dt
=Q (x (t) , y(t)) ,

(1.3.a)

où P et Q sont des polynômes à coefficients réels, on dit aussi que ( 1.3.a) est un système
différentiel planaire polynômial.

• Le système ( 1.3.a) est de degré d où d =max (degP ,degQ).

• Si P et Q ne dépendent pas de t explicitement, alors le système ( 1.3.a) est dit autonome.

1.4 Points d’équilibres

Pour connaître l’aspect des trajectoires du système ( 1.3.a), au moins localement, nous
devons chercher ses points d’équilibre.

Définition 1.5 On dit que le point (x0, y0) est un point d’équilibre (point critique) du système
( 1.3.a), s’il est solution du système {

P (x0, y0) = 0,
Q (x0, y0) = 0.

1.5 Linéarisation

Le système

ẋ = Ax, où A =Df (x0) =
(
∂fi
∂xj

(x0)
)

1≤i, j≤n
, (1.5.a)

est appelé le système linéarisé du système ( 1.3.a) en x0.
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1.6. NATURE DES POINTS D’ÉQUILIBRES

Exemple 1.2 Dans le cas n = 2, soit

f (x) =
(
x2

1 − x
2
2 − 1

2x2

)
,

alors les points d’équilibre de f (x) = 0, sont : (1,0) et (-1,0).
Le système linéarisé est

Ax =Df (x) =
(

2x1 −2x2
0 2

)
,

alors

Df (1,0) =
(

2 0
0 2

)
et Df (−1,0) =

(
−2 0
0 2

)
,

la linéarisation du système d’équations différentielles nous amène à l’étude de la nature des
points d’équilibres.

Définition 1.6 Le point critique x0 du système ( 1.3.a) est dit hyperbolique si aucune des
valeurs propres de la matrice jacobienne A =Df (x0) n’a de partie réelle nulle.

1.6 Nature des points d’équilibres

1.6.1 Cas des systèmes linéaires

Soit le système linéaire
·
x = Ax, (1.6.a)

où A =
(
a11 a12
a21 a22

)
est une matrice constante inversible, et x = (x1,x2) ∈R2.

Soient λ1et λ2 les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynôme
caractéristique suivant

p(λ) = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11.a22 − a12.a21,

Définition 1.7 Soit le système différentielle linéaire planaire (1.6.a) où A est une matrice
d’ordre 2, λ1 et λ2 sont les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas
selon les valeurs propres λ1 et λ2 de la matrice A.

1) Cas réel :

i) Si les valeurs propres λ1et λ2 sont réelles, non nulles et de signes différents, la solution
x = x0 est appelée un selle est toujours instable.

ii) Si les valeurs propres λ1et λ2 sont réelles, non nulles et de même signe, la solution
x = x0 est appelée un noeud

Si de plus :
• λ1 < λ2 < 0 est un noeud impropre stable.
• 0 < λ1 < λ2 est un noeud impropre instable.
• Si λ = λ1 = λ2 on a deux cas :

� Si A est diagonalisable, la singularité est un noeud propre, il est stable si λ < 0 et
instable si λ > 0.

� Si A est non diagonalisable, la singularité est un noeud exceptionnel, il est stable
si λ < 0 et instable si λ > 0.
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1.6. NATURE DES POINTS D’ÉQUILIBRES

2) Cas complexes :

Si les valeurs propres λ1 et λ2 sont complexes conjuguées

λ1 = α + iβ,
λ2 = α − iβ,

i) Si α , 0 on a :

• α > 0 est un foyer instable.
• α < 0 est un foyer stable.

ii) Si α = 0 : le point critique est un centre. Il est stable mais pas asymptotiquement
stable.

1.6.2 Cas des systèmes non linéaires

Définition 1.8 Un point d’équilibre x0 du système (1.3.a) est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A =Df (x0) ont des parties réelles négatives. Il est appelé source si toutes
les valeurs propres de la matrice A =Df (x0) ont des parties réelles positives. Il est appelé selle
s’il est hyperbolique et si A = Df (x0) a au moins une valeur propre avec une partie réelle
positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Figure 1.1 – selle Figure 1.2 – noeud impropre stable

Figure 1.3 – noeud impropre instable Figure 1.4 – noeud propre stable
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1.6. NATURE DES POINTS D’ÉQUILIBRES

Figure 1.5 – noeud propre instable Figure 1.6 – noeud exceptionnel stable

Figure 1.7 – noeud exceptionnel in-
stable Figure 1.8 – foyer stable

Figure 1.9 – foyer instable Figure 1.10 – centre

1.6.3 Stabilité des points d’équilibres

Définition 1.9 On dit qu’un point d’équilibre est stable si ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que, si

‖x − x0‖ ≤ δ⇒ ‖ϕ (t,x)− x0‖ ≤ ε, ∀t ≥ 0,

avec ϕ(t,x) est appelé le flot de l’équation différentielle ( 1.2.a).
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1.7. MÉTHODE DIRECTE DE LYAPUNOV

Définition 1.10 On dit qu’un point d’équilibre x0 est asymptotiquement stable s’il est stable
et s’il existe un voisinage de x0 tel que pour tout x dans ce voisinage, limt→+∞φ (t,x) = x0.

Théorème 1.1 Soit le système linéaire ( 1.5.a). Le point x = x0 est asymptotiquement stable
si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelles strictement négatives. Si
A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors le point x = x0 est
instable.

1.7 Méthode directe de Lyapunov

Pour l’étude de la stabilité non linéaire, la méthode la plus classique est basée sur la
linéarisation et l’utilisation des valeurs propres du système linéarisé, Lyapunov a pro-
posé une seconde méthode basée sur la recherche, d’une fonction scalaire de signe défini
à valeurs réelles.

1.7.1 La stabilité par la méthode directe de Lyapunov

Considérons le système ( 1.2.a), supposons que l’origine est un point singulier de
( 1.2.a) et posons V : U → R une fonction de classe C1 définie dans un voisinage U
de l’origine, telle que :

• V (0) = 0 .
• V (x) > 0 pour x , 0, x ∈U .

Si V (x) ≥ 0 alors la fonction est dite semi-définie positive. La méthode des fonctions de
Lyapunov consiste à étudier directement la stabilité des points singuliers d’un système
différentiel ( 1.2.a), à l’aide d’une fonction convenablement choisie V (x) que l’on appelle
fonction de Liapunov.

Théorème 1.2 (Théorème de Lyapunov de la stabilité).
Si pour le système ( 1.2.a) il existe une fonction V (x) (fonction de Lyapunov) de signe défini
(définie positive ou définie négative) tel que

dV
dt

=
n∑
i=1

∂V
∂xi

fi(x),

est une fonction semi-définie (positive ou négative) de signe inverse de V ou est identiquement
nulle, alors le point d’équilibre x = 0 est stable.

Théorème 1.3 (Théorème de Lyapunov de la stabilité asymptotique).
Si pour le système ( 1.2.a) il existe une fonction V (x) (fonction de Lyapunov) de signe défini
(définie positive ou définie négative) tel que

dV
dt

=
n∑
i=1

∂V
∂xi

fi(x),

est une fonction définie (positive ou négative) de signe inverse de V , alors le point d’équilibre
x = 0 est asymptotiquement stable.

14



1.8. ÉTUDE QUALITATIVE AU VOISINAGE D’UN POINT D’ÉQUILIBRE

Théorème 1.4 (Théorème de Lyapunov de l’instabilité).
Supposons que pour le système ( 1.2.a) il existe une fonction V (x) dérivable au voisinage de
l’origine 0 et telle que V (0) = 0. Si

dV
dt

=
n∑
i=1

∂V
∂xi

fi(x),

fi(x) est définie positive et s’il existe aussi près que l’on veut de l’origine des points en lesquels
la fonction V (x) prend des valeurs positives, alors le point d’équilibre x = 0 est instable.

Remarque 1.2 La méthode directe de Lyapunov est justement applicable aux systèmes non
autonomes

ẋ = f (x, t),

une petite modification est apportée pour que V (x, t) soit définie positive dans U , on exige
l’existence d’une fonction W (x) continue dans U vérifiant :

• W (0) = 0
• 0 <W (x) ≤ V (x, t).

La dérivée de V par rapport au temps s’écrit

dV (x, t)
dt

=
∂V
∂t

+
∂V
∂x

dx
dt
.

Les propriétés de stabilité sont dites globales si U est égal à R
n.

Remarque 1.3 La méthode directe de Lyapunov donne des conditions suffisantes mais pas
nécessaires de stabilité.

1.8 Étude qualitative au voisinage d’un point d’équilibre

Considèrent le système d’équation différentiel autonome donné par :

dx
dt

= f (x) , (1.8.a)

où x ∈ Rn, f ∈ Cr(D), D ⊆ R
n. Soit J la matrice jacobienne au voisinage de x∗ un point

d’équilibre de ( 1.8.a). Soient {u1,u2, ..,us} les vecteurs propres de J correspondant aux
valeurs λ dont la partie réelle négative, {v1,v2, ..,vu} les vecteurs propres de J correspon-
dant aux valeurs propres λ dont la partie réelle est positive et {w1,w2, ..,wc} les vecteurs
propres de J correspondant aux valeurs propres λ dont la partie réelle est nulle, tel que
s + u + c = n. On note Es le sous-espace vectoriel engendré par {u1,u2, ..,us}, Eu le sous-
espace vectoriel engendré par {v1,v2, ..,vu} et Ec le sous-espace vectoriel engendré par
{w1,w2, ..,wc}, avec Es ⊕Eu ⊕Ec = R

n.

Théorème 1.5 (Théorème de la variété centrale).[37] Il existe des variétés de classe Cr

stable W s, instable W u et centrale W c tangentes respectivement à Es,Eu et Ec en x∗. Ces
variétés sont invariantes par rapport au flot φt de ( 1.8.a).
Supposons que, par un changement de coordonnées, le point fixe x∗ ait été ramené à l’origine
et les équations du système dynamique mises sous la forme :{

ẋ = Ax+ f (x,y) ,
ẏ = By + g(x,y),

(1.8.b)
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1.9. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

où x et f sont des n-vecteurs et A une matrice n×n dont les valeurs propres sont de partie réelle
nulle. De même y et g sont des m-vecteurs et B une matrice m×m dont les valeurs propres ont
leur partie réelle négative.
Localement, la variété centrale peut être représentée au voisinage de x∗ = 0 par :

W c = {(x,y) ∈Rn ×Rm / y = h(x), |x| < δ, h(0) = 0, Dh(0) = 0} , (1.8.c)

pour δ suffisamment petit. Les conditions h(0) = 0 etDh(0) = 0 implique que la variété centrale
W c est tangente à Ec ≡ (y = 0) au point (x,y) = (0,0). Portant y = h(x) avec h(0) = Dh(0) = 0
dans ( 1.8.b), on obtient

ẋ = Ax+ f (x,h(x)) , (1.8.d)

où x ∈Rn et h : Rn→R
m.

Pour calculer la fonction y = h(x), on remplace dans ( 1.8.b) ẏ par Dh(x)ẋ, c’est à dire

ẏ = Dh(x)ẋ
= Dh (x) [Ax+ f (x,h (x))]
= Bh(x) + g (x,h (x)) .

D’où le système qui nous permettra de trouver la fonction h(x) :

Dh (x) [Ax,f (x,h (x))]−Bh(x)− g (x,h (x)) = 0. (1.8.e)

Dans la pratique, on résout approximativement ( 1.8.e) en développant h(x) en série de Taylor
autour de x = 0 et en tenant compte du fait que h(0) =Dh(0) = 0

h(x) =
n∑

i,j=1

a2ijxixj +
n∑

i,j,k=1

a3ijkxixjxk + ....,

avec a2ij , a3ijk .... ∈Rm.

1.9 Plan et portrait de phase

Définition 1.11 Soit le système planaire ( 1.3.a), un portrait de phase est l’ensemble des tra-
jectoires dans l’espace de phase. En particulier, pour les systèmes autonomes d’équations diffé-
rentielles ordinaires de deux variables. Les solutions (x(t), y(t)) du système représentent dans
le plan (x ◦ y) des courbes appelées orbites.
Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la figure complète des orbites
de ce système ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le plan (x ◦ y)
est dit le plan de phase.

1.10 Solutions périodiques et cycles limites

1.10.1 Solutions périodiques

On appelle solution périodique toute solution x = ϕ (t) de l’équation ( 1.2.a), telle
qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant ϕ(t + T ) = ϕ(t).
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1.10. SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET CYCLES LIMITES

Remarque 1.4

• Si ϕ(t) a une période T , la solution a aussi une période kT , et supposons que T est la
plus petite période.

• Les points d’équilibres sont considérés comme des solutions périodiques à une période
arbitraire T ∈R+.

Théorème 1.6 Soit ϕ(t) une solution du système ( 1.2.a), supposons qu’il existe deux instants
t1 et t2 (t1 < t2) tels que ϕ(t1) = ϕ(t2) (c’est à dire que l’orbite de ϕ(t) se recoupe).
Alors, ϕ(t) est une solution périodique définie pour tout t ∈R.

Lemme 1.1 Une solution périodique du système différentiel autonome ( 1.2.a) correspond à
une orbite fermée dans le plan de phase, et une orbite fermée correspond à une solution pério-
dique.

1.10.2 La méthode du gradient

Définition 1.12 Supposons que le système différentiel puisse s’écrire sous la forme ẋ = −
−−−−−−−−−→
gradV (x)

où
−−−−−−−−−−→
gradV (x) =

(
∂V
∂x1

, .....,
∂V
∂xn

)T
,

et x ∈U ⊆R
n et V est une fonction de classe C1 définie sur U à valeur dans R.

On dit alors que V est un potentiel du système.

Théorème 1.7 Si un système admet un potentiel il ne peut admettre d’orbites fermées.

Exemple 1.3 Considérons le système {
ẋ = sin(y) ,
ẏ = xcos(y),

ce système n’admet pas d’orbites fermées puisqu’il admet la fonction V (x,y) = −x sin(y) comme
potentiel.

1.10.3 Cycles limites

Définition 1.13 On appelle cycle limite une orbite périodique qui est isolée dans l’ensemble
des orbites périodiques, c’est à dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son
voisinage.

Définition 1.14 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x du cycle
limite.
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1.10. SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET CYCLES LIMITES

1.10.4 Stabilité des cycles limites

Théorème 1.8 Γ étant la trajectoire d’un cycle limite, toutes les trajectoires intérieures et
extérieures voisines de Γ s’enroulent toutes en spirales autour de Γ pour t→ +∞ ou t→−∞.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
sont attirées vers Γ .

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
sont refoulées de Γ .

Exemple 1.4 Soit le système différentiel ẋ = x − y − x
(
x2 + y2

)
,

ẏ = x+ y − y
(
x2 + y2

)
.

(1.10.a)

En coordonnées polaires x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, le système ( 1.10.a) devient{
ṙ = r(1− r2),
θ̇ = 1,

d’où
ṙ = 0⇒ r = 0 ou r = ±1.

Comme r > 0, on n’accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la solution
périodique (x(t), y(t)) = (cos(t +θ0),sin(t +θ0)), avec θ(0) = θ0.
Dans le plan de phase il y a un seul cycle limite d’équation x2 + y2 = 1 et d’amplitude r = 1.

Figure 1.11 – Cycle limite du systme ( 1.10.a).
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1.11. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

1.11 Existence et non-existence des cycles limites

1.11.1 Existence et unicité des cycles limites

Théorème 1.9 (Poincaré-Bendixson). On considère le système autonome{
ẋ = f (x,y),
ẏ = g(x,y),

(1.11.a)

dans un domaine D ⊂R
2, où f ,g ∈ C1(D). Supposons que γ+ est une orbite bornée et positive

et que ω (γ+) ne contient que des points critiques. Alors ω (γ+) une orbite périodique. De plus
si ω (γ+) , γ+ alors l’orbite périodique est appelé cycle limite . Un résultat analogue est valable
pour une orbite bornée et négative.

Corollaire 1.10 Soit D un ensemble fermé borné ne contenant aucun point singulier et sup-
posons que D est positivement invariant. Alors il existe un cycle limite contenu dans D.

Théorème 1.11 (Critère de Dulac). On considère le système ( 1.11.a), où f et g sont de
classe C1 sur un ouvert E ⊂R

n. Soit ψ une fonction de classe C1 et A une région annulaire de
E.
Si ∂

∂x (ψf ) + ∂
∂y (ψg) ne change pas de signe dans A, alors il y a un seul cycle limite contenu

dans A.

1.11.2 Non existence des cycles limites

Théorème 1.12 (Critère de Bendixson). Supposons que le domaine D ⊂R
2 soit simplement

connexe, f et g sont continûment différentiables dans D. Le système ( 1.11.a) n’admet pas de
cycle limite dans D, si ∇(f ,g) non nulle et ne change pas de signe en D.

Théorème 1.13 (Critère de Dulac). On considère le système ( 1.11.a) où f et g sont de classe
C1. Soit ψ une fonction de classe C1. Supposons que le domaine D ⊂ R

2 soit simplement
connexe.
Si ∂

∂x (ψf ) + ∂
∂y (ψg) non nulle et de signe constant sur D, alors il n’y a pas de cycle limite

contenu entièrement dans D.

1.11.3 Intégrales premières

On dit qu’une fonction H : Ω ⊂ R
2 → R de classe C1 est une intégrale première du

système ( 1.11.a) si elle est constante sur les courbes solutions (x(t), y(t)) de ce système,
c’est-à-dire

dH(x,y)
dt

=
∂H (x,y)
∂x

f (x,y) +
∂H (x,y)
∂y

g(x,y) ≡ 0,

sur les points de Ω.
On dit que le système différentiel ( 1.11.a) est intégrable sur un ouvert Ω, s’il admet une
intégrale première sur Ω.
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1.12. BIFURCATION DE HOPF

1.12 Bifurcation de Hopf

Théorème 1.14 Soit le système planaire{
ẋ = fµ (x,y) ,
ẏ = gµ (x,y) ,

(1.12.a)

où µ est un paramètre. Supposons que (x,y) = (x0, y0) est un point d’équilibre du système
( 1.12.a) qui dépend de µ.
Soient λ1,2 (µ) = α (µ)± iβ (µ) les valeurs propres du système linéarisé au voisinage de (x0, y0).
Supposons que pour une certaine valeur de µ = µ0, les conditions suivantes sont satisfaites

1) α (µ0) = 0, β (µ0) = w , 0 où sgn (w) = sgn
(
∂gµ
∂x

∣∣∣µ=µ0
(x0, y0)

)
,

2) dα(µ)
dµ

∣∣∣µ=µ0
= d , 0,

3) a , 0 où

a =
1

16

(
fxxx + fxyy + gxxy + gyyy

)
+

1
16w

(fxy
(
fxx + fyy

)
−gxy

(
gxx + gxy

)
− fxxgxx + fyygyy),

avec fxy = ∂2f
∂x∂y

∣∣∣µ=µ0
(x0, y0) .

Alors une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour µ > µ0 si ad < 0 ou pour
µ < µ0 si ad > 0.

Le point d’équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ0 (respectivement pour µ < µ0) si d < 0
(respectivement si d > 0).

L’orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est instable
(respectivement stable).

L’amplitude de l’orbite périodique est égale à
√∣∣∣µ−µ0

∣∣∣ et la période est de T =
2π
|ω|

quand
µ→ µ0.

La bifurcation est dite super-critique si l’orbite périodique est stable et sous-critique si l’or-
bite périodique est instable.

Exemple 1.5 On considère le système non linéaire suivant{
ẋ = y + x(µ− x2 − y2),
ẏ = −x+ y(µ− x2 − y2),

(1.12.b)

le système ( 1.12.b) admet un point d’équilibre unique qui est l’origine (0,0).
Les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculées au point d’équilibre (0,0) sont complexes
conjuguées et égales à λ1,2 = µ± i .

Alors α (µ) = µ et β (µ) = 1.
On a α (µ) = 0 ⇐⇒ µ0 = 0, sgn(ω) = sgn[−1], β(µ0) = −1 = ω , 0, ∂α∂µ

∣∣∣µ0=0 = 1 = d , 0 et
a = −1.
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1.12. BIFURCATION DE HOPF

Donc on a une bifurcation de Hopf et la valeur de la bifurcation est µ0 = 0. D’après le
Théorème (1.14), on a ad = −1 < 0, donc il existe un cycle limite pour µ > 0. Comme d = 1 > 0,
l’origine est stable pour µ < 0 et instable pour µ > 0.
Pour µ > 0 le cycle limite est stable d’amplitude

√
µ. On dit alors qu’on a une bifurcation de

Hopf super-critique .

Figure 1.12 – P ortrait de phase pour µ = 0.

Figure 1.13 – P ortrait de phase pour µ = 0,6.

Figure 1.14 – P ortrait de phase pour µ = −0,3.
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1.13. THÉORÈME DE BEZOUT

1.13 Théorème de Bezout

Théorème 1.15 Soient Pj , j = 1, ....,n des polynômes en ces variables (x1,x2, ..,xd) de degré dj ,
j = 1, ...,n. Considérons le système polynomial suivant

P1 (x1,x2, ...,xd) = 0,
P2 (x1,x2, ...,xd) = 0,

......
Pn (x1,x2, ...,xd) = 0,

où (x1,x2, ..,xd) ∈Rd . Si le nombre de solutions de ce système est fini, alors il est borné par

d1 × d2 × ...× dn.

1.14 Théorème de Descartes

Théorème 1.16 Considérons Ie polynôme réel p (r) = ai1r
i1 + ai2r

i2 + ... + ainr
in avec 0 ≤ i1 <

i2 < ... < in et aij , 0 des constantes réelles pour j ∈ {1,2, ..,n} .
Si aijaij+1

< 0, on dit que aij et aij+1
ont une variation de signe. Si le nombre des variations

des signes égal m, alors p(r) a au plus m racines réelles positives. En outre, il est toujours
possible de choisir les coefficients de p(r) de telle sorte que p(r) ait exactement n − 1 racine
réelles strictement positives.

1.15 Système Hamiltonien

Soit E un ouvert de R
2n et H ∈ C2(E) tel que H =H(x,y) avec x,y ∈Rn.

Un système de la forme 
ẋ =

∂H
∂y

,

ẏ = −∂H
∂x

,

où

∂H
∂x

=
(
∂H
∂x1

, ...,
∂H
∂xn

)T
,

∂H
∂y

=
(
∂H
∂y1

, ...,
∂H
∂yn

)T
,

est dit système Hamiltonien à n degré de liberté sur E.

1.16 Existence et unicité des solutions des problèmes à va-
leurs initiales

Soit D un ouvert de R
n, t0 < t ≤ t0 + T , x et f (t,x) ∈Rn.
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1.16. EXISTENCE ET UNICITÉ DES SOLUTIONS DES PROBLÈMES À VALEURS
INITIALES

Définition 1.15 On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport à x si

‖f (t,x1)− f (t,x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ ,

où x1,x2 ∈D, et L est une constante.
Nous pouvons maintenant formuler un théorème bien connu d’existence et d’unicité pour des
problèmes à valeur initiale.

Théorème 1.17 (existence et unicité). On considère le problème à valeur initiale

dx
dt

= f (t,x) , x (t0) = x0,

où x ∈D ⊂R
n, t0 < t ≤ t0 + T . On suppose que :

a) f (t,x) est continue par rapport à t, x sur G = [t0, t0 + T ]×D.
b) f (t,x) satisfait la condition de Lipschitzienne en x.

Alors le problème à valeur initiale admet une solution unique.
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Chapitre

2 Théorie de
moyennisation
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La méthode de moyennisation est l’une des plus importantes méthodes perturbatives
utilisées actuellement dans l’étude des cycles limites des systèmes dynamiques. Cette
méthode a une longue histoire qui commence avec les travaux classiques de Lagrange
et Laplace en 1788 qui ont donné une justification intuitive de la méthode. La première
démonstration de la validité asymptotique de cette méthode a été introduite en 1928 par
Fatou, en 1934 par Bogoliobov et Krylov [3], en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky
[4]. Ensuite plusieurs développements ont eu lieu de cette méthode par Verhulst [52],
Sanders et Verhulst [48], Malkin [36] et Roseau [41], Buicã et Llibre [7]. Giné, Grau et
Llibre [19]. Llibre, Novaes et Teixeira [29].

Dans ce chapitre, on présente des différents théorèmes de la théorie de moyennisa-
tion.

2.1 Théorie de moyennisation du premier ordre

On considère le système différentiel

ẋ = εF (t,x) + ε2R (t,x,ε) , (2.1.a)

où x ∈ D ⊂ R
n, D est un domaine borné et t ≥ 0. Supposons que F(t,x) et R(t,x,ε) sont

des fonctions T -périodiques en t.
Le système moyenné associé au système ( 2.1.a) est

ẏ = εf 0(y), y(0) = x0, (2.1.b)

f 0(y) =
1
T

∫ T

0
F(s,y)ds. (2.1.c)

Théorème 2.1 [46] Soit le système ( 2.1.a), on suppose que F, R,DxF,D2
xF etDxR sont conti-

nues et bornées par une constante M dans [0, ε)×D avec −ε0 < ε < ε0.
Supposons aussi que F et R sont T -périodiques en t, où T est indépendante de ε. Alors

24



2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

1) Si p est un point critique pour le système ( 2.1.b) tel que

det
(
Dxf

0 (p)
)
, 0. (2.1.d)

Alors pour |ε| suffisamment petit, il existe une solution T -périodique x(t,ε) du système
( 2.1.a) telle que x (0, ε)→ p quand ε→ 0.

2) Si le point critique y = p du système moyenné ( 2.1.b) est hyperbolique, alors pour |ε| > 0
suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t,ε) du système ( 2.1.a) est
unique, hyperbolique et de même stabilité que p.

Preuve. Voir [46].

Exemple 2.1 (L’équation de Van Der Pol).
Soit

ẍ+ x = ε
(
1− x2

)
ẋ. (2.1.e)

L’équation ( 2.1.e) peut s’écrire sous la forme suivante{
ẋ = y,
ẏ = −x+ ε

(
1− x2

)
y.

En coordonnées polaires (r,θ) où x = rcos(θ), y = rsin(θ) avec r > 0, ce système devient de la
forme {

ṙ = εr sin2(θ)(1− r2 cos2(θ)),
θ̇ = −1 + εcos(θ)sin(θ)(1− r2cos2(θ)).

(2.1.f)

Le système ( 2.1.f) est équivalent à

dr
dθ

= −εr sin2(θ)(1− r2 cos2(θ)) +O(ε2). (2.1.g)

On note que l’équation ( 2.1.g) est sous la forme standard ( 2.1.a) pour appliquer la théorie de
moyennisation si on prend

x = r, t = θ, T = 2π et F(t,x) = −r sin2(θ)(1− r2 cos2(θ)).

On calcule l’équation ( 2.1.c), on obtient

f 0 (r) = − 1
2π

∫ 2π

0
r sin2 (θ)

(
1− r2 cos2θ

)
dθ =

1
8
r
(
r2 − 4

)
.

f 0(y) a une unique racine positive r = 2. Puisque df 0/dr(r = 2) = 1, par l’hypothèse 1 du
théorème (2.1) l’équation de Van Der Pol ( 2.1.e) a pour |ε| , 0 une orbite périodique d’ampli-
tude r = 2 du système non perturbé avec ε = 0. De plus, puisque df 0/dr(r = 2) = 1 > 0 par
l’hypothèse 2 du théorème (2.1), ce cycle limite est instable. Voir la figure (2.1).
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Figure 2.1 – Cycle limite instable de l′quation ( 2.1.e) pour ε = 10−3.

Exemple 2.2 (Système de Liénard).
Soit le système de Liénard  ẋ = y − ε

n∑
i=1

aix
i ,

ẏ = −x,
(2.1.h)

le système ( 2.1.h) s’écrit en coordonnées polaires
ṙ = −ε

n∑
i=1

air
icosi+1θ,

θ̇ = −1 + ε sinθ
n∑
i=1

air
i−1cosiθ,

(2.1.i)

le système ( 2.1.i) est équivalent à

dr
dθ

= ε
n∑
i=1

air
icosi+1θ +O(ε2).

On calcule l’équation ( 2.1.c), on obtient

f 0 (r) =
1

2π

∫ 2π

0

n∑
i=1

air
i cosi+1θdθ,

on aura

f 0 (r) =
1

2π

[ n−1
2 ]∑
i=0

a2i+1r
2i+1

∫ 2π

0
cos2i+2θdθ.

Ce polynôme peut avoir au plus
[
n−1

2

]
racines positives. Donc le système ( 2.1.h) peut avoir au

plus
[
n−1

2

]
cycles limites.
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2.2 Un autre théorème de la moyennisation du premier
ordre

Théorème 2.2 On considère le problème de bifurcation des solutions T -périodiques du sys-
tème différentiel de la forme

ẋ(t) = F0(t,x) + εF1(t,x) + ε2F2(t,x,ε), (2.2.a)

où ε ∈ (−ε0, ε0) pour ε0 suffisamment petit. Les fonctions F0,F1 : R×Ω→ R
n et F2 : R×Ω×

(−ε0, ε0)→ R
n sont des fonctions de classe C2, T -périodique en t et Ω est un ouvert de R

n.
Supposons que le système non perturbé

ẋ(t) = F0(t,x), (2.2.b)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.

Soit x(t, z) la solution du système non perturbé ( 2.2.b) telle que x(0, z) = z. La linéarisation
du système non perturbé ( 2.2.b) le long de la solution périodique x(t, z) s’écrit

ẏ = DxF0(t,x(t, z))y. (2.2.c)

Notons par Mz(t) la matrice fondamentale du système différentiel linéaire ( 2.2.c) supposons
qu’il existe un ensemble ouvert V avec CL (V ) ⊂Ω, tel que pour chaque z ∈ CL (V ), x(t, z,0)
est T -périodique, où x(t, z,0) est la solution du système non perturbé ( 2.2.b) avec x(0, z,0) = z.
L’ensemble CL (V ) est isochrone pour le système ( 2.2.a) ; c’est à dire il est un ensemble formé
seulement par des orbites périodiques, toutes ayant la même période.

On note par ξ : Rk ×Rn−k → R
k la projection de Rn sur ses k premières coordonnées, c’est

à dire
ξ(x1,x2, ...,xn) = (x1,x2, ...,xk),

et par ξ⊥ : Rk ×Rn−k → R
n−k la projection de R

n sur ses n − k dernières coordonnées, c’est à
dire

ξ⊥(x1,x2, ...,xn) = (xk+1, ...,xn).

Alors, on a les résultats suivants :

Théorème 2.3 [36] Soit V un ensemble ouvert et borné de Rk, et soit β : CL(V )→ R
n−k une

fonction de classe C2. supposons que :
i) Z = {zα = (α,β (α)) ,α ∈ CL (V )} ⊂ Ω et pour chaque zα ∈ Z la solution x(t, zα) de

( 2.2.b) est T -périodique.
ii) Pour chaque zα ∈ Z, il existe une matrice fondamentale Mzα (t) de ( 2.2.c) telle que la

matrice Mzα (0)−M−1
zα (T ) a dans le coin supérieur droit une matrice k × (n− k) nulle, et

dans le coin inférieur droit la matrice ∆α(n− k)× (n− k) avec det(∆α) , 0.
On considère la fonction F : CL(V )→R

k

F (α) = ξ
(

1
T

∫ T

0
M−1
zα (t)F1(t,x(t, zα))dt

)
. (2.2.d)

S’il existe a ∈ V avec F (a) = 0 et det((dF /dα)(a)) , 0, alors il existe une solution T -périodique
ϕ(t,ε) du système ( 2.2.a) telle que ϕ(0, ε)→ za quand ε→ 0.

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.
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Théorème 2.4 [36] Soit V un ensemble ouvert et borné avec CL (V ) ⊂Ω tel que pour chaque
zα ∈ CL (V ) et pour chaque zα ∈ Z, la solution x(t, zα) est T -périodique.
Considérons la fonction F : CL(V )→R

n

F (α) =
1
T

∫ T

0
M−1
zα (t)F1(t,x(t, zα))dt. (2.2.e)

S’il existe a ∈ V avec F (a) = 0 et det((dF /dα)(a)) , 0, alors il existe une solution T -
périodique ϕ(t,ε) du système ( 2.2.a) telle que ϕ(0, ε)→ za quand ε→ 0.

Théorème 2.5 [36] Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et borné de Rm et soit
β : CL(V )→R

m une fonction de classe C2. supposons que :

i) Z = {zα = (α,β (α)) ,α ∈ CL (V )} ⊂ Ω et pour chaque zα ∈ Z la solution x(t, zα) de
( 2.2.b) est T -périodique.

ii) Pour chaque zα ∈ Z, il existe une matrice fondamentale Mzα (t) de ( 2.2.c) telle que la
matrice M−1

zα (0) −M−1
zα (T ) a dans le coin supérieur droit la matrice ∆α(m × m) avec

det(∆α) , 0, et dans le coin inférieur droit une matrice m×m nulle.

On considère la fonction F : CL(V )→R
m

F (α) = ξ⊥
(

1
T

∫ T

0
M−1
zα (t)F1(t,x(t, zα))dt

)
. (2.2.f)

S’il existe a ∈ V avec F (a) = 0 et det((dF /dα)(a)) , 0, alors il existe une solution T -périodique
ϕ(t,ε) du système ( 2.2.a) telle que ϕ(0, ε)→ za quand ε→ 0.

Exemple 2.3 On considère l’équation suivante :
...
x − ẍ+ ẋ − x = ε(2 + sin(t))(x2 + 4x3), (2.2.g)

On écrit l’équation différentielle du troisième ordre ( 2.2.g) comme le système différentiel du
premier ordre suivant 

ẋ = y,
ẏ = z,
ż = x − y + z+ ε(2 + sin(t))(x2 + 4x3).

(2.2.h)

L’origine est l’unique point singulier du système ( 2.2.h) lorsque ε = 0. La partie linéaire du
système ( 2.2.h) avec ε = 0 à l’origine est

A =

 0 1 0
0 0 1
1 −1 1

 .
Les valeurs propres de la matrice sont ±i et 1. On va faire un changement de variables linéaire

(X,Y ,Z)T = B (x,y,z)T ,

telle que dans les nouvelles variables (X,Y ,Z), le système ( 2.2.h) avec ε = 0 a sa partie linéaire
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égale à sa forme normale de Jordan, c.à.d.
(
Ẋ, Ẏ , Ż

)T
= J (X,Y ,Z)T , la forme normale réelle de

Jordan de la matrice A est :

J =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 .
On a

BAB−1 = J ⇒ BA− JB = 0.

D’où

B =

 1 −1 0
0 −1 1
1 0 1

 .
Par la transformation linéaire inversible (X,Y ,Z)T = B (x,y,z)T , c.à.d. XY

Z

 = B

 xy
z

⇒
 ẊẎ
Ż

 = B

 ẋẏ
ż

 ,
on trouve 

Ẋ = ẋ − ẏ,
Ẏ = −ẏ + ż,
Ż = ẋ+ ż.

(2.2.i)

On a  xy
z

 = B−1

 XY
Y

 ,
on obtient  xy

z

 =
1
2

 X −Y +Z
−X −Y +Z
−X +Y +Z

 , (2.2.j)

On remplace ( 2.2.h) et ( 2.2.j) dans ( 2.2.i), on trouve
Ẋ = −Y ,
Ẏ = X + εF̃(X,Y ,Z, t),
Ż = Z + εF̃(X,Y ,Z, t),

(2.2.k)

où
F̃ = F̃ (X,Y ,Z, t) = F (x,y,z, t) .

Pourε = 0, la solution du système ( 2.2.k) est X(t)
Y (t)
Z(t)

 =

 X0 cos(t)−Y0 sin(t)
Y0 cos(t) +X0 sin(t)

Z0e
t

 .
On utilise la notion introduite dans le théorème (2.3) d’après le système ( 2.2.k), on a

x =

 XY
Z

 , F0 (x, t) =

 −YX
Z

 , F1 (x, t) =

 0
F̃
F̃

 et F2 (x, t,ε) =

 0
0
0

 .
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Soit x(t,X0,Y0,Z0) la solution du système ( 2.2.k) telle que

x(0,X0,Y0,Z0) = (X0,Y0,Z0).

Il est clair que, le système non perturbé ( 2.2.k) avec ε = 0 admet un centre à l’origine dans le
plan (X,Y ). Les solutions périodique de ce centre sont x(t,X0,Y0,0,0) = (X(t),Y (t),Z(t)) telle
que  X(t)

Y (t)
Z(t)

 =

 X0 cos(t)−Y0 sin(t)
Y0 cos(t) +X0 sin(t)

0

 .
Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2π.

1. Pour notre système, V et α du théorème (2.2) sont V =
{
(X,Y ,0) , 0 < x2 + y2 < ρ

}
pour

certains ρ arbitraires et α = (X0,Y0) ∈ V .
2. La matrice fondamentale M(t) du système non perturbé ( 2.2.k) est

M(t) =

 cos(t) −sin(t) 0
sin(t) cos(t) 0

0 0 et

 .
D’autre part, un calcul simple donne

M−1(0)−M−1(2π) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1− e−2π

 ,
d’où 1 − e−2π , 0 Nous avons montré que toutes les hypothèses du théorème (2.3) sont
vérifiées.

Par conséquent, nous allons étudier les zéros α = (X0,Y0) ∈ V des deux premiers composantes
de la fonction donnée par F

F (α) = ξ
(

1
2π

∫ 2π

0
M−1
zα (t)F1(t,x(t, zα))dt

)
, ξ(x1,x2,x3) = (x1,x2),

c.à.d.
F (α) = (F1(α),F2(α)),

d’où

F1(α) =
1

2π

∫ 2π

0
sin(t)F̃ (x (t,X0,Y0,0,0) , t)dt

=
1

2π

∫ 2π

0
sin(t)F

(
X(t)−Y (t)

2
,−X(t) +Y (t)

2
,
−X(t) +Y (t)

2
, t

)
dt. (2.2.l)

F2(α) =
1

2π

∫ 2π

0
cos(t)F̃ (x (t,X0,Y0,0,0) , t)dt

=
1

2π

∫ 2π

0
cos(t)F̃

(
X(t)−Y (t)

2
,−X(t) +Y (t)

2
,
−X(t) +Y (t)

2
, t

)
dt. (2.2.m)

On pose F (α) = (F1(X0,Y0),F2(X0,Y0)).
On intègre ( 2.2.l) et ( 2.2.m), on obtient{

F1(X0,Y0) = 1
8Y0X0 − 3

4Y
2
0X0 − 3

4Y0X
2
0 −

3
4Y

3
0 −

3
4X

3
0 + 1

8Y
2
0 + 1

8X
2
0 ,

F2(X0,Y0) = 1
16 (X0 −Y0)

(
12X2

0 −X0 + 12Y 2
0 −Y0

)
.

(2.2.n)
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Si F1(X0,Y0) = F2(X0,Y0) = 0, on trouve

(X∗0,Y
∗
0) = (

1
8
,
1
8

).

On a

det
(
∂ (F1,F2)
∂ (r0,V0)

∣∣∣(X0,Y0) = (X∗0,Y
∗
0)

)
=

3
8192

, 0.

Alors, pour ε ∈ [−ε0, ε0] avec ε0 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée 2π-périodique
x(t,ε) de l’équation différentielle ( 2.2.g) telle que

x (0, ε) −→ 0, ẋ (0, ε) −→ −1
8
, ẍ (0, ε) −→ 0.

quand ε −→ 0.

2.3 Théorie de moyennisation du second ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions
de certains systèmes différentiels périodiques.

Théorème 2.6 [47] On considère les deux problèmes de Cauchy

ẋ = εF1(t,x) + ε2F2(t,x) + ε3G(t,x,ε),x(0) = x0, (2.3.a)

et

ẏ = εf 0(y) + ε2[f 10(y) + g0(y)], y(0) = x0, (2.3.b)

où F1,F2 : [0,+∞) ×D −→ R
n, G : [0,+∞) ×D × [0, ε0] −→ R

n sont des fonctions continues
T -périodique en la première variable t, et D un ouvert de R

n. f 0, f 10 et g0 sont des fonctions
moyennées correspondantes à F1,F2 et G respectivement.
Soit

f1 (t,x) =
∂F1

∂x
y1 (t,x)−

∂y1

∂x
f 0 (x) ,

où

y1(t,x) =
∫ t

0

[
F1(s,x)− f 0(x)

]
ds+ z(x),

et z(x) est une fonction différentiable de moyenne nulle. Supposons que
a) ∂F1

∂x ,F2 et G sont Lipschitziennes relativement à x et continues dans leur domaine de
définition.

b) |G (t,x,ε)| est bornée par une constante M positive dans [0,Mε )×D × (0, ε0].
c) T est indépendante de ε.

d) y(t) ∈D pendant un temps d’échelle
1
ε

.

Alors
x(t) = y(t) + εy1(t,y(t)) +O(ε2),

pendant un temps d’échelle
1
ε
.
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Corollaire 2.7 [47] Si les hypothèses du théorème (2.6) sont satisfaites, et de plus

f 0 (y) = 0.

Alors
1. Si p est un point d’équilibre du système moyenné ( 2.3.b) tel que

∂
∂y

(
f 10 (y) + g0 (y)

)
y=p
, 0, (2.3.c)

alors, il existe une solution T -périodiqueφ(t,ε) du système ( 2.3.a) telle queφ(0, ε) −→ p
quand ε −→ 0.

2. Si ( 2.3.c) est négative, la solution périodique φ(t,ε) du système ( 2.3.a) asymptotique-
ment stable pour ε suffisamment petit. Si ( 2.3.a) est positive, cette solution est instable.

Exemple 2.4 On considère le système différentiel{
ẋ = −y + εx − ε2x,
ẏ = x+ ε(x2 − y − 8xy)− ε2y.

(2.3.d)

En passant aux coordonnées polaires (r,θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) Alors on aura{
ṙ = −ε2r +

(
8r2 cos3θ + r2 cos2θ sinθ + 2r cos2θ − 8r2 cosθ − r

)
ε,

θ̇ = 1 + (r cos3θ − 8r sinθ cos2θ − 2cosθ sinθ)ε.

D’une manière équivalente

dr
dθ

= εF1 (r,θ) + ε2F2 (r,θ) +O(ε2), (2.3.e)

telle que

F1(r,θ) = 8r2 cos3θ + r2 cos2θ sinθ + 2r cos2θ − 8r2 cosθ − r,

et

F2 (r,θ) = −16r3 cos6θ + 63r3 cos5θ sinθ − 4r2 cos5θ

+32r2 cos4θ sinθ + 16r3 cos4θ − 64r3 cos3θ sinθ
+4r cos3θ sinθ + 3r2 cos3θ − 24r2 cos2θ sinθ
−2r cosθ sinθ − r.

En appliquant maintenant le théorème (2.6),on calcule la fonction moyennée

f 0 (r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1 (θ,r)dθ,

=
1

2π

∫ 2π

0
(8r2 cos3θ + r2 cos2θ sinθ + 2r cos2θ − 8r2 cosθ − r)dθ = 0.

Puisque f 0(r) = 0, on peut passer à la théorie de moyennisation d’ordre deux, on calcule f 1

telle que

f 1 (r, s) =
∂F1

∂r
y1 (s, r) ,
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où

y1 =
∫ s

0
F1 (θ,r)dθ = −1

3
r2 cos3 (s) +

8
3
r2 cos2 (s) sin(s)− 8

3
r2 sin(s) + r coss)sin(s) +

1
3
r2,

donc

f 1 (r, s) =
∂F1

∂r
y1 (s, r) =

∂F1

∂r

∫ s

0
F1 (θ,r)dθ

= (2sin(s)r(cos(s))2 + 16(cos(s))3 r + 2(cos(s))2 − 1− 16r cos(s))y1 (r, s) .

Ensuite, on calcule la fonction f2(r) telle que

f2 (r) = f 10 (r) + g0 (r)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
f 1 (s, r) +F2 (s, r)

)
ds,

où

f 1 (s, r) +F2 (s, r) = −1
3
r(−315r2 sin(s) (cos(s))5 − 160r (cos(s))4 sin(s)

−18(cos(s))3 sin(s) + 448r2 (cos(s))3 sin(s)
+144r sin(s) (cos(s))2 − 2r2 sin(s) (cos(s))2

−128r2 cos(s) sin(s) + 9cos(s) sin(s)− 8r sin(s) + 3

+r + 16r2 cos(s)− 96r2 (cos(s))4 − 16r (cos(s))3

+80r2 (cos(s))6 − 16r2 (cos(s))3 − 2r (cos(r))2

+20r (cos(s))5 + 16r2 (cos(s))2).

Ce qui implique que
f2(r) = r3 − r.

L’équation f2(r) = 0 a une seule racine positive r = 1 et on a
[
∂
∂r

(
f 2 (r)

)]
r=1

= 2 > 0. Donc
d’après le corollaire (2.7), le système ( 2.3.e) pour |ε| , 0 suffisamment petit, a un seul cycle
limite instable d’amplitude r = 1. (Voir fig (2.4)).

Figure 2.2 – Cycle limite instable de l′quation ( 2.3.d) pour ε = 10−3.
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2.4 Théorie de moyennisation suivant le degré de Brou-
wer

Dans cette section, on s’intéresse à la théorie de moyennisation pour la recherche des
solutions périodiques d’un système différentiel suivant le degré de Brouwer.

Définition 2.1 (Degré de Brouwer). Soit D un sous ensemble ouvert de R
n et V un sous

ensemble ouvert borné de R
n tel que V ⊂ D, et soit f : V̄ × [−ε0, ε0]→ R

n une fonction telle
que 0 < f (∂V ,ε) pour un certain ε. Nous appelons dB (f (., ε) ,V ,0) le degré de Brouwer de la
fonction f (., ε) par rapport à l’ensemble V et le point 0.

Proposition 2.1 Si dB (f (., ε) ,V ,0) , 0 alors l’équation f (., ε) = 0 a une solution dans V .

Définition 2.2 (Degré de Brouwer pour des fonctions de classe C1). Soit g ∈ C1(t), V̄ ⊂
D et Zg = z ∈ V : g(z) = 0. Supposons aussi que Jg(z) , 0 pour tout z ∈ Zg où Jg(z) est le
déterminant jacobien de g en z. Ce qui assure que Zg est fini, alors

dB (g,V ,0) =
∑
z∈Zg

sign
(
Jg (z)

)
,

(Voir le théorème 1.1.2 de [32]).

Remarque 2.1 Soit g : D → R
n une fonction de classe C1, avec g(a) = 0, où D est un ouvert

de Rn et a ∈ D. Si Jg(a) , 0, il existe un voisinage V de a tel que g(z) , 0 pour tout z ∈ V̄ \ {a}
et on a

dB (g,V ,0) ∈ {−1,1} .

Exemple 2.5 Soit la fonction f (z) = z2, le degré de Brouwer de f est égale à 0. Cette fonction
a une seule racine z = 0 et f

′
(0) = 0.

Pour calculer le degré de Brouwer de f , on considère une constante λ > 0, l’intervalle V =
(−2λ,2λ) et la fonction

g(z) = z2 −λ2.

Alors, la fonction g a deux racines dans V qui sont z1 = λ et z2 = −λ. La matrice jacobienne
en z1 est g

′
(z1) = 2λ > 0 et en z2 est g

′
(z2) = −2λ < 0. Donc, dB(g,V ,0) = 0.

Lemme 2.1 [7] On considère les fonctions continues : fi : V̄ → R
n, pour i = 0, ..., k et f ,g, r :

V̄ × [−ε0, ε0]→R
n données par

g (., ε) = f0 (.) + εf1 (.) + ε2f2 (.) + ...+ εkfk (.) ,

et
f (., ε) = g (., ε) + εk+1r (., ε) .

Supposons que
g (., ε) , 0 pour tout z ∈ ∂V , ε ∈ [−ε0, ε0]\{0} .

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, dB (f (., ε),V ,0) est bien défini et de plus

dB (f (., ε),V ,0) = dB (g(., ε),V ,0) .

Pour la démonstration voir [7].
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3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous intéressons à l’existence des solutions périodiques bifurquant
de l’origine des coordonnées des systèmes différentiels polynomiaux dans R4 non-linéaires
homogènes quadratique, c.à.d pour le système différentiel

ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x − (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εjXj(x,y,z,w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑
j=0

εjYj(x,y,z,w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z − (b+ d1ε+ d2ε

2)w+
2∑
j=0

εjZj(x,y,z,w),

ẇ = (b+ d1ε+ d2ε
2)z+ (c1ε+ c2ε

2)w+
2∑
j=0

εjWj(x,y,z,w),

(3.1.a)

où

Xj(x,y,z,w) = aj,0x
2 + aj,1xy + aj,2xz+ aj,3xw+ aj,4y

2 + aj,5yz+ aj,6yw

+aj,7z
2 + aj,8zw+ aj,9w

2,

Yj(x,y,z,w), Zj(x,y,z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la même expression que Xj(x,y,z,w) en rem-
plaçant aji respectivement par bji , cji et dji pour j = 0,1,2 et i = 0,1, . . . ,9. Les coefficients
aij ,bij , cij ,dij , a1, a2,b,b1,b2, c1, c2,d1,d2 sont des paramètres réels avec b , 0. Notons que
pour ε = 0, à l’origine, le système ( 3.1.a) a les valeurs propres ±bi avec multiplicité 2.
Ainsi que l’origine est un point d’équilibre zéro-Hopf.
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Théorème 3.1 En appliquant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, le sys-
tème ( 3.1.a) a au plus 300 cycles limites qui bifurquent de l’origine lorsque ε = 0.

3.2 Preuve du théorème 3.1

Nous faisons le changement de variables (x,y,z,w) aux nouvelles variables θ,ρ1,ρ2, s
donné par x = ερ1 cosθ, y = ερ1 sinθ, z = ερ2 cos(θ + s), w = ερ2 sin(θ + s), nous prenons
l’angle θ comme nouvelle variable indépendante. Le système ( 3.1.a) devient

dρ1

dθ
= εF11(θ,ρ1,ρ2, s) + ε2F21(θ,ρ1,ρ2, s) +O(ε3),

dρ2

dθ
= εF12(θ,ρ1,ρ2, s) + ε2F22(θ,ρ1,ρ2, s) +O(ε3),

ds
dθ

= εF13(θ,ρ1,ρ2, s) + ε2F23(θ,ρ1,ρ2, s) +O(ε3).

(3.2.a)

Les fonctions F1i et F2i pour i = 1,2,3 sont données dans l’Appendice-A.
Le système ( 3.2.a) est écrit dans la forme normale comme

F1(t,x) = (F11(θ,ρ1,ρ2, s),F12(θ,ρ1,ρ2, s),F13(θ,ρ1,ρ2, s)),
F2(t,x) = (F21(θ,ρ1,ρ2, s),F22(θ,ρ1,ρ2, s),F23(θ,ρ1,ρ2, s)),

T = 2π.

Nous calculons la fonction moyennée du premier ordre f1 = (f11, f12, f13) telle que

f1i(ρ1,ρ2, s) =
1

2π

∫ 2π

0
F1i(θ,ρ1,ρ2, s)dθ.

On obtient 
f11(ρ1,ρ2, s) =

a1ρ1

b
,

f12(ρ1,ρ2, s) =
c1ρ2

b
,

f13(ρ1,ρ2, s) = −b1 − d1

b
.

La solution de système des fonctions suivant
f11(ρ1,ρ2, s) = 0,
f12(ρ1,ρ2, s) = 0,
f13(ρ1,ρ2, s) = 0.

est (ρ∗1,ρ
∗
2, s
∗) = (0,0, s). Alors la théorie de la moyennisation du premier ordre ne peut pas

fournir d’informations sur l’existence des solutions périodiques. Pour passer au deuxième
ordre, nous rendons la première fonction moyennée identiquement nulle, c.à.d nous pre-
nons a1 = c1 = 0,b1 = d1. En calculant la fonction moyennée du deuxième ordre, nous
obtenons f2 =(f21, f22, f23)= (f21(ρ1,ρ2, s) , f22(ρ1 ,ρ2, s), f23(ρ1,ρ2, s)),
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où 

f21 =
1

24b2

(
I0 cos2 sρ1ρ

2
2 + I1 coss sinsρ1ρ

2
2 + I2 cossρ2

1ρ2 + I3 cossρ3
2+

I4 sinsρ2
1ρ2 + I5 sinsρ3

2 + I6ρ
3
1 + I7ρ1ρ

2
2 + I8ρ1

)
,

f22 =
1

24b2

(
J0 cos2 sρ2

1ρ2 + J1 coss sinsρ2
1ρ2 + J2 cossρ3

1 + J3 cossρ1ρ
2
2+

J4 sinsρ3
1 + J5 sinsρ1ρ

2
2 + J6ρ

2
1ρ2 + J7ρ

3
2 + J8ρ2

)
,

f23 =
1

24b2ρ1ρ2

(
K0 cos2 sρ3

1ρ2 +K1 cos2 sρ1ρ
3
2 +K2 coss sinsρ3

1ρ2 +K3×

coss sinsρ1ρ
3
2 +K4 cossρ4

1 +K5 cossρ2
1ρ

2
2 +K6 cossρ4

2 +K7×
sinsρ4

1 +K8 sinsρ2
1ρ

2
2 +K9 sinsρ4

2 +K10ρ
3
1ρ2 +K11ρ1ρ

3
2 +K12ρ1ρ2

)
,

(3.2.b)

et

I0 = (a00 (−8a08 + 4b07 − 4b09) + a01 (2a07 − 2a09 − 2b08) + a02 (6a05 − 6b02 − 4c08+
2d07 − 2d09) + a03 (−6a06 + 6b03 − 2c07 + 2c09 − 4d08) + a04 (−4a08 + 8b07 − 8b09)
+ a05 (12a06 − 6b05 + 4c07 − 4c09 + 2d08) + a06 (6b06 − 2c08 + 4d07 − 4d09)
+ a07 (8b00 + 4b04 − 12d02 − 12d06) + a08 (2b01 + 6c02 + 6c06 + 6d03 − 6d05)
+ a09 (−8b00 − 4b04 − 12c03 + 12c05) + 4b00b08 + b01 (2b07 − 2b09)
+ b02 (−12b03 + 6b05 + 4c07 − 4c09 + 2d08) + b03 (−6b06 − 2c08 + 4d07 − 4d09) +
8b04b08 + b05 (4c08 − 2d07 + 2d09) + b06 (2c07 − 2c09 + 4d08) + b07 (−12d03 + 12d05)
+ b08 (6c03 − 6c05 − 6d02 − 6d06) + b09 (12c02 + 12c06)) ,

I1 = (a00(8a07 − 8a09 + 4b08) + a01(2a08 + 2b07 − 2b09) + a02(6a06 − 6b03 + 4c07 − 4c09

+ 2d08) + a03(6a05 − 6b02 − 2c08 + 4d07 − 4d09) + a04(4a07 − 4a09 + 8b08)
+ a05(−6a05 − 6b06 + 4c08 − 2d07 + 2d09) + a06(6a06 − 6b05 + 2c07 − 2c09 + 4d08)
+ a07(−2b01 − 12d03 + 12d05) + a08(8b00 + 4b04 + 6c03 − 6c05 − 6d02 − 6d06)
+ a09(2b01 + 12c02 + 12c06) + b00(−4b07 + 4b09) + 2b01b08 + b02(6b02 + 6b06 + 4c08

− 2d07 + 2d09) + b03(−6b03 + 6b05 + 2c07 − 2c09 + 4d08) + b04(−8b07 + 8b09)
+ b05(−4c07 + 4c09 − 2d08) + b06(2c08 − 4d07 + 4d09) + b07(12d02 + 12d06)
+ b08(−6c02 − 6c06 − 6d03 + 6d05) + b09(12c03 − 12c05),

I2 = (a00(−2a03 + a05 − 8b02 − 7b06) + a01(5a02 + 4a06 + b03 − 2b05) + a02(−b00 + 7b04

− 2c03 − 2c05 − 5d02 − 7d06) + a03(−4a04 + 2b01 + 5c02 + 7c06 − 2d03 − 2d05)
+ a04(5a05 + 2b02 + b06) + a05(−b01 + 2c02 − 2c06 + d03 + d05) + a06(−2b00 + 8b04

− c03 − c05 + 2d02 − 2d06) + a07(−4c01 − 10d00 − 14d04) + a08(7c00 + 5c04 − d01)
+ a09(−2c01 + 4d00 − 4d04) + b00(−5b03 + 4b05) + b01(−4b02 − 5b06) + b02(2c02

− 2c06 + d03 + d05) + b03(−b04 − c03 − c05 + 2d02 − 2d06) + 2b04b05 + b05(2c03 +
2c05 − 7d02 − 5d06) + b06(7c02 + 5c06 + 2d03 + 2d05) + b07(4c00 − 4c04 + 2d01) +
b08(c01 − 5d00 − 7d04) + b09(14c00 + 10c04 + 4d01)),

I3 = (a02(−2a08 − 5b07 − 7b09) + a03(2a07 − 2a09 + b08) + a05(5a07 + 7a09 − 2b08)
+ a06(−a08 + 2b07 − 2b09) + a07(2b02 + 7b06 − 4c08 − 10d07 − 14d09) + a08(2b03

− b05 + 7c07 + 5c09 − d08) + a09(−2b02 + 5b06 − 2c08 + 4d07 − 4d09) + b02b08
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+ b03(−7b07 − 5b09) + b05(2b07 − 2b09) + 2b06b08 + b07(4c07 − 4c09 + 2d08)
+ b08(c08 − 5d07 − 7d09) + b09(14c07 + 10c09 + 4d08)),

I4 = (a00(2a02 + a06 − 8b03 + 7b05) + a01(5a03 − 4a05 − b02 − 2b06) + a02(4a04 − 2b01

+ 2c02 − 2c06 − 5d03 + 7d05) + a03(−b00 + 7b04 + 5c03 − 7c05 + 2d02 − 2d06)
+ a04(5a06 + 2b03 − b05) + a05(2b00 − 8b04 + 2c03 + 2c05 − d02 + d06)
+ a06(−b01 + c02 − c06 + 2d03 + 2d05) + a07(−4c00 + 4c04 − 2d01) + a08(−c01

− 7d00 − 5d04) + a09(10c00 + 14c04 − 4d01) + b00(5b02 + 4b06) + b01(−4b03

+ 5b05) + b02(b04 + 2c03 + 2c05 − d02 + d06) + b03(c02 − c06 + 2d03 + 2d05) +
2b04b06 + b05(−2c02 + 2c06 − 7d03 + 5d05) + b06(7c03 − 5c05 − 2d02 + 2d06)
+ b07(−4c01 + 14d00 + 10d04) + b08(−5c00 − 7c04 − d01) + b09(−2c01 + 4d00 −
4d04)),

I5 = (a02(2a07 − 2a09 + b08) + a03(2a08 − 7b07 − 5b09) + a05(−a08 + 2b07 − 2b09)
+ a06(7a07 + 5a09 + 2b08) + a07(−2b03 − 5b05 + 4c07 − 4c09 + 2d08)
+ a08(2b02 + b06 + c08 − 5d07 − 7d09) + a09(2b03 − 7b05 + 14c07 + 10c09 +
4d08) + b02(5b07 + 7b09)− b03b08 + 2b05b08 + b06(−2b07 + 2b09) + b07(4c08 +
10d07 + 14d09) + b08(−7c07 − 5c09 + d08) + b09(2c08 − 4d07 + 4d09),

I6 = (a00(3a01 − 6b00) + 3a01a04 + a02(−2c01 − 5d00 − 7d04) + a03(5c00 + 7c04 −
2d01) + 6a04b04 + a05(2c00 − 2c04 + d01) + a06(−c01 + 2d00 − 2d04)− 3b00b01

− 3b01b04 + b02(2c00 − 2c04 + d01) + b03(−c01 + 2d00 − 2d04) + b05(2c01 − 7d00

− 5d04) + b06(7c00 + 5c04 + 2d01),

I7 = (a00(4a08 − 14b07 − 10b09) + a01(5a07 + 7a09 + b08) + a02(−3a05 + 3b02 + 2c08

− 7d07 − 5d09) + a03(3a06 − 3b03 + 7c07 + 5c09 + 2d08) + a04(2a08 − 4b07 + 4b09)
+ a05(−6a06 + 3b05 − 2c07 + 2c09 − d08) + a06(−3b06 + c08 − 2d07 + 2d09)
+ a07(−4b00 + 10b04 − 4c03 − 4c05 + 2d02 − 2d06) + a08(−b01 + c02 − c06 − 7d03

+ 5d05) + a09(4b00 + 14b04 + 10c03 − 14c05 + 4d02 − 4d06)− 2b00b08 + b01(−7b07

− 5b09) + b02(6b03 − 3b05 − 2c07 + 2c09 − d08) + b03(3b06 + c08 − 2d07 + 2d09)−
4b04b08 + b05(−2c08 − 5d07 − 7d09) + b06(5c07 + 7c09 − 2d08) + b07(4c02 − 4c06 +
14d03 − 10d05) + b08(−5c03 + 7c05 + d02 − d06) + b09(2c02 − 2c06 + 4d03 + 4d05),

I8 = 24a2b,

J0 = (a00(4c03 − 2c05 + 4d02 + 2d06) + a01(−4c02 − 2c06 + 4d03 − 2d05) + a02(6c01 +
12d04) + a03(12c04 − 6d01) + a04(−4c03 + 2c05 − 4d02 − 2d06) + a05(−12c04 +
6d01) + a06(6c01 + 12d04) + b00(2c02 + 4c06 − 2d03 + 4d05) + b01(2c03 − 4c05 + 2d02

+ 4d06) + b02(−12c00 − 6d01) + b03(−6c01 + 12d00) + b04(−2c02 − 4c06 + 2d03

− 4d05) + b05(6c01 − 12d00) + b06(−12c00 − 6d01) + c00(2c08 + 8d07 + 4d09)
+ c01(−8c07 − 4c09 + 2d08) + c02(6c03 − 6d02) + c03(12c06 − 6d03) + c04(−2c08 −
8d07 − 4d09) + c05(−6c06 + 6d05) + 6c06d06 + c07(4d00 − 4d04)− 2c08d01 + c09(8d00
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− 8d04) + 2d00d08 + d01(4d07 + 8d09) + d02(6d03 − 12d05)− 2d04d08 − 6d05d06),

J1 = (a00(−4c02 − 2c06 + 4d03 − 2d05) + a01(−4c03 + 2c05 − 4d02 − 2d06) + a02(−12c04

+ 6d01) + a03(6c01 + 12d04) + a04(4c02 + 2c06 − 4d03 + 2d05) + a05(−6c01 − 12d04)
+ a06(−12c04 + 6d01) + b00(2c03 − 4c05 + 2d02 + 4d06) + b01(−2c02 − 4c06 + 2d03 −
4d05) + b02(6c01 − 12d00) + b03(−12c00 − 6d01) + b04(−2c03 + 4c05 − 2d02 − 4d06)
+ b05(12c00 + 6d01) + b06(6c01 − 12d00) + c00(−8c07 − 4c09 + 2d08) + c01(−2c08 −
8d07 − 4d09) + c02(−6c06 + 6d05) + c03(6c03 − 6c05 + 6d06) + c04(8c07 + 4c09 − 2d08)
+ 6c05d02 + c06(−6c06 + 6d03)− 4c07d01 + c08(−2d00 + 2d04)− 8c09d01 + d00(4d07 +
8d09)− 2d01d08 + d02(−6d02 − 6d06)− 6d03d05 + d04(−4d07 − 8d09) + 6d2

05),

J2 = (a00(7c01 + 4d00 + 14d04) + a01(−4c00 − 2c04 + d01) + a04(5c01 − 4d00 + 10d04) +
b00(−10c00 + 4c04 − 5d01) + b01(−c01 + 2d00 + 4d04) + b04(−14c00 − 4c04 − 7d01) +
c00(5c03 + 2c05 + 2d02 + 7d06) + c01(−2c02 − c06 − d03 + 2d05) + c02(−5d00 − 7d04)
+ c03(7c04 − 2d01) + c04(−2c05 − 2d02 + 5d06) + c05d01 + c06(2d00 − 2d04) + d00(2d03

− 7d05) + d01(d02 + 2d06)− 2d03d04 − 5d04d05),

J3 = (a02(2c03 + 5c05 + 2d02 + 7d06) + a03(−2c02 − c06 + 2d03 − d05) + a05(−2c02 − c06

+ 2d03 − d05) + a06(−2c03 + 7c05 − 2d02 + 5d06) + a07(7c01 + 4d00 + 14d04) +
a08(−4c00 − 2c04 + d01) + a09(5c01 − 4d00 + 10d04) + b02(−5c02 + 2c06 − 7d03 + 2d05)
+ b03(c03 − 2c05 + d02 + 2d06) + b05(c03 − 2c05 + d02 + 2d06) + b06(−7c02 − 2c06 −
5d03 − 2d05) + b07(−10c00 + 4c04 − 5d01) + b08(−c01 + 2d00 + 4d04) + b09(−14c00 −
4c04 − 7d01) + c02(5c08 − d07 + 7d09) + c03(c07 + 5c09 − d08) + c05(−2c07 − 4c09 +
2d08) + c06(4c08 − 2d07 + 8d09) + c07(−8d02 − 7d06) + c08(−2d03 + d05) + c09(2d02

+ d06)− 4d02d08 + d03(4d07 + 2d09) + d05(−5d07 − d09)− 5d06d08),

J4 = (a00(−4c00 − 14c04 + 7d01) + a01(−c01 − 4d00 − 2d04) + a04(4c00 − 10c04 + 5d01)
+ b00(5c01 − 10d00 + 4d04) + b01(−2c00 − 4c04 − d01) + b04(7c01 − 14d00 − 4d04)
+ c00(−2c02 − 7c06 + 5d03 + 2d05) + c01(c03 − 2c05 − 2d02 − d06) + c02(2c04 − d01)
+ c03(−2d00 + 2d04) + c04(−5c06 + 7d03 − 2d05) + c05(7d00 + 5d04)− 2c06d01

+ d00(−5d02 + 2d06) + d01(−2d03 + d05)− 7d02d04 − 2d04d06),

J5 = (a02(−2c02 − c06 + 2d03 − d05) + a03(−2c03 + 7c05 − 2d02 + 5d06) + a05(−2c03 −
5c05 − 2d02 − 7d06) + a06(2c02 + c06 − 2d03 + d05) + a07(4c00 − 10c04 + 5d01)
+ a08(c01 + 4d00 + 2d04) + a09(−4c00 − 14c04 + 7d01) + b02(c03 − 2c05 + d02 +
2d06) + b03(−7c02 − 2c06 − 5d03 − 2d05) + b05(5c02 − 2c06 + 7d03 − 2d05) +
b06(−c03 + 2c05 − d02 − 2d06) + b07(7c01 − 14d00 − 4d04) + b08(2c00 + 4c04 + d01)
+ b09(5c01 − 10d00 + 4d04) + c02(−2c07 − 4c09 + 2d08) + c03(4c08 − 2d07 + 8d09)
+ c05(−5c08 + d07 − 7d09) + c06(−c07 − 5c09 + d08) + c07(−7d03 + 8d05) +
c08(d02 + 2d06) + c09(d03 − 2d05) + d02(−5d07 − d09)− 5d03d08 + 4d05d08 +
d06(−4d07 − 2d09)),
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J6 = (a00(−2c03 + 7c05 − 2d02 + 5d06) + a01(2c02 + c06 − 2d03 + d05) + a02(c01 + 4d00

+ 2d04) + a03(−4c00 − 14c04 + 7d01) + a04(2c03 + 5c05 + 2d02 + 7d06) + a05(−4c00

+ 10c04 − 5d01) + a06(−c01 − 4d00 − 2d04) + b00(−7c02 − 2c06 − 5d03 − 2d05) +
b01(−c03 + 2c05 − d02 − 2d06) + b02(2c00 + 4c04 + d01) + b03(5c01 − 10d00 + 4d04)
+ b04(−5c02 + 2c06 − 7d03 + 2d05) + b05(−7c01 + 14d00 + 4d04) + b06(−2c00 −
4c04 − d01) + c00(5c08 − 4d07 + 10d09) + c01(4c07 + 2c09 − d08) + c02(−3c03 + 3d02)
+ c03(−6c06 + 3d03) + c04(7c08 + 4d07 + 14d09) + c05(3c06 − 3d05)− 3c06d06 +
c07(−14d00 − 10d04) + c08d01 + c09(−4d00 + 4d04)− 7d00d08 + d01(−2d07 − 4d09) +
d02(−3d03 + 6d05)− 5d04d08 + 3d05d06),

J7 = a07(2c03 + 5c05 + 2d02 + 7d06) + a08(−2c02 − c06 + 2d03 − d05) + a09(−2c03 + 7c05

− 2d02 + 5d06) + b07(−5c02 + 2c06 − 7d03 + 2d05) + b08(c03 − 2c05 + d02 + 2d06)
+ b09(−7c02 − 2c06 − 5d03 − 2d05) + c07(3c08 − 6d07) + 3c08c09 + 6c09d09 − 3d07d08

− 3d08d09),

J8 = 24bc2,

K0 = (a00(−4c02 − 2c06 + 4d03 − 2d05) + a01(−4c03 + 2c05 − 4d02 − 2d06) + a02(−12c04

+ 6d01) + a03(6c01 + 12d04) + a04(4c02 + 2c06 − 4d03 + 2d05) + a05(−6c01 − 12d04)
+ a06(−12c04 + 6d01) + b00(2c03 − 4c05 + 2d02 + 4d06) + b01(−2c02 − 4c06 + 2d03 −
4d05) + b02(6c01 − 12d00) + b03(−12c00 − 6d01) + b04(−2c03 + 4c05 − 2d02 − 4d06)
+ b05(12c00 + 6d01) + b06(6c01 − 12d00) + c00(−8c07 − 4c09 + 2d08) + c01(−2c08 −
8d07 − 4d09) + c02(−6c06 + 6d05) + c03(6c03 − 6c05 + 6d06) + c04(8c07 + 4c09 −
2d08) + 6c05d02 + c06(−6c06 + 6d03)− 4c07d01 + c08(−2d00 + 2d04)− 8c09d01 +
d00(4d07 + 8d09)− 2d01d08 + d02(−6d02 − 6d06)− 6d03d05 + d04(−4d07 − 8d09)
+6d2

05),

K1 = (a00(8a07 − 8a09 + 4b08) + a01(2a08 + 2b07 − 2b09) + a02(6a06 − 6b03 + 4c07 −
4c09 + 2d08) + a03(6a05 − 6b02 − 2c08 + 4d07 − 4d09) + a04(4a07 − 4a09 + 8b08)
+ a05(−6a05 − 6b06 + 4c08 − 2d07 + 2d09) + a06(6a06 − 6b05 + 2c07 − 2c09 + 4d08)
+ a07(−2b01 − 12d03 + 12d05) + a08(8b00 + 4b04 + 6c03 − 6c05 − 6d02 − 6d06) +
a09(2b01 + 12c02 + 12c06) + b00(−4b07 + 4b09) + 2b01b08 + b02(6b02 + 6b06 + 4c08 −
2d07 + 2d09) + b03(−6b03 + 6b05 + 2c07 − 2c09 + 4d08) + b04(−8b07 + 8b09) +
b05(−4c07 + 4c09 − 2d08) + b06(2c08 − 4d07 + 4d09) + b07(12d02 + 12d06) +
b08(−6c02 − 6c06 − 6d03 + 6d05) + b09(12c03 − 12c05)),

K2 = (a00(−4c03 + 2c05 − 4d02 − 2d06) + a01(4c02 + 2c06 − 4d03 + 2d05) + a02(−6c01 −
12d04) + a03(−12c04 + 6d01) + a04(4c03 − 2c05 + 4d02 + 2d06) + a05(12c04 − 6d01)
+ a06(−6c01 − 12d04) + b00(−2c02 − 4c06 + 2d03 − 4d05) + b01(−2c03 + 4c05 −
2d02 − 4d06) + b02(12c00 + 6d01) + b03(6c01 − 12d00) + b04(2c02 + 4c06 − 2d03 + 4d05)
+ b05(−6c01 + 12d00) + b06(12c00 + 6d01) + c00(−2c08 − 8d07 − 4d09) + c01(8c07

+ 4c09 − 2d08) + c02(−6c03 + 6d02) + c03(−12c06 + 6d03) + c04(2c08 + 8d07 + 4d09)
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+ c05(6c06 − 6d05)− 6c06d06 + c07(−4d00 + 4d04) + 2c08d01 + c09(−8d00 + 8d04)−
2d00d08 + d01(−4d07 − 8d09) + d02(−6d03 + 12d05) + 2d04d08 + 6d05d06),

K3 = (a00(8a08 − 4b07 + 4b09) + a01(−2a07 + 2a09 + 2b08) + a02(−6a05 + 6b02 + 4c08 −
2d07 + 2d09) + a03(6a06 − 6b03 + 2c07 − 2c09 + 4d08) + a04(4a08 − 8b07 + 8b09) +
a05(−12a06 + 6b05 − 4c07 + 4c09 − 2d08) + a06(−6b06 + 2c08 − 4d07 + 4d09) +
a07(−8b00 − 4b04 + 12d02 + 12d06) + a08(−2b01 − 6c02 − 6c06 − 6d03 + 6d05) +
a09(8b00 + 4b04 + 12c03 − 12c05)− 4b00b08 + b01(−2b07 + 2b09) + b02(12b03 − 6b05 −
4c07 + 4c09 − 2d08) + b03(6b06 + 2c08 − 4d07 + 4d09)− 8b04b08 + b05(−4c08 + 2d07 −
2d09) + b06(−2c07 + 2c09 − 4d08) + b07(12d03 − 12d05) + b08(−6c03 + 6c05 + 6d02 +
6d06) + b09(−12c02 − 12c06)),

K4 = (a00(−4c00 − 14c04 + 7d01) + a01(−c01 − 4d00 − 2d04) + a04(4c00 − 10c04 + 5d01)
+ b00(5c01 − 10d00 + 4d04) + b01(−2c00 − 4c04 − d01) + b04(7c01 − 14d00 − 4d04)
+ c00(−2c02 − 7c06 + 5d03 + 2d05) + c01(c03 − 2c05 − 2d02 − d06) + c02(2c04 − d01)
+ c03(−2d00 + 2d04) + c04(−5c06 + 7d03 − 2d05) + c05(7d00 + 5d04)− 2c06d01

+ d00(−5d02 + 2d06) + d01(−2d03 + d05)− 7d02d04 − 2d04d06),

K5 = (a00(6a02 + 3a06 − 3b05) + a01(3a03 − 3b02 − 6b06) + a02(12a04 − 6b01 − 9c06 +
3d03 + 6d05) + a03(−3b00 − 3b04 − 3c03 − 3d06) + a04(15a06 + 6b03 − 3b05) +
a05(6b00 + 3c05 − 9d02 − 6d06) + a06(−3b01 + 9c02 + 9d05) + a07(−18c04 + 9d01) +
a08(−9d00 − 9d04) + a09(18c00 + 9d01) + b00(15b02 + 12b06) + 3b01b05 + b02(3b04 +
9c03 + 9d06) + b03(−6c02 − 9c06 + 3d03) + 6b04b06 + b05(−3c02 − 3d05) + b06(6c03 +
3c05 − 9d02) + b07(9c01 + 18d04) + b08(−9c00 − 9c04) + b09(9c01 − 18d00) +
c02(−6c07 − 12c09 + 6d08)− 6c03d07 + c05(−3c08 + 3d07 + 3d09) + c06(−3c07 −
15c09 + 3d08) + 3c07d03 + c08(3d02 + 6d06) + c09(3d03 − 6d05) + d02(−15d07 −
3d09)− 3d03d08 + d06(−12d07 − 6d09)),

K6 = (a02(2a07 − 2a09 + b08) + a03(2a08 − 7b07 − 5b09) + a05(−a08 + 2b07 − 2b09) +
a06(7a07 + 5a09 + 2b08) + a07(−2b03 − 5b05 + 4c07 − 4c09 + 2d08) + a08(2b02 +
b06 + c08 − 5d07 − 7d09) + a09(2b03 − 7b05 + 14c07 + 10c09 + 4d08) + b02(5b07 +
7b09)− b03b08 + 2b05b08 + b06(−2b07 + 2b09) + b07(4c08 + 10d07 + 14d09) +
b08(−7c07 − 5c09 + d08) + b09(2c08 − 4d07 + 4d09)),

K7 = (a00(−7c01 − 4d00 − 14d04) + a01(4c00 + 2c04 − d01) + a04(−5c01 + 4d00 − 10d04)
+ b00(10c00 − 4c04 + 5d01) + b01(c01 − 2d00 − 4d04) + b04(14c00 + 4c04 + 7d01)
+ c00(−5c03 − 2c05 − 2d02 − 7d06) + c01(2c02 + c06 + d03 − 2d05) + c02(5d00 +
7d04) + c03(−7c04 + 2d01) + c04(2c05 + 2d02 − 5d06)− c05d01 + c06(−2d00 + 2d04)
+ d00(−2d03 + 7d05) + d01(−d02 − 2d06) + 2d03d04 + 5d04d05),

K8 = (a00(6a03 − 3a05 − 3b06) + a01(−3a02 − 3b03 + 6b05) + a02(3b00 + 3b04 + 3c05 −
3d02) + a03(12a04 − 6b01 + 3c02 − 6c06 + 9d05) + a04(−15a05 − 6b02 − 3b06)
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+ a05(3b01 + 9c06 − 9d03) + a06(6b00 + 9c03 − 6c05 + 3d06) + a07(−9c01 + 18d00)
+ a08(−9c00 − 9c04) + a09(−9c01 − 18d04) + b00(15b03 − 12b05) + 3b01b06

+ b02(−3c02 + 6d03 − 9d05) + b03(3b04 + 9c05 − 9d02)− 6b04b05 + b05(−9c03 +
6d02 − 3d06) + b06(3c06 − 3d03) + b07(18c00 + 9d01) + b08(9d00 + 9d04) +
b09(−18c04 + 9d01) + c02(−3c08 + 3d07 + 3d09) + c03(−3c07 − 15c09 + 3d08) +
c05(6c07 + 12c09 − 6d08) + 6c06d07 − 3c07d06 + c08(6d03 − 3d05) + c09(−6d02 −
3d06) + d03(−12d07 − 6d09) + d05(15d07 + 3d09) + 3d06d08),

K9 = (a02(2a08 + 5b07 + 7b09) + a03(−2a07 + 2a09 − b08) + a05(−5a07 − 7a09 + 2b08)
+ a06(a08 − 2b07 + 2b09) + a07(−2b02 − 7b06 + 4c08 + 10d07 + 14d09)
+ a08(−2b03 + b05 − 7c07 − 5c09 + d08) + a09(2b02 − 5b06 + 2c08 − 4d07 + 4d09)
− b02b08 + b03(7b07 + 5b09) + b05(−2b07 + 2b09)− 2b06b08 + b07(−4c07 + 4c09 −
2d08) + b08(−c08 + 5d07 + 7d09) + b09(−14c07 − 10c09 − 4d08)),

K10 = (a00(4a00 + 10a04 − 5b01 + 2c02 − 5c06 − 2d03 + 7d05) + a01(a01 − b00 − 5b04 +
2c03 − c05 + 2d02 + d06) + a02(−2c00 − 4c04 + 2d01) + a03(−8c01 − 2d00 − 16d04)
+ a04(10a04 − b01 − 2c02 − 7c06 + 2d03 + 5d05) + a05(7c01 − 11d00 + 5d04)
+ a06(11c00 + 7c04 + d01) + b00(10b00 + 10b04 + 5c03 + 2c05 − 7d02 − 2d06) +
b01(b01 + c02 + 2c06 − d03 + 2d05) + b02(c01 + 7d00 + 11d04) + b03(5c00 −
11c04 + 7d01) + b04(4b04 + 7c03 − 2c05 − 5d02 + 2d06) + b05(−16c00 − 2c04 − 8d01)
+ b06(2c01 − 4d00 − 2d04) + c00(4c07 − 10c09 + 5d08) + c01(c08 + 4d07 + 2d09) +
c02(−2c02 + c06 + 4d03 − 5d05) + c03(−5c03 + 5c05 − 4d02 − 5d06) + c04(−4c07 −
14c09 + 7d08) + c05(−2c05 − d02 + 4d06) + c06(c06 − d03 − 4d05) + 2c07d01 +
c08(7d00 + 5d04) + 4c09d01 + d00(−14d07 − 4d09) + d01d08 + d02(d02 + d06) +
d03(−2d03 + 5d05) + d04(−10d07 + 4d09)− 5d2

05 − 2d2
06),

K11 = (a00(−4a07 + 4a09 − 2b08) + a01(−a08 − 7b07 − 5b09) + a02(2a02 − a06 + 5b03 −
4b05 − 2c07 + 2c09 − d08) + a03(2a03 − 5a05 + b02 − 4b06 + c08 − 2d07 + 2d09) +
a04(10a07 + 14a09 − 4b08) + a05(5a05 + 4b02 + 5b06 − 2c08 − 5d07 − 7d09) +
a06(−a06 + 4b03 + b05 + 5c07 + 7c09 − 2d08) + a07(−5b01 + 2c02 − 11c06 + 16d03 −
5d05) + a08(−4b00 − 2b04 − 7c03 + 8c05 − d02 − 2d06) + a09(−7b01 + 4c02 − 7c06 +
2d03 + 11d05) + b00(14b07 + 10b09)− b01b08 + b02(−b02 − b06 − 2c08 + 7d07 + 5d09)
+ b03(5b03 − 5b05 − 7c07 − 5c09 − 2d08) + b04(4b07 − 4b09) + b05(2b05 + 2c07 − 2c09

+ d08) + b06(2b06 − c08 + 2d07 − 2d09) + b07(11c03 + 2c05 − 7d02 + 4d06) +
b08(−2c02 − c06 + 8d03 − 7d05) + b09(−5c03 + 16c05 − 11d02 + 2d06) + c07(−4c07 −
10c09 + 5d08) + c08(−c08 + d07 + 5d09) + c09(−10c09 + d08) + d07(−10d07 − 10d09)
− d2

08 − 4d2
09),

K12 = (24b(−b2 + d2)).

En remplaçant C = coss et S = sins dans ( 3.2.b), et en ajoutant à ce système l’équation
C2 + S2 − 1 = 0 qui nous donne les points de singularité (ρ1,ρ2,C,S).
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On obtient

f21 =
1

24b2

(
I0C

2ρ1ρ
2
2 + I1CSρ1ρ

2
2 + I2Cρ

2
1ρ2 + I3Cρ

3
2 + I4Sρ

2
1ρ2 + I5Sρ

3
2+

I6ρ
3
1 + I7ρ1ρ

2
2 + I8ρ1

)
,

f22 =
1

24b2

(
J0C

2ρ2
1ρ2 + J1CSρ

2
1ρ2 + J2Cρ

3
1 + J3Cρ1ρ

2
2 + J4Sρ

3
1 + J5Sρ1ρ

2
2+

J6ρ
2
1ρ2 + J7ρ

3
2 + J8ρ2

)
,

f23 =
1

24b2ρ1ρ2

(
K0C

2ρ3
1ρ2 +K1C

2ρ1ρ
3
2 +K2CSρ

3
1ρ2 +K3CSρ1ρ

3
2 +K4Cρ

4
1+

K5Cρ
2
1ρ

2
2 +K6Cρ

4
2 +K7Sρ

4
1 +K8Sρ

2
1ρ

2
2 +K9Sρ

4
2 +K10ρ

3
1ρ2 +K11ρ1ρ

3
2+

K12ρ1ρ2) ,
f24 = C2 + S2 − 1.

(3.2.c)

D’après le théorème de Bezout’s, le nombre maximum de cycles limites du système
( 3.2.c) peut être au plus le produit des degrés de ces quatre équations polynomiales
c-à-d 2×52×6 = 300. On ne peut prendre que la solution positive des variables ρ1 et ρ2 .

3.3 Applications

Dans cette section, on donnent un exemple qui correspond au système ( 3.1.a)

Exemple 3.1 Nous considérons le système
ẋ = −3

2
ε2x+ y +

1
2
x2,

ẏ = −x+
1
3
x2 − 3

2
ε2y,

ż = w − 3x2,
ẇ = −z+ y2.

(3.3.a)

En faisant le changement de variables (x,y,z,w) = (ερ1 cosθ,ερ1 sinθ,ερ2 cos(θ+s), ερ2 sin(θ+
s) et en prenant θ en tant que nouvelle variable indépendante, nous obtenons F1(ρ1,ρ2, s) =
(F11,F12,F13) et F2(ρ1,ρ2, s) = (F21,F22,F23), où

F11(ρ1,ρ2, s) = −1
6
ρ1

(
3cos3θρ1 + 2cos2θ sinθρ1

)
,

F21(ρ1,ρ2, s) =
3
2
ρ1 −

1
6
ρ2

1 cos2θ (3cosθ + 2sinθ)
(1
3

cos3θρ1 −
1
2

cos2θ sinθρ1

)
,

F12(ρ1,ρ2, s) = −ρ2
1

(
−sin(θ + s)cos2θ − 3cos(θ + s)cos2θ + sin(θ + s)

)
,

F22(ρ1,ρ2, s) = ρ2
1

(
sin(θ + s)cos2θ + 3cos(θ + s)cos2θ − sin(θ + s)

)(1
3

cos3θρ1

−1
2

cos2θ sinθρ1

)
,

F13(ρ1,ρ2, s) = − 1
ρ2

(
3sin(θ + s)cos2θρ2

1 − cos(θ + s)cos2θρ2
1 + cos(θ + s)ρ2

1

)
+

1
3

cos3θρ1 −
1
2

cos2θ sinθρ1,
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F23(ρ1,ρ2, s) = −
ρ1

6ρ2

(
18sin(θ + s)cos2θρ1 − 2cos3θρ2 − 6cos2θ cos(θ + s)ρ1+

3cos2θ sinθρ2 + 6cos(θ + s)ρ1)(
1
3

cos3θρ1 −
1
2

cos2θ sinθρ1

)
.

Nous appliquons le théorème de moyennisation du second ordre, on obtient

f21(ρ1,ρ2,C,S) = − 1
24
ρ1

(
ρ2

1 − 36
)
,

f22(ρ1,ρ2,C,S) =
1

72
ρ3

1 (51C + 22S) ,

f23(ρ1,ρ2,C,S) =
1

216ρ2
ρ2

1 (66ρ1C − 153ρ1S + 19ρ2) ,

f24(ρ1,ρ2,C,S) = C2 + S2 − 1.

(3.3.b)

La racine du système ( 3.3.b) avec ρi > 0 pour i = 1,2 est (6, 18
19

√
3085,− 22√

3085
, 51√

3085
).

Le déterminant de la matrice jacobienne en ce point est égal à 361
6 , et les valeurs propres de

cette matrice jacobienne sont
λ1
λ2
λ3
λ4

 =


−3

4.144775867− 5× 10−9i
−2.789004689− 1.730127020× 10−9i
1.734939767 + 6.930127020× 10−9i

 .
De là, nous concluons que le cycle limite du système ( 3.3.a) est instable.
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Chapitre

4 Cycles limites pour une
classe de systèmes
différentiels planaires
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4.1 Introduction et résultats principaux

Dans [38] Mathieu considère l’équation différentielle du second ordre

ẍ+ b(1 + cos t)x = 0, (4.1.a)

où b est une constante réelle. L’équation ( 4.1.a) est plus générale et la plus simple d’un système
excité dépendant d’un paramètre. De plus l’équation générale d’Emarkov-Pinney est l’équation
de type Mathieu-Duffing

ẍ+ b(1 + cos t)x − xβ = 0, (4.1.b)

où β est un entier et b > 0. Ces équations décrivent la dynamique d’un système à excitation
paramétrique harmonique avec terme non linéaire correspondant à une force de rappel, voir
[55, 51].

En 2019, Chen et al [9] ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre maximum
des cycles limites d’une équation différentielle ordinaire perturbée du second ordre

ẍ+ ε(1 + cosmθ)Q(x,y) + x = 0, (4.1.c)

où ε > 0 est un petite paramètre,Q(x,y) est un polynôme de degré n etm est un entier arbitraire
non négative.

Dans ce chapitre, on considère le problème de la recherche du nombre maximum de cycles
limites d’une classe de systèmes différentiels planaires qui peut être obtenu en perturbant le
centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x, de la formeẋ = −y + ε(1 + sinnθ)xP (x,y),

ẏ = x+ ε(1 + cosmθ)yQ(x,y),
(4.1.d)

où n et m sont des entiers positifs, P (x,y) et Q(x,y) sont des polynômes de degré n1,n2 respec-
tivement et ε est un petit paramètre.
Nos résultats sont les suivants.
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Théorème 4.1 Pour |ε| suffisamment petit, en utilisant la théorie de moyennisation du
premier ordre, on trouvent le nombre maximum de cycles limites du système différentiel
( 4.1.d) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x comme suit
(1) Si m impair et n impair

max {n1,n2} ,

(2) Si m pair et n pair

max
{[n1

2

]
,
[n2

2

]}
,

(3) Si m impair et n pair

max
{
n2,n2 +

[n1

2

]
−
[n2

2

]}
,

(4) Si m pair et n impair

max
{
n1,n1 +

[n2

2

]
−
[n1

2

]}
,

où [.] désigne la partie entière.

4.2 Preuves des résultats

Dans cette preuve, on utilise la théorie de moyennisation d’ordre un. Supposons que
P (x,y) =

n1∑
i+j=0

aijx
iyj ,

Q(x,y) =
n2∑

i+j=0

bijx
iyj .

En coordonnées polaires (r,θ), où x = rcos(θ), y = rsin(θ), r > 0 le système ( 4.1.d) devient

ṙ = ε

 n1∑
i+j=0

aij
(
cosi+2θ sinj θ + cosi+2θ sinj+nθ

)
r i+j+1

+
n2∑

i+j=0

bij
(
cosi θ sinj+2θ + cosi+mθ sinj+2θ

)
r i+j+1

 ,
θ̇ = 1 + ε

 n2∑
i+j=0

bij
(
cosi+1θ sinj+1θ + cosi+m+1θ sinj+1θ

)
r i+j

−
n1∑

i+j=0

aij
(
cosi+1θ sinj+1θ + cosi+1θ sinj+n+1θ

)
r i+j

 .

(4.2.a)

Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système ( 4.2.a) s’écrit
sous la forme standard du théorème de moyennisation d’ordre un

dr
dθ

= ε

 n1∑
i+j=0

aij
(
cosi+2θ sinj θ + cosi+2θ sinj+nθ

)
r i+j+1
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+
n2∑

i+j=0

bij
(
cosi θ sinj+2θ + cosi+mθ sinj+2θ

)
r i+j+1

+O(ε2)

= εF (r,θ) +O(ε2),

où

F(r,θ) = F1(r,θ) +F2(r,θ),

F1(r,θ) =
n1∑

i+j=0

aij
(
cosi+2θ sinj θ + cosi+2θ sinj+nθ

)
r i+j+1,

F2(r,θ) =
n2∑

i+j=0

bij
(
cosi θ sinj+2θ + cosi+mθ sinj+2θ

)
r i+j+1.

Maintenant, on calcule la fonction moyennée

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F(r,θ)dθ =

1
2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ +

1
2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ. (4.2.b)

Pour calculer l’expression exacte de F10(r), nous utilisons les formules suivantes∫ 2π

0
sinpθ cos2qθdθ =

(2q − 1)!!
(2q+ p)(2q+ p − 2)..(p+ 2)

∫ 2π

0
sinpθdθ,

∫ 2π

0
cospθ sin2qθdθ =

(2q − 1)!!
(2q+ p)(2q+ p − 2)..(p+ 2)

∫ 2π

0
cospθdθ.

Ces formules sont applicables pour un réel p arbitraire et un entier positif arbitraire q, sauf
pour les entiers pairs négatifs suivants p = −2,−4, ...,−2n.
Si p est un nombre naturel et q = 0 nous avons∫ 2π

0
sin2l θdθ =

(2l − 1)!!
2ll!

2π,∫ 2π

0
sin2l+1θdθ = 0,

∫ 2π

0
cos2l θdθ =

(2l − 1)!!
2ll!

2π,∫ 2π

0
cos2l+1θdθ = 0.

Nous avons aussi ∫ 2π

0
sinpθ cos2q+1θdθ = 0,

∫ 2π

0
cospθ sin2q+1θdθ = 0.
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Ces formules sont applicables pour un réel p arbitraire et un entier non négatif q, sauf les en-
tiers impairs négatifs suivants p = −1,−3, ...,−(2n+ 1).

Pour plus de détails sur ces intégrales et autres voir [57].
Maintenant nous déterminons 1

2π

∫ 2π
0
F1(r,θ)dθ, dans les cas suivants

(1) Si n impair et n1 pair

f1(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1∑
i+j=0

[
ai,j

(
sinj θ + sinj+nθ

)
cosi+2θ

]
r i+j+1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1+2∑
2q+j=2

[
a2q−2,j(sinj θ + sinj+nθ)cos2qθ

]
r2q+j−1dθ

=
1

2π

 n1+1∑
2q+2l+1=3

a2q−2,2l+1r
2q+2l

∫ 2π

0
sin2l+n+1θ cos2qθdθ

+
n1+2∑

2l+2q=2

a2q−2,2lr
2q+2l−1

∫ 2π

0
sin2l θ cos2qθdθ


=

n1/2∑
l+q=1

a2q−2,2l+1r
2l+2q (2q − 1)!!

(2q+ 2l + 1)(2q+ 2l − 1)...(2l + 3)
(2l +n)!!

2
2l+n+1

2 (2l+n+1
2 )!

+
(n1+2)/2∑
l+q=1

a2q−2,2lr
2l+2q−1 (2q − 1)!!

(2q+ 2l)(2q+ 2l − 2)...(2l + 2)
(2l − 1)!!

2ll!

=
n1/2∑
l+q=1

a2q−2,2l+1r
2q+2l (2l +n)!!(2q − 1)!!

2
2l+n+1

2 (2l+n+1
2 )!(2q+ 2l + 1)(2q+ 2l − 1)...(2l + 3)

+
(n1+2)/2∑
l+q=1

a2q−2,2lr
2q+2l−1 (2q − 1)!!(2l − 1)!!

2l+ql!(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

=
n1+1∑
k=1

Akr
k .

(2) Si n impair et n1 impair

f2(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1∑
i+j=0

[
ai,j(sinj θ + sinj+nθ)cosi+2θ

]
r i+j+1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1+2∑
2q+j=2

[
a2q−2,j(sinj θ + sinj+nθ)cos2qθ

]
r2q+j−1dθ
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=
1

2π

 n1+2∑
2q+2l+1=3

a2q−2,2l+1r
2q+2l

∫ 2π

0
sin2l+n+1θ cos2qθdθ

+
n1+1∑

2l+2q=2

a2q−2,2lr
2q+2l−1

∫ 2π

0
sin2l θ cos2qθdθ


=

(n1+1)/2∑
l+q=1

a2q−2,2l+1r
2q+2l (2l +n)!!(2q − 1)!!

2
2l+n+1

2 (2l+n+1
2 )!(2q+ 2l + 1)(2q+ 2l − 1)...(2l + 3)

+
(n1+1)/2∑
l+q=1

a2q−2,2lr
2q+2l−1 (2q − 1)!!(2l − 1)!!

2l+ql!(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

=
n1+1∑
k=1

Ãkr
k .

(3) Si n pair et n1 pair

f3(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1∑
i+j=0

[ai,j(sinj θ + sinj+nθ)cosi+2θ]r i+j+1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1+2∑
2q+j=2

[a2q−2,j(sinj θ + sinj+nθ)cos2qθ]r2q+j−1dθ

=
1

2π

 n1+2∑
2l+2q=2

a2q−2,2lr
2q+2l−1

∫ 2π

0
(sin2l θ + sin2l+nθ)cos2qθdθ


=

(n1+2)/2∑
l+q=1

a2q−2,2lr
2q+2l−1 (2q − 1)!!

2q(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

(2l − 1)!!
2ll!

+
(2l +n− 1)!!

2
2l+n

2 (2l+n
2 )!


=

n1+1∑
k=1

k impair

Ākr
k .

(4) Si n pair et n1 impair

f4(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1∑
i+j=0

[ai,j(sinj θ + sinj+nθ)cosi+2θ]r i+j+1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n1+2∑
2q+j=2

[a2q−2,j(sinj θ + sinj+nθ)cos2qθ]r2q+j−1dθ

=
1

2π

 n1+1∑
2l+2q=2

a2q−2,2lr
2q+2l−1

∫ 2π

0
(sin2l θ + sin2l+nθ)cos2qθdθ
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=
(n1+1)/2∑
l+q=1

a2q−2,2lr
2q+2l−1 (2q − 1)!!

2q(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

(2l − 1)!!
2ll!

+
(2l +n− 1)!!

2
2l+n

2 (2l+n
2 )!


=

n1∑
k=1

k impair

Ākr
k .

Et nous déterminons 1
2π

∫ 2π
0
F2(r,θ)dθ dans les cas suivants

(5) Si m impair et n2 pair

f5(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n2∑
i+j=0

[
bi,j(cosi θ + cosi+mθ)sinj+2θ

]
r i+j+1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n2+2∑
i+2q=2

[
bi,2q−2(cosi θ + cosi+mθ)sin2qθ

]
r i+2q−1dθ

=
1

2π

 n2+1∑
2l+1+2q=3

b2l+1,2q−2r
2l+2q

∫ 2π

0
cos2l+m+1θ sin2qθdθ

+
n2+2∑

2l+2q=2

b2l,2q−2r
2l+2q−1

∫ 2π

0
cos2l θ sin2qθdθ


=

n2/2∑
l+q=1

b2l+1,2q−2r
2l+2q (2q − 1)!!

(2q+ 2l + 1)(2q+ 2l − 1)...(2l + 3)
(2l +m)!!

2
2l+m+1

2 (2l+m+1
2 )!

+
(n2+2)/2∑
l+q=1

b2l,2q−2r
2l+2q−1 (2q − 1)!!

(2q+ 2l)(2q+ 2l − 2)...(2l + 2)
(2l − 1)!!

2ll!

=
n2/2∑
l+q=1

b2l+1,2q−2r
2l+2q (2l +m)!!(2q − 1)!!

2
2l+m+1

2 (2l+m+1
2 )!(2q+ 2l + 1)(2q+ 2l − 1)...(2l + 3)

+
(n2+2)/2∑
l+q=1

b2l,2q−2r
2l+2q−1 (2l − 1)!!(2q − 1)!!

2l+ql!(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

=
n2+1∑
k=1

Bkr
k .

(6) Si m impair et n2 impair

f6(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n2∑
i+j=0

[
bi,j(cosi θ + cosi+mθ)sinj+2θ

]
r i+j+1dθ
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=
1

2π

∫ 2π

0

n2+2∑
i+2q=2

[
bi,2q−2(cosi θ + cosi+mθ)sin2qθ

]
r i+2q−1dθ

=
1

2π

 n2+2∑
2l+1+2q=3

b2l+1,2q−2r
2l+2q

∫ 2π

0
cos2l+m+1θ sin2qθdθ

+
n2+1∑

2l+2q=2

b2l,2q−2r
2l+2q−1

∫ 2π

0
cos2l θ sin2qθdθ


=

(n2+1)/2∑
l+q=1

b2l+1,2q−2r
2l+2q (2l +m)!!(2q − 1)!!

2
2l+m+1

2 (2l+m+1
2 )!(2q+ 2l + 1)(2q+ 2l − 1)...(2l + 3)

+
(n2+1)/2∑
l+q=1

b2l,2q−2r
2l+2q−1 (2l − 1)!!(2q − 1)!!

2l+ql!(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

=
n2+1∑
k=1

B̃kr
k .

(7) Si m pair et n2 pair

f7(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n2∑
i+j=0

[
bi,j(cosi θ + cosi+mθ)sinj+2θ

]
r i+j+1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n2+2∑
i+2q=2

[
bi,2q−2(cosi θ + cosi+mθ)sin2qθ

]
r i+2q−1dθ

=
1

2π

 n2+2∑
2l+2q=2

b2l,2q−2r
2l+2q−1

∫ 2π

0
(cos2l θ + cos2l+mθ)sin2qθdθ


=

(n2+2)/2∑
l+q=1

b2l,2q−2r
2l+2q−1 (2q − 1)!!

2q(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

[
(2l − 1)!!

2ll!

+
(2l +m− 1)!!

2
2l+m

2 (2l+m
2 )!


=

n2+1∑
k=1

k impair

B̄kr
k .

(8) Si m pair et n2 impair

f8(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

n2∑
i+j=0

[
bi,j(cosi θ + cosi+mθ)sinj+2θ

]
r i+j+1dθ
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=
1

2π

∫ 2π

0

n2+2∑
i+2q=2

[
bi,2q−2(cosi θ + cosi+mθ)sin2qθ

]
r i+2q−1dθ

=
1

2π

 n2+1∑
2l+2q=2

b2l,2q−2r
2l+2q−1

∫ 2π

0
(cos2l θ + cos2l+mθ)sin2qθdθ


=

(n2+1)/2∑
l+q=1

b2l,2q−2r
2l+2q−1 (2q − 1)!!

2q(q+ l)(q+ l − 1)...(l + 1)

[
(2l − 1)!!

2ll!

+
(2l +m− 1)!!

2
2l+m

2 (2l+m
2 )!


=

n2∑
k=1
k odd

B̄kr
k .

On revient à l’équation ( 4.2.b), et on distingue les cas et sous-cas suivants
(a) Si m impair et n impair

(a.1) n1 pair et n2 pair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Akr
k +

n2+1∑
k=1

Bkr
k ,

(a.2) n1 impair et n2 impair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Ãkr
k +

n2+1∑
k=1

B̃kr
k ,

(a.3) n1 impair et n2 pair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Ãkr
k +

n2+1∑
k=1

Bkr
k ,

(a.4) n1 pair et n2 impair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Akr
k +

n2+1∑
k=1

B̃kr
k .

On obtient le polynôme F10 en fonction de r, alors d’après le théorème de Descartes F10
à au plus max {n1,n2} cycles limites, ceci complète la preuve du cas (1) du théorème 4.1.
(b) Si m pair et n pair.

(b.1) n1 pair et n2 pair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2+1∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,
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(b.2) n1 impair et n2 impair

F10(r) =
n1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,

(b.3) n1 impair et n2 pair

F10(r) =
n1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2+1∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,

(b.4) n1 pair et n2 impair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2∑
k=1

k impair

B̄kr
k .

On obtient le polynôme F10 en fonction de r2, alors d’après le théorème de Descartes F10

à au plus max{
[
n1
2

]
,
[
n2
2

]
} cycles limites, ceci complète la preuve du cas (2) du théorème

4.1.
(c) Si m impair et n pair.

(c.1) n1 pair et n2 pair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2+1∑
k=1

Bkr
k ,

(c.2) n1 impair et n2 impair

F10(r) =
n1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2+1∑
k=1

B̃kr
k ,

(c.3) n1 impair et n2 pair

F10(r) =
n1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2+1∑
k=1

Bkr
k ,

(c.4) n1 pair et n2 impair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

k impair

Ākr
k +

n2+1∑
k=1

B̃kr
k .

Alors F10 est la somme de deux polynômes, un en r et l’autre en r2, d’après le théorème de
Descartes F10 à au plus max

{
n2,n2 +

[
n1
2

]
−
[
n2
2

]}
cycles limites, ceci complète la preuve

du cas (3) du théorème 4.1.
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(d) Si n impair et m pair.

(d.1) n1 pair et n2 pair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Akr
k +

n2+1∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,

(d.2) n1 impair et n2 impair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Ãkr
k +

n2∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,

(d.3) n1 impair et n2 pair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Ãkr
k +

n2+1∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,

(d.4) n1 pair et n2 impair

F10(r) =
n1+1∑
k=1

Akr
k +

n2∑
k=1

k impair

B̄kr
k ,

Alors F10 est la somme de deux polynômes, un en r et l’autre en r2, d’après le théorème de
Descartes F10 à au plus max

{
n1,n1 +

[
n2
2

]
−
[
n1
2

]}
cycles limites, ceci complète la preuve du cas

(4) du théorème 4.1.

4.3 Applications

Considérons le système ẋ = −y + ε(1 + sin2θ)x(
1

84
x2 − 23

240
),

ẏ = x+ ε(1 + cos3θ)y(
1
8
x2y2 − 23

18
xy2 +

1
12
y2 − 13

48
x+

1
8

).
(4.3.a)

En coordonnées polaires (r,θ) où x = r cosθ,y = r sinθ, r > 0 le système ( 4.3.a) devient

ṙ = ε
(( 1

84
r3 cos4θ − 23

240
r cos2θ

)(
1 + sin2θ

)
+
(1
8
r5 sin4θ cos2θ − 23

18
r4 sin4θ cosθ+

1
12
r3 sin4θ − 13

48
r2 sin2θ cosθ +

1
8
r sin2θ

)(
1 + cos3θ

))
,

θ̇ = 1 + ε
((
− 1

84
r2 cos3θ sinθ +

23
240

sinθ cosθ
)(

1 + sin2θ
)

+
(
−23

18
r3 cos2θ sin3θ+

1
12
r2 sin3θ cosθ +

1
8
r4 cos3θ sin3θ − 13

48
r cosθ +

1
8

cosθ sinθ
))
.

D’une manière équivalente

dr
dθ

= εF(r,θ) +O(ε2).
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où

F(r,θ) =
( 1
84
r3 cos4θ − 23

240
r cos2θ

)(
1 + sin2θ

)
+
(1
8
r5 sin4θ cos2θ − 23

18
r4 sin4θ×

cosθ +
1

12
r3 sin4θ − 13

48
r2 sin2θ cosθ +

1
8
r sin2θ

)
(1 + cos3θ

)
.

L’équation moyennée du premier ordre est

F10 =
1

768
r
(
6r4 − 23r3 + 28r2 − 13r + 2

)
,

qui a exactement quatre racines positives r1 =
1
3
, r2 =

1
2
, r3 = 1 et r4 = 2.

satisfaisant
dF10(r)
dr

|r=r1 = − 5
10368

, 0,

dF10(r)
dr

|r=r2 =
1

2048
, 0,

dF10(r)
dr

|r=r3 = − 1
384
, 0,

dF10(r)
dr

|r=r4 =
5

128
, 0.

Nous concluons donc que le système ( 4.3.a) a deux cycles limites stables pour r1 =
1
3

et r3 = 1,

en plus de deux autres cycles limites instables pour r2 =
1
2

et r4 = 2 (Voir la figure (4.1)).

Figure 4.1 – Les quatre cycles limites pour ε = 10−3.
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Chapitre

5 Cycles limites pour le
système de Kukles
généralisé

Sommaire
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5.2 Preuves des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.2.1 Preuve du théorème 5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.2.2 Preuve du Corollaire 5.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.1 Introduction et résultat principaux

Dans [26] J. Llibre et A. Makhlouf ont étudié, en utilisant la méthode de la moyennisation,
le nombre maximal de cycles limites du système{

ẋ = −y2p−1,
ẏ = x2q−1 − εf (x)y2α,

où f est un polynôme de degré n et p,α et q sont des entiers positifs.

Dans[40], les auteurs ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation du premier
ordre, le nombre maximal de cycles limites du système{

ẋ = −y2p−1,
ẏ = x2mp−1 + ε(px2mp +mpy2p)(g(x,y)−A),

où g(x,y) avec g(0,0) = 0 est un polynôme de degré n ≥ 1, p et m sont des entiers positifs et
A > 0.

Dans ce chapitre, on considère le problème de la recherche du nombre maximal de cycles
limites d’une classe de systèmes différentiels polynômiaux qui peut être obtenu en perturbant
le centre non linéaire ẋ = y2p−1, ẏ = −x2q−1, de la forme{

ẋ = y2p−1,
ẏ = −x2q−1 − ε(f (x,y) + g(x,y)y + h(x,y)y2 + l(x,y)y3),

(5.1.a)

où p et q sont des entiers positifs, f (x,y), g(x,y),h(x,y), l(x,y) sont des polynômes de degré
n1,n2,n3 et n4 respectivement, et ε est un petit paramètre.
Nos résultats sont les suivants.
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Théorème 5.1 Pour ε , 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles limites du
système différentiel de Kukles ( 5.1.a) qui bifurquent d’un centre non linéaire ẋ = y2p−1,
ẏ = −x2q−1 en utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre est

max
{[
o(n1).M − q

2

]
,

[
e(n2).M

2

]
,

[
o(n3).M + q

2

]
,

[
e(n4).M

2

]
+ q

}
,

où M = max(p,q), e(i) est le plus grand nombre pair inférieur ou égal à i, o(i) est le plus
grand nombre impair inférieur ou égal à i, et [.] désigne la partie entière.

Corollaire 5.2 Considérons le système ( 5.1.a) avec n1 = n3 = 3, n2 = n4 = 2 et p =
1,q = 2{

ẋ = y,
ẏ = −x3 − ε(a01y + a03y

3 + (b20x
2)y + (c21x

2y)y2 + (d02y
2)y3),

(5.1.b)

où

a01 = 5.672101630, a03 = 24.34233128, b20 = −46.96722786,
c21 = −38.50861204, d02 = 2.076507516.

Pour ε , 0 suffisamment petit, le système ( 5.1.b) a quatre cycles limites qui bifurquent
d’un centre non linéaire ẋ = y, ẏ = −x3 en utilisant la méthode de la moyennisation du
premier ordre.

5.2 Preuves des résultats

5.2.1 Preuve du théorème 5.1

Le système ( 5.1.a) avec ε = 0 est un système Hamiltonien avec la fonction Hamiltonien

H(x,y) =
1

2q
x2q +

1
2p
y2p.

Notons que le système ( 5.1.a) avec ε = 0 a un centre global, c’est l’origine (0,0). Nous rappelons
les fonctions (p,q)-trigonométriques

z(θ) = Csθ, w(θ) = Snθ,

comme étant des solutions du problème à valeur initiale

ż = −w2p−1, ẇ = z2q−1,

z(0) = p−
1

2q , w(0) = 0.

On peut démontrer que Csθ et Snθ vérifient la relation

pCs2qθ + qSn2pθ = 1,
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et que Csθ et Snθ sont des fonctions T -périodique avec

T = 2p−
1

2q q−
1

2p
Γ ( 1

2p )Γ ( 1
2q )

Γ ( 1
2p + 1

2q )
,

où Γ est la fonction Gamma.
En écrivant le système ( 5.1.a) en les coordonnées polaires de Lyapunov

x = rpCsθ, y = rqSnθ.

D’où le système ( 5.1.a) devient
ṙ = −ε

(
r1−qSn2p−1θf (rpCsθ,rqSnθ) + rSn2pθg(rpCsθ,rqSnθ)

+ r1+qSn2p+1θh(rpCsθ,rqSnθ) + r1+2qSn2p+2θl(rpCsθ,rqSnθ)
)
,

θ̇ = −r2pq−p−q − ε (pr−qCsθf (rpCsθ,rqSnθ) + pCsθSnθg(rpCsθ,rqSnθ)
+ prqCsθSn2θh(rpCsθ,rqSnθ) + pr2qCsθSn3θl(rpCsθ,rqSnθ)

)
.

En considérant θ comme une variable indépendante, le système précédent devient

dr
dθ

= εF1(r,θ) +O(ε2),

où

F1(r,θ) = r−2pq+p+1
(
Sn2p−1θf (rpCsθ,rqSnθ) + rqSn2pθg(rpCsθ,rqSnθ)

+r2qSn2p+1θh(rpCsθ,rqSnθ) + r3qSn2p+2θl(rpCsθ,rqSnθ)
)
. (5.2.a)

On écrit les polynômes f (x,y), g(x,y),h(x,y) et l(x,y) apparaissant dans ( 5.2.a) comme

f (x,y) =
n1∑

i+j=0

aijx
iyj , g(x,y) =

n2∑
i+j=0

bijx
iyj ,

h(x,y) =
n3∑

i+j=0

cijx
iyj , l(x,y) =

n4∑
i+j=0

dijx
iyj .

Par conséquent ( 5.2.a) devient

F1(r,θ) = r−2pq+p+1

 n1∑
i+j=0

aijr
pi+qjCsiθSn2p+j−1θ +

n2∑
i+j=0

bijr
pi+qj+qCsiθSn2p+jθ

+
n3∑

i+j=0

cijr
pi+qj+2qCsiθSn2p+j+1θ +

n4∑
i+j=0

dijr
pi+qj+3qCsiθSn2p+j+2θ

 .
Soit F10 l’équation moyennée du premier ordre associée au système ( 5.1.a)

F10(r) =
1
T

∫ T

0
F1(r,θ)dθ,
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alors

F10(r) =
r−2pq+p+1

T

∫ T

0

 n1∑
i+j=0

aijr
pi+qjCsiθSn2p+j−1θ +

n2∑
i+j=0

bijr
pi+qj+qCsiθSn2p+jθ

+
n3∑

i+j=0

cijr
pi+qj+2qCsiθSn2p+j+1θ +

n4∑
i+j=0

dijr
pi+qj+3qCsiθSn2p+j+2θ

dθ.
On sait que ∫ T

0
CsiθSn2p+j−1θdθ =

{
αi,2p+j−1 si i pair et j impair,

0 si non,∫ T

0
CsiθSn2p+jθdθ =

{
βi,2p+j si i pair et j pair,

0 si non,∫ T

0
CsiθSn2p+j+1θdθ =

{
δi,2p+j+1 si i pair et j impair,

0 si non,∫ T

0
CsiθSn2p+j+2θdθ =

{
µi,2p+j+2 si i pair et j pair,

0 si non,

on obtient

F10(r) =
r−2pq+p+1

T


o(n1)∑
i+j=1

i pair, j impair

aijr
pi+qjαi,2p+j−1 +

e(n2)∑
i+j=0

i pair, j pair

bijr
pi+qj+qβi,2p+j

+
o(n3)∑
i+j=1

i pair, j impair

cijr
pi+qj+2qδi,2p+j+1 +

e(n4)∑
i+j=0

i pair, j pair

dijr
pi+qj+3qµi,2p+j+2

 ,

=
r−2pq+p+q+1

T


o(n1)∑
i+j=1

i pair, j impair

aijr
pi+q(j−1)αi,2p+j−1 +

e(n2)∑
i+j=0

i pair, j pair

bijr
pi+qjβi,2p+j

+
o(n3)∑
i+j=1

i pair, j impair

cijr
pi+q(j+1)δi,2p+j+1 +

e(n4)∑
i+j=0

i pair, j pair

dijr
pi+q(j+2)µi,2p+j+2

 .
Le nombre de racines positives de F10(r) est égal au nombre de l’expression

F∗10(r) =
o(n1)∑
i+j=1

i pair, j impair

aijr
pi+q(j−1)αi,2p+j−1 +

e(n2)∑
i+j=0

i pair, j pair

bijr
pi+qjβi,2p+j

+
o(n3)∑
i+j=1

i pair, j impair

cijr
pi+q(j+1)δi,2p+j+1 +

e(n4)∑
i+j=0

i pair, j pair

dijr
pi+q(j+2)µi,2p+j+2. (5.2.b)
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Le degré de F∗10(r) est lié au maximum de pi + qj avec i + j ≤ nl , l = 1...4. et on a

pi + qj ≤ max(p,q).i + max(p,q).j
≤ max(p,q)(i + j)
≤ nl max(p,q), l = 1...4.

Remarquons que la variable r apparait dans l’équation ( 5.2.b) en fonction r2 car pi + q(j −
1),pi + qj,pi + q(j + 1) et pi + q(j + 2) sont paires. Et si r̄ , 0 est une solution de l’équation
( 5.2.b) alors −r̄ est aussi une solution. On prend uniquement les solutions positives, alors le
nombre de solutions de l’équation ( 5.2.b) est borné par

max
{[
o(n1).max(p,q)− q

2

]
,

[
e(n2).max(p,q)

2

]
,

[
o(n3).max(p,q) + q

2

]
,

[
e(n4).max(p,q)

2

]
+ q

}
,

Remarque 5.1 Pour p = q = 1, les (1,1)-trigonométriques fonctions ne sont que les fonctions
classiques Csθ = cosθ,Snθ = sinθ,T = 2π, et le système ( 5.1.a) devient{

ẋ = y,
ẏ = −x − ε(f (x,y) + g(x,y)y + h(x,y)y2 + l(x,y)y3).

(5.2.c)

Alors le nombre maximum de cycles limites du système différentiel ( 5.2.c) qui bifurquent d’un
centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est

max
{[n1 − 1

2

]
,
[n2

2

]
,
[n3 + 1

2

]
,
[n4

2

]
+ 1

}
,

5.2.2 Preuve du Corollaire 5.2

D’après le Théorème (5.1) le système ( 5.1.b) avec n1 = n3 = 3, n2 = n4 = 2 et p = 1,q = 2,
peut avoir au maximum

max
{[2× 3− 2

2

]
,
[2× 2

2

]
,
[2× 3 + 2

2

]
,
[2× 2 + 4

2

]}
= 4 cycles limites.

Selon Liapunov [23], Csθ et Snθ sont les fonctions elliptiques avec

Csθ = cn(θ), Snθ = sn(θ)dn(θ) du module
1
√

2
,

et

T = 2× (1)−
1
4 × (2)−

1
2
Γ (1

2 )Γ (1
4 )

Γ (1
2 + 1

4 )
= 7.416298714.

Alors l’équation moyennée du premier ordre ( 5.2.b) est

F10(r) = a01α02 + b20β22r
2 + a03α04r

4 + c21δ24r
6 + d02µ06r

8,

où

α02 = 2.472099570, α04 = 1.059471244, β22 = 0.6777704678,
δ24 = 0.2259234893, µ06 = 0.4815778383.
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F10 a quatre racines positives qui sont r1 = 1.095445117, r2 = 1.224744865, r3 = 1.378404883,
et r4 = 2.024845669.
Vérifiant

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r1 = −1.33425210 , 0,

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r2 = 0.76424075 , 0,

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r3 = −1.69819502 , 0,

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r4 = 67.176278 , 0.

Nous concluons donc que le système ( 5.1.b) a deux cycles limites stables pour r1 = 1.095445117,
et r3 = 1.378404883. En plus deux autres cycles limites instables pour r2 = 1.224744865,
r4 = 2.024845669.(Voir la figure (5.1)).

Figure 5.1 – Les quatre cycles limites pour ε = 10−6.
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Chapitre

6 Estimation du nombre de
cycles limites pour une
classe des systèmes de
Kukles généralisés
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6.1 Introduction et résultats principaux

En 2019, Boulfoul et al [6] ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre des
cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x, du
système différentiel polynômial de Kukles de type :{

ẋ = −y,
ẏ = x − f (x)− g(x)y − h(x)y2 − l(x)y3,

(6.1.a)

où f (x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x),h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et l(x) = εl1(x) +
ε2l2(x) sont de degrés n1,n2,n3 et n4 respectivement, et ε est un petit paramètre. Ils ont
prouvé que le système ( 6.1.a) peut avoir λ1 = max

{[
n2
2

]
,
[
n4
2

]
+ 1

}
cycles limites en utili-

sant la théorie de moyennisation du premier ordre et λ2 = max
{[
n2
2

]
,
[
n4
2

]
+ 1,

[
n1
2

]
+
[
n2−1

2

]
,
[
n1
2

]
+
[
n4−1

2

]
+ 1,

[
n1−1

2

]
+µ,

[
n2−1

2

]
+
[
n3
2

]
+ 1,

[
n3
2

]
+
[
n4−1

2

]
+ 2,

[
n3−1

2

]
+µ+ 1

}
, cycles limites en

utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre.

Dans ce chapitre, nous intéressons au nombre maximum de cycles limites d’une classe de
systèmes différentiels de Kukles de type :{

ẋ = y,
ẏ = −x − f (x)y2p − g(x)y2p+1 − h(x)y2p+2 − l(x)y2p+3,

(6.1.b)

où f (x) = εf 1(x) + ε2f 2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x), et l(x) = εl1(x) +
ε2l2(x), où f k(x), gk(x),hk(x) et lk(x) sont de degrés n1,n2, n3,n4 respectivement pour k = 1,2,
p est un nombre positive, ε est un petit paramètre.
A la fin du chapitre nous donnons quelques exemples. Nos résultats sont les suivants.
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Théorème 6.1 Pour |ε| suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du
système différentiel ( 6.1.b) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant
la théorie de moyennisation du premier ordre est

max
{[n2

2

]
,
[n4

2

]
+ 1

}
.

Théorème 6.2 Pour |ε| suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du
système différentiel ( 6.1.b) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant
la théorie de moyennisation du deuxième ordre est

max
{[n2

2

]
,
[n4

2

]
+ 1,

[n1

2

]
+
[n2 − 1

2

]
+ p,

[n1

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ p+ 1,

[n1 − 1
2

]
+µ+ p,

[n2 − 1
2

]
+
[n3

2

]
+ p+ 1,

[n3

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ p+ 2,[n3 − 1

2

]
+µ+ p+ 1

}
,

où µ = min
{[
n2
2

]
,
[
n4
2

]
+ 1

}
.

6.2 Preuves des résultats

6.2.1 Preuve du théorème 6.1

Dans le but d’appliquer la méthode de la moyennisation du premier ordre, on écrit le
système ( 6.1.b) avec k = 1, en coordonnées polaires (r,θ), où x = rcosθ, y = rsinθ, r > 0.
Si on prend les polynômes

f 1(x) =
n1∑
i=0

aix
i , g1(x) =

n2∑
i=0

bix
i ,h1(x) =

n3∑
i=0

cix
i et l1(x) =

n4∑
i=0

dix
i . (6.2.a)

Le système ( 6.1.b) peut être écrit comme suit :

ṙ = −ε

 n1∑
i=0

air
i+2p cosi θ sin2p+1θ +

n2∑
i=0

bir
i+2p+1 cosi θ sin2p+2θ

+
n3∑
i=0

cir
i+2p+2 cosi θ sin2p+3θ +

n4∑
i=0

dir
i+2p+3 cosi θ sin2p+4θ

 ,
θ̇ = −1− ε

r

 n1∑
i=0

air
i+2p cosi+1θ sin2pθ +

n2∑
i=0

bir
i+2p+1 cosi+1θ sin2p+1θ

+
n3∑
i=0

cir
i+2p+2 cosi+1θ sin2p+2θ +

n4∑
i=0

dir
i+2p+3 cosi+1θ sin2p+3θ

 .
(6.2.b)
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Si on prend θ comme une variable indépendante, le système ( 6.2.b) devient

dr
dθ

= ε

 n1∑
i=0

air
i+2p cosi θ sin2p+1θ +

n2∑
i=0

bir
i+2p+1 cosi θ sin2p+2θ

+
n3∑
i=0

cir
i+2p+2 cosi θ sin2p+3θ +

n4∑
i=0

dir
i+2p+3 cosi θ sin2p+4θ

+O(ε2),

= εF1(r,θ) +O(ε2).

Soit F10 l’équation moyennée du premier ordre associée au système ( 6.1.b).
En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calculent F10

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ,

Lemme 6.1 Soit Ai,j (θ) = cosi θ sinj θ et θξi,j (θ) =
∫ θ

0
Ai,j(s)ds, avec∫ 2π

0
Ai,j(θ)dθ =

{
0 si i impair ou j impair,
2πξi,j (2π) si i et j sont pair,

et

ξ2i,2j+4(2π) =
2j + 3

2i + 2j + 4
ξ2i,2j+2(2π).

En utilisant le lemme (6.1), on obtient l’intégrale de la fonction F10(r) suivante

F10 (r) =
1

2π

∫ 2π

0


n2∑
i=0
i pair

bir
i+2p+1Ai,2p+2 (θ) +

n4∑
i=0
i pair

dir
i+2p+3Ai,2p+4 (θ)

dθ
=

1
2π

∫ 2π

0


[ n2

2 ]∑
i=0

b2ir
2i+2p+1A2i,2p+2 (θ) +

[ n4
2 ]∑
i=0

d2ir
2i+2p+3A2i,2p+4 (θ)

dθ
= r2p+1


[ n2

2 ]∑
i=0

b2ir
2iξ2i,2p+2 (2π) +

[ n4
2 ]∑
i=0

d2ir
2i+2ξ2i,2p+4 (2π)


= r2p+1


[ n2

2 ]∑
i=0

b2ir
2iξ2i,2p+2 (2π) +

[ n4
2 ]∑
i=0

2p+ 3
2i + 2p+ 4

d2ir
2i+2ξ2i,2p+2 (2π)

 . (6.2.c)

Alors le polynôme F10(r) peut avoir au plus max
{[
n2
2

]
,
[
n4
2

]
+ 1

}
racines positives. Par

conséquent, le système différentiel ( 6.1.b) peut avoir au plus max
{[
n2
2

]
,
[
n4
2

]
+ 1

}
cycles

limites.
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6.2.2 Preuve du théorème 6.2

Ainsi pour appliquer la théorie de la moyennisation du second ordre, on prend les
même polynômes de ( 6.2.a), ainsi que les suivants

f 2(x) =
n1∑
i=0

āix
i , g2(x) =

n2∑
i=0

b̄ix
i ,h2(x) =

n3∑
i=0

c̄ix
i et l2(x) =

n4∑
i=0

d̄ix
i . (6.2.d)

En coordonnées polaires (r,θ) où x = rcosθ, y = rsinθ, r > 0 le système différentielle
( 6.1.b) devient {

ṙ = −εG1 (r,θ)− ε2H1 (r,θ) ,
θ̇ = −1− εrG2 (r,θ)− ε2

r H2 (r,θ) .
(6.2.e)

Considérons maintenant θ comme une nouvelle variable indépendante, le système ( 6.2.e)
devient

dr
dθ

= εF1(r,θ) + ε2F2(r,θ) +O(ε3),

où
F1(r,θ) = G1, F2(r,θ) =H1 −

1
r
G1G2. (6.2.f)

Et

G1 =
n1∑
i=0

air
i+2pAi,2p+1(θ) +

n2∑
i=0

bir
i+2p+1Ai,2p+2(θ)

+
n3∑
i=0

cir
i+2p+2Ai,2p+3(θ) +

n4∑
i=0

dir
i+2p+3Ai,2p+4(θ),

H1 =
n1∑
i=0

āir
i+2pAi,2p+1(θ) +

n2∑
i=0

b̄ir
i+2p+1Ai,2p+2(θ)

+
n3∑
i=0

c̄ir
i+2p+2Ai,2p+3(θ) +

n4∑
i=0

d̄ir
i+2p+3Ai,2p+4(θ),

G2 =
n1∑
i=0

air
i+2pAi+1,2p(θ) +

n2∑
i=0

bir
i+2p+1Ai+1,2p+1(θ)

+
n3∑
i=0

cir
i+2p+2Ai+1,2p+2(θ) +

n4∑
i=0

dir
i+2p+3Ai+1,2p+3(θ),

H2 =
n1∑
i=0

āir
i+2pAi+1,2p(θ) +

n2∑
i=0

b̄ir
i+2p+1Ai+1,2p+1(θ)

+
n3∑
i=0

c̄ir
i+2p+2Ai+1,2p+2(θ) +

n4∑
i=0

d̄ir
i+2p+3Ai+1,2p+3(θ). (6.2.g)
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Dans le but d’appliquer la théorie de la moyennisation du second ordre, F10 doit être
identiquement nulle.
D’après la formule ( 6.2.c), F10 est identiquement nulle si et seulement si{

b2i = −2p+3
2i−1 d2i−2 1 ≤ i ≤ µ,

b0 = b2i = d2i−2 = 0 µ+ 1 ≤ i ≤ λ,
(6.2.h)

où λ = max
{[
n2
2

]
,
[
n4
2

]
+ 1

}
.

Soit F20 l’équation moyennée du seconde ordre associée au système ( 6.1.b).
Maintenant, on détermine F20 par

F20(r) = F1
20(r) +F2

20(r),

où

F1
20(r) =

1
2π

∫ 2π

0

d
dr
F1(r,θ)y(r,θ)dθ, F2

20(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ.

D’après la relation ( 6.2.h), on a

F1(r,θ) =

[ n1−1
2

]∑
i=0

a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p+1 +
[ n1

2 ]∑
i=0

a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p +

[ n2−1
2

]∑
i=0

b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+2 +

[ n3−1
2

]∑
i=0

c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+3 +

[ n3
2 ]∑
i=0

c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+2 +

[ n4−1
2

]∑
i=0

d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+4 +

µ∑
i=1

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
d2i−2r

2i+2p+1.

Pour calculer F1
20, il faut dériver F1, donc

dF1(r,θ)
dr

=

[ n1−1
2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p +

[ n1
2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1 +

[ n2−1
2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1 +

[ n3−1
2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2 +

[ n3
2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1 +
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[ n4−1
2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3 +

µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p.

Et nous avons

y(r,θ) =
∫ θ

0
F1(r, t)dt

=

[ n1−1
2

]∑
i=0

a2i+1r
2i+2p+1

βi,p,0 +
i+p+1∑
l=1

βi,p,l cos(2l)θ


+

[ n1
2 ]∑
i=0

a2ir
2i+2p

β̃i,p,0 +
i+p+1∑
l=1

β̃i,p,l cos(2l − 1)θ


+

[ n2−1
2

]∑
i=0

b2i+1r
2i+2p+2

i+p+1∑
l=0

β̄i,p,l sin(2l + 1)θ

+

[ n3−1
2

]∑
i=0

c2i+1r
2i+2p+3

γi,p,0 +
i+p+2∑
l=1

γi,p,l cos(2l)θ


+

[ n3
2 ]∑
i=0

c2ir
2i+2p+2

γ̃i,p,0 +
i+p+2∑
l=1

γ̃i,p,l cos(2l − 1)θ


+

[ n4−1
2

]∑
i=0

d2i+1r
2i+2p+4

i+p+2∑
l=0

γ̄i,p,l sin(2l + 1)θ

+
µ∑
i=1

d2i−2r
2i+2p+1

i+p+1∑
l=1

δi,p,l sin(2l)θ,

où βi,p,l , β̃i,p,l , β̄i,p,l ,γi,p,l , γ̃i,p,l , γ̄i,p,l et δi,p,l sont des constantes.

Maintenant nous définissons

F1
20(r) = Υ1(r) +Υ2(r) +Υ3(r) +Υ4(r) +Υ5(r) +Υ6(r) +Υ7(r),

où

Υ1(r) =
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

y(r,θ)dθ,

Υ2(r) =
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

y(r,θ)dθ,
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Υ3(r) =
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

y(r,θ)dθ,

Υ4(r) =
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

y(r,θ)dθ,

Υ5(r) =
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

y(r,θ)dθ,

Υ6(r) =
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

y(r,θ)dθ,

Υ7(r) =
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

y(r,θ)dθ.

Les intégrales Υ1(r)−Υ7(r) seront calculées dans les lemmes suivants

Lemme 6.2 L’intégrale Υ1(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ1(r) =

[ n1−1
2

]∑
i=0

µ∑
s=1

(2i + 2p+ 1)
2

a2i+1d2s−2

s+p+1∑
l=1

δs,p,lDi,p,lr
2i+2s+4p+1. (6.2.i)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×

[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(b1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(c1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×
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[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(d1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(e1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(f1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×
[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(g1)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 1)a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ =

[ n1−1
2

]∑
i=0

µ∑
s=1

(2i + 2p+ 1)
2

a2i+1d2s−2

s+p+1∑
l=1

δs,p,lDi,p,lr
2i+2s+4p+1.

Donc la somme des intégrales (a1)− (g1) est le polynôme ( 6.2.i). Cela termine la preuve
du lemme (6.2).

Lemme 6.3 L’intégrale Υ2(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ2(r) =
[ n1

2 ]∑
i=0

[ n2−1
2

]∑
s=0

(i + p)a2ib2s+1

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,lCi,p,lr
2i+2s+4p+1 +

[ n1
2 ]∑
i=0

[ n4−1
2

]∑
s=0

(i + p)a2id2s+1

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,lCi,p,lr
2i+2s+4p+3. (6.2.j)
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Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(b2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(c2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ =

[ n1
2 ]∑
i=0

[ n2−1
2

]∑
s=0

(i + p)a2ib2s+1

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,lCi,p,lr
2i+2s+4p+1,

(d2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(e2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(f2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ =
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[ n1
2 ]∑
i=0

[ n4−1
2

]∑
s=0

(i + p)a2id2s+1

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,lCi,p,lr
2i+2s+4p+3,

(g2)
1

2π

∫ 2π

0


[ n1

2 ]∑
i=0

(2i + 2p)a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p−1

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ = 0.

Donc la somme des intégrales (a2)− (g2) est le polynôme ( 6.2.j). Cela termine la preuve
du lemme (6.3).

Lemme 6.4 L’intégrale Υ3(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ3(r) =

[ n2−1
2

]∑
i=0

[ n1
2 ]∑
s=0

(i + p+ 1)b2i+1a2s

s+p+1∑
l=1

β̃s,p,lEi,p,lr
2i+2s+4p+1 +

[ n2−1
2

]∑
i=0

[ n3
2 ]∑
s=0

(i + p+ 1)b2i+1c2s

s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,lEi,p,lr
2i+2s+4p+3. (6.2.k)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×

[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(b3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ =

[ n2−1
2

]∑
i=0

[ n1
2 ]∑
s=0

(i + p+ 1)b2i+1a2s

s+p+1∑
l=1

β̃s,p,lEi,p,lr
2i+2s+4p+1,

(c3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×
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[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(d3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(e3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ =

[ n2−1
2

]∑
i=0

[ n3
2 ]∑
s=0

(i + p+ 1)b2i+1c2s

s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,lEi,p,lr
2i+2s+4p+3,

(f3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×
[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(g3)
1

2π

∫ 2π

0


[ n2−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+1

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ = 0.

Donc la somme des intégrales (a3)− (g3) est le polynôme ( 6.2.k). Cela termine la preuve
du lemme (6.4).

Lemme 6.5 L’intégrale Υ4(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ4(r) =

[ n3−1
2

]∑
i=0

µ∑
s=1

(2i + 2p+ 3)
2

c2i+1d2s−2

s+p+1∑
l=1

δs,p,lD̃i,p,lr
2i+2s+4p+3. (6.2.l)
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Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×

[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(b4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(c4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×
[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(d4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(e4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(f4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×
[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,
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(g4)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 3)c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+2

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ =

[ n3−1
2

]∑
i=0

µ∑
s=1

(2i + 2p+ 3)
2

c2i+1d2s−2

s+p+1∑
l=1

δs,p,lD̃i,p,lr
2i+2s+4p+3.

Donc la somme des intégrales (a4)− (g4) est le polynôme ( 6.2.l). Cela termine la preuve
du lemme (6.5).

Lemme 6.6 L’intégrale Υ5(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ5(r) =
[ n3

2 ]∑
i=0

[ n2−1
2

]∑
s=0

(i + p+ 1)c2ib2s+1

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,lC̃i,p,lr
2i+2s+4p+3 +

[ n3
2 ]∑
i=0

[ n4−1
2

]∑
s=0

(i + p+ 1)c2id2s+1

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,lC̃i,p,lr
2i+2s+4p+5. (6.2.m)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×

[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(b5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(c5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×
[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ =
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[ n3
2 ]∑
i=0

[ n2−1
2

]∑
s=0

(i + p+ 1)c2ib2s+1

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,lC̃i,p,lr
2i+2s+4p+3,

(d5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(e5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(f5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×

[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ =

[ n3
2 ]∑
i=0

[ n4−1
2

]∑
s=0

(i + p+ 1)c2id2s+1

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,lC̃i,p,lr
2i+2s+4p+5,

(g5)
1

2π

∫ 2π

0


[ n3

2 ]∑
i=0

(2i + 2p+ 2)c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+1

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ = 0.

Donc la somme des intégrales (a5)− (g5) est le polynôme ( 6.2.m). Cela termine la preuve
du lemme (6.6).

Lemme 6.7 L’intégrale Υ6(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ6(r) =

[ n4−1
2

]∑
i=0

[ n1
2 ]∑
s=0

(i + p+ 2)d2i+1a2s

s+p+1∑
l=1

β̃s,p,lẼi,p,lr
2i+2s+4p+3 +

[ n4−1
2

]∑
i=0

[ n3
2 ]∑
s=0

(i + p+ 2)d2i+1c2s

s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,lẼi,p,lr
2i+2s+4p+5. (6.2.n)
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Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×

[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(b6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ =

[ n4−1
2

]∑
i=0

[ n1
2 ]∑
s=0

(i + p+ 2)d2i+1a2s

s+p+1∑
l=1

β̃s,p,lẼi,p,lr
2i+2s+4p+3,

(c6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×
[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(d6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ = 0,

(e6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ =

[ n4−1
2

]∑
i=0

[ n3
2 ]∑
s=0

(i + p+ 2)d2i+1c2s

s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,lẼi,p,lr
2i+2s+4p+5,
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(f6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×
[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(g6)
1

2π

∫ 2π

0


[ n4−1

2

]∑
i=0

(2i + 2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+3

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ = 0.

Donc la somme des intégrales (a6)− (g6) est le polynôme ( 6.2.n). Cela termine la preuve
du lemme (6.7).

Lemme 6.8 L’intégrale Υ7(r) est le polynôme en fonction de r suivant

Υ7(r) =
µ∑
i=1

[ n1−1
2

]∑
s=0

(2i + 2p+ 1)
2

d2i−2a2s+1

s+p+1∑
l=0

βs,p,l

(
F̃i,p,l −

2p+ 3
2i − 1

Fi,p,l

)
×

r2i+2s+4p+1 +
µ∑
i=1

[ n3−1
2

]∑
s=0

(2i + 2p+ 1)
2

d2i−2c2s+1 ×

s+p+2∑
l=0

γs,p,l

(
F̃i,p,l −

2p+ 3
2i − 1

Fi,p,l

)
r2i+2s+4p+3. (6.2.o)

Preuve. En utilisant les intégrales de l’Appendice-B, nous obtenons

(a7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
[ n1−1

2

]∑
s=0

a2s+1r
2s+2p+1

βs,p,0 +
s+p+1∑
l=1

βs,p,l cos(2l)θ


dθ =

µ∑
i=1

[ n1−1
2

]∑
s=0

(2i + 2p+ 1)
2

d2i−2a2s+1

s+p+1∑
l=0

βs,p,l

(
F̃i,p,l −

2p+ 3
2i − 1

Fi,p,l

)
r2i+2s+4p+1,

(b7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
[ n1

2 ]∑
s=0

a2sr
2s+2p

β̃s,p,0 +
s+p+1∑
l=1

β̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,
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(c7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
[ n2−1

2

]∑
s=0

b2s+1r
2s+2p+2

s+p+1∑
l=0

β̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(d7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
[ n3−1

2

]∑
s=0

c2s+1r
2s+2p+3

γs,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γs,p,l cos(2l)θ


dθ =

µ∑
i=1

[ n3−1
2

]∑
s=0

(2i + 2p+ 1)
2

d2i−2c2s+1

s+p+2∑
l=0

γs,p,l

(
F̃i,p,l −

2p+ 3
2i − 1

Fi,p,l

)
r2i+2s+4p+3,

(e7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
[ n3

2 ]∑
s=0

c2sr
2s+2p+2

γ̃s,p,0 +
s+p+2∑
l=1

γ̃s,p,l cos(2l − 1)θ


dθ = 0,

(f7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
[ n4−1

2

]∑
s=0

d2s+1r
2s+2p+4

s+p+2∑
l=0

γ̄s,p,l sin(2l + 1)θ

dθ = 0,

(g7)
1

2π

∫ 2π

0

 µ∑
i=1

(2i + 2p+ 1)d2i−2

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
r2i+2p

×
µ∑
s=1

d2s−2r
2s+2p+1

s+p+1∑
l=1

δs,p,l sin(2l)θ

dθ = 0.

Donc la somme des intégrales (a7)− (g7) est le polynôme ( 6.2.o). Cela termine la preuve
du lemme (6.8).
Des lemmes (6.2)-(6.8), on obtient F1

20 (r) = r1+4pP1

(
r2

)
, où P1

(
r2

)
un polynôme de degré

max
{[n1

2

]
+
[n2 − 1

2

]
,
[n1

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ 1,

[n1 − 1
2

]
+µ,

[n2 − 1
2

]
+
[n3

2

]
+ 1,

[n3

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ 2,

[n3 − 1
2

]
+µ+ 1

}
.
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En substituant ( 6.2.h) dans ( 6.2.g) et ( 6.2.f), on obtient

F2(r,θ) =
n1∑
i=0

āir
i+2pAi,2p+1 (θ) +

n2∑
i=0

b̄ir
i+2p+1Ai,2p+2 (θ) +

n3∑
i=0

c̄ir
i+2p+2Ai,2p+3 (θ) +

n4∑
i=0

d̄ir
i+2p+3Ai,2p+4 (θ)−

1
r


[ n1−1

2

]∑
i=0

a2i+1A2i+1,2p+1 (θ)r2i+2p+1 +
[ n1

2 ]∑
i=0

a2iA2i,2p+1 (θ)r2i+2p+

[ n2−1
2

]∑
i=0

b2i+1A2i+1,2p+2 (θ)r2i+2p+2 +

[ n3−1
2

]∑
i=0

c2i+1A2i+1,2p+3 (θ)r2i+2p+3 +

[ n3
2 ]∑
i=0

c2iA2i,2p+3 (θ)r2i+2p+2 +

[ n4−1
2

]∑
i=0

d2i+1A2i+1,2p+4 (θ)r2i+2p+4 +

µ∑
i=1

(
A2i−2,2p+4 (θ)−

2p+ 3
2i − 1

A2i,2p+2 (θ)
)
d2i−2r

2i+2p+1

×
[ n1−1

2

]∑
k=0

a2k+1A2k+2,2p (θ)r2k+2p+1 +
[ n1

2 ]∑
k=0

a2kA2k+1,2p (θ)r2k+2p+

[ n2−1
2

]∑
k=0

b2k+1A2k+2,2p+1 (θ)r2k+2p+2 +

[ n3−1
2

]∑
k=0

c2k+1A2k+2,2p+2 (θ)r2k+2p+3 +

[ n3
2 ]∑
k=0

c2kA2k+1,2p+2 (θ)r2k+2p+2 +

[ n4−1
2

]∑
k=0

d2k+1A2k+2,2p+3 (θ)r2k+2p+4 +

µ∑
k=1

(
A2k−1,2p+3 (θ)−

2p+ 3
2k − 1

A2k+1,2p+1 (θ)
)
d2k−2r

2k+2p+1

 .
Pour une expression explicite de F2

20(r) =
1

2π

∫ 2π
0
F2(r,θ)dθ, on utilisent le lemme (6.1),

alors

F2
20(r) =


[ n2

2 ]∑
i=0

b̄2ir
2iξ2i,2p+2 (2π) +

[ n4
2 ]∑
i=0

d̄2ir
2i+2ξ2i,2p+4 (2π)

r2p+1 −

[ n1−1
2

]∑
i=0

µ∑
k=1

a2i+1d2k−2

(
ξ2i+2k,4p+4(2π)−

2p+ 3
2k − 1

ξ2i+2k+2,4p+2(2π)
)
r2i+2k+4p+1 −

[ n1
2 ]∑
i=0

[ n2−1
2

]∑
k=0

a2ib2k+1ξ2i+2k+2,4p+2(2π)r2i+2k+4p+1 −
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[ n1
2 ]∑
i=0

[ n4−1
2

]∑
k=0

a2id2k+1ξ2i+2k+2,4p+4(2π)r2i+2k+4p+3 −

[ n2−1
2

]∑
i=0

[ n1
2 ]∑
k=0

b2i+1a2kξ2i+2k+2,4p+4 (2π)r2i+2k+4p+1 −

[ n2−1
2

]∑
i=0

[ n3
2 ]∑
k=0

b2i+1c2kξ2i+2k+2,4p+4 (2π)r2i+2k+4p+3 −

[ n3−1
2

]∑
i=0

µ∑
k=1

c2i+1d2k−2

(
ξ2i+2k,4p+6 (2π)−

2p+ 3
2k − 1

ξ2i+2k+2,4p+4 (2π)
)
r2i+2k+4p+3 −

[ n3
2 ]∑
i=0

[ n2−1
2

]∑
k=0

c2ib2k+1ξ2i+2k+2,4p+4 (2π)r2i+2k+4p+3 −

[ n3
2 ]∑
i=0

[ n4−1
2

]∑
k=0

c2id2k+1ξ2i+2k+2,4p+6 (2π)r2i+2k+4p+5 −

[ n4−1
2

]∑
i=0

[ n1
2 ]∑
k=0

d2i+1a2kξ2i+2k+2,4p+4 (2π)r2i+2k+4p+3 −

[ n4−1
2

]∑
i=0

[ n3
2 ]∑
k=0

d2i+1c2kξ2i+2k+2,4p+6 (2π)r2i+2k+4p+5 −

µ∑
i=1

[ n1−1
2

]∑
k=0

d2i−2a2k+1

(
ξ2i+2k,4p+4 (2π)−

2p+ 3
2i − 1

ξ2i+2k+2,4p+2 (2π)
)
r2i+2k+4p+1 −

µ∑
i=1

[ n3−1
2

]∑
k=0

d2i−2c2k+1

(
ξ2i+2k,4p+6 (2π)−

2p+ 3
2i − 1

ξ2i+2k+2,4p+4 (2π)
)
r2i+2k+4p+3

= r1+2p
(
P2(r2) + r2pP3(r2)

)
.

Où P2(r2) est un polynôme de degré

max
{[n2

2

]
,
[n4

2

]
+ 1

}
,

et P3(r2) est un polynôme de degré

max
{[n1

2

]
+
[n2 − 1

2

]
,
[n1

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ 1,

[n1 − 1
2

]
+µ,[n2 − 1

2

]
+
[n3

2

]
+ 1,

[n3

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ 2,

[n3 − 1
2

]
+µ+ 1

}
.

Finalement, F20(r) devient sous la forme suivante

F20 (r) = F1
20 (r) +F2

20 (r) = r1+2p
(
r2pP1

(
r2

)
+ P2

(
r2

)
+ r2pP3

(
r2

))
,
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Par conséquent, F20(r) a au plus

max
{[n2

2

]
,
[n4

2

]
+ 1,

[n1

2

]
+
[n2 − 1

2

]
+ p,

[n1

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ p+ 1,

[n1 − 1
2

]
+µ+ p,

[n2 − 1
2

]
+
[n3

2

]
+ p+ 1,

[n3

2

]
+
[n4 − 1

2

]
+ p+ 2,[n3 − 1

2

]
+µ+ p+ 1

}
,

racines positives , ce qui prouve le Théorème (6.2).

6.3 Applications

Exemple 6.1 On considère un exemple qui correspond au théorème (6.1){
ẋ = y,
ẏ = −x − ε(2xy10 + (256

231 −
2560

33 x2)y11 + x3y12 + (32768
429 x2)y13),

(6.3.a)

où f 1(x), g1(x),h1(x), l1(x) sont de degrés n1 = 1,n2 = 2,n3 = 3 et n4 = 2 respectivement.
L’équation moyennée du premier ordre est

F10(r) = r15 − 5
4
r13 +

1
4
r11,

qui a exactement
[
n4
2

]
+ 1 = deux racines positives r1 = 1

2 , r2 = 1.
satisfaisant

dF10 (r)
dr

∣∣∣r=r1 = − 3
8192

, 0,
dF10 (r)
dr

∣∣∣r=r2 =
3
2
, 0,

Nous concluons donc que le système ( 7.3.a) a un cycle limite instable pour r2 = 1, et un cycle
limite stable pour r1 = 1

2 .(Voir la figure (6.1)).

Figure 6.1 – Les deux cycles limites pour ε = 10−5.
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Exemple 6.2 On considère un exemple qui correspond au théorème (6.2){
ẋ = y,
ẏ = −x − f (x)y4 − g(x)y5 − l(x)y6 − h(x)y7,

(6.3.b)

où

f (x) = ε(
341

321888
+ 6x) + ε2(−1− 3x),

g(x) = ε(
429184

675
x+

182773472
1395

x3) + ε2(− 1
4500

+ 2x3),

h(x) = ε(x2) + ε2(5x − 3x2),

l(x) = ε(−155357728
3069

x) + ε2(−x+
22

1575
),

et f (x), g(x),h(x), l(x) sont de degrés n1 = 1,n2 = 3,n3 = 2 et n4 = 1 respectivement.
Puisque nous avons F10 égal à zéro, alors il faut résoudre l’équation F20 = 0

r15 − 5269
3600

r13 +
1529
2880

r11 − 341
4800

r9 +
11

2880
r7 − 1

14400
r5 = 0.

qui a exactement
[
n2−1

2

]
+
[
n3
2

]
+ p + 1 = cinq racines positives, r1 = 1

5 , r2 = 1
4 , r3 = 1

3 , r4 = 1
2 et

r5 = 1. Ces dernières racines vérifiant

dF20

dr

∣∣∣r=r1 =
252

6103515625
, 0,

dF20

dr

∣∣∣r=r2 = − 63
671088640

, 0,

dF20

dr

∣∣∣r=r3 =
28

23914845
, 0 ,

dF20

dr

∣∣∣r=r4 = − 21
163840

, 0,

dF20

dr

∣∣∣r=r5 =
6
5
, 0.

Nous concluons donc que le système ( 7.3.b) a trois cycles limites instables pour r1 = 1
5 , r3 = 1

3
et r5 = 1. En plus de deux autres cycles limites stables pour r2 = 1

4 et r4 = 1
2 .(Voir la figure

(6.2)).

Figure 6.2 – Les cinq cycles limites pour ε = 10−9.
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Chapitre

7 Le nombre maximum de
cycles limites pour une
classe des systèmes de
Kukles généralisés
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7.1 Présentation du problème et résultats principaux

Dans l’article [1] les auteurs ont étudié le système suivant{
ẋ = y − f1(x)y,
ẏ = −x − g2(x)− f2(x,y)y,

(7.1.a)

où f1(x) = εf11(x) + ε2f12(x), f2(x,y) = εf21(x,y) + ε2f22(x,y), et g2(x) = εg21(x) + ε2g22(x)
sont des polynômes de degrés l,n et m respectivement, et ε est un petit paramètre. Ils
ont prouvé que le système ( 7.1.a) peut avoir

[
n
2

]
cycles limites en utilisant la théorie de

moyennisation du premier ordre et max
{
O(n)− 1,

[
O(n)+E(m)−1

2

]
,
[
O(n)+O(l)−2

2

]
,
[
E(n)

2

]}
cycles

limites en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre.O(i) est le plus grand
nombre impair inférieur ou égal à i, E(i) est le plus grand nombre pair inférieur ou égal
à i et [.] désigne la partie entière.

Dans ce chapitre, on considère le problème de la recherche du nombre maximal de
cycles limites pour une classe de systèmes différentiels de la forme{

ẋ = y,
ẏ = −x − f1(x,y)− f2(x,y)y − g1(x,y)y2 − g2(x,y)y3,

(7.1.b)

où f1(x,y) = εf11(x,y) + ε2f12(x,y), f2(x,y) = εf21(x,y) + ε2f22(x,y), g1(x,y) = εg11(x,y) +
ε2g12(x,y) et g2(x,y) = εg21(x,y) + ε2g22(x,y) sont des polynômes de degré n1,n2,n3 et
n4 respectivement, et ε est un petit paramètre. De plus nous faisons quelques applica-
tions.
Notre résultat est le suivant :
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Théorème 7.1 Pour ε , 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles limites du
système différentiel ( 7.1.b) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant
la méthode de la moyennisation
(a) Du premier ordre est

max
{[n1 − 1

2

]
,
[n2

2

]
,
[n3 + 1

2

]
,
[n4 + 2

2

]}
.

(b) Du deuxième ordre est

λ =max {λ1,λ2 + 1,λ3 + 2,λ4 + 3} ,

avec

λ1 = max
{[
E(n1) +O(n2)− 1

2

]
,E(n1)− 1,

[n1 − 1
2

]
,
[n2

2

]}
,

λ2 = max
{
E(n1)− 2,

[
E(n1) +O(n2)− 3

2

]
,

[
E(n1) +E(n3)− 2

2

]
,

O(n2)− 1,
[
E(n1) +O(n4)− 1

2

]
,

[
O(n2) +E(n3)− 1

2

]
,
[n3 − 1

2

]
,
[n4

2

]}
,

λ3 = max
{
E(n3)− 1,

[
E(n1) +E(n3)− 4

2

]
,

[
E(n1) +O(n4)− 3

2

]
,[

O(n2) +E(n3)− 3
2

]
,

[
O(n2) +O(n4)− 2

2

]
,

[
E(n3) +O(n4)− 1

2

]}
,

λ4 = max
{
O(n4)− 1,

[
E(n3) +O(n4)− 3

2

]}
,

et O(i) est le plus grand nombre impair inférieur ou égal à i, E(i) est le plus grand
nombre pair inférieur ou égal à i et [.] désigne la partie entière.

7.2 Preuves des résultats

7.2.1 Preuve du cas (a) du théorème 7.1

Pour utiliser la méthode de moyennisation d’ordre un nous écrivons le système en
coordonnées polaires (r,θ) où x = rcos(θ), y = rsin(θ), r > 0. On écrit les polynômes
f11(x,y), f21(x,y), g11(x,y), g21(x,y) apparaissant dans ( 7.1.b) comme :

f11(x,y) =
n1∑

i+j=0

aij,1x
iyj , f21(x,y) =

n2∑
i+j=0

bij,1x
iyj ,

g11(x,y) =
n3∑

i+j=0

aij,2x
iyj , g21(x,y) =

n4∑
i+j=0

bij,2x
iyj .
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Par conséquent, le système ( 7.1.b) devient

ṙ = −ε

 n1∑
i+j=0

aij,1r
i+j cosi θ sinj+1θ +

n2∑
i+j=0

bij,1r
i+j+1 cosi θ sinj+2θ

+
n3∑

i+j=0

aij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+3θ +

n4∑
i+j=0

bij,2r
i+j+3 cosi θ sinj+4θ

 ,
θ̇ = −1− ε

r

 n1∑
i+j=0

aij,1r
i+j cosi+1θ sinj θ +

n2∑
i+j=0

bij,1r
i+j+1 cosi+1θ sinj+1θ

+
n3∑

i+j=0

aij,2r
i+j+2 cosi+1θ sinj+2θ +

n4∑
i+j=0

bij,2r
i+j+3 cosi+1θ sinj+3θ

 .
Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, alors

dr
dθ

= ε

 n1∑
i+j=0

aij,1r
i+j cosi θ sinj+1θ +

n2∑
i+j=0

bij,1r
i+j+1 cosi θ sinj+2θ+

n3∑
i+j=0

aij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+3θ +

n4∑
i+j=0

bij,2r
i+j+3 cosi θ sinj+4θ

+O(ε2),

= εF1(r,θ) +O(ε2).

Soit F10 l’équation moyennée du premier ordre associée au système ( 7.1.b).
En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calculent F10,

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0
F1(r,θ)dθ,

alors

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0

 n1∑
i+j=0

aij,1r
i+j cosi θ sinj+1θ +

n2∑
i+j=0

bij,1r
i+j+1 cosi θ sinj+2θ+

n3∑
i+j=0

aij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+3θ +

n4∑
i+j=0

bij,2r
i+j+3 cosi θ sinj+4θ

 .
Avec ∫ 2π

0
cosi θ sinj+1θdθ =

{
παij si i pair et j impair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+2θdθ =

{
πβij si i pair et j pair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+3θdθ =

{
πδij si i pair et j impair

0 sinon,
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∫ 2π

0
cosi θ sinj+4θdθ =

{
πγij si i pair et j pair

0 sinon,

on obtient

F10(r) =
1
2


n1∑

i+j=1
i pair, j impair

aij,1αijr
i+j +

n2∑
i+j=0

i pair, j pair

bij,1βijr
i+j+1

+
n3∑

i+j=1
i pair, j impair

aij,2δijr
i+j+2 +

n4∑
i+j=0

i pair, j pair

bij,2γijr
i+j+3

 . (7.2.a)

On peut choisir les coefficients de F10 de cette manière
aij,1 i pair , j impair,
bij,1 i pair , j pair,
aij,2 i pair , j impair,
bij,2 i pair , j pair,

tel que F10 a exactement

max
{[n1 − 1

2

]
,
[n2

2

]
,
[n3 + 1

2

]
,
[n4 + 2

2

]}
,

racines positives simples.

7.2.2 Preuve du cas (b) du théorème 7.1

Pour prouver l’énoncé (b) du théorème (7.1), on utilise la théorie de la moyennisation
du second ordre. Soit

f11(x,y) =
n1∑

i+j=0

aij,1x
iyj , f12(x,y) =

n1∑
i+j=0

āij,1x
iyj ,

f21(x,y) =
n2∑

i+j=0

bij,1x
iyj , f22(x,y) =

n2∑
i+j=0

b̄ij,1x
iyj ,

g11(x,y) =
n3∑

i+j=0

aij,2x
iyj , g12(x,y) =

n3∑
i+j=0

āij,2x
iyj ,

g21(x,y) =
n4∑

i+j=0

bij,2x
iyj , g22(x,y) =

n4∑
i+j=0

b̄ij,2x
iyj .

Alors le système ( 7.1.b) en coordonnées polaires (r,θ), (r > 0) devient

ṙ = −ε(A1 + εB1),

θ̇ = −1− ε
r

(A2 + εB2), (7.2.b)
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où

A1 =
n1∑

i+j=0

aij,1r
i+j cosi θ sinj+1θ +

n2∑
i+j=0

bij,1r
i+j+1 cosi θ sinj+2θ

+
n3∑

i+j=0

aij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+3θ +

n4∑
i+j=0

bij,2r
i+j+3 cosi θ sinj+4θ,

B1 =
n1∑

i+j=0

āij,1r
i+j cosi θ sinj+1θ +

n2∑
i+j=0

b̄ij,1r
i+j+1 cosi θ sinj+2θ

+
n3∑

i+j=0

āij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+3θ +

n4∑
i+j=0

b̄ij,2r
i+j+3 cosi θ sinj+4θ,

A2 =
n1∑

i+j=0

aij,1r
i+j cosi+1θ sinj θ +

n2∑
i+j=0

bij,1r
i+j+1 cosi+1θ sinj+1θ

+
n3∑

i+j=0

aij,2r
i+j+2 cosi+1θ sinj+2θ +

n4∑
i+j=0

bij,2r
i+j+3 cosi+1θ sinj+3θ,

B2 =
n1∑

i+j=0

āij,1r
i+j cosi+1θ sinj θ +

n2∑
i+j=0

b̄ij,1r
i+j+1 cosi+1θ sinj+1θ

+
n3∑

i+j=0

āij,2r
i+j+2 cosi+1θ sinj+2θ +

n4∑
i+j=0

b̄ij,2r
i+j+3 cosi+1θ sinj+3θ.

Prenant θ comme une nouvelle variable indépendante, le système ( 7.2.b) devient

dr
dθ

= εF1(r,θ) + ε2F2(r,θ) +O(ε3),

où
F1(r,θ) = A1, F2(r,θ) = B1 −

1
r
A1A2.

Afin d’appliquer la théorie de la moyennisation du second ordre, F10 doit être égal à zéro.
D’après la formule, ( 7.2.a), F10 est égal à zéro si on prend a01 = −b00 et

aij,1 = 0 i pair, j impair i + j = 3...O(n1)
bij,1 = 0 i pair, j pair i + j = 2...E(n2)
aij,2 = 0 i pair, j impair i + j = 1...O(n3)
bij,2 = 0 i pair, j pair i + j = 0...E(n4).

Soit F20 l’équation moyennée du second ordre associée au système ( 7.1.b).
En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calculent F20,

F20(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
d
dr
F1(r,θ)y1(r,θ) +F2(r,θ)

]
dθ.
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Pour calculer F20, nous devons dériver F1, donc

d
dr
F1(r,θ) =

n1∑
i+j=0

i impair ou j pair

(i + j)aij,1r
i+j−1 cosi θ sinj+1θ

+
n2∑

i+j=0
i impair ou j impair

(i + j + 1)bij,1r
i+j cosi θ sinj+2θ

+
n3∑

i+j=0
i impair ou j pair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1 cosi θ sinj+3θ

+
n4∑

i+j=0
i impair ou j impair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+4θ,

et nous avons

y1(r,θ) =
∫ θ

0
F1(r, t)dt

= a00,1(α100 +α200 cos(θ)) + a02,1r
2(α102 +α202 cos(θ) +α302 cos(3θ)) +

...+ ap1e1,1r
p1+e1(α1p1e1 +α2p1e1 cos(θ) +α3p1e1 cos(3θ) + ...+α( p1+e1

2 +2)p1e1

×cos((p1 + e1 + 1)θ) + a10,1r(α110 +α210 cos(2θ)) + ...+ ac1e1,1r
c1+e1 ×

(α1c1e1 +α2c1e1 cos(2θ) + ...+α( c1+e1+1
2 +1

)
c1e1

cos((c1 + e1 + 1)θ)) + a11,1r
2

×(α111 sin(θ) +α211 sin(3θ)) + ...+ ac1q1,1r
c1+q1(α1c1q1

sin(θ) +α2c1q1
×

sin(3θ) + ...+α( c1+q1
2 +1)c1q1

sin((c1 + q1 + 1)θ)) + b10,1r
2(α̃110 sin(θ) +

α̃210 sin(3θ)) + ...+ bc2e2,1r
c2+e2+1(α̃1c2e2 sin(θ) + α̃2c2e2 sin(3θ) + ...+

α̃( c2+e2+1
2 +1

)
c2e2

sin((c2 + e2 + 2)θ)) + b01,1r
2(α̃101 + α̃201 cos(θ) + α̃301 ×

cos(3θ)) + ...+ bp2q2,1r
p2+q2+1(α̃1p2q2

+ α̃2p2q2
cos(θ) + α̃3p2q2

cos(3θ) + ...

+α̃( p2+q2+1
2 +2

)
p2q2

cos((p2 + q2 + 2)θ)) + b11,1r
3(α̃111 + α̃211 cos(2θ) +

α̃311 cos(4θ)) + ...+ bc2q2,1r
c2+q2+1(α̃1c2q2

+ α̃2c2q2
cos(2θ) + α̃3c2q2

cos(4θ)

+...+ α̃( c2+q2
2 +2)c2q2

cos((c2 + q2 + 2)θ)) + a00,2r
2(α̂100 + α̂200 cos(θ) +

α̂300 cos(3θ)) + ...+ ap3e3,2r
p3+e3+2(α̂1p3e3 + α̂2p3e3 cos(θ) + α̂3p3e3 cos(3θ)

+...+ α̂( p3+e3
2 +3)p3e3

cos((p3 + e3 + 3)θ)) + a10,2r
3(α̂110 + α̂210 cos(2θ) +

α̂310 cos(4θ)) + ...+ ac3e3,2r
c3+e3+2(α̂1c3e3 + α̂2c3e3 cos(2θ) + α̂3c3e3 cos(4θ)

+...+ α̂( c3+e3+1
2 +2

)
c3e3

cos((c3 + e3 + 3)θ)) + a11,2r
4(α̂111 sin(θ) + α̂211 ×

sin(3θ) + α̂311 sin(5θ)) + ...+ ac3q3,2r
c3+q3+2(α̂1c3q3

sin(θ) + α̂2c3q3
sin(3θ) +

...+ α̂( c3+q3
2 +2)c3q3

sin((c3 + q3 + 3)θ)) + b10,2r
4(ᾱ110 sin(θ) + ᾱ210 sin(3θ)

+ᾱ310 sin(5θ)) + ...+ bc4e4,2r
c4+e4+3(ᾱ1c4e4 sin(θ) + ᾱ2c4e4 sin(3θ) + ...+

ᾱ( c4+e4+1
2 +2

)
c4e4

sin((c4 + e4 + 4)θ)) + b01,2r
4(ᾱ101 + ᾱ201 cos(θ) + ᾱ301 ×
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cos(3θ) + ᾱ401 cos(5θ)) + ...+ bp4q4,2r
p4+q4+3(ᾱ1p4q4

+ ᾱ2p4q4
cos(θ) +

ᾱ3p4q4
cos(3θ) + ....+ ᾱ( p4+q4+1

2 +3
)
p4q4

cos((p4 + q4 + 4)θ)) + b11,2r
5(ᾱ111

+ᾱ211 cos(2θ) + ᾱ311 cos(4θ) + ᾱ411 cos(6θ)) + ...+ bc4q4,2r
c4+q4+3(ᾱ1c4q4

+ᾱ2c4q4
cos(2θ) + ᾱ3c4q4

cos(4θ) + ...+ ᾱ( c4+q4
2 +3)c4q4

cos((c4 + q4 + 4)θ)),

où pi et ei sont les plus grands entiers pairs, ci et qi sont les plus grands entiers impairs
tel que

pi + ei ≤ ni , ci + ei ≤ ni et ci + qi ≤ ni , pour i ∈ {1,3} ,
ci + ei ≤ ni , pi + qi ≤ ni et ci + qi ≤ ni , pour i ∈ {2,4} ,

et αijk , α̃ijk , α̂ijk , ᾱijk sont les constantes réelles qui apparaissent durant le calcul de
∫ θ

0
F1(r, t)dt.

Maintenant en utilisant les intégrales dans Appendice-C, on calcule

F1
20(r) =

1
2π

∫ 2π

0

dF1(r,θ)
dr

y(r,θ)dθ

=
1
2


n1∑

i+j=2
i impair, j impair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
a00,1

(
α200B

1
ij

)
+ a02,1r

2
(
α202B

1
ij +α302B

3
ij

)

+...+ ap1e1,1r
p1+e1

(
α2p1e1B

1
ij +α3p1e1B

3
ij + ...+α( p1+e1

2 +2)p1e1
B
p1+e1+1
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i pair, j pair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
a11,1r

2
(
α111A

1
ij +α211A

3
ij

)
+ ...+

ac1q1,1r
c1+q1

(
α1c1q1

A1
ij +α2c1q1

A3
ij + ...+α( c1+q1

2 +1)c1q1
A
c1+q1+1
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i pair, j pair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
b10,1r

2
(
α̃110Ã

1
ij + α̃210Ã

3
ij

)
+ ...+

bc2e2,1r
c2+e2+1

(
α̃1c2e2Ã

1
ij + α̃2c2e2Ã

3
ij + ...+ α̃( c2+e2+1

2 +1
)
c2e2

Ãc2+e2+2
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
b01,1r

2
(
α̃201B̃

1
ij + α̃301B̃

3
ij

)
+ ...+

bp2q2,1r
p2+q2+1

(
α̃2p2q2

B̃1
ij + α̃3p2q2

B̃3
ij + ...+ α̃( p2+q2+1

2 +2
)
p2q2

B̃
p2+q2+2
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
a00,2r

2
(
α̂200B̂

1
ij + α̂300B̂

3
ij

)
+ ...+

ap3e3,2r
p3+e3+2

(
α̂2p3e3B̂

1
ij + α̂3p3e3B̂

3
ij + ....+ α̂( p3+e3

2 +3)p3e3
B̂
p3+e3+3
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i pair, j pair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
a11,2r

4
(
α̂111Â

1
ij + α̂211Â

3
ij + α̂311Â

5
ij

)
+ ...
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+ac3q3,2r
c3+q3+2

(
α̂1c3q3

Â1
ij + α̂2c3q3

Â3
ij + ...+ α̂( c3+q3

2 +2)c3q3
Â
c3+q3+3
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i pair, j pair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
b10,2r

4
(
ᾱ110Ā

1
ij + ᾱ210Ā

3
ij + ᾱ310Ā

5
ij

)
+

...+ bc4e4,2r
c4+e4+3

(
ᾱ1c4e4Ā

1
ij + ᾱ2c4e4Ā

3
ij + ...+ ᾱ( c4+e4+1

2 +2
)
c4e4

Āc4+e4+4
ij

)]
+

n1∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j)aij,1r
i+j−1

[
b01,2r

4
(
ᾱ201B̄

1
ij + ᾱ301B̄

3
ij + ᾱ401B̄

5
ij

)
+ ...

+bp4q4,2r
p4+q4+3

(
ᾱ2p4q4

B̄1
ij + ᾱ3p4q4

B̄3
ij + ....+ ᾱ( p4+q4+1

2 +3
)
p4q4

B̄
p4+q4+4
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 1)aij,1r
i+j

[
a00,1

(
α200D

1
ij

)
+ a02,1r

2
(
α202D

1
ij +α302D

3
ij

)
+

...+ ap1e1,1r
p1+e1

(
α2p1e1D

1
ij +3p1e1 D

3
ij + ...+α( p1+e1

2 +2)p1e1
D
p1+e1+1
ij )

]
+

n2∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 1)aij,1r
i+j

[
a11,1r

2
(
α111C

1
ij +α211C

3
ij

)
+ ...+

ac1q1,1r
c1+q1

(
α1c1q1

C1
ij +α2c1q1

C3
ij + ...+α( c1+q1

2 +1)c1q1
C
c1+q1+1
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 1)bij,1r
i+j

[
b10,1r

2
(
α̃110C̃

1
ij + α̃210C̃

3
ij

)
+ ...+

bc2e2,1r
c2+e2+1

(
α̃1c2e2C̃

1
ij + α̃2c2e2C̃

3
ij + ...+ α̃( c2+e2+1

2 +1
)
c2e2

C̃c2+e2+2
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 1)bij,1r
i+j

[
b01,1r

2
(
α̃201D̃

1
ij + α̃301D̃

3
ij

)
+ ...+

bp2q2,1r
p2+q2+1

(
α̃2p2q2

D̃1
ij + α̃3p2q2

D̃3
ij + ...+ α̃( p2+q2+1

2 +2
)
p2q2

D̃
p2+q2+2
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 1)bij,1r
i+j

[
a00,2r

2
(
α̂200D̂

1
ij + α̂300D̂

3
ij

)
+ ...+

ap3e3,2r
p3+e3+2

(
α̂2p3e3D̂

1
ij + α̂3p3e3D̂

3
ij + ....+ α̂( p3+e3

2 +3)p3e3
D̂
p3+e3+3
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 1)bij,1r
i+j

[
a11,2r

4
(
α̂111Ĉ

1
ij + α̂211Ĉ

3
ij + α̂311Ĉ

5
ij

)
+

...+ ac3q3,2r
c3+q3+2

(
α̂1c3q3

Ĉ1
ij + α̂2c3q3

Ĉ3
ij + ...+ α̂( c3+q3

2 +2)c3q3
Ĉ
c3+q3+3
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 1)bij,1r
i+j

[
b10,2r

4
(
ᾱ110C̄

1
ij + ᾱ210C̄

3
ij + ᾱ310C̄

5
ij

)
+ ...
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+bc4e4,2r
c4+e4+3

(
ᾱ1c4e4C̄

1
ij + ᾱ2c4e4C̄

3
ij + ...+ ᾱ( c4+e4+1

2 +2
)
c4e4

C̄c4+e4+4
ij

)]
+

n2∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 1)bij,1r
i+j

[
b01,2r

4
(
ᾱ201D̄

1
ij + ᾱ301D̄

3
ij + ᾱ401D̄

5
ij

)
+ ...

+bp4q4,2r
p4+q4+3

(
ᾱ2p4q4

D̄1
ij + ᾱ3p4q4

D̄3
ij + ....+ ᾱ( p4+q4+1

2 +3
)
p4q4

D̄
p4+q4+4
ij

)]
+

n3∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
a00,1

(
α200F

1
ij

)
+ a02,1r

2
(
α202F

1
ij +α302F

3
ij

)
+

...+ ap1e1,1r
p1+e1

(
α2p1e1F

1
ij +α3p1e1F

3
ij + ...+α( p1+e1

2 +2)p1e1
F
p1+e1+1
ij

)]
+

n3∑
i+j=0

i pair, j pair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
a11,1r

2
(
α111E

1
ij +α211E

3
ij

)
+ ...+

ac1q1,1r
c1+q1

(
α1c1q1

E1
ij +α2c1q1

E3
ij + ...+α( c1+q1

2 +1)c1q1
E
c1+q1+1
ij

)]
+

n3∑
i+j=0

i pair, j pair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
b10,1r

2
(
α̃110Ẽ

1
ij + α̃210Ẽ

3
ij

)
+ ...+

bc2e2,1r
c2+e2+1

(
α̃1c2e2Ẽ

1
ij + α̃2c2e2Ẽ

3
ij + ...+ α̃( c2+e2+1

2 +1
)
c2e2

Ẽc2+e2+2
ij

)]
+

n3∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
b01,1r

2
(
α̃201F̃

1
ij + α̃301F̃

3
ij

)
+ ...+

bp2q2,1r
p2+q2+1

(
α̃2p2q2

F̃1
ij + α̃3p2q2

F̃3
ij + ...+ α̃( p2+q2+1

2 +2
)
p2q2

F̃
p2+q2+2
ij

)]
+

n3∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
a00,2r

2
(
α̂200F̂

1
ij + α̂300F̂

3
ij

)
+ ...+

ap3e3,2r
p3+e3+2

(
α̂2p3e3F̂

1
ij + α̂3p3e3F̂

3
ij + ....+ α̂( p3+e3

2 +3)p3e3
F̂
p3+e3+3
ij

)]
+

n3∑
i+j=0

i pair, j pair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
a11,2r

4
(
α̂111Ê

1
ij + α̂211Ê

3
ij + α̂311Ê

5
ij

)
+

...+ ac3q3,2r
c3+q3+2

(
α̂1c3q3

Ê1
ij + α̂2c3q3

Ê3
ij + ...+ α̂( c3+q3

2 +2)c3q3
Ê
c3+q3+3
ij

)]
+

n3∑
i+j=0

i pair, j pair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
b10,2r

4
(
ᾱ110Ē

1
ij + ᾱ210Ē

3
ij + ᾱ310Ē

5
ij

)
+

...+ bc4e4,2r
c4+e4+3

(
ᾱ1c4e4Ē

1
ij + ᾱ2c4e4Ē

3
ij + ...+ ᾱ( c4+e4+1

2 +2
)
c4e4

Ēc4+e4+4
ij

)]
+

n3∑
i+j=2

i impair, j impair

(i + j + 2)aij,2r
i+j+1

[
b01,2r

4
(
ᾱ201F̄

1
ij + ᾱ301F̄

3
ij + ᾱ401F̄

5
ij

)
+
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...+ bp4q4,2r
p4+q4+3

(
ᾱ2p4q4

F̄1
ij + ᾱ3p4q4

F̄3
ij + ....+ ᾱ( p4+q4+1

2 +3
)
p4q4

F̄
p4+q4+4
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i impair, j impair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
a00,1(α200H

1
ij) + a02,1r

2
(
α202H

1
ij +α302H

3
ij

)
+

...+ ap1e1,1r
p1+e1

(
α2p1e1H

1
ij +α3p1e1H

3
ij + ...+α( p1+e1

2 +2)p1e1
H
p1+e1+1
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
a11,1r

2
(
α111G

1
ij +α211G

3
ij

)
+ ...+

ac1q1,1r
c1+q1

(
α1c1q1

G1
ij +α2c1q1

G3
ij + ...+α( c1+q1

2 +1)c1q1
G
c1+q1+1
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
b10,1r

2
(
α̃110G̃

1
ij + α̃210G̃

3
ij

)
+ ...+

bc2e2,1r
c2+e2+1

(
α̃1c2e2G̃

1
ij + α̃2c2e2G̃

3
ij + ...+ α̃( c2+e2+1

2 +1
)
c2e2

G̃c2+e2+2
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
b01,1r

2
(
α̃201H̃

1
ij + α̃301H̃

3
ij

)
+ ... +

bp2q2,1r
p2+q2+1

(
α̃2p2q2

H̃1
ij + α̃3p2q2

H̃3
ij + ...+ α̃( p2+q2+1

2 +2
)
p2q2

H̃
p2+q2+2
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
a00,2r

2
(
α̂200Ĥ

1
ij + α̂300Ĥ

3
ij

)
+ ...+

ap3e3,2r
p3+e3+2

(
α̂2p3e3Ĥ

1
ij + α̂3p3e3Ĥ

3
ij + ....+ α̂( p3+e3

2 +3)p3e3
Ĥ
p3+e3+3
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
a11,2r

4
(
α̂111Ĝ

1
ij + α̂211Ĝ

3
ij + α̂311Ĝ

5
ij

)

+...+ ac3q3,2r
c3+q3+2

(
α̂1c3q3

Ĝ1
ij + α̂2c3q3

Ĝ3
ij + ...+ α̂( c3+q3

2 +2)c3q3
Ĝ
c3+q3+3
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i pair, j impair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
b10,2r

4
(
ᾱ110Ḡ

1
ij + ᾱ210Ḡ

3
ij + ᾱ310Ḡ

5
ij

)
+

...+ bc4e4,2r
c4+e4+3

(
ᾱ1c4e4Ḡ

1
ij + ᾱ2c4e4Ḡ

3
ij + ...+ ᾱ( c4+e4+1

2 +2
)
c4e4

Ḡc4+e4+4
ij

)]
+

n4∑
i+j=1

i impair, j pair

(i + j + 3)bij,2r
i+j+2

[
b01,2r

4
(
ᾱ201H̄

1
ij + ᾱ301H̄

3
ij + ᾱ401H̄

5
ij

)
+

...+ bp4q4,2r
p4+q4+3

(
ᾱ2p4q4

H̄1
ij + ᾱ3p4q4

H̄3
ij + ....+ ᾱ( p4+q4+1

2 +3
)
p4q4

H̄
p4+q4+4
ij

)]]
.
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Nous avons défini F2(r,θ) par

F2(r,θ) =
n1∑

i+j=0

āij,1r
i+j cosi θ sinj+1θ +

n2∑
i+j=0

b̄ij,1r
i+j+1 cosi θ sinj+2θ

+
n3∑

i+j=0

āij,2r
i+j+2 cosi θ sinj+3θ +

n4∑
i+j=0

b̄ij,2r
i+j+3 cosi θ sinj+4θ

−
n1∑

i+j=0
i impair ou j pair

n1∑
h+k=0

h impair ou k pair

aij,1ahk,1r
i+j+h+k−1 cosi+h+1θ sinj+k+1θ

−
n1∑

i+j=0
i impair ou j pair

n2∑
h+k=1

h impair ou k impair

aij,1bhk,1r
i+j+h+k cosi+h+1θ sinj+k+2θ

−
n1∑

i+j=0
i impair ou j pair

n3∑
h+k=0

h impair ou k pair

aij,1ahk,2r
i+j+h+k+1 cosi+h+1θ sinj+k+3θ

−
n1∑

i+j=0
i impair ou j pair

n4∑
h+k=1

h impair ou k impair

aij,1bhk,2r
i+j+h+k+2 cosi+h+1θ sinj+k+4θ

−
n2∑

i+j=1
i impair ou j impair

n1∑
h+k=0

h impair ou k pair

bij,1ahk,1r
i+j+h+k cosi+h+1θ sinj+k+2θ

−
n2∑

i+j=1
i impair ou j impair

n2∑
h+k=1

h impair ou k impair

bij,1bhk,1r
i+j+h+k+1 cosi+h+1θ sinj+k+3θ

−
n2∑

i+j=1
i impair ou j impair

n3∑
h+k=0

h impair ou k pair

bij,1ahk,2r
i+j+h+k+2 cosi+h+1θ sinj+k+4θ

−
n2∑

i+j=1
i impair ou j impair

n4∑
h+k=1

h impair ou k impair

bij,1bhk,2r
i+j+h+k+3 cosi+h+1θ sinj+k+5θ

−
n3∑

i+j=0
i impair ou j pair

n1∑
h+k=0

h impair ou k pair

aij,2ahk,1r
i+j+h+k+1 cosi+h+1θ sinj+k+3θ

−
n3∑

i+j=0
i impair ou j pair

n2∑
h+k=1

h impair ou k impair

aij,2bhk,1r
i+j+h+k+2 cosi+h+1θ sinj+k+4θ

−
n3∑

i+j=0
i impair ou j pair

n3∑
h+k=0

h impair ou k pair

aij,2ahk,2r
i+j+h+k+3 cosi+h+1θ sinj+k+5θ
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−
n3∑

i+j=0
i impair ou j pair

n4∑
h+k=1

h impair ou k impair

aij,2bhk,2r
i+j+h+k+4 cosi+h+1θ sinj+k+6θ

−
n4∑

i+j=1
i impair ou j impair

n1∑
h+k=0

h impair ou k pair

bij,2ahk,1r
i+j+h+k+2 cosi+h+1θ sinj+k+4θ

−
n4∑

i+j=1
i impair ou j impair

n2∑
h+k=1

h impair ou k impair

bij,2bhk,1r
i+j+h+k+3 cosi+h+1θ sinj+k+5θ

−
n4∑

i+j=1
i impair ou j impair

n3∑
h+k=0

h impair ou k pair

bij,2ahk,2r
i+j+h+k+4 cosi+h+1θ sinj+k+6θ

−
n4∑

i+j=1
i impair ou j impair

n4∑
h+k=1

h imapir ou k impair

bij,2bhk,2r
i+j+h+k+5 cosi+h+1θ sinj+k+7θ

Maintenant, on calculent F2
20

F2
20 =

1
2π

∫ 2π

0
F2(r,θ)dθ

=
1
2


n1∑

i+j=1
i pair, j impair

āij,1r
i+jαij +

n2∑
i+j=0

i pair, j pair

b̄ij,1r
i+j+1βij

+
n3∑

i+j=1
i pair, j impair

āij,2r
i+j+2δij +

n4∑
i+j=0

i pair, j pair

b̄ij,2r
i+j+3γij

−
n1∑

i+j=0
i pair, j pair

n1∑
h+k=2

h impair, k impair

aij,1ahk,1r
i+j+h+k−1Mijhk

−
n1∑

i+j=2
i impair, j impair

n1∑
h+k=0

h pair, k pair

aij,1ahk,1r
i+j+h+k−1Mijhk

−
n1∑

i+j=0
i pair, j pair

n2∑
h+k=1

h impair, k pair

aij,1bhk,1r
i+j+h+kNijhk

−
n1∑

i+j=2
i impair, j impair

n2∑
h+k=1

h pair, k impair

aij,1bhk,1r
i+j+h+kNijhk
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−
n1∑

i+j=0
i pair, j pair

n3∑
h+k=2

h impair, k impair

aij,1ahk,2r
i+j+h+k+1Pijhk

−
n1∑

i+j=2
i impair, j impair

n3∑
h+k=0

h pair, k pair

aij,1ahk,2r
i+j+h+k+1Pijhk

−
n1∑

i+j=0
i pair, j pair

n4∑
h+k=1

h impair, k pair

aij,1bhk,2r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n1∑

i+j=2
i impair, j impair

n4∑
h+k=1

h pair, k impair

aij,1bhk,2r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n2∑

i+j=1
i impair, j pair

n1∑
h+k=0

h pair, k pair

bij,1ahk,1r
i+j+h+kNijhk

−
n2∑

i+j=1
i pair, j impair

n1∑
h+k=2

h impair, k impair

bij,1ahk,1r
i+j+h+kNijhk

−
n2∑

i+j=1
i pair, j impair

n2∑
h+k=1

h impair, k pair

bij,1bhk,1r
i+j+h+k+1Pijhk

−
n2∑

i+j=1
i impair, j pair

n2∑
h+k=1

h pair, k impair

bij,1bhk,1r
i+j+h+k+1Pijhk

−
n2∑

i+j=1
i impair, j pair

n3∑
h+k=0

h pair, k pair

bij,1ahk,2r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n2∑

i+j=1
i pair, j impair

n3∑
h+k=2

h impair, k impair

bij,1ahk,2r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n2∑

i+j=1
i pair, j impair

n4∑
h+k=1

h impair, k pair

bij,1bhk,2r
i+j+h+k+3Rijhk

−
n2∑

i+j=1
i impair, j pair

n4∑
h+k=1

h pair, k impair

bij,1bhk,2r
i+j+h+k+3Rijhk

−
n3∑

i+j=0
i pair, j pair

n1∑
h+k=2

h impair, k impair

aij,2ahk,1r
i+j+h+k+1Pijhk

−
n3∑

i+j=2
i impair, j impair

n1∑
h+k=0

h pair, k pair

aij,2ahk,1r
i+j+h+k+1Pijhk
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−
n3∑

i+j=0
i pair, j pair

n2∑
h+k=1

h impair, k pair

aij,2bhk,1r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n3∑

i+j=2
i impair, j impair

n2∑
h+k=1

h pair, k impair

aij,2bhk,1r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n3∑

i+j=0
i pair, j pair

n3∑
h+k=2

h impair, k impair

aij,2ahk,2r
i+j+h+k+3Rijhk

−
n3∑

i+j=2
i impair, j impair

n3∑
h+k=0

h pair, k pair

aij,2ahk,2r
i+j+h+k+3Rijhk

−
n3∑

i+j=0
i pair, j pair

n4∑
h+k=1

h impair, k pair

aij,2bhk,2r
i+j+h+k+4Sijhk

−
n3∑

i+j=2
i impair, j impair

n4∑
h+k=1

h pair, k impair

aij,2bhk,2r
i+j+h+k+4Sijhk

−
n4∑

i+j=1
i impair, j pair

n1∑
h+k=0

h pair, k pair

bij,2ahk,1r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n4∑

i+j=1
i pair, j impair

n1∑
h+k=2

h impair, k impair

bij,2ahk,1r
i+j+h+k+2Qijhk

−
n4∑

i+j=1
i pair, j impair

n2∑
h+k=1

h impair, k pair

bij,2bhk,1r
i+j+h+k+3Rijhk

−
n4∑

i+j=1
i impair, j pair

n2∑
h+k=1

h pair, k impair

bij,2bhk,1r
i+j+h+k+3Rijhk

−
n4∑

i+j=1
i impair, j pair

n3∑
h+k=0

h pair, k pair

bij,2ahk,2r
i+j+h+k+4Sijhk

−
n4∑

i+j=1
i pair, j impair

n3∑
h+k=2

h impair, k impair

bij,2ahk,2r
i+j+h+k+4Sijhk

−
n4∑

i+j=1
i pair, j impair

n4∑
h+k=1

h impair, k pair

bij,2bhk,2r
i+j+h+k+5Tijhk
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−
n4∑

i+j=1
i impair, j pair

n4∑
h+k=1

h pair, k impair

bij,2bhk,2r
i+j+h+k+5Tijhk

 .

Pour trouver les racines positives de F20 nous devons trouver les racines du polynôme
F1

20(r) +F2
20(r) en fonction r2, où

F1
20(r) +F2

20(r) = r[p1(r2) + r2p2(r2) + r4p3(r2) + r6p4(r2)],

et P1(r2) est un polynôme de degré

λ1 = max
{[
E(n1) +O(n2)− 1

2

]
,E(n1)− 1,

[n1 − 1
2

]
,
[n2

2

]}
,

P2(r2) est un polynôme de degré

λ2 = max
{
E(n1)− 2,

[
E(n1) +O(n2)− 3

2

]
,

[
E(n1) +E(n3)− 2

2

]
,

O(n2)− 1,
[
E(n1) +O(n4)− 1

2

]
,

[
O(n2) +E(n3)− 1

2

]
,
[n3 − 1

2

]
,
[n4

2

]}
,

P3(r2) est un polynôme de degré

λ3 = max
{
E(n3)− 1,

[
E(n1) +E(n3)− 4

2

]
,

[
E(n1) +O(n4)− 3

2

]
,[

O(n2) +E(n3)− 3
2

]
,

[
O(n2) +O(n4)− 2

2

]
,

[
E(n3) +O(n4)− 1

2

]}
,

P4(r2) est un polynôme de degré

λ4 = max
{
O(n4)− 1,

[
E(n3) +O(n4)− 3

2

]}
,

Nous concluons que F20 a au plus λ = max {λ1,λ2 + 1,λ3 + 2,λ4 + 3} racines positives
simples.
De plus, nous pouvons choisir les Coefficients aij,1,bij,1, aij,2,bij,2, āij,1, b̄ij,1, āij,2, et b̄ij,2 de
telle façon que F20 admet exactement λ racines positives simples.

7.3 Applications

Dans cette section, on donnent des exemples qui correspond aux cas (a) et (b) du
théorème 7.1,
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Exemple 7.1 On considère un exemple qui correspond au cas (a) du théorème 7.1{
ẋ = y,
ẏ = −x − ε(37

9 x
4y + y + (1− 9x2)y + (11y3 − 4y)y2 + (−128

5 x2y2 − 77
27 )y3),

(7.3.a)

L’équation moyennée du premier ordre ( 7.2.a) est

F10(r) = −r7 +
133
36

r5 − 133
36

r3 + r,

qui a exactement trois racines positives r1 = 2
3 , r2 = 1, et r3 = 3

2 .
Satisfaisant

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r1 = −650
729
, 0,

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r2 =
25
18
, 0,

dF10(r)
dr

∣∣∣r=r3 = −325
32
, 0,

nous concluons donc que le système ( 7.3.a) a deux cycles limites stable pour r1 = 2
3 , r3 = 3

2 , et
un cycle limite instable pour r2 = 1 (Voir la figure (7.1)).

Figure 7.1 – Les trois cycles limites pour ε = 10−3.

Exemple 7.2 On considère un exemple qui correspond au cas (b) du théorème 7.1{
ẋ = y,
ẏ = −x − f1(x,y)− f2(x,y)y − g1(x,y)y2 − g2(x,y)y3,

(7.3.b)
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où

f1(x,y) = ε(
45037
3840

x2 + 6xy2) + ε2(
3
2
x3 − 1225

4096
y),

f2(x,y) = ε(−xy) + ε2(
82951
27648

y2 + 2x),

g1(x,y) = ε(−10145
1512

xy + 9x3) + ε2(−153432049
2322432

x2y),

g2(x,y) = ε(
32
3
y3 − 32

3
x3) + ε2(−153432049

2322432
x2 + 2y3).

Puisque nous avons F10 égal à zéro, alors il faut résoudre l’équation F20 = 0, c.à.d

r11 − 2029
576

r9 +
45037
9216

r7 − 123119
36864

r5 +
82951
73728

r3 − 1225
8192

r = 0,

qui a exactement cinq racines positives, r1 =
√

2
2 , r2 = 3

4 , r3 = 5
6 , r4 = 7

8 et r5 = 1.
Ces dernières racines vérifiant

dF20(r)
dr

∣∣∣r=r1 =
119

73728
, 0,

dF20(r)
dr

∣∣∣r=r2 = − 1729
2097152

, 0,

dF20(r)
dr

∣∣∣r=r3 =
1499575

1934917632
, 0,

dF20(r)
dr

∣∣∣r=r4 = − 2219945
1610612736

, 0,

dF20(r)
dr

∣∣∣r=r5 =
385

12288
, 0.

Nous concluons donc que le système ( 7.3.b) a trois cycles limites instables pour r1 =
√

2
2 , r3 = 5

6
et r5 = 1. En plus deux autres cycles limites stables pour r2 = 3

4 et r4 = 7
8 , (Voir la figure (7.2).

Figure 7.2 – Les cinq cycles limites pour ε = 10−5.
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Appendice

Dans cet Appendice, nous définissons certaines formules écrites dans le chapitre (3),
(6) et (7).

Appendice-A

Les fonctions F11,F12,F13,F21,F22 et F23 mentionnées dans le système ( 3.2.a) sont

F11 =
1
b

(a00ρ
2
1 cos3θ + a01ρ

2
1 cos2θ sinθ + a02ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s) + a03ρ1ρ2 ×

cos2θ sin(θ + s)− a04ρ
2
1 cos3θ + a05ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + a06ρ1ρ2 ×

cosθ sinθ sin(θ + s) + a07ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s) + a08ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)×

sin(θ + s)− a09ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s) + b00ρ

2
1 cos2θ sinθ − b01ρ

2
1 cos3θ

+b02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + b03ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)− b04ρ
2
1 ×

cos2θ sinθ − b05ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− b06ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s) + b07ρ
2
2 ×

cos2(θ + s)sinθ + b08ρ
2
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− b09ρ

2
2 cos2(θ + s)sinθ

+a04ρ
2
1 cosθ + a09ρ

2
2 cosθ + b01ρ

2
1 cosθ + b04ρ

2
1 sinθ + b05ρ1ρ2 cos(θ + s) +

b06ρ1ρ2 sin(θ + s) + b09ρ
2
2 sinθ + a1ρ1),

F21 =
1
bρ1

((a10ρ
2
1 cos3θ + a11ρ

2
1 cos2θ sinθ + a12ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s) + a13ρ1ρ2 ×

cos2θ sin(θ + s)− a14ρ
2
1 cos3θ + a15ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + a16ρ1ρ2 ×

cosθ sinθ sin(θ + s) + a17ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s) + a18ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)×

sin(θ + s)− a19ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s) + b10ρ

2
1 cos2θ sinθ − b11ρ

2
1 cos3θ +

b12ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + b13ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)− b14ρ
2
1 cos2θ ×

sinθ − b15ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− b16ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s) + b17ρ
2
2 cos2(θ + s)×

sinθ + b18ρ
2
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− b19ρ

2
2 cos2(θ + s)sinθ + a14ρ

2
1 cosθ

+a19ρ
2
2 cosθ + b11ρ

2
1 cosθ + b14ρ

2
1 sinθ + b15ρ1ρ2 cos(θ + s) + b16ρ1ρ2 ×

sin(θ + s) + b19ρ
2
2 sinθ + a2ρ1)ρ1 +

1
b

((a00ρ
2
1 cos3θ + a01ρ

2
1 cos2θ sinθ +

a02ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s) + a03ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s)− a04ρ
2
1 cos3θ + a05ρ1ρ2 ×

cosθ cos(θ + s)sin(θ) + a06ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s) + a07ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s)

+a08ρ
2
2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− a09ρ

2
2 cosθ cos2(θ + s) + b00ρ

2
1 cos2θ sinθ

−b01ρ
2
1 cos3θ + b02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + b03ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)−

b04ρ
2
1 cos2θ sinθ − b05ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− b06ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s) +
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b07ρ
2
2 cos2(θ + s)sinθ + b08ρ

2
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− b09ρ

2
2 cos2(θ + s)sinθ

+a04ρ
2
1 cosθ + a09ρ

2
2 cosθ + b01ρ

2
1 cosθ + b04ρ

2
1 sinθ + b05ρ1ρ2 cos(θ + s) +

b06ρ1ρ2 sin(θ + s) + b09ρ
2
2 sinθ + a1ρ1)(a00ρ

2
1 cos2θ sinθ − a01ρ

2
1 cos3θ +

a02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + a03ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)− a04ρ
2
1 cos2θ ×

sinθ − a05ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− a06ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s) + a07ρ
2
2 cos2(θ + s)×

sinθ + a08ρ
2
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− a09ρ

2
2 cos2(θ + s)sinθ − b00ρ

2
1 cos3θ

−b01ρ
2
1 cos2θ sinθ − b02ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− b03ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s)

+b04ρ
2
1 cos3θ − b05ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ − b06ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)

−b07ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s)− b08ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) + b09ρ

2
2 cosθ ×

cos2(θ + s) + a01ρ
2
1 cosθ + a04ρ

2
1 sinθ + a05ρ1ρ2 cos(θ + s) + a06ρ1ρ2 sin(θ + s)

+a09ρ
2
2 sinθ − b04ρ

2
1 cosθ − b09ρ

2
2 cosθ − b1ρ1))),

F12 =
1
b

(c00ρ
2
1 cos2θ cos(θ + s) + c01ρ

2
1 cosθ cos(θ + s)sinθ + c02ρ1ρ2 cosθ ×

cos2(θ + s) + c03ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− c04ρ
2
1 cos2θ cos(θ + s) +

c05ρ1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + c06ρ1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + c07ρ
2
2 cos3(θ + s)

+c08ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)− c09ρ

2
2 cos3(θ + s) + d00ρ

2
1 cos2θ sin(θ + s) +

d01ρ
2
1 cosθ sinθ sin(θ + s) + d02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− d03ρ1ρ2 ×

cosθ cos2(θ + s)− d04ρ
2
1 cos2θ sin(θ + s) + d05ρ1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)

−d06ρ1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + d07ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)− d08ρ

2
2 cos3(θ + s)−

d09ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) + c04ρ

2
1 cos(θ + s) + c09ρ

2
2 cos(θ + s) + d03ρ1ρ2 cosθ

+d04ρ
2
1 sin(θ + s) + d06ρ1ρ2 sinθ + d08ρ

2
2 cos(θ + s) + d09ρ

2
2 sin(θ + s) + c1ρ2),

F22 =
1
bρ1

((c10ρ
2
1 cos2θ cos(θ + s) + c11ρ

2
1 cosθ cos(θ + s)sinθ + c12ρ1ρ2 cosθ ×

cos2(θ + s) + c13ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− c14ρ
2
1 cos2θ cos(θ + s) +

c15ρ1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + c16ρ1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + c17ρ
2
2 ×

cos3(θ + s) + c18ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)− c19ρ

2
2 cos3(θ + s) + d10ρ

2
1 cos2θ ×

sin(θ + s) + d11ρ
2
1 cosθ sinθ sin(θ + s) + d12ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)

−d13ρ1ρ2 cosθ cos2(θ + s)− d14ρ
2
1 cos2θ sin(θ + s) + d15ρ1ρ2 cos(θ + s)×

sinθ sin(θ + s)− d16ρ1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + d17ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)−

d18ρ
2
2 cos3(θ + s)− d19ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) + c14ρ

2
1 cos(θ + s) + c19ρ

2
2 ×

cos(θ + s) + d13ρ1ρ2 cosθ + d14ρ
2
1 sin(θ + s) + d16ρ1ρ2 sinθ + d18ρ

2
2 cos(θ + s)

+d19ρ
2
2 sin(θ + s) + c2ρ2)ρ1 +

1
b

((c00ρ
2
1 cos2θ cos(θ + s) + c01ρ

2
1 cosθ ×

cos(θ + s)sinθ + c02ρ1ρ2 cosθ cos2(θ + s) + c03ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)×
sin(θ + s)− c04ρ

2
1 cos2θ cos(θ + s) + c05ρ1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + c06ρ1ρ2 ×

cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + c07ρ
2
2 cos3(θ + s) + c08ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)−

c09ρ
2
2 cos3(θ + s) + d00ρ

2
1 cos2θ sin(θ + s) + d01ρ

2
1 cosθ sinθ sin(θ + s) +

d02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− d03ρ1ρ2 cosθ cos2(θ + s)− d04ρ
2
1 cos2θ ×

sin(θ + s) + d05ρ1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− d06ρ1ρ2 cos2(θ + s)sinθ +
d07ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)− d08ρ

2
2 cos3(θ + s)− d09ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) +

c04ρ
2
1 cos(θ + s) + c09ρ

2
2 cos(θ + s) + d03ρ1ρ2 cosθ + d04ρ

2
1 sin(θ + s) +

d06ρ1ρ2 sinθ + d08ρ
2
2 cos(θ + s) + d09ρ

2
2 sin(θ + s) + c1ρ2)(a00ρ

2
1 cos2θ sinθ

101



−a01ρ
2
1 cos3θ + a02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + a03ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)

−a04ρ
2
1 cos2θ sinθ − a05ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− a06ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s) +

a07ρ
2
2 cos2(θ + s)sinθ + a08ρ

2
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− a09ρ

2
2 cos2(θ + s)×

sinθ − b00ρ
2
1 cos3θ − b01ρ

2
1 cos2θ sinθ − b02ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− b03ρ1 ×

ρ2 cos2θ sin(θ + s) + b04ρ
2
1 cos3θ − b05ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ − b06ρ1ρ2 ×

cosθ sinθ sin(θ + s)− b07ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s)− b08ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)×

sin(θ + s) + b09ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s) + a01ρ

2
1 cosθ + a04ρ

2
1 sinθ + a05ρ1ρ2 ×

cos(θ + s) + a06ρ1ρ2 sin(θ + s) + a09ρ
2
2 sinθ − b04ρ

2
1 cosθ − b09ρ

2
2 cosθ −

b1ρ1))),

F13 =
1

bρ1ρ2
(a00ρ

2
1ρ2 cos2θ sinθ − a01ρ

2
1ρ2 cos3θ + a02ρ1ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)sinθ

+a03ρ1ρ
2
2 cosθ sinθ sin(θ + s)− a04ρ

2
1ρ2 cos2θ sinθ − a05ρ1ρ

2
2 cos2θ ×

cos(θ + s)− a06ρ1ρ
2
2 cos2θ sin(θ + s) + a07ρ

3
2 cos2(θ + s)sinθ + a08ρ

3
2 ×

cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− a09ρ
3
2 cos2(θ + s)sinθ − b00ρ

2
1ρ2 cos3θ −

b01ρ
2
1ρ2 cos2θ sinθ − b02ρ1ρ

2
2 cos2θ cos(θ + s)− b03ρ1ρ

2
2 cos2θ sin(θ + s)

+b04ρ
2
1ρ2 cos3θ − b05ρ1ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)sinθ − b06ρ1ρ

2
2 cosθ sinθ ×

sin(θ + s)− b07ρ
3
2 cosθ cos2(θ + s)− b08ρ

3
2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) +

b09ρ
3
2 cosθ cos2(θ + s)− c00ρ

3
1 cos2θ sin(θ + s)− c01ρ

3
1 cosθ sinθ sin(θ + s)

−c02ρ
2
1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) + c03ρ

2
1ρ2 cosθ cos2(θ + s) + c04ρ

3
1 ×

cos2θ sin(θ + s)− c05ρ
2
1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + c06ρ

2
1ρ2 cos2(θ + s)×

sinθ − c07ρ1ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) + c08ρ1ρ

2
2 cos3(θ + s) + c09ρ1ρ

2
2 ×

cos2(θ + s)sin(θ + s) + d00ρ
3
1 cos2θ cos(θ + s) + d01ρ

3
1 cosθ cos(θ + s)sinθ

+d02ρ
2
1ρ2 cosθ cos2(θ + s) + d03ρ

2
1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− d04ρ

3
1 ×

cos2θ cos(θ + s) + d05ρ
2
1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + d06ρ

2
1ρ2 cos(θ + s)sinθ ×

sin(θ + s) + d07ρ1ρ
2
2 cos3(θ + s) + d08ρ1ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)− d09ρ1ρ

2
2 ×

cos3(θ + s) + a01ρ
2
1ρ2 cosθ + a04ρ

2
1ρ2 sinθ + a05ρ1ρ

2
2 cos(θ + s) + a06ρ1ρ

2
2 ×

sin(θ + s) + a09ρ
3
2 sinθ − b04ρ

2
1ρ2 cosθ − b09ρ

3
2 cosθ − c03ρ

2
1ρ2 cosθ −

c04ρ
3
1 sin(θ + s)− c06ρ

2
1ρ2 sinθ − c08ρ1ρ

2
2 cos(θ + s)− c09ρ1ρ

2
2 sin(θ + s) +

d04ρ
3
1 cos(θ + s) + d09ρ1ρ

2
2 cos(θ + s)− b1ρ1ρ2 + d1ρ1ρ2),

F23 =
1
bρ1

(
1
ρ2

(a10ρ
2
1ρ2 cos2θ sinθ − a11ρ

2
1ρ2 cos3θ + a12ρ1ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)×

sinθ + a13ρ1ρ
2
2 cosθ sinθ sin(θ + s)− a14ρ

2
1ρ2 cos2θ sinθ − a15ρ1ρ

2
2 ×

cos2θ cos(θ + s)− a16ρ1ρ
2
2 cos2θ sin(θ + s) + a17ρ

3
2 cos2(θ + s)sinθ +

a18ρ
3
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− a19ρ

3
2 cos2(θ + s)sinθ − b10ρ

2
1ρ2 cos3θ −

b11ρ
2
1ρ2 cos2θ sinθ − b12ρ1ρ

2
2 cos2θ cos(θ + s)− b13ρ1ρ

2
2 cos2θ sin(θ + s) +

b14ρ
2
1ρ2 cos3θ − b15ρ1ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)sinθ − b16ρ1ρ

2
2 cosθ sinθ sin(θ + s)

−b17ρ
3
2 cosθ cos2(θ + s)− b18ρ

3
2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) + b19ρ

3
2 cosθ ×

cos2(θ + s)− c10ρ
3
1 cos2θ sin(θ + s)− c11ρ

3
1 cosθ sinθ sin(θ + s)− c12ρ

2
1ρ2 ×

cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) + c13ρ
2
1ρ2 cosθ cos2(θ + s) + c14ρ

3
1 cos2θ sin(θ + s)

−c15ρ
2
1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + c16ρ

2
1ρ2 cos2(θ + s)sinθ − c17ρ1ρ

2
2 ×

cos2(θ + s)sin(θ + s) + c18ρ1ρ
2
2 cos3(θ + s) + c19ρ1ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) +
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d10ρ
3
1 cos2θ cos(θ + s) + d11ρ

3
1 cosθ cos(θ + s)sinθ + d12ρ

2
1ρ2 cosθ ×

cos2(θ + s) + d13ρ
2
1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s)− d14ρ

3
1 cos2θ cos(θ + s) +

d15ρ
2
1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + d16ρ

2
1ρ2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + d17ρ1ρ

2
2 ×

cos3(θ + s) + d18ρ1ρ
2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)− d19ρ1ρ

2
2 cos3(θ + s) + a11ρ

2
1ρ2 cosθ

+a14ρ
2
1ρ2 sinθ + a15ρ1ρ

2
2 cos(θ + s) + a16ρ1ρ

2
2 sin(θ + s) + a19ρ

3
2 sinθ −

b14ρ
2
1ρ2 cosθ − b19ρ

3
2 cosθ − c13ρ

2
1ρ2 cosθ − c14ρ

3
1 sin(θ + s)− c16ρ

2
1ρ2 sinθ

−c18ρ1ρ
2
2 cos(θ + s)− c19ρ1ρ

2
2 sin(θ + s) + d14ρ

3
1 cos(θ + s) + d19ρ1ρ

2
2 cos(θ + s)

−b2ρ1ρ2 + d2ρ1ρ2) +
1

bρ1ρ2
((a00ρ

2
1ρ2 cos2θ sinθ − a01ρ

2
1ρ2 cos3θ +

a02ρ1ρ
2
2 cosθ cos(θ + s)sinθ + a03ρ1ρ

2
2 cosθ sinθ sin(θ + s)− a04ρ

2
1ρ2 ×

cos2θ sinθ − a05ρ1ρ
2
2 cos2θ cos(θ + s)− a06ρ1ρ

2
2 cos2θ sin(θ + s) +

a07ρ
3
2 cos2(θ + s)sinθ + a08ρ

3
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− a09ρ

3
2 cos2(θ + s)×

sinθ − b00ρ
2
1ρ2 cos3θ − b01ρ

2
1ρ2 cos2θ sinθ − b02ρ1ρ

2
2 cos2θ cos(θ + s)−

b03ρ1ρ
2
2 cos2θ sin(θ + s) + b04ρ

2
1ρ2 cos3θ − b05ρ1ρ

2
2 cosθ cos(θ + s)sinθ −

b06ρ1ρ
2
2 cosθ sinθ sin(θ + s)− b07ρ

3
2 cosθ cos2(θ + s)− b08ρ

3
2 cosθ ×

cos(θ + s)sin(θ + s) + b09ρ
3
2 cosθ cos2(θ + s)− c00ρ

3
1 cos2θ sin(θ + s)−

c01ρ
3
1 cosθ sinθ sin(θ + s)− c02ρ

2
1ρ2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) +

c03ρ
2
1ρ2 cosθ cos2(θ + s) + c04ρ

3
1 cos2θ sin(θ + s)− c05ρ

2
1ρ2 cos(θ + s)sinθ ×

sin(θ + s) + c06ρ
2
1ρ2 cos2(θ + s)sinθ − c07ρ1ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) +

c08ρ1ρ
2
2 cos3(θ + s) + c09ρ1ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s) + d00ρ

3
1 cos2θ cos(θ + s) +

d01ρ
3
1 cosθ cos(θ + s)sinθ + d02ρ

2
1ρ2 cosθ cos2(θ + s) + d03ρ

2
1ρ2 cosθ ×

cos(θ + s)sin(θ + s)− d04ρ
3
1 cos2θ cos(θ + s) + d05ρ

2
1ρ2 cos2(θ + s)sinθ + d06ρ

2
1ρ2 ×

cos(θ + s)sinθ sin(θ + s) + d07ρ1ρ
2
2 cos3(θ + s) + d08ρ1ρ

2
2 cos2(θ + s)sin(θ + s)−

d09ρ1ρ
2
2 cos3(θ + s) + a01ρ

2
1ρ2 cosθ + a04ρ

2
1ρ2 sinθ + a05ρ1ρ

2
2 cos(θ + s) +

a06ρ1ρ
2
2 sin(θ + s) + a09ρ

3
2 sinθ − b04ρ

2
1ρ2 cosθ − b09ρ

3
2 cosθ − c03ρ

2
1ρ2 cosθ

−c04ρ
3
1 sin(θ + s)− c06ρ

2
1ρ2 sinθ − c08ρ1ρ

2
2 cos(θ + s)− c09ρ1ρ

2
2 sin(θ + s) +

d04ρ
3
1 cos(θ + s) + d09ρ1ρ

2
2 cos(θ + s)− b1ρ1ρ2 + d1ρ1ρ2)(a00ρ

2
1 cos2θ sinθ −

a01ρ
2
1 cos3θ + a02ρ1ρ2 cosθ cos(θ + s)sinθ + a03ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)

−a04ρ
2
1 cos2θ sinθ − a05ρ1ρ2 cos2θ cos(θ + s)− a06ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s)

+a07ρ
2
2 cos2(θ + s)sinθ + a08ρ

2
2 cos(θ + s)sinθ sin(θ + s)− a09ρ

2
2 ×

cos2(θ + s)sinθ − b00ρ
2
1 cos3θ − b01ρ

2
1 cos2θ sinθ − b02ρ1ρ2 cos2θ ×

cos(θ + s)− b03ρ1ρ2 cos2θ sin(θ + s) + b04ρ
2
1 cos3θ − b05ρ1ρ2 cosθ ×

cos(θ + s)sinθ − b06ρ1ρ2 cosθ sinθ sin(θ + s)− b07ρ
2
2 cosθ cos2(θ + s)−

b08ρ
2
2 cosθ cos(θ + s)sin(θ + s) + b09ρ

2
2 cosθ cos2(θ + s) + a01ρ

2
1 cosθ +

a04ρ
2
1 sinθ + a05ρ1ρ2 cos(θ + s) + a06ρ1ρ2 sin(θ + s) + a09ρ

2
2 sinθ − b04ρ

2
1 cosθ

−b09ρ
2
2 cosθ − b1ρ1))).

103



Appendice-B

∫ 2π

0
Ai,j sin(2l + 1)θdθ , 0, si i pair et j impair,

∫ 2π

0
Ai,j sin(2l + 1)θdθ =


0 si i impair ou j pair,

πCi,p,l , i = 2k , j = 2p+ 1 et l ≥ 0,
πC̃i,p,l , i = 2k , j = 2p+ 3 et l ≥ 0,∫ 2π

0
Ai,j sin(2l)θdθ , 0, si i impair et j impair,

∫ 2π

0
Ai,j sin(2l)θdθ =


0 si i pair ou j pair,

πDi,p,l , i = 2k + 1 , j = 2p+ 1 et l ≥ 0,
πD̃i,p,l , i = 2k + 1 , j = 2p+ 3 et l ≥ 0,∫ 2π

0
Ai,j cos(2l − 1)θdθ , 0, si i impair et j pair,

∫ 2π

0
Ai,j cos(2l − 1)θdθ =


0 si i pair ou j impair,

πEi,p,l , i = 2k + 1 , j = 2p+ 2 et l ≥ 0,
πẼi,p,l , i = 2k + 1 , j = 2p+ 4 et l ≥ 0,∫ 2π

0
Ai,j cos(2l)θdθ , 0, si i pair et j pair,

∫ 2π

0
Ai,j cos(2l)θdθ =


0 si i impair ou j impair,

πFi,p,l , i = 2k , j = 2p+ 2 et l ≥ 0,
πF̃i,p,l , i = 2k , j = 2p+ 4 et l ≥ 0,

où Ci,p,l , C̃i,p,l ,Di,p,l , D̃i,p,l ,Ei,p,l , Ẽi,p,l ,Fi,p,l et F̃i,p,l sont des constantes non nulles.
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Appendice-C

∫ 2π

0
cosi θ sinj+1θ sin((2h+ 1)θ)dθ =



πA2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n1,

πÃ2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n2,

πÂ2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n3,

πĀ2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+1θ cos((2h+ 1)θ)dθ =



πB2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n1,

πB̃2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n2,

πB̂2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n3,

πB̄2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+2θ sin((2h+ 1)θ)dθ =



πC2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n1,

πC̃2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n2,

πĈ2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n3,

πC̄2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+2θ cos((2h+ 1)θ)dθ =



πD2h+1
ij si i impair j pair,h = 0,1,2...,n1,

πD̃2h+1
ij si i impair j pair,h = 0,1,2...,n2,

πD̂2h+1
ij si i impair j pair,h = 0,1,2...,n3,

πD̄2h+1
ij si i impair j pair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+3θ sin((2h+ 1)θ)dθ =



πE2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n1,

πẼ2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n2,

πÊ2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n3,

πĒ2h+1
ij si i pair, j pair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+3θ cos((2h+ 1)θ)dθ =



πF2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n1,

πF̃2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n2,

πF̂2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n3,

πF̄2h+1
ij si i impair, j impair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+4θ sin((2h+ 1)θ)dθ =



πG2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n1,

πG̃2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n2,

πĜ2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n3,

πḠ2h+1
ij si i pair, j impair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,
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∫ 2π

0
cosi θ sinj+4θ cos((2h+ 1)θ)dθ =



πH2h+1
ij si i impair, j pair,h = 0,1,2...,n1,

πH̃2h+1
ij si i impair, j pair,h = 0,1,2...,n2,

πĤ2h+1
ij si i impair, j pair,h = 0,1,2...,n3,

πH̄2h+1
ij si i impair, j pair,h = 0,1,2...,n4,

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi(θ)sinj+1(θ)cos((2h)θ) = 0 si i impair ou j pair, h = 0, 1, 2...,∫ 2π

0
cosi(θ)sinj+2(θ)cos((2h)θ) = 0 si i impair ou j impair, h = 0, 1, 2...,∫ 2π

0
cosi(θ)sinj+3(θ)cos((2h)θ) = 0 si i impair ou j pair, h = 0, 1, 2...,∫ 2π

0
cosi(θ)sinj+4(θ)cos((2h)θ) = 0 si i impair ou j impair, h = 0, 1, 2...,

∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+1θdθ =


πMijhk si i pair, j pair, h impair, k impair,

ou i impair, j impair, h pair, k pair,
ou i pair, j impair, h impair, k pair,
ou i impair, j pair, h pair, k impair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+2θdθ =


πNijhk si i impair, j pair, h pair, k pair,

ou i pair, j pair, h impair, k pair,
ou i impair, j impair, h pair, k impair,
ou i pair, j impair, h impair, k impair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+3θdθ =


πPijhk si i pair, j pair, h impair, k impair,

ou i impair, j impair, h pair, k pair,
ou i pair, j impair, h impair, k pair,
ou i impair, j pair, h pair, k impair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+4θdθ =


πQijhk si i impair, j pair, h pair, k pair,

ou i pair, j pair, h impair, k pair,
ou i impair, j impair, h pair, k impair,
ou i pair, j impair, h impair, k impair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+5θdθ =


πRijhk si i pair, j pair, h impair, k impair,

ou i impair, j impair, h pair, k pair,
ou i pair, j impair, h impair, k pair,
ou i impair, j pair, h pair, k impair

0 sinon,
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∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+6θdθ =


πSijhk si i impair, j pair, h pair, k pair,

ou i pair, j pair, h impair, k pair,
ou i impair, j impair, h pair, k impair,
ou i pair, j impair, h impair, k impair

0 sinon,

∫ 2π

0
cosi+h+1θ sinj+k+7θdθ =


πTijhk si i pair, j pair, h impair, k impair,

ou i impair, j impair, h pair, k pair,
ou i pair, j impair, h impair, k pair,
ou i impair, j pair, h pair, k impair

0 sinon,

où αij , βij ,δij , γij , A
2h+1
ij , Ã2h+1

ij , Â2h+1
ij , Ā2h+1

ij , B2h+1
ij , B̃2h+1

ij , B̂2h+1
ij , B̄2h+1

ij , C2h+1
ij , C̃2h+1

ij , Ĉ2h+1
ij ,

C̄2h+1
ij ,D2h+1

ij , D̃2h+1
ij , D̂2h+1

ij , D̄2h+1
ij , E2h+1

ij , Ẽ2h+1
ij , Ê2h+1

ij , Ē2h+1
ij ,F2h+1

ij , F̃2h+1
ij , F̂2h+1

ij , F̄2h+1
ij ,

G2h+1
ij , G̃2h+1

ij , Ĝ2h+1
ij , Ḡ2h+1

ij , H2h+1
ij , H̃2h+1

ij , Ĥ2h+1
ij , H̄2h+1

ij , Mijhk , Nijhk , Pijhk , Qijhk , Rijhk , Sijhk ,
Tijhk sont des constantes non nulles.
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Conclusion et
perspectives

Dans cette thèse nous avons utilisé la méthode de moyennisation d’ordre un et d’ordre
deux pour étudier le nombre maximum des cycles limites de certains systèmes différen-
tiels polynômiaux de dimension deux et quatre.

L’importance de déterminer le nombre de cycles limites fait l’objet de la deuxième
partie du 16ème problème de Hilbert.

Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir d’autres recherches à dé-
velopper pour les systèmes de Kukles généralisés, et la possibilité d’appliquer la méthode
de la moyennisation d’ordre un et deux pour d’autres systèmes perturbés .
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