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Résumé

L'objectif de cette these est d’étudier le nombre maximum des cycles limites de certains
systemes différentiels polyndmiaux en utilisant la méthode de moyennisation. Cette étude
est illustrée par des applications.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
se produit par bifurcation zéro-Hopf a l'origine d’un systéme quadratique dans R* de la
forme

2

X = (a16+a2€2)x—(b+b16+b2€2)y+ZeJXj(x,y,z,w),
j=0
2

= (b+b18+b2£2)x+(a15+a282)y+ZEJYj(x,y,z,w),
j=0
2

z = (c15+c252)z—(b+dle+d262)w+ZEJZj(x,y,z,w),
j=0
2

W= (b+d1€+d252)z+(cle+c2€2)w+Ze]Wj(x,y,z,w),
j=0

ou
Xi(x,p,z,w) = a]',ox2+a]-,1xy+aj,2xz+a]-y3xw+a]-,4y2+a]-,5yz+a]-,6yw

+€l]"7Z2 + (/1]"827,(/ + a]"ng.

Yj(x, V,2,W), Zj(x, v,z,w) et Wj(x,y, z,w) ont la méme expression que Xj(x, V,2,w) en rem-
placant aj; par bj;,cj; et dj;.

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
se produisent par une bifurcation de 'origine pour un systeme planaire de la forme
x=-y+¢&(l+sin" 0)xP(x,p),
Y=x+¢&(l+cos"0)yQ(x,p),
ou n et m sont des entiers positifs, P(x,v) et Q(x,y) sont des polynomes de degré ny,n,

respectivement et ¢ est un petit parametre.

Dans le cinquieme chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
peut étre obtenu en perturbant le centre non linéaire x = sz—l, Y= —x2a-1

X = 3]Zp—l,

y=—x2"1—e(f(x,p) + g(x, )y + h(x,p)p? + 1(x,9)y°),
ou p et g sont des entiers positifs, f(x,v),g(x,v), h(x,v),1(x,y) sont des polyndomes de de-
gré ny,n,,n3 et ny respectivement, et ¢ est un petit parametre.

Dans le sixieme chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites pour
une classe des systemes différentiels polyndomiaux de Kukles généralisés de la forme

X=1,
{ y = —x _f(x)y2p _g(x)y2p+1 _ h(x)y2p+2 _ Z(X)y2p+3,



ou f(x) = efi(x) +e? fo(x), g(x) = eg1(x) + €7 ga(x), h(x) = ehy (x) + €2 hy(x) et I(x) = ely (x) +
2l,(x), ot f¥(x), g%(x), H*(x) et I¥(x) sont de degrés n;,n,, 13, ny4 respectivement pour k =
1,2, p est un nombre positif et ¢ est un petit parametre.

Dans le septieme chapitre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites pour
une classe des systemes différentiels polyndomiaux de Kukles généralisés de la forme

X=v,
{ Y =—x-fi(%,9) - /(%19 -8 (x9)y* - &(x,)y>,

ou fi(x,y) = efii(x,y) + €2 fia(x,9), H(x,9) = efrn(x,y) + 2 fa(x,9), &1(x,p) = g1 (x,p) +
£2g12(x,v) et g(x,9) = €g21(x, V) + €2¢25(x,v) sont des polyndomes de degré n;,n,,ns et
n4 respectivement. € est un petit parametre.

Mots clés : théorie de moyennisation, Systeme différentiel de Kukles, cycle limite,
bifurcation de Hopf.



Abstract

The objective of this thesis is to study the maximum number of limit cycles of some
polynomial differential systems using averaging method. This study is illustrated by ap-
plications.

In the third chapter, we study the maximum number of limit cycles which occurs by
zéro-Hopf bifurcation at the origin of a quadratic system in IR* of the form

X = (are+are®)x—(b+bje+bye?)y+ erj(x,y,z,w),

v = (b+bie+bet)x+(ae+me?)y+ ) dYi(xyzw)

M I -

7 = (cre+cye?)z—(b+die+dye®)w+ &Zi(x,9,z,w),

j=0
2

W = (b+die+dye?)z+(cre+cre)w+ Ze’ Wi(x,9,z,w),

j=0
where
2 2
Xj(x, V,2,Ww) = aj0X° +a;1Xy +a; X2+ a;3Xw +a; 49" +4a;59z+ 4 gYw

+61]'}722 + a]-,gzw + aj’ng,
Yi(x,9,2z,w), Zj(x,y,2z,w) and W;(x,y,z,w) have the same expression as X;(x,y,z,w) by re-
placing aj; respectively by b;;,c;; and d;;.

In the fourth chapter, we study the maximum number of limit cycles which occur by
a bifurcation of the origin for a planar system of the form

% = -y +¢&(1 +sin" 0)xP(x,v),
7 =x+¢&(1+cos™0)yQ(x,v),

where m, n are non-negative integers, P(x,y) and Q(x,v) are polynomials of degree n; and
n, respectively and ¢ is a small parameter.

In the fifth chapter, we study the maximum number of limit cycles which can be
obtained by perturbation of the nonlinear center x = sz—l, Y= —x2a-1,

x — 2p—1’
{ y =" —e(f(x,9) + g(x,9)y + hix,9)y* +1(x,9)y°),
where p and g are positive integers, f(x,v),g(x,v), h(x,v),l(x,y) are polynomials of degree
ny1,ny,n3 and ny respectively. € is a small parameter.

In the sixth chapter, we study the maximum number of limit cycles for generalized
polynomial Kukles differential system of the form

X=1,
{ Y =—x— f(x)y? - g(x)y?*! ~ h(x)y? "2~ 1(x)y?F*3,



where f(x) = ef}(x) + e2f%(x), g(x) = egl(x) + e2g%(x), h(x) = ehl(x) + e?h*(x), and
I(x) = el (x) + 21*(x), where f¥(x), g*(x), h¥(x) and 1¥(x) have degree n,1,, ns,ny respec-
tively for k = 1,2. p is a positive integer and ¢ is a small parameter.

In the seventh chapter, we study the maximum number of limit cycles for generalized
polynomial Kukles differential system of the form

X=7y
{ Y =—x-fi(xy) - o3y - &1 (% 9)y* - £2(%)y°,

where fi(x,9) = £fi1(%,9) + €2 f12(%,9), fo(%,9) = efo1(x,9) + € fra(x,9), 1(%,p) = €811 (%, 9) +
e2g12(x,v) and go(x,7) = ego1(x%,v) + €2g5,(x,v) have degree ny,n,,n;3 and ny4 respectively,
and ¢ is a small parameter.

key words : Averaging theory, Kukles differential system, Limit cycle, Hopf bifurca-
tion.
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j=0
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INTRODUCTION GENERALE

L’étude des équations différentielles est un domaine mathématique qui historique-
ment a fait 'objet de nombreuses recherches, et continue cependant de rester d’actua-
lité, par le fait qu’elle intéresse particulierement des disciplines comme la mécanique,
la physique et plus récemment la biologie, I’électronique. Il convient de souligner que la
plupart de ces équations sont globalement de nature non-linéaire. Du fait que la descrip-
tion d’un systéme, a partir des lois régissant son fonctionnement, conduit souvent a un
modele non linéaire, la manipulation peut se révéler complexe. De ce fait il n’existe pas
une théorie de I'’ensemble des équations non-linéaires. Des calculs approchés basés sur
la méthode des petites perturbations, des méthodes de linéarisation...etc, sont effectués
concernant ces phénomeénes, sur lesquels on dispose de trés peu d’informations. A partir
de tels calculs, il a été déduit des conjectures que les chercheurs s’efforceront par la suite
de démontrer.

Soit 1’équation différentielle dans IR?

t (0.0.a)

ou P et Q sont des polynomes. Existe-t-il une borne K pour le nombre de cycles limites,
de la forme K < d9, ou d est le maximum des degrés de P et Q, et g est une constante
universelle ?. C’est une version moderne de la seconde moitié du seiziéme probleme de
Hilbert.

En fait, depuis un article de Petrovskii et Landis (1957) prétendant donner une solu-
tion positive, les progreés semblent aller en reculant. Un peu plus tot, Dulac (1923) affir-
mait que le systeme a toujours un nombre fini de cycles limites. Aprés qu'un trou
fat trouvé dans Petrovskii-Landis (voir [Petrovskii- Landis, 1959]), Ilyashenko (1985) a
trouvé une erreur dans l'article de Dulac.

Puis Shi Songling (1982) a trouvé un contre-exemple aux bornes spécifiques de Petrovskii-
Landis pour le cas d = 2. Ensuite, deux longs travaux ont été publié, indépendamment,
démontrant les affirmations de Dulac [Ecalle, 1992] et [Ilyashenko, 1991].

Les chercheurs considerent deux classes spéciales des équations différentielles : les
systemes de Liénard généralisés et les systemes de Kukles généralisés.

Le systéeme de Liénard polynomial s’écrit :

X=-y,
{ v =-g(x)—f(x)y, (0.0.b)



ou f(x) et g(x) sont deux polynomes de degré n et m respectivement. Ce systéme est tres
1nteressant pour étudier les cycles limites des systémes planaires. Nous avons une ver-
sion simplifiée du probleme de Hilbert dans [50] (1998). En 1977, Lins et al. [25] ont

déclaré la conjecture que si f(x) est de degré n > 1 alors le systéme a au plus [%]

cycles limites. Ils ont prouvé cette conjecture pour n = 1,2. La conjecture pour n = 3 a été
prouvé par Li Chengzi et Llibre dans [22] (2012).

On note H(m,n) le nombre maximal de cycles limites qui peuvent exister simulta-
nément pour le systeme ((0.0.b). L'histoire commence avec Liénard (1928), un ingénieur
francais qui établit un théoreme d’existence et d’unicité d’une solution périodique pour
le systeme portant son nom (pour une revue complete des résultats antérieurs aux an-
nées soixante-dix, voir le livre de Sansone et Conti [49] (1964)).

— En 1928, Liénard [24] montra que si m =1 et si F(x Io s)ds est une fonction
continue et impaire qui a une unique racine positive en x = a et qui est strictement
croissante pour x > g, alors le systéme possede un unique cycle limite.

— En 1975, Rychkov [44] a prouvé que pour des polyndmes F(x) impairs et de degré
5etsim=1,alors n’a au plus que 2 cycles limites.

— En 1977, Lins, De Melo et Pugh [25] ont prouvé que sim =3 etn =1, alorsiln’y a
au plus qu’'un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour que ce cycle
existe.

— En 1983, Xianwu [53]] a prouvé la conjecture pour certains casou m =4 et n=1.

— Dumortier et al. dans [15] et [13] ont prouvé que H(3,1) = 1.

— En 1997, Dumortier et Li [14] ont prouvé que H(2,2) = 1.

— En 1998, Coppel [12] a prouvé que H(2,1) = 1.

Notons par H (m,1) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude du sys-
teme ((0.0.b). Blows, Lloyd [2] en 1984 et Lynch [[33], [34]] (1988, 1995) ont prouvé que

Si g est impair alors H (11, n) = [%]

Si f est pair alors H (m,n) = n, quelque soit g.

Si f est impair alors H (m,2n+ 1) = [@] +n

Si g(x) = x + g.(x) ou1 g, est pair, alors H (2m,2) = m.

- En 1998, Gasull et Torregrosa [17]] ont amélioré certains résultats et ont obtenu une
borne supérieure pour H (6,7), ﬁ(7, 6), H (7,7) et H(4, 20).
- En 1999, Christopher et Lynch [[11]], [35]] ont montré que :

o H(m,2)= [%]

o H(2,n)= [@]

o H(m,3)= 2[(3"?2)] pour tout 1 <m < 50.

o H(3,n)= 2[
H(4,k) = H (k,4) pour k=6,7,8,9 et H(5,6) = H(6,5).
¢ En 2006, Yu et Han [54] ont prouvé queH(m,n) = PI(n,m) pourn=4,m=10,11,12,13;

n=5m=6,7,8,9;n=6,m=>5,6. Voir aussi Llibre [28] pour un tableau avec toutes
les valeurs spécifiques.

(3”8+2)] pour tout 1 <n <50

En 2012, Llibre J. Valls.C [31] ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation
d’ordre un et deux un systeme d’équations différentielles de la forme

X=y- 5811 +f11 glz +f12
y=—x-¢(gn(x +f21 (822 +f22 )



oU g1i, f1i»Q0i» foi pour i = 1,2 de degré I, k, m et n respectivement et € un petit parametre.

En 2013, Llibre et Valls [30] ont étudié le systéeme différentiel polynomial plus général

{x_}’ filx
y=—Xx- gz fz

ou fi(x) = efyy (x) + 52f12 )+ € fi3(x), &2(x) = €21 (x) + €222 (x) + €723 (x) et f5(x)
Efrr (x )+a for (x)+€3 fo3 (x) ol f1;, fa; et g»; de degré [, n et m respectivement pour i=1,2,
et ¢ suffisamment petit.

Ils ont trouvé une borne supérieure du nombre maximum de cycles limites qui peuvent
bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire x = 9,y = —x en utilisant la méthode
de moyennisation d’ordre trois.

w

Le systéeme polynomial généralisé de Kukles s’écrit

=,
{y=Qmw, (0.0c)

ou Q(x,y) est le polynome avec des coefficients réels du degré n.
Kukles [42], en 1944 a introduit le systéeme différentiel

x=-y, ) , , , (0.0.d)
Y =x+a1x> +ayxy +azy? + agx® + asx’y + agxy? + azy°>,

et a donné la condition nécessaire et suffisante pour que le systeme ait un centre a l’ori-
gine. Ce systéme cubique sans le terme > a aussi étudié dans [43] et les auteurs I'ont ap-
pelé systéme réduit. Dans [10]], une description de la bifurcation de ses périodes critiques
apparut, et [56] présente ’existence des systemes réduits de Kukles avec cinq cycles li-
mites. Dans [45], 'auteur a étudié la classe des systémes réduits de Kukles sous une
perturbation cubique.

x=-y,
: a+l , 2-a , 1 (0.0.e)
y=x— . X +1 e+ x +eg(x,y),

ou
8(x,y)=byy+by1xy+ bozl/2 + blzx}’z + 5219‘23’ + b03y3,

et €>0 est un petit parametre et a>2 est une constante.

Dans [8], 'auteur a prouvé que certains systéemes cubiques de la forme pouvant
avoir sept cycles limites. Dans [5], Chavarriga and al ont étudié le nombre maximum de
cycles limites de faible amplitude pour les systemes de Kukles qui peuvent coexister avec
quelques courbes algébriques invariantes. Aussi ils ont donné une famille de systemes
cubiques de Kukles.

x = -7,
Y =x+ Ay +abx? —a(a® + 3¢ — bA)xy — 2aby® — bcx3 (0.0.)
~b(b%—a’c—2c? + beA)x*y — b?(—a® - 3c + bA)xy? + b3y3,

avec une hyperbole invariante

h(x,v)=1+abx - b%cx? — b3xy =0, avec b+ 0,



qui coexiste avec un ou deux cycles limites de faible amplitudes. Dans [28]], les auteurs
ont étudié le nombre maximum de cycles limites des équations différentielles polyno-
miales généralisées de Liénard en utilisant la méthode de la moyennisation du premier
et second ordre. Dans [27], Llibre et Mereu ont étudié le nombre maximum de cycles
limites des systemes différentiels polynomiaux de Kukles.

X=9,
{y'z—x— (K (x)+ gk ()y + hf (x)p2 +dfp3) - (0.0.g)
k>1

ou pour chaque k les polyndmes f,*(x), gk (x) et h;‘ (x) ont respectivement les degrés n,
metl, do # 0 est un nombre réel et ¢ est un petit parametre.

En 2019, Boulfoul et al [6] ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre des
cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire x = —y,y = x,
du systeme différentiel polynomial de Kukles de type

X=-y,
{ y :x_f(x)—g(x)y—h(x)y2—l(x)y3, (OOh)

ot f(x) = efi(x) + €2 f5(x), g(x) = £81(x) + £2g2(x), h(x) = ehy (x) + €% hy(x) et I(x) = el (x) +

€21,(x) sont de degres ny, nz,n3 et ny respectivement, et € est un petit parametre.

Cette these est scindée en sept chapitres.

Le chapitre 1 est un rappel sur les notions de base de la théorie qualitative des systemes
dynamiques. On introduira des définitions élémentaires tels que : le systeme dyna-
mique, les points d’équilibres et leurs natures, la linéarisation et la stabilité au voi-
sinage d’un point d’équilibre, le cycle limite ainsi que des théorémes sur l'existence
et la non-existence des cycles limites. On introduira aussi un rappel succinct de la
bifurcation de Hopf.

Dans le chapitre 2 nous présentons la méthode de moyennisation du premier et second
ordre, nous illustrons ceci a travers des exemples.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude de la bifurcation de zéro-Hopf dans R*. On dé-
montre un résultat sur le nombre maximum de cycles limites qui se produit par
une bifurcation de zéro-Hopf autour de l'origine d’un systéme quadratique dans
R*. Nous traitons cette étude en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux.
Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication intitulé "4-Dimensional
Hopf Bifurcation via averaging theory of second order".

L'objectif du chapitre 4 est de donner le nombre maximal de cycles limites pour un sys-
teme planaire de la forme

% =-y+é&(l+sin" 0)xP(x,7),
7 =x+¢&(1+cos™0)yQ(x,7v),

ou n et m sont des entiers positifs, P(x,y) et Q(x,y) sont des polynémes de degré
11,1, respectivement et € est un petit parametre.

Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication sous l'intitulé "Limit cycles
of a planar differential system via averaging theory".



L'objectif du chapitre 5 est de donner le nombre maximal de cycles limites qui peut étre
obtenu en perturbant le centre non linéaire x = yzp‘l, V= —x24-1 de la forme

X = yzp—l’
y' — _qu—l

—e(f(xy)+8(69)y + hx,p)y? +1(x,9)y°),

ou p et g sont des entiers positifs, f(x,v),g(x,v), h(x,v),l(x,y) sont des polyndomes de
degré ny,n,,nj et ny respectivement, et ¢ est un petit parametre.

Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication sous l'intitulé "Limit cycles
of a Kukles differential system via averaging theory".

Le chapitre 6 concerne I’étude du nombre maximal des cycles limites qui bifurquent
d’un centre linéaire perturbé par une classe généralisée de systemes différentiels
de Kukles de la forme

X=1y,
{ Y =—x~f(x)y* — g(x)p?P*! —h(x)y?P*? ~(x)y*P*3,

ou f(x) = efl(x)+e2f2(x), g(x) = eg!(x) + 2g%(x), h(x) = eh'(x) + 2h*(x), et I(x) =
el (x) + e21%(x), ou f¥(x), g*(x), H*(x) et I¥(x) sont de degrés ny,n,, ns,ny respective-
ment pour k = 1,2, p est un nombre positive, € est un petit parametre.

Le résultat de ce chapitre est soumis pour publication sous l'intitulé "Estimation
of the number of limit cycles for generalized Kukles differential system".

Dans le chapitre 7 nous donnons le nombre maximal de cycles limites de certains sys-
temes de Kukles généralisés de la forme

x=y,
{ y=-x~fi(x,9) - fo(x9)y - &1(x,9)y* — &2(x,9)y>,

ot fi(x,9) = £fi1 (6, ¥)+e fi2(x,9), fo(%,9) = €1 (%, 9)+€% (%, 9), &1 (x,) = €811 (%, 9)+
£2g12(%, 1) et £(x,9) = €921(x, V) + £2¢22(x,v) sont des polyndmes de degré n,n,,13
et n4 respectivement, et € est un petit parametre.

Le résultat de ce chapitre a été accepté dans le journal "Journal of Applied analy-
sis", intitulé "Maximum number of limit cycles for generalized Kukles differen-
tial system".
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1.1. DEFINITIONS GENERALES DU SYSTEME DYNAMIQUE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base pour ’étude qualitative
des systemes dynamiques.

1.1 Définitions générales du systeme dynamique

On considere un espace topologique M (c’est a dire un ensemble de points muni d’une
topologie) [39]

Deéfinition 1.1 [[16l]] Une carte de dimension n sur M est un couple (U, @) formé de
e un ouvert U C M,
* un homéomorphisme ¢ : u — @(u) C R" (un homéomorphisme est une application
continue et inversible dont l'inverse est continue ).
L'ouvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, @ (p) = (xl (p),..x" (p)) e R" : @ est ce que
l'on appelle une fonction coordonnées.
Un point de M peut appartenir a deux domaines différents correspondants a deux cartes (U, @)

et (V, ).
Définition 1.2 Un systéme dynamique sur E est une carte C!

¢:RxE—E

(t,x) > ¢(t,x),
ou E est un sous-ensemble ouvert de R" et si ¢, (x) = ¢ (t,x), alors ¢, satisfait
O ¢,(x)=xpourtout x € E.
O ¢;0;(x)=Psys(x) pour touts,t e Ret x € E.

Exemple 1.1 Soit le systéme
x=Ax, x(0)=x, (1.1.a)

ou A est une matrice constante, t € R* et x € R". La solution de est donnée par
x(t) = eMxg,
le systéme engendre un systéme dynamique
¢:R*xR" > R",

o (t,x)= eMxg.

Remarque 1.1 Un systéme dynamique sur IR" est linéaire si

O (t,ax+By)=ad(t,x)+pP(t,v),
Va,p, teRetx, yeR"



1.2. NOTION DU FLOT

1.2 Notion du flot
Deéfinition 1.3 Soit le systéme non linéaire

x=f(x), (1.2.a)

avec la condition initiale x(0) = xg, xo € E, E est un sous ensemble ouvert de R" et f € C! (E).
Soit @ (t,xg) la solution de (1.2.a). L'ensemble des applications @, définies par

Pt (x0) = ¢ (£, x0),
est appelé le flot de I’équation différentielle ((1.2.a).

1.3 Systemes différentiels polynomiaux

Deéfinition 1.4 On appelle systéeme différentiel du plan, un systéme de la forme

2 = Py,
gyt (1.3.a)
— = Qx(1),9(2)),
ou P et Q sont des polynomes a coefficients réels, on dit aussi que est un systéme
différentiel planaire polynomial.
* Le systéme (1.3.a)) est de degré d ot d = max(degP,degQ).

» Si P et Q ne dépendent pas de t explicitement, alors le systéme (| 1.3.a)) est dit autonome.

1.4 Points d’équilibres

Pour connaitre I’aspect des trajectoires du systeme (| 1.3.a)), au moins localement, nous
devons chercher ses points d’équilibre.

Deéfinition 1.5 On dit que le point (xy, ) est un point d’équilibre (point critique) du systéme
(1.3.a)), s’il est solution du systeme

{ P(x0,%0) =0,
Q(x0,%0) = 0.

1.5 Linéarisation

Le systeme

X = Ax, oaA:Df(xO):(%(xo)) , (1.5.a)

0x; 1<i, j<n

est appelé le systeme linéarisé du systeme ( 1.3.a) en x.
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1.6. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRES

Exemple 1.2 Dans le cas n = 2, soit

fl) = (xf‘xg‘l )

ZXZ

alors les points d’équilibre de f(x) =0, sont : (1,0) et (-1,0).
Le systéme linéarisé est
Ax = Df(x) :( 2 =20 )

0 2

alors
Df(1,0):( g g ) ot Df(—l,O):( _02 g )

la linéarisation du systéeme d’équations différentielles nous ameéne a I'étude de la nature des
points d’équilibres.

Définition 1.6 Le point critique xo du systeme (1.3.a)) est dit hyperbolique si aucune des
valeurs propres de la matrice jacobienne A = Df (xq) n’a de partie réelle nulle.

1.6 Nature des points d’équilibres

1.6.1 Cas des systemes linéaires

Soit le systeme linéaire
x = Ax, (1.6.a)

a1 a2
Soient Ajet A, les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynome
caractéristique suivant

. aj, a . : .
ouA= ( 2 ) est une matrice constante inversible, et x = (x1,x,) € R?.

p(A) = A% —(ayy +an)A+ay;.ax — a4,

Définition 1.7 Soit le systeme différentielle linéaire planaire (1.6.d) ou A est une matrice
d’ordre 2, Ay et A, sont les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas
selon les valeurs propres Ay et A, de la matrice A.

1) Cas réel :

i) Siles valeurs propres Ajet A, sont réelles, non nulles et de signes différents, la solution
X = x( est appelée un selle est toujours instable.
ii) Si les valeurs propres Ajet A, sont réelles, non nulles et de méme signe, la solution
X = x( est appelée un noeud
Si de plus:
* 1y <A, <0 est un noeud impropre stable.
* 0 <Ay <A, est un noeud impropre instable.
* Sil=1;=2X,0nadeuxcas:
¢ Si A est diagonalisable, la singularité est un noeud propre, il est stable si A <0 et
instable si A > 0.
o Si A est non diagonalisable, la singularité est un noeud exceptionnel, il est stable
si A <0 et instable si A > 0.

11



1.6. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRES

2) Cas complexes :

Si les valeurs propres A; et A, sont complexes conjuguées

Al
A2 =

a+if,
a—if,
i) Sia#0ona:

* a >0 estun foyer instable.
* a <0 estun foyer stable.

ii) Si @ = 0 : le point critique est un centre. Il est stable mais pas asymptotiquement
stable.

1.6.2 Cas des systemes non linéaires

Définition 1.8 Un point d’équilibre x, du systéme est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A = D f (x() ont des parties réelles négatives. Il est appelé source si toutes
les valeurs propres de la matrice A = D f(x() ont des parties réelles positives. Il est appelé selle
s’il est hyperbolique et si A = Df(xq) a au moins une valeur propre avec une partie réelle
positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.
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1.6. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRES
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1.6.3 Stabilité des points d’équilibres

Deéfinition 1.9 On dit qu’un point d’équilibre est stable si Ve > 0,30 > 0 tel que, si
lx=xoll <= llg(t,x) —xoll <&, Vi20,

avec @(t,x) est appelé le flot de I'équation différentielle (| 1.2.a)).
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1.7. METHODE DIRECTE DE LYAPUNOV

Définition 1.10 On dit qu’un point d’équilibre x est asymptotiquement stable s’il est stable
et s’il existe un voisinage de x tel que pour tout x dans ce voisinage, lim;_, ., ¢ (¢, x) = x,.

Théoreme 1.1 Soit le systéme linéaire ((1.5.a). Le point x = x est asymptotiquement stable
si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelles strictement négatives. Si
A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors le point x = x est
instable.

1.7 Méthode directe de Lyapunov

Pour I’étude de la stabilité non linéaire, la méthode la plus classique est basée sur la
linéarisation et l'utilisation des valeurs propres du systeme linéarisé, Lyapunov a pro-
posé une seconde méthode basée sur la recherche, d’une fonction scalaire de signe défini
a valeurs réelles.

1.7.1 La stabilité par la méthode directe de Lyapunov

Considérons le systéeme (1.2.a)), supposons que l'origine est un point singulier de
et posons V : U — R une fonction de classe C! définie dans un voisinage U
de l'origine, telle que :

« V(0)=0.

e V(x)>0pourx=0,xeU.
Si V(x) > 0 alors la fonction est dite semi-définie positive. La méthode des fonctions de
Lyapunov consiste a étudier directement la stabilité des points singuliers d’un systeme
différentiel (1.2.a)), a I’aide d’une fonction convenablement choisie V(x) que 1'on appelle
fonction de Liapunow.

Théoreme 1.2 (Théoréme de Lyapunov de la stabilité)
Si pour le systeme (1.2.a)) il existe une fonction V(x) (fonction de Lyapunov) de signe défini
(définie positive ou définie négative) tel que

Zax,ﬁ

est une fonction semi-définie (positive ou négative) de signe inverse de V ou est identiquement
nulle, alors le point d’équilibre x = 0 est stable.

Théoreme 1.3 (Théoréme de Lyapunov de la stabilité asymptotique).
Si pour le systeme ( 1.2.a)) il existe une fonction V(x) (fonction de Lyapunov) de signe défini
(définie positive ou définie négative) tel que

Zax,ﬁ

est une fonction définie (positive ou négative) de signe inverse de V, alors le point d’équilibre
x = 0 est asymptotiquement stable.
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1.8. ETUDE QUALITATIVE AU VOISINAGE D’UN POINT D’EQUILIBRE

Théoreme 1.4 (Théoréme de Lyapunov de l'instabilité).
Supposons que pour le systéme (1.2.a)) il existe une fonction V(x) dérivable au voisinage de
Porigine 0 et telle que V(0) = 0. Si

fi(x) est définie positive et s’il existe aussi prés que I'on veut de I'origine des points en lesquels
la fonction V (x) prend des valeurs positives, alors le point d’équilibre x = 0 est instable.

Remarque 1.2 La méthode directe de Lyapunov est justement applicable aux systémes non
autonomes

x=f(x1),
une petite modification est apportée pour que V(x,t) soit définie positive dans U, on exige
Pexistence d’une fonction W(x) continue dans U vérifiant :
* W(0)=0
* 0<W(x) < V(x,1t).
La dérivée de V par rapport au temps s’écrit

dV(x,t) 9V 9V dx
dt  dt dx dt

Les propriétés de stabilité sont dites globales si U est égal a R".

Remarque 1.3 La méthode directe de Lyapunov donne des conditions suffisantes mais pas
nécessaires de stabilité.

1.8 FEtude qualitative au voisinage d’un point d’équilibre

Considerent le systeme d’équation différentiel autonome donné par :

%:f(x), (1.8.a)

ouxelR", fe C'(D), DCR" Soit J la matrice jacobienne au voisinage de x* un point
d’équilibre de (1.8.a). Soient {uy,u,,..,us} les vecteurs propres de J correspondant aux
valeurs A dont la partie réelle négative, {v{,v,,..,v,} les vecteurs propres de ] correspon-
dant aux valeurs propres A dont la partie réelle est positive et {wy, w,,..,w.} les vecteurs
propres de ] correspondant aux valeurs propres A dont la partie réelle est nulle, tel que
s+ u+c =n. On note E° le sous-espace vectoriel engendré par {uy,u,,.., us}, E¥ le sous-
espace vectoriel engendré par {vy,v,,..,v,} et E¢ le sous-espace vectoriel engendré par
{wi, ws,..,w.}, avec E°*®E" @ E¢ = R".

Théoreme 1.5 (Théoréeme de la variété centrale).[37] Il existe des variétés de classe C”
stable W?, instable W" et centrale W€ tangentes respectivement a E°,E" et E en x*. Ces

variétés sont invariantes par rapport au flot ¢, de (| 1.8.a)).
Supposons que, par un changement de coordonnées, le point fixe x* ait été ramené a l'origine

et les équations du systéme dynamique mises sous la forme :

x=Ax+f(xy),
{ y=By+g(xy) (1.8.b)
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1.9. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

ou x et f sont des n-vecteurs et A une matrice nxn dont les valeurs propres sont de partie réelle
nulle. De méme y et g sont des m-vecteurs et B une matrice mx m dont les valeurs propres ont
leur partie réelle négative.

Localement, la variété centrale peut étre représentée au voisinage de x* = 0 par :

W ={(x,9) e R"xR" / y = h(x), |x| <5, h(0) =0, Dh(0) = 0}, (1.8.c)

pour 6 suffisamment petit. Les conditions h(0) = 0 et Dh(0) = 0 implique que la variété centrale
WE€ est tangente a E° = (y = 0) au point (x,y) = (0,0). Portant y = h(x) avec h(0) = Dh(0) =0
dans ( 1.8.b), on obtient

X =Ax+ f(x,h(x)), (1.8.d)

o xe€R"et h: R" - R™.
Pour calculer la fonction y = h(x), on remplace dans ((1.8.b) y par Dh(x)x, c’est a dire

y' = Dh(x)x
= Dh(x)[Ax+ f (x,h(x))]
Bh(x)+ g (x,h(x)).

Dot le systéeme qui nous permettra de trouver la fonction h(x) :
Dh(x)[Ax, f (x,h(x))] — Bh(x) — g (x,h(x)) = 0. (1.8.e)
Dans la pratique, on résout approximativement ( 1.8.e) en développant h(x) en série de Taylor

autour de x = 0 et en tenant compte du fait que h(0) = Dh(0) = 0

n n

h(X) = ZaZi]-xix]-+ Z a3iijiX]'Xk+....,

i,j=1 i,jk=1

avec ayij, asjjk--.- € R™.

1.9 Plan et portrait de phase

Définition 1.11 Soit le systéme planaire (1.3.a)), un portrait de phase est I'ensemble des tra-
jectoires dans 'espace de phase. En particulier, pour les systémes autonomes d’équations diffeé-
rentielles ordinaires de deux variables. Les solutions (x(t),y(t)) du systéme représentent dans
le plan (x o y) des courbes appelées orbites.

Les points critiques de ce systéeme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le plan (x o p)
est dit le plan de phase.

1.10 Solutions périodiques et cycles limites

1.10.1 Solutions périodiques

On appelle solution périodique toute solution x = ¢ (t) de ’équation (1.2.a), telle
qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant @(t+ T) = ¢(f).
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1.10. SOLUTIONS PERIODIQUES ET CYCLES LIMITES

Remarque 1.4

» Si @(t) a une période T, la solution a aussi une période kT, et supposons que T est la
plus petite période.

* Les points d’équilibres sont considérés comme des solutions périodiques a une période
arbitraire T € R*.

Théoreme 1.6 Soit @(t) une solution du systeme ( 1.2.a)), supposons qu’il existe deux instants
t et tp (t) < tp) tels que @(t1) = @(t,) (c’est a dire que l'orbite de @(t) se recoupe).
Alors, @(t) est une solution périodique définie pour tout t € R.

Lemme 1.1 Une solution périodique du systéme différentiel autonome (1.2.a)) correspond a
une orbite fermée dans le plan de phase, et une orbite fermée correspond a une solution pério-
digue.

1.10.2 La méthode du gradient

Deéfinition 1.12 Supposons que le systéme différentiel puisse s’écrire sous la forme X = — grad 'V (x)
ol
——— (gv v\’
av ==, =— 1 ,
gradV (x) (8x1 8xn)

et x€ U CR" et V est une fonction de classe C! définie sur U a valeur dans R.
On dit alors que V est un potentiel du systéme.

Théoreme 1.7 Si un systéme admet un potentiel il ne peut admettre d’orbites fermées.

Exemple 1.3 Considérons le systéme

X =sin(p),
9 = xcos(y),

ce systéme n'admet pas d’orbites fermées puisqu’il admet la fonction V(x,y) = —xsin(y) comme
potentiel.

1.10.3 Cycles limites

Définition 1.13 On appelle cycle limite une orbite périodique qui est isolée dans I'ensemble
des orbites périodiques, c’est a dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son
voisinage.

Deéfinition 1.14 L'amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x du cycle
limite.
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1.10. SOLUTIONS PERIODIQUES ET CYCLES LIMITES

1.10.4 Stabilité des cycles limites

Théoreme 1.8 T étant la trajectoire d'un cycle limite, toutes les trajectoires intérieures et
extérieures voisines de I' s’enroulent toutes en spirales autour de I' pour t — +co ou t — —oo.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
sont attirées vers I

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
sont refoulées de T'.

Exemple 1.4 Soit le systéme différentiel

x:x—y—x(x2+y2),
{y:x+y—y(x2+y2). (1.10.0)

En coordonnées polaires x = rcos(0), y = rsin(0) avec r > 0, le systéme (| 1.10.a)) devient
i=r(l-r?),
0=1,

F=0=>r=0o0ur==I1.

d’oul

Comme r > 0, on n'accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la solution
périodique (x(t),y(t)) = (cos(t + 6y),sin(t + 6)), avec 6(0) = .
Dans le plan de phase il y a un seul cycle limite d’équation x> +y? =1 et d’amplitude r = 1.

SANNNNV VLAWY A s
WNANNVN VYNNI A A
NNWNANNVNV LA I W s
AT R i S R R N P Pl g oo e g
R BORORORRR Rt
N N S LR
R RS
=Sy BRSNS
S S R R R
TroTororeememae SRR
rr A EAANNN
D N A R R NN
et A VA A B T U UL UL NN
AAAAAAA PP PR RN

Ficure 1.11 — Cycle limite du systme (| 1.10.a)).
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1.11. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

1.11 Existence et non-existence des cycles limites

1.11.1 Existence et unicité des cycles limites

Théoreme 1.9 (Poincaré-Bendixson). On considére le systéme autonome

x=f(x)
{y':g(x,y), (1.11.a)

dans un domaine D C R?, o1 f,g € C1(D). Supposons que y* est une orbite bornée et positive
et que w (y™) ne contient que des points critiques. Alors w (y™) une orbite périodique. De plus
si w(y*) =yt alors l'orbite périodique est appelé cycle limite . Un résultat analogue est valable
pour une orbite bornée et négative.

Corollaire 1.10 Soit D un ensemble fermé borné ne contenant aucun point singulier et sup-
posons que D est positivement invariant. Alors il existe un cycle limite contenu dans D.

Théoreme 1.11 (Critére de Dulac). On considére le systeme (1.11.a)), ot f et g sont de
classe C' sur un ouvert E C R". Soit 1 une fonction de classe C' et A une région annulaire de
E.

Si a (Ppf)+ ¢g ne change pas de signe dans A, alors il y a un seul cycle limite contenu

dans A.

1.11.2 Non existence des cycles limites

Théoréme 1.12 (Critére de Bendixson). Supposons que le domaine D C R? soit simplement
connexe, f et g sont contintiment différentiables dans D. Le systeme (1.11.a) n’admet pas de
cycle limite dans D, si V(f, g) non nulle et ne change pas de signe en D.

Théoreme 1.13 (Critére de Dulac). On considere le systéme ((1.11.a) ot f et g sont de classe
C!. Soit ¢ une fonction de classe C'. Supposons que le domaine D C R? soit simplement
connexe.

Si % (Pf)+ a%(gbg) non nulle et de signe constant sur D, alors il n’y a pas de cycle limite

contenu entierement dans D.

1.11.3 Intégrales premieres

On dit qu’une fonction H : QO € R?> — R de classe C! est une intégrale premiére du
systéme ([ 1.11.a)) si elle est constante sur les courbes solutions (x(t), y(t)) de ce systeme,
c’est-a-dire

dH(x,y) 0H(x, JH (x,
C(lf LR a(i D 5,y + —;;C Doty =0,

sur les points de Q.
On dit que le systeme différentiel ( 1.11.a) est intégrable sur un ouvert Q, s’il admet une
intégrale premiere sur ().
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1.12. BIFURCATION DE HOPF

1.12 Bifurcation de Hopf

Théoreme 1.14 Soit le systéme planaire

x :f,u(x'}’);
{?=g,4(x,y), (1.12.a)

ou p est un paramétre. Supposons que (x,y) = (xo,vg) est un point d’équilibre du systéme

qui dépend de p.

Soient Ay (p) = a(p) =i (p) les valeurs propres du systéme linéarisé au voisinage de (xq, v).
Supposons que pour une certaine valeur de y = p, les conditions suivantes sont satisfaites

1) (i) = 0, B(to) = w = 0 oit sgn (w) = sgn( 5 |y, (0, 30) ),

da(p)
2) du |#:P‘o

3) a=0ou

=d=0,

1 1
16 (fxxx + fryy + oy + gyyy) * Tow (fxx + fyy) ~8xy (gxx + gxzf) ~ fox8xx + fyy8yy),

92
avec fxy = Tgy |y:/40 (X0, Y0)-

Alors une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour u > pgy si ad < 0 ou pour
p < pgsiad>0.

Le point d’équilibre (x,vq) est stable pour u > pq (respectivement pour p < pg) si d <0
(respectivement si d > 0).

L'orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est instable
(respectivement stable).

27

L'amplitude de l'orbite périodique est égale a /|;4 - /40| et la période est de T = quand

K — Ho-

|l

La bifurcation est dite super-critique si l'orbite périodique est stable et sous-critique si l'or-
bite périodique est instable.

Exemple 1.5 On considere le systéme non linéaire suivant
d=y+x(p-xi-y?)
. 1.12.b
{y=—x+y(/4—x2—y2), (12:0)

le systéme (| 1.12.b)) admet un point d’équilibre unique qui est I'origine (0, 0).
Les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculées au point d’équilibre (0, 0) sont complexes
conjuguées et égalesa Ay = p+i .

Alors a(p) = pet p(p) =1.

Onaa(p) =0 py=0, sgn(w) =sgn[-1], B(py) = -1 = w = 0, 3—;‘:|MO:0 =1=d=0et
a=-1.
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1.12. BIFURCATION DE HOPF

Donc on a une bifurcation de Hopf et la valeur de la bifurcation est yy = 0. D’aprés le
Théoréeme , onaad =-1<0, donc il existe un cycle limite pour y> 0. Comme d =1 > 0,
Porigine est stable pour y < 0 et instable pour p> 0.

Pour p > 0 le cycle limite est stable d'amplitude \/u. On dit alors qu’on a une bifurcation de
Hopf super-critique .
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FiGure 1.13 — Portrait de phase pour p=0,6.
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Ficure 1.14 — Portrait de phase pour p= -0, 3.
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1.13. THEOREME DE BEZOUT

1.13 Theéoreme de Bezout

Théoreme 1.15 Soient P;, j = 1,....,n des polynomes en ces variables (xy,x,,..,xq) de degré d;,
j=1,..,n. Considérons le systéme polynomial suivant

ott (x1,%y,..,X4) € RY. Si le nombre de solutions de ce systeme est fini, alors il est borné par

dy xdyx...xd,.

1.14 Theéoreme de Descartes

Théoreme 1.16 Considérons le polynome réel p(r) = a;, rit 4 aizriZ +..+ ainriﬂ avec 0 < iy <
i <..<i,et a;, # 0 des constantes réelles pour j € {1,2,..,n}.

Si ajai,, <0, on dit que aj, et a;,  ont une variation de signe. Si le nombre des variations
des signes égal m, alors p(r) a au plus m racines réelles positives. En outre, il est toujours
possible de choisir les coefficients de p(r) de telle sorte que p(r) ait exactement n — 1 racine
réelles strictement positives.

1.15 Systeme Hamiltonien

Soit E un ouvert de R?>" et H € C%(E) tel que H = H(x, ) avec x,y € R".
Un systeme de la forme

L _oH
=5
,__9H
Y="0x

ou

oH (aH 9_H)T

dx ax;"” 9x,
H _ (8_H 8_H)T
dy Iy Iy,

est dit systeme Hamiltonien a n degré de liberté sur E.

1.16 Existence et unicité des solutions des problemes a va-
leurs initiales

Soit D un ouvert de R”, to <t <ty+ T, x et f(t,x) € R".
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1.16. EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS DES PROBLEMES A VALEURS
INITIALES

Deéfinition 1.15 On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport a x si

If (£, x1) = f (£, x2)ll < Llxy = X2,

ou x1,X, € D, et L est une constante.
Nous pouvons maintenant formuler un théoréme bien connu d’existence et d’unicité pour des
problemes a valeur initiale.

Théoreme 1.17 (existence et unicité). On considere le probléme a valeur initiale

d
d_); =f(t,x), x(tO) = X0,

ouxeDCR", ty<t<ty+T.On suppose que :
a) f(t,x) est continue par rapport da t, x sur G = [tg,tg+ T]x D.
b) f(t,x) satisfait la condition de Lipschitzienne en x.

Alors le probleme a valeur initiale admet une solution unique.

23



CHAPITRE
2 =

THEORIE DE
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La méthode de moyennisation est I’'une des plus importantes méthodes perturbatives
utilisées actuellement dans I’étude des cycles limites des systemes dynamiques. Cette
méthode a une longue histoire qui commence avec les travaux classiques de Lagrange
et Laplace en 1788 qui ont donné une justification intuitive de la méthode. La premiere
démonstration de la validité asymptotique de cette méthode a été introduite en 1928 par
Fatou, en 1934 par Bogoliobov et Krylov [3]], en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky
[4]. Ensuite plusieurs développements ont eu lieu de cette méthode par Verhulst [52],
Sanders et Verhulst [48]], Malkin [36] et Roseau , Buica et Llibre [7]]. Giné, Grau et
Llibre [19]. Llibre, Novaes et Teixeira [29].

Dans ce chapitre, on présente des différents théorémes de la théorie de moyennisa-
tion.

2.1 Théorie de moyennisation du premier ordre
On considere le systeme différentiel

% = eF(t,x)+e?R(t,x,¢€), (2.1.a)

ou x € D Cc R", D est un domaine borné et t > 0. Supposons que F(t,x) et R(t,x,¢) sont
des fonctions T-périodiques en t.
Le systéme moyenné associé au systeme (| 2.1.a)) est

v =ef°(), 9(0)=xo, (2.1.b)

T
IRUE %L E(s,y)ds. (2.1.c)

Théoréme 2.1 [[46] Soit le systéme ((2.1.a), on suppose que F, R, D, F, D2F et DR sont conti-
nues et bornées par une constante M dans [0, &) X D avec —g < € < €.
Supposons aussi que F et R sont T-périodiques en t, ou T est indépendante de €. Alors
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

1) Si p est un point critique pour le systeme (2.1.b)) tel que
det(D,f° (p)) = 0. (2.1.d)

Alors pour |e| suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x(t,e) du systéme
(2.1.a)) telle que x(0,¢) — p quand € — 0.

2) Si le point critique y = p du systéme moyenné (2.1.b)) est hyperbolique, alors pour |e| > 0
suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t,e) du systeme (2.1.a)) est
unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Preuve. Voir [46l]. m

Exemple 2.1 (L’équation de Van Der Pol).
Soit
5c'+x:e(1—x2)5c. (2.1.e)

L’équation ( 2.1.e)) peut s’écrire sous la forme suivante

X=y,
{ ;}:—x+e(1—x2)y.

En coordonnées polaires (r,0) ou x = rcos(0), vy = rsin(0) avec r > 0, ce systeme devient de la
forme

i = ersin?(0)(1 —r? cos?(0)), (2.1.6)
0 = —1+¢ecos(0)sin(0)(1 —r?cos?(0)). o
Le systéme est équivalent a
j—g = —ersin?(0)(1 — r?cos?(0)) + O(e?). (2.1.g)

On note que I’équation ( 2.1.g) est sous la forme standard ( 2.1.a) pour appliquer la théorie de
moyennisation si on prend

x=r, t=0, T=2m et F(t,x)=—rsin®(0)(1 -r>cos?(9)).
On calcule I'équation (| 2.1.c), on obtient

o) = —sznrsinz(a)(l —r2c0526)d9 = lr(rz—él)
- 2m ), -8 '

%) a une unique racine positive r = 2. Puisque df°/dr(r = 2) = 1, par hypothése 1 du
théoreme 'équation de Van Der Pol a pour |¢| # 0 une orbite périodique d’ampli-
tude r = 2 du systéme non perturbé avec € = 0. De plus, puisque df°/dr(r = 2) =1 > 0 par
I'hypothése 2 du théoréme (2.1)), ce cycle limite est instable. Voir la figure (2.1)).
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE
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FiGURe 2.1 — Cycle limite instable de I’quation (2.1.€) pour ¢ = 1073,

Exemple 2.2 (Systéme de Liénard).
Soit le systéme de Liénard

X=1y—¢& a-xi,
y-e) o (2.1.h)
y=-x,
le systéme (| 2.1.h)) s’écrit en coordonnées polaires

n

F=—c E a;r'cos't1o,

i=1 " (2.1.)
6=-1+e¢sin0d Zairi_lcosié),
i=1

le systeme ( 2.1.1) est équivalent a

n
j—; =¢ Zairicos”le +0(e?).

i=1

On calcule I'équation ( 2.1.c), on obtient

on aura
. 27{ .
o) = a2i+1r21+lj cos?*204e0.
- 0

Ce polynome peut avoir au plus [% racines positives. Donc le systéeme (2.1.h|) peut avoir au

plus [%] cycles limites.
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2.2. UN AUTRE THEOREME DE LA MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

2.2 Un autre théoreme de la moyennisation du premier
ordre

Théoreme 2.2 On considére le probléme de bifurcation des solutions T-périodiques du sys-
teme différentiel de la forme

X(t) = Fo(t,x)+eFy(t,x)+e2Fy(t,x,€), (2.2.a)

oul € € (—&g, &g) pour €q suffisamment petit. Les fonctions Fy, F1 : Rx(Q — R" et F) : Rx () x
(—€0,€0) — R" sont des fonctions de classe C?, T-périodique en t et Q) est un ouvert de R".
Supposons que le systéeme non perturbé

#(t) = Fo(tx), (2.2.b)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.

Soit x(t,z) la solution du systeme non perturbé (2.2.b)) telle que x(0,z) = z. La linéarisation
du systeme non perturbé (2.2.b)) le long de la solution périodique x(t,z) s’écrit

v = DyFo(t,x(t,2))y. (2.2.c)

Notons par M,(t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire SUpposons
qu’il existe un ensemble ouvert V avec CL(V) C Q, tel que pour chaque z € CL(V), x(t,z,0)
est T-périodique, oui x(t,z,0) est la solution du systéme non perturbé avec x(0,z2,0) = z.
Lensemble CL(V) est isochrone pour le systéme (2.2.a); c’est a dire il est un ensemble formé
seulement par des orbites périodiques, toutes ayant la méme période.

On note par & : R x R"* — RK la projection de R" sur ses k premiéres coordonnées, c’est
a dire
E(x1, X0, 000 Xy) = (X1, X2, .0, Xg),

et par &L : R x R"* — R"* Iq projection de R" sur ses n —k derniéres coordonnées, c’est a
dire
L _
ET(X1,X0, s Xpy) = (Xpg 1y eoer Xpy)-

Alors, on a les résultats suivants :

Théoréme 2.3 [36] Soit V un ensemble ouvert et borné de Rk, et soit B:CL(V)— R"* une
fonction de classe C?. supposons que :

i) Z ={zy=(a,B(a)),a e CL(V)} C Q et pour chaque z, € Z la solution x(t,z,) de
(2.2.b)) est T-périodique.
ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de telle que la

matrice M, (0)— M;a1 (T) a dans le coin supérieur droit une matrice k x (n— k) nulle, et
dans le coin inférieur droit la matrice A, (n—k)x (n—k) avec det(A,) # 0.

On considére la fonction F : CL(V) — RK

1 T
]—“(a):é(TJ; M (1)F; (8, x(t,2,))dt | (2.2.d)

S’il existea € V avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) = 0, alors il existe une solution T-périodique
@(t, €) du systéme telle que (0, ¢) — z, quand € — 0.

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.
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Théoreme 2.4 [36]] Soit V un ensemble ouvert et borné avec CL(V') C Q) tel que pour chaque
2o € CL(V) et pour chaque z, € Z, la solution x(t,z,) est T-périodique.
Considérons la fonction F : CL(V) - R"

1 T
Fla)= TL M;al(t)Fl(t,x(t, z,))dt. (2.2.e)

S’il existe a € V avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) = 0, alors il existe une solution T-
périodique @(t,€) du systéme telle que @(0,¢) — z, quand & — 0.

Théoreme 2.5 [36]] Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et borné de IR et soit
B : CL(V) — R™ une fonction de classe C2. supposons que :

i) Z ={zy=(a,p(a)),a e CL(V)} C Q et pour chaque z, € Z la solution x(t,z,) de
(2.2.b)) est T-périodique.

ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.2.c) telle que la

matrice Mz_al (0) - Mz_al (T) a dans le coin supérieur droit la matrice A,(m x m) avec

det(A,) # 0, et dans le coin inférieur droit une matrice m x m nulle.
On considere la fonction F : CL(V) — R™

Fla)=&*(2 TM—1 F d 2.2.f
@=eH(1 [ M 0R 0tz .24)

S’il existea € V avec F (a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution T-périodique
@(t, €) du systéme telle que (0, ¢) — z, quand € — 0.

Exemple 2.3 On considere I’équation suivante :
¥ —%+%—x=e(2+sin(t))(x? + 4x3), (2.2.g)

On écrit I'équation différentielle du troisieme ordre ((2.2.g) comme le systeme différentiel du
premier ordre suivant

X=1,
j=z (2.2.h)
Z=x-y+z+e(2+sin(t))(x? +4x3).

Lorigine est I'unique point singulier du systeme ([ 2.2.h) lorsque € = 0. La partie linéaire du
systeme (2.2.h)) avec € = 0 a l'origine est

0 1 0

0 0 1|

1 1

-1

A=

Les valeurs propres de la matrice sont +i et 1. On va faire un changement de variables linéaire

(X,Y,2)" =B(x,1,2)",

telle que dans les nouvelles variables (X, Y, Z), le systeme (| 2.2.h)) avec € = 0 a sa partie linéaire
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égale d sa forme normale de Jordan, c.d.d. (X, Y,Z)T = J(X,Y,Z)7, la forme normale réelle de
Jordan de la matrice A est :
0 -1 0
J= [ 1 0 O ]
0 0

Ona
BAB ! =] =BA-JB=0.
D’oni
1 -1 0
B=| 0 -1 1}
1 0 1

Par la transformation linéaire inversible (X, Y,Z)T =B(x,9, z)T, c.a.d.

X X X X
z z V4 z
on trouve
X=x-7,
Y=-7+32, (2.2.i)
Z=x+z
Ona
X X
y |=B' v |,
z Y
on obtient
X 1 X-Y+Z
Y ) -X-Y+Z |, (2.24)
z -X+Y+Z
On remplace ((2.2.h)) et (2.2.)) dans (2.2.i), on trouve
X =-Y,
Y=X+eF(X,Y,Z,t), (2.2.k)

Z=7+¢F(X,Y,Z,1),

ol
F=F(X,Y,Z,t)=F(x,9,2t).

Poure =0, la solution du systeme (2.2.k]) est

X(t) X cos(t)— Yysin(t)
Y(t) |=| Ypcos(t)+ Xysin(t) ]
Z(t) Zoet

On utilise la notion introduite dans le théoreme ((2.3)) d’apres le systeme ((2.2.K), on a

X -Y 0 0
x=| Y |, Fo(x,t)=| X |, Fi(x,t)=| E | et Fy(x,t,e)=| 0 |.
z z F 0

29



2.2. UN AUTRE THEOREME DE LA MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Soit x(t, X, Yo, Zy) la solution du systeme (2.2.K) telle que
x(0, Xo, Yo, Zo) = (Xo, Yo, Zo)

Il est clair que, le systeme non perturbé (2.2.k|) avec € = 0 admet un centre a l'origine dans le
plan (X,Y). Les solutions périodique de ce centre sont x(t, Xy, Yy,0,0) = (X(t), Y(t), Z(t)) telle
que

X(t) Xgcos(t)— Yysin(t)
Y(t) |=| Yocos(t)+ Xgsin(t) ]
Z(t) 0

Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2.
1. Pour notre systeme, V et a du théoréme sont'V = {(X, Y,0), 0< x% + y2 < p} pour
certains p arbitraires et a = (X, Yg) € V.
2. La matrice fondamentale M(t) du systéme non perturbé est

cos(t) —sin(t) 0
M(t):[ sin(t) cos(t) 0]

0 0 et

D’autre part, un calcul simple donne

0 0 0
MY 0)-M1t2n)=[ 0 0 0 ,
00 1-e
d'oit 1 —e 2™ = 0 Nous avons montré que toutes les hypothéses du théoréme (2.3) sont

vérifiées.
Par conséquent, nous allons étudier les zéros a = (X, Yy) € V des deux premiers composantes
de la fonction donnée par F

1 27 ~
f(a) = 6(% Mzal(t)Fl(t,X(t,Za))dt), £(x11x21x3) = (Xl,XQ),
0
c.d.d.
Fla) = (Ala), Fa)),
d’ou
1 27 B
Fla) = 7 ), sin(t)F (x (t, Xy, Yo, 0,0),t)dt
27 _ _
_ % sin(t)F(X(t)2Y(t),—X(t);Y(t), X(t); Y(t),t)dt. (2.2.1)
JO
1 27 5
Fla) = > . cos(t)F (x(t,Xg, Yy,0,0),t)dt
27
_(X(t)-Y X Y -X Y
= % . cos(t)F( (t)2 (t),— (t); (t), (t); (t),t)dt (2.2.m)
On pose F (a) = (F1(Xo, Yo), F2(Xo, Yp))-
On intégre (2.2.1) et ((2.2.m)), on obtient
Fi(Xo, Yo) = §YoXo—3Y§Xo— 3YoXT —3Y5 -3 X3 + 3 Y5 + £X3, (2.2.0)
.2.n
Fa(Xo, Yo) = 15 (Xo = Yp) (12X3 - Xo + 12Y§ - Yo).
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Si F (X, Yy) = F (X, Yy) = 0, on trouve

(X0, Yo) = (5 2)-

ooIH

1
8’
d(F,F)
d(ro, Vo)

Alors, pour € € [—¢y, €] avec €y > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée 21t-périodique
x(t, €) de 'équation différentielle (| 2.2.g)) telle que

3

det :@i

|(Xo, Yo) = (X, Y)

1
x(0,e) — 0, x(O,s)—>—§, %(0,e) — 0.

quand € — 0.

2.3 Théorie de moyennisation du second ordre

Le théoreme suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions
de certains systémes différentiels périodiques.

Théoreme 2.6 [47] On considére les deux problémes de Cauchy
% = eF(t,x)+e%Fy(t,x)+e3G(t, x, €),x(0) = x, (2.3.a)
et

= ef°)+ () +8°®)]9(0) = xo, (2.3.b)

ot F1,F, :[0,400) x D — R", G : [0,+00) x D x [0,¢&¢] — R" sont des fonctzons continues
T-périodique en la premiére variable t, et D un ouvert de R". f°, 10 et g0 sont des fonctions
moyennées correspondantes a Fy, F, et G respectivement.

Soit

oF, (9
fi(tx)= e —y (t ylfo

t
1(t,x) = J; [Fl(s,x) —fo(x)]ds+z(x),

et z(x) est une fonction différentiable de moyenne nulle. Supposons que

on

a) 8 :Fz et G sont Lipschitziennes relativement a x et continues dans leur domaine de
définition.
b) |G(t,x,¢€)| est bornée par une constante M positive dans [0, %) x D x(0,¢&g].
c) T est indépendante de .
1
d) y(t) € D pendant un temps d’échelle =
Alors
x(t) = p(t) + ey1 (£, 9(t)) + O(e?),

1
pendant un temps d’échelle p
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Corollaire 2.7 [47|] Si les hypothéses du théoreme (2.6) sont satisfaites, et de plus

i) =o.
Alors
1. Si p est un point d’équilibre du systeme moyenné ((2.3.b) tel que
9 (10 0
2 (FFPw+gw),_ =0 (2.3.0)

alors, il existe une solution T-périodique ((t, ) du systéme ( 2.3.a)) telle que Pp(0,e) — p
quand ¢ — 0.

2. Si(2.3.) est négative, la solution périodique ¢(t, ) du systeme ( 2.3.a)) asymptotique-
ment stable pour ¢ suffisamment petit. Si ( 2.3.a) est positive, cette solution est instable.

Exemple 2.4 On considere le systeme différentiel

2

X=—-P+eEX—&E°X,
{ P =x+e(x?—y—8xy)—e?y. (2.3.)

En passant aux coordonnées polaires (r,0) ot x = rcos(6), y = rsin(0) Alors on aura

F=—e2r+ (8r2 cos30 +12cos?20sin0 + 2rcos?0 — 8r2cosO — r)e,
0 =1+ (rcos®0 —8rsin6cos’O —2cosOsinO)e.

D’une maniére équivalente

5—; = eF, (r,0) + €2F, (1,0) + O(&?), (2.3.e)
telle que
F(r,0) = 8r2cos30 +12cos?0sinO + 2rcos’ 60 — 8r’cosO —r,
et

Fy(r,0) = —16r°cos®0 +63r°cos®OsinO — 4r* cos> 6
+32r%cos*0sin 6 + 1673 cos* 0 — 6413 cos® O sin 6
+4rcos> 0sin 6 + 3r% cos® O — 24r% cos? Osin 6

—2rcos@sin6 —r.
En appliquant maintenant le théoréme (2.6),0n calcule la fonction moyennée

_1
27

27
0 , d ,
) fo Fy(0,r)d0

1 27

=5 (87208’ 0 +r*cos? Osin 6 + 2rcos® O — 812 cos O — r)dO = 0.
0

Puisque f°(r) = 0, on peut passer d la théorie de moyennisation d’ordre deux, on calcule f!
telle que

oF
flrs)=="y"(s1),
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ou
1 ’ 1, 3 8 2 2 8 5 . . 1,
Y :J Pl(G,r)d(?:—gr cos (s)+§r cos (s)sm(s)—gr sm(s)+rcoss)sm(s)+§r ,
0

donc

1% 1%
fLr,s) = %yl (s,7)= aPrl ; F,(0,r)do
= (2sin(s)r(cos(s))> +16(cos(s))’ r+ 2(cos(s))> =1 — 167 cos (s))y1 (r,s).
Ensuite, on calcule la fonction f,(r) telle que
folr) = f+8"(n)

27
% (f'(s,r)+Fa(s,7))ds,

ou

s, 1)+ Fy(s,r) = —%r(—SlSrzsin(s)(cos(s))5—160r(cos(s))4sin(s)

—18(cos(s))®sin (s) + 44872 (cos (s))® sin (s)
+144rsin (s) (cos(s))> — 2r% sin (s) (cos (s))*
—1287%cos (s)sin (s) + 9 cos (s)sin (s) — 8rsin (s) + 3
+7+ 1672 cos(s ) 9612 (cos(s)) —167(cos(s))®
+80r2 (cos (s )) —167%(cos (s) 3—2r(cos(r))2
+207 (cos (s))° + 1672 (cos (s))?).

Ce qui implique que
fr=r-r.
L'équation f,(r) = 0 a une seule racine posztzve r=1etona [a f2 )]r_ = 2> 0. Donc

d’aprés le corollaire (2.7), le systéme (2.3.€]) pour |¢| = O suffisamment petit, a un seul cycle
limite instable d amplztude r=1. (Vozrﬁg .)

PP araeer S S E C SN SN Y
PPy A R A S S
VP rrreyere i WL LN NN Y
P e et L NN NN
'//l‘}//l//dfd’q——e_kv\\\\\\\\
VARVl - e MR L N LN N N Y
NN L =SSN S
IRV e~ S S EE LR
N N L e L B
RN IV N R R RRR
BER R R AT ARE;
SEEIEEC WAL R B

¥\\\\\\\\»a;//ff;f4f
R N netetts R
R N B D
R R N " o A A
A R e
R T S TN B R PP
B T e s e P P Py Yy
R L CIeE T S P P P

FiGURE 2.2 — Cycle limite instable de I’quation (2.3.d) pour e = 1073.
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2.4 Théorie de moyennisation suivant le degré de Brou-
wer

Dans cette section, on s’intéresse a la théorie de moyennisation pour la recherche des
solutions périodiques d’un systeme différentiel suivant le degré de Brouwer.

Deéfinition 2.1 (Degré de Brouwer). Soit D un sous ensemble ouvert de R" et V un sous
ensemble ouvert borné de R" tel que V C D, et soit f : V x [—€g, 9] — R" une fonction telle
que 0 ¢ f (dV,¢€) pour un certain €. Nous appelons dg(f (.,€),V,0) le degré de Brouwer de la
fonction f(.,€) par rapport a I'ensemble V et le point 0.

Proposition 2.1 Sidg(f (., €),V,0) = 0 alors I'équation f(.,&) = 0 a une solution dans V .

Définition 2.2 (Degré de Brouwer pour des fonctions de classe C'). Soit g € Cl(t), V C
D et Zg =z¢€ 1% :'g(z) =0. Supposon§ aussi que Jq(z) :t.O‘ pour tout z € Z, ol Jo(z) est le
déterminant jacobien de g en z. Ce qui assure que Zq est fini, alors

dy(g,V,0)= ) sign(J(2),

zeZg

(Voir le théoreme 1.1.2 de [132]]).

Remarque 2.1 Soit g: D — IR" une fonction de classe C!, avec g(a) = 0, o1t D est un ouvert
de R" et a € D. Si Jo(a) # 0, il existe un voisinage V de a tel que g(z) = 0 pour tout z€ V\ {a}
etona

dg(g,V,0)e{-1,1}.

Exemple 2.5 Soit la fonction f(z) = 22, le degré de Brouwer de f est égale d 0. Cette fonction
a une seule racine z =0 et f/(O) =0.
Pour calculer le degré de Brouwer de f, on considére une constante A > 0, Uintervalle V =
(=2A4,2Q) et la fonction

g(z) = z2 - A%

Alors, la fonction g a deux racines dans V qui sont zy = A et z; = —A. La matrice jacobienne
en zy est g (z1) =21 > 0eten z, est g (z,) =—2A < 0. Donc, dg(g,V,0) = 0.

Lemme 2.1 [7]] On considere les fonctions continues : f; : V > R", pouri=0,..,ketf,gr:
V x [~€g, 9] = R" données par

ge)=fol)tefi(V+e*f()+o+ e fi (),

et
fle)=g(,e)+e*r(,e).
Supposons que
g(.,€) = 0 pour tout z€ AV, € € [—&p, £0] \{0} .

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, dg(f(.,€), V,0) est bien défini et de plus
dp (F(,€), V,0) = dp (3(,€), V., 0).

Pour la démonstration voir [|7)].
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3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous intéressons a l’existence des solutions périodiques bifurquant
de l'origine des coordonnées des systémes différentiels polynomiaux dans IR* non-linéaires
homogénes quadratique, c.a.d pour le systeme différentiel

MM

X = (ae+ae?)x—(b+bie+bye?)y+ eJX (x,v,z,w

j=0

2
v = (b+bie+bye®)x+(aje+aye?) y+Z£]Y X,9,2,w),

j=0

5 (3.1.a)
7 = (cre+cye?)z—(b+die+dye®)w Z i(xy,z,w),

j=0

W = (b+die+dye?)z+(cre+cre?) w+Ze]W]~ X,9,2,w),
j=0
ou
2 2
Xi(x,9,z,w) = aj0x"+a;1xy+4a;2Xz+a;3xW+4a;4Y" +4;592+a; YW

+{/1]"722 t4a;gzw + aj,ng,

Yi(x,9,z,w), Zj(x,9,z,w) et W;(x,7,z,w) ont la méme expression que X;(x,y,z,w) en rem-
plagant aj; respectlvement par b],, ji et d]-i pour j=0,1,2eti=0,1,...,9. Les coefficients
aij, bij, cij, dij, a1,a3,b,b1,by, c1,¢5,dy,dy sont des parametres réels avec b = 0. Notons que
pour ¢ = 0, a 'origine, le systeme a les valeurs propres +bi avec multiplicité 2.
Ainsi que l'origine est un point d’équilibre zéro-Hopf.
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Théoreme 3.1 En appliquant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre, le sys-
teme (3.1.a) a au plus 300 cycles limites qui bifurquent de l'origine lorsque € = 0.

3.2 Preuve du théoreme 3.1

Nous faisons le changement de variables (x,y,z, w) aux nouvelles variables 6, p1,p»,s
donné par x = €pycos6, y = €p;sin6, z = €pycos(0 +5), w = €p,sin(O + 5), nous prenons
I’angle 6 comme nouvelle variable indépendante. Le systéme (| 3.1.a) devient

d

= F11(0,p1,p2,5) + £2F1(0,p1,02,5) + O(e?),

d

2 = eF12(0,01,02,5) + €2F2(0,01,02,5) + O(Y), (3.2.2)
ds

10° €F13(0,p1,p2,5) + €°F3(0,p1,02,5) + O(£).

Les fonctions Fy; et Fp; pour i =1, 2,3 sont données dans ’Appendice-A.
Le systeme (| 3.2.a)) est écrit dans la forme normale comme

Fl(tlx) = (Fll(glplf 9275);1:12(9;Plr02;5)1F13(9’ perZIS))r

Fy(t,x) = (F21(0,p1,02,5),F22(0,01,02,5), F23(0,p1,02,5)),
T = 2m.

Nous calculons la fonction moyennée du premier ordre f; = (f1, fi2, f13) telle que

1 27
ﬁ@wwh—i‘%@mmﬁw
0

27
On obtient .
fitlpi,p2,8) = 1p1’
51%2
fi2(p1,02,8) = ——,
—d

fi3(p1,p2,8) = — L b

La solution de systeme des fonctions suivant

fi1(p1,p2,5)=0
fi2(p1,02,5) =0,
fis(p1,p2,5) =0

J

est (p],p% 5%) =(0,0,s). Alors la théorie de la moyennisation du premier ordre ne peut pas
fournir d’informations sur l’existence des solutions périodiques. Pour passer au deuxieme
ordre, nous rendons la premiere fonction moyennée identiquement nulle, c.a.d nous pre-
nons a; = ¢; = 0,b; = d;. En calculant la fonction moyennée du deuxieme ordre, nous

obtenons f, =(f21, f22, £23)= (f21(P1,02,9) » f22(P1 02, 9), f23(P1,02,5)),
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ou

et

Iy

1
for = 5473 (locos® sp1p3 + I cosssinspy p3 + I cosspips + I3 cossp3+
Iy sinsp%pz +1I5 sinspi + IGP? + 179195 +1Igpy )'
1 .
fa=55 (Jocos?sptpa +J1 cosssinspfpy + Jocossp; + I3 cos spy p3+

Jisinsp; + J5sinspyp3 + Jepip2 + J705 +]8p2), (3.2.b)
1

- 24b2p1p2
cosssinsp; pg + Ky cos sp;L + K5 cos spfpg + K¢ cos spgL + K7 %

f23

(KO cos?sp3p, + Kj cos?spy p3 + K, cosssinsps py + K3 x

sin spiL + Kgsin spfp% + Kgsin sp‘zL + Klopfpz + Kllplpg + Klzplpz),

(ago (—=8agg + 4boy — 4bgo) + agy (2ag; — 2agg — 2bog) + agy (6495 — 6bgr — 4cog+
2dgy —2dgg) + ag3 (—6age + 6bgs — 2cq7 + 2¢o9 — 4dg) + ags (—4apg + 8by7 — 8bgo)
+ aps (1 2&06 — 6b05 + 4:C07 — 4C09 + Zdog) + ape (6b06 — 2C08 + 4d07 — 4d09)

+agy (8[900 + 4b04 — 12d02 — 12d06) +dpg (2b01 + 6C02 + 6C06 + 6d03 — 6d05)

+agg (—=8bgg —4bgs — 12¢o3 + 12c¢s5) + 4boobog + bo1 (2bo7 — 2bg9)

+ boz (-12[703 + 6b05 + 4C07 — 4:C09 + Zdog) + b03 (—6b06 — 2C08 + 4d07 — 4d09) +
8bo4bos + bos (4cog — 2dgy + 2dg) + bog (2¢o7 — 2¢o9 + 4dgg) + boy (—12dy3 + 12ds5)
+bog (6¢o3 — 6¢05 — 6dgy — 6dg6) + bog (12¢0p +12¢¢6)),

(a00(8ag7 — 8agg +4bog) + ag1(2ags + 2bg7 — 2bgg) + ag2(6ags — 6bgs3 + 4co7 — 4cgo
+2dog) + ag3(6a9s5 — 6boa — 2cg + 4do7 — 4dgg) + ag4(4ag7 —4age + 8bog)

+ ags(—6ags5 — 6bge + 4cog — 2dgy + 2dg9) + age(6ags — 6bgs + 2co7 — 2¢9 + 4dg)
+ag7(—2bgy —12dg3 + 12dy5) + agg(8bgo + 4bgy + 6¢o3 — 6¢o5 — 6dgr — 6d )
+ag9(2bg1 + 12¢pp + 12¢6) + boo(—4bg7 + 4bgg) + 2bg1 bog + boa(6bgr + 6bge + 4cps
—2dyy +2dy9) + boz(—6bg3 + 6bgs + 2c¢7 — 2¢o9 + 4dog) + boa(—8bgy7 + 8bgg)
+bos(—4co7 +4cog — 2dog) + bos(2cos — 4do7 + 4dgg) + bo7(12dgs + 12d6)
+bog(—6¢02 — 6¢os — 6dg3 + 6dos5) + boo (1203 — 12¢05),

(ago(—2a03 + ags —8bgy — 7boe) + ap1(5a02 + 4age + boz — 2bgs) + aga(—boo + 7bog4
— 2C03 — 2C05 — 5d02 — 7d06) + 6!03(-4&04 + 2b01 + 5C02 + 7C06 — 2d03 — 2d05)
+aga(5ags + 2bgy + bog) + ags(—boy + 2¢op — 2¢o6 + doz + dos) + ag6(—2boo + 8boa4
— €03 — Co5 + 2dp — 2d ) + ag7(—4co1 — 10dgg — 14dog) + agg(7coo + 5co4 — do1)
+ago(—2coy +4dgg —4dog) + boo(—5bg3 + 4bgs) + b1 (—4bop — 5bge) + b2 (2¢02
—2co6 + doz + dos) + boz(—bos — co3 — o5 + 2dgn — 2d6) + 2boabos + bos(2¢o3 +
2C05 — 7d02 — 5d06) + b06(7C02 + 5C06 + 2d03 + 2d05) + b07(4:C00 — 4C04 + 2d01) +
bog(co1 — 5dgg — 7doa) + bog(14cgg + 10cq4 + 4dp1)),

(a02(=2agg — 5bo7 — 7bgg) + ag3(2agy — 2ag9 + bog) + ags(5ag7 + 7agg — 2byg)

+age(—aps + 2bgy — 2bog) + ag7(2bg, + 7boe — 4cog — 10dg; — 14dgg) + apg(2bo3
—bos +7co7 + 5¢09 — dog) + age(—2bga + Sbog — 2¢g + 4do7 — 4dg9) + borbos
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+bo3(=7bg7 — 5bgg) + bys(2bgy — 2bgg) + 2bgebog + bo7(4co7 — 4coo + 2dgg)
+bog(cog —5do7 — 7dgg) + boo(14cgy + 10co9 + 4dgg)),

(a00(2a02 + age — 8bos + 7bos) + a1 (5a03 —4ags — bor — 2bos) + ag2(4as4 — 2bo1
+ 2¢p — 2¢p6 — Ddg3 + 7ds) + agz(—boo + 7bog + 5¢93 — 7¢o5 + 2d g — 2d )
+ag4(5a06 + 2bgz — bos) + ags5(2bgg — 8bog + 2¢g3 + 2co5 — dop + dos)
+ags(—bo1 + €02 — o6 + 2do3 + 2dos) + ag7(—4coo + 4c0q — 2do1) + agg(—Co1
—7dgo — 5dog) +age(10cog + 14coq —4do1) + boo(5bo2 + 4boe) + bo1 (—4bo3
+5bos) + boa(bog + 2¢03 + 2¢o5 — doz + dos) + bos(co2 — cog + 2do3 + 2dgs) +
2boabos + bos(—2cq2 + 2c06 — 7do3 + 5dos) + bos(7co3 — 5cos5 — 2dgp + 2dos)
+bo7(—4co1 + 14dgg + 10do4) + bog(—5¢co0 — 7¢o4 — do1) + boo(—2¢o1 + 4dgg —

4dos)),

(a2(2a97 — 2ag9 + bog) + ag3(2agg — 7bo7 — 5bgg) + ags(—ags + 2bo7 — 2bgo)
+agg(7ag7 + 5a99 + 2bgg) + ag7(—2bgz — 5bgs + 4co7 — 4cgo + 2dg)

+ agg(2bgy + bog + cog — 5dog7 — 7dg9) + age(2bgz — 7bgs + 14cy7 + 10cp9 +
4dog) + bo2(5bo7 + 7bog) — bosbos + 2bosbog + bos(—2bo7 + 2bgg) + b7 (4cos +
10dg7 + 14dg9) + bog(—=7co7 — 5co9 + dog) + boo(2cog — 4dg7 + 4dgo),

(ag0(3a01 — 6bo) + 3ag1a04 + ag2(—2c1 — 5dog — 7doa) + ag3(5c0 + 7cos —
2dg1) + 6a04bog + ags(2co0 — 2co4 + do1) + ags(—Co1 + 2dog — 2doa) — 3boobor
—3bo1bog + bo2(2¢00 — 2¢04 + do1) + boz(—co1 + 2dgg — 2do4) + bos(2¢1 — 7doo
—5do4) + bog(7coo + 5¢o4 + 2d01),

(ago(4ags — 14bo7 —10bgg) + ag1(5ao7 + 7agg + bog) + do2(—34ags + 3bgz + 2¢og
—7do7 — 5dg9) + ag3(3ags — 3bos + 7co7 + 5¢cq9 + 2dog) + aga(2a0s — 4bo7 + 4boo)
+ags(—6a9s + 3bos — 2¢o7 + 2¢o9 — dog) + aos(—3bos + cos — 2do7 + 2dg9)
+ag7(—4boo + 10bgy — 4co3 — 4cos + 2dgo — 2dog) + ags(—bo1 + co2 — o6 — 7do3
+5dys5) + age(4bgo + 14bgy + 10cy3 — 14cys + 4dgy — 4dog) — 2boobos + bo1 (=7 g7
—5bgg) + bo2(6bg3 — 3bos — 2co7 + 2¢o9 — dog) + bo3(3bos + cog — 2do7 + 2dg9) —
4bo4bog + bos(—2cos — 5dg7 — 7dgg) + boe(5co7 + 7 ¢o9 — 2dog) + bo7(4cor — 4cos +
14dy3 —10dgs) + bog(—=5¢o3 + 7co5 + do2 — dog) + bog(2¢02 — 2¢o6 + 4do3 + 4dos),

24:@217,

(ago(4co3 — 2¢q5 + 4dgy + 2dgg) + ag1 (—4coz — 2¢o6 + 4do3 — 2dgs) + aga(6¢o1 +
12dy4) + ag3(12¢o4 — 6do1) + aga(—4co3 + 2¢o5 —4doa — 2dgg) + ags(—12co4 +
6do1)+aps(6¢o1 +12doyg) + boo(2¢02 + 4cos — 2do3 + 4dos) + bo1(2¢03 — 4cos + 2do
+4dge) + boa(—12cog — 6do1) + bos3(—6¢01 + 12dgg) + boa(—2cop — 4cos + 2do3
—4dgs) + bos(6c01 —12dgg) + bos(—12co0 — 6do1) + coo(2¢08 + 8do7 + 4dgy)

+ co1(=8cq7 —4cog + 2dgg) + Co2(6¢o3 — 6dg2) + o3(12¢06 — 6d03) + Coa(—2C08 —
8dg7 —4dqg) + co5(—6¢os + 6dgs5) + 6¢06d0s + Co7(4doo — 4dos) — 2cgdo1 + €o9(8dgo
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—8doyg) + 2dodos + do1(4dg; + 8dyg) + dor(6dg3 — 12d5) — 2d4dog — 6dysdg),

(ago(—4co2 — 2co6 +4do3 — 2dgs) + ag1 (—4cos + 2¢o5 — 4doy — 2dg6) + aga(—12co4
+6do1) + ag3(6co1 +12dog) + aga(4cor + 2co6 — 4dos + 2dgs) + ags(—6¢o; — 12dg4)
+ age(—12cg4 + 6dg1) + boo(2co3 — 4cos + 2dgr + 4dge) + b1 (—2cpp — 4cpe + 2d o3 —
4dgs) + boa(6¢o1 — 12dgg) + bo3(—12cqo — 6do1) + boa(—2¢q3 + 4cos — 2dgy — 4dos)
+bos(12¢qg + 6do1) + bos(6c01 — 12dgg) + coo(—8co7 — 409 + 2dog) + co1(—2co8 —
8do7 —4dgg) + coa(—6¢06 + 6dgs) + Co3(6¢o3 — 605 + 6dg6) + Coa(8co7 + 4co9 — 2dgg)
+6¢05d02 + Cog(—6¢os + 6do3) — 4cozdo1 + Cog(—2dog + 2dog) — 8coodor + doo(4do7 +
8dgo) — 2dgy dog + doa (~6dgz — 6dgs) — 6dosdos + doa(—4dg7 — 8dge) + 6djs),

(ago(7co1 +4dgg + 14dog) + agy (—4coo — 2¢o4 + doy) + aga(5¢co1 — 4dgg + 10d4) +
boo(=10cqg + 4coq — 5do1) + bo1(—co1 + 2doo + 4dog) + bos(—14co0 — 4cos — 7do1) +
co0(5¢o3 + 2¢o5 + 2dga + 7doe) + co1(—2¢02 — o6 — dos + 2ds) + Co2(—5doo — 7do4)
+co3(7coq — 2do1) + coa(—2c05 — 2dga + 5dge) + cosdo1 + Cos(2doo — 2do4) + doo(2do3
—7dgs) +do1(doz + 2dos) — 2dg3dos — 5doados),

(a02(2co3 + 5¢o5 + 2dgp + 7dos) + aos(—2co2 — Cog + 2do3 — dos) + ags(—2co2 — Coe
+2dy3 —dys) + age(—2co3 + 7cos5 — 2dgn + 5dgg) + ag7(7co1 + 4dgg + 14dyy) +
agg(—4coo — 2¢04 +do1) + ago(5co1 — 4dgg + 10doy) + boa(—5co2 + 2¢o6 — 7do3 + 2d5)
+bos(co3 — 2co5 + doa + 2dog) + bos(cos — 2¢os + doz + 2dos) + bos(=7co2 — 206 —
5dy3 = 2dgs) + b7 (—=10cqg + 4coq — 5dg1) + bog(—co1 + 2dgg + 4do4) + bog(—14cqp —
4cog —7dg1) + coa(5¢co8 — do7 + 7dgg) + co3(Co7 + 5co9 — dog) + cos5(—2c07 — 4cog +
2dgg) + coe(4cos — 2dg7 + 8dgg) + co7(—8doz — 7dgs) + cog(—2do3 + dos) + co9(2dp2
+dog) —4dordog + doz(4do7 + 2dg9) + dos(—5do7 — dog) — 5dosdos),

(ago(—4coo — 14coq + 7do1) + ag1(—co1 —4doo — 2doq) + aga(4coo — 10coq + 5do1)
+boo(5¢o1 — 10dg +4dog) + bo1 (—2¢o0 — 4cog — do1) + boa(7co1 — 14dgo — 4dog)
+ coo(—2¢02 — 7cos + 5do3 + 2dos) + co1(co3 — 2¢o5 — 2dgp — dos) + Co2(2¢04 — do1)
+ co3(—2dgg + 2do4) + co4(—5co6 + 7do3 — 2dg5) + co5(7doo + 5doa) — 2¢osdo1
+doo(—5doz + 2dog) + do1 (—2dg3 + dos) — 7dgpdog — 2d4de),

(ag2(—2cgp — o6 + 2doz — dos) + ags(—2co3 + 7¢gs — 2dg + 5dgeg) + dgs5(—2¢03 —
5¢o5 — 2doy — 7dgs) + ags(2¢02 + Cog — 2do3 + dos) + ag7(4cop — 10coq + 5do1)
+agg(co1 +4dog + 2dog) + ago(—4coo — 14cos + 7do1) + boa(cosz — 2co5 + doa +
2dyg) + bos(—7cop — 2c06 — 5doz — 2dgs) + bos(5¢o2 — 2¢os + 7do3 — 2dgs) +
boe(—co3 + 2¢05 — doa — 2dog) + bo7(7co1 — 14dog — 4dos) + bog(2cq0 + 4cos + do1)
+bog(5¢o1 — 10dg + 4dog) + coz(—2co7 — 4co9 + 2dog) + co3(4cos — 2do7 + 8do)
+ Co5(—5¢cog + do7 — 7do9) + cos(—Co7 — 5¢q9 + dog) + Co7(—7do3 + 8dos) +

cos(doz + 2dog) + coo(dos — 2dos) + doa(—5do7 — dog) — Sdosdos + 4dgsdog +
dos(—4do7 — 2dg9)),
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(a00(—=2co3 + 7co5 — 2dga + 5doe) + ag1(2¢o2 + cos — 2do3 + dos) + agz(co1 +4dog
+2dgyg) + agz(—4cog — 14coq + 7dg1) + aga(2co3 + 5¢o5 + 2dgr + 7de) + ags(—4cgo
+10co4 — 5dg1) + ags(—co1 — 4doo — 2do4) + boo(—7co2 — 2¢o6 — 5do3 — 2dg5) +
bo1(—co3 + 2¢co5 —doa — 2doe) + boa(2¢p + 4cog + do1) + bos3(5co1 — 10dgo + 4do4)

+ bog(=5cgr + 2cp6 — 7d 3 + 2dgs) + bos(—7coq + 14dgg + 4dyg) + boe(—2c90 —

4cog —do1) + coo(5¢cos — 4do7 +10dgg) + co1(4co7 + 2¢o9 — dog) + o2(—3co3 + 3dp2)
+co3(=6¢06 + 3do3) + co4(7cos + 4do7 + 14dgg) + co5(3c06 — 3dos) — 3coedos +
co7(—14doo — 10dg4) + cogdor + coo(—4dog + 4doy) — 7doodos + do1(—2dg7 — 4dgo) +
doa2(—3dgs + 6dos) — 5dgadog + 3dosdos),

ag7(2¢o3 + 5¢o5 + 2dga + 7dos) + ags(—2co2 — cog + 2doz — dos) + age(—2¢g3 + 7¢os
—2dys + 5dge) + bo7(—5c02 + 2¢o6 — 7do3 + 2dgs) + bog(cos — 2¢o5 + do2 + 2dg6)
+bog(=7coz — 2¢os — 5do3 — 2dgs) + co7(3co8 — 6dg7) + 3cosCog + 6Co9do9 — 3dg7dos
— 3dogdog),

24bC2,

(ago(—4co2 — 2co6 +4do3 — 2dgs) + ag1(—4cos + 2¢o5 — 4doa — 2dg6) + apa(—12co4
+6dg1) +ag3(6c01 +12doyg) + aga(4cor + 2co6 —4do3 + 2dgs) + ags(—6c1 — 12d4)
+ agg(—12cqq + 6dg1) + boo(2c03 — 4cos + 2dgr + 4dyg) + b1 (—2¢or — 4cpe + 2do3 —
4dgs) + boa(6¢o1 — 12dgg) + bos3(—12cq0 — 6do1) + boa(—2cq3 + 4cos — 2dgp — 4dos)
+bo5(12cgo + 6dg1) + bos(6¢01 — 12d0o) + coo(—8co7 — 4cog + 2dgg) + co1(—2¢08 —
8dg7 —4dq9) + co2(—6¢Cog + 6dos) + Co3(6C03 — 605 + 6dg) + Co4(8co7 + 4co9 —
2dgg) + 6¢o5do2 + Cos(—6¢os + 6do3) — 4cozdo1 + Cog(—2dog + 2dog) — Bcoodor +
doo(4doy + 8dgg) — 2do1dog + do2(—6do2 — 6dgs) — 6d3dos + dog(—4dg7 — 8dgo)
+6dZs),

(a0(8ag7 — 8agg +4bog) + ag1(2ags + 2bgy — 2bgg) + ag2(6age — 6bgsz + 4co7 —

4cog + 2dgg) + ag3(6ags — 6bgy — 2cog + 4dg7 — 4dog) + aoa(4ag7 — 4ag9 + 8bos)

+ ags5(—6ags5 — 6bgg + 4cog — 2dg7 + 2d9) + age(6age — 6bgs + 2c07 — 2¢09 + 4dg)
+ag7(—=2bgy — 12dy3 + 12dy5) + agg(8bgo + 4bgy + 6¢o3 — 6¢o5 — 6dgr — 6d6) +
ag9(2bgy + 12¢02 + 12¢gg) + boo(—4bg7 + 4bgg) + 2bo1bgg + b2 (6bgo + 6bgg + 4cog —
2dy7 + 2dg9) + boz(—6bgz + 6bgs + 2c97 — 2¢09 + 4dg) + bos(—8bg7 + 8by9) +
bos(—4co7 +4co9 — 2dog) + bog(2cog — 4dg7 +4dog) + bo7(12dgy +12dgs) +
bog(—6¢o2 — 6¢06 — 6dp3 + 6dg5) + bog(12¢o3 — 12¢p5)),

(ago(—4co3 + 2cg5 —4do — 2dog) + ag1(4coz + 2cos — 4dosz + 2dgs) + aga(—6¢o1 —
12dyy) + ag3(—12coq + 6do1) + ag4(4cos3 — 2¢o5 +4doa + 2dge) + ags(12co4 — 6do1)
+ags(—6¢o1 — 12d04) + boo(—2c02 — 4cos + 2dos — 4dos) + bo1 (—2¢o3 + 4cos —
2dyy —4doe) + boa(12cq0 + 6do1) + bos(6co1 — 12dgg) + bosa(2¢02 + 4cos — 2do3 + 4dos)
+bos(—6c01 +12dgg) + boe(12co0 + 6do1) + coo(—2¢cos — 8do7 — 4dgg) + co1(8co7
+4cg9 — 2dog) + co2(—6¢03 + 6dp2) + co3(—12¢06 + 6d03) + co4(2cog + 8do7 + 4do9)
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+¢05(6¢06 — 6dgs5) — 6co6doe + Co7(—4dgg + 4dos) + 2cogdor + Coo(—8dpg + 8dps) —
2dggdog +do1 (—4doy — 8dgg) + door(—6d3 + 12dys) + 2do4dog + 6dy5dg6 ),

(ago(8agg —4bo7 +4bgg) + ag1 (—2ag7 + 2agg + 2bog) + aga(—6ags + 6bo; + 4cog —
2d07 + 2d09) + a03(6a06 - 6b03 + 2C07 - 2C09 + 4d08) + a04(4a08 - 8b07 + 8b09) +
6105(—1 26106 + 6b05 - 4C07 + 4C09 - 2d08) + 6106(—6b06 + 2C08 - 4d07 + 4d09) +
6107(—8b00 - 4b04 + 12d02 + 12d06) + ﬂog(—2b01 - 6C02 - 6C06 - 6d03 + 6d05) +
a09(8boo +4bos +12¢93 — 12¢5) — 4boobos + bo1 (—2bo7 + 2bgg) + bo2(12bg3 — 6bgs —
4cg7 +4cgg — 2dog) + bo3(6bge + 2cog — 4do7 +4dog) — 8bosbog + bos(—4cog + 2do7 —
2d09) + b06(—2C07 + 2C09 - 4d08) + b07(12d03 - 12d05) + bog(—6C03 + 6C05 + 6d02 +
6dog) + boo(—12c95 — 12¢¢s)),

(ago(—4coo — 14coq + 7do1) + ag1(—co1 —4doo — 2do4) + ap4(4coo — 10coq + 5do1)
+boo(5¢o1 — 10dgg +4dog) + bo1 (—2¢00 — 4cos — do1) + boa(7co1 — 14dog — 4dog)
+ coo(—2¢02 — 7coe + 5do3 + 2dos) + co1(co3 — 2¢o5 — 2dgn — dos) + €02(2¢04 — do1)
+ co3(=2dgg + 2dog) + co4(—5co6 + 7do3 — 2dgs) + co5(7dog + 5doa) — 2¢osdo1

(-

+doo(=5dgy + 2dge) + do1 (—2doz + dos) — 7dgados — 2dpad ),

(ago(6agz + 3ags — 3bos) + ao1 (393 — 3bga — 6bog) + apa(12ag4 — 6bg1 — 9co +
3dgz + 6dos) + ags(—3bog — 3bog — 3oz — 3dos) + aoa(15a96 + 6bo3 — 3bgs) +
ags5(6boo + 3cos5 — 9do2 — 6dgs) + aps(—3bo1 + 902 + 9dos) + ag7(—18coq + 9do1) +
agg(—9dgo — 9doa) + ago(18coo + 9do1) + boo(15bg2 + 12bgs) + 3bg1bos + boa(3boy +
9¢o3 + 9dog) + bos(—6¢o2 — 9cge + 3do3) + 6boabos + bos(—3co2 — 3dos) + boe(6c03 +
3¢5 — 9do2) + bo7(9co1 + 18dog) + bog(=9co0 — 9co4) + boo(9co1 — 18dgp) +
co2(=6¢o7 — 12¢q9 + 6dog) — 6¢3dg7 + Co5(—3c08 + 3do7 + 3dgg) + co6(—3co7 —
15¢q9 + 3dog) + 3co7do3 + cog(3doa + 6dge) + Co9(3do3 — 6dgs) + doa(—15dg7 —
3dgg) — 3dos3dos + dos(—12dg7 — 6d9)),

(a02(2a97 — 2499 + bog) + ag3(2agg — 7bo7 — 5boo) + ags(—aos + 2bo7 — 2bgo) +
age(7a07 + 5ag9 + 2bog) + ag7(—2bos — Sbos + 4co7 — 4cog + 2dog) + dgs(2bor +
bog + cog — 5do7 — 7dg9) + ag9(2bgz — 7bgs + 14co7 + 10cqg + 4dg) + boa(5bg7 +
7boo) — bosbos + 2bosbog + bos(—2bo7 + 2bgg) + bo7(4cos + 10dg7 + 14dgg) +
bog(—7co7 —5co9 +dog) + bog(2cog — 4do7 + 4dyo)),

(ago(=7co1 — 4doo — 14dog) + ag1(4coo + 2¢04 — do1) + aoa(—5¢o1 + 4doo — 10do4)
+bo(10cqo —4coq +5do1) + bo1(co1 — 2dog — 4dog) + boa(14cqp + 4coq + 7do1)

+ coo(=5¢03 — 2¢o5 — 2dgp — 7dos) + co1(2¢02 + o + doz — 2dgs) + €o2(5dgo +
7dog) + co3(=7coq + 2do1) + co4(2¢05 + 2dop — 5dos) — Co5do1 + cos(—2doo + 2do4)
+doo(—2dos + 7dgs) + do1 (—doz — 2dgs) + 2do3dog + 5dosadps),

(a00(6a93 — 3ags — 3bge) + ag1(=3agy — 3boz + 6bgs) + ag2(3bgo + 3bos + 3cos5 —
3dyy) +ap3(12ag4 — 6bg) + 3¢y — 6¢o6 + 9dg5) + aga(—15a95 — 6bgy — 3bge)
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+a0s5(3bg1 + 9cos — 9do3) + ags(6boo + 9co3 — 6¢05 + 3dos) + ag7(—9¢o1 + 18dq)
+a0g(—9¢00 — 9¢co4) + ag9(—9¢01 — 18dg4) + boo(15bg3 — 12bgs) + 3bg1 bos
+boa(—3cgz +6do3 — 9dgs) + b3 (3bgg + 9cos — 9dgz) — 6boabos + bos(—9co3 +
64y — 3dos) + bos(3c06 —3do3) + bo7(18coo + 9do1) + bog(9dgg + 9dos) +
boo(—18cpq +9dy1) + cor(—3cog + 3dg7 + 3dy9) + co3(—3co7 — 15¢cg9 + 3dgg) +
co5(6¢07 +12cq9 — 6dog) + 6¢06do7 — 3co7d06 + Co8(6do3 — 3dos) + o9 (—6dg2 —
3dge) + dos(—12dy7 — 6dog) + dos(15dg7 + 3dgg) + 3dosdos),

Ky = (ag2(2apg +5bg7 +7bgg) + ag3(—2ag7 + 2ag9 — bog) + ags(—5a97 — 7agg + 2bgg)
+ agg(ags — 2bg7 + 2bg9) + ag7(—2bgy — 7bog + 4cog + 10dy7 + 14d )
+agg(—2boz + bos — 7co7 — 5¢9 + dog) + ag9(2bg2 — Sbos + 2cog — 4do7 + 4dgg)
—bo2bog + bo3(7bo7 + 5bg9) + bos(—2bo7 + 2bgg) — 2boebos + bo7(—4co7 + 49 —
2dog) + bog(—cos + 5do7 + 7dgg) + bog(—14cq7 — 10co9 — 4dog)),

Kio = (ago(4ago + 10agq —5bg1 + 2co2 — 5co6 — 2do3 + 7dogs) + ag1 (a1 — boo — 5bog +
2¢3 — co5 + 2dgy + dog) + aga(—2coo — 404 + 2dg1) + ao3(—8co1 — 2doo — 16do4)
+ ap4(10agg — by — 2c9p — 7¢o + 2do3 + 5dgs) + ags(7co1 — 11dgo + 5dg4)
+age(11cog + 7cos +dor) + bog(10bgg + 10bgy + 5¢cp3 + 2c95 — 7d gy — 2dgg) +
bo1(bo1 + oz + 2c06 — do3 + 2dgs) + boa(co1 + 7dog + 11dgg) + bos(5¢op —
11cog+7dg1) + boa(4bgs + 7co3 — 2¢05 — 5dgr + 2dgg) + bos(—16co0 — 2co4 — 84dp1)
+bos(2co1 —4doo — 2do4) + coo(4co7 — 10cq9 + 5dog) + co1(cos + 4do7 + 2dg9) +
co2(—2¢02 + cog + 4dg3 — 5ds) + co3(—5co3 + Sco5 — 4doz — 5dos) + Coa(—4co7 —
14cgg + 7dog) + cos(—2cos5 — dop + 4dos) + cos(Cos — do3 — 4dos) + 2¢o7do1 +
cos(7doo + 5dos) +4coedor + doo(—14do7 — 4doo) + do1dos + doa(doz + dos) +
dos(—2dys + 5dgs) + doa(—10dg; + 4dgg) — 5d3s — 2d3),

Ky1 = (ago(—4ag7 +4ag9 — 2bog) + ao1(—aos — 7bg7 — 5bog) + a92(2a92 — ags + 5bos —
4bgs — 2cq7 + 2cq9 — dog) + a03(2a03 — Sags + boa — 4bge + cog — 2dg7 + 2dg9) +
ag4(10ag7 + 14agg — 4byg) + ags(5ags5 + 4bgy + 5bgg — 2cog — 5do7 — 7dg9) +
age(—ape +4bgs + bys + 5¢o7 + 7¢g9 — 2dgg) + ag7(—5bgq + 2¢gr — 11cgg + 16dy3 —
5dos) + agg(—4boo — 2bgg — 7co3 + 8cos — dop — 2dog) + ag9(—7bo1 + 4cop — 7co6 +
2dg3 + 11dos) + boo(14bo7 + 10bg9) — bo1bog + boz(—boz — bos — 2cog + 7do7 + 5dgo)
+bo3(5bo3 — 5bgs — 7¢c7 — Scgg — 2dog) + boa(4bo7 — 4bgo) + bos(2bos + 2¢o7 — 2¢09
+dog) + boe(2bos — cog + 2do7 — 2dg9) + bo7(11co3 + 2c05 — 7dgn + 4dog) +
bog(—2co2 — o6 + 83 — 7dos) + bog(—5co3 + 16¢o5 — 11dgs + 2dg6) + co7(—4co7 —
10cq9 + 5dog) + cog(—cog + do7 + 5do9) + coo(—10cq9 + dog) + do7(—10dy7 — 10d)
~dgg — 4dgo),

KIZ = (24b(—b2+d2))

En remplacant C = coss et S = sins dans (| 3.2.b)), et en ajoutant a ce systéme 1’équation
C2+S52-1=0 qui nous donne les points de singularité (py,p,,C,S).
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On obtient

1

fa= 503 (Ioczpm% +1,CSp1p3 + 1,Cpipy + I3Cp3 + 14Spips + IsSp3+
I6pfl+ 170193"‘1891)1

fo2= 5375 (0C203p2 + 11 CSplp2 + 120} + 15Cp103 +4Sp} + JsSprp3+

Jsp102 +]7Pg+]802): (3.2.¢)

1
1= 2050, (KoC2pipa + KiC?p1p3 + K> CSpips + K3CSpip3 + KyCpit

K5Cpip3 +KeCpj +K7Spt + KgSpip3 + KoSp5 + Kiopi pa + Kyyprp3+
Ki20102)
f24:C2+32—1.

D’apres le théoréme de Bezout’s, le nombre maximum de cycles limites du systeme
(3.2.c) peut étre au plus le produit des degrés de ces quatre équations polynomiales
c-a-d 2x5%x 6 = 300. On ne peut prendre que la solution positive des variables p; et p; .

3.3 Applications

Dans cette section, on donnent un exemple qui correspond au systeme (| 3.1.al)

Exemple 3.1 Nous considérons le systéme

. 3 1
X=——e2x+7p+ =x2,

2 2
y=-x+ 33X 58 (3.3.a)
z=w-3x?,
W=-z+p°

En faisant le changement de variables (x,v,z,w) = (¢p1 cos 0, ep; sin 6, ep, cos(0+s), ep, sin(O+
s) et en prenant O en tant que nouvelle variable indépendante, nous obtenons F1(p1,p,5) =
(F11,F12,F13) et Fa(p1,02,8) = (Fa1, Faa, Fa3), ot

1
Fi1(p1,p2,5) = _Epl (3cos3 0p1 +2c05298in6p1),
1 1 1
Fy1(p1,p2,8) = gpl —gpfcosze(?)cose+251n6)(§c053 Op1 —Ecoszesinepl),
Fi2(p1,02,8) = —pf(—sin(@+s)c0826—3cos(6+s)c0529+sin(9+s)),

1
Fy(p1,p2,8) = pf(sin(6+s)c0529+3cos(9+s)c0326—sin(9+s))(§cos36p1
1
—Ecoszesinepl),
1
Fi3(p1,p2,5) = —p—(3sin(9+s)cos26p%—cos(6+s)c0526pf+cos(9+s)p%)+
2

1
3 cos® 0p; — 5 cos? OsinOpy,
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Fy3(p1,p2,8) = —p—(18sm(6+s)cos Op1 - 2cos39p2—6c0529cos(9+5)p1+

60,
1 1
3cos”0sinBp, + 6.cos(0 + s)pl)( cos® 0p; — 5 cos 20 sin 6p1)

Nous appliquons le théoréeme de moyennisation du second ordre, on obtient

1 2
fﬂ(PLPZ:C'S) = _ﬂpl (Pl _36);

_ Ll
fo2(p1,p2,C, ) = =3 (51C +225), 230
f23(p1,02,C, S) = 2160, S0 (66p1C ~153p,S +19p,),

faalp1,p2,C,S) = C2+8%2-1.

La racine du systéme (3.3.B) avec p; > 0 pour i = 1,2 est (6, 15V3085, —\/32—027 \/%)
361

Le déterminant de la matrice jacobienne en ce point est égal a ==, et les valeurs propres de
cette matrice jacobienne sont

A -3

A | 4144775867 —-5x 1077

Az || —2.789004689 - 1.730127020 x 10~°
Ay 1.734939767 +6.930127020 x 10~°

De la, nous concluons que le cycle limite du systéme (| 3.3.a)) est instable.
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CHAPITRE

4 ‘4‘-1)
CYCLES LIMITES POUR UNE
CLASSE DE SYSTEMES

DIFFERENTIELS PLANAIRES
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4.1 Introduction et résultats principaux

Dans [38|]] Mathieu consideére I'équation différentielle du second ordre
X+b(l+cost)x =0, (4.1.a)

oul b est une constante réelle. L'équation est plus générale et la plus simple d’un systéme
excité dépendant d'un paramétre. De plus I'équation générale d’Emarkov-Pinney est I’équation
de type Mathieu-Duffing

X+b(1+cost)x—xP =0, (4.1.b)

ou B est un entier et b > 0. Ces équations décrivent la dynamique d’un systéme a excitation
paramétrique harmonique avec terme non linéaire correspondant a une force de rappel, voir
511].

En 2019, Chen et al [9)] ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre maximum
des cycles limites d'une équation différentielle ordinaire perturbée du second ordre

X+e(l+cos"0)Q(x,v)+x =0, (4.1.c)

ou € > 0 est un petite parameétre, Q(x,v) est un polynome de degré n et m est un entier arbitraire
non négative.

Dans ce chapitre, on consideére le probléme de la recherche du nombre maximum de cycles
limites d’une classe de systémes différentiels planaires qui peut étre obtenu en perturbant le
centre linéaire X = -y, v = x, de la forme

x=-y+e(1+sin” 0)xP(x,v),
V=x+¢&(l+cos"0)yQ(x,v),
ou n et m sont des entiers positifs, P(x,y) et Q(x,y) sont des polyndmes de degré ny, n, respec-

tivement et € est un petit parametre.
Nos résultats sont les suivants.
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Théoreme 4.1 Pour || suffisamment petit, en utilisant la théorie de moyennisation du
premier ordre, on trouvent le nombre maximum de cycles limites du systéme différentiel
qui bifurquent d’un centre linéaire X = —y,y = x comme suit
(1) Sim impair et n impair

max {n,ny},

o [2}2)
oo [2]-[2])
oo [2]-[2])

(2) Si m pair et n pair

(3) Si mimpair et n pair

(4) Si m pair et n impair

ou [.] désigne la partie entieére.

4.2 Preuves des résultats

Dans cette preuve, on utilise la théorie de moyennisation d’ordre un. Supposons que

mny
P(x,y) = Z a;ix'yl,
i+j=0
nz . .
Q(x,y) = Z bijx'y’.
i+j=0

En coordonnées polaires (r,0), ou x = rcos(0), y = rsin(0), r > 0 le systeme ( 4.1.d) devient

ny
F=¢ Z aij (COSHZ Osin’ 6 + cos' 2 Osin/ ™" G)r””l
i+j=0

)
+ Z bij (coslesin]”Q+cosl+mGsin]”Q)r”]+1 ,
i+j=0

O=1+¢ Z bij (cos“rl 0sin/™ 0 + cos' "1 @ sin/ ! 6)r’+j

i+j=0

[ . (4.2.a)

ny
- Z aij(cos”1 Osin/™! 6 + cos' ™! O sin/ 1 G)r”] )
i+j=0

Considérons maintenant 6 comme nouvelle variable indépendante, le systéme ((4.2.a)) s’écrit
sous la forme standard du théoréme de moyennisation d’ordre un

m
dr o o »
g = ¢ E ai]'(cos”z(?sm]9+cos”zGsm“”(?)r””1
i+j=0
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]
+ Z bij(cosiesinjﬁe +cos”m()sinj“LZQ)ri”+1 +0(e?)
i+j=0
= ¢F(r,0)+0(e?),

ou

F(r,0) = Fq(r,0)+F,(r,0),

ny

Fy(r,0) = Zai]-(cos”z@sinje+cosi+2esinj+”6)ri+j+1,
i+j=0
1y

Fy(r,0) = Zbi]'(cosiesinj”(?+cosi+mesinj+26)ri+j+1.
i+j=0

Maintenant, on calcule la fonction moyennée

27 21 21
Fio(r) = %J; F(r,0)do = %L F(r,0)d0 + %L Fy(r,0)do. (4.2.b)

Pour calculer 'expression exacte de Fy((r), nous utilisons les formules suivantes

o (29-1)!! o
J sin? 0 cos?10dO = f sin? 640,
0 (29+p)(29+p-2)..(p+2) Jo

271 (2q_ 1)” 271
J cos? 0sin*10d0 = J. cos”? 64d0.
0 (29+p)(2q+p-2)..(p+2) Jo

Ces formules sont applicables pour un réel p arbitraire et un entier positif arbitraire g, sauf
pour les entiers pairs négatifs suivants p = -2,-4,...,—2n.
Si p est un nombre naturel et g = 0 nous avons

27 _ "
J sin?l0do = M%{,
0 20

27
f sin?*lgdo = o,
0

27
21 -1)!
J cos2l0do = M2ﬂ,
0 20

27
J cos?*1ode = o.
0

Nous avons aussi

21
J sin? O cos?1*10do = 0,
0

|
e

21
J cos? 0sin®1*1 0do
0
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Ces formules sont applicables pour un réel p arbitraire et un entier non négatif q, sauf les en-
tiers impairs négatifs suivants p = -1,-3,...,—(2n+1).

Pour plus de détails sur ces intégrales et autres voir [57].

) , . 2 )
Maintenant nous déterminons ﬁ Io T F{(r,0)d0, dans les cas suivants
(1) Sinimpair et ny pair

fi(r)

1 27

Dy Fy(r,0)do
21 J,
1 (%™ i[ ( . . ) . ] "
21 a; j(sin’ 0 +sin/*" 0 )cos" "= O |r'" T dO

271 Jo =

1 2T ny+2 ‘ | |

2 Z [azq_z;j(Sin]6+Sin]+n6)COqu Q]TZ(H]_ldQ

27t ) el
1 7’!1+1 . 2 ” 1 ,
21 Z rg-220417 1 J; sin“ " @ cos160d0
2g+21+1=3
n1+2 2
+ Z a0, 71! f sin 0 cos?16d6
21+2g9=2 0
1% a 2142 (2q-1)! (21 + n)!!
2q-2,21+1 — T
l+g=1 (2q+21+1)(2q+21-1)..(21 + 3) ) (Zl+2n+1 )
(n1+2)/2
n IZ‘ a 21+24-1 (2g-1)! (21 -1)!
[ T (2q+20)(2q+2-2).(21+2) 21l
q:
S 2q+21 (21 + n)!!(2g —1)!!
A29-2,21+17 20+n+1
=l 277 (22 + 21+ 1)(2q + 21— 1)...(21 + 3)
(n1+2)/2
+ ]Z gy o r20F 21 (2g-1)N(2I-1)!!
-2,
Lrazt 244 (g+1)(g+1-1)..(I+1)
1’11+1
ZAkT’k.
k=1

(2) Sinimpair et ny impair

1 PZTC

L) = —— | F(r,0)do

21 Jy

1 r‘ZTC ny . . . L
= o Z [aij(sin] 0 +sin]+”6)cosl+29]r’+]+ld6
n s
20 id=0
1 r‘2T( i’l1+2

B 2_ Z [(/12(1_2!]-(sin]' 0+ Sinj+” Q)COSZIZ 6] r2q+j_1d6
T Jo

2q+j=2
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|: I/l1+2

2q+21+1=3

")

Yll+1

214+2¢=2

(T’l]+1)/2

) o

l+g=1
(ny+1)/2

21
A29-2,21+1 r2a+2l j sin?*"1 9 cos216d0
0

21
azq_2,21r2q+21_1 f sin? 6 cos? 9d9]
0

(21 +n)!1(2g —1)!!

2q+21
220417 21+n+1

272 (2mlyi(2g + 21 +1)(2g + 21 = 1)...(21 + 3)

2q+21-1 (2q =121 -1)!
- Z a2q-221"" 21+4]1

n

I+g9=1
1+1

ZAkT’k.
k=1

(3) Si n pair et ny pair

f3(r) =

2T(J0

1 r‘ZTC

(g+1)(g+1-1)..(1+1)

— | R 0040

27-(J0

1 r‘ZT( m

21 Jo

[ai,j(sinj O +sin/™ 6)cos'*? 0]r' 11 do

i+j=0

1 r‘2T( 1’11+2

ny+2

Z [azq_lj(sinj O +sin/™" 0) cos1 0]r?1t171 46
2g+j=2

27
= — Z - 221r2q+21 1J (sin? 0 + sin?"*" 0) cos?10dO

(4) Sin pair et ny impair

fa(r)

2l+2q 2
2)/2
WZ) g2, (2q - 1)! (- @l+n-1)!
v ' B m 20+
Tll+1
Z Akrk.
k=1
k impair
1 27
= 5| Fi(r0)do
JO
1 2 . | | N
- 2_ Z[ai,j(Sin]9+Sin]+n9)cosl+29]r1+]+1d9
TZJO i+j:0
1 r‘27( 1”11+2 ' | |
T(JO 205722

B 1
2n

ny+1

21
Z a2q_2,2172‘7+21_1 f (sin?' 6 + sin?*" 6) cos?10d6
2142¢=2 0
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(6) Sim impair et n, impair

1 21
fon) = 5| Fano)do
1 2n M2

= — Z [b j(cos' 6+cos’+m6)51n7+26] rititlge

27
0 ivj=o0

50

_ Z fyyy o 287201 (2q-1)! (2L-1)1  (2L+n-1)!
= 200g+ g+ =1 1) | 2007 2
n
- 3
k=1
k impair
Et nous déterminons - Io F,(r,0)d0 dans les cas suivants
(5) Si m impair et n, pair
1 27
= 5= F,(r,0)do
I )
RN 2]
= — b; i(cos’ B +cos' ™™ 0)sin/*? 0 |r' It do
ij
21t Jo i+j=0
1 27 np+2 . ' .
- Z [bi,zq_z(cosle+cos’+m6)sin2‘79]rl+2‘7_ld6
o 572
1 112+1 27t
T Z b21+1,2q—2721+2qj cos? ™1 9sin%1 946
T( 21+1+2q=3 0
712+2 27
Z b1 nq-ar* 21 IJ cos?! 0sin?10d0
20+29=2
/2
_ nszy e (29— 1)1 (21 + m)!
= +1,2q- (2q+21+1)(2q+21—1)...(2l+3)221+Tmﬂ(21+m+1)'
!
(np+2)/2
+ : b 21+2q-1 (2q - D! (21-1)!
L (2q+20)(2q +21-2)..(2[+2) 2HI
/2
_ nZZ‘b 21429 (21 + m)!(2g - 1)!!
B 21+1,2q-27 2l+m+1
Hq=1 272 (2bmsly2g+ 21+ 1)(2q + 21— 1)...(21 +3)
(n+2)/2
ZZ by 201 (1= Dl2g -1
= T 2141 (g +1)(g+1-1)..(1+1)
n2+l
= ZBkT’k.
k=1
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27 112+2
= — Z [bilzq_z(cos’ 0 + cos' ™" 0)sin? 6] rt2a-l4e
i+2q=2

Tl2+2 27
= — b21+1,2q_2r21+2‘] f cos?* 1 9sin1046
0

Zl+1+2q 3
np+1 27
Z bai,2q- Y 1f cos?! 0sin?10dO
214+2q=2
)2 . (21 + m)1(2g - 1)!!
= Z bai1,2g-27 1 2l
l+g=1 27 2 ()29 +20+1)(2q+21-1)...(21 +3)
(np+1)/2
EZZWMZﬂHMI (21 —-1)!1(2g - 1)!!
e 24l (g + 1) (g +1—1)...(I+1)
n2+1
= Bkrk
k=1

(7) Si m pair et n, pair

1 27
f7(r) = o ), Fy(r,0)d0
1 (%" & . . . L
= - Z[bi,j(cos’6+cosl+m9)sin]+29]rl+]+ld9
J0 Y=o
1 27 ny+2

- 2, ZE: [b1,24-2(cos' 6 + cos™™ 0)sin®1 0] 217 do

i+2q=2

ny+2
_ 21+2g-1
= E by ,2g-27 - J

21+2q 2
(H2+2)/2

_ E: b ﬂuw1 (29— 1! (211!
o 21,242 29(q+1)(g+1-1)...(I+1)| 21

27

(cos? 6 + cos?*™ @) sin? 91719]

(21 +m—1)!!
2l+m

Bkl’k.

k=1
k impair

(8) Si m pair et ny impair

27
=37 | 000

1 (¢ i im j 4]
- = . s jt+2 i+j+1
=, E 0[bl,](cos O + cos'"" O)sin 9]1’ de
i+j=
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1 27 112+2 ) ) .
= — Z [bi,zq_z(cosl 0 + cos' " 0)sin? 9] rt2a-l4e

27
0 i+2g=2

ny+1 27
= [ Z b)i1,2q- L1224 1f (coszz9+c0521+m9)sin2‘19d6)}
2142g=2
(np+1)/2

= Z b ; r2l+2q 1 (Zq—l)” (21_1)”
l+q=1 R 29(g+ (g +1-1)...(1+1)[ 2!

(21 +m—1)!!

On revient a I'équation (4.2.b)), et on distingue les cas et sous-cas suivants
(a) Simimpair et n impair

(a.1) ny pair et n, pair
ny+1 np+1

Fyolr ZAkr + ZBkr ,

(a.2) ny impair et n, impair

711+1 1’12+1
Fio(r) = A+ Birk,
k=1 k=1
(a.3) ny impair et n, pair
ny+1 ny+1
Fio(r) = Akrk + Bkrk,
k=1 k=1
(a.4) ny pair et ny impair
1’!1+1 n2+1

Fio(r ZAkr + ZBkr

On obtient le polynome Fy en fonction de r, alors d’apres le théoréme de Descartes Fy
d au plus max {ny,n,} cycles limites, ceci compleéte la preuve du cas (1) du théoréme[4.1]
(b) Sim pair et n pair.

(b.1) ny pair et n, pair

nyp+1 np+1
FIO Z Akr + Z Bkr
ki zmpazr ki 1mpmr
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(b.2) ny impair et n, impair

ny ]

Fio(r) = Z A+ Z By rk,
k=1 k=1
k impair k impair
(b.3) ny impair et n, pair
ny ny+1
F _ 1k D .k
10(r) = Apr® + By.r",
kzl k:l
k impair k impair
(b.4) ny pair et ny impair
ny+1 ny
.F _ 1k b .k
10(r) = Apr® + Byr".
k:l k:1
k impair k impair

On obtient le polyndme Fq en fonction de 12, alors d’aprés le théoréme de Descartes F
a au plus max{["—zl], [”—:{']} cycles limites, ceci compléte la preuve du cas (2) du théoréme

(c) Si mimpair et n pair.

(c.1) ny pair et n, pair

1’ll+1 Tl2+1
Fio(r) = Z Akrk-i- ZBkrk,
k=1 k=1
k impair
(c.2) ny impair et n, impair
1 imp 2 tmp
nq ny+1
P _ ik 5 .k
10(r) = Apr®+ ) Byr',
k=1 k=1
k impair
(c.3) nq impair et n, pair
1 imp 2P
ny nz+1
F _ 1k k
10(r) = Apr® + By r",
k=1 k=1
k impair
(c.4) ny pair et n, impair
1p 2 1mp
n1+1 1’12+1
Flo(r) = Z Akrk + ngrk.
k=1 k=1
k impair

Alors Fy est la somme de deux polyndmes, un en r et Uautre en r?, d’aprés le théoréme de
Descartes Fiq a au plus max{n2,n2 + [%] - [%]} cycles limites, ceci compléte la preuve
du cas (3) du théoréme[4.1]
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(d) Sinimpair et m pair.

(d.1) ny pair et n, pair

i’l1+1 T’l2+1
Fiolr ZAkr T Z Bir%,
k zmpuzr
(d.2) ny impair et n, impair
ny+1 ny
FIO ZAkT’ + Z Bkrk,
k=1
k impair
(d.3) ny impair et n, pair
i’l1+1 T’l2+1
Fiolr ZAkr T Z Bir%,
k zmpuzr
(d.4) ny pair et ny impair
ny+1 ny
FIO ZAkT’ + Z Bkrk,
k=1
k impair

Alors Fyq est la somme de deux polyndmes, un en r et Uautre en 1%, d’aprés le théoréme de
Descartes Fyo a au plus max{nl, ny + ["—22] - ["71]} cycles limites, ceci compléte la preuve du cas

(4) du théoréme[4.1]

4.3 Applications

Considérons le systéme

1 23
- _ in2 a2
=-p+¢&(l+sin“0)x (84x %§0), (4.32)
) =x+¢(1 +cos’0) (lx2 2o xp?+ ! —E +l) N
Y= A T A T 8"

En coordonnées polaires (r,0) oti x =rcos 0,y = rsin6, r > 0 le systeme (4.3.a) devient

1 23 1 23
7= s((84r3c0549 24Orc0529)(1 +sin29)+(§rssin49cos7‘9—Er4sin49cose+
—r3sm49——r25in29c059+—rsinze)(l+c0336) ,
12 48 8
. Loy 5, 23 . .2 23 3 2p3
9:1+e((——r CcoSs 951n9+—sm6c056)(1+sm 9)+(——r cos- Osin” O+
84 240 18
—rzsin36c059+—r4cos365in39——rc059+—cos@sin@)).
12 8 48 8
D’une maniere équivalente
d
é = ¢F(r,0)+ O(¢2).
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ou

1 23 1 23
F(r,0) = (—r3cos49——rc0529)(1+sin29)+(§r55in49c0526—Er4sin49x

84 240

1
c039+ﬁr 13

L’équation moyennée du premier ordre est

Fro= —
10~ 768"

(6r4 —23r3 4+ 282137+ 2),

13 1
3sin*6 — —r%sin’ 6O cos O + grsinzé?) (1+cos® 6).

. . s 1 1
qui a exactement quatre racines positives ry = 3= 51= letry=2.

satisfaisant o :
cli(;(r) Ir=r = ~T0368 * °
dF 1
;;(r) Ir=r, = 2028 * ¥
cﬁggMﬁ%:_ﬁﬁia
d%fﬂbﬂr:£%¢0-

4

R .y 1
Nous concluons donc que le systeme ((4.3.a)) a deux cycles limites stables pour r; = 3 etr3=1,

o 1 . ,
en plus de deux autres cycles limites instables pour ry = 5 et ry, =2 (Voir la figure (4.1)).

PV A i i ot et R W W W W R
P e = s EEn N L N N N NN
ﬁ{ff////ffq-— —w R ROR R R OR K
VAL s LY
b4 RN NAR Y
LA MARAA YA
R SERER
R Peeate
v it Fristt
RRERERR Pttt
SRSEVENIVY YEEER
IRERRRR AL
NN NN Y e A ASPLLE
NN R e A e v A g A A A A
R s o P P

FiGURE 4.1 — Les quatre cycles limites pour ¢ = 1073,
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CHAPITRE

5 <
CYCLES LIMITES POUR LE

SYSTEME DE KUKLES

# P L
GENERALISE
Sommaire
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[5.2 Preuvesdesresultats|. .. ... ... ... ...t 57
5.2.1  Preuve duthéoremel5. 1l . . . .. ... ... ... ... 57
[5.2.2 Preuve du Corollairel5.2| . . . ... ... ... ... ... ... ... 60

5.1 Introduction et résultat principaux

Dans [26l] . Llibre et A. Makhlouf ont étudié, en utilisant la méthode de la moyennisation,
le nombre maximal de cycles limites du systéme

¥ =— 2p—1’
g =220 e f(x)y?,
ou f est un polynome de degré n et p, « et q sont des entiers positifs.

Dans[40], les auteurs ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation du premier
ordre, le nombre maximal de cycles limites du systéme

X =—- 2p_1;
{ p = x?"P7L+ e(px®MP + mpy?P)(g(x,v) — A),

ou g(x,v) avec g(0,0) = 0 est un polynome de degré n > 1, p et m sont des entiers positifs et
A>0.

Dans ce chapitre, on consideére le probléme de la recherche du nombre maximal de cycles
limites d’une classe de systémes différentiels polyndmiaux qui peut étre obtenu en perturbant
le centre non linéaire x = y*P~1, vy = —x2171, de la forme

=y, 5.1
v ==x1"—¢(f(x,9) + g(x, )y + hlx,p)y® + 1(x,9)y°), (51.2)

ou p et q sont des entiers positifs, f(x,v),8(x,v),h(x,v),1(x,v) sont des polynémes de degré
ny, My, N3 et ny respectivement, et € est un petit parametre.
Nos résultats sont les suivants.
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Théoreme 5.1 Pour € # 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles limites du
systéme différentiel de Kukles ((5.1.a)) qui bifurquent d’un centre non linéaire % = y?P~1,
~Len utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre est

ol

ou M = max(p, q), e(i) est le plus grand nombre pair inférieur ou égal a i, o(i) est le plus
grand nombre impair inférieur ou égal a i, et [.] désigne la partie entiere.

y' —

max{[o(nl).M—q] le(nz).Ml [0(n3).M+ql le(n4).M
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

Corollaire 5.2 Considérons le systéme ((5.1.a)) avec ny =n3 =3, np =ng=2etp =
l,g=2

{x:y, ; X (5.1.b)

Y =-x"—¢(apy+ 61033/3 + (bzoXZ)V + (Czlle’)yz + (dozyz)? b
ou

o, 5.672101630, ag; = 24.34233128, by, = —46.96722786,
¢ = —38.50861204, dy, = 2.076507516.

Pour € # 0 suffisamment petit, le systéme ((5.1.b)) a quatre cycles limites qui bifurquent
d’un centre non linéaire x =y, v = —x> en utilisant la méthode de la moyennisation du
premier ordre.

5.2 Preuves des résultats

5.2.1 Preuve du théoreme|5.1

Le systéme (| 5.1.a) avec € = 0 est un systéme Hamiltonien avec la fonction Hamiltonien

_i 29 L 2p
H(x,y)_qu +2py .

Notons que le systéme (| 5.1.a) avec € = 0 a un centre global, c’est I'origine (0,0). Nous rappelons
les fonctions (p, q)-trigonométriques

z(0) = Cs0, w(6O) = Sno,
comme étant des solutions du probléme a valeur initiale
i = —wPl,  w=z221
z(0) = p_217, w(0) = 0.
On peut démontrer que CsO et Snb vérifient la relation

pCs®10 +qSn*PO =1,
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et que CsO et SnO sont des fonctions T-périodique avec
1 _1D(5)0(5)

T = 2p_27 q_ZP —2f i

I35+ 25)

-

s

ou I est la fonction Gamma.
En écrivant le systeme (5.1.a)) en les coordonnées polaires de Lyapunov

x=1PCs0, y =r1Sn6.
D’out le systeme (5.1.a) devient

= —s(rl“?San‘lOf(rpCsE), r1Sn0) +rSn*P0g(rPCs0,r1Sno)
+ r1H9Sn?PtLQh(rPCsO,r1Sn0) + r'*24Sn?P+201(rP Cs0, r‘?SnG)),

0 = —r?PIP~4 — ¢ (pr-1CsO f (1P Cs0,r1Sn0) + pCsOSnOg(rP Cs0,r1Sno)
+ priCsOSn?0h(rP Cs0,r1Sn0) + pr?1Cs0Sn>01(rPCs0, ranQ)).

En considérant © comme une variable indépendante, le systéme précédent devient

dr
5 - eFy(r,0) + O(e?),
ou
Fy(r,0) = r 2P (Sp?P 10 f (1P Cs0,r1Sn0) + r1Sn*P Og(rP Cs6,r1Sn0)
+r21Sn*P L Oh(rP Cs0,r1Sn6) + r*1Sn?P*201(rP Cs0,11Sn0)).  (5.2.2)

On écrit les polynomes f(x,v),g(x,v), h(x,v) et I(x,y) apparaissant dans comme

n P)
~ o _ o
flxy) = Z a;ix'y’, g(x,y) = Z biix'yl,
i+j=0 i+j=0
n3 4
h(x,y) = Z cijx'y’, I(x,y)= Z dijx'yl.
i+j=0 i+j=0
Par conséquent (| 5.2.a)) devient
ny ]
Fi(r,0) = r2pa+pel Z ai P Cs S0 + Z by TP U*ICsi OS2 g
i+j=0 i+j=0
13 1y
£ ) PGS OS2I ¢ ) dyrPICS 95?20 |
i+j=0 i+j=0

Soit Fyo I'équation moyennée du premier ordre associée au systeme (| 5.1.a)

1 T
Flo(r) = ?L Fl(r,Q)dQ,
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5.2. PREUVES DES RESULTATS

alors
-2pg+p+1 T M 2
F _r pitaj Csigsy2Pti-lg b P Csigs 2Pt g
10(r) = — ajjr s'OSn + it s'OSn
0 \i+j=o i+j=0
n3 n4
£ ) PGS OSnP O+ Y dyTICS 95?20 | do.
i+j=0 i+j=0
On sait que
T .. . .. .
CsioSn2Pti-loge — 4 Qiopej-1 St pair et j impair,
0 0 si non,
T .. . . .
Csi98n2p+j9d9: ﬂi,2p+j St 1 parr et]pmr,
0 0 si non,
T s .. . .. .
C5i98n2p+j+19d9 — i,2p+j+1 St 1 pair et] rmpatr,
0 0 si non,
T .o . . .
CstoSn2Ptit2gde = | Hi2p+j+2 St 1 pair et ] pair,
0 0 si non,
on obtient
o\n e\n
2P o pi+qj o pi+qj+q
Fio(r) T Z aiirP" a0+ Z bijr Biop+j
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
o(n3) e(ny)
i+qj+2 i+qj+3
+ Z, cijrP T, 5p i + Z digr? VT i |
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
on en
r2parprar] o pi+q(j-1) o pi+qj
= —F Z ajjr Aipij-1+ Z bij P Bi oy
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
o(n3) e(ny)
i+q(j+1 i+q(j+2
+ Z cijrP UG, 5 + Z dirP AU a |-
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair

Le nombre de racines positives de F1(r) est égal au nombre de I'expression

o(ny) e(ny)
— i+q(j—-1 itagi
Frolr) = Z aijr? e gy oy + Z bijrP ) Biop.
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
o(ns) e(14)
i+q(j+1 i+q(j+2
+ Z cijrP IS, i + Z dirP U2y, o 0. (5.2.)
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
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Le degré de F(r) est lié au maximum de pi +qj aveci+j<n;,l=1.4.etona

< max(p,q).i + max(p,q).j
< max(p,q)(i +J)
< mmax(p,q), 1=1..4

pitqj

Remarquons que la variable r apparait dans I'équation en fonction r? car pi +q(j —
1),pi+qj,pi+q(j+1) et pi+q(j+2) sont paires. Et si ¥ # 0 est une solution de I'équation
alors —7 est aussi une solution. On prend uniquement les solutions positives, alors le
nombre de solutions de I'équation est borné par

2 2 2

max{[o(nl).max(p,q) - ql’ le(nz).max(p,q)l, lo(n3).max(p,q) + ql} s

e(n4)-ma><(p,q)] . q}’

Remarque 5.1 Pour p =q =1, les (1,1)-trigonométriques fonctions ne sont que les fonctions
classiques CsO = cos0,Sn0 =sin0, T = 27, et le systeme (| 5.1.a) devient

X=1y,
{ y=—x—e(f(x,y)+8(x )y +h(xy)y* +1(x,3)p°). (5.2.)

Alors le nombre maximum de cycles limites du systeme différentiel (| 5.2.c|) qui bifurquent d’un
centre linéaire X = y,y = —x en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est

oo (25 52

5.2.2 Preuve du Corollaire (5.2
D’apres le Théoréme (5.1)) le systéme (5.1.b)) avec ny =n3 =3, ny=ny=2etp=1,q9=2,

peut avoir au maximum

2x3-21[2%x271[2%x3+2][2%x2+4 .
max{[ ],[ ],[ ],[ ]} =4 cycles limites.
2 2 2 2

Selon Liapunov [23]], CsO et SnO sont les fonctions elliptiques avec

1
CsO =cn(0), SnB =sn(0)dn(0) du module —,
(0) (6)dn(0) 7

et
1

Lk
T=2x(1)74 x(z)—é_r(2)r(14)

i =7.416298714.
Alors I'équation moyennée du premier ordre (| 5.2.b)) est
Fio(r) = ag1 @02 + baoBar? + agsoar™ + €21 0547 + doapos’®,

on

2.472099570, ags = 1.059471244, By, = 0.6777704678,
0.2259234893, pgs = 0.4815778383.

a2

o)
N
>

Il
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5.2. PREUVES DES RESULTATS

Fyo a quatre racines positives qui sont ry = 1.095445117,r, = 1.224744865, r; = 1.378404883,
et ry =2.024845669.

Vérifiant

dFyo(r)
o =, = -1.33425210=0,

dF

__AQQQL:r = 0.76424075 =0,
dr 2

dF

Rl o 16981950220,
dr }

dF
IMr)L:r = 67.176278 = 0.
dr *

Nous concluons donc que le systéme ((5.1.b) a deux cycles limites stables pour r; = 1.095445117,
et r3 = 1.378404883. En plus deux autres cycles limites instables pour r, = 1.224744865,

r4 = 2.024845669.(Voir la figure (5.1)).

pAA ARRE
fr/ AR
tryL” AR LR’
I L R
ryrs ARR R
trs LR R
tittr PRI L
ittt Yyl
fHttH: :

! NI
tHt 1A b4l
13 AR il
R TRk 'TEE
AN TR
R ‘TR
VAN A
AR A
AR kAN

FIGURE 5.1 — Les quatre cycles limites pour ¢ = 1075.
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6.1 Introduction et résultats principaux

En 2019, Boulfoul et al [16]] ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre des

cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire X = —y,v = x, du
systeme différentiel polynomial de Kukles de type :
xX=-v,
. 6.1.a
322 - - (64

oi f(x) = efi(x) + € fo(x), g(x) = g1 (x) + €7g2(x), h(x) = ehy (x) + €% hy(x) et 1(x) = el (x) +
€2ly(x) sont de degrés ny,ny,nz et ny respectivement, et € est un petit paramétre. Ils ont
prouvé que le systéeme (6.1.a) peut avoir Ay = max{["—f],[%]+ 1} cycles limites en utili-
sant la théorie de moyennisation du premier ordre et Ay = max{[%],[%]+ 1,[”71] + [”22_1]
,[”—21] + ["42_1]+ 1,["12_1]+ y,[”22_1]+ [%] + 1,[”73] + ["42_1]+ 2,["32_1]+y+ 1}, cycles limites en
utilisant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre.

Dans ce chapitre, nous intéressons au nombre maximum de cycles limites d'une classe de
systémes différentiels de Kukles de type :

X=1y,
{ Y= —x = f(x)y? = g(x)y* ! —h(x)y?*2 ~1(x)y**, (6.1.)

otl f(x)=efl(x)+e?f2(x), g(x) = egt(x) + e2g?(x), h(x) = eh!(x) + e2h?(x), et 1(x) = el (x) +
e212(x), out f*(x), g%(x), h*(x) et I¥(x) sont de degrés ny,n,, n3, ny respectivement pour k = 1,2,
p est un nombre positive, € est un petit parameétre.

A la fin du chapitre nous donnons quelques exemples. Nos résultats sont les suivants.
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Théoreme 6.1 Pour |e| suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du
systeme différentiel (| 6.1.b)) qui bifurquent d’un centre linéaire X = v,y = —x en utilisant
la théorie de moyennisation du premier ordre est

o7} 51}

Théoreme 6.2 Pour |e| suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du
systeme différentiel (| 6.1.b)) qui bifurquent d’un centre linéaire X = v,y = —x en utilisant
la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre est

oo [55]325 o] 25

R o e e R

[n32_1]+,u+p+1},

ot j = min{[ 2], ] +1).

6.2 Preuves des résultats

6.2.1 Preuve du théoremel6.1

Dans le but d’appliquer la méthode de la moyennisation du premier ordre, on écrit le
systeme (6.1.b)) avec k = 1, en coordonnées polaires (r,0), ou x = rcosO, y = rsinf, r > 0.
Si on prend les polynomes

1]

flx) = Zax,g be n( Zcx et 1Y de (6.2.a)

i=0 i=0

Le systeme (| 6.1.b) peut étre écrit comme suit :

ny 1y
Fo= —6[ E a;7""?P cos' Osin?Pt! 6 + E b;r' 2P cos’ sin?P*2 6

ns 1y
+ > ;7' 2P+2 cos! Bsin?P3 0 + > d;ri+2P*3 cos’ O sin?P4 6],
i=0 i=0
m np
0 = -1-- [Zuir”z” cos't' Osin’? 0 + E b;r' 2P cosit! Osin?P*l 6
r

i=0 i=0
n3 14
+ Zciri+2p+2 cos' 1 9sin?P*? 0 + Zdiri+2p+3 cos'*1 @sin?P+3 6].
i=0 i=0
(6.2.b)
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Si on prend 6 comme une variable indépendante, le systéme ( 6.2.b)) devient

ny ]
dar = ¢ Zair”zp cos' Osin®P*1 9 + Zbiri”p” cos' Osin*P*? 0
48 i=0 i=0
ns My
+ Zcir”z’”z cos’ Osin?P*3 0 + Zd,-ri+2p+3 cos’ Osin?P*4 0 [+ O(e?),
i=0 i=0
= ¢eF(r,0)+ O(e?).

Soit Fi( I’équation moyennée du premier ordre associée au systeme (| 6.1.b).
En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calculent F;

1 27
FIO(r)zﬂf Fl(r,Q)dQ,
0

Lemme 6.1 Soit A; ;(6) = cos 10sin/ O et 0¢&; (0 fo i,j(s)ds, avec

2 . . . .
. _ 0  si i impair ou j impair,
J;) 41046 = { 21é; ;(2m) si iet j sont pair,

et

2j+3

&2ipj+a(2m) = mézi,2j+z(2n)~

En utilisant le lemme (6.1)), on obtient I'intégrale de la fonction F;((r) suivante

1 271 ) . ny4 )
Fig(r) = 2 J, Z bir P A 500 (0) + Z dir' " PA; 5,04(0) |dO
ilpzaoir izp:a(gr
1 271 [”72] ) n4
= o ZbZir2l+2p+1A2i,2p+2 Z, PP A, 2p+4(0)d6
0 i=0 =0
? (7]
r2pt szzr &2ipr2 (2m) + Z 228 i apra (270)
=0
2p+1 2p+3 L2042
r Zber &oi 2P+2 27—5 Z 2t 2p n 4 521"2p+2 (27’() . (62C)

Alors le polynome Fiy(r) peut avoir au plus max{[%],["—f]+ 1} racines positives. Par

conséquent, le systéeme différentiel (6.1.b) peut avoir au plus max{[%z],[%] + 1} cycles
limites.
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6.2.2 Preuve du théoremel6.2

Ainsi pour appliquer la théorie de la moyennisation du second ordre, on prend les
méme polyndmes de (| 6.2.a)), ainsi que les suivants

ny n3

flx =) ax',g(x) be R(x)=) &x' et I de (6.2.d)

i=0 i=0

En coordonnées polaires (r,0) ou x = rcosO, y = rsin0, r > 0 le systeme différentielle

(6.1.b) devient

{ i =-eG;(r,0)— €2H1 (r,0), (6.2.e)

0 =—1-£G,(r,0)— £ H,(r,0).

Considérons maintenant 6 comme une nouvelle variable indépendante, le systeme (| 6.2.€|
devient

dr

15 = ehino)+ e2F,(r,0)+ O(&%),

ou
1
F](T 9) Gl, Fz(?’,@) = Hl - ;Gle. (62f)

Et

n ]

G = Zairi+2pAi,2p+1(6)+Zb rtPH A, 0(0)

= i+2 7 i+2p+1
H, = azf PAit1,2,(0)+ b PP Ai1,0p4+1(0)
p p
i= i=0
n3 ny4

+ ) GTTPRA L 5,00(0)+ ) dir TP AL 5,05(0). (6.2.8)

i=0 i=0
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Dans le but d’appliquer la théorie de la moyennisation du second ordre, F;( doit étre

identiquement nulle.
D’apres la formule (| 6.2.c)), Fq( est identiquement nulle si et seulement si

{ b2i = —%dm’_z 1<i< H,
bozbzi:dzi_zzo ]/l+1§l§/1;
(6.2.h)
oit 1 = max{[15], [ 4] - 1).
Soit F,q I’équation moyennée du seconde ordre associée au systéme ((6.1.D).
Maintenant, on détermine F,, par

Fao(r) = Fao(r)+F30(r),

ou
) 1 27 d 5 1 27
Foo(r) = > . EFl(r,G)y(r,Q)dG, F5o(r) = EJ; Fy(r,0)d6.

D’apres la relation ( 6.2.h)), on a
(]
2
Fi(r,0) = Z t2i1A2i11,p41 (0) 121271 4 ZaziAgi,ZPH (0)r?1+2P 4
i=0 i=0

(]

2i+2p+2 2i+2p+3
Z b2i+14A2i41,2p42(0) 7P+ Z C2i41A2i41,2p43 (0) 7P +

L]

i=0 i=0
(3] . [*] |
Z C2iA2iaps3 (0) 2 T2PH2 4 Z di1A2i41,2p+4(0) p2it2ptd g
i—0 —

: 2p+3 .
5 0 B2 o

~
I
—_

Pour calculer F%O, il faut dériver F;, donc

2]

= Z (26 +2p + 1)agis1Agis1,2ps1 () r7 2P +

dF(r,0)
dr

_

ol
NS
[ S— O

(2i +2p)aziAgips (0)r* P71 4

y

g

-~
I
[ -]

—_—
. S
M N

I
[}

2i+2p +2)byis1 Agi () r21+2p+l 4
P 2i+1412i+1,2p+2

]

(2i+2p+ 3)c2i+142i41,2p+3 (0)

—
=
(8
|
—_

I~

r21+2p+2 +

—.

i
NS
[ S— o

20 +2p + 2)CpAg; 243 (0) r2HPHL 4
p 2i4121,2p+3

~
Il
o
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ng—1
2

%]

Z (20 +2p + 4)dir1Azist,0pra (0) 122043 4

i=0
H
: 2p+3 .
Z(Zl +2p+1)dy; (Azi—2,2p+4 (0) - 213—_1A2i,2p+2 (9)) 22,
i=1
Et nous avons
0
y(r,0) = J Fy(r, t)dt
0
rﬂil] i+p+1
=) “ﬁ+1r2H2p+1[ﬁtpﬁ'+ ) ﬁLpJCOS(zl)Q]
i=0 I=1

a

3-1

2

)

n3
2

[

+

R

— O

[

+ c

'M

| o

1

i+p+1

ﬁi,p,O + Z ﬁi,p,l cos(21-1)0

|

ir21+2p[
i+p+1

b T A Z Bipisin(21+1)0

i+p+2
2i+2p+3
Coi1 7P Yipo + Z Vip,cos(21)0
I=1
i+p+2
2i+2p+2 | ~
2 T Vi o+ Z Vipicos(21-1)0
I=1
i+p+2

+ Z dyj r2iH2pTs Z Vip,sin(21 +1)0

i=0

M

z+p+1

+;d2i_2r2i+2p+1 ; d;p,18in(21)0
1= =

ou Bi,p,1> Bip,is Bip, s Viop,1» Viop,l» Vipp,l

Maintenant nous définissons

F%o(’)
ou
1
1 27

Yi(r) = py=
0 P
1 27 [HTI

Yo(r) = b=
0 |i=0

et 0; 1 sont des constantes.

=Y (r) + Vo (r) + Y3(r) + Yy (r) + Y5 (r) + Yo (1) + Y7(7),

(21 +2p + 1)agis1Agis1,2p+1 (0) r2 2P | y(r,0)d0,

(2 +2p)agiAziaps1 (0)r* 271 1y(r,0)d0,
14 ,2p v
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1 - [7122—1] |
Y3(r) = 2 J, Z (21 +2p + 2)byis1 Agis1,2p42 (0) P24 [y(r,0)dO0,
i=0
1 27 [”%{1] )
Yy(r) = o= (21 +2p + 3)C2i41A2i41,0p43 (0) T2 P2 |9(r,0)d0,
Y0 | iso
L[ ki 2i+2p+1
Y5(r) = —— (21 +2p +2)c2iA 0 2p13 (0) 1P [y(r,0)d0),
27t J gy
1 Pzn [ngJ] |
Ye(r) = = (21 +2p + 4)dai1Azin1,0p44 (0) P 72P73 |p(r,0)d0),
20| o
1 (7 (& 2p+3 piin
Y7(r) = 2 J, Z{(Zl +2p+1)dyi (AZi—2,2p+4(6)_2i—_1A2i,2p+2(6))r P y(r,0)do.
i=

Les intégrales Y (r) — Y7 (r) seront calculées dans les lemmes suivants

Lemme 6.2 L'intégrale Yi(r) est le polynome en fonction de r suivant

]

2 . s+p+1

(2i+2p+1) . .

Yi(r) = Z+a2i+ld25—2 Z S5 piDi p r* FHETHL(6.2.0)
i=0 s=1 I=1

Preuve. En utilisant les intégrales de I’Appendice-B, nous obtenons

2

1 27 [ 9ie2
(QI)EJ Z (2i+2p + 1)anip1Azi1,2p41 (0) 177 | %
0 i=0

nl—l]

[nlfl

2 s+p+1
Z “25+1725+2p+1 [ﬁS'P'O + Z, Bs.p. COS(ZZ)G] do =0,

s=0 =1

nlfl
2

1 27 [ pivn
(bl)_.[ Z (20 +2p + 1)azi11A2i41,0p41 (O) 177 |X
0 1 =0
[%%] s+p+1
Za25r25+2p [/;S,p’o + Z Es’p,lcos(2l - 1)6] do =0,

s=0 =1

ni-1
2

1 27 [ 2i+2
(Cl)ﬁJ‘ Z (2 +2p +1)api 1 A2141,2p41 (0) 17 | %
0 | i=o
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[n22—1] s+p+1
Z by, r2tT2PT2 Z Bepisin(21+1)60 |d6 =0,
s=0 1=0

ny—1
2

1 27 [ 9it2
(dq) gj Z (21 +2p +1)azi 1 Azi41,2p41 (0) 7P | %
0 i=0

[n3—1

2 s+p+2
Z ‘:25+17’25+2p+3 [Vs,p,o + Z Vs,p,1 €08 (21)9] do =0,

s=0 I=1

ny-1
2

(el)gf Z (21 +2p +1)api 1 A2141,2p41 (0) 17T | %
0 i=0

[%3] s+p+2
Zc25r25+2p+2[75,p,0+ Z Vs,p,1 €08 (21 — 1)6] do

I
L

s=0 I=1

ny-1
2

1 21 [ ‘
(fl)_f Z (20 +2p +1)azis1Agis,0ps1 (0) 7P [ x
0

27 /
1=0
[n4271] s+p+2
dye,  r25H2PT4 Z Popysin(20+1)0 |d6 =0,
s=0 l:O

(gl)z_ (2i+2p + 1)ani 1 Azis1,2p+1 (0) r2+2P [ x
TtJo | i
H s+p+1
Zd25_2r25+2p+1 Z ds,p,18iN(21)0 |d6 =
s=1 1=1
[”1 stp+1

2

=0
Donc la somme des intégrales (a;) —(g1) est le polyndome ([ 6.2.1). Cela termine la preuve
du lemme (6.2). m

M
21 + 2p + 1) § 2i+2s+4p+1
a21+1d25 2 6s,p,lDi,p,lr P

S=

Lemme 6.3 L’intégrale Y,(r) est le polynome en fonction de r suivant

[%][nz 1] s+p+l
/ 2 2i+2s+4p+1
Yo(r) = ) ) (i+pagibat ) PopiCipir® 4
i=0 s=0 1=0
[%1] [n4271] S+p+2
(i +p)a2id25+1 Z 77s,p,lci,p,lr2l+zs+4p+3- (62])
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Preuve. En utilisant les intégrales de I’Appendice-B, nous obtenons

n

21 [42i
(HZ)%_[)

1=0

=
)
s=0
7]

(1
=7

=0
(7]

§ a25r25+2p

s=0

(b2)

=

1

(2
1,

i=0

—

(c2)

21

[nzfl

. 5 2i+2s+4p+1
(1+P)02i1725+1 Z ﬁs,p,lci,p,lr b ’

n

3]

(7]

§ C25T25+2p+2

s=0

m

1 27 [7
27t ), :

1=0

dyg qr2sT2PHe Z Vs,p8iN(21 +1)0 |dO =

2s+2p+1
Azs+17 P {

2

25+2p+2
E bysir ™"
s=0

2s+2p+3
Cos417 P [7%4LO'+

(2i + 2p)ag;Agi 2ps1 (0) r2 2P | x

s+p+1

(2i +2p)ag;Agipps (0) r* 207!

s+p+1
[/3754,,0+ Z ﬁs,p,lcos(Zl—l)Q

=1
(2i +2p)ag;Agipps1 (0) r* 207

s+p+1

s+p+1

1=0

ae

Z Bspisin(2+1)60 |d6 =
=0

(2i +2p)aziAsi pps1 (0) 12271 |

st+p+2

I=1

I=1

s+p+2
[)75,,,,0 + Z Vspicos(21-1)6

Z(Zi +2p)aziAsinpe (0)r2 2P [x

(2i +2p)aziAsgi ppe1 () 12271 |

s+p+2

1=0

70

ﬁs,p,o + Z ﬁs,p,lcos(zl)e do =0,
=1

Vsl cos(2l)9] do =0,

]deo,
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[HTI] [n42_1 ] s+p+2
; _ 2i+2s+4p+3
(i+p)azidysiq Z Vs,p,lci,p,lr i+25+4p+3
i=0 s=0 1=0

1 27 ) ) ~
(82)_f (2i +2p)aziAgipper (0)r* 27! [x
0 .

27
1=0
)2 s+p+1
[Z‘izszrmz’?+1 Z 85,p15in(21)6 |d6 = 0.
s=1 I=1

Donc la somme des intégrales (a,) —(g;,) est le polyndome ( 6.2.j). Cela termine la preuve
du lemme (6.3)). m

Lemme 6.4 L’intégrale Y3(r) est le polynome en fonction de r suivant

(]

=

ey
2

—
=
[E—

s+p+1

; ] 2i+2s5+4p+1
(l tp+ 1)b2i+1a25 Z ﬁs,p,lEi,p,lr A
I=1

Y3(r) =

I~

Il
S
©
Il
(e}

.—.
8 o
N
Ly
—
m—
2
NG
-

s+p+2

] % 2i+2s+4p+3

(i +p+1)bais102s Vs,paEipar T, (6.2.k)
I=1

I
(e}
[
I
o

Preuve. En utilisant les intégrales de I’Appendice-B, nous obtenons

ny—1
2

1 21 [ S
(a3) Py J Z (2 +2p +2)bgi 1 Agis1,2p+2 (0) 17 TP %
0 i=0

[nlfl

2 s+p+1
Z gy P2 2PH [/35,,,,0+ Z Bopi cos(2l)9] 46 =0,

s=0 I=1

ny—1
1 27 [ 22 ] .
(b3) P Z (2i+2p+ 2)b21.+1,421.+1,2p+2 (6) F2i2p+1 |
20 | =0

stp+1
Ay T2P [ﬂs,p’o + Z ﬁs,p,l cos (21— 1)6] do =
I=1

&G
2 2 s+p+1
] ] 2i+2s+4p+1
(i+p+1)bair1a2s Bs,piEip17 resTEpT,
i=0 s=0 1=1

1 271 [ 2 S
(03)—_[ (20 +2p +2)bpi1 Azt 2p42 (0) 1 TP %
0 .

71



6.2. PREUVES DES RESULTATS

[n2—1

st+p+1
Z by, r2t2PT2 Z Bspisin(21+1)0[d6 =0,
s=0 1=0

ny—1
1 21 [22 ] .
(d3)§j Z (2i+2p+ 2)b21~+1A2i+1]2p+2(9)r21+2p+1 %
0 | =0

n3-1
2

s+p+2

C2s+1 r25+2[3+3 [Vs,p,O + Z Vs,p,1 COS (21) 6] a6 =0,
5:0 l:1

o,
b

112 l
[ (20 +2p + 2)bai1 A1 2ps2 (0) 7 P4 |
]

AQ
2

s+p+2
25+2p+2[75’p,0 + Z 775'p'lcos(21 - 1)9] de =
=1

1
[%% s+p+2

~ 2i+2s+4p+3
Z 1+p + 1 b21+lc2s Z Vs,p,lEi,p,lr P,
=0 s=0 I=1

[E—

l\)

np—1
(2]
[ (20 +2p + 2)bsi1Asi1,2ps2 (0) P74 |

i=0
s+p+2
Z dyg, 125+2PH4 Z Popisin(21+1)0 [d6 =0,
5=0 1=0

[n2—1

1 27 . '
(83) EJ ) (2i+2p+ 2)byin1Agis1 gpaa (0) 172 |
0 | i=0

s+p+1
[Zd2s p2st2ptl Z Os,p,18in(21)0 [d6 = 0.

Donc la somme des intégrales (a3) —(g3) est le polyndme ( 6.2.k)). Cela termine la preuve
du lemme (6.4). =

Lemme 6.5 L’intégrale Y,(r) est le polynome en fonction de r suivant

[n32 s+p+1

K
(2i + 2p +3) = ;
§ C2i+1d25—2 E 6s,p,lDi,p,lr21+zs+4p+3' (621)
: :1 l:1
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Preuve. En utilisant les intégrales de I’Appendice-B, nous obtenons

1

(a4) Py

25

S=

1
27

(D4)

ol
Lz

0

21 [
L1x

(7]

E a25r25+2p

s=0

1

(ca) =

2ne(l
[

[nzfl

(dg) =

27

[n3—1

!
Lz

2

E Cos+1

s=0

1
27

(e4)

7]

ol
Lx

n3-1
2

i=0

nz—1
2

i=0

2

1=0

n3—1

2

i=0

n3—1
2

i=0

§ C25r25+2p+2

s=0

(f4)%

[

M[~2n
0

ng—1

[

n3-1
2

i=0

|

n3—1

]

]

(26 +2p +3)Cai14A0i41,0p43 (0) P 7272 |

s+p+1

Aygpq 1 25H2PHL [ﬁs,p,o + Z Bs.p,i cos(2l)9] do =0,

I=1

(20 +2p + 3)Cois1Azis1,0ps3 (0) r2HPH2 [

s+p+1

/gs,p,() + Z ﬁs,p,lcos(Zl - 1)6] do =0,

]

25+2p+3
retep [Vs,p,O +

I=1

(26 +2p +3)Cai1A2is1,0p43 (0) 7242 | x

s+p+1

2
Y ot N B sin(2041)0|d6 =0,
s=0 1=0

(26 +2p +3)Cair1A2i+1,0p43 (0) 12 TP 2 |

s+p+2
Vspl cos(21)6] do =0,
I=1

(26 +2p +3)Ci1A0i41,0p43 (0) P TP T2 |

s+p+2
[775,,;,0 + Z 775,p,lcos(2l — 1)9] do =0,

]

I=1

(20 +2p + 3)Cois1Anis1,0ps3 (0) r2H2PH2 [

s+p+2

2
Z dyg, 12520+ Z Popisin(21+1)0 [d6 =0,

s=0

1=0
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1 PQTZ [n32_1]
(84) 5= . Z (2i+2p +3)c2ir142i41,2p43 (0) 1
- i=0

2i+2p+2 x

1z s+p+1

Zd25_2r25+2p+1 Z 8s,p15in(21)0 [d6 =

s=1 I=1

-1
n32 ] 1 s+p+1

21 + 2P + 3 N 2i+2s+4p+3
Z C2i+1d2s—2 Z 6s,p,lDi,p,lr P,
i=0 s=1 =1

Donc la somme des intégrales (as) —(g4) est le polynome ( 6.2.1). Cela termine la preuve

du lemme (6.5)). m

Lemme 6.6 L'intégrale Ys5(r) est le polynome en fonction de r suivant

i=0 s=0 =0

[%3][ 221] s+p+1
, 5 A 2it2s+44p+3
Y5(r) = Z (i+p+1)caibrsi Z B pgCh o™ T
i—0 s=0 1=0
(21 stp+2

g = A 2i+2s+4p+5
(1 tp+ 1)C2id2s+l Z Vs,p,lci,p,lr L

(6.2.m)

Preuve. En utilisant les intégrales de I’Appendice-B, nous obtenons
n3 ]

271 [7

1 . 2i+2p+1

(as) = (2i+2p +2)c2iAzi2ps3(0) 1 X
0o |4

-~

25

s+p+1

a25+1r25+2p+1 [ﬁs,p,O + Z lgs,p,l (o (2l) 9] ao = O;
I=1

s

1 _ '
(bS)ﬁJ‘ (21 +2p+2)c2iA2,-’2p+3(9)r21+2P+1 x
0 .

[E—

I
(e}

WTI] s+p+1
Za25r25+2p ~S}p,0 + Z ﬂs,p’lcos(2l -1)01]|do6 =0,
s=0 I=1

(7]

1 271 ] .
(| [ D20+ 2+ 2leniinizg (00772 |
0 0

-~

[n2 - s+p+1

Z byey r2st2P+2 Z Bs,pisin(21+1)6 [dO =

74
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2][%] it
] 7oA 2i+2s+4p+3
(i+p+1)coibossr Bop Cipr 2244043,
iZO SZO l:O

1 27 [ 2 .
(dS)_J Z(2i+zp+2)CZiA2i,2p+3(9)r21+2p+1 X
0

s+p+2

25+2p+3
Z Cos+1? P [Vs,p,O +

Vsp.l cos(ZZ)G] do =0,

s=0 I=1
o con((2) |
(65)%‘[0 ;(2i+2p+2)C2iA2i,2p+3 (9)r21+2p+1 X
1=
[%3] S+p+2
Zczsr25+2p+2 [7754,,0 + Z Vs,p,1 €08 (2] — 1)9] do =0,
s=0 =1

1 21 '
(f5) —J (2 +2p + 2)ca;Ani 3 (0) P24 | x
0 -

[M{l s+p+2
Z dyg P22+ Z Vs,p,Sin(21 +1)0 |d6O =
1=0
]

s=0
[%3 [n42—1] s+p+2 .
(i +p+ 1)C2id25+1 Z 775,p,lci,p,lr21+25+4p+5,
i=0 s=0 1=0
o on(13) |
(gS)_ (2i+2p+2)C2iA2i,2p+3 (9)1,21+2p+1 %
2ndo |3
H s+p+1
[Xd252r25+2p+1 Os,p,1 sin(21)0 [d6 = 0.
s=1 1=1

Donc la somme des intégrales (as)—(gs5) est le polynome (| 6.2.m). Cela termine la preuve
du lemme (6.6). =

Lemme 6.7 L'intégrale Y¢(r) est le polynome en fonction de r suivant

[ 11%) s+p+1
/ 2 C 2i+2s+4p+3
Ye(r) = (i +p+2)dsis1as Z Bl g
i=0 s=0 1=1
[n4271 ] [%3] s+p+2
(Z +p+ 2)d2i+1C25 Z fs’p’léi’p,lr21+25+4p+5' (62n)
i=0 s=0 1=1

75



6.2. PREUVES DES RESULTATS

Preuve. En utilisant les intégrales de I’Appendice-B, nous obtenons

2

1 27 [ pivanes
(a6) 5~ J Z (20 +2p +4)dai 1 Adis1,2p+4 (0) 17 TP %
0 | i=o

n4—1]

25

s=0

s+p+1

Qg P2ST2PTH B0+ <, cos(21)6 [|do =0,
»Ps ;P;

I=1

2

1 27 [ ' .
(b) _J Z (20 +2p +4)dpi 1 Agin1,opea (0) T7H2PF3 |
0

n471]

27 [
i=0
[HT] s+p+1
Y ™| Bo+ ) Popicos(21-1)0 |6 =
s=0 1=1
[’142_1 ] [HTI] s+p+1
; 5 OF.2i+2s+4p+3
(i+p+2)daiy1as BspiEip 1™ T,
i=0 s=0 1=1

1 21 ' b
(ce) _J Z (2i+2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 0) F2i+2p+3 |
0 | i=o

[n2—1
2 s+p+1

Z bpgy 12T Z Bs,pisin(21+1)6 [dO =0,
s=0 1=0

ng—1
2

[
1 21 .
(de) J E (2i+2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (9)r21+2p+3 %
0

E i=0
[n3271] s+p+2
Cogpq 125T2PH3 [Vs,p,o + Z Vspl cos(ZZ)Q] doe =0,
5=0 I=1

ng—1
2

1 271 [ - 5
(es) _J Z (2i+2p+4)dpi 1 Azi41,2p4+4(0) AR P
0

27t —
1=
%3] s+p+2
Y o™ W2 g0+ ) Fapicos(21-1)0||d6 =
s=0 1=1
-1
[1142 ][%3] s+p+2
; ~ B 2i+2s5+4p+5
(1 tp+ 2)d2i+lc2s ys,p,lEi,p,lr P,
i=0 s=0 I=1
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5

1 27 . ‘
(fo) P J Z (2i+2p+ 4)d2i+1A2i+1,2p+4 (6) F2i42p+3 |
0

i=0
[n4 1 s+p+2
Z dyg,qr25t2Pts Z Vs,p18in(21+1)0 1d0 =0,
1=0

5

1 21 . .
(86) Py j Z (2i +2p + 4)d2i 1 Azis1,2p+4 (0) F2i42p+3 |
0 | =0

s+p+1
[Zd 9ot 252PF1 Z ds,p,18i0(21)0 ]d@ 0.

Donc la somme des intégrales (aq) — (g6) est le polynome (6.2.n). Cela termine la preuve
du lemme (6.7)). m

Lemme 6.8 L’intégrale Y-(r) est le polynome en fonction de r suivant

nlfl

s+p+1

U 2
(21 + 2p +1) . 2p+3

Z ——— i 242541 Z Bs,p.1 (Fi,p,l T Fi,p,l) X
i=1 s=0 =

v ] (2i+2p+1)
p2it2staptl 4 Z Z dei—ZCZHI X

i=1 s=0
s+p+2

- 2p +3 '

Z Vspl( » Flpl)r21+25+4p+3. (6.2.0)

Preuve. En utilisant les intégrales de ’Appendice-B, nous obtenons

Ly 2p+3 2i+2p
(az) 2 J, ;(21 +2p+1)dy; (A2i—2,2p+4 (0) - S 1 A2i2p2 (9)) r X

[nlfl

2 s+p+1
Z a25+1725+2p+1 [ﬂs,p,o+ Z ﬁs,p,lcos(2l)9] do =

s=0 I=1
14 [n]z_l ] . st+p+1

Z (2i+2p+ 1)d a Z B ( 2p+3F- )r2i+25+4p+1
- - > 2i-2%2s+1 s,pl 21 i,p,l ’
1= S=

1 (& : 2P +3 2i+2p

()5 | | D (204 20+ oy o Ao 22914 (0) = SE2 A5 02 (0)) 21477 |
VI o -

—_—
o=

] s+p+1
ay r 252 (ﬁs’p’o + Z ﬁs,p,lcos(Zl - 1)6] do =0,
I=1

s=0
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1 (7 2p+3 2i+2p
(c7) 2 J, Z (2i+2p+1)dy;i» (A21 2,2p+4(0) = ——A2i2p12 (9))r X

211
l
[ng&] s+p+1
by, r2t2PH2 Z Bpisin(21+1)6 |d6 =0,
s=0 1=0

1 (v 2p+3 2i+2p
(d7) 2 J, Z (2i+2p+1)dy;_ (A21 2,0p+4(0) — HAZLZ;HZ (9))7 X

i=
n3—1
2

s=0

s+p+2
Cogpq 125T2PF3 [yslp,0+ Z Vspl cos(2l)9] do =
I=1

s+p+2

M
(2i+2p+1) = 2p+3 2i+2s+4p+3
Z L fdzl 2€2s+1 ; Vspl( pl~ mFi,p,l)rl SRR,

=1
L (¥ 2p+3 "
EJ; [Z 21 +2P+1 d21 (AZi—2,2p+4 (9)_HA2i’2p+2 (9))1’ i+2p |

7]

s+p+2
ZC25r25+2p+2 [)75,11,0 + Z Vs,p,1 €08 (21 — 1)9] do =0,

s=0 =1

2n( M
2p+3 ;
J ( E (20 +2p +1)dy; (A2i—2,2p+4 (0)- —211.?_ T A2i2p+2 (9))72”2’]) X
=1

~.

[ ;1] s+p+2
dye, 1252 T4 Z Popysin(2+1)0 |d6 =0,
s=0 1=0

1 (¢ 2p+3 2i+2p
(87) - Z (2i+2p + 1)dy;- (A21 20p+4(0) = 5o Asips2 (9))7 X
0

1
i=
2 s+p+1
[Zd252r25+2p+1 Z Ssp sin(21)9]d9 - 0.
s=1 =1

Donc la somme des intégrales (a;) —(g7) est le polynome (| 6.2.0). Cela termine la preuve
du lemme (6.8). =

Des lemmes (6.2)-(6.8), on obtient F) (r) = r*4P P, (rz), ou P, (rz) un polyndme de degré
-1 -1 -1
| e Bl o o R Sl B2
e M e A - e B VR
1, 2, 1;.
[ 1SS | | tm
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En substituant ( 6.2.h) dans (6.2.g) et ( 6.2.f), on obtient

1]

]
Fa(r,0) = ) ar™PA; 50 (0)+ ) b A5,.,(0)+
i=0 i=0

n3 g

= L i+2p+2 7 i+2p+3
Zcirl PT2A; 2p+3(0) + Zdirl PTA; 2p+a(0) -
i i=0

0
l[ (2]
n [n3—1

-5
2i+2p+1 2i+2
. Z 2i+1A2i41,2p+1 (0) TP + Za2iA2i,2p+l (0)r= P+
iz
[*5] 2

i=0
2i+2p+2 2i+2p+3
Z bri+14A2i41,2p42(0) r P75+ Z C2i1A2i41,2p43 (0) 17777 +

i

0 i=0
"73] [n4—1
2 2

2i+2p+2 2i+2p+4
ECZiAZi,2p+3(6)r P +§ dis1A2i41,2p44 (0) 17 TP+
i=0 i=0

2p+3 .
Aji_22p+4(0) = 2[;—_1A2i,2p+2 (6))d2i—2721+2p+1] X

1—1]

M-

I
—_

—_—
=
N

(7]

2k+2p+1 2k+2
Ak s1Asks2,0p (0) 1= 7P +Z“2kA2k+1,2p(9)T Pt

=

=0

k=0
[”%;1] [n%;l
2k+2p+2 .
Z bakr1Asks2,2p41 (0) 2K P2 4 Z Coks1Azks2,2p42 (0) rPFF2PT3 4
k=0 k=0
ng—1
[7] [ ]

2k+2p+2 2k+2p+4
CokAks1,2p+2 (0) TP + Zd2k+1A2k+2,2p+3(9)7 Py
k=0

2p+3
(AZk—l,2p+3 (0)- %A2k+l,2p+l (9))dzk_zf2k+2p+1 ]

M= I

=~
Il

1

1
Pour une expression explicite de F%O(r) =5 Ozn F,(r,0)d6, on utilisent le lemme (6.1,
alors
I I
F3o(r) = boir* Enippsn (210) + ) doir? P Ep; 504 (2m0) |PPPT -
i=0 i=0
[7112_1] . 2p+3
Za2i+1d2k—2 (€2i+2k,4p+4(27() - m€2i+zk+2,4p+2(27()) 1’21+2k+4p+1 -
i=0 k=1

2i+2k+4p+1
a2ibok1182i12k42,4p+2(270)7 P -
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2
2i+2k+4p+3
Z Z a2idok 1212k +2,4p+4(2T0)7 P -

2
2i+2k+4p+1
Z Zb2i+1a2k52i+2k+2,4p+4(271)T P -

2i+2k+4p+3
Z bris1C2kE2is2k+2,4pra (2T0) 7 P -

i=0 k=0
n3 1
2P +3 2i+2k+4p+3

Z ZCZszZk 2(521+2k apre (210) — ok 152i+2k+2,4p+4(271))r l P
i=
["73][”27_1]

2i+2k+4p+3

Z C2iboks1E2iv ke, apra (270) 1P

i=0 k=0
121[" ]

2i+2k+4p+5
Z C2ilok+1E0i42k42,4p+6 (270) 17 TR —

2z+2k+4 +3
Z d2i102kE2i42k+2,4p+4 (2T0) 7 P —

2i+2k+4p+5
Z di 1€k E2is2k+2,4p+6 (2T0) T P —

i=0 k=0
w [P
2p+3 ok
Z Z 228241 (‘52i+2kr4p+4(2”)_ S Griv2ke2, 4p+2(271))r21+2 Haprl
i=1 k=0
n3-1
p 2]
2p+3 ,
Z Z dai—2Cok+1 (521+2k ap+e (270) = —— 52i+2k+2,4p+4(2n))r2’+2k+4l’+3

i=1 k=0
=rl+2p (Pz(r )+ r2PPy(r ))

Ou P,(r?) est un polyndme de degré

oo [} 35]1)

et P3(r?) est un polyndme de degré
e B
max{[2]+[ '3 + > +1, > + 1,
g b e M Gl S el AR
[2+2+12+2+2,2+y+1.

Finalement, F,((r) devient sous la forme suivante

Fyo(r) = Fyo(r)+ F3 (r) = r'*%P (rzppl (rz) + P (rz) + 177 Py (rz))’
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Par conséquent, Fp((r) a au plus

o[ 5 25
55 e 22 e 25

[3_1]+ + +1}
2 Pl p 4

racines positives , ce qui prouve le Théoreme (6.2).

6.3 Applications

Exemple 6.1 On considére un exemple qui correspond au théoréme (6.1)

=9 10 , (256 _ 25602 32768 .2\ 13 (6.3.a)
y=—x—e(2xp'0+ (37 - BF T + 0912+ () D),
ot fl(x x), ' (x), 11 (x) sont de degrés n; = 1,n, = 2,n3 = 3 et ny = 2 respectivement.
Lequatzon moyennee du premier ordre est
5 1
Fio(r)=rt> = =¢34t

10(r) 1 1
qui a exactement [”—24] + 1 = deux racines positives r| = %, ry=1.
satisfaisant

dFyo(r) 3 dFyo(r)
T A e Tl S A
Nous concluons donc que le systéme (| 7.3.a) a un cycle limite instable pour r, = 1, et un cycle
limite stable pour r| = .(Voir la figure (6.1)).

//}/})/v__b—lo--—n—-nw‘m‘m\\\\\
AT T e T S e S e N
Pl e i S SV W
P g e S L VL VW

e

AAAA AT 7 e el w w w

e e
LN N N N L i S e

]
N R R N N e
LA R e N et e o

AT i S My
L R e o e P et gy

Rl I T

/I
/
/
f
f
t
T
1
X
\
!\
I\
b\

L R g
A R N e b i a '

T RN T A p— e " Sw S u

AAA A o

FIGURE 6.1 — Les deux cycles limites pour € = 107>,
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6.3. APPLICATIONS

Exemple 6.2 On considére un exemple qui correspond au théoréme (6.2)

X=1y,
{y——x f(x)y* - g(x)y° - 1(x)y® - h(x)y’, (6.3.b)

ou
341
= 6 (=1 -3x),
429184 182773472 5 o 1 X

- - 2x3),
8(x) = El—Zem Xt T age X )+ e g + 2
hix) = e(x?)+e*(5x—3x?%),

155357728 22

x) = e(=22227728 . 20 ,
(x) = el-—=ggg ¥+ e (x+57)

et f(x),g(x),h(x),l(x) sont de degrés ny = 1,n, = 3,n3 =2 et ny = 1 respectivement.
Puisque nous avons Fy égal a zéro, alors il faut résoudre I’équation Fpy =0

155269 5 1529 341 o 11 , 1
3600 ' 2880 4800 2880 14400

. ”2—1 n3 o . .. _ 1 1 1
qui a exactement [ 5 ]+ [7] +p+ 1= cing racines positives, 1y = h=313=31=5 et

rs = 1. Ces derniéres racines vérifiant

[

dF 252 dF 63
P 22 Lo o) O,
dr I=n 6103515625 r=r = T 671088640
dF,, 28 szo 21

. = — y — |y= . 0)

ar =, 23914845~ 0" Tdr =, 163840
7|r=rs = 5=*0

Nous concluons donc que le systéme (7.3.b)) a trois cycles limites instables pour r = é, r3 = é

et rs = 1. En plus de deux autres cycles limites stables pour r, = § et ry = 5.(Voir la figure

©-2).

i e S

FIGURE 6.2 — Les cing cycles limites pour ¢ = 1077,
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CHAPITRE

7/ =
LE NOMBRE MAXIMUM DE

CYCLES LIMITES POUR UNE

CLASSE DES SYSTEMES DE

KUKLES GENERALISES
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|7.1 Presentation du probleme et resultats principaux|{. ... ... .. .. .. 83
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[7.2.1 Preuve du cas (a) du theoreme|7.1{. . . . . .. ... ... ... ... 84
[7.2.2  Preuve du cas (b) du théoreme|7.1| . . ... ... ... ... .... 86
(7.3 Applications|. . . . . ... L e 97

7.1 Presentation du probleme et résultats principaux

Dans l'article [1]] les auteurs ont étudié le systéme suivant

x=y-fi(x)y,
{ Y =-x—8(x)- f2(x, )y (7.1.a)

ou fi(x) = efi1(x) + €2 fi2(x), fo(x,9) = efo1(x,9) + €2 f2(%, D), et g(x) = 821 (%) + £2g2p(x)

sont des polyndomes de degrés I,n et m respectivement, et ¢ est un petit parametre. Ils
ont prouvé que le systeme (| 7.1.a) peut avoir [ ] cycles 11m1tes en utlhsant la théorie de

moyennisation du premier ordre et max{O( -1, [O B (m ] [O n)+Od ] [ ]} cycles
limites en utilisant la théorie de moyennisation du deux1eme ordre. O ) est le plus grand
nombre impair inférieur ou égal a 7, E(i) est le plus grand nombre pair 1nfer1eur ou égal
aiet[.] désigne la partie entiére.

Dans ce chapitre, on considere le probleme de la recherche du nombre maximal de
cycles limites pour une classe de systemes différentiels de la forme

X=1y,
{ y=x=filxy) - folx )y - 1oy - galx )y 7:1:0)

ou fi(x,y) = efi1(x,y) + €2 fi2(x,9), o(x,9) = efo1(x,9) + €2 fr2(x,9), 81(%,9) = €g11(x,p) +
szglz(x,y) et g(x,v) = eg1(x, ) + szgzz(x,y) sont des polynomes de degré ny,n,, ns et
ny respectivement, et ¢ est un petit parametre. De plus nous faisons quelques applica-
tions.

Notre résultat est le suivant :
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7.2. PREUVES DES RESULTATS

Théoreme 7.1 Pour € # 0 suffisamment petit, le nombre maximal de cycles limites du
systéme différentiel qui bifurquent d’un centre linéaire X = v,y = —x en utilisant
la méthode de la moyennisation

(a) Du premier ordre est

max{[=5=} [3) [

(b) Du deuxieme ordre est

A=max{A, A, +1, A3+ 2, A4+ 3},

avec
A= max{[E(”1)+(2)(”2)—1l’E(n1)_L nlz—l],[%]},
Ay = max{E(nl)_Z’[E(mH(2)(112)—3]y[E(n1)+}23(n3)_2],

E(m1) + O(14) = 1] [O(my) + E(n3) 1] [n3=1] [ns
R e e e
Az = max{E(n3)_1’lE(”1)+§(n3)—4l,lE(nl)+(2)(n4)_3],

2 2 2
E(n3)+0(n4)—3l}

[O(nz) + E(n3) - 3] [O(nz) +O(ny) - 2] lE(”3) +0(ny) -1 l}

Ay = max{O(m)—l,l >

et O(i) est le plus grand nombre impair inférieur ou égal a i, E(7) est le plus grand
nombre pair inférieur ou égal a i et [.] désigne la partie entiéere.

7.2 Preuves des résultats

7.2.1 Preuve du cas (a) du théoréeme|7.1

Pour utiliser la méthode de moyennisation d’ordre un nous écrivons le systeme en
coordonnées polaires (r,0) ou x = rcos(0), y = rsin(6), r > 0. On écrit les polyndmes

fi1(%9), f21(x%v), g11(x,v),221(x,v) apparaissant dans (7.1.b) comme :
m

1
fii(x,y) = Z a;j1x'y,  fo1(xy) = Z bij1x'y’,

i+j=0 i+j=0
n3 14
. .
g1 (xy) = Z aijx'y, g1(x,y) = Z bijx'y’.
i+j=0 i+j=0
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7.2. PREUVES DES RESULTATS

Par conséquent, le systéme (| 7.1.b) devient

ny 12
Fo= —€ Z aij’lri+jcosi93inj+19+ Z bi]-,lr”j“cosiesinj”Q
i+j=0 i+j=0
ns g
+ Z a,-]-,zriJ“jJr2 cos' Osin/*3 60 + Z bijyzri+j+3 cos' Osin/*4 6|,
i+7j=0 i+j=0
1 1,
6 = -1-% Z a,-j,lr”j cos'*1 9sin/ 6 + Z bij,lr”j” cos'*1 @sin/*1 6
’ i+j=0 i+j=0
n3 ny
+ Z aij,zr”j” cos'*1 Osin/*? 6 + Z b,-j,zri+j+3 cos'*1 9sin/*3 6 |.
i+j=0 i+j=0

Considérons maintenant 6 comme nouvelle variable indépendante, alors

ny ]
j_(; = ¢ Z aijylr"+jcosiesinj+19+ Z bi]-'lr”j*l cos Osin/*2 0+
i+j=0 i+j=0
ns 2
Z a,-j’zr"ﬂur2 cos' Osin/*3 6 + Z bi]-,zr”ﬁ?’ cos’ @sin/t4 0 [+ O(e?),
i+j=0 i+j=0
= ¢F(r,0)+ O(e?).

Soit Fy( I’équation moyennée du premier ordre associée au systéme ((7.1.b).
En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calculent Fy,

1 271
Fro(r) = _L Fy(r,0)d0,

271
alors
1 ™| & L . 72 . . .
Fio(r) = 5 Z aj r' cos' @sin/™1 @ + Z bij P cos? Osin/ 2 O+
n ’ 4
0 \ivj=o i+j=0
n3 14
Z a;jor' "7 cos' Osin/* 0 + Z bijor' 1" cos’' Osin/* 0 |.
i+j=0 i+j=0
Avec

27 PR . .. .
i . TTa;; St 1 pair et ] impair
cos' Osin/lodo = 1] pat Jmp
0 0 sinon,

271 : ) ) . :
cos' 0sin/*2 040 = 7Bij si 1pair et jpair
0 0 sinon,

ncosiesinj+3 040 — To;;  si ipair et jimpair
0 0 sinon,
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7.2. PREUVES DES RESULTATS

2 .. . . .
ﬂcosiesinj+4 040 - Ty;j si ipair et jpair
0 0 sinon,

on obtient

n ]

1 . .
= 1+ i+7+1
FlO(r) = E Z a,-]-’laz-]-r I+ Z bij,lﬁijr ]
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
ns 4
i+j+2 i+j+3
+ Z “ij,zéijr Ity Z bij,ZVijr J . (723.)
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair

On peut choisir les coefficients de F;, de cette maniere

ajj1 i pair , jimpair,
bij,l i pair , j pair,
aij2 i pair , jimpair,
b,-]-,z i pair , j pair,

tel que F;y a exactement

o (25125 252)

racines positives simples.

7.2.2 Preuve du cas (b) du théoréme|7.1

Pour prouver I’énoncé (b) du théoreme (7.1)), on utilise la théorie de la moyennisation
du second ordre. Soit

ny ny

fiillx,y) = Zai]-,lxiyj, fi2(x,) = Z dij,lxiyj'
i+j=0 i+j=0
nyp 1y
falxy) = Z bijax'y!,  farxy) = Z bij1x'y’,
i+j=0 i+j=0
”3 . . n3 . .
gu(xy) = Z aii2x'y!, g12(x,y) = Z ij2x'y’,
i+j— i+j—
D1(xy) = sz]ny' g22(x,y) = sz]Zx y]
i+j= i+j=

Alors le systéme (| 7.1.b) en coordonnées polaires (r,0), (r > 0) devient

r = —€(A1+€Bl),
0 —1—§(A2+532), (7.2.b)

86



7.2. PREUVES DES RESULTATS

ou
n ny
A = Z ajj ' cos’ Osin/*1 6 + Z bijllr”]“ cos' Osin/*? 0
i+j=0 i+j=0
n3 ng
+ Z az-]-,zr”“z cos' Osin/ ™3 0 + Z bij,zr”]*?’ cos' Osin/t46,
i+j=0 i+j=0
n 13
B, = Z aij ' cos’ Osin/*1 6 + Z bijllr”]“ cos' Osin/*? 9
i+j=0 i+j=0
13 M4
+ Z a;jor' "7 cos' Osin/ T 0 + Z bijor'*1*3 cos' Osin/** 0,
i+7j=0 i+j=0
ny "3
A, = Z ajj 't cos't1 Osin/ O + Z bi]-,lr”]+1 cos't' Osin’*l 6
i+j=0 i+j=0
13 4
+ Z a;jor' 72 cos™ ! Osin/ T2 0 + Z bijor' 1% cos™ ! Osin/ T 0,
i+;j=0 i+j=0
ny "
B, = Z ajjar'" cos't1 Osin/ O + Z bi]-ylr““]+1 cos't' Osin’*l 6
i+j=0 i+j=0
13 4
+ Z di]-,Zr”]” cos'™ Osin/*? 6 + Z bi]-,Zr””?’ cos'™1 Osin/ ™3 6.
i+j=0 i+j=0

Prenant & comme une nouvelle variable indépendante, le systeme ( 7.2.b) devient

d
ar _ 5F1(r,9)+£2F2(r,9)+O(£3),
do
ou .
Pl(T,Q):Al, Fz(r,e):Bl—;AlAz.

Afin d’appliquer la théorie de la moyennisation du second ordre, F; doit étre égal a zéro.
D’apres la formule, (7.2.a)), Fy est égal a zéro si on prend ay; = —by et

aij1 =0  ipair, jimpair i+j= 3...0(ny)
biji =0  ipair, jpair i+j=2..E(n,)
aijjo=0  ipair, jimpair i+j=1..0(n3)
bijo=0 ipair, jpair i+j=0..E(ny).

Soit Fy( I’équation moyennée du second ordre associée au systeme ((7.1.b).
En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calculent F5,

1 27

iFl(r,G)yl(r,Q)+I32(r,9) do.

F R
20(7) 2t Jy |dr
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Pour calculer F,, nous devons dériver F;, donc
d o
_ - i+j-1 i -+l
d—Pl(r,Q) = (i+j)aij1r cos'Osin/"" 0
r 4
i+j=0
i impair ou j pair
np
+ Z (i+j+1)bjjr'™ cos' Osin/*? 0
i+j=0
i impair ou j impair
13
+ Z (i+7+ 2)aij,2r1+]+1 cos' Bsin’™ 0
i+7j=0
i impair ou j pair
n4
+ Z (i+j+ 3)19,~]~,2r1+]+2 cos' Osin/*9,
i+j=0
i impair ou j impair

et nous avons

0
v1(r,0) = LFl(r,t)dt

2
= apo,1 (@100 + @200€08(0)) + agy, 17 (@102 + Az02 cOs(0) + a3 cos(30)) +

oty o 1PN (@ e + Ao e, €OS(0) + @3, COS(30) ... + Qe )

prev piel
xcos((py +e1 +1)0) +ayo17(a110 + A210€08(20)) + ... + ag o 177 X

(alclel + A2 e COS(29) +..+ a(c1+e1+1 COS((Cl +e;+ 1)6)) + 011'17’2

+1)c e
X(av1118in(0) + @211 5in(360)) + ... + ac, g 17 10 H@1e,q, 8IN(0) + e g, X

sin(30) +... + Qe sin((c; +¢q1 +1)0)) + blo,lrz(o”zno sin(0) +

+1)c 1

dp108in(360)) + ... + beye, 1 7 CZ+€2+1(a1626251n(9)+dzczezsin(39)+...+

d(wﬂ)cm sin((cy + 5 +2)0)) + boy,17° (@101 + d201 c08(0) + d301 X

cos(36)) + ...+ b, , qrP2T2*1 (@1p,q, + A2p,q, COS(0) + d3p, 4, c08(30) +

p2g2,1

+07(p2+22+1 +2) COS((pz +qr+ 2)6)) + bll,lr (dlll + 07211 COS(29) +

P292

@311c08(40)) +...+b pe2taatl (@1cyq, + Aocyq, COS(20) + A3, q, COS(40)

€242,1

024, €08((€2 + G2 +2)6)) + ag0,27% (@100 + @200 €OS(6) +

6?300 COS(39)) + ...+ Llp

+...+ d(qzqz +2)

2 .
1e3,2TP3 T (A ey + Aopae, €OS(0) + i3y, COS(30)

+...+ d(%.,@) COS((p3 +e3+ 3)6)) + 6!10’21”3(6!110 + 0?210 COS(29) +

pP3eés

A310cos(40)) +...+ ac3€3’2r63+e3+2(

1cyes + Aocye, €OS(20) + di3e,,, cOS(40)

+...+ CY( L‘3+E3+1 COS((C3 +eé3+ 3)6)) + a1172r4(a111 Sll’l(@) + 0!211 X

+2)czes
sin(30) + d3115in(50)) + ... + dc,q, r’:3+”73+2(0(163,13 sin(0) + dc,q, SIN(30) +
a5 sin((c3 + g3 + 3)0)) + by, 274 (@110 5in(0) + @21 5in(30)
+ds1psin(50))+...+ b

.t 0?(63;% +2)

cren? c4+e4+3(alc4e4 sin(0) + Adcyey sin(30) +... +

a( 5 )ese, sin((cq + eq +4)0)) + boy 274 (@01 + 201 cOS(0) + d30; X
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cos(30) + d 49y cos(50)) +...+b rp4+q4+3(a1p4q4 +d2p,0, COS(0) +

cos((pg +q4+4)0)) + by o7 (@11

Paqa,2

O_(3p4q4 COS(39) +oc(p4+q4+1 +3)P 44

+d511€0S(20) + @311 cos(40) + daqq cOS(60)) + ... + by, 4T3

C4q4,2 a104114

+aoc,q,€08(20) + d3c,yq, cOS(40) + ... + d(%%) cos((cq +q4+4)0)),

€444
ou p; et ¢; sont les plus grands entiers pairs, ¢; et g; sont les plus grands entiers impairs
tel que

pi+ei < n; ci+e;<mn;et c;+q; <n; pourie{l,3},

cite; < mn;, p;+q;<njetc;+q; <n;, pourice{2,4},

.. , . . 0
et a;jk, dijk, ijk @;j sont les constantes réelles qui apparaissent durant le calcul de fo Fy(r,t)dt.
Maintenant en utilisant les intégrales dans Appendice-C, on calcule

1 (*™dF,(r,0)

El(r) = — ——(r,0)dO
20(7) 2n J, ar y(r,0)
1 -
_ c i+j—1 1 2 1 3
=3 Z (i+j)aijr'™ [a00,1(012003i]~)+a02,1f (azozBi]'JrasozBij)
i+j=2
i impair, j impair
p1+e; 1 3 p1ter+1
+... + aplel’lr (Olzplel Bl] + a3plel Bl] +...+ 0((?1;@1 +2)p131 Bl]
n
. i+j-1 2 1 3
+ Z (z+])a,-]-'1r ] [all,lr (alllAi]-+a211Aij)+...+
i+j=2
i pair, j pair
C1+4q1 1 3 Cl+q1+1
Aeygy 1" (alcllhAij + aZCl‘hAij Tt (aza +1)c1q1Ai]'
m
. i+j-1 2( 5 il ~ A3
+ Z (1+])(Zl']"17’ ] [bIO,lr (alloAij+a210Ai]-) +...+
i+j=2
i pair, j pair
cr+er+1 TCrt+ep+2
bc-zeZ,li’ (alCZEZA ij + a2C262A .+ 0(( c2+;2+1 +1)C262Aij
m
s, i+j-1 2( ~ Bl ~ p3
+ Z (z+])ai]',1r ] [bomr (0(201Bij+0(301Bij) +...+
i+j=2
i impair, j impair
pa+qa+1 1 pP2+q2+2
bpzqz' r (azpzqu ij +0(3p2q2B -+ +C¥( 2+q2+1+2)p quij
n
.. i+i—1 2( & A1 N 3
+ Z (1+])a1~]-,1r ] [(100,27’ (azooBij+0(300Bi]-)+...+
i+j=2

i impair, j impair

p3tez+2 A3 5 pP3tes+3
Apses, 2T (azme ij +a3p3e3B +. ...+a(p3;e3+3) B:

ij pse3ij
ny
. i+i—1 4( 4 l A A3 3 A5
+ Z (i+j)aij1r ! [ﬂu,zr (06111Aij+0‘211Aij+0‘311Ai]’)+
i+j=2

i pair, j pair

89



7.2. PREUVES DES RESULTATS

c3+q3+2 AC3+q3+3
+acyg,,27 (alc3q3A +a2c3q3A +.. +C¥(C3+q3+2) A

C3q3 1]
n
. i+j-1 4(~ F1 , = 33, - 75
+ Z (i+j)ajjar'™ [blo,zr (OflloAij+01210Aij+a310Ai]-)+
i+j=2
i pair, j pair
peate +3 TCcyteyt+4d
+bC4e4 4T€4 (alc4e4A +a2C464A +.. +0((C4+;4+1+2)C464Ai]' )]
m
- i+j—1 4(~ pl , = B3, ~ p5
+ Z (i+f)aijr'™ [b01,27 (a201B1‘]‘+a301Bij+a401Bij)+
i+j=2
i impair, j impair
Pat+q4+3 3, = pPatqatd
+bp4q4, T (a2p4q4B +a3p4q4Bl]+....+a(%+3)p4q4 ij
]
. . 1 L. i+j Dl 2 Dl D3
+ (i+j+ )ﬂz],lr 00,1 { @200 ) + 02,17\ @202 + a30255 ) +
i+j=1

i impair, j pair

pi+e; 1 3 piter+1
aplel’lr (azplelDl] +3P1€1 Di]'+...+a(l71;rel +2) D )

preiij
12
: . i+j 2 1 3
+ Z (1+]+1)ﬂ1’]"17’ ][all,lr (alllCij+a211Ci]-)+...+
i+j=1

i pair, j impair
C1+9q1 1 3 Cl+‘11+1
Aeygi 17 (alclql Cij + Ao Cij oot a(—q;‘“ +1)c1q1 Cij

]

P4 q i+j 2( % ~1 ~ ~3
+ Z (z+]+1)bi]-y1r ][blollr (allOCi]-+a210Cij)+...+
i+j=1
i pair, j impair
Coter+l SCp+ep+2
erz,lr (a1C262C ij + a2C262C +...+ CY( C2+€2+1 +1)6262Ci]~
13
.. i+j 2( ~ 31 ~ 53
+ Z (l+]+1)bi]',17’ ][bomr (0(201Dij+a301Di]-)+...+
i+j=1
i impair, j pair
pP2tq2+ 3 ~pat+qar+2
bpygan ™ ( G2pyq,Dij + @3, D + - ] 2*q2*1+2)p2q2Di]‘
Uy
. . i+1 2( ~ Al A A3
+ Z (1+]+ 1)bi]']17’ ][000’21’ (azooDij+a300Dij)+...+
i+j=1

i impair, j pair

p3+es+2 3 5 Ap3+es+3
ot (a2p3e3D +a3p3e3Di]-+....+a(p3;e3+3) D

aP3€3r pses 1]
ny
. i+ 4( & Al A A3 5 A5
+ Z (1+]+1)bi]']17’ ][(/111’21’ (alllCi]-+a211Cl~]~+a311Ci]~)+
i+j=1

i pair, j impair

#C3+a3+2 AC3+(q3+3
ot lcygs, 2" (a1c3q3c + a253q3c +...+ a(63+q3 +2) C::

€343 1]
ny
+ (i+7+ 1) 1777 1o or* (@110CL + @a10CE + @310C ) +
] Z],l 10,2 110 1] 210 1] 310 1]
i+j=1

i pair, j impair
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cytey+3 scatestd
+bc4e4'21’ (0[1C464C] + CY2C464C +...+ 0[( C4+;4+1 +2)C4€4Cij
]
< i+j 4( - 31 = 33 = 35
+ (1+]+ 1)bi]"11’ b()l’z?’ 0(201Di]-+a301D1-]-+0(401Dij +
i+j=1

i impair, j pair

Pitdst3 (g oL+ a 53, 7 SPatastd
thpyqy 2" (“2p4q4Dij+a3p4q4DU+~--+a(1’4+g4+1+3) D

paqs 1)
n3
. i+j+1 1 2 1 3
+ Z (l +] + 2)611']"27’ ] [{100’1 (azoopij) + app,1t (0(202Fij + 0‘3021:1‘]‘)"'
i+j=2

i impair, j impair

pie, . 3 p1+e;+1
..+aple]y17’ (a2p161Fij+a/3plelFij+"'+a(pl;q+2) EF:

pie1” 1]
n3
i+ 742 i+j+1 2 El E3
+ (i+j+2)aijr ayar® (@ Ejj + g1 B )+t
i+j=0

i pair, j pair

c1+q1 1 3 Cl""h"'l
aclqulr (alclq1E1]+a2C1qlEl]+...+a(51§‘11+1) E

€1q171]
n3
i i+j+1[p, 2(@10EL + @oinE3
+ (i+]+2)ajjr 10,17 \F11054; + d21084; )+
i+j=0
i pair, j pair
C2+€2+1 1 =Crt+ep+2
bczez,lr ((XlC232E]+C¥2C262E +. +0((c2+e2+1+1)C282E1-]~
13
. i+j+1 2(5 Fl =~ 73
+ Z (i+]+2)ajr'" [bomr (azolFij+a301Fij)+“'+
i+j=2
i impair, j impair
pa+qa+1 F3 X rotizt?
bpzqz’lr (OL PZQ2F +a3p2q2F] +...+0((p2+q2+1+2)p2q2F1]
13
. i+j+1 2( s o ¥ p3
+ ) e ayar™ T agar? (danol + o)+
i+j=2

i impair, j impair

p3+es+2 A3 4 pp3+e3+3
ap3e3,21’ (a2p3e3F ij + a3p363P +...+ a(%;e:& +3) F

ij Pses” 1]
n3
. i+j+1 A EL + @ E3 + day B2
+ Z (i+j+2)ajjr'" [“11,2’ (alllEij+0‘211Eij+a3“Eif)+
i+j=0

i pair, j pair

c3+q3+2 A3 AC3+q3+3
..+ac3q3,2r (alc3q3E] +a263q3E] +.. +0[(C3+‘13+2) E>

C3q3 1]
n3
s i+j+1 4/ ~ -1 = -3 = -5
+ Z (1+]+2)ai]-72r ] [blorzr (aHOEi]-+a210Eij+a310Eij)+
i+j=0
i pair, j pair
c4+e4+3 sCateqs+4
+bC4€4, ((ch4e4E +0[2C464E +.. +a(C4+g4+1+2)C4e4Ei].
n3
. . i+j+1 4 - Ol = 3 = 5
+ Z (1+]+2)ﬂ1’]"21’ ] [b01'21" (ag()lFij+0(301Fij+0(4011:ij) +
i+j=2

i impair, j impair
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patqs+3 3 z FPatqatd
tbpygy 2t ( 2p4s Fij + Apyg, i+ "'+“(%+3)p4q4pi1‘
14
. . 3 b i+j+2 Hl 2 Hl H3
+ (i+]+3)bijor ago,1(@200Hj;) + ap,1 77 (@202 Hjj + 302 Hjj ) +
i+j=1

i impair, j impair

pi+er 1 3 p1+€1+1)
aplel,lr (a2plel Hi]‘ + a3p161 Hij t...+ a(%+2) 161H

1]
14
+ (l +] + ) 1],2r 6111,17’ alll l] + a211 l] + ...+
i+j=1

i pair, j impair

c1+q1 1 3 C1+q1+1
Aeyg 1" (alflql Gij+a2flql Gij+"'+a(—clz'“+l) Gij

g1 1]
14
i+ 743D i+j+2 b 2( ~ Gl ~ G3
+ (l+]+ ) 1]'27’ 10,17 | %110 ij+0(210 ij +..+
i+j=1
i pair, j impair
crt+er+l ACptep+2
bc262’17’ (0[1C2€2G ij +a262€2G +.. +0((c2+32+1+1)C2€2Gij
M4

c i+j+2 2( ~ 71 ~ 73
+ Z (l+]+3)bi]"27’ ] [bour (0(201H1-]-+0c301H1-]-)+... +
i+j=1
i impair, j pair

pa+qz+1 ~Pat+qa+2
bpzqz, T (a2pzqu +a3p2q2H + .. +0(<p2+q2+1

+2)paqy” i
fy
i+ 7+ 3D i+j+2 2/( » I_AIl A H?)
+ (Z+]+ )11’27’ apo,27 (%200 ij+a300 ij +...+
i+j=1

i impair, j pair

p3tez+2 . Ap3tes+3
Apses, 2" (a2P3€3H +a3p3€3H Foe T (231 3) H;;

pses 1]
ny
c i+j+2 4( » A1 A A3 3 A5
+ Z (Z+]+3)bl‘j’21’ ] [011’21’ (aHlGij+a211Gi]~+a311G1-]~)
i+j=1

i pair, j impair

c3+q3+2 AC3+G3+3
Footleyg, 0t (alcmG +a2c3q3G +.. +6¥(C3+q3+2) G’

€343 1]
14
s i+j+2 4( ~ =1 = =3 = =5
+ Z (Z+]+3)bi]”21’ ] [blo’zr (aUOGi]-+a210Gi]-+a310G1-]-)+
i+j=1
i pair, j impair
pCatest3 sCyteq+d
et bege, ot (a1C4E4G]+aZC4e4G +.. +“(C4”4”+2)c4e4Gij
14
+ (i+7+3)b;i 12 gy 21* (A0  HY + @301 HE + dgo1 HY )+
) ij,2 01,2 20141 + d301 115 + Ag01 115
i+j=1

i impair, j pair

Patqa+3 - TPa+qatd
..+bp4q4’27’ (Ck2p4q4H +Ck3p4q4H +.. +0((p4+g4+1+3) H:: .

paqs Y]
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Nous avons défini F,(r,0) par

" ny
Fy(r,0) = Z aij ' cos’ Osin/™ 0 + Z bi]',lr”]” cos' Osin’*? 0
i+j=0 i+j=0
n3 Ny
+ Z djjor' 72 cos' Osin/ 0 + Z bijor'*1* cos' O sin/*4 @
i+j=0 i+j=0
nq ny
_ Z Z aij,lahk,lrl+]+h+k_1 cos Ml gsinithtl g
i+j=0 ~ htk=0
i impair ou j pair himpair ouk pair
ny ny
_ Z, Z aij1 bhk,l"l+]+h+k cos Tl gsinitht2 g
i+j=0 ) h+k=1 .
i impair ou j pair himpairouk impair
ny n3
_ Z Z aij,lahk,2r1+]+h+k+1 cos Ml gsinitht3 g
i+j=0 ~ h+k=0 '
i impair ou j pair himpairou k pair
11 My
_ Z Z aij1 bhk,z"l+]+h+k+2 cos Ml gsinithté g
i+j=0 _ htk=1 ,
i impair ou j pair himpairou kimpair
13 nq
_ Z Z bij,lahk,17’1+]+h+k cos Ml gsinitht2 g
i+j=1 ~ htk=0
i impair ou j impair himpairouk pair
%) ny
_ Z Z bij,l bhk,l pHIthtk+l o ooitht]l g o k3 g
i+j=1 ' }1+k:1 ) '
i impair ou j impair himpair ouk impair
ny n3
_ Z Z bij,lahk,2r1+]+h+k+2 cos Ml gsinithte g
i impair ou j impair himpair ouk pair
) Ny
_ Z Z bij bhk’21’1+]+h+k+3 cos L g sini k3 g
i+j=1 ) h+k=1 .
i impair ou j impair himpairouk impair
ns ny
_ Z Z @i 2ank 1 pHiHIkAL (it g i jtk+3 g
i+j=0  h+k=0
i impair ou j pair himpairouk pair
ns Ny
_ Z Z aij 2bnk pHIthtk+2 (Goithtl g o k4 g
i+j:0 . ]’l+k:1 . .
i impair ou j pair himpairouk impair
ns n3
_ Z Z aij,Zahk,Zrl+]+h+k+3 COSz+h+1 ) Sin]+k+5 0
i+j=0 h+k=0

i impair ou j pair himpair ouk pair
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3 4
_ Z Z aij,zbhk,zri+j+h+k+4 cosithtl gsinitkto g
i+j=0 h+k=1
i impair ou j pair h impair ou k impair
14 1
_ Z Z bij,zahk,l PRS2 (it g o jrk+d g
i+j=1 h+k=0
i impair ou j impair himpairouk pair
Hy ny
_ Z Z bij,thk,l pHIHIk+3 it g oi k5 g
i+j=1 h+k=1
i impair ou j impair himpair ouk impair
4 3
_ Z Z bij,2ahk,2ri+j+h+k+4 Cosi+h+1 0 Sinj+k+6 0
i+j=1 h+k=0
i impair ou j impair himpair ouk pair
14 14
_ Z Z bij,zbhk,zri+j+h+k+5 cosithtl gsinith+7 g
i+j=1 h+k=1

i impair ou j impair himapir ouk impair

Maintenant, on calculent Pgo

1 27
F3, = EL Fy(r,0)d0

ny ]

- % ) @ Tags ) by
i+j=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
n3 n4
n Z dij,2r1+]+26ij " Z bij,2r1+]+37/ij
itj=1 i+j=0
i pair, j impair i pair, j pair
m m
- Z Z aij 1 g T Mg
i+j=0 h+k=2
i pair, j pair himpair, k impair
n n
- Z Z aij1ape T Mg
i+j=2 h+k=0
i impair, j impair h pair, k pair
ny n
- Z Z a;; 1 by NG
i+j=0 h+k=1
i pair, j pair himpair, k pair
1 L)
- Z Z a;; 1 by NG
i+j=2 h+k=1

i impair, j impair h pair, k impair
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ny ns
— Z Z aij,lahk,2r1+]+h+k+lpijhk
i+j=0 ~ h+k=2 .
i pair, j pair himpair, k impair
ny n3
— Z Z aij,lahk,2r1+]+h+k+1pijhk
i impair, j impair h pair, k pair
n ng
_ Z Z aij1 bhk,27’1+]+h+k+2 Qijnk
i+j:O . h-l—k:l )
i pair, j pair himpair, k pair
m 1y
Z Z aij bhk,27’1+]+h+k+2 Qijhk
i+j=2 htk=1
i impair, j impair h pair, k impair
ny ny
i+j+h+k
B Z Z bijiankar™ T N
i+j=1 h+k=0
i impair, j pair h pair, k pair
1y ny
i+j+h+k
B Z Z bijankar™ T N
i+j=1 - hik=2
i pair, j impair himpair, k impair
] ny
i+j+h+k+1
- Z Z bij1 b Pijnk
i+j=1 ~ htk=1
i pair, j impair h impair, k pair
] ny
i+j+h+k+1
- Z Z bij b DBijnk
i+j=1 h+k=1
i impair, j pair h pair, k impair
ny ns3
i+j+h+k+2
B Z Z bij1ank, 2! Qijnk
i+j=1 h+k=0
i impair, j pair h pair, k pair
] ns
i+j+h+k+2
> Y bijaaor' Qijnk
i pair, j impair himpair, k impair
] 1y
i+j+h+k+3
B Z Z bij bpk,or"™ R;jnk
i pair, j impair himpair, k pair
ny ny
i+j+h+k+3
- Z Z bij,lbhk,Zr I Rijhk
i+j=1 htk=1
i impair, j pair h pair, k impair
ns ni
— Z Z aij2apk1 rz+]+h+k+1 Pijhk
i+j=0 h+k=2 .
i pair, j pair himpair, k impair
ns ny
i+j+h+k+1
B Z Z aij2apk Dijnk
i+j=2 h+k=0

i impair, j impair h pair, k pair
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n3 L)
- Z Z ai; by, 7 TR0,
i+7j=0 h+k=1
i pair, j pair himpair, k pair
n3 1)
- Z Z ai 2 by, 7 TE2Qu
i+j=2 h+k=1
i impair, j impair h pair, k impair
ns ns
- Z Z ajj papeor TR g
i+j=0 h+k=2
i pair, j pair h impair, k impair
n3 n3
_ Z Z aij,zahk,zri+j+h+k+3Rijhk
i+j=2 h+k=0
i impair, j impair h pair, k pair
ns ny
- Z Z aij by o TS g
i+j=0 h+k=1
i pair, j pair himpair, k pair
"3 14
. Z Z aij,Zbhk,Zri+j+h+k+4Sijhk
i+j=2 h+k=1
i impair, j impair h pair, k impair
Ny ny
- Z Z bijpaner T2Q
i+j=1 h+k=0
i impair, j pair h pair, k pair
Ny ny
X X bij 21 T Qi
i+j=1 h+k=2
i pair, j impair himpair, k impair
Ny ny
- Z Z bij 2 bpe, 1 7 TR
i+j=1 h+k=1
i pair, j impair himpair, k pair
"4 ny
_ Z Z bij,thk,l"i+j+h+k+3Rijhk
i+j=1 h+k=1
i impair, j pair h pair, k impair
n4 n3
_ Z Z bij,zahk,zri+j+h+k+4sijhk
i+j=1 h+k=0
i impair, j pair h pair, k pair
ny ns
Z Z bij oot TS
i+j=1 h+k=2
i pair, j impair himpair, k impair
n4 4
_ Z Z bij,zbhk,zri+j+h+k+5 Tijhk
i+j=1 h+k=1

i pair, j impair himpair, k pair
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g 1y

i+j+h+k+5
- Z Z bij2bpk,2r'™ Tijnk |-

i+j=1 h+k=1
i impair, j pair h pair, k impair

Pour trouver les racines positives de F,; nous devons trouver les racines du polynome
2

F%O(r) + F%O(r) en fonction r*, ou
Fao(r)+ Fo(r) = rlpi(r?) + r2pa(r?) + rps(r?) + rpa(r?)],

et P(r?) est un polyndme de degré

A= max{lE(n1)+g(nz)_1],15(711)—1,[”12_1],[%]};

P,(r?) est un polyndme de degré

A o= max{ 2,[E m +O”z 3]’[E(n1)+§(n3)—2],
n1)+ 1/14)—1 O(n2)+E(n3)_1 113—1 Ha
O(ny) - l l l 2 ][ 2 ][7]}

P5(r?) est un polyndme de degré

Az = max{E(n3) _ 1,[E(n1)+§(n3)—4l’[]3(nl)+ (2)(;14)_3] ,

[O(H2)+E(ﬂ3)—3] [O(H2)+ O(Tl4)—2] [E(Hg) + O(Tl4)—1]}

2 2 2

P4(r?) est un polyndome de degré

/\4 = max{O(n4) -1, [E(n3) il O(n4) — 3]}:

2

Nous concluons que Fpp a au plus A = max{A, A, + 1,15+ 2,14+ 3} racines positives
simples.

De plus, nous pouvons choisir les Coefficients a;; 1, b;; 1,4ij,2, bij 2, @ij 1, bij1,dij,2, et bjj » de
telle facon que F,; admet exactement A racines positives simples.

7.3 Applications

Dans cette section, on donnent des exemples qui correspond aux cas (a) et (b) du

théoreme
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Exemple 7.1 On considére un exemple qui correspond au cas (a) du théoréme|[7.1]

=9 37 4 2 3 2, (128 2 277\ 3 (7.3.a)
V=—x—-e(gxy+y+(1-9x7)y+(11y° - 4p)y~ + (- 5x79° - 55)y°),
L’équation moyennée du premier ordre (7.2.a)) est
133 133
F _ 7 25 3
10(r)=—r"+ 36 36 — 17+,

qui a exactement trois racines positives r; = 3, rp=1,etrs %

Satisfaisant
dFlo(T) 650
I = 720
dFqo(r 25
), - Beo
dPlo(T) 325
dr e = =37 20

[\S][8V]
<
X
~

nous concluons donc que le systéme (7.3.a)) a deux cycles limites stable pour r| = % r3 =
un cycle limite instable pour r, = 1 (Voir la figure (7.1))).

T T S

AAA

A7

Py

r/

I & M

I \

Iy \ |

; Y
'
‘
L
il
'y i
s
'
s
Fere

R R MW W e W = AP drs

FiGURE 7.1 — Les trois cycles limites pour € = 1073,

Exemple 7.2 On consideére un exemple qui correspond au cas (b) du théoréme

X=1y,
{ Y =—x—filxy) - Hloy)y-a(xy)y* -6 )y’, (7.3b)
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ol
45037 . 5,3 5 1225
) = 6 S 1E2
fi(x,) 6(3840-x +6xy )+er(2x 4096y)
82951
folx,) = 6(—xy)+63(27648y24-2xx
10145 . 153432049 ,
81(xy) = El-7mmr Xy +9x7) + € (- X)),
32 5 32 4 153432049

_ 2.3 °2< 2, 129%5,U%7 3
$20y) = &Gy - ) e (- X+ 2y7).

Puisque nous avons Fy égal a zéro, alors il faut résoudre I'équation F,y =0, c.a.d

11 2029 o 45037 , 123119 5 82951 5 1225
r— r’+ r’ — o+ ro— r=
576 9216 36864 73728 8192

V2

qui a exactement cing racines positives, 1y = %2, 1y =3, r3=2, 1y =Z et r5 = 1.
Ces derniéres racines vérifiant

dF(r) 119
—ar I = T3t
szo(T) 1729

dr fr=r, = T2097152 ~
dF(r) 1499575

ar fr=r, = 1934917632 ~
szo(r)I 2219945

dr 7% 1610612736
szo(T) 385

%200 0.
dr = 12288

Nous concluons donc que le systéme ((7.3.b) a trois cycles limites instables pour r| = g, r3 = %
et r5 = 1. En plus deux autres cycles limites stables pour ry = 3 et ry = %, (Voir la figure (7.2).

I e M T \

e B i T S U N

ST TS

FIGURE 7.2 — Les cing cycles limites pour € = 107>,
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APPENDICE

Dans cet Appendice, nous définissons certaines formules écrites dans le chapitre (3),
(6) et (7).

Appendice-A
Les fonctions Fyy, F1;, F13, F»1, F»y et Fp3 mentionnées dans le systéme (| 3.2.a)) sont

1
Fi1 = E(aoop% cos® 0 + a01p% cos?Osin 0O + a02P102 cos? 0 cos(6 +s) + Ag3P1P2 X

cos?0sin(6 +s) — a04pf cos> 0 + Ag50102 €050 cos(0 +5)sin O + aggp1 2 X
cos Osin Osin(0 + s) + agyp3 cos O cos?(O + s) + aggp3 cos O cos(6 + s) x
sin(0 +s) — aogpg cos 0 cos?(0 +s) + boopf cos’6sin O — bmpf cos® 6
+bprp1p2c0s6 cos(0 +5)sin O + byzp1p, cosOsinOsin(6O +s) — b04pf X
cos?0sin 6 — bosp1p2 cos? 0 cos(6 +5) — bosp102 cos? 0sin(0 +s) + b07p§ X
cos?(6 +5)sin O + b08p§ cos(0 +5)sinOsin(O +s) — b09p§ cos?(6 +s)sin 6
+a0407 08 O + agep3 cos O + by p? cos O + bosp? sin O + byspq P2 cos(0 +5) +

b06p1p2 sin(@ + S) + bogp% sin @ + alpl),
1
Fy, = W((alopf cos® 6 + allpf cos’OsinO + a120102 cos20cos(0 +s) + aj3p1p2 X
1

cos?0sin(6 +s) — a14pfcos3 0 + a15p1p2c080cos(0 +5)sin O + aygp1 P2 X
cos 0sin Osin(0 +s) + a;703 cos 0 cos?(0 +s) + a;gp3 cos 0 cos(6 +s) x
sin(0 +s) — algpg cos 0 cos?(0 +s) + blopf cos’Osin O — bllp% cos’ 6 +
b12p1p2€0s 0 cos(0 +5)sin@ + byzppcos OsinOsin(0 +s) — b14pf cos® 6 x
sin@ — by5p1p2 cos? 0 cos(6 +s) — bisp1pP2 cos? 6sin(0 +s) + b17p§ cos?(6 +s) x
sin 6 + b18p§ cos(0 +5)sinOsin(O +s) — b19p§ cos?(0 +5)sin 0 + a14pf cos 6
+a19p§ cos O + bllp% cos O + l’)14p% sin @ + b15p1p2 COS(G + S) + b16P1 P2 X

1
sin(0 +s) + b19p§ sin@ +a,pq)p1 + Z((aoopf cos’ 6 + ampf cos’OsinO +

ag2P102 cos6cos(6 +s) + a930102 cos?6sin(0 +s) — a04pf cos’ 6 + ag50102 X
cos 0 cos(0 +5)sin(0) + aggp1p2cos OsinOsin(6 +s) + a07p§ cos 0 cos?(0 +s)
+a08p§ cos O cos(0 +s)sin(0 +s) — aogp% cos 0 cos?(0 +s) + boopf cos’6sin0
—bmp% cos’ 6 + borp1p2 €056 cos(0 +5)sin6 + byzp1p,cos OsinOsin(O +s) —
b04pf cos?0sin O — bosp1p2 cos? 0 cos(6 +5) — bosp1P2 cos?0sin(6 +s) +
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b07p§ cos?(0 +5)sin 0 + bogp% cos(0 +5)sinOsin(O +s) — bogp% cos?(6 +s)sin O
+a0407 c08 O + agep3 cos O + by p? cos O + boap3 sin O + bysp1 P2 coS(O +5) +
bosp1p25in(0 +5) + bogp% sin6 +a;p; )(aoop% cos’OsinO — ampf cos® 6 +
AgpP102 €050 cos(0 +5)sin6 + ag3p1p,cos OsinOsin(O +s) — a04pf cos? 0 x
sin0 —apsp102 cos? 60 cos(6 +s) — A06P102 cos?0sin(6 +s) + a07p§ cos2(60 +5) x
sin6 + aogpg cos(0 +5)sinOsin(O +s) — aogp% cos?(6 +5)sin O — boopf cos’> 6
—boyy pf cos’6sinO — boap102 cos?6cos(0 +s) — bosp1p2 cos?6sin(0 +s)
+b04p% cos® 6 - bosp1p2c0s 0 cos(0 +s)sin 6 — bygp1 2 cos Osin@sin(O + s)
—b07p§ cos 0 cos?(0 +s) — bogp% cos B cos(6 +s)sin(0 +s) + bogp% cos 6 x
cos?(6 +s) + ampf cos O + a04pf sin@ + ag5p1p2c0s(0 + 5) + apgp1p25in(6 +5)
+a09p§ sin@ — b04pf cos 6 — bogp% cosO —-bypy))),

1
E(coopf cos? 0 cos(6 +s) + cmpf cos @ cos(0 +5)sin O + cypp1 2 cos O x

cos?(0 +s) + Co3P1P2C€0s 0 cos(6 +5)sin(6 +s) — co4pf cos?6cos(0 +s) +
Co50102 cos?(6 +5)sin O + Co6P1P2€08(0 +5)sinOsin(O + s) + c07p§ cos>(0 +s)
+c08p§ cos?(0 +s)sin(0 +s) — Cogpg cos>(6 +s) + doopf cos? Osin(0 +s) +

dor pf cos0sin Osin(0 +s) + dgpp1p2 cos O cos(0 +5)sin(6 +s) —dy3p1p2 X

cos 0 cos?(6 +s) — d04pf cos?0sin(6 +s) + dos01p2€08(0 +5)sinOsin(O + s)
—dosp102 cos?(0 +s)sin 0 + d07p§ cos?(0 +s)sin(0 +s) — d08p§ cos®(6 +s)—
d09p§ cos?(0 +s)sin(0 +s) + c04pf cos(0 +s) + c09p§ cos(6 +s) +dy3p1pacosO

+dap7 sin(0 +5) + dogp1p25in O + dogp3 cos(0 +s) + dgop3 sin(6 +5) + ¢1p,),
b%)l((clopf cos? 0 cos(0 +s) + cllpf cos 0 cos(0 +5)sin O + c1pp1 P2 cos O X
cos?(0 +s) + C1301P2€0s 0 cos(6 +5)sin(O +s) — cl4pf cos? 0 cos(6 +s) +
C150102 cos?(0 +5)sin O + C160102€08(0 +5)sin Osin(O + s) + c17p§ X

cos>(0 +s) + clgpg cos?(6 +s)sin(0 +s) — clgp% cos3(0 +s) + dlopf cos® 6 x
sin(0 +s) + dllpf cos0sinOsin(0 + s) + d1,p1p2 cos O cos(O + 5)sin(6O + s)
—d13p102 cos 0 cos?(0 +s) — d14p% cos?0sin(6 +s) + di50102c0s(0 +5) x
sin@sin(0 +s) —digp102 cos?(6 +5)sin 6 + d17p§ cos?(6 +s)sin(0 +s) —
dlgpg cos>(0 +s) — dlgpg cos2(0 +5)sin(0 +s) + cl4pf cos(0 +s) + clgpg X
cos(0 +5)+dy3p1p2c080 + d14p%sin(9 +5)+d1gp1p25In0 + dlgpg cos(6 +s)

1
+d19p§ sin(6 +s) + c2p2)p1 + Z((coop% cos’ 0 cos(O +s) + cmpf cos 0 x

cos(6 +5)sin 6 + cppp1p2 cos O cos?(0 +s) + Co3P1P2C€08 0 cos(O +s) x

sin(0 +s) — c04pf cos6cos(0 +s) + Co50102 cos?(0 +5)sin O + Co6P1P2 X
cos(0 +5)sinOsin(O +s) + c07p§ cos3(0 +s) + c08p§ cos?(6 +s)sin(0 +s) —
c09p§ cos>(0 +s) + doopf cos?0sin(6 +s) + dmpf cosOsinBsin(0 +s) +
dgpp1p2 €086 cos(0 +s)sin(O +s) — dgzp1pocos O cos?(0 +s)— d04p% cos® 6 x
sin(6 +s) + dgsp1p2c0s(0 +5)sinOsin(6 + s) — dogp1 02 cos?(0 +5)sin 0 +
d07p§ cos2(0 +5)sin(0 +s) — d08p§ cos>(6 +s) - d09p§ cos2(6 +5)sin(0 +s) +
c04pf cos(O +s) + Cogpg cos(6 +s) +dy3p1p2c0s0 + d04pf sin(0 +s) +
dogp1p25in 6 + dogp% cos(0 +s)+ dogp% sin(0 +s) + clpz)(aoopf cos® 6sin 6
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—agy pf cos> 0 + AgaP1P2 €050 cos(0 +5)sin 6 + ag3p1p,cos OsinOsin(O + s)
—a04p% cos? Osin 6 — ap50102 cos? 0 cos(6 +s) — A06P1P2 cos? Osin(6 +s) +
a07p§ cos?(6 +5)sin O + aogpg cos(0 +s)sinBsin(O +s) — a09p§ cos%(0 +5) x
sin6 — boopf cos® 6 — bmpf cos’6sin O — boap102 cos?6cos(6 +s) — bosp1 X
02 cos20sin(0 +s) + bo4pf cos® 6 — bosp1p2c0s 0 cos(0 +s)sin O — bygp1p2 X
cosOsinOsin(O +s) — b07p§ cos 0 cos?(0 +s) — bogp% cos B cos(6 +s) x

sin(6 + s) + byop3 cos 0 cos*(0 +5) + ag; p7 cos O + agypi sin O + agsp1 P2 X
cos(0 +5) + aggp1p25in(0 +5) + a09p§ sin@ — b04pf cosO — bogp% cos 6 —

bi1p1))),
1

bp1p2
+ag30105 cos Osin Osin(0 + s) — agyp?p, cos® Osin O — agspq p3 cos? O x

(aoopfpz cos?6sinO — a()lpfpz cos’ 0 + ag201 p% cos B cos(O +s)sinO

cos(0 +s) — a06p1p§ cos? 6sin(0 +s) + a07pg cos?(0 +5)sin O + aogpg X
cos(0 +5)sinBsin(O +s) — aogpg’ cos?(6 +5)sin 6 — boopfpz cos® 6 —
bo1p?p2c0os? Osin 6 — byrp1p3 cos? 0 cos(O +s) — byzp1 p3 cos” Osin(6 + s)
+bo4pip2 08> O — b5y p3 cos 0 cos(O +s)sin O — bygp, p3 cos Osin O x
sin(0 +s) — b07p;’ cos 0 cos?(0 +s) — bogpg cos B cos(O +5)sin(0 +s) +
bogpg cos 0 cos?(0 +s) — coopf cos?0sin(6 +s) — cmpf cosOsinOsin(O +s)
—Cozpfpz cos B cos(O +5)sin(0 +s) + c03pfp2 cos 0 cos?(0 +s) + c04pf X
cos? 0sin(0 +s) — C05p%p2 cos(0 +5)sinOsin(O +s) + 006pfp2 cos?(6 +s) x
sin6 — c07p1p§ cos2(0 +5)sin(0 +s) + cogplpg cos>(0 +s) + Co9p1 p% X
cos%(0 +5)sin(0 +s) + doopf cos? 0 cos(6 +5) + d01pf cos B cos(6 +s)sin O
+dgrp? 20860 cos?(0 +5)+dozpipscos 0 cos(0 +s)sin(0 + s) — dgap; X
cos? 0 cos(0 +s) + d05pfp2 cos?(6 +5)sin O + d06pfp2 cos(6 +s)sin O x
sin(0 +s) + d07p1p§ cos> (6 +s) + dosp1 p% cos?(6 +s)sin(0 +s) — dogplpg X
c08°(0 +5) + agy P32 08 O + agapip25in O + agspy p3 cos(0 + ) + ageP1 P53 X
Sin(0 + s) + agep; sin 6 — bosp? P2 cos O — bygps cos O — co3p7 P oS O —
c04pf sin(0 +s) — c06p%p2 sinf — c08p1p§ cos(0 +s)— cogplpg sin(0 +s) +

d04pf cos(0 +s) + d09p1p§ cos(6 +5) —byp1p2 +d10102)
1 1

b—pl(a(alopfm c0s?0sinO —a,;p2p,c0s> 0 + aj,p p3 cos 0 cos(6 + 5) x
sinf +ay3p; p% cosOsinOsin(O +s) — a14p%p2 cos’Osin6 — a15p1p§ X

cos? 0 cos(0 +s) — aléplpg cos20sin(6 +s) + a17p§ cos>(6 +5)sin O +

algpg cos(0 + s)sinOsin(O +s) — algpg cos%(0 +5)sin 6 — blop%pz cos’ 6 —
bllpfpz cos?0sin6 — b12p1p§ cos®6cos(0 +s) — b13p1p§ cos? 0sin(0 +s) +
b14p2p2 08> 0 — by5p1 03 cos 6 cos(O +5)sin O — by gy p3 cos O'sin Osin(6 + s)
—b17pg cos 0 cos?(0 +s) — blgpg cos 0 cos(6 +s)sin(0 +s) + blgpg cos O x
cos?(0 +s) — Clop‘;’ cos?0sin(0 +s) — Cllpf cosOsinOsin(O +s) — cl2pfp2 X
cos B cos(O +s)sin(0 +s) + c13pfp2 cos 0 cos?(0 +s) + c14pf cos? 0sin(6 + s)
—clSpfpz cos(0 +5s)sinOsin(O +s) + cl6p%p2 cos?(6 +5)sin O — c17p1p% X
cos?(6 +s)sin(0 +s) + clgplpg cos>(0 +s) + c19p1p§ cos?(6 +s)sin(0 +s) +
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dlopf cos6cos(6 +s) + dnp? cos B cos(O +5)sin + dlzpfpz cos B x

cos?(0 + s)+ d13pfp2 cos B cos(O +s)sin(0 +s) — d14pf cos® 6 cos(0 + s)+
d15pfp2 cos?(0 +5)sin 6 + d16pfp2 cos(0 +5s)sinOsin(O +s) + d17p1p§ X
cos>(0 +s) + d18p1p§ cos?(0 +s)sin(0 +s) — dlgplpg cos>(0 +s) + anppr cos 6
+a14pfp2 sin O + a15p1p§ cos(0 +5s) + a16p1p§ sin(0 +s) + algpg sin@ —

b14pfp2 cos O — blgp% cos O — c13pfp2 cos O — cl4pf sin(0 +s) — c16pfp2 sin 6
—C13P105 €08(0 +5) — Cop1 P35 5IN(0 + 5) + dy 407 cOS(O +5) + dj9p1 p3 cOS(6 + 5)

1 )
—byp1p2 +dyp1p2) + m((czoopfpz cos?0sin O — ampfpz cos’ 0 +

a02p1p§ cos B cos(O +s)sin O + a03p1p§ cosOsinOsin(O +s) — a04pfp2 X
cos0sin6 — a05p1p§ cos? 0 cos(0 +s) — a06p1p§ cos?0sin(6 +s) +

a07pg cos?(0 +5)sin O + aogpg cos(0 + s)sinOsin(6 +s) — aogpg cos?(6 +s) x
sin @ — bogpip,cos® O — by pip, cos? Osin O — by, p3 cos” O cos(0 +5) —
bo3p1 05 cos? Osin(6 +s) + bosp? 2 cos® O — bysp1 3 cos O cos(6 + s)sin O —
b06p1p§ cosOsinOsin(O +s) — b07p% cos 0 cos?(0 +s) — bogpg cos O x

cos(0 +s)sin(O +s) + bogpg cos 0 cos?(0 +s) — coopf cos® Osin(0 +s) —

cmpf cosOsinOsin(O +s) — cozpfpz cos 0 cos(0 +s)sin(0 +s) +

c03pfp2 cos 0 cos?(0 +s) + c04pf cos? 6sin(0 +s) — c05pfp2 cos(6 +s)sin O x
sin(0 +s) + 606pfp2 cos?(6 +s)sin 6 — co7p1p§ cos?(6 +s)sin(0 +s) +

c08p1p§ cos>(6 +s) + c09p1p§ cos2(0 +5)sin(0 +s) + doopf cos? 0 cos(0 +s) +
do pf cosBcos(O +s)sin O + dozpfpz cos 0 cos?(0 +s) + d03p%p2 cos O x

cos(0 +s)sin(O +s) — d04pf cos?6cos(0 +s) + dosppr cos?(6 +5)sin O + d06pfp2 X
cos(0 +5)sinOsin(O +s) + d07p1p§ cos>(0 +5) + dogplp% cos%(0 +5)sin(0 +s) —
d09p1p§ cos3(0 +s) + ampfpz cos O + a04p%p2 sin 6 + a05p1p§ cos(0 +s)+
agepP1 P SIN( +5) +agop3 sin O — boapyps cos O — boop3 cos O — o371 05 O
—Co4p} SIN(0 +5) — Cos P} P2 51N O — Cogp1 5 cOS(0 +5) — Coop1 3 sin(6 +5) +
d04pi’ cos(O +s) + d09p1p§ cos(6 +s)—byp1pa + dlplpz)(aoopf cos’6sinO —
ampf cos® 0 + AgaP1P2 €050 cos(0 +5)sin 6 + ag3p1p,cos OsinOsin(O + s)
—ao4pf cos?6sinO — ag50102 cos?6cos(0 +s) — 060102 cos? 6sin(0 +s)
+a07p§ cos?(0 +5)sin 0 + a08p§ cos(0 +5)sinOsin(O +s) — aogpg X

c0s?(0 +5)sin O — byop? cos® O — by p? cos? Osin @ — by, P2 cos> O x

cos(0 +5)—bosp1p2 cos? 6sin(0 +s) + b04pf cos’ 6 — bosp1p2cos 6O x

cos(6 +5)sin — bygp1pcos OsinOsin(6 +s) — b07p§ cos 0 cos?(0 +s) —
bogp% cos O cos(O +s)sin(0 +s) + bogp% cos 0 cos?(60 +s) + ampf cos B +

a04pf sinf + agsp1p2c0s(0 +5) + aggp1p25in(0 +5) + a09p§ sin@ — b04pf cos B
~boop3cosO —bypy))).
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Appendice-B

21
j Ai,j sm(2l + 1)9d9
0
21
J‘ Ai,j sm(2l + 1)9d9
0
21
J\ Ai,j sm(2l)9d6
0
271
J‘ Ai,j sm(ZZ)QdG
0

21
Ajjcos(21-1)0d0

S

27
I Ajjcos(21-1)0d0O
0
21
J A;jcos(21)6d0
0

21
J Ajjcos(21)0dO
0

ou Gy, Ci,p,l:Di,p,l:Di,p,l:Ei,p,l:Ei,p,l:Fi,p,l et F,-,p,l sont des constantes non nulles.

0, si i pair et j impair,

0 si iimpair ou j pair,
, i =2k, j =2p+1letl>0,
i =2k,j =2p+3etl>0,

T(Cji,p,l
T(Ci,p,l ,

0, si 1 impair et j impair,

0 si i pairou j pair,
T(Dl'

Zi,p,l
T(Dl'

ol
0, si i impair et j pair,

0si i pairou jimpair,
T(Ei

~i,p,l s
T(EZ'

il
0, si 1 pair et j pair,

0si iimpair ou jimpair,
i =2k,j =2p+2etl>0,
i =2k,j =2p+4etl>0,

T(FZ'

ip,ly
T(FZ'

ol
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i =2k+1,j =2p+1letl>0,
i =2k+1,j =2p+3etl>0,

i =2k+1,j =2p+2etl>0,
i =2k+1,j =2p+4etl>0,



Appendice-C

27
f cos’ Osin/*! @sin((2h +1)0)d6
0

27
J cos' Osin/*! O cos((2h +1)0)d6
0

2h+1 - - SO ; —
nAijh si i pair, j pair,h=0,1,2...
A2h+1
nAij

T(Aizjh“ si i pair, j pair,h=0,1,2..

si i pair, j pair,h=0,1,2...

nAizjh” si i pair, j pair,h=0,1,2...

0 sinon,

2h+1 e . . . . . _
nBij si i impair, j impair,h=0,1,
nB2l si
nB2 si

anjh“ sii

impair, j impair,h=0,1,
impair, j impair,h =0,1,

impair, j impair,h=0,1,

0 sinon,

~C}"! si i pair, j impair,h=0,1,2

’ n]y
;n21
}n3l

’ n4;

2.
2.
2.
2.

’ nl;
1n2;
;n:’);

» n41

,1’11,

9 T(Ciz.h“ si i pair, j impair,h=0,1,2...,n,,
f cos' Osin/*? @sin((2h +1)0)d6 = néfjhﬂ si i pair, j impair,h =0,1,2.., 13,
0 nC2M* L si i pair, j impair,h=0,1,2...,ns,
0 sinon,
'/'(Dl-zjh+1 si i impair j pair,h=0,1,2...,ny,
m ‘ nljizjh“ si i impair j pair,h=0,1,2...,1,,
J cos' Bsin/™? 0 cos((2h+1)0)d6 = nDl?jh“ si i impair j pair,h =0,1,2..., 13,
0 anjh“ si i impair j pair,h=0,1,2..., 14,
0 sinon,
7'(]51-2]-}1+1 si i pair, j pair,h=0,1,2...,ny,
. nEizjh” si i pair, j pair,h=0,1,2...,n,,
J cosiQSinj+365in((2h+ 1)0)do = nEthH si i pair, j pair,h=0,1,2...,n3,
0 T(Efjh“ si i pair, j pair,h=0,1,2..., 1y,
0 sinon,
nPiz.h” si i impair, j impair,h=0,1,2..., 1y,
. ”FZ sii impair, j impair,h=0,1,2...,n,,
J Cosi(?sinj+39cos((2h+ 1)0)do = 'rd:"izjh+1 si i impair, j impair,h =0,1,2...,n3,
0 nﬁf].h“ si i impair, j impair,h =0,1,2..., 1y,
0 sinon,

27
J cos’ Osin/ ™ O sin((2h + 1)0)dO
0

7(Gl.2jthl si i pair, j impair,h=0,1,2...,ny,

TZijhH si i pair, j impair,h=0,1,2...,1,,

néizj.h“ si i pair, j impair,h=0,1,2...,n3,

71(_31.2].;”r1 si i pair, j impair,h=0,1,2...,ny,
0 sinon,
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TIHI-Zjh+1 si i impair, j pair,h=0,1,2...,ny,

e 7'(1T-~Ii2jh+1 si i impair, j pair,h=0,1,2...,1,,
J cos' Osin/** O cos((2h +1)0)dO = nHZ.Zjh“ si i impair, j pair,h =0,1,2..,n3,
0 711511.2].’1+1 si i impair, j pair,h =0,1,2..., 1y,

0 sinon,

210
cos'(0)sin/ ™1 (0)cos((2h)0) = 0 siiimpairou j pair, h=0, 1, 2..,,
JO
210 ) )
cos'(0)sin/™2(0)cos((2h)0) = 0 siiimpairou jimpair, h=0, 1, 2..,,
JO
210 ] )
cos'(0)sin/™3(0)cos((2h)0) = 0 siiimpairou j pair, h=0, 1, 2..,,
JO
270 ) )
cos'(0)sin/™4(0)cos((2h)0) = 0 siiimpairou jimpair, h=0, 1, 2...,
JO
TtMjpx Si i pair, j pair, h impair, k impair,
o , ou i impair, j impair, h pair, k pair,
f cos' M1 gsin/***19de = ou i pair, j impair, h impair, k pair,
0 ou i impair, j pair, h pair, k impair
0 sinon,
TUNjjpk Si i impair, j pair, h pair, k pair,
b ' ou i pair, j pair, h impair, k pair,
j cos'lgsinitFt 2940 = ou i impair, j impair, h pair, k impair,
0 ou i pair, j impair, h impair, k impair
0 sinon,
TB;jpk Si 1 pair, j pair, h impair, k impair,
o . ou i impair, j impair, h pair, k pair,
J cos M1 gsini*k39de = ou i pair, j impair, h impair, k pair,
0 ou i impair, j pair, h pair, k impair
0 sinon,
ﬂQijhk si i impair, j pair, h pair, k pair,
p . oui pair, j pair, h impair, k pair,
J cos' Ml gsin/tkrigde = ou i impair, j impair, h pair, k impair,
0 oui pair, j impair, h impair, k impair
0 sinon,
TR;jnk S 1 pair, j pair, h impair, k impair,
o _ ou i impair, j impair, h pair, k pair,
f cos M1 gsini*k 3 9de = ou i pair, j impair, h impair, k pair,
0 ou i impair, j pair, h pair, k impair
0 sinon,
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T S;jnk Si i impair, j pair, h pair, k pair,
2 ou i pair, j pair, h impair, k pair,
f cos M1 gsini k0 94 = ou i impair, j impair, h pair, k impair,
0 ou i pair, j impair, h impair, k impair
0 sinon,

7 Tjnk si i pair, j pair, himpair, k impair,

2n ou i impair, j impair, h pair, k pair,

J cos' M1 9sin/**7 9 dg = ou i pair, j impair, h impair, k pair,

0 ou i impair, j pair, h pair, k impair
0 sinon,

J

N S oA, A2h+1 F2h+1 A2h+1 j2h+1 Rp2h+1 R2h+1 R2h+1 [R2E+1 2h+1 A~A2h+1 A2h+1
=~2h+1 2h+1 P»2h+1 BN2h+1 P2h+1 p2h+1 F2h+1 H2h+1 52h+1 2h+1 ©F2h+1 {H2h+1 52h+1
Cij ’Dij ’Dij ’Dij yDi]' ’Eij 'Eij ’Eij ’Eij ’Fij ’Fij ’Fij ’Fij )
2h+1 A2h+1 A2h+1 A2h+1 2h+1 172h+1 y2h+1 132h+1

G,‘j rG,']‘ rG,']‘ rGi]' ;HZ']' )Hi]‘ ,Hi]- ,HZ-]- :MijhkrNijhk: Pijhk: Qijhk’Rijhk' Sijhk:
T; 1. sont des constantes non nulles.

ijhk
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CONCLUSION ET
PERSPECTIVES

Dans cette thése nous avons utilisé la méthode de moyennisation d’ordre un et d’ordre
deux pour étudier le nombre maximum des cycles limites de certains systemes différen-
tiels polyndmiaux de dimension deux et quatre.

L'importance de déterminer le nombre de cycles limites fait l'objet de la deuxieme
partie du 16°"*° probleme de Hilbert.

Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir d’autres recherches a dé-

velopper pour les systemes de Kukles généralisés, et 1a possibilité d’appliquer la méthode
de la moyennisation d’ordre un et deux pour d’autres systemes perturbés .
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