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Résumé

Résumé
RESOLUTION DE PROBLEMES

ELLIPTIQUES
Par

Zitouni Mohamed

Nous étudions des systèmes (équations) elliptiques non linéaires faisant inter-

venir l�opérateur p(x)-Laplacien dont la particularité est d�être non homogène. Il

s�agit dans la première partie de montrer l�existence d�états fondamentaux (ou so-

lutions radiales) sous certaines conditions d�homogénéité sur les non linéarités. On

utilise la technique du blow-up soutenue par l�application du degré topologique de

Leray-Schauder. Dans la seconde partie nous considérons une équation elliptique

non linéaire avec des conditions de croissance exponentielles sur les non linéarités.

L�approche utilisée reste dans la théorie des points critiques. Nous montrons que

la fonctionnelle d�énergie associée au problème véri�e les conditions géométriques

du théorème de Passe-Montagne, et que ses points critiques sont précisément les

solutions à déterminer.

Mots clés :
- Systèmes elliptiques non-linéaires.

- L�opérateur p(x)-Laplacien.

- Degré topologique de Leray-Schauder.

- Théorème de Passe-Montagne.

- Condition de Palais-Smale.

- Norme de Luxemburg.

- Espaces de Sobolev generalises.
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Abstract

ELLIPTIC PROBLEM SOLVING
By

Zitouni Mohamed

We study nonlinear elliptic systems (equations) involving the p(x)-Laplacian

operator whose particularity is to be nonhomogeneous. In the �rst part, it is about

showing the existence of fundamental states (or radial solutions) under certain

conditions of homogeneity on the nonlinearities. We use the blow-up technique

supported by the application of the Leray-Schauder topological degree. In the

second part we consider a nonlinear elliptic equation with exponential growth

conditions on the nonlinearities. The used approach remains in the theory of critical

points. We show that the energy functional associated with the problem satis�es

the geometric conditions of Mountain Pass Theorem, and that its critical points

are precisely the solutions to be determined.

Keywords :
- Nonlinear elliptic systems.

- p(x)-Laplacian operator.

- Leray-Schauder topological degree.

- Mountain-Pass theorem.

- Palais-Smale condition.

- Luxemburg norm.

- generalized Sobolev spaces.
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Notations


 : ouvert de RN , N 2 N�.
@
 : frontière topologique de 
.

x = (x1; x2; :::; xN) : point générique de RN .
dx = dx1dx2:::dxN : mesure de Lebesgue sur 
.

ru : gradient de u.
D (
) : espace des fonctions C1 (
) di¤érentiables et à support compact dans


.

D+ (
) : espace des fonctions positives de D.
C0 (
) : espace des fonctions continues nulles au bord de 
.

C1 (
) : espace des fonctions indé�niment dérivables sur 
.

Lp (
) : espace des fonctions de puissance p�ème intégrables sur 
 pour la

mesure dx.

kukp =
�R



jujp dx
� 1

p

Soit p(:) : [1;+1] une fonction mesurable.

Lp(x) (
) =

�
u : 
! R :

R



jujp(x) dx < +1
�
.

kukp(x) := inf
(
� > 0 :

R



����u (x)�
����p(x) dx � 1

)
: norme de Luxemburg.

W 1;p(x) (
) =
�
u 2 Lp(x) (
) ;ru 2 Lp(x) (
)

	
kuk1;p(x) := kukp(x) + krukp(x)
� (u) =

R



jujp(x) dx : le modulaire.

p�(x) =

(
Np(x)
N�p(x) si p(x) < N

+1 si p(x) � N
: exposant critique de p(x):

p+ = sup p(x):

p� = inf p(x):

BR : Boule de RN de rayon R centrée à l�origine:
�p(x)u = div

�
jrujp(x)�2ru

�
: p (x)�Laplacien de u:
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@F

@u
: dérivée partielle de F par rapport à u:

un ! u : convergence forte de un vers u:

un * u : convergence faible de un vers u:

u+ = max(u; 0); u� = max(�u; 0):
p.p. : presque partout

vii



Plan de Travail
Dans le chapitre I, nous introduisons les espaces W 1;p(x) avec quelques unes

de leurs propriètés essentielles. On apprend précisément que les inégalités type

Poincaré, Hölder et certaines immersions type Sobolev sont conservées. Nous rap-

pelons ensuite certains théorèmes classiques de la théorie des points �xes et celle

des points critiques.

Le chapitre II porte sur la résolution d�un système elliptique de la forme :

��p(x)u = a11(jxj)f11(u) + a12(jxj)f12(v) dans RN ;

��q(x)v = a21(jxj)f21(u) + a22(jxj)f22(v) dans RN :
(S)

Ici nous montrons que si les fonctions fij véri�ent certaines conditions d�ho-

mogénéité au voisinage de zéro et à l�in�ni, le système (S) admet des solutions

radiales en adaptant la technique du blow-up soutenue par l�application du degré

topologique de Leray-Schauder.

Le chapitre III est consacré à la résolution d�une équation elliptique de la
forme :

8><>:
��p(x)u = f(x; u) dans 
;

u 2 W 1;p(x)
0 (
)n f0g :
u � 0:

(P)

Nous prouvons que la fonctionnelle d�énergie associée à l�équation (P) satisfait

les conditions géométriques du théorème de Passe-Montagne pour établir l�exis-

tence de solution non triviale.
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Introduction

Introduction

L�étude des systèmes elliptiques non linéaire de la forme :(
��p(x)u = f(x; u; v)

��q(x)v = g(x; u; v)
;

est une longue évolution qui remonte au problèmes elliptiques faisant intervenir

l�opérateur de Laplace �; modélisant plusieurs phénomènes à commencer par

l�écoulement des �uides newtoniens, les mouvements vibratoires (ou problèmes

spectraux), l�optique... . Généralment, la résolution de ces problèmes se fait sur

les espaces de sobolev Hm: On utilise souvent le théorème de Riesz, soit la théo-

rie des opérateurs à inverses compacts, soit encore le principe du maximum pour

établir l�éxistence de solution, et la formule de Courant-Fischer pour la determi-

nation des valeurs spectrales[13],[21]; [29]; ;... Viennent ensuite les modèles tradui-

sant la dynamique des �uides dits non newtoniens et concernemt les matériaux

élastiques et pseudo-plastiques. Les modèles mathématiques correspondants font

intervenir l�opérateur homogène �p (1 � p < 2 ou bien p > 2): Le cadre fonction-
nel approprié reste les espaces de SobolevWm;p: Les di¤érentes approches utilisées

gravitent autour de la théorie des points �xes (théorème de Schauder sur les opé-

rateurs compacts et le degré topologique) et celles des points critiques (théorème

de passe-montagne, théorème de la fontaine, théorie de Liujternik-Schnirelmann).

voir par exemple les travaux de [18]; [20]; [23]; :::

Il y a presque deux décennies, apparaissent les problèmes d�imagerie, les pro-

blèmes électro-rhéologiques qui sont étroitement liés aux matériaux changeant de

viscosité lorsque ils sont traversés par des champ électro-magnétiques, la loi de

Darcy. Nous voyons alors apparaitre l�opérateur �p(x) dans les modèles mathéma-

tiques qui interprétent ces phénomènes. Cet opérateur reste toute fois non homo-

gène et engendre des di¢ cultés supplémentaires de manipulations par rapport à

�p. L�introduction des exposants non standards dans les équations représente la

principale caractéristique. A lire les travaux de [5]; [7]; [8]; [14]; [24]; [32]; :::

L�étude se fait sur des espaces de Banach Wm;p(x); dits espaces de Sobolev-

Lebesgue généralisés, qui émanent directement des espaces beaucoup plus larges
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Introduction

que sont les espaces de Musielak-Orlicz. Cependant si l�apparition de ces derniers

date d�il y a déjà un certain nombre années (1931); leur utilisation s�avère relative-

ment récente. Ceci s�explique par le fait que ces espaces sou¤rent de deux handicaps

majeurs : il n�y a pas de stabilité par translation et le produit de convolution n�a

pas lieu. Fondamentalement, nous utilisons soit la théorie des points �xes, soit celle

des points critiques pour montrer l�existence de solution. Les systèmes étant non

linéaires, l�unicité de la solution si elle existe, reste toujours posée.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1 Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev

à exposant variable

Les espaces de Lebesgue-Sobolev sont des cas particuliers des espaces de Musielak-

Orlicz. La topologie de ces derniers est gouvernée par des pseudo-normes dits mo-

dules qui décrivent de manière rigoureuse la notion de convergence.

1.1 Les espaces de Musielak-Orlicz

L�introduction des espaces de Musielak-Orlicz réeles fait suite à la question de

savoir qu�étant donné deux suites xi et pi réelles telles que,

X
(xi)

pi <1;

comment établir une condition nécéssaire et su¢ sante sur la suite yi pour que

X
(xiyi)

pi <1:

Immédiatement, la réponse nous renvoie à l�inégalité de Hölder dans les espaces

lp: Autrement dit la série
X
(�yi)

p0i doit être convergente pour un certain � > 0; p0i

1



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable

étant le conjugué de Sobolev de pi: Orlicz a montré que cette inégalité reste valable

sur les espaces Lp(:):

Dé�nition 1.1 Soit X un R�espace vectoriel. Une fonction % : X ! [0;1[ est
appelée un semimodule sur X si elle véri�e les propriétés suivantes :

(a) %(0) = 0:

(b) %(�x) = %(x) pour tout x 2 X; � 2 R avec j�j = 1:
(c) % est convexe.

(d) % est continue à gauche.

(e) %(�x) = 0 pour tout � > 0 implique que x = 0:

Le semimodule % est appelé un module si

(f) %(x) = 0 =) x = 0:

Un semimodule % est continu si

(g) l�application �! %(�x) est continue sur [0;+1[ pour tout x 2 X:

Remarque 1.1

L�application � ! %(�x) est non décroissante sur [0;+1[ en vertu de la posi-
tivité et la convexité de %

De plus

%(�x) = %(j�jx) � j�j %(x) pour tout j�j � 1;
%(�x) = %(j�jx) � j�j %(x) pour tout j�j � 1:

(1.1)

En e¤et si j�j � 1; alors 8� > 0 tel que � + j�j = 1; on a %(�:0 + j�jx) �
�% (0) + j�j %(x): Par contre si j�j � 1; on obtient directement de la première

inégalité %( 1j�jx) �
1
j�j%(x): Il su¢ t ensuite de substituer x par X = 1

j�jx pour en

déduire le résultat.

Si 1 � p <1; alors

%p(f) :=

Z



jf(x)jp dx;

dé�nit un module sur Lp(
):

2



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable

Dé�nition 1.2 Si % est un semimodule ou module sur X; alors l�espace

X% :=
n
x 2 X : lim

�!0
%(�x) = 0

o
est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire respectivement.

On peut dé�nir X% de manière équivalente par :

X% := fx 2 X : %(�x) <1 pour un certain � > 0g :

Théorème 1.1 Soit % un semimodule sur X; alors X% est un R�espace vectoriel
normé. Sa norme est appelée norme de Luxemburg. Elle est donnée

par : kxk% = inf
n
� > 0 : %(

x

�
) � 1

o
:

Soit x; y 2 X% et � 2 R� f0g : Bien évidemment �x 2 X% et par la convexité

de % on a directement :

0 � %(�(x+ y)) � 1

2
%(2�x) +

1

2
%(2�y)! 0; �! 0:

En outre, à partir de la dé�nition de X% :

kxk% <1 et k0k% = 0:

D�autre part

k�xk% := inf
n
� > 0 : %(

�x

�
) � 1

o
= inf

�
j�j � > 0 : %(x

�
) � 1

�
= j�j kxk% :

Puisque

%(x= kxk%) � 1 et %(y= kyk%) � 1; en vertu de la convexité de % on obtient :

%

 
x+ y

kxk% + kyk%

!
�

kxk%
kxk% + kyk%

%
�
x= kxk%

�
+

kyk%
kxk% + kyk%

%
�
y= kyk%

�
� 1:

3



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable

C�est-à-dire :

kx+ yk% � kxk% + kyk% :

Si kxk% = 0 alors %(�x) � 1 pour tout � > 0:

%(�x) � �%
�
�x

�

�
� �; � 2 (0; 1] :

Lemme 1.1 Soit % un semimodule sur X et xk 2 X%: Alors xk ! 0 pour k !1 si

et seulement si lim
k!1

%(�xk) = 0 pour tout � > 0:

Preuve. Supposons que kxkk% ! 0 et � > 0: Alors kK�xkk% � 1 pour tout

K > 1 et pour k grand, ainsi % (K�xk) � 1 pour k 2 N assez grand on a :

% (�xk) �
1

K
%(K�xk) �

1

K
:

Ceci implique que % (�xk)! 0:

Supposons maintenant que % (�xk)! 0 pour tout � > 0; alors % (�xk) � 1 pour
tout k � k0: En particulier, kxkk% �

1

�
pour tout k � k0 pour un certain k0: Comme

� > 0 est arbitraire, on obtient kxkk% ! 0:

Dé�nition 1.3 Soit % un semimodule sur X et xk; x 2 X%: Alors xk est conver-

gente en module (%�convergente) vers x s�il existe � > 0 tel que % (�(xk � x))! 0:

Notons ceci par xk ! x (en %):

Lemme 1.2 Soit X% un espace semimodulaire, alors la convergence modulaire et

la convergence en norme sont équivalentes si et seulement si

%(xk)! 0 implique que %(2xk)! 0:

Preuve. Soit %(xk) ! 0 avec xk 2 X%: Alors xk ! 0 et par le Lemme (1.1) il

s�ensuit que %(2xk)! 0:

Soit xk 2 X%: avec %(xk)! 0: Nous devons montrer que %(�xk)! 0 pour tout

� > 0: Choisissons m 2 N tel que 2m � �: Alors par l�application répétée de la

4



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable

supposition on obtient lim
k!1

%(2mxk) = 0: Alors

0 � lim
k!1

%(�xk) � �2�m lim
k!1

%(2mxk) = 0:

Ceci prouve que xk ! 0:

Lemme 1.3 (Propriété de la boule unité norme et module)
Soit % un semimodule sur X: Alors kxk% � 1 et %(x) � 1 sont équivalents. Si

% est continu alors kxk% < 1 et %(x) < 1 sont aussi équivalents. De même pour

kxk% = 1 et %(x) = 1:

Preuve. Si %(x) � 1; alors par la dé�nition de k:k% on a kxk% � 1: alors %(x=�) �
1: Comme % est continue à gauche il s�en suit que %(x) � 1:
Puisque % est continue alors si kxk% < 1 alors il existe � < 1 pour lequel

%(x=�) � 1:
Donc par (1.1) il vient que

%(x) � �%(x=�) � � < 1:

D�autre part si %(x) < 1 alors par la continuité de % il existe  > 1 avec %(x) < 1:

Donc kxk% < 1 et kxk% < 1= < 1: L�équivalence de kxk% = 1 et %(x) = 1 est
une.

Corollaire 1.1 Soit % un semimodule sur X et x 2 X%:

(a) Si kxk% � 1 alors %(x) � kxk% :
(b) Si 1 > kxk% alors kxk% � %(x):
(c) kxk% � %(x) + 1:

Preuve. (a) Le résultat est évident pour x = 0: Supposons que 0 < kxk% � 1:
Par la propriété de la boule unité (Lemme (1.3)) et le fait que

x= kxk%
%
= 1 on

obtient que %(x= kxk%) � 1: Donc kxk% � 1 et il résulte de (1.1) que %(x)= kxk% � 1
(b) Supposons que kxk% > 1 alors %(x=�) > 1 pour 1 < � < kxk% et par (1.1)

il s�en suit que 1 < %(x)=�: Comme � est arbitraire alors %(x) � kxk% :
(c) Ce point résulte immédiatement de (b):

5



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable

Il est intéressant de noter que la notion de module reste intimement à la notion

de �� fonction; que nous allons immédiatement dé�nir.

Dé�nition 1.4 Une fonction convexe semi- continue inférieurement ' : [0;1)!
[0;1) telle que '(0) = 0; lim

t!1
'(t) =1 et lim

t!0+
'(t) = 0 est dite une ��fonction:

Elle est dite positive si '(t) > 0 pour tout t > 0:

Lemme 1.4 Soient ' : [0;1)! [0;1) et ' son prolongement pair sur R; c�est-
à-dire '(t) = '(jtj) pour tout t 2 R:
Alors ' est une ��fonction si et seulement si ' est un semimodule sur R avec

X% = R: De plus, ' est positive si et seulement si ' est un module sur R avec

X% = R:

Soit 1 � p <1;

'p(t) :=
1

p
tp:

Dé�nition 1.5 Soit (A;
P
; �) un espace complet de mesure �� finie: Une fonc-

tion réelle ' : A � [0;1) ! [0;1) est dite une ��fonction généralisée sur
(A;
P
; �) si :

(a) ' (y; :) est une �� fonction pour tout y 2 A:
(b) y ! ' (y; t) est mesurable pour tout t � 0:

Dans la suite, on écrit ' 2 � (A; �) pour dire que ' est une ��fonction géné-
ralisée sur (A;

P
; �).

On désigne par L0 (A; �) l�espace de fonctions ��mesurable à valeur dans le
corps K:

Dé�nition 1.6 Soit ' 2 �(A; �) et soit %' donné par

%'(f) =

Z
A

'(y; jf(y)j)d�(y)

6



2. Espaces de Lebesgue à exposant variable

pour tout f 2 L0(A; �): Alors l�espace semimodulaire.

L0(A; �)%' =
n
f 2 L0(A; �) : lim

�!0
%'(�f) = 0

o
=

�
f 2 L0(A; �) : %'(�f) <1 pour certain � > 0

	
sera appelé l�espace de Musielak-Orlicz et est désigné par L'(A; �) où L' muni de

la norme k:k%' ou k:k% qui est donnée par :

kfk% = inf
�
� > 0 : %'(

f

�
) � 1

�
:

L�espace de Musielak-Orlicz est appelé aussi espace d�Orlicz généralisé. On

retrouve en particulier de manière analogue les résultats classiques de convergence

dans les espaces de Lebesgue.

Lemme 1.5 Soit ' 2 �(A; �) et fk; f; g 2 L0(A; �):
(a) Si fk ! f ��presque partout, alors %'(f) � lim

k!1
inf %'(fk):

(b) Si jfkj % jf j ��presque partout, alors %'(f) = lim
k!1

inf %'(fk):

(c) Si fk ! f ��presque partout et jfkj � jgj ��presque partout, et %'(�g) <
1 pour tout � > 0; alors fk ! f dans L':

2 Espaces de Lebesgue à exposant variable

Dé�nitions et Propriétés de base

On note P(A; �) l�ensemble de toutes les fonctions ��mesurable p : A !
[1;1) : En fait p est dit exposant variable sur A: On pose p� := inf essx2Ap (x) et
p+ := sup essx2Ap (x) :

Soit p 2 P(A; �) et soit 'p(x) (t) = jtj
p(x)(ou bien 1

p
jtjp(x)) ; alors l�expression

%Lp(:)(A) =

Z
A

'p(x)(jf(x)j)dx

7



3. Espaces de Lebesgue généralisés

est semimodule.

Dé�nition 2.1 On dé�nit l�espace de Lebesgue à exposant variable Lp(:)(A; �) comme
étant l�espace de Musielak-Orlicz L'p(x)(A; �) muni de la norme :

j:jLp(:)(A;�) = k:kL%p(x) (A;�) :

En particulier, l�espace de Lebesgue à exposant variable Lp(x)(A; �) est

Lp(x)(A; �) =
n
f 2 L0(A; �) : lim

�!0
%Lp(x)(A)(�f) = 0

o
:

Lp(x)(A; �) =
�
f 2 L0(A; �) : %Lp(x)(A)(�f) <1 pour un certain � > 0

	
:

muni de la norme

jf jLp(x)(A;�) = inf
�
� > 0 : %Lp(x)(A)(

f

�
) � 1

�
:

Si � est la mesure de Lebesgue, on écrit simplement Lp(x)(
):

3 Espaces de Lebesgue généralisés

Nous rappelons dans cette partie quelques dé�nitions et propriétés des espaces

de Lebesgue-Sobolev à exposant variable dits communément espaces de Sobolev

généralisés (voir par exemple [5]; [14]; [20] et [24] ).

Nous dé�nissons l�espace de Lebesgue généralisé Lp(x)(
) par

Lp(x)(
) =

8<:u : 
! R : u mesurable à valeurs réelles,
Z



ju (x)jp(x) dx <1

9=; :
où 
 est un ouvert de RN et p� � 1.
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3. Espaces de Lebesgue généralisés

Nous notons par L1+ (
) le sous ensemble de L
1 (
) ; d�expression :

L1+ (
) = fp 2 L1 (
) : inf ess p � 1g :

Nous désignons par modulaire (module) � la quantité

� (u) =

Z



jujp(x) dx:

Soit la quantité dé�nie sur l�espace Lp(x) (
) par

kukp(x) = inf
n
� > 0; �

�u
�

�
� 1
o
:

Après cette brève présentation, la proposition suivante met en relief le lien entre

les normes et les modules.

Proposition 3.1 Si u 2 Lp(x) (
) alors,
(1) kukp(x) < 1 (= 1;> 1) si et seulement si � (u) < 1 (= 1;> 1) :
(2) Si kukp(x) > 1, alors kuk

p�

p(x) � � (u) � kuk
p+

p(x) :

(3) Si kukp(x) < 1, alors kuk
p+

p(x) � � (u) � kuk
p�

p(x) :

On peut consulter l�ouvrage de Diening [15] pour la démonstration. Maintenant,

si p (x) et p0 (x) sont tels que
1

p (x)
+

1

p0 (x)
= 1; nous retrouvons presque toutes les

propriétés bien connues dans les espaces de Lebesgue classiques ; en premier lieu

les propriétés fondamentales de la dualité, à savoir que :

Proposition 3.2 L�espace dual de Lp(x)
�
RN
�
est Lp

0(x)
�
RN
�
:

Proposition 3.3 Si p� > 1 et p0 2 L1+ (
) ; on obtient l�équivalent de l�inégalité
de Hölder.

Pour tout u 2 Lp(x) (
) et v 2 Lp0(x) (
), on a :������
Z



u (x) v (x) dx

������ �
�
1

p�
+
1

p0�

�
kukp(x) kvkp0(x) :

9



4. Espaces de Sobolev généralisés

Preuve. Posons kukp(x) = a et kvkp0(x) = b. D�après l�inégalité de Young, nous

avons

������
Z



u (x) v (x)

ab
dx

������ �
Z



1

p (x)

����u (x)a
����p(x) dx+ Z




1

p0 (x)

����v (x)b
����p0(x) dx

� 1

p�

Z



����u (x)a
����p(x) dx+ 1

p0�

Z



����v (x)b
����p0(x) dx

=
1

p�
+
1

p0�

d�où le résultat.

4 Espaces de Sobolev généralisés

Ces espaces représentent le cadre fonctionnel dans lequel nous allons chercher

les solutions. Ces espaces sont structurellement identiques aux espaces de Sobo-

lev classiques. et sont introduits de manière analogue. En e¤et, on désigne par

W 1;p(x)(
); l�espace de toutes les fonctions (classes) appartenant à Lp(x) ainsi que

leurs dérivées. Autrement dit l�espace

W 1;p(x)(
) =

�
u 2 Lp(x)(
); @u

@xj
2 Lp(x)(
); j = 1; :::; N

�
:

Ici
@u

@xj
désigne la dérivée partielle de u et satisfait à l�équation

Z



u
@'

@xj
dx = �

Z
@u

@xj
'dx; pour tout ' 2 C10 (
):

Nous munissons l�espace W 1;p(x)(
) de la norme

kukW 1;p(x)(
) = kukp(x) +
NX
j=1

 @u@xj

p(x)

:
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4. Espaces de Sobolev généralisés

En outre, si on note le gradient de u parru = ( @u
@x1

;
@u

@x2
; :::;

@u

@xN
); on peut dé�nir,

de manière équivalente, l�espace W 1;p(x)(
) par

W 1;p(x)(
) =
�
u 2 Lp(x)(
); jruj 2 Lp(x)(
)

	
et le munir de la norme

kuk = kukp(x) + krukp(x) :

Nous allons suite à la dé�nition ci-dessus énoncer les propriétés de séparabilité,

de convexité et d�immerssion dont jouissent ces espaces.

Si on désigne W 1;p(x)
0 (
) comme la fermeture de C10 (
) dans W

1;p(x)(
) alors :

Proposition 4.1 L�espace W 1;p(x)
0 (
) est aussi un espace de Banach, ré�exif et

séparable.

Proposition 4.2 Si 
 est borné, alors pour tout p; q 2 L1+ (
) ; p (x) � q (x), on
a

W 1;p(x) (
) � W 1;q(x) (
) ;

avec injection continue.

Proposition 4.3 Si p; q 2 C
�


�
sont tels que 1 � p (x) � q (x) � p� (x), pour

tout x 2 
; alors
W 1;p(x) (
) � Lq(x) (
)

avec injection continue et compacte.

En outre si W
1;p(x)

0 (
) désigne la fermeture de C10 (
) par rapport à la norme

de W
1;p(x)

(
) ; on met en evidence l�inégalité de Poincaré.

Pour p 2 C
�


�
, p� > 1, il existe C > 0 tel que

kukp(x) � C krukp(x) ; 8 u 2 W
1;p(x)

0 (
)

Ceci nous enmène à dire que les normes kuk ; krukp(x) sont équivalentes sur
W

1;p(x)

0 (
) :

11



5. Théorie des points �xes

5 Théorie des points �xes

5.1 Degré topologique de Brouwer & de Leray-Schauder

Le degré topologique est un outil très puissant pour établir des résultats d�exis-

tence. Selon que les équations opérationnelles sont posées sur des espaces de dimen-

sion �nie ou in�nie, on fait appel soit au degré topologique de Brouwer, soit à celui

de Leray-Schauder. Nous allons tout d�abord dé�nir ce qu�est le dégré topologique.

Pour cela on se donne un ouvert 
 de RN (N � 1), de frontière @
; une fonction
continue f : 
 ! RN et un point arbitraire b 2 RN : L�idée du degré topologique
consiste à associer au triplet (f;
; b) un entier dépendant continûment de f et de

b de telle sorte que l�équation :

f(x) = b; x 2 
;

admet une solution si cet entier est non nul.

Dé�nition 5.1 Soient N � 1 un entier, 
 un ouvert borné de RN , une fonction
f 2 C1(
;RN) \ C(
;RN) et b 2 RN tel que b =2 f(@
). On considère 0 < " <

dist(b; f(@
)) et une fonction ' 2 C(]0;1[;R) à support compact contenu dans
]0; "[, et telle que Z

RN

'(jxj)dx = 1:

On appelle degré topologique de Brouwer de f dans 
 par rapport au point cible

b le nombre

degB(f;
; b) :=

Z



'(jf(x)� bj)Jf (x)dx:

avec f(x) = b; x 2 
, et Jf désigne le jacobien de f:

Bien que le degré topologique de Brouwer est décrit par une expression inté-

grale, sa valeur est entière (voir par exemple [22]). Encore une fois, ce degré est

d�usage courant lorsque les équations sont dé�nies sur des espaces euclidiens. Il

faut observer qu�il n�est pas applicable en dimension in�nie.

12



5. Théorie des points �xes

L�une des propriétés importantes du degré est sa stabilité par rapport à f: Ceci

est formulé dans la proposition suivante.

Proposition 5.1 Si f1, f2 : 
! RN sont deux fonctions continues telles que b =2
f1 (@
) [ f2 (@
) et

kf1 � f2k1 �
1

4
dist (b; f1 (@
) [ f2 (@
)) ;

alors on a

degB(f1; 
; b) = degB(f2; 
; b):

A contrario, le degré topologique de Leray-Schauder est le mieux indiqué en

dimension in�nie. Bien évidemment, ce dernier est une généralisation du degré

topologique de Brouwer et correspond dans une certaine mesure à dé�nir le degré

d�une perturbation de l�identité I par un opérateur compact T . La proposition

ci-dessus nous aide de manière intuitive à le dé�nir.

Soit 
 un ouvert borné d�un espace de Banach X et T : 
! X un opérateur

compact sans point �xe sur @
: Ceci se traduit par l�existence de " > 0 tel que

pour tout u on ait :

ku� Tuk � 4":

Par conséquent, il existe un sous-espace vectoriel de dimension �nie E" de X

et un opérateur T" : 
! E" tels que :

8u 2 
; kT"u� Tuk � ";
8u 2 @
; ku� T"uk � 3":

Il reste à insérer E" dans un sous-espace de dimension �nie F de X tel que


F = 
 \ F 6= ? et de considérer que l�opérateur I � T" est dé�ni de 
F dans F:
De ce fait on peut parler de son degré topologique au sens de Brouwer.
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5. Théorie des points �xes

Dé�nition 5.2 On dé�nit le degré topologique de Leray-Schauder par :

degLS(I � T; 
; 0) = degB(IF � T";
F ; 0F ):

Cette dé�nition ne dépend que de T et de 
: Si b =2 (I � T )(@
); le degré de
I � T dans 
 par rapport à la cible b est dé�ni comme étant :

degLS(I � T; 
; b) = degLS(I � T � b; 
; 0):

Il en résulte de la dé�nition ci-dessus les propriétés analogues à celles du degré

topologique de Brouwer.

B Propriété de normalisation

degLS(I;
; x) = 1; 8x 2 
:

B Propriété d�additivité
Si 
1; 
2 sont des ouverts disjoints inclus dans 
 et T : 
1 [ 
2 ! 
 sans

point �xe sur @
1 [ @
2, alors :

degLS(I � T; 
1 [ 
2; 0) = degLS(I � T;
1; 0) + degLS(I � T;
2; 0):

B Propriété de l�invariance par homotopie
Soit b 2 X et H : 
� [0; 1]! X une application compacte telle que pour tout

(u; t) 2 @
� [0; 1] on ait : u�H(u; t) 6= b: Alors le degré
degLS(I �H(:; t);
; b) est constant pour t 2 [0; 1] :

degLS(I �H(:; t);
; b) = degLS(I �H(:; 0);
; b):

Observons que le théorème de Brouwer est un cas particulier du théorème de

Leray-Schauder, puisque toute application continue est compacte en dimension

�nie. On utilise souvent ce dernier pour résoudre des problèmes non variationnels.

5.2 Théorème de Passe-Montagne

Le théorème de passe-montagne appelé aussi théorème du col porte bien son

nom. En e¤et, si on se trouve dans une cuvette à une altitude h0 et que l�on

14



5. Théorie des points �xes

veuille passer sur l�autre versant à une altitude h1; il existe un chemin joingnant

le point de départ et le point d�arrivé et passant par un col. Il tient un peu du

théorème bien connu en analyse qu�est le théorème de Roll. Fondamentalement le

théorème de passe-montagne s�articule sur la condition de Palais-Smale qu�on va

dé�nir immédiatement.

Soient X espace de Banach et � une fonctionnelle assez régulière dé�nie sur X

et à valeur réelle.

Dé�nition 5.3 Une suite un 2 X est appelée suite de Palais�Smale de niveau c

notée (PS)c si �(un)! c et k�0(un)kX� ! 0:

On dit que la fonctionnelle � : X ! R satisfait la condition de Palais-Smale
au niveau c si toute suite de (PS)c possède une sous-suite convergente:

Observons que si � 2 C1 (X;R) satisfait la condition (PS)c, tout point d�accu-
mulation u d�une suite un de (PS)c est un point critique de �. On a implicitement

�0(u) = 0 et �(u) = c:

Théorème 5.1 Supposons que � 2 C1 (X;R) et satisfaisant les trois conditions
suivantes :

i) � (0) = 0;

ii) 9�; � > 0 tels que � (u) � � pour kuk = �;
iii) 9u0 2 X avec ku0k > � et tel que � (u0) � 0:
On suppose de plus que � satisfait la condition (PS)c; alors c est une valeur

critique.

Le théorème de passe-montagne est très pratique lorsqu�il s�agit de résoudre des

problèmes elliptiques quasi-linéaires ou non linéaires pour peu que les problèmes

soient variationnels.

Inégalité deMoser-Trudinger 5:1 Soit u 2 W 1;N
0 (
), alors exp(jujN=(N�1)) 2

Lq(
) pour tous 1 � q <1. De plus,

sup
u2W 1;N

0 (
); kuk�1

Z



exp(�jujN=(N�1))dx � C(
) pour � � �N ;

avec �N = N(N!N)
1

N�1 ;!N étant le volume de la boule unité de RN :
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Nous achevons le chapitre 1 par une estimation dont jouissent les éléments de

W
1;p(x)
0 (
):
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Chapitre 2

Systèmes elliptiques non-linéaire
faisant intervenir l�opérateur
(p (x)� q(x))�Laplacien

1 Introduction

L�objectif de ce travail est d�établir des résultats d�existence de solution pour

des systèmes elliptiques non linéaires. Nous nous bornons à montrer que des so-

lutions radiales positives existent ; l�existence de solutions générales fera l�objet

d�une recherche ultérieure. Ces systèmes sont dits asymptotiquement homogènes

parce que les non linéarités au second membre jouissent de certaines conditions

d�homogénéité à l�origine et à l�in�ni. Précisément, ils font intervenir l�opérateur

p(x)�laplacien et sont de la forme :

��p(x)u = a11(jxj)f11(u) + a12(jxj)f12(v) dans RN ;

��q(x)v = a21(jxj)f21(u) + a22(jxj)f22(v) dans RN :
(2.1)

Ici �p(x) est l�opérateur non homogène p(x)� Laplacien d�expression := �p(x)u =

div(jrujp(x)�2ru). Les fonctions p et q sont continues à valeurs réelles et telles
que 1 < p(x); q(x) < N (N � 2) pour tous x 2 RN . Cependant les coe¢ cients
aij; i; j = 1; 2; sont des fonctions positives continues. Les non linéarités fij; i; j =

1; 2; appartiennent à une classe de fonctions asymptotiquement homogène. Nous
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examinerons plus en détail leurs propriétés dans la suite de ce paragraphe.

Ces dernières années, plusieurs auteurs ont utilisé di¤érentes méthodes pour

résoudre des systèmes quasi-linéaires ( c�est-à-dire que l�opérateur p� Laplacien

est présent dans les équations) dé�nis dans des domaines bornés ou non bornés de

RN . Il est d�usage courant d�utiliser la théorie des points critiques pour montrer
l�existence de solutions faibles. Il y a beaucoup de travail sur ce sujet (voir [8],

[16] .. ;). Cette approche variationnelle est notamment utilisée pour traiter des

systèmes qui dérivent d�un potentiel, autrement dit les non-linéarités correspondent

au gradient de certaines fonctionnelles. On dénombre plusieurs articles rédigés sur

l�opérateur p�Laplacien. Le lecteur peut facilement se référer à la liste de travaux
suivante [2], [12],[14], [24]. A présent la situation est di¤érente car le problème

considéré est non variationnel.

Pour résoudre le système (2.1), nous allons utiliser la technique du "Blow-up"

de Gidas-Spruck (voir [7]), qui consiste à traiter un cas limite et en déduire des

estimations à priori. L�outil principal reste le degré topologique de Leray-Schauder

pour établir l�existence d�états fondamentaux. Cette contribution est une extension

des travaux réalisés par Djellit et Tas [3]. Ces auteurs considèrent les systèmes de

la forme :

��pu = �f(x; u; v) dans RN ;

��qv = �g(x; u; v) dans RN ;
(2.2)

où les non-linéarités f et g satisfont les conditions de croissance polynomiale. Les

résultats d�existence sont prouvés à l�aide du théorèmes du point �xe.

2 Préliminaires

Tout d�abord, nous allons introduire les notations et les conventions utilisées

dans la suite.

Soit l�espace de Banach

X =

�
(u; v) 2 C0([0;+1[)� C0([0;+1[); lim

r!+1
u(r) = lim

r!+1
v(r) = 0

�
muni de la norme usuelle
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2. Préliminaires

k(u; v)kX = kuk1 + kvk1; kuk1 = sup
r2[0;+1[

ju(r)j:

Soit K = f(u; v) 2 X; u � 0; v � 0g un cône positif de X. Pour h � 0 et

� 2 [0; 1], on dé�nit deux familles d�opérateurs Th : X ! X et S� : X ! X par

Th(u; v) = (w; z) tel que (w; z) satisfait le système :

�
�
rN�1jw0(r)jp(r)�2w0(r)

�0
= rN�1a11(r)f11(ju(r)j) + rN�1a12(r) [f12(jv(r)j) + h]

dans [0;+1[ ;
�
�
rN�1jz0(r)jq(r)�2z0(r)

�0
= rN�1a21(r)f21(ju(r)j) + rN�1a22(r)f22(jv(r)j)

dans [0;+1[ ;
w0(0) = z0(0) = 0; lim

r!+1
w(r) = lim

r!+1
z(r) = 0;

(2.3)

et S�(u; v) = (w; z) tel que (w; z) satisfait le système

�
�
rN�1jw0(r)jp(r)�2w0(r)

�0
= �rN�1a11(r)f11(ju(r)j) + �rN�1a12(r)f12(jv(r)j)

dans [0;+1[ ;
�
�
rN�1jz0(r)jq(r)�2z0(r)

�0
= �rN�1a21(r)f21(ju(r)j) + �rN�1a22(r)f22(jv(r)j)

dans [0;+1[ ;
w0(0) = z0(0) = 0; lim

r!+1
w(r) = lim

r!+1
z(r) = 0:

(2.4)

Rappelons la notion de fonctions "asymptotiquement homogènes" et certaines

de leurs propriétés.

Une fonction ' : R! R dé�nie dans un voisinage à l�in�ni (respect. à l�origine)
est dite asymptotiquement homogène à l�in�ni (respect. à l�origine) d�ordre � > 0

si pour tout � > 0, on a lim
s!+1

'(�s)

'(s)
= �� (respect. lim

s!0

'(�s)

'(s)
= ��):

A titre d�exemple, nous avons la fonction '(s) = jsj��2s(ln(1 + jsj))� avec
� > 1 et � > 1� �. Il est aisé de voir que ' est asymptotiquement homogène à
l�in�ni d�ordre �� 1 et à l�origine d�ordre �+ � � 1.
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Proposition 2.1 [18] Soit ' : R! R une fonction continue, impaire, asymptoti-
quement homogène à l�in�ni (respect. à l�origine) d�ordre � tel que t'(t) > 0 pour

tous t 6= 0 et '(t)!1 quand t!1; alors
(i) Pour tout " 2 ]0; �[ ; il existe t0 > 0 tel que 8t � t0(respect. 0 � t �

t0); c1t
��" � '(t) � c2t

�+"; c1; c2 sont des constantes positives. de plus 8s 2
[t0; t] : (�+ 1� ")'(s) � (�+ 1 + ")'(t):
(ii) Si (wn); (tn) sont deux suites réelles telles que wn ! w et tn ! +1 (res-

pect. tn ! 0) alors lim
n!+1

'(tnwn)

'(tn)
= w�:

En outre, nous supposons d�une part que les coe¢ cients aij sont négligeables

à l�in�ni et restent strictement positives dans un voisinage de l�origine ; d�autre

part les fonctions fij doivent véri�er des conditions d�homogénéité asymptotique

à l�origine et à l�in�ni. En résumé nous assumons les hypothèses suivantes :

3 Hypothèses

(H1) Pour i; j = 1; 2; k = �; le coe¢ cient aij : [0;+1[ ! [0;+1[ est continu
et satisfait 9 �11; �12 > pk; 9 �21; �22 > qk; il existe R > 0 tel que aij(�) =
O(���ij) pour tous � > R et eai = min

r2[0;R]
aij(r) > 0; i; j = 1; 2; i 6= j:

(H2) Pour i; j = 1; 2; la fonction fij : R! R est continue, impaire veri�ant que :
. sfij(s) > 0 pour tout s 6= 0:
. lim

s!+1
fij(s) = +1:

(H3) Pour i; j = 1; 2 et k = �; fij est asymptotiquement homogène à l�in�ni
de l�ordre �ij satisfaisant

�12�21
(pk � 1)(qk � 1) > 1; �1�11 � �1(pk � 1) � pk <

0; �2�22��2(qk�1)�qk < 0 etmax(�1; �2) � 0 avec �1 =
pk(qk � 1) + �12qk

�12�21 � (pk � 1)(qk � 1)
; �2 =

qk(pk � 1) + �21pk
�12�21 � (pk � 1)(qk � 1)

; �1 = �1 �
N � pk
pk � 1 ; �2 = �2 �

N � qk
qk � 1 :
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4. Existence de solutions

(H4) Pour i; j = 1; 2; k = �; fij est asymptotiquement homogène à l�origine de
l�ordre �ij avec �11; �12 > pk � 1; �21; �22 > qk � 1:

Observons qu�une solution radiale positive non triviale (u; v) du système (T0) �
(S1) est également une solution du système di¤érentiel suivant :

�
�
rN�1ju0(r)jp(r)�2u0(r)

�0
= rN�1a11(r)f11(ju(r)j) + rN�1a12(r)f12(jv(r)j)

dans [0;+1[ ;
�
�
rN�1jv0(r)jq(r)�2v0(r)

�0
= rN�1a21(r)f21(ju(r)j) + rN�1a22(r)f22(jv(r)j)

dans [0;+1[ ;
u0(0) = v0(0) = 0; lim

r!+1
u(r) = lim

r!+1
v(r) = 0:

(2.5)

Pour prouver son existence, on dé�nit tout d�abord l�opérateur L : K ! K par

L(u; v) = (w; z) de sorte que :

w(r) =

+1Z
r

0@�1�N �Z
0

�N�1(a11(�)f11(u(�)) + a12(�)f12(v(�)))d�

1A 1
p(�)�1

d�;

z(r) =

+1Z
r

0@�1�N �Z
0

�N�1(a21(�)f21(u(�)) + a22(�)f22(v(�)))d�

1A 1
q(�)�1

d�:

On voit clairement que cette solution (si elle existe) correspond exactement au

point �xe de L: Ce qui nous amène par conséquent à montrer que l�opérateur L

admet un point �xe. En tenant compte des hypothèses ci-dessus nous obtenons les

résultats suivants :

4 Existence de solutions

Lemme 4.1 Sous hypothèse (H1), nous avonsR +1
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1
p(�)�1 d�
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4. Existence de solutions

�
R +1
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

pk�1 d� < +1 pour i = 1; j = 1; 2 et k = �:

R +1
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1
q(�)�1 d�

�
R +1
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

qk�1 d� < +1 pour i = 2; j = 1; 2 et k = �:

Preuve.R +1
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1
p(�)�1 d�

�
R +1
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

pk�1 d�

=
R R
0

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

pk�1 d� +
R +1
R

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

pk�1 d�:

La première intégrale du membre de droite de l�inégalité est �nie puisque aij est

continu. La seconde intégrale est également �ni. En e¤et, en vertu de (H1), nous

avonsR +1
R

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

pk�1 d�

�
R +1
R

�
�1�N

R �
0
�N�1cij(�)�

��ijd�
� 1

pk�1 d� � cijR
pk��ij
pk�1

pour i = 1; j = 1; 2 et k = �:
Ce dernier terme tend vers zéro pour R su¢ samment grand: De même, nous

obtenons la même estimation pour i = 2; j = 1; 2 et k = �:

Lemme 4.2 Si u 2 C1([0;+1[) \ C2([0;+1[) est une solution radiale positive
non triviale du problème

�
�
rN�1ju0(r)jp(r)�2u0(r)

�0 � 0 dans [0;+1[

telle que u(0) > 0 et u0(0) � 0; alors

u(r) > 0 et u0(r) � 0 pour tous r > 0:
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4. Existence de solutions

Preuve. Soit u une solution radiale positive non triviale du problème

�
�
rN�1ju0(r)jp(r)�2u0(r)

�0 � 0 dans [0;+1[:

Supposer que 0 < s < r: En intégrant de s à r, on obtient

rN�1ju0(r)jp(r)�2u0(r) � sN�1ju0(s)jp(s)�2u0(s):

Si s! 0; on a u0(r) � 0: Si u0(r) = 0 alors u0(s) = 0 pour tout 0 � s � r: Ceci
signi�e que u est soit constante dans [0;+1[ soit il existe r0 � 0 tel que u0(r) < 0
pour r > r0 et u0(r) = 0; u(r) = u(0) pour 0 � r � r0; alors u est décroissante et
u(0) > 0:

Lemme 4.3 Soit u 2 C1([0;+1[) \ C2([0;+1[) une solution positive du pro-

blème

�
�
rN�1ju0(r)jp�2u0(r)

�0 � 0 en [0;+1[

telle que u(0) > 0 et u0(0) � 0; alors la fonction Mp dé�ni par Mp(r) =

ru0(r) + N�p
p�1 u(r); r � 0; est non négative et non croissante.

En particulier, la fonction r ! r
N�p
p�1 u(r) est non décroissante sur [0;+1[:

Preuve. Puisque u est une solution positive du problème

�
�
rN�1ju0(r)jp�2u0(r)

�0 � 0 en [0;+1[ ;

nous avons �rN�1(p � 1)ju0(r)jp�2u00(r) � (N � 1)rN�2ju0(r)jp�2u0(r) � 0: En
d�autres termes ru00(r)+ N�1

p�1 u
0(r) � 0; ou bien (ru0(r))0+ N�p

p�1 u
0(r) � 0: La fonc-

tionMp est donc non croissante. Par contraposition, nous montrons queMp(r) � 0
pour tout r � 0. En e¤et, supposons qu�il existe r1 > 0 tel que Mp(r1) < 0. Dans

ce cas Mp(r) �Mp(r1) pour tout r > r1;autrement dit u0(r)+
N�p
p�1

u(r)
r
� Mp(r1)

r
ou

plus simplement u0(r) � Mp(r1)

r
car u(r) > 0. Par conséquent, u(r) � u(r1) �

Mp(r1) ln(
r
r1
); r > r1. Il s�ensuit immédiatement que lim

r!+1
u(r) = �1. Cela
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4. Existence de solutions

contredit le fait que u est positive. En particulier

Mp(r)

ru(r)
� 0 8r > 0:

En�n, on obtient
u0(r)

u(r)
+
N � p
p� 1

1

r
� 0: En d�autres termes,

�
ln r

N�p
p�1 u(r)

�0
� 0:

Cela implique que la fonction r ! r
N�p
p�1 u(r) n�est pas décroissante. L�étude de

la fonction Mp est essentielle et nous aide à estimer u(r):

Lemme 4.4 Si (H1) est satisfait, l�opérateur L est compact

Preuve. L�opérateur L est bien dé�ni. En e¤et

w(r) � c11
R +1
r

�
�1�N

R �
0
�N�1a11(�)(u(�))

�11+"d�
� 1

pk�1 d�

+c12
R +1
r

�
�1�N

R �
0
�N�1a12(�)(u(�))

�12+"d�
� 1

pk�1 d�

� c11c1 (kuk1)
�11+"

pk�1 + c12c2 (kvk1)
�12+"

pk�1 < +1:

En vertu du Lemme (4.1), on a

cj =
R +1
r

�
�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�

� 1

pk�1 d� < +1; pour i = 1; j = 1; 2 et

k = �:
Pour les mêmes raisons, on a également

z(r) � c21b1 (kuk1)
�21+"

qk�1 + c22b2 (kvk1)
�22+"

qk�1

bj =
R +1
r
(�1�N

R �
0
�N�1aij(�)d�)

1

qk�1d� < +1; pour i = 2; j = 1; 2 et

k = �:
Bien évidemment, sup

r2[0;+1[
jw(r)j < +1 et sup

r2[0;+1[
jz(r)j < +1:

De plus, nous avons w � 0 ; z � 0 et lim
r!+1

w(r) = lim
r!+1

z(r) = 0:

Maintenant, nous montrons que L est compact. En e¤et, soit (un; vn) une suite

bornée de X: A partir de la relation
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4. Existence de solutions

L(un; vn) = (wn; zn);

nous pouvons écrire

�
�
rN�1jw0n(r)jp(r)�2w0n(r)

�0
= rN�1a11(r)f11(un(r)) + r

N�1a12(r)f12(vn(r))

dans [0;+1[ ;
�
�
rN�1jz0n(r)jq(r)�2z0n(r)

�0
= rN�1a21(r)f21(un(r)) + r

N�1a22(r)f22(vn(r))

dans [0;+1[ ;
w0(0) = z0(0) = 0; lim

r!+1
w(r) = lim

r!+1
z(r) = 0:

(2.6)

Pour R > 0 �xe, soit r 2 [0; R] et posant '(t) = jtjp(r)�1. Par substitution on
obtient à partir de la première équation du système ci-dessus, l�expression :

d

dr
'(w0n(r) +

N � 1
r

jw0n(r)jp(r)�1 � a11(r)f11(un(r))� a12(r)f12(vn(r)) = 0:

Par conséquent

d

dr
'(w0n(r)� a11(r)f11(un(r))� a12(r)f12(vn(r)) � 0:

En tenant compte du point (i) de la Proposition (2.1), il en résulte que :

d

dr
'(w0n(r) � a11(r)(un(r))�11+" + a12(r)(vn(r))�12+":

Puisque la suite (un; vn) une suite bornée, il en découle que :

d

dr
'(w0n(r) � c1a11(r) + c2a12(r):

Maintenant en intégrant les deux membres de l�inégalité de 0 à R, nous obtenons

'(w0n(R)) � c;
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4. Existence de solutions

ou bien

j(w0n(R))jp(R)�1 � c:
(2.7)

Ceci signi�e qu�à distance �nie, w0n est borné.

De la même manière, en substituant q à p, nous pouvons montrer également

que z0n(r) est borné sur [0; R]: Par conséquent, (wn) et (zn) sont équicontinus .

D�aprés le théorème d�Ascoli-Arzilà voir [11]; [25], il existe deux sous-suites, notées

encore (wn) et (zn); telles que wn ! w; zn ! z dans C0([0; R]); 8 R > 0:
Prouvons maintenant que (wn; zn) est une suite de Cauchy dans X: En e¤et,

sup
r2[0;+1[

jwn(r)� wm(r)j � sup
r2[0;R[

jwn(r)� wm(r)j+ sup
r2[R;+1[

jwn(r)� wm(r)j:

Cependant

sup
r2[R;+1[

jwn(r)� wm(r)j � sup
r2[R;+1[

jwn(r)j+ sup
r2[R;+1[

jwm(r)j

� c11c1(kunk1)
�11+"

pk�1 + c12c2(kvnk1)
�12+"

pk�1

+c11c1(kumk1)
�11+"

pk�1 + c12c2(kvmk1)
�12+"

pk�1 :

Les constantes c1 et c2 sont telles que c1 + c2 < " pour R su¢ samment grand.

D�autre part (wn) est une suite de Cauchy dans C0([0; R]) car elle convergente: De

la même manière, (zn) est aussi une suite de Cauchy dans C0([0; R]): Par consé-

quent (un; vn) est une suite de Cauchy dans X. L�opérateur L est donc compact.

Dans la suite nous allons étudier un cas limite pour en déduire certaines esti-

mations.
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4. Existence de solutions

Théorème 4.1 Si les hypothèses (H1)-(H3) sont satisfaites le système

�
�
rN�1ju0(r)jp�2u0(r)

�0
= rN�1a12(r)(v(r))

�12 dans [0;+1[
�
�
rN�1jv0(r)jq�2v0(r)

�0
= rN�1a21(r)(u(r))

�21 dans [0;+1[
u0(0) = v0(0) = 0:

(2.8)

n�a pas de solutions positives radiales non triviales.

Preuve. Ici on fait un raisonnement par l�absurde. En e¤et, soit (u; v) une solution
radiale positive du système (2.8) ; alors (u; v) satisfait le système di¤érentiel

�
�
rN�1ju0(r)jp�2u0(r)

�0
= rN�1a12(r)(v(r))

�12 dans [0;+1[
�
�
rN�1jv0(r)jq�2v0(r)

�0
= rN�1a21(r)(u(r))

�21 dans [0;+1[
u0(0) = v0(0) = 0:

(2.9)

Par conséquent,

�
�
rN�1ju0(r)jp�2u0(r)

�0 � rN�1ea1v�12 (2.10)

�
�
rN�1ju0(r)jq�2u0(r)

�0 � rN�1ea2v�21 (2.11)

avec v�ij = min
[0;r]

v(r)�ij pour i 6= j.

Considérons d�abord le cas �1 > 0 ou �2 > 0 dans (H3). En intégrant à la fois

(2.10) et (2.11) de 0 à r et en tenant compte du fait que u0(r) < 0; v0(r) < 0 pour

tout r > 0; on obtient

�u0(r) �
�ea1
N

� 1
p�1

r
1

p�1v
�12
p�1 ;

�v0(r) �
�ea2
N

� 1
q�1

r
1

q�1u
�21
q�1 :

En vertu du Lemme (4.3), nous obtenons Mp � 0; Mq � 0; en conséquence on a :
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4. Existence de solutions

0 � �ru0(r)� N � p
p� 1 u(r) �

�ea1
N

� 1
p�1

r
p

p�1v
�12
p�1 � N � p

p� 1 u(r);

0 � �rv0(r)� N � q
q � 1 v(r) �

�ea2
N

� 1
q�1

r
q

q�1u
�21
q�1 � N � q

q � 1 v(r):

Il vient alors :

u(r) � Cr
p

p�1v
�12
p�1 ; (2.12)

v(r) � Cr
q

q�1u
�21
q�1 : (2.13)

En combinant ces deux inégalités, nous obtenons :

u(r) � Cr��1 ; (2.14)

v(r) � Cr��2 : (2.15)

Puisque r
N�p
p�1 u(r) et r

N�q
q�1 v(r) sont non décroissants, pour tout r > r0 > 0; on en

déduit que :

u(r) � Cr�
N�p
p�1 ; (2.16)

v(r) � Cr�
N�q
q�1 : (2.17)

Les inégalités (2.14)�(2.17) impliquent soit r�1 � C soit r�2 � C. Ce qui est

absurde.

Supposons maintenant sans perte de généralité que �1 = 0. En intégrant par

rapport à r la première équation du Système (2.9) de r0 à r; on obtient :

rN�1ju0(r)jp�1 � rN�10 ju0(r0)jp�1 � ea1 rZ
r0

sN�1v�12(s)ds:
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D�autre part, compte tenu de (2.13) on a :

v�12(s) � Cs
�12q
q�1 u

�12�21
q�1 (s):

Par conséquent,

rN�1ju0(r)jp�1 � C
rZ
r0

sN�1+
�12q
q�1 u

�12�21
q�1 (s)ds:

En vertu encore une fois de l�inégalité (2.16) et du fait que �1 = 0, on a :

rN�1ju0(r)jp�1 � C
rZ
r0

sN�1+
�12q
q�1 �

N�p
p�1

�12�21
q�1 ds = C

rZ
r0

s�1ds = C ln
r

r0
:

Puisque Mp(r) � 0 pour r > 0; nous pouvons écrire :�
N � p
p� 1

�p�1
up�1(r) � rp�1ju0(r)jp�1:

Par conséquent

up�1(r) � Crp�1ju0(r)jp�1 � Crp�N ln r
r0
:

r
N�p
p�1 u(r) � C(ln r

r0
)

1
p�1 ;

d�où la contradiction avec (2.14).

Nous montrons maintenant que les éventuelles solutions positives radiales de

System (2.3) sont bornées pour pouvoir utiliser les propriétés du degré topologique

de Leray-Schauder.

Théorème 4.2 Supposons (H1)-(H4) véri�ées. Si (u; v) est un état fondamental
de(2.3), alors il existe une constante C > 0 (indépendante de u et v) telle que

k(u; v)kX � C:

Preuve. Soit (u; v) un état fondamental de (2.3) pour h = 0, alors (u; v) satisfait
le système
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�
�
rN�1ju0(r)jp(r)�2u0(r)

�0
= rN�1a11(r)f11(u(r)) + r

N�1a12(r)f12(v(r))

dans [0;+1[ ;
�
�
rN�1jv0(r)jq(r)�2v0(r)

�0
= rN�1a21(r)f21(u(r)) + r

N�1a22(r)f22(v(r))

dans [0;+1[ ;
u0(0) = v0(0) = 0; lim

r!+1
u(r) = lim

r!+1
v(r) = 0;

(2.18)

Supposons maintenant qu�il existe une suite (un; vn) de solutions positives de

(2.18) telle que kunk1 !1 quand n!1 (ou bien kvnk1 !1 avec n): Posons

n = kunk
1
�11 + kvnk

1
�21 : Il est aisé de voir en vertu de (H3 ) que n ! +1 quand

n!1:

Soient alors les transformations suivantes :

y = nr; wn(y) =
un(r)

�1n
; zn(y) =

vn(r)

�2n
:

Observons que pour tout y 2 [0;+1[ ; on a :
0 � wn(y) � 1; 0 � zn(y) � 1:
De plus, pour tout n le couple (wn; zn) est une solution du système

� (
�1(p(

y
n
)�1)+p( y

n
)

n yN�1jw0n(y)j
p( y
n
)�2
w0n(y))

0

= yN�1a11(
y

n
)f11(

�1
n wn(y)) + y

N�1a12(
y

n
)f12(

�2
n zn(y)) dans [0;+1[ ;

� (
�2(q(

y
n
)�1)+q( y

n
)

n yN�1jz0n(y)j
q( y
n
)�2
z0n(y))

0

= yN�1a21(
y

n
)f21(

�1
n wn(y)) + y

N�1a22(
y

n
)f22(

�2
n zn(y)) dans [0;+1[ ;

w0n(0) = z
0
n(0) = 0; lim

r!+1
wn(r) = lim

r!+1
zn(r) = 0

(2.19)

Soit R > 0 �xé. On peut énoncer que (w0n) et (z
0
n) sont bornées dans C([0; R]).

En e¤et, supposons en passant à une sous-suite de (w0n) (notée encore (w
0
n)) que
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kw0nk([0;R]) ! +1 quand n ! +1: Il existe alors une suite (yn) dans [0; R] telle
pour tout A > 0; il existe n0 2 N tel que pour tout n � n0; jw0n(yn)j > A:
En intégrant par rapport à y la première équation de Système (2.19) on obtient :

jw0n(yn)j
p( yn
n
)�1
=

1

yN�1n 
�1(p(

yn
n
)�1)+p( yn

n
)

n

�

ynZ
0

�
yN�1a11(

y

n
)f11(

�1
n wn(y)) + y

N�1a12(
y

n
)f12(

�2
n zn(y))

�
dy:

jw0n(yn)j
p( yn
n
)�1 �

1

yN�1n

ynZ
0

 
yN�1a11(

y

n
)
f11(

�1
n wn(y))


�1(pk�1)+pk
n

+ yN�1a12(
y

n
)
f12(

�2
n zn(y))


�1(pk�1)+pk
n

!
dy:

Du fait que f1j; j = 1; 2; sont asymptotiquement homogènes à l�in�ni et en

tenant compte du point (i) de la Proposition (2.1), on peut dire que : pour tout

" 2 [0; �1j[ ; il existe c11j; c21j > 0; s0 > 0 tels que pour tout s � s0

c11js
�1j�" � f1j(s) � c21js�1j+":

Puisque (wn) et (zn) sont bornées, il en résulte que :

c111
�1(�11�")��1(pk�1)�pk
n � f11(

�1
n wn(y))


�1(pk�1)+pk
n

� c211
�1(�11+")��1(pk�1)�pk
n ;

c112
�2(�12�")��1(pk�1)�pk
n � f12(

�2
n zn(y))


�1(pk�1)+pk
n

� c212
�2(�12+")��1(pk�1)�pk
n :

En choisissant " su¢ samment petit, on peut véri�er tenant compte de l�hypo-

thèse (H3 ) que :

f11(
�1
n wn(y))


�1(pk�1)+pk
n

! 0 et
f12(

�2
n zn(y))


�1(pk�1)+pk
n

! c1 quand n! +1;

oú c1 est une constante positive.
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Il existe donc n1 2 N tel que pour tout n � n1; on a

jw0n(yn)j
p( yn
n
)�1 � a12(0)

yN�1n

c1

ynZ
0

yN�1dy =
c1
N
a12(0)yn �

Rc1
N
a12(0) � c:

En posant n � max(n0; n1); nous avons A < jw0n(yn)j � c: Ceci contredit le fait
que A peut être in�niment grand. De manière analogue nous prouvons que (z0n) est

borné dans (C[0; R]): Par conséquent (wn) et (zn) sont équicontinus dans C([0; R]):

A l�aide du théorème d�Arzélà-Ascoli on peut dire qu�il existe une sous-suite de

(wn) notée encore (wn) (respect. (zn)) telle que wn ! w (respect. zn ! z) dans

C([0; R]):

D�autre part,

kwnk
1
�11 + kznk

1
�21 = 1;

c�est-à-dire que les suites réelles (kwnk1) et (kznk1) sont bornées. Il existe donc
des sous-suites notées encore (kwnk1) et (kznk1) telles que kwnk1 ! w0; kznk1 !
z0 et w

1
�1
0 + z

1
�2
0 = 1. Compte tenu de l�unicité de la limite en C([0; R]); on obtient

kwk
1
�11 + kzk

1
�21 = 1: Ceci implique que (w; z) n�est pas identiquement nul. En

intégrant de 0 à y 2 [0; R] ; la première et la deuxième équation du système (3:14),
on obtient :

wn(0)� wn(y) =
yZ
0

(gn(t))
1

p( t
n

)�1dt; (2.20)

zn(0)� zn(y) =
yZ
0

(hn(t))
1

q( t
n

)�1dt; (2.21)

Clairement gn(y) et hn(y) sont dé�nis par

gn(y) =
1

yN�1
�1(p(

y
n

)�1)+p( y
n

)

n

R y
0

�
tN�1a11(

t
n
)f11(

�1
n wn(t)) + t

N�1a12(
t
n
)f12(

�2
n zn(t))

�
dt:

gn(y) � 1
yN�1

R y
0

�
tN�1a11(

t
n
)f11(

�1
n wn(t))


�1(p

k�1)+pk
n

+ tN�1a12(
t
n
) f12(

�2
n zn(t))


�1(p

k�1)+pk
n

�
dt:

hn(y) =
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4. Existence de solutions

1

yN�1
�2(q(

y
n

)�1)+q( y
n

)

n

R y
0

�
tN�1a21(

t
n
)f21(

�1
n wn(t)) + t

N�1a22(
t
n
)f22(

�2
n zn(t))

�
dt:

hn(y) � 1
yN�1

R y
0

�
tN�1a21(

t
n
)f21(

�1
n wn(t))


�2(q

k�1)+qk
n

+ tN�1a22(
t
n
)f22(

�2
n zn(t))


�2(q

k�1)+qk
n

�
dt:

En combinant la proposition (2.1) avec (H3), on obtient :

f11(
�1
n wn(t))


�1(pk�1)+pk
n

! 0;
f22(

�2
n zn(t))


�2(qk�1)+qk
n

! 0;

f12(
�2
n zn(t))


�1(pk�1)+pk
n

=
f12(

�2
n )


�1(pk�1)+pk
n

f12(
�2
n zn(t))

f12(
�2
n )

! cz�12(t);

f21(
�1
n wn(t))


�2(qk�1)+qk
n

=
f21(

�1
n )


�2(qk�1)+qk
n

f21(
�1
n wn(t))

f21(
�1
n )

! cw�21(t);

quand n ! 1. Par application du théorème de la convergence dominée de
Lebesgue , il s�ensuit que :

gn(y)!
c

yN�1
R y
0
tN�1a12(0)z

�12(t)dt;

hn(y)!
c

yN�1
R y
0
tN�1a21(0)w

�21(t)dt;

quand n!1. En passant à la limite en (2.20) et (2.21), il vient :

w(0)� w(y) = c
R y
0

�
1

�N�1

R �
0
tN�1a12(0)z

�12(t)dt
� 1
p(0)�1

d�;

z(0)� z(y) = c
R y
0

�
1

�N�1

R �
0
tN�1a21(0)w

�21(t)dt
� 1
q(0)�1

d�:

Dans ce cas, w � 0; z � 0: De plus w; z 2 C1([0; R]) \ C2([0; R]) et satisfont
le système

�(yN�1jw0(y)jp�2w0(y))0 = ca12(0)yN�1(z(y))�12 dans [0; R]

�(yN�1jz0(y)jq�2z0(y))0 = ca21(0)yN�1(w(y))�21 dans [0; R]

w0(0) = z0(0) = 0:

(2.22)

Si on utilise les mêmes arguments sur [0; R�] avec R� > R; on obtient une

solution (w�; z�) du Système (2.22) (sous entendu que R est remplacé par R�), qui

coïncide avec (w; z) dans [0; R]: On étend alors indé�niment (w; z) à [0;+1[: En
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4. Existence de solutions

vertu du lemme (4.2) on a w(y) > 0; z(y) > 0; pour tout y � 0: Le couple (w; z)
satisfait également le Système (2.22). En d�autres termes (w; z) est une solution

radiale positive de (2.9). Ceci est en contradiction avec le théorème (4.1).

Lemme 4.5 Sous les hypothèses (H1)-(H4), il existe h0 > 0 tel que le problème

(u; v) = Th(u; v) n�a pas de solution pour h � h0:

Preuve. Supposons par contradiction qu�il existe une solution (u; v) 2 X du

problème ci-dessus. Alors (u; v) satisfait le système

�
�
rN�1ju0(r)jp(r)�2u0(r)

�0
= rN�1a11(r)f11(ju(r)j) + rN�1a12(r) [f12(jv(r)j) + h]

dans [0;+1[;
�
�
rN�1jv0(r)jq(r)�2v0(r)

�0
= rN�1a21(r)f21(ju(r)j) + rN�1a22(r)f22(jv(r)j)

dans [0;+1[;
u0(0) = v0(0) = 0; lim

r!+1
u(r) = lim

r!+1
v(r) = 0;

(2.23)

Assumons qu�il existe une suite (hn) ! +1 quand n ! +1 et telle que

(2.23) admette une solutions (un; vn) : Conformément au lemme(4.2), on a un(r) >

0; vn(r) > 0; u
0
n(r) � 0 et v0n(r) � 0 pour tout n 2 N: En intégrant la première

équation du Système (2.23), de R à 2R; R > 0; on obtient :

un(R) �
2RZ
R

0@�1�N �Z
0

�N�1a12 (�)hnd�

1A 1

pk�1

d� � cRh
1

pk�1
n :

Ici

c =

0@ 1

(2R)N�1

RZ
0

�N�1a12(�)d�

1A
1

pk�1

:

Par conséquent un(R) � cRh
1

pk�1
n : Par passage à la limite nous obtenons

un(R) ! +1 quand n ! +1: D�autre part, en intégrant la deuxième équation
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4. Existence de solutions

de (2.23), de R à 2R, on obtient :

vn(R) �
2RZ
R

0@�1�N �Z
0

�N�1a21(�)f21(un(�))d�

1A 1

qk�1

d� � cR(f21(un(R)))
1

qk�1 :

Il résulte de l�hypothèse (H3) et de la proposition (2.1) l�estimation suivante :

vn(R) � c(un(R))
�21�"
qk�1 :

De manière similaire, nous obtenons :

un(R) � c(vn(R))
�12�"
pk�1 :

On en déduit des deux dernières inégalités, que :

(un(R))
(�12�")(�21�")�(p

k�1)(qk�1)
(pk�1)(qk�1) � 1

c
:

C�est la contradiction souhaitée puisque un(R) croit à l�in�ni.

Il reste maintenant à montrer que la solution si elle existe n�est pas triviale.

Pour cela il su¢ t de considérer un voisinage de l�origine pour lequel il n�y a pas

de solution non triviales. Cette situation se traduit par le lemme suivant :

Lemme 4.6 Il existe � > 0 tel que pour tous � 2]0; �[ et tout (u; v) 2 X satisfai-

sant k(u; v)k = �; l�équation (u; v) = S� (u; v) n�admet pas de solution.

Preuve. Supposons qu�il existe (�n) 2 R+; �n ! 0; (�n) � [0; 1] et (un; vn) 2 X
tel que (un; vn) = S�n(un; vn) avec k(un; vn)k = �n: Compte tenu de (H4),

kunk1 � c�
1

pk�1
n

 
kunk

�11+"

pk�1
1 + kvnk

�12+"

pk�1
1

!
;

kvnk1 � c�
1

qk�1
n

 
kunk

�21+"

qk�1
1 + kvnk

�22+"

qk�1
1

!
:

En additionnant membre à membre, on obtient :

k(un; vn)k � C
�
k(un; vn)k

�11+"

pk�1 + k(un; vn)k
�12+"

pk�1 + k(un; vn)k
�21+"

qk�1 + k(un; vn)k
�22+"

qk�1

�
:
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4. Existence de solutions

Ceci implique que :

1 � C
�
k(un; vn)k

�11+"

pk�1
�1
+ k(un; vn)k

�12+"

pk�1
�1
+ k(un; vn)k

�21+"

qk�1
�1
+ k(un; vn)k

�22+"

qk�1
�1
�
:

L�inégalité ci-dessus contredit le fait que k(un; vn)k = �n ! 0 quand n! +1

Théorème 4.3 Sous les hypothèses (H1 )� (H4 ), le système (2.1) a une solution
radiale positive.

Preuve. Pour montrer l�existence d�états fondamentaux pour (2.1) (ou (2.3) avec
h = 0), il su¢ t de montrer que l�opérateur compact T0 admet un point �xe.

En vertu du Théorème (4.2), les éventuels points �xes (u; v) de T0 sont bornés ;

il existe explicitement C > 0 tel que k(u; v)kX � C: Choisissons R1 > C et

désignons par BR1 la boule de X, centrée à l�origine de rayon R1: A cette �n,

le degré de Leray-Schauder degLS(I � Th; BR1 ; 0) est bien dé�ni. Etant entendu
que I dénote l�application identité dans X. De plus, par le Lemme (4.5), on a

degLS(I � Th; BR1 ; 0) = 0 pour tout h � h0: Il résulte de l�invariance homotopique
du degré de Leray-Schauder que

degLS(I � T0; BR1 ; 0) = degLS(I � Th; BR1 ; 0) = 0:

En outre, compte tenu du Lemme (4.6), il existe 0 < � < � < R1 tel que

degLS(I � S�; B�; 0) soit bien dé�ni. Une fois encore, l�invariance homotopique du
degré de Leray-Schauder donne

1 = degLS(I; B�; 0)

= degLS(I � S�; B�; 0)
= degLS(I � S1; B�; 0)
= degLS(I � T0; B�; 0):

En utilisant la propriété d�excision du degré Leray-Schauder, on obtient :

degLS(I � T0; BR1 nB�; 0) = degLS(I � T0; BR1 ; 0)� degLS(I � T0; B�; 0) = �1:
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4. Existence de solutions

Ceci implique que T0 a un point �xe dans BR1 n B�: Par conséquent, il existe
une solution radiale non triviale.

Le travail de ce chapitre a fait l�objet d�une publication (dans la presse) voir

[17]
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Chapitre 3

P (x) - Laplacien avec croissance
polynomiale sous-critique et
exponentielle sous-critique

1 Introduction

Nous considérons ici une équation elliptique non linéaire faisant intervenir l�opé-

rateur p(x)�Laplacien dé�ni sur un domaine 
 borné régulier de RNde la forme :

8><>:
��p(x)u = f(x; u) dans 
;

u 2 W 1;p(x)
0 (
)n f0g ;
u � 0:

(3.1)

avec 1 < p� � p(x) � p+ < N (N � 3):
Nous pouvons véri�er facilement que la solution du problème (3.1) correspond

aux points critiques de la fonctionnelle d�énergie d�expression :

�(u) =

Z



1

p(x)
jrujp(x) dx�

Z



F (x; u)dx; u 2 W 1;p(x)
0 (
): (3.2)
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1. Introduction

La littérature qui traite ces problèmes est assez riche et relativement récente.

Cet intérêt grandissant est justi�é par les nombreuses applications qu�on rencontre

en dynamique des �uides (�uides électro-rhéologiques), loi de Darcy, restauration

d�image, en calcul des variations... Lorsque p est constant, l�opérateur p�Laplacien
traduit les phénomènes physiques en pseudo-plasticité et en pseudo-élasticité. Les

non linéarités sont souvent soumises à des conditions de croissance (polynomiale)

sous-critique. En d�autres termes le degré du polynôme est soit inférieur à p � 1;
soit supérieur à p� 1 ou bien égal à p� � 1:
Dans cette étude, les non linéarités f véri�ent soit des conditions de croissance

polynomiale soit des conditions de croissance exponentielle. Il faut noter que ces

dernières conditions sont d�introduction récente. Le problème (3.1) étant varia-

tionnel, nous allons utiliser la théorie des points critiques, à savoir le théorème de

passe-montagne, pour prouver l�existence de solutions non triviales.

Cette étude est scindée en deux parties, selon les conditions de croissance citées

ci-dessus. Dans la première partie on suppose que : p(x) � p+ < N: Dans ce cas
les conditions de croissance polynomiale sous-critiques sont plus appropriées. Ainsi

on va assumer que :

(C1) : lim
s!+1

f(x; s)

jsjp�(x)�1 = 0;

Suite à ces conditions, nous pouvons a¢ rmer que le problème (3.1) admet des

solutions non triviales.

Cependant pour le second cas on a p(x) � p� � N et par conséquent p(x)� !
+1. Ce qui rend absurde la condition (C1). Néanmoins des conditions de crois-
sance exponentielle à l�in�ni sur la non linéarité f permet de prouver l�existence

de solution non triviale. Le comportement asymptotique s�exprime comme suit :

(C2) : lim
u!+1

jf(x; u)j
exp (�jujp�=(p��1)) = 0; 8 � > 0:
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2. Résultats préliminaires

Là encore le problème (3.1) admet une solution non triviale.

2 Résultats préliminaires

De prime abord, nous allons nous familiariser avec les dé�nitions et les notations

utilisées dans cette partie.

Soit la fonctionnelle d�énergie associée au problème (3.1) d�expression :

�(u) =
R



1
p(x)

jrujp(x) dx�
R



F (x; u)dx; u 2 W 1;p(x)
0 (
);

où F (x; u) =
uR
0

f(x; s)ds:

La fonctionnelle � est bien dé�nie et régulière c�est-à-dire qu�elle appartient à

l�espace C1(W 1;p(x)
0 (
);R); dont la dérivée est formulée par :

�0(u)v =
R



jrujp(x)�2rurvdx�
R



f(x; u)vdx; 8 u; v 2 W 1;p(x)
0 (
):

On rapelle que l�espace W 1;p(x)
0 (
) est équipé de la norme :

kuk = kukp(x) + krukp(x);

Il faut savoir que la première valeur propre de l�opérateur 4p(x) a pour expres-

sion voir[1] :

�1(
) = inf
u2W 1;p(x)

0 (
)nf0g

R



1
p(x)
jrujp(x)dxR




1
p(x)
jujp(x)dx

:

D�autre part, les points critiques de � sont bien évidemment les solutions faibles

du problème (3.1). Il est donc déterminant d�étudier les propriétés géométriques

de la fonctionnelle � et de prouver qu�elle possède des points selles à l�aide du

théorème de Passe-Montagne. Pour celà quelques conditions sur les non linéarités

sont à prendre en considération.
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4. Enoncé du résultat

3 Hypothèses

(H1) f : 
� R! R est continu, et véri�e les données suivantes :
I f(x; u) � 0;8(x; u) 2 
� [0;+1);
I f(x; u) = 0;8(x; u) 2 
� (�1; 0]:

(H2) lim
u!+1

F (x; u)

up�
= +1 uniformément pour tout x 2 
:

Ici F (x; u) =
uR
0

f(x; t)dt:

(H3) Il existe C� � 0; � � 1 tels que H(x; t) � �H(x; s) + C� pour tout t 2
]0; s[ ; 8x 2 
:
La fonctionnelle H est d�expression :

H(x; u) = uf(x; u)� p�F (x; u):

(H4) lim sup
u!0+

p+F (x; u)

jujp(x)
< �1 (
) uniformément pour tout x 2 
:

(H5) On suppose que la condition (C1) est satisfaite pour p(x) < N: La condition (C2)

se rapporte au cas p(x) � p� � N:

4 Enoncé du résultat

4.1 Croissance polynomiale sous-critique

Dans cette section, nous étudions le problème (3.1) dans le cas 1 < p� � p(x) �
p+ < N . Une riche bibliographie traite de l�existence de solutions non négatives

non triviales sous la condition (AR) dans le cas d�une croissance polynomiale

sous-critique. Dans [28], les auteurs ont obtenu un résultat d�existence en tenant

compte d�une condition dite de Nehari pour substituer la condition (AR): Ici, nous

montrerons que la condition (C1) est su¢ sante pour obtenir le résultat souhaité.

Théorème 4.1 Supposons que f satisfait (H1)� (H5), alors le problème (3.1)

admet une solution non triviale.
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4. Enoncé du résultat

Comme cité plus haut, il faut véri�er que la fonctionnelle � satisfait certaines

propriétés géométriques.

Lemme 4.1 Il existe u0 2 W 1;p(x)
0 (
)nf0g; ku0k > � tel que �(u0) < 0:

Preuve. Soit u 2 W 1;p(x)
0 (
)nf0g; u � 0. En vertu de l�hypothèse (H2) il résulte

que pour tout A, il existe r ( r étant le rayon de la plus grande boule ouverte � 

) tel que pour tout (x; s) 2 
� R+

F (x; s) � Asp(x) � r:

D�autre part

�(tu) =

Z



1

p(x)
jrtujp(x) dx�

Z



F (x; tu)dx

�
Z



�
tp(x)

p(x)
jrujp(x) � Atp(x) jujp(x)

�
dx+O(1)

� tpi
24 1
p�

Z



jrujp(x) � A
Z



jujp(x)
35 dx+O(1)

� tpi
"
krukp

i

p(x)

p�
� A kukp

i

p(x)

#
+O(1);

i = � si kukp(x) ? 1:

Maintenant, si nous choisissons A >
krukp

i

p(x)

p� kukpip(x)
, nous voyons aisement que

�(tu)! �1 quand t! +1 ; par conséquent il existe bien u0 tel que � (u0) < 0.

Lemme 4.2 Soit f satisfaisant (H1); (H2); (H4) et (H5). Alors il existe �; � > 0
tel que

�(u) � � si kuk = �:
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4. Enoncé du résultat

Preuve. Tenant de compte de (H5), il existe C; � > 0 tels que

f(x; s) � Cjsjp�(x)�1 � Cjsjp�i�1; 8(x; s) 2 
� R:

En intégrant membre à membre, on obtient :

uZ
0

f(x; s)ds � C
uZ
0

jsjp�i�1ds; :

Autrement dit :

F (x; u) � Cjujp�i

L�inégalité ci-dessus combinée avec (H4) entraine :

F (x; u) � 1

p+
(�1(
)� �)jujp(x) + C

Z



jujp�idx;

Z



F (x; u)dx � 1

p+
(�1(
)� �)

Z



jujp(x)dx+ C kukp
�i

p(x)

� 1

p+
(�1(
)� �) kukp

i

p(x) + C kuk
p�i

p�(x)

� 1

p+

�
�1(
)� �
�1(
)

�
krukp

i

p(x) + C kuk
p�i

p�(x)

On en déduit alors que :

�(u) � 1

p+
krukp

i

p(x) �
1

p+
(
�1(
)� �
�1(
)

) krukp
i

p(x) � C kuk
p�i

p�(x) ;

� 1

p+

�
1� �1(
)� �

�1(
)

�
krukp

i

p(x) � C kuk
p�i

p�(x) :

� 1

p+

�
1� �1(
)� �

�1(
)

�
kukp

i

� C kukp
�i

p�(x) :

43



4. Enoncé du résultat

On voit facilement que pour tout � > 0, p�� > p+ et kuk = � assez petit, il
existe � > 0 tel que

�(u) � � > 0:

Il reste à véri�er que la fonctionnelle � satisfait la condition (PS)c au niveau

c. Ceci est formulé par le lemme suivant :

Lemme 4.3 Sous les hypothèses (H1); (H4) et (H5) la fonctionnelle � satisfait
la condition (PS)c pour tout c 2 R.

Preuve. Soit fung une suite (de Cerami ) dans W 1;p(x)
0 (
) telle que

(1 + kunk) k�0(un)k ! 0;

�(un)! c;

c�est-à-dire.

(1 + kunk)

��������
Z



jrunjp(x)�2runrvdx�
Z



f(x; un)vdx

�������� � "n kvk
1
p� kunk

pi �
R



F (x; un)dx �
R



1
p(x)

jrunjp(x) dx�
R



F (x; un)dx! c

quand "n
n!1! 0:

(3.3)

Montrons d�abord que fung est borné. En e¤et, supposons que

kunk ! 1: (3.4)

On pose

vn =
un
kunk

:

Ceci implique que kvnk = 1: Par conséquent elle admet une suite faiblement

convergente vers v: On peut montrer que v+n * v+ dans W 1;p(x)
0 (
). Grace aux
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théorèmes d�immersion de Sobolev on a :(
v+n ! v+ dans Lq(x)(
); 8 1 � q� � q(x) � q+ < p�(x);

v+n (x)! v+(x) p:p: sur 
:

La fonction v+est nulle presque partout sur 
: En e¤et, si 
+ = fx 2 
 :

v+(x) > 0g a une mesure positive, alors on a :

lim
n!+1

u+n (x) = lim
n!+1

v+n (x) kunk = +1 sur 
+;

et donc en vertu de (H2); on a :

lim
n!+1

F (x; u+n (x))

ju+n (x)j
p(x)

= +1 p:p: sur 
+

Cela signi�e que

lim
n!+1

F (x; u+n (x))

ju+n (x)j
p(x)

��v+n (x)��p(x) = +1 p:p: sur 
+: (3.5)

Autrement ditZ

+

lim
n!+1

inf
F (x; u+n (x))

ju+n (x)j
p(x)

��v+n (x)��p(x) dx = +1 p:p: sur 
+: (3.6)

D�autre part, en tenant compte de (3.3) on déduit que :

kunkp
i

� p�c+ p�
Z



F (x; u+n (x))dx: (3.7)

Il en résulte que :

F (x; u+n (x))dx! +1:

Maintenant, par le lemme de Fatou, (3.5);(3.6) et (3.7) on a :

45



4. Enoncé du résultat

+1 =

Z

+

lim
n!+1

inf
F (x; u+n (x))

ju+n (x)j
p(x)

��v+n (x)��p(x) dx
� lim

n!+1
inf

Z

+

F (x; u+n (x))

ju+n j
p(x)

��v+n (x)��p(x) dx
� lim

n!+1
inf

R

+
F (x; u+n (x))

kunkp
i dx

� lim
n!+1

inf

R

+
F (x; u+n (x))dx

p�c+ p�
R



F (x; u+n (x))dx

=
1

p�
: (3.8)

Ce qui est absurde. Par conséquent v+est nulle presque partout sur 
.

Soit tn 2 [0; 1] tel que

�(tnun) = max
t2[0;1]

� (tun) :

L�hypothèse (H5) entraine qu�il existe C > 0 pour tout R > 0 tel que

F (x; s) � C jsj+ 1

Rp�i
sp

�i
; 8(x; s) 2 
� R: (3.9)

D�autre part, si n est su¢ samment grand on a :

�(tnun) � �
�
R

kunk
un

�
= �(Rvn): (3.10)

Compte tenu de (3.9) il vient :

p+�(Rvn) � Rp
i � p+CR

Z



��v+n (x)�� dx� p+

Rp�i

Z



��Rv+n ��p�i dx (3.11)

� Rpi � p+CR
Z



��v+n (x)�� dx� p+Z



��v+n ��p�i dx
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Puisque v+n * 0 (faiblement) dans W 1;p(x)
0 (
), alors

R



jv+n j
p�i
dx reste borné

dans Lp(x)
�
par une constante notée C(
) > 0 tandis que

R



jv+n (x)j dx! 0: Main-

tenant, il est facile de constater que

�(tnun)!1; quand R!1: (3.12)

D�une part �(0) = 0, �(un)! c et h�0(tnun); tnuni = 0; c�est-à-dire,Z



jrtnunjp(x) dx =
Z



f(x; tnun)tnundx:

D�autre part compte tenu de (3.3) ; on a :

Z



�
f(x; un)un � p�F (x; un)

�
dx =

Z



jrunjp(x) dx+ p�c� kunkp
i

+ o(1)

� kunkp
i

+ p�c� kunkp
i

+ o(1)

� p�c+ o(1):

Il vient alors en vertu de (H3) que :

�(tnun) =

Z



1

p(x)
jrtnunjp(x) dx�

Z



F (x; tnun)dx

�(tnun) �
1

p�

Z



jrtnunjp(x) dx�
Z



F (x; tnun)dx

p��(tnun) �
Z



jrtnunjp(x) dx� p�
Z



F (x; tnun)dx

�
Z



�
f(x; tnun)tnun � p�F (x; tnun)

�
dx

� �

Z



�
f(x; un)un � p�F (x; un)

�
dx+O(1)

� O(1);
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Ce qui est une contradiction avec (3.12). En conséquence la suite un est bornée

dans W 1;p(x)
0 (
).

Sans perte de généralité, supposons que8><>:
un * u dans W

1;p(x)
0 (
);

un ! u dans Lq(x)(
); 8 1 � q(x) � q+ < p�(x);
un(x)! u(x) p:p: 
:

Maintenant, puisque f véri�e la condition (H5), on peut trouver pour tout

" > 0, une constante C(") > 0 telle que

f(x; s) � C(") + " jsjP
�i�1 8 (x; s) 2 
� R:

Dans ce cas

������
Z



f(x; un)(un � u)dx

������
� C(")

Z



j(un � u)j dx+ "
Z



j(un � u)j : junjP
�i�1 dx

� C(")
Z



j(un � u)j dx+ "

0@Z



�
junjP

�i�1
�P �i=(P �i�1)

dx

1A(P �i�1)=P �i0@Z



j(un � u)jp
�i
dx

1A1=p�i

� C(")
Z



j(un � u)j dx+ "C(
):

On voit clairement que le membre de droite de l�inégalité ci-dessus tend vers 0

quand on fait tendre " vers 0 pour n su¢ sament grand. Il en résulte que :Z



f(x; un)(un � u)dx! 0:
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Bien évidemment :Z



(f(x; un)� f(x; u)) (un � u)dx
n!1! 0: (3.13)

D�autre part, en vertu de (3.3) nous avons :

h�0(un)� �0(u); (un � u)i
n!1! 0: (3.14)

On en déduit de (3.13) et (3.14), que :Z



(jrunjp(x)�2run � jrujp(x)�2ru)(run �ru)! 0:

L�utilisation de l�inégalité élémentaire suivante :

22�p(x) jb� ajp(x) �
D
jbjp(x)�2 b� jajp(x)�2 a; b� a

E
;8a; b 2 RN ;

nous ramène au résultat ci-après :

run ! ru dans Lp(x)(
):

On a donc un
n!1! u fortement dansW 1;p(x)

0 (
) qui montre bien que � satisfait

(PC)c.

Les conditions géométriques étant véri�ées par �; on peut alors appliquer le

théorème de Passe Montagne et a¢ rmer qu�il existe au moins un point critique

di¤érent de zéro, qui est précisément une solution du problème (3.1).

4.2 Croissance exponentielle sous-critique

Dans cette section, nous étudierons le problème (3.1) dans le cas oùN � p� � 3
et f satisfait la condition (C2). La di¢ culté provient du fait que la non linéarité

véri�e des conditions de croissance exponentielle au voisinage de l�in�ni. Certaines

estimations s�articulent essentiellement sur l�inégalité de Moser-Trudinger. Nous

reprenons point par point toutes les étapes enteprises lors du précédant paragraphe.
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Nous arrivons à prouver également l�existence de solution en usant encore une fois

du théorème de Passe Montagne.

Théorème 4.2 Si f satisfait (H1) � (H5), alors le problème (3.1) admet une
solution non triviale.

Lemme 4.4 La fonctionnelle � peut prendre des valeurs négatives c�est-à-dire que
�(tu)! �1 quand t!1 pour toute fonction non négative u 2 W 1;p(x)

0 (
)nf0g
.

Nous nous reférons à la démonstration du lemme (4.1).

Lemme 4.5 Il existe �; � > 0 tels que

�(u) � � si kuk = �:

Preuve. Suite à l�hypothèse (H4) et la condition (C2) , on peut dire qu�il existe
�; � > 0 et q(x) > N tels que

F (x; s) � 1

p+
(�1 � �) jsjp(x) + Cexp(�jsjp

�=(p��1)) jsjq(x) ;8(x; s) 2 
� R:

En utilisant l�inégalité de Hölder et celle de Moser-Trudinger, nous pouvons

écrire :

Z



exp(�jujp�=(p��1)) jujq(x) dx

�

0@Z



exp

 
�r kukp

�=(p��1)
p(x)

�
juj
kuk

�p�=(p��1)!
dx

1A 1
r
0@Z




jujr
0q(x) dx

1A 1
r0

� C kukq
i

q(x) ;
1

r
+
1

r0
= 1;

si on prend kukp(x) � �, r proche de 1 tels que �r�P
�=(p��1) < �N .

En vertu de la caractérisation variationnelle de la première valeur propre �1 et

de l�inclusion de Sobolev, on obtient :
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�(u) � 1

p+

�
1� �1 (
)� �

�1 (
)

�
kukp

i

� C kukq
i

q(x) ;

Puisque � > 0 et q(x) > q� > N , on peut donc choisir �; � > 0 tels que

�(u) � � si kuk = �:

Encore une fois, on va véri�er que � satisfait la condition (PS)c pour tous les

nombres réels c.

Lemme 4.6 Supposons que (H1) � (H5) sont véri�ées, alors � satisfait (PS)c
pour tout c 2 R.

Preuve. On suit pas à pas ce qui a été développé au lemme (4.3) Ainsi compte
tenu de l�hypothèse (H5); il existe, pour tout R > 0; une constante C = C(R) > 0

telle que

F (x; s) � C jsj+ exp
� �N
Rp�=(p��1)

sp
�=(p��1)

�
; 8(x; s) 2 
� R: (3.15)

D�autre part en considérant la suite vn dé�nie au paragraphe précédent il vient

que :

�(tnun) � �
�
R

kunk
un

�
= �(Rvn): (3.16)

Ceci entraine l�estimation suivante :

p��(Rvn) � Rp
i � p�CR

Z



��v+n (x)�� dx� p�Z



exp
�
�N
��v+n (x)��p�=(p��1)� dx

� Rpi � p�CR
Z



��v+n (x)�� dx� p�Z



exp
�
�N jvn(x)jp

�=(p��1)
�
dx

(3.17)

Puisque kvnk = 1, on a alors en vertu de l�inégalité de Moser-Trudinger :Z



exp
�
�N jvn(x)jp

�(p��1)
�
dx � C(
):
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On en déduit également comme au paragraphe précédent que :Z



��v+n (x)�� dx! 0;

et par conséquent

�(tnun)!1; n!1; R!1: (3.18)

Bien au contraire, grâce à l�hypothèse (H3) on obtient :

�(tnun) � O(1);

qui est une contraduction de (3.18). Cela prouve que fung est borné dans
W

1;p(x)
0 (
) ; on peut extraire une sous suite faiblement convergente vers u dansW 1;p(x)

0 (
);

donc fortement convergente vers u dans Lp(x)(
); p(x) � 1 et par conséquent

un(x)! u(x) p.p. dans 
:

Mais puisque f a la croissance sous-critique (C2) sur 
, on peut trouver une

constante bR > 0 telle que :

f(x; s) � bR exp
� �N
2Rp�=(p��1)

jsjp
�=(p��1)

�
; 8 (x; s) 2 
� R:

52



4. Enoncé du résultat

En faisant appel encore une fois à l�inégalité Moser-Trudinger on obtient :������
Z



f(x; un)(un � u)dx

������ �
Z



jf(x; un)(un � u)j dx

�

0@Z



jf(x; un)j2 dx

1A 1
2
0@Z




jun � uj2 dx

1A 1
2

� C

0@Z



exp
� �N
Rp�=(p��1)

jsjp
�=(p��1)

�1A 1
2

kun � uk2

� C

0@Z



exp

 
�N

Rp�=(p��1)
kukp

�=(p��1)
���� unkuk

����p�=(p��1)
!
dx

1A1=2

kun � uk2

� C kun � uk2
n!1! 0:

De manière similaire on démontre que :Z



f(x; u)(un � u)dx! 0:

On peut donc conclure queZ



(f(x; un)� f(x; u)) (un � u)dx
n!1! 0: (3.19)

A cette �n, tenant compte de (3.17) nous avons :

h�0(un)� �0(u); (un � u)i
n!1! 0: (3.20)

De (3.19) et (3.20), nous obtenonsZ



(jrunjp(x)�2run � jrujp(x)�2ru)(run �ru)! 0:
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En utilisant encore une fois l�inégalité élémentaire citée au paragraphe précé-

dent on peut en déduire que :

run ! ru dans Lp(x)(
):

On a donc un
n!1! u fortement dans W 1;p(x)

0 (
); ceci montre que � satisfait

(PC)c.

Le problème (3.1) admet donc une solution faible non triviale.
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Chapitre 4

Conclusion et Perspectives

Nous avons étudié deux problèmes elliptiques non linéaires, le premier non

variationnel et le second variationnel.

Pour le premier cas, la recherche de solution faible a généré beaucoup de dif-

�cultés. L�idée de chercher une solution radiale s�est posée d�elle même. ainsi il

fallait transformer le système donné en un système di¤érentiel ordinaire à l�aide

de la polaire de l�opérateur p(x)-Laplacien. Ensuite on applique la méthode du

blow-up qui consiste à étudier un cas limite ; ceci nous a permis d�isoler la so-

lution triviale et une estimation à priori de la solution. En�n on fait appel au

degré topologique de Leray-Schauder pour montrer l�existence des états fondamen-

taux. L�unicité de la solution reste à prouver ainsi que l�existence de solution gé-

néral.

Dans le dexième cas, il s�agit de résoudre l�équation d�Euler-Lagrange. L�ap-

proche est classique. On construit la fonctionnelle d�energie associée au système,

et de montrer que cette fonctionnelle véri�e les conditions géométriques du théo-

rème de Passe-Montagne (théorie de points critiques). La plus grande di¢ culté

s�est posée au niveau de la condition de Palais-Smale. Encore une fois le problème

de l�unicité de la soulution reste posé.

Les di¢ cultés rencontrées sont d�ordre techniques et se rapportent essentielle-

ment à prouver des résultats de compacité.

Nous pensons également que ces resultats obtenus pour l�opérateur p(x)-Laplacien

demeurent vrais pour l�opérateur bi p(x)-Laplacien. Ces questions vont étre trai-
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tées dans un futur proche.
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