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Résumé

Résumé

RESOLUTION DE PROBLEMES
ELLIPTIQUES

Par
Zitouni Mohamed

Nous étudions des systémes (équations) elliptiques non linéaires faisant inter-
venir l'opérateur p(x)-Laplacien dont la particularité est d’étre non homogene. Il
s’agit dans la premiére partie de montrer I'existence d’états fondamentaux (ou so-
lutions radiales) sous certaines conditions d’homogénéité sur les non linéarités. On
utilise la technique du blow-up soutenue par I'application du degré topologique de
Leray-Schauder. Dans la seconde partie nous considérons une équation elliptique
non linéaire avec des conditions de croissance exponentielles sur les non linéarités.
L’approche utilisée reste dans la théorie des points critiques. Nous montrons que
la fonctionnelle d’énergie associée au probléme vérifie les conditions géométriques
du théoreme de Passe-Montagne, et que ses points critiques sont précisément les

solutions & déterminer.

Mots clés :

- Systémes elliptiques non-linéaires.

- L’opérateur p(x)-Laplacien.

- Degré topologique de Leray-Schauder.
- Théoréme de Passe-Montagne.

- Condition de Palais-Smale.

- Norme de Luxemburg.

- Espaces de Sobolev generalises.
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Abstract
ELLIPTIC PROBLEM SOLVING

By

Zitouni Mohamed

We study nonlinear elliptic systems (equations) involving the p(x)-Laplacian
operator whose particularity is to be nonhomogeneous. In the first part, it is about
showing the existence of fundamental states (or radial solutions) under certain
conditions of homogeneity on the nonlinearities. We use the blow-up technique
supported by the application of the Leray-Schauder topological degree. In the
second part we consider a nonlinear elliptic equation with exponential growth
conditions on the nonlinearities. The used approach remains in the theory of critical
points. We show that the energy functional associated with the problem satisfies
the geometric conditions of Mountain Pass Theorem, and that its critical points

are precisely the solutions to be determined.

Keywords :

- Nonlinear elliptic systems.

- p(x)-Laplacian operator.

- Leray-Schauder topological degree.
- Mountain-Pass theorem.

- Palais-Smale condition.

- Luxemburg norm.

- generalized Sobolev spaces.
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Notations

Q : ouvert de RY, N € N*.

0 : frontiére topologique de €.

x = (11, 2y, ...,zy) : point générique de RY.

dx = dxidx,...dxy : mesure de Lebesgue sur €.

Vu : gradient de u.

D () : espace des fonctions C* () différentiables et & support compact dans

DT () : espace des fonctions positives de D.

Co (€2) : espace des fonctions continues nulles au bord de .

C> () : espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Q.

LP () : espace des fonctions de puissance p—eéme intégrables sur @ pour la

mesure dzx.

full, = ( f lupa)

Soit p(.) : [1, +00] une fonction mesurable.

L@ (Q) = {u Q=R [ |ufWds < —i—oo}.
0
u(z)

D=

p(z)
dx < 1} : norme de Luxemburg.

Hqu(m) := inf {)\ >0: £

W@ (Q) = {u € L (Q); Vu € LF@ (Q)}

[ull1 iy = el + [1VUll,
p(u) = [ul"™ dz : le modulaire.
9)
Np(z) :
si p(xr) <N

pH(r) = NP ' p() : exposant critique de p(x).

+00 sip(x) >N
pt = supp(z).
p~ = inf p(x).

Bg : Boule de RY de rayon R centrée & 'origine.
Apyu = div (\Vu|p(m)_2 Vu) : p(z) —Laplacien de u.
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OF
— . dérivée partielle de I’ par rapport a u.

u
u, — u: convergence forte de u, vers u.
u, — u : convergence faible de u,, vers u.
ut = max(u,0); v~ = max(—u,0).

p.p. : presque partout
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Plan de Travail

Dans le chapitre I, nous introduisons les espaces WP avec quelques unes
de leurs proprietés essentielles. On apprend précisément que les inégalités type
Poincaré, Holder et certaines immersions type Sobolev sont conservées. Nous rap-
pelons ensuite certains théorémes classiques de la théorie des points fixes et celle
des points critiques.

Le chapitre II porte sur la résolution d’un systéme elliptique de la forme :

—Apeyu = an(|2]) fu(u) + an(lz]) fia(v)  dans RY,

(S)
—Ag()v = a21(|z]) fo1(v) + an(|z]) fo(v)  dans RY.

Ici nous montrons que si les fonctions f;; vérifient certaines conditions d’ho-
mogénéité au voisinage de zéro et a l'infini, le systéme (S) admet des solutions
radiales en adaptant la technique du blow-up soutenue par ’application du degré
topologique de Leray-Schauder.

Le chapitre III est consacré a la résolution d’une équation elliptique de la

forme :

—Apyu = f(z,u) dans €,
u e Wy (@)\ {0} (P)
u > 0.

Nous prouvons que la fonctionnelle d’énergie associée a I’équation (P) satisfait

les conditions géométriques du théoreme de Passe-Montagne pour établir 'exis-

tence de solution non triviale.
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Introduction

Introduction

L’étude des systémes elliptiques non linéaire de la forme :

—Apyu = f(z,u,v)
_Aq(x)v = g(x,u,v)

est une longue évolution qui remonte au problémes elliptiques faisant intervenir
lopérateur de Laplace A, modélisant plusieurs phénomeénes a commencer par
I'écoulement des fluides newtoniens, les mouvements vibratoires (ou problémes
spectraux), optique... . Généralment, la résolution de ces problémes se fait sur
les espaces de sobolev H™. On utilise souvent le théoréme de Riesz, soit la théo-
rie des opérateurs a inverses compacts, soit encore le principe du maximum pour
établir I’éxistence de solution, et la formule de Courant-Fischer pour la determi-
nation des valeurs spectrales[13],[21], [29], ,... Viennent ensuite les modeéles tradui-
sant la dynamique des fluides dits non newtoniens et concernemt les matériaux
élastiques et pseudo-plastiques. Les modéles mathématiques correspondants font
intervenir 'opérateur homogeéne A, (1 < p < 2 ou bien p > 2). Le cadre fonction-
nel approprié reste les espaces de Sobolev W™P. Les différentes approches utilisées
gravitent autour de la théorie des points fixes (théoréme de Schauder sur les opé-
rateurs compacts et le degré topologique) et celles des points critiques (théoréme
de passe-montagne, théoréme de la fontaine, théorie de Liujternik-Schnirelmann).
voir par exemple les travaux de [18], [20], [23], ...

Il y a presque deux décennies, apparaissent les problemes d’imagerie, les pro-
blémes électro-rhéologiques qui sont étroitement liés aux matériaux changeant de
viscosité lorsque ils sont traversés par des champ électro-magnétiques, la loi de
Darcy. Nous voyons alors apparaitre 'opérateur A,y dans les modeles mathéma-
tiques qui interprétent ces phénomeénes. Cet opérateur reste toute fois non homo-
géne et engendre des difficultés supplémentaires de manipulations par rapport a
A,. L’introduction des exposants non standards dans les équations représente la
principale caractéristique. A lire les travaux de [5], [7],[8], [14], [24], [32], ...

L’é¢tude se fait sur des espaces de Banach W™P(®) dits espaces de Sobolev-

Lebesgue généralisés, qui émanent directement des espaces beaucoup plus larges
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Introduction

que sont les espaces de Musielak-Orlicz. Cependant si I’apparition de ces derniers
date d’il y a déja un certain nombre années (1931), leur utilisation s’avére relative-
ment récente. Ceci s’explique par le fait que ces espaces souffrent de deux handicaps
majeurs : il n’y a pas de stabilité par translation et le produit de convolution n’a
pas lieu. Fondamentalement, nous utilisons soit la théorie des points fixes, soit celle
des points critiques pour montrer I'existence de solution. Les systémes étant non

linéaires, I'unicité de la solution si elle existe, reste toujours posée.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1 Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev

a exposant variable

Les espaces de Lebesgue-Sobolev sont des cas particuliers des espaces de Musielak-
Orlicz. La topologie de ces derniers est gouvernée par des pseudo-normes dits mo-

dules qui décrivent de maniére rigoureuse la notion de convergence.

1.1 Les espaces de Musielak-Orlicz

L’introduction des espaces de Musielak-Orlicz réeles fait suite a la question de

savoir qu’étant donné deux suites z; et p; réelles telles que,

D (@) < o0,

comment établir une condition nécéssaire et suffisante sur la suite y; pour que

Z(%yz’)pi < 0.

Immeédiatement, la réponse nous renvoie a l'inégalité de Holder dans les espaces

[P. Autrement dit la série Z()\yi)m doit étre convergente pour un certain A > 0, p!



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable

étant le conjugué de Sobolev de p;. Orlicz a montré que cette inégalité reste valable

sur les espaces LP(),

Définition 1.1 Soit X un R—espace vectoriel. Une fonction o : X — [0, 00[ est
appelée un semimodule sur X si elle vérifie les propriétés suivantes :

(a) 0(0) = 0.

(b) o(Az) = o(x) pour tout v € X, A € R avec |A| = 1.

(c) o est convere.

(d) o est continue & gauche.

(e) o(Az) = 0 pour tout A > 0 implique que x = 0.

Le semimodule o est appelé un module st

(f) o(z) =0= 2 =0.

Un semimodule o est continu si

(g) Uapplication A\ — o(Az) est continue sur [0, +oo| pour tout x € X.

Remarque 1.1

L’application A — o(Az) est non décroissante sur [0, +oo[ en vertu de la posi-
tivité et la convexité de o

De plus

o(Az) = o(|A[z) < [Ao(z)  pour tout [A| <1,

o(Ax) = o(|A[@) > [N o(x)  pour tout |A] > 1. (L.1)

En effet si [A\| < 1, alors V3 > 0 tel que §+ || = 1, on a o(8.0 + |\ z) <
Bo(0) + |A| o(z). Par contre si |[A\| > 1, on obtient directement de la premiere

inégalité g(ﬁx) < ﬁg(x} I suffit ensuite de substituer = par X = | Mx pour en

- [1r@)rd.

déduire le résultat.

Sil<p< oo, alors

définit un module sur LP((2).



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable

Définition 1.2 Si ¢ est un semimodule ou module sur X, alors l’espace
X, = {x € X: )\lirglg()\x) = 0}

est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire respectivement.

On peut définir X, de maniére équivalente par :

X, :={z € X : p(Ar) < oo pour un certain A > 0}.

Théoréme 1.1 Soit o un semimodule sur X, alors X, est un R—espace vectoriel

normé. Sa norme est appelée norme de Luxemburg. Elle est donnée
) x
par :||z|[, = 1nf{)\ >0: Q(X) < 1}.

Soit x, y € X, et a € R\ {0} . Bien évidemment ax € X, et par la convezité

de o on a directement :

1
0<oAz+y)) <=-p2\z)+ 5@(2)@) — 0, A—0.

N —

En outre, a partir de la définition de X, :
||x||g < oo et ||()||g = 0.

D’autre part

ax T

laz]|, == inf{)\ >0: o) < 1} - inf{|a|6 >0: o(2) < 1} = lo |||,

=

Puisque

o(z/ ||lzll,) <1 et oy/llyll,) <1, en vertu de la convexité de ¢ on obtient :

vy el I,
0 < o (v/l1el,) + =20 (4/ Iyl,) < 1.
(nxug = ||y||@> fall, + T, o) " Jlell, + Tl :



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable

C’est-a-dire :

Si ||z][, = 0 alors o(ax) <1 pour tout o > 0.

o(A\z) < Bo (%) < B, B e (0,1].

Lemme 1.1 Soit o un semimodule sur X etz € X,. Alorsz,, — 0 pour k — 0o si

et seulement si klim o(Azg) = 0 pour tout A > 0.

Preuve. Supposons que [|zx[[, — 0 et A > 0. Alors [|[KAz|, < 1 pour tout
K > 1 et pour k grand, ainsi o (KAzx) < 1 pour k € N assez grand on a :

o(Axy) <

Ceci implique que ¢ (Azy) — 0.
Supposons maintenant que ¢ (Axy) — 0 pour tout A > 0, alors ¢ (Az)) < 1 pour
tout k > ko. En particulier, ||zx[|, < < pour tout & > ko pour un certain ky. Comme

A > 0 est arbitraire, on obtient ||zy[[, — 0. m

Définition 1.3 Soit o un semimodule sur X et zy, x € X,. Alors xy, est conver-
gente en module (o— convergente) vers x s’il existe A > 0 tel que o (A(zx — x)) — 0.

Notons ceci par v, — = (en p).
Lemme 1.2 Soit X, un espace semimodulaire, alors la convergence modulaire et

la convergence en norme sont équivalentes si et seulement si

o(zx) — 0 implique que o(2xy) — 0.

Preuve. Soit g(z)) — 0 avec z;, € X,. Alors z;, — 0 et par le Lemme (1.1) il
s’ensuit que o(2x) — 0.
Soit z;, € X,. avec p(x)) — 0. Nous devons montrer que p(Axy) — 0 pour tout

A > 0. Choisissons m € N tel que 2™ > \. Alors par 'application répétée de la

4



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable

supposition on obtient lim p(2™z) = 0. Alors

k—o0
0 < lim o(Azy) < A27" lim (2") = 0.
Ceci prouve que rpy — 0. =

Lemme 1.3 (Propriété de la boule unité norme et module)

Soit 0 un semimodule sur X. Alors ||z||, < 1 et o(x) < 1 sont équivalents. Si
o est continu alors [|z||, < 1 et o(x) < 1 sont aussi équivalents. De méme pour
el = 1 et ole) = 1.

Preuve. Si g(z) < 1, alors par la définition de ||.|[, on a |z[|, < 1. alors o(z/)) <
1. Comme p est continue a gauche il s’en suit que p(z) < 1.

Puisque ¢ est continue alors si ||z, < 1 alors il existe A < 1 pour lequel
o(w/X) < 1.

Donc par (1.1) il vient que

o(z) < do(x/A) < A< 1.

D’autre part si o(x) < 1 alors par la continuité de o il existe v > 1 avec o(yzx) < 1.
Donc [lyz|[, < 1 et ||lz[|, < 1/y < 1. L’équivalence de [z, = 1 et o(z) =1 est

une. W

Corollaire 1.1 Soit p un semimodule sur X et x € X,.
(a) Si ||x||9 <1 alors o(x) < ||ac||g
(b) Si 1> |z, alors [[z]|, < o(z).
(c) [lz]l, < ofz) + 1.

Preuve. (a) Le résultat est évident pour z = 0. Supposons que 0 < [|z[[, < 1.

=1on

Par la propriété de la boule unité (Lemme (1.3)) et le fait que Hx /e,
obtient que o(z/ ||z][,) < 1. Donc ||z[[, < 1 et il résulte de (1.1) que o(z)/ [[z]|, < 1

(b) Supposons que [[z||, > 1 alors o(x/A) > 1 pour 1 < A < [[z]|, et par (1.1)
il s’en suit que 1 < p(z)/A. Comme A est arbitraire alors o(x) > [z, .

(¢) Ce point résulte immédiatement de (b). m



1. Introduction aux espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable

Il est intéressant de noter que la notion de module reste intimement & la notion

de ® — fonction, que nous allons immédiatement définir.

Définition 1.4 Une fonction convere semi- continue inférieurement ¢ : [0,00) —

0, 00) telle que p(0) = 0, tlim o(t) = oo et lirr}rgo(t) = 0 est dite une ®— fonction.
—00 t—0

Elle est dite positive si p(t) > 0 pour tout t > 0.

Lemme 1.4 Soient ¢ : [0,00) — [0,00) et ¢ son prolongement pair sur R, c’est-
a-dire o(t) = (|t]) pour tout t € R.
Alors ¢ est une ®—fonction si et seulement si ¢ est un semimodule sur R avec

X, = R. De plus, ¢ est positive si et seulement si ¢ est un module sur R avec

X, =R
Soit 1 < p < 00,

1
@, (t) = 2—)tp.

Définition 1.5 Soit (A, ), 1) un espace complet de mesure o — finie. Une fonc-
tion réelle p : A x [0,00) — [0,00) est dite une ®—fonction généralisée sur

(A, D, p) si:
(@) ¢ (y,.) est une ® — fonction pour tout y € A.
(b) y— (y,t) est mesurable pour tout t > 0.

Dans la suite, on écrit ¢ € ® (A, 1) pour dire que ¢ est une ®—fonction géné-
ralisée sur (A,>", u).
On désigne par L° (A, i) I'espace de fonctions p—mesurable a valeur dans le

corps K.

Définition 1.6 Soit ¢ € ®(A, i) et soit 9, donné par

0. (f) = / o, 1)) duly)

A



2. Espaces de Lebesgue a exposant variable

pour tout f € LY(A, u). Alors 'espace semimodulaire.

LAy, = {f € LA ) : limo,(Af) = 0}
= {fel’(Apu): 0,(\f) < o0 pour certain A >0}

sera appelé l’espace de Musielak-Orlicz et est désigné par L¥(A, 1) ow LY muni de

la norme ||.|[, ou .||, qui est donnée par :
©
171, =inf {2 >0: 0,() <1
,=in o,(7) <1

L’espace de Musielak-Orlicz est appelé aussi espace d’Orlicz généralisé. On
retrouve en particulier de maniere analogue les résultats classiques de convergence

dans les espaces de Lebesgue.

Lemme 1.5 Soit p € ®(A, p) et fu, f, g € L°(A, p).
(a) Si fr — f p—presque partout, alors o,(f) < klirgo inf o, (f)-
(b) Si|fel /" If p—presque partout, alors 0,(f) = lim inf o, ().
(c) Sifr — f p—presque partout et |fi| < |g| p—presque partout, et o, (\g) <

0o pour tout A > 0, alors fr — [ dans L¥.

2 Espaces de Lebesgue a exposant variable

Définitions et Propriétés de base

On note P(A, u) ensemble de toutes les fonctions py—mesurable p : A —

[1,00) . En fait p est dit exposant variable sur A. On pose p~ := inf ess,cap () et

pti=supessgeap ().

Soit p € P(A, i) et soit p,, (1) = 1t/) (ou bien 217 1t|”)) ; alors I'expression

orn = / ooy (1))

A



3. Espaces de Lebesgue généralisés

est semimodule.

Définition 2.1 On définit l’espace de Lebesgue & exposant variable LPC) (A, 1) comme

étant ’espace de Musielak-Orlicz L¥»@ (A, 1) muni de la norme :

|-|Lp(-)(A,u) = H'HLQP(Z)(A,M)’

En particulier, 'espace de Lebesgue & exposant variable LP(*)(A, 1) est

LA, i) = {f € LA ) ¢ limops oy (Mf) = 0} '

LPO(A 1) = {feL’Anp): 0rp)(4)(Af) < o0 pour un certain A > 0}.

muni de la norme

>

| flpo (4, = inf {A >0 0ppey(a)(T) < 1} :

Si i est la mesure de Lebesgue, on écrit simplement LP(®)((2).

3 Espaces de Lebesgue généralisés

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces
de Lebesgue-Sobolev & exposant variable dits communément espaces de Sobolev
généralisés (voir par exemple [5], [14], [20] et [24] ).

Nous définissons I'espace de Lebesgue généralisé LP(*) () par

LP9(Q) =< u:Q — R: u mesurable a valeurs réelles, / lu (2) P dz < 0o
QO

ot Q est un ouvert de RY et p~ > 1.



3. Espaces de Lebesgue généralisés

Nous notons par L (€2) le sous ensemble de L™ (£2), d’expression :
LT Q) ={pe L>*(Q): infessp>1}.

Nous désignons par modulaire (module) p la quantité

p(u) = / " dz.

Q

Soit la quantité définie sur I’espace LP*) () par

[ullp) = 1nf{)\>0 p(}\) < 1}

Apres cette bréve présentation, la proposition suivante met en relief le lien entre

les normes et les modules.

Proposition 3.1 Siu € LP@ (Q) alors,
(1) [Jull ) <1(=1;>1) si et seulement si p(u) <1(=1;>1).
- +
(2) Sillullymy > 1, alors [lull},) < p(u) < ully,

+
(3) Silull .y <1, alors ||u||£(m) <pu) < ||u||p(x :

p(z)

On peut consulter 'ouvrage de Diening [15] pour la démonstration. Maintenant,
si p(x) et p' (z) sont tels que —— 4 —— = 1, nous retrouvons presque toutes les
pzx)  p'(z)

propriétés bien connues dans les espaces de Lebesgue classiques; en premier lieu

les propriétés fondamentales de la dualité, a savoir que :
Proposition 3.2 L’espace dual de LP*) (]RN ) est LP'(®@) (]RN ) .

Proposition 3.3 Sip~ > 1 et p' € LY (), on obtient I'équivalent de l'inégalité
de Holder.
Pour tout u € LP@ (Q) et v e LP'@ (Q), on a :

Q/ u (@) v () dz| < (pl +pi) ll o 19



4. Espaces de Sobolev généralisés

Preuve. Posons [|ul[,,) = a et |[v]/,,) = b. D’aprés I'inégalité¢ de Young, nous

p(z)
avons

/u(a:)v(:c)dx < / 1 u(x)p(x)d$+/ 1 v(x)p/(m)dz
ab p(x)| a p(z)| b
Q Q
p'(x)
< i/ u —l—;/ v(@) dx
p p b
0 0
1 1
= —+—
p p

d’ou le résultat. m

4 Espaces de Sobolev généralisés

Ces espaces représentent le cadre fonctionnel dans lequel nous allons chercher
les solutions. Ces espaces sont structurellement identiques aux espaces de Sobo-
lev classiques. et sont introduits de maniére analogue. En effet, on désigne par
WLr)(Q), Iespace de toutes les fonctions (classes) appartenant a LP®) ainsi que

leurs dérivées. Autrement dit I'espace

ou

Wl,p(r)(Q) — {u c LP(QJ)(Q) B LP(“?)(Q) j=1, .. N} .

Lj

ou
Ici £ désigne la dérivée partielle de u et satisfait a I’équation
Lj

/ o, —dx = /a—gpdx pour tout ¢ € C3°(9).

Nous munissons I'espace W@ (Q) de la norme

ou
O

||u||W1-,P(r)(Q) = HU’HP(?U)
p(w

10



4. Espaces de Sobolev généralisés

ou Ou ou

8$178$2V”78$N
de maniére équivalente, I’espace WP@)(Q) par

En outre, si on note le gradient de u par Vu = (

), on peut définir,

W (Q) = {u € LPW(Q), |Vu| € LP)(Q)}
et le munir de la norme
Jull = Nlwll,ye) + 1Vull e -

Nous allons suite a la définition ci-dessus énoncer les propriétés de séparabilité,
de convexité et d’immerssion dont jouissent ces espaces.
Si on désigne W, (x)(Q) comme la fermeture de C§°(§2) dans W) (Q) alors :

Proposition 4.1 L’espace VVO1 #(@) (Q) est aussi un espace de Banach, réflexif et

séparable.

Proposition 4.2 Si §) est borné, alors pour tout p,q € LY (), p(x) < q(x), on
a

W@ (Q) c W@ (Q),
avec injection continue.

Proposition 4.3 Sip,q € C (Q) sont tels que 1 < p(z) < q(z) < p* (), pour
tout x € Q, alors
W lp(@) Q) C L= (Q)

avec injection continue et compacte.

En outre si W, () désigne la fermeture de CS° (€2) par rapport a la norme
de W' (), on met en evidence I'inégalité de Poincaré.
Pour p e C (ﬁ), p~ > 1, il existe C' > 0 tel que

()
[ullyy < ClIVul Voue W, (Q)

p(x)

Ceci nous enmeéne a dire que les normes |jul|, ||Vull
Wo ().

p(z) Sont équivalentes sur

11



5. Théorie des points fixes

5 Théorie des points fixes

5.1 Degré topologique de Brouwer & de Leray-Schauder

Le degré topologique est un outil trés puissant pour établir des résultats d’exis-
tence. Selon que les équations opérationnelles sont posées sur des espaces de dimen-
sion finie ou infinie, on fait appel soit au degré topologique de Brouwer, soit a celui
de Leray-Schauder. Nous allons tout d’abord définir ce qu’est le dégré topologique.
Pour cela on se donne un ouvert 2 de RY (N > 1), de fronti¢re 92, une fonction
continue f : Q — RY et un point arbitraire b € RY. L’idée du degré topologique
consiste & associer au triplet (f,€2,b) un entier dépendant contintiment de f et de

b de telle sorte que I’équation :
flx) =0, x€Q,
admet une solution si cet entier est non nul.

Définition 5.1 Soient N > 1 un entier, Q un ouvert borné de RY, une fonction
feCHERY) NC(GRY) et b € RY tel que b ¢ f(9S2). On considére 0 < & <
dist(b, f(0)) et une fonction ¢ € C(]0,00[,R) & support compact contenu dans

[t =1

RN

10,¢[, et telle que

On appelle degré topologique de Brouwer de f dans §2 par rapport au point cible

b le nombre

deg(£,2.8) = [2(1f(x) = b) ().

Q

avec f(x) =b, © € Q, et J; désigne le jacobien de f.

Bien que le degré topologique de Brouwer est décrit par une expression inté-
grale, sa valeur est entiére (voir par exemple [22]). Encore une fois, ce degré est
d’usage courant lorsque les équations sont définies sur des espaces euclidiens. 11

faut observer qu’il n’est pas applicable en dimension infinie.

12



5. Théorie des points fixes

L’une des propriétés importantes du degré est sa stabilité par rapport a f. Ceci

est formulé dans la proposition suivante.

Proposition 5.1 Si fi, fo: Q — RY sont deux fonctions continues telles que b ¢

f1(0Q) U f2(09) et

Iy = follae < gelist (6, (09) U 5 (090),

alors on a

degB(fh Qv b) :degB(f27 Qv b)

A contrario, le degré topologique de Leray-Schauder est le mieux indiqué en
dimension infinie. Bien évidemment, ce dernier est une généralisation du degré
topologique de Brouwer et correspond dans une certaine mesure a définir le degré
d’une perturbation de l'identité I par un opérateur compact 1. La proposition
ci-dessus nous aide de maniére intuitive a le définir.

Soit 2 un ouvert borné d’un espace de Banach X et 7' : Q — X un opérateur
compact sans point fixe sur J€2. Ceci se traduit par 'existence de € > 0 tel que

pour tout u on ait :

|lu — Tul| > 4e.

Par conséquent, il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie £, de X

et un opérateur 7. : Q — E. tels que :

Yu € Q, | Tou — Tul| < ¢,
Yu € 09, lu — Teul|| > 3e.

Il reste & insérer E. dans un sous-espace de dimension finie F' de X tel que
Qr = QN F # O et de considérer que 'opérateur I — T est défini de 2r dans F.

De ce fait on peut parler de son degré topologique au sens de Brouwer.

13
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Définition 5.2 On définit le degré topologique de Leray-Schauder par :
deg, (I =T, Q, 0) =degg(Ilp — T.,Qp,0p).

Cette définition ne dépend que de T et de Q. Si b & (I —T)(0N), le degré de

I — T dans ) par rapport a la cible b est défini comme étant :

deg,s(I =T, 2, b) =deg (I =T —b, ©,0).

Il en résulte de la définition ci-dessus les propriétés analogues a celles du degré
topologique de Brouwer.

> Propriété de normalisation
deg,;¢(1,Q,2) =1, Vz € Q.

> Propriété d’additivité
Si €y, Q9 sont des ouverts disjoints inclus dans €2 et T : QL UQ — Q sans
point fixe sur 9€2; U 0€2s, alors :
deg, (I =T, Q1 UQs, 0) =deg; (I —T,Q, 0)+deg, (I —T,Q, 0).

> Propriété de ’invariance par homotopie

Soit b € X et H : Qx[0,1] — X une application compacte telle que pour tout
(u,t) € 0 x [0,1] on ait : u — H(u,t) # b. Alors le degré

deg; o(I — H(.,t),8,b) est constant pour t € [0,1] :

degLS<[ - H(vt)v Qa b) = degLS([ - H(70)7Q>b)

Observons que le théoreme de Brouwer est un cas particulier du théoreme de
Leray-Schauder, puisque toute application continue est compacte en dimension

finie. On utilise souvent ce dernier pour résoudre des problémes non variationnels.

5.2 Théoréme de Passe-Montagne

Le théoréeme de passe-montagne appelé aussi théoreme du col porte bien son

nom. En effet, si on se trouve dans une cuvette a une altitude hg et que I'on

14
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veuille passer sur 'autre versant a une altitude hq, il existe un chemin joingnant
le point de départ et le point d’arrivé et passant par un col. Il tient un peu du
théoréme bien connu en analyse qu’est le théoréme de Roll. Fondamentalement le
théoréme de passe-montagne s’articule sur la condition de Palais-Smale qu’on va
définir immédiatement.

Soient X espace de Banach et ® une fonctionnelle assez réguliére définie sur X

et a valeur réelle.

Définition 5.3 Une suite u,, € X est appelée suite de Palais—Smale de niveau c
notée (PS). st ®(u,) — ¢ et [P (uy)|x- — 0.
On dit que la fonctionnelle ® : X — R satisfait la condition de Palais-Smale

au niveau ¢ si toute suite de (PS). posséde une sous-suite convergente.

Observons que si ® € C! (X, R) satisfait la condition (PS).., tout point d’accu-
mulation 7 d’une suite u,, de (PS). est un point critique de ®. On a implicitement
' (u) =0et P(u) =c.

Théoréme 5.1 Supposons que ® € C' (X, R) et satisfaisant les trois conditions
sutvantes :

i) ®(0)=0,

it) dp,a >0 tels que @ (u) > a pour ||ul| = p,

i11)  Jug € X avec ||ug|| > p et tel que P (uy) < 0.

On suppose de plus que ® satisfait la condition (PS)., alors ¢ est une valeur

critique.

Le théoréme de passe-montagne est trés pratique lorsqu’il s’agit de résoudre des
problémes elliptiques quasi-linéaires ou non linéaires pour peu que les problémes

soient variationnels.

Inégalité de Moser-Trudinger 5.1 Soit u € W, (Q), alors exp(|u|Y/(N-1) ¢
L9(€2) pour tous 1 < g < 0. De plus,

sup /exp(a|u|N/(N_1))dx <C(Q) pour «o<ay,
ueWy (@), [lull <1,

1

- 2

avec ay = N(Nwy)¥T;wy étant le volume de la boule unité de RY.
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5. Théorie des points fixes

Nous achevons le chapitre 1 par une estimation dont jouissent les éléments de
WP ().
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Chapitre 2

Systémes elliptiques non-linéaire

faisant intervenir ’opérateur

(p (z) — q(x))—Laplacien

1 Introduction

L’objectif de ce travail est d’établir des résultats d’existence de solution pour
des systémes elliptiques non linéaires. Nous nous bornons & montrer que des so-
lutions radiales positives existent ; l'existence de solutions générales fera I'objet
d’une recherche ultérieure. Ces systémes sont dits asymptotiquement homogénes
parce que les non linéarités au second membre jouissent de certaines conditions
d’homogénéité a 'origine et a 'infini. Précisément, ils font intervenir 'opérateur

p(z)—laplacien et sont de la forme :

—Apyu = an(|z]) fir(w) + arz(|z]) frz(v)  dans RY,

—Ay)v = ag(|2]) for (u) + az(|z]) f22(v) dans RY. (21)

Ici Ap(z) est opérateur non homogene p(x)— Laplacien d’expression := Apyu =
div(|Vu[P®)=2V4). Les fonctions p et ¢ sont continues & valeurs réelles et telles
que 1 < p(x),q(r) < N (N > 2) pour tous # € RY. Cependant les coefficients
a;j,1,J = 1,2, sont des fonctions positives continues. Les non linéarités f;;,,7 =

1,2, appartiennent & une classe de fonctions asymptotiquement homogeéne. Nous

17



2. Préliminaires

examinerons plus en détail leurs propriétés dans la suite de ce paragraphe.

Ces derniéres années, plusieurs auteurs ont utilisé différentes méthodes pour
résoudre des systémes quasi-linéaires ( c’est-a-dire que 'opérateur p— Laplacien
est présent dans les équations) définis dans des domaines bornés ou non bornés de
RY. 1l est d’usage courant d’utiliser la théorie des points critiques pour montrer
I'existence de solutions faibles. Il y a beaucoup de travail sur ce sujet (voir [8],
[16] ..;). Cette approche variationnelle est notamment utilisée pour traiter des
systémes qui dérivent d’un potentiel, autrement dit les non-linéarités correspondent
au gradient de certaines fonctionnelles. On dénombre plusieurs articles rédigés sur
lopérateur p—Laplacien. Le lecteur peut facilement se référer a la liste de travaux
suivante [2], [12],[14], [24]. A présent la situation est différente car le probléme
considéré est non variationnel.

Pour résoudre le systéme (2.1), nous allons utiliser la technique du "Blow-up"
de Gidas-Spruck (voir [7]), qui consiste & traiter un cas limite et en déduire des
estimations & priori. L’outil principal reste le degré topologique de Leray-Schauder
pour établir I’existence d’états fondamentaux. Cette contribution est une extension
des travaux réalisés par Djellit et Tas [3]. Ces auteurs considérent les systémes de
la forme :

—Ayu = Af(x,u,v) dans RY,

(2.2)
—Ayv = pg(z,u,v) dans RY,

ol les non-linéarités f et g satisfont les conditions de croissance polynomiale. Les

résultats d’existence sont prouvés a l'aide du théorémes du point fixe.

2 Préliminaires

Tout d’abord, nous allons introduire les notations et les conventions utilisées
dans la suite.

Soit I'espace de Banach

X = {(u,v) € CY([0, +o00[) x C°([0, +o0]), lim u(r) = lim v(r) = 0}

r—-+400 r—-+00

muni de la norme usuelle

18



2. Préliminaires

[(u, v)l[x = llulloo + I0lloos  lulloc = sup Ju(r)].
re[0,+o0|

Soit K = {(u,v) € X, u>0,v >0} un cone positif de X. Pour h > 0 et
A € [0,1], on définit deux familles d’opérateurs T, : X — X et Sy : X — X par

Th(u,v) = (w, z) tel que (w, z) satisfait le systéme :

~ (Y )P ) = an () fuu)]) + Y ara(r) (o)) + A

dans [0, +o0],
— (P )22 () = N as (r) for (Ju(r)]) + N ass(r) faa (o))
dans [0, +o0],
w'(0) = 2'(0) =0, lim w(r) = lim z(r) =0,

r—+00 r—+00
et Sy(u,v) = (w, z) tel que (w, z) satisfait le systéme

— (PN () PO 2 (1) = NN Rag () fu (Jule)]) + AN ags(r) fra(lo(r)])

dans [0, 400,
— (P ()M (1) = AN (r) far (Ju(r) ) + AN asa(r) faa(Jo(r)])
dans [0, 4o0[,
w'(0) = 2'(0) =0, lim w(r) = lim z(r) =0.

r—-+00 r—-+00

(2.4)

Rappelons la notion de fonctions "asymptotiquement homogénes" et certaines
de leurs propriétés.
Une fonction ¢ : R — R définie dans un voisinage a I'infini (respect. a 1’origine)

est dite asymptotiquement homogene a l'infini (respect. a 'origine) d’ordre p > 0

si pour tout o > 0, on a lim #los) = o’ (respect. 1im¢<05) = o”).
s—+o0 (p(s) s—0 (s)
A titre d’exemple, nous avons la fonction ¢(s) = [s|*2s(In(1 + |s]))? avec

a>1 et f>1—a.llest aisé de voir que ¢ est asymptotiquement homogene &

I'infini d’ordre o — 1 et & 'origine d’ordre o + 5 — 1.
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Proposition 2.1 [18] Soit ¢ : R — R une fonction continue, impaire, asymptoti-
quement homogéne a l'infini (respect. & l'origine) d’ordre p tel que to(t) > 0 pour
tous t # 0 et p(t) — oo quand t — oo, alors

(1) Pour tout ¢ € ]0,p[, il existe to > 0 tel que Yt > to(respect. 0 < t <
to), c1tP™% < p(t) < cotPTeieq, 0o sont des constantes positives. de plus Vs €
o] : (p+1—e)p(s) < (p+1+e)p(?).

(ii) Si (wy), (t,) sont deux suites réelles telles que w, — w et t, — +oo (res-

tn n
pect. t, — 0) alors lim llnttn) = w’.

n—too (tn)

En outre, nous supposons d’'une part que les coefficients a;; sont négligeables
a l'infini et restent strictement positives dans un voisinage de l'origine; d’autre
part les fonctions f;; doivent vérifier des conditions d’homogénéité asymptotique

a lorigine et a l'infini. En résumé nous assumons les hypothéses suivantes :

3 Hypothéses

(H1) Pour 4,j = 1,2, k = =+, le coefficient a;; : [0, +00] — [0, 400[ est continu
et satisfait 3 011,012 > p¥ I 1,000 > ¢F; il existe R > 0 tel que a;;(€) =
O(£7%) pour tous € > R et a; = rg{l&r}l%]aij(r) >0; 4,j=1,2;i+#].

(H2) Pour i,j = 1,2, la fonction f;; : R — R est continue, impaire verifiant que :

sfij(s) > 0 pour tout s # 0.

Er_gloofij<$) = +00.

S

(H3) Pour i,j = 1,2 et k = =+, fi; est asymptotiquement homogéne & I'infini
012021
(= 1)(¢* - 1)
0, apdp—a(¢*—1)—¢" < 0 et max(;,5y) > 0 avec oy =
¢"(p* = 1) + darp”
012021 — (P — 1)(¢* — 1)’

> ]_, CV1511 — Oél(pk — ].) —pk <

pH(q" —1) + 012¢" o —
y L2 —
. 512521k— (pk - 1)(qk - 1)
N-—-p N —q
/81:a1_pk 7/82:a2_qk_1'

de l'ordre §;; satisfaisant

-1
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4. Existence de solutions

(H4) Pour 4,j = 1,2, k = %, f;; est asymptotiquement homogene & 'origine de
I’ordre (_Sij avec (_5117312 > pk — 1,(_5217522 > qk — 1.

Observons qu’une solution radiale positive non triviale (u, v) du systéme (7p) =

(S7) est également une solution du systéme différentiel suivant :

!/

— (PN () PO (1) = N an (r) fu (Ju(r)]) + 7Y aws(r) fia(o(r)])

dans [0, +o0],

— (PN )12 () = eV g (1) faa(u(r)]) + N ags(r) fa(J0(r)]) (2.5)
dans [0, 4o0],
u'(0) = '(0) = 0, lim u(r) = lim v(r) = 0.

r—-400 r—+00

Pour prouver son existence, on définit tout d’abord 'opérateur L : K — K par

L(u,v) = (w, z) de sorte que :

wmzjlwwfﬂﬂm@mwm+m@mmmm an,

zm=/ MW/ﬂﬂm@MW®HMMMM@Wf an.

On voit clairement que cette solution (si elle existe) correspond exactement au
point fixe de L. Ce qui nous améne par conséquent & montrer que 'opérateur L
admet un point fixe. En tenant compte des hypothéses ci-dessus nous obtenons les

résultats suivants :

4 Existence de solutions

Lemme 4.1 Sous hypothése (H 1), nous avons

S5 (0 J € i (€)dg) T diy
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4. Existence de solutions

< f0+°° (=N [N g (€)dE) 1 dn < 400 pouri=1, j=1,2etk==+.

f0+oo (771_N fo77 fNilaij (f)df) ql(nl)_l dr

< L7 (N [T €N ag(€)de) T dn < 400 pouri=2, j=1,2 etk =+

Preuve.

f0+oo (77171\1 fon gN—laZ-j (f)df) Mnl)i dn

< 0+oo (771_1\7 fon SNflaij(g)dg)le dn 1

= o (0 [ € iy (€)d) T dn+ [ (N [ € a(€)dg) *

La premiére intégrale du membre de droite de I'inégalité est finie puisque a;; est
continu. La seconde intégrale est également fini. En effet, en vertu de (H1), nous

avons
f;roo (7717N fon fN_laij (é-)dg)ﬁ dn k
1 P _gij
< f;oo (7717N fon SN_lCij(f)f_eide Pl dn < ¢ R o
pouri=1, j=1,2 et k==+.

Ce dernier terme tend vers zéro pour R suffisamment grand. De méme, nous

obtenons la méme estimation pour i =2, j=1, 2 et k=+. =

Lemme 4.2 Si u € C'([0,400]) N C%([0, +o0[) est une solution radiale positive

non triviale du probléme

_ (TN71|UI(T)|p(r)72ul(7ﬁ)), >0 dans [0, +o0]

telle que u(0) >0 et u'(0) <0, alors

u(r) >0 et u'(r) <0 pour tous r > 0.
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4. Existence de solutions

Preuve. Soit u une solution radiale positive non triviale du probléme

!/

— (P () PO () >0 dans [0, +o0].
Supposer que 0 < s < r. En intégrant de s & r, on obtient
P () PO () < Y ()P 2 (),

Sis—0,onau(r)<0.Siu(r) =0 alors v'(s) = 0 pour tout 0 < s < r. Ceci
signifie que u est soit constante dans [0, +00[ soit il existe ro > 0 tel que u/(r) < 0
pour r > ry et u/(r) =0, u(r) = u(0) pour 0 < r < ro; alors u est décroissante et
u(0)>0. m

Lemme 4.3 Soit u € C([0,+o0c[) N C%([0, +o0]) wune solution positive du pro-
bléeme
— (erl\u'(r)]p’Qu'(r))/ >0 en [0,+00]

telle que u(0) > 0 et v'(0) < 0, alors la fonction M, défini par My(r) =

ru'(r) + %U(T), r >0, est non négative et non croissante.

N—
En particulier, la fonction r — rﬁu(r) est non décroissante sur [0, +00].
Preuve. Puisque u est une solution positive du probléme

!/

S (YU ) 20 en (0,400,

nous avons —rV " (p — 1)|u/(r)|P~2u"(r) — (N — 1)rV =2/ (r) P20/ (r) > 0. En
d’autres termes ru”(r) + %u'(r) <0, ou bien (ru/(r)) + %u’(r) < 0. La fonc-
tion M, est donc non croissante. Par contraposition, nous montrons que M,(r) > 0

pour tout r > 0. En effet, supposons qu’il existe r, > 0 tel que M,(r;) < 0. Dans

ce cas My(r) < M,(ry) pour tout r > ry;autrement dit u'(r) + %@ < M ou
plus simplement u'(r) < M car u(r) > 0. Par conséquent, u(r) — u(ry) <
Mp(r1)In(E), r > r. Il sensuit immédiatement que rggloou(r) = —o0. Cela
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4. Existence de solutions

contredit le fait que u est positive. En particulier

M
sy v
ru(r)
!/
N —
Enfin, on obtient w(r) + L > 0. En d’autres termes,

w(r) p—1r
(lnr%u(r))/ > 0.

N—
Cela implique que la fonction r — rrt u(r) n’est pas décroissante. L’étude de

la fonction M, est essentielle et nous aide & estimer u(r). m

Lemme 4.4 Si (H1) est satisfait, lopérateur L est compact

Preuve. L’opérateur L est bien défini. En effet
1
w(r) < ey f:‘oo (771—N fon SNflall(g)(u(@)cSu—&-st) pF—1 d??

ern [T (N [ €N ay(€) (u(€))Pede) i diy

d12+¢

511+E
< cner (J|ulle) 71 4 crzen ([|v]loo) P10 < 400
En vertu du Lemme (4.1), on a

1
¢j = f:oo (nlfN fonﬁN_laij(f)df)Pk—l dn < +oo; pour i = 1,7 = 1,2 et
kE=+.
Pour les mémes raisons, on a également
21+e Sgp+e
2(r) < eanbr (Jlulloo) 1 + ca2bs ([[v]o0)

1
b; = fr+°°(771_N fonﬁ’N*laij(f)df)qk—ldn < +oo; pour i = 2,5 = 1,2 et
k=+.
Bien évidemment, sup |w(r)] < +ooet sup |z(r)| < +oo.
r€[0,400] r€[0,400]
De plus, nous avons w >0, 2z >0 et lim w(r)= lim z(r) =0.
r—-+00 r—-+00

Maintenant, nous montrons que L est compact. En effet, soit (u,, v,) une suite

bornée de X. A partir de la relation
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4. Existence de solutions

L(um Un) = (Wn, 2n),

nous pouvons écrire

— (PNl () PO 20 (1) = Y R (7) fua (un (1) 4 7Y ans (1) fra (va (7))

n

dans [0, +o0],
= (P2 (1) = 1V an (1) for (un (1) + 1V ass (1) fas (vn(1) (2.6)
dans [0, +oo],
w'(0) = 2'(0) =0, lim w(r) = lim z(r) = 0.

r—+-00 r—+00

Pour R > 0 fixe, soit r € [0, R] et posant ¢(t) = [t[?")~1. Par substitution on

obtient & partir de la premiére équation du systeme ci-dessus, 1’expression :

& ol r) + Sl ()P — () (1)) — ) (7)) = 0.

Par conséquent

%(p(w;(r) — a1 () fi1(un(r)) — a12(r) fr2(va(r)) < 0.

En tenant compte du point (i) de la Proposition (2.1), il en résulte que :

%90(“’;(7“) < g1 () (g (1)) 4 g (1) (va (1)) 127,

Puisque la suite (u,, v,) une suite bornée, il en découle que :

d

%go(w;(r) < craq1(r) + caaq2(r).

Maintenant en intégrant les deux membres de I'inégalité de 0 a R, nous obtenons
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4. Existence de solutions

ou bien

w’ PR)-1 <
()P < .

Ceci signifie qu’a distance finie, w], est borné.

De la méme maniére, en substituant ¢ a p, nous pouvons montrer également
que z/,(r) est borné sur [0, R]. Par conséquent, (w,) et (z,) sont équicontinus .
D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzila voir [11], [25], il existe deux sous-suites, notées
encore (w,) et (2,), telles que w,, — w; z, — z dans C°([0, R]); ¥V R > 0.

Prouvons maintenant que (w,, z,) est une suite de Cauchy dans X. En effet,

sup |wy(r) — wm(r)] < sup |wn(r) —wm(r)] +  sup  |wn(r) — wn(r)].
re[0,4o00| re[0,R[ re[R,+oo[

Cependant

sup |wn(r) —wm(r)] < sup Jwn(r)[+  sup  |wn(r)|

r€[R,+o0| r€[R,+oo| r€[R,+o00[
S11te d1p+e
< enci(flunlle) 7 4 craca(f|nll )
1kl+£ 51k2+€
© 1 —1

+01101(||Um||oo) P + 01202(”va00)

Les constantes ¢; et ¢ sont telles que ¢; + ¢ < € pour R suffisamment grand.
D’autre part (w,) est une suite de Cauchy dans C°([0, R]) car elle convergente. De
la méme maniére, (2,) est aussi une suite de Cauchy dans C°([0, R]). Par consé-
quent (u,,v,) est une suite de Cauchy dans X. L’opérateur L est donc compact.
|

Dans la suite nous allons étudier un cas limite pour en déduire certaines esti-

mations.
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4. Existence de solutions

Théoréme 4.1 Si les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites le systéme

— (PN () [P () )/ = Nl agy () (v(r))*2 dans [0, 4o00|
— (PN ()12 () )/ = V7 agy (1) (u(r)) o2 dans [0, +o00| (2.8)
u'(0) = '(0) =0.
n’a pas de solutions positives radiales non triviales.

Preuve. Ici on fait un raisonnement par 'absurde. En effet, soit (u; v) une solution

radiale positive du systeme (2.8); alors (u,v) satisfait le systéme différentiel

= NV (1) (v(r))22 dans [0, +oo]
=¥ lagy (r)(u(r))®  dans [0, +oo (2.9)

Par conséquent,

— (PN () PR () > N T e (2.10)
— (TN_1|u'(r)\q_2u'(T))l > pN=1g,002 (2.11)
avec v°U = min v(r)% pour i # j.

[0,7]
Considérons d’abord le cas ; > 0 ou 5, > 0 dans (H3). En intégrant a la fois

(2.10) et (2.11) de 0 & r et en tenant compte du fait que u'(r) < 0, v'(r) < 0 pour
tout > 0, on obtient

En vertu du Lemme (4.3), nous obtenons M, > 0, M, > 0; en conséquence on a :
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4. Existence de solutions

N — a p—1 P 512 N —
0> —ru(r)— pu(r) > <a1) re-iyr-1 — pu(r),

p—1 N p—1
N — A\ 1 4 oy, N —
0> —rv(r) — = 1qv(7“) > <%) rao-tyai — = 1qv(r).
Il vient alors :
p_ d12
u(r) > Cre—tyr1, (2.12)
q 521
v(r) > Crotyart, (2.13)

. N—p N—q L, .
Puisque 771 u(r) et '« v(r) sont non décroissants, pour tout r > 9 > 0, on en

déduit que :

N—p

r (2.16)

—q

Cr~
Cr~«1

u(r) >

2

q—1

Les inégalités (2.14)—(2.17) impliquent soit 1 < C soit 7’2 < C. Ce qui est
absurde.
Supposons maintenant sans perte de généralité que $; = 0. En intégrant par

rapport a r la premiére équation du Systéme (2.9) de 79 & r, on obtient :

IS
N ()P — T () P > El/sN_1v512(3)ds.

To
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4. Existence de solutions

D’autre part, compte tenu de (2.13) on a :

9129 612021

v012(s) > Csatu -1 (s).

Par conséquent,

T
PN ()Pt > O / NI TEE (5)ds.

T0

En vertu encore une fois de I'inégalité (2.16) et du fait que 5, =0, on a :

T T

_ 148120 N-pd12d21 _ r
N () Pt > C’/sN T Tt ds = C’/s 'ds = C'ln —.
To
70 70

Puisque M,(r) > 0 pour > 0, nous pouvons écrire :

N —p\"!
(S22) worz e,
p_

Par conséquent

wP(r) > Cr o (r) Pt > OV In
To

N-p .1
re=tu(r) > C(ln —)rT1,
To

d’ou la contradiction avec (2.14).
Nous montrons maintenant que les éventuelles solutions positives radiales de
System (2.3) sont bornées pour pouvoir utiliser les propriétés du degré topologique

de Leray-Schauder. m

Théoréme 4.2 Supposons (H1)-(H/j) vérifies. Si (u,v) est un état fondamental
de(2.3), alors il existe une constante C > 0 (indépendante de u et v) telle que

I, )l x < C.

Preuve. Soit (u,v) un état fondamental de (2.3) pour h = 0, alors (u,v) satisfait

le systéme
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4. Existence de solutions

- (rN*I|u’(r)|p(’")’2u'(r))/ =" lan(r) fu(u(r) + " ae(r) fiz(v(r)

dans [0, 4o0[,

— (PN )2 (1) = N as (r) for (u(r) + N asa () fas (0(r)  (2.18)
dans [0, 4o0[,
u'(0) = 0'(0) =0, lim u(r) = lim v(r) =0,

T——+00 r—-+400

Supposons maintenant qu'il existe une suite (u,,v,) de solutions positives de

(2.18) telle que HunHoo — 0o quand n — oo (ou bien ||v, || — 00 avec n). Posons
Y = || + |lon]lS2. 11 est aisé de voir en vertu de (H2) que v, — 400 quand

n — OQ.

Soient alors les transformations suivantes :

un(r) Un(r)
Yy =9,7, wn(y) = W; Zn(y) = W

Observons que pour tout y € [0, 4+o00[, on a :
0<w,(y) <1, 0< z,(y) < 1.
De plus, pour tout n le couple (w,, z,) est une solution du systéme

= (TN )\’”“ ") (v)
:nylam ) fuen(v) + cm%)fu( zu(y))  dans (0,400,

az(q(y)— )+q( ) N vy
— (" YN ()50 ()

Inylam( )le( twn(y ))+ZJN71@22( )f22(’7n z(y))  dans [0, 400l
w;(()) =21 (0) =0, TEIJPoow"(T) = THTOOZ”(T) =0

(2.19)

Soit R > 0 fixé. On peut énoncer que (w),) et (2) sont bornées dans C([0, R]).

En effet, supposons en passant a une sous-suite de (w/,) (notée encore (w!)) que
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4. Existence de solutions

|w!, |lo,r)) — +00 quand n — +oo. Il existe alors une suite (y,) dans [0, R] telle
pour tout A > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |w),(y,)| > A.

En intégrant par rapport a y la premiére équation de Systéme (2.19) on obtient :

/ p(2)— 1

[ (o) eI
yN v
Yn
/ (leau< Ml un() + o ana L) ooty )))dy.
0

Jwh, () ") <
Yn

1 No1 oy Jumrwa(y) o oy S0 2 (y)
yév_l/<y a11(7—) =D+t Ty alZ(Tn) W=D+t dy.

Du fait que fi;, 7 = 1,2, sont asymptotiquement homogenes a l'infini et en
tenant compte du point (i) de la Proposition (2.1), on peut dire que : pour tout

e € 00,0y, il existe clj, clj > 0, so > 0 tels que pour tout s > sg

c%js‘slj_6 < f1;(s) < c%sélﬁe.

Puisque (w,) et (z,) sont bornées, il en résulte que :

1 1= (1) fﬂoi(p al +(p)) < 2yt e
L ~e2(d12-e)= a1 (pF—1)—pk f12(7n22n(y)) 9 _as(812+e)—ar (pF—1)—p*
127m = 7ou(p —14pk — 120" '

En choisissant ¢ suffisamment petit, on peut vérifier tenant compte de ’hypo-
these (H3) que :

fu (vt wa(y)) fr2(vp22n(y))

—c uand n — +o00
a1 (pF—1)+p* ai(pk—1)+p* 1 ! 00,
Tn Yn

ol c; est une constante positive.
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4. Existence de solutions

Il existe donc ny € N tel que pour tout n > ny, on a

Yn
RCl

yn a O C
|wiz(yn)|p(77z < 1;81) C1 /yN_ldy = Nlalz(())yn < WCLH(O) =C.

0

En posant n > max(ng, n1), nous avons A < |w/,(y,)| < ¢. Ceci contredit le fait
que A peut étre infiniment grand. De maniére analogue nous prouvons que (z/,) est
borné dans (C[0, R]). Par conséquent (w,) et (z,) sont équicontinus dans C'(]0, R]).
A Taide du théoréme d’Arzéla-Ascoli on peut dire qu’il existe une sous-suite de
(wy,) notée encore (w,) (respect. (z,)) telle que w,, — w (respect. z, — z) dans

([0, R)).

D’autre part,

1 1
[wnllss + [|znlls
c’est-a-dire que les suites réelles (||wn|[o) et ([|zn[[c) sont bornées. Il existe donc
des sous-suites notées encore (||w, || ) €t (||2n]|c0) telles que ||w,||oo — wo, ||2n]|lc0 —

1 1

20 et wit + z = 1. Compte tenu de 'unicité de la limite en C([0, R]), on obtient
||wH + Hz|| = 1. Ceci implique que (w,z) n’est pas identiquement nul. En
intégrant de 0 a y € [0, R], la premiére et la deuxiéme équation du systéme (3.14),

on obtient :

wa(0) — wi(y) = / (9u(0) " T, (2.20)

20 = 2a) = [ () (2.21)

Clairement g¢,,(y) et hy(y) sont définis par

gn(y)
a1(P(Z)—D+p(EE) foy (tN 1all( )fll( miw (1)) + N 16112( )fl?( n?2n(t ))) dt.

yN7177L
f ( n_Wn ) f n” Zn

(1) < g 7 (oG BGEEG +  ag() 0EE ) an

hn(y) =

—_
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yN=1y, a2<q(%)71)+q(%) Oy (tN la21< )le( 1wn( )) + N la22( >f22< ( ))) dt.

hn =~ N T fO <tN 1 'yn)M—i_tN_laQQ(,y >f22(7n zn (1)) )dt

732(0’“*1)%1’6 ,yaz(qkfl)ﬂ

En combinant la proposition (2.1) avec (H3), on obtient :

S (v wa(t)) o fa2 (v (751) 0

a1 (pF—1)+p* az(gh—1)+q
n

Fa( i) fi(r) falye(t))

012
ai(pF—1)+pk  — _ai(pF—1)+pk f12( ) o (t)’
Tn N n o
fa1 (721w, (1)) _ fa () fa(vn wa(t)) e (1)
ng(q’“—l)Jrq’“ 732(‘1’“—1)*4 far(vn')

quand n — oo. Par application du théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue , il s’ensuit que :

Cc

gn(y) — e Jo tVar2(0)2%2 (t)dt,
c

hn(y) - nyl foy tN_ICL?l (O)U)521 (t)dt7

quand n — oo. En passant a la limite en (2.20) et (2.21), il vient :

’LU(O) N w<y> - Cf(]y <£N1—1 fog tN_lau(O),z‘SH( )dt) p(o) ! de,
2(0) — z(y) = Cfoy (£N1—1 f0£ tN_lagl(O)w621( )dt> FOES df.

Dans ce cas, w > 0,z > 0. De plus w, z € C'([0, R]) N C?([0, R]) et satisfont

le systéme

—(y" ' ()P '(y))lz 12(0)y" H(2(y))™*  dans [0, R]
—( W () = can(0)y™H(w(y))™  dans [0, R] (2.22)
w'(0) =z (0) =0.

Si on utilise les mémes arguments sur [0, R*] avec R* > R, on obtient une
solution (w*, z*) du Systéme (2.22) (sous entendu que R est remplacé par R*), qui

coincide avec (w, z) dans [0, R]. On étend alors indéfiniment (w, z) & [0, +oo[. En
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vertu du lemme (4.2) on a w(y) > 0, z(y) > 0, pour tout y > 0. Le couple (w, z)
satisfait également le Systéme (2.22). En d’autres termes (w, z) est une solution

radiale positive de (2.9). Ceci est en contradiction avec le théoréme (4.1). m

Lemme 4.5 Sous les hypothéses (H1)-(H4), il existe hg > 0 tel que le probléme
(u,v) = Ty(u,v) n’a pas de solution pour h > hy.

Preuve. Supposons par contradiction qu’il existe une solution (u,v) € X du

probléme ci-dessus. Alors (u,v) satisfait le systéme

— (P ) PO () = N an (0) fua (u(r)]) + 7 ana(r) [fra(o(r)]) + B

dans [0, +ool,

— (PN ()12 (1) = N asn (r) for (Ju(r)]) + N ass(r) foa ([0 ()])
dans [0, +o0],
u'(0) ='(0) =0, lim u(r) = lim v(r) =0,

r—+00 r—+400

(2.23)

Assumons qu'’il existe une suite (h,) — 400 quand n — +oo et telle que
(2.23) admette une solutions (u,, v,). Conformément au lemme(4.2), on a u,(r) >
0, vp(r) >0, u(r) <0 etv),(r) <0 pour tout n € N. En intégrant la premiere
équation du Systéme (2.23), de R a 2R, R > 0, on obtient :

k_
! 1

2R n
wn(R) > / N / N lagy () hade | dy > cRRT

R

Ici

1
pk—1

R
1 N1
C=\ oo 3 G12(€)d§
2R)N 10/

Par conséquent u,(R) > cRhZ ~'. Par passage a la limite nous obtenons

U, (R) — +00 quand n — 4o00. D’autre part, en intégrant la deuxiéme équation

34



4. Existence de solutions

de (2.23), de R a 2R, on obtient :

1

un(R) 2 / ' / N ag (€) for (un(€))dE dn > eR(far (un(R))) 77,
R 0

Il résulte de 'hypothese (H3) et de la proposition (2.1) 'estimation suivante :

do1—¢€

U (R) > c(un(R)) -1 .

De maniére similaire, nous obtenons :

d19—¢€

un(R) > c(v,(R)) »F-1.

On en déduit des deux derniéres inégalités, que :

(512—6)(521—5)—(17’“—1)(qk—l)

(un(R)) PF—D)@F-1) <

Q=

C’est la contradiction souhaitée puisque u,(R) croit a I'infini.
Il reste maintenant & montrer que la solution si elle existe n’est pas triviale.
Pour cela il suffit de considérer un voisinage de 1’origine pour lequel il n’y a pas

de solution non triviales. Cette situation se traduit par le lemme suivant : =

Lemme 4.6 ] existe p > 0 tel que pour tous p €]0,p| et tout (u,v) € X satisfai-

sant ||(u,v)|| = p, Uéquation (u,v) = Sy (u,v) n'admet pas de solution.

Preuve. Supposons qu’il existe (p,,) € Ry, p, — 0; (A,) C [0,1] et (up,v,) € X
tel que (un, vy,) = Sy, (Un, v,) avec ||(un, vy)|| = p,. Compte tenu de (H4),

% §1k1+5 d19+¢
[unlloo < eAi™™ {Hlunllse ™ + [loalle ™ ]

kl §2k1+s 52162+e
q®—1 gt —1 —1
[onlloo < cAn” ™ | Junllee ™ + [lonllso

En additionnant membre & membre, on obtient :
311+8 312+E 321+£ 3224»5
[ (i, vn) || < € (H(umvn)\l P [ (i o) 751 4 [ (i o) [ 42 4 [ (i, v qk—l) :
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Ceci implique que :

d19+¢ _ do1+¢ _ 322-0—8
kE_1 k_1

Sute 1 1 Q22e
t=¢ <||(umvn)|| P A [ (U, on) |7 + [ (wn, va)[ @ + (| (wn, vn) || -1

L’inégalité ci-dessus contredit le fait que ||(un,v,)|| = p, — 0 quand n — +o0

Théoréme 4.3 Sous les hypothéses (H1) — (H4), le systéme (2.1) a une solution

radiale positive.

Preuve. Pour montrer I'existence d’états fondamentaux pour (2.1) (ou (2.3) avec
h = 0), il suffit de montrer que 'opérateur compact 7, admet un point fixe.
En vertu du Théoréme (4.2), les éventuels points fixes (u,v) de Ty sont bornés;
il existe explicitement C > 0 tel que ||(u,v)||x < C. Choisissons R; > C et
désignons par Bp, la boule de X, centrée a l'origine de rayon R;. A cette fin,
le degré de Leray-Schauder deg; (I — T}, Bg,,0) est bien défini. Etant entendu
que I dénote Papplication identité dans X. De plus, par le Lemme (4.5), on a
deg; ¢(I — T}, Bgr,,0) = 0 pour tout h > hg. Il résulte de I'invariance homotopique
du degré de Leray-Schauder que

deg, (I — T, Br,,0) = degys(I — Ty, Br,,0) = 0.

En outre, compte tenu du Lemme (4.6), il existe 0 < p < p < R; tel que
deg;s(I — Sx, B,,0) soit bien défini. Une fois encore, I'invariance homotopique du

degré de Leray-Schauder donne

1 = deg;4(I,B,,0)
= deg; (I — Sy, B,,0)
= deg;s({ — 51, B,,0)
— degyg(I Ty, B,,0).

En utilisant la propriété d’excision du degré Leray-Schauder, on obtient :

deg;s(I —Tb, Br, \ B,,0) = deg;s(I — Ty, Bg,,0) — deg,s(I — Tp, B,,0) = —1.
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4. Existence de solutions

Ceci implique que Tj a un point fixe dans Bpg, \ B,. Par conséquent, il existe
une solution radiale non triviale. m

Le travail de ce chapitre a fait I'objet d’une publication (dans la presse) voir
17
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Chapitre 3

P (x) - Laplacien avec croissance
polynomiale sous-critique et

exponentielle sous-critique

1 Introduction

Nous considérons ici une équation elliptique non linéaire faisant intervenir ’opé-

rateur p(x)—Laplacien défini sur un domaine  borné régulier de R de la forme :

u € Wy (Q)\ {0}, (3.1)

—Apyu = f(x,u) dans €,
u > 0.

avec 1 <p~ <p(x) <p" <N (N >3).
Nous pouvons vérifier facilement que la solution du probléme (3.1) correspond

aux points critiques de la fonctionnelle d’énergie d’expression :

u) = b ulP@ dg — x,u)d u Lp(@)
D (u) /p(m) |Vul"* d /F( ,u)dr, e Wy (Q). (3.2)

Q Q
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1. Introduction

La littérature qui traite ces problémes est assez riche et relativement récente.
Cet intérét grandissant est justifié par les nombreuses applications qu’on rencontre
en dynamique des fluides (fluides électro-rhéologiques), loi de Darcy, restauration
d’image, en calcul des variations... Lorsque p est constant, l’'opérateur p—Laplacien
traduit les phénomeénes physiques en pseudo-plasticité et en pseudo-élasticité. Les
non linéarités sont souvent soumises a des conditions de croissance (polynomiale)
sous-critique. En d’autres termes le degré du polynome est soit inférieur a p — 1,
soit supérieur & p — 1 ou bien égal a p* — 1.

Dans cette étude, les non linéarités f vérifient soit des conditions de croissance
polynomiale soit des conditions de croissance exponentielle. Il faut noter que ces
derniéres conditions sont d’introduction récente. Le probléme (3.1) étant varia-
tionnel, nous allons utiliser la théorie des points critiques, & savoir le théoreme de
passe-montagne, pour prouver l'existence de solutions non triviales.

Cette étude est scindée en deux parties, selon les conditions de croissance citées
ci-dessus. Dans la premiére partie on suppose que : p(z) < p™ < N. Dans ce cas
les conditions de croissance polynomiale sous-critiques sont plus appropriées. Ainsi

oIl va assuiner que :

(Cy):  lim J(@,s) =0,

s—400 |3|p*(x)_1

Suite & ces conditions, nous pouvons affirmer que le probléme (3.1) admet des
solutions non triviales.

Cependant pour le second cas on a p(z) > p~ > N et par conséquent p(z)* —
+00. Ce qui rend absurde la condition (C}). Néanmoins des conditions de crois-
sance exponentielle & I'infini sur la non linéarité f permet de prouver I'existence

de solution non triviale. Le comportement asymptotique s’exprime comme suit :

(Co):  lim BAGAD)

u—-+oo exp (ajulp™/(P7—1))

=0, YV a>D0.

39



2. Résultats préliminaires

La encore le probléme (3.1) admet une solution non triviale.

2 Reésultats préliminaires

De prime abord, nous allons nous familiariser avec les définitions et les notations
utilisées dans cette partie.

Soit la fonctionnelle d’énergie associée au probléme (3.1) d’expression :
O(u) = [ [VulDde — [Flz,u)de,  ue W™ (Q),
Q Q

ou F(z,u) ff:vsds

La fonctlonnelle ® est bien définie et réguliére c’est-a-dire qu’elle appartient a
Pespace C1(Wo"™(Q),R), dont la dérivée est formulée par :

&' (u)o = [ |Vul''" " VuVodz — [ f(z, u)vdz, Vou,v € WePW(Q).
Q Q

On rapelle que 'espace I/VO1 P (x)(Q) est équipé de la norme :

lull = llullp@) + 1Vullpe),

I1 faut savoir que la premiere valeur propre de I'opérateur A,,) a pour expres-

sion voir([1] :

fp(x | VulP)dx

A () = inf
' ueWy "™ (Q)\{0} f |u’ P

D’autre part, les points critiques de ® sont bien évidemment les solutions faibles
du probléme (3.1). Il est donc déterminant d’étudier les propriétés géométriques
de la fonctionnelle ® et de prouver qu’elle posséde des points selles a 'aide du
théoreme de Passe-Montagne. Pour cela quelques conditions sur les non linéarités

sont & prendre en considération.
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4. Enoncé du résultat

3 Hypothéses

(H1) f:Q xR — R est continu, et vérifie les données suivantes :
> fww) > 0,¥(5,u) € Q x [0, +00),
> f(z,u) =0,Y(x,u) € Q x (—o0,0].

(H2) lim L&)

u—+oo  UP

Ici F(x,u) = Zf(x, t)dt.

= +o0 uniformément pour tout z € €.

(H3) 1l existe C, > 0, 0 > 1 tels que H(z,t) < 0H(x,s) + C, pour tout t €
10,s[, Vx € Q.

La fonctionnelle H est d’expression :

H(z,u) =uf(x,u) —p F(z,u).

+
(H4) lim sup]M

< A1 (2) uniformément pour tout z € €.
u—07t |u|p(x)

(H5) On suppose que la condition (C}) est satisfaite pour p(z) < N. La condition (Cs)
se rapporte au cas p(z) > p~ > N.

4 Enoncé du résultat

4.1 Croissance polynomiale sous-critique

Dans cette section, nous étudions le probléme (3.1) dansle cas 1 < p~ < p(x) <
pt < N. Une riche bibliographie traite de 'existence de solutions non négatives
non triviales sous la condition (AR) dans le cas d’une croissance polynomiale
sous-critique. Dans [28], les auteurs ont obtenu un résultat d’existence en tenant
compte d'une condition dite de Nehari pour substituer la condition (AR). Ici, nous

montrerons que la condition (C}) est suffisante pour obtenir le résultat souhaité.

Théoréme 4.1 Supposons que f satisfait (H1)— (H5), alors le probléme (3.1)

admet une solution non triviale.
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4. Enoncé du résultat

Comme cité plus haut, il faut vérifier que la fonctionnelle ® satisfait certaines

propriétés géométriques.

Lemme 4.1 11 eziste ug € Wy ™™ (Q\{0}, |uo| > p tel que ®(ug) < 0.

Preuve. Soit u € Wy”™ (Q)\{0}, u > 0. En vertu de I'hypothése (H?2) il résulte
que pour tout A, il existe r ( 7 étant le rayon de la plus grande boule ouverte C 2
) tel que pour tout (z,s) € Q x RT

F(z,s) > AsP@ —r

D’autre part

b
p(x)

Viu|'™ do — /F(m, tu)dx
0

V™) — Ar@) |u|f’<x>] dz 4+ O(1)

IN

| p(z)

g
/ [ ¢p(z)
Q

i |1
< —_/\Vu|p($)—A/|u]p(w) dz + O(1)
Q

([ Vu Hp(x

— Alully, | +0),

i== st HuH =L

p(z)

p(_w)

p~ llullpe,
®(tu) — —oo quand t — +o0; par conséquent il existe bien ug tel que ® (ug) < 0.

Maintenant, si nous choisissons A > , hous voyons aisement que

Lemme 4.2 Soit f satisfaisant (H1),(H2),(H4) et (H5). Alors il existe §,p > 0
tel que
®(u) 2 6 st ull = p.
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4. Enoncé du résultat

Preuve. Tenant de compte de (H5), il existe C;, 7 > 0 tels que
Flz,s) < Cls|"@=1 < 5P 1, Y(z,s) € Q x R.

En intégrant membre a membre, on obtient :

[f(.r,s)ds < C{\s

VP
.

Autrement dit :

F(z,u) <

L’inégalité ci-dessus combinée avec (H4) entraine :

1

F(z,u) < +<>\1(Q) — 7)|uP®

xz,

g~

Q
1 i
/ Fla,u)ds < —-(0(®) = 7) / WPz + CJulr
Q Q
1
S

<= (Mh ) vl

On en déduit alors que :

(AL () = 7) [fu]”

pt 1 )\1 Q) -7
p(x)_F< gl()Q) )

- 2T ) Il

D (u)

v

p(l“) )
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4. Enoncé du résultat

On voit facilement que pour tout 7 > 0, p*~ > p* et ||u|| = p assez petit, il
existe & > 0 tel que
d(u) > 6> 0.

Il reste a vérifier que la fonctionnelle ® satisfait la condition (PS). au niveau

c. Ceci est formulé par le lemme suivant :

Lemme 4.3 Sous les hypothéses (H1),(H4) et (H5) la fonctionnelle ® satisfait
la condition (PS). pour tout ¢ € R.

Preuve. Soit {u,} une suite (de Cerami ) dans W, (m)(Q) telle que

(1 flun ) [ (un) ]| — 0,

O (u,) — ¢

c’est-a-dire.

(1+ ) / IV [PO-2V 0y, Vda — / Fa un)vdz| < e, [l0]
quande, — 0.
Q Q

Ll |”" = [F2,up)dz > [ [Vu, " de — [F(,u,)dz — c
P Q Qp Q

(3.3)
Montrons d’abord que {u,} est borné. En effet, supposons que
[tn]| — 0. (3.4)
On pose
Unp,
Uy = :
[ |
Ceci implique que ||v,|| = 1. Par conséquent elle admet une suite faiblement

17
convergente vers v. On peut montrer que v;” — v dans W,” (x)(Q). Grace aux

44



4. Enoncé du résultat

théorémes d’immersion de Sobolev on a :
vf — vt dans L1)(Q), V1< q <qz) <q" <p(a),
v (x) — vt (x) p.p. sur Q.

La fonction v'est nulle presque partout sur Q. En effet, si Qf = {z € Q :

vT(x) > 0} a une mesure positive, alors on a :

lim uf(z) = lm v} (2)]||u,| = 400 sur QF,
n—+o0o n—+o0o

et donc en vertu de (H2), on a :

F(x,u, (r))

=400 p.p. sur QF
et ) PO

Cela signifie que

Fla,uy (2) | 4o )
—— v (T = 400 p.p. sur QF. 3.5
n—-+00 |U7J{(x)|p(w) | ( )‘ (3.5)
Autrement dit
F + @
/ lim inf L”((@)) ‘v;(ac)|p( Vdz = +00  pp. sur Q. (3.6)
J =t (@) P

D’autre part, en tenant compte de (3.3) on déduit que :

P 2 pep [ Favuf @)ds .7)
Q

Il en résulte que :

F(x,u!(z))dr — +oo.

Maintenant, par le lemme de Fatou, (3.5),(3.6) et (3.7) on a :
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4. Enoncé du résultat

n—-+oo —+ p(:E) n
J. uf (@)
F * x
S lim 1nf/ (I’,Un ('I)) ‘ T—l—({ﬁ)‘l’( )dl'
n—-+oo | + p(w)
Q+ "
J F(z,uf(x))
< lim inf 2 o
noheo [[ttn]|
[ F(z,u}(x))dz
< li f—2
=t et [F(e,ug () de
Q
1
= S 3.8
p= (3.8)
Ce qui est absurde. Par conséquent v'est nulle presque partout sur €.
Soit ¢, € [0, 1] tel que
Ot = ® (tu,) .
(tnun) gél[oaf] (tun)
L’hypothése (H5) entraine qu'’il existe C' > 0 pour tout R > 0 tel que
F(z,s) <C|s| + T s V(x,s) € QxR (3.9)
D’autre part, si n est suffisamment grand on a :
R
O(t,u,) > O || Hun = ®(Rv,,). (3.10)
Up,
Compte tenu de (3.9) il vient :
p"®(Rv,) > R? —p*C’R/ vt (x)] do — Rp”/ |Rut " da (3.11)
Q Q

*1

P dy

> RV —p*CR/ vt (2)] da —p*/ vt
Q

Q
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4. Enoncé du résultat

Puisque v — 0 (faiblement) dans W, ") (Q), alors [ v |? " dz reste borné
0

dans LP®)" par une constante notée C(Q) > 0 tandis que [ |v;}(z)| dz — 0. Main-
Q

tenant, il est facile de constater que
&(t,u,) — 0o, quand R — oo. (3.12)

D’une part ®(0) = 0, ®(u,) — c et (' (t,uy), thu,) = 0, c’est-a-dire,

/|thun|p(m) do = /f(x,tnun)tnundx.
Q

Q

D’autre part compte tenu de (3.3) , on a :

/ [f(z,up)un — p~ F(z,u,)] do = / IV, P do +pc — ||un||pi +o(1)
Q Q
< unl” +p~c = [lua|”" + o(1)
<p c+o(l).

11 vient alors en vertu de (H3) que :

1
O (t,un,) = /m [Vt [P da — /F(m,tnun)dm
0

1
D (tyu,) < —/ |thun]p(m) dr — /F(:U,tnun)dx
P Q
P P(thu,) < /|thun|p(m) dx —p/F(:c,tnun)d:c
Q Q

< [f(ac, Lot )by, —p~ F(x, tnun)] dx
/

0/ [f (z,up)un — p~ F(z,u,)] dz + O(1)
Q
< 0O(1),

IN
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4. Enoncé du résultat

Ce qui est une contradiction avec (3.12). En conséquence la suite u,, est bornée
dans Wol’p(x)(Q).

Sans perte de généralité, supposons que

U — u dans WeP™(Q),
u, — u dans L1 (Q), ¥V 1 < q(x) < ¢+ < p*(2),
Up(z) — u(zx) p.p. Q.

Maintenant, puisque f vérifie la condition (H5), on peut trouver pour tout

e > 0, une constante C'(g) > 0 telle que

flz,s) <C(e) +¢ls Py (z,5) € 2 xR

Dans ce cas
/f(£, ) (U, — u)dz
Q
< CE) [ 1 = w)ldo -+ [ 1 = )] ) o
Q Q
(P*ifl)/P*i 1/p*i

< C(a)/ (y — )| da + & / (juo P”—l)P”/(P”_l) dx /|(un _ )l da

Q Q

< C’(s)/ |(t, — w)| dz 4+ eC(Q).
Q

On voit clairement que le membre de droite de I'inégalité ci-dessus tend vers 0

quand on fait tendre € vers 0 pour n suffisament grand. Il en résulte que :

/f(:c, Up ) (uy, —u)dz — 0.
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4. Enoncé du résultat

Bien évidemment :

/ (f(z,un) — f(z,u)) (u, — u)dz "= 0. (3.13)

D’autre part, en vertu de (3.3) nous avons :

(' (uy,) — @' (), (uy —u)) "= 0. (3.14)

On en déduit de (3.13) et (3.14), que :
/(|Vun|p(x)_2 Vu, — |Vu["™ 7 Vu)(Vu, — Vu) — 0.
Q

L’utilisation de I'inégalité élémentaire suivante :

92-p(2) ‘b _ a|p(z) < <‘b|p(r)—2 b |a‘P($)—2 a,b— a> ,Va,b € RN,

nous ramene au résultat ci-apres :

Vu, — Vu dans LP@(Q).

On a donc u,, "= u fortement dans VVO1 P (I)(Q) qui montre bien que ® satisfait
(PC)c. m

Les conditions géométriques étant vérifies par ®, on peut alors appliquer le
théoréeme de Passe Montagne et affirmer qu’il existe au moins un point critique

différent de zéro, qui est précisément une solution du probléeme (3.1).

4.2 Croissance exponentielle sous-critique

Dans cette section, nous étudierons le probléme (3.1) dansle casou N > p~ > 3
et f satisfait la condition (Cy). La difficulté provient du fait que la non linéarité
vérifie des conditions de croissance exponentielle au voisinage de I'infini. Certaines
estimations s’articulent essentiellement sur l'inégalité de Moser-Trudinger. Nous

reprenons point par point toutes les étapes enteprises lors du précédant paragraphe.
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4. Enoncé du résultat

Nous arrivons & prouver également 1’existence de solution en usant encore une fois

du théoréme de Passe Montagne.

Théoréme 4.2 Si f satisfait (H1) — (H5), alors le probléme (3.1) admet une

solution non triviale.

Lemme 4.4 La fonctionnelle ® peut prendre des valeurs négatives c’est-a-dire que

O (tu) — —oo quand t — oo pour toute fonction non négative u € W(}’p(m)(Q)\{O}
Nous nous reférons a la démonstration du lemme (4.1).

Lemme 4.5 1[I existe 0, p > 0 tels que
O(u) > 8 si ull = p.

Preuve. Suite a 'hypothése (H4) et la condition (Cy) , on peut dire qu’il existe
Kk, T > 0et g(x) > N tels que

1 o
F(z,s) < p—+(A1 —7) |5 + Cexp(r|sP /P ) o] V(z,s) € Q xR,

En utilisant 1'inégalité de Holder et celle de Moser-Trudinger, nous pouvons

écrire :

/ exp(rluf” /@) [u|™ do
Q

1
A ") ’
—/(p™—1 |U| P r'q(x
< /637]3 (’W’ HUHZ(;,;/)@ ) (m) ) dx /|u| 1) g
Q

Q

i 1 1
q . —
< Clullgey ;+F =1,

si on prend |[lu|,,y < o, r proche de 1 tels que krol /TN <.
En vertu de la caractérisation variationnelle de la premiére valeur propre \; et

de l'inclusion de Sobolev, on obtient :
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4. Enoncé du résultat

Puisque 7 > 0 et ¢(z) > ¢~ > N, on peut donc choisir §, p > 0 tels que

B(u) > 5 i ull = p.

Encore une fois, on va vérifier que ® satisfait la condition (PS). pour tous les

nombres réels c.

Lemme 4.6 Supposons que (H1) — (H5) sont vérifiées, alors ® satisfait (PS),
pour tout c € R.

Preuve. On suit pas & pas ce qui a été développé au lemme (4.3) Ainsi compte
tenu de ’hypothese (H5), il existe, pour tout R > 0, une constante C' = C(R) > 0
telle que

F(z,s) < C|s| +exp (#s’fﬂp*_lv : V(z,s) € Q xR. (3.15)

D’autre part en considérant la suite v,, définie au paragraphe précédent il vient

que :
O(tpu,) > @ <ﬁun) = ®(Ruy,). (3.16)

Cecl entraine 'estimation suivante :

p  ®(Rv,) > R” _p‘CR/ ‘v:{(z)‘ dr — exp (an ‘v ‘p /(p™ 71)> i

> RV —pCR/ v (x)| dz —p~ [ exp (an |val )|p_/(p__1)) dx

il
L

(3.17)

Puisque ||v,]| = 1, on a alors en vertu de 'inégalité de Moser-Trudinger :

/exp (ozN \Un(x)|p7(pi_1)) dx < C(Q).

Q
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4. Enoncé du résultat

On en déduit également comme au paragraphe précédent que :
/ v (z)] dz — 0,
Q

et par conséquent
O (t,u,) — o0, n — oo, R — oo. (3.18)
Bien au contraire, grace a 'hypothése (H3) on obtient :
O(tnun) < O(1),

qui est une contraduction de (3.18). Cela prouve que {u,} est borné dans
Wy () ; on peut extraire une sous suite faiblement convergente vers u dans Wy *™) (),
donc fortement convergente vers u dans LP®)(Q); p(z) > 1 et par conséquent

un () — u(z) p.p. dans Q.

Mais puisque f a la croissance sous-critique (Cs) sur €2, on peut trouver une

constante by > 0 telle que :

f(x,s) < bgexp (% |s|p_/(p_71)> , V(x,s) € QxR
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4. Enoncé du résultat

En faisant appel encore une fois a 'inégalité Moser-Trudinger on obtient :

/fa:un n—ud:p</|fxun Uy — u)| dx

2 2

/|f:vun|d:v /|un—u|2daz

Q

1
2

anN — /(p— —
<C /eXP (W El U) [un — ully
Q
/(1) 2
p p -
aN p~/(p~=1) | Un_ _
<C /eXp (Rp/(p—l) Hu” HUH ) dx ”un UHQ
Q
< Cllun — ull, "= 0
De maniére similaire on démontre que :
/f(:v, u)(u, — u)dz — 0.
Q
On peut donc conclure que
/ (f(z,u,) — f(z,u)) (u, — u)dz "= 0. (3.19)
Q
A cette fin, tenant compte de (3.17) nous avons :
(@ (up) — @' (u), (uy — u)) "= 0. (3.20)

De (3.19) et (3.20), nous obtenons

/(\Vun]p(r)_Q Vu, — |[Vul/ 72 V) (Vu, — Vu) — 0

Q
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4. Enoncé du résultat

En utilisant encore une fois I'inégalité élémentaire citée au paragraphe précé-

dent on peut en déduire que :
Vu, — Vu dans LP®(Q).

On a donc u, "= u fortement dans I/VO1 P (z)(Q); ceci montre que ¢ satisfait
(PC)c. m

Le probléme (3.1) admet donc une solution faible non triviale.
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Chapitre 4
Conclusion et Perspectives

ous avons étudié deux problémes elliptiques non linéaires, le premier non
Nvaria,tionnel et le second variationnel.

Pour le premier cas, la recherche de solution faible a généré beaucoup de dif-
ficultés. L’idée de chercher une solution radiale s’est posée d’elle méme. ainsi il
fallait transformer le systéme donné en un systéme différentiel ordinaire a ’aide
de la polaire de l'opérateur p(x)-Laplacien. Ensuite on applique la méthode du
blow-up qui consiste & étudier un cas limite; ceci nous a permis d’isoler la so-
lution triviale et une estimation & priori de la solution. Enfin on fait appel au

degré topologique de Leray-Schauder pour montrer ’existence des états fondamen-

taux. L’unicité de la solution reste a prouver ainsi que ’existence de solution gé-
néral.

Dans le dexiéme cas, il s’agit de résoudre 1’équation d’Euler-Lagrange. L’ap-
proche est classique. On construit la fonctionnelle d’energie associée au systéme,
et de montrer que cette fonctionnelle vérifie les conditions géométriques du théo-

réme de Passe-Montagne (théorie de points critiques). La plus grande difficulté

s’est posée au niveau de la condition de Palais-Smale. Encore une fois le probléme
de 'unicité de la soulution reste posé.

Les difficultés rencontrées sont d’ordre techniques et se rapportent essentielle-
ment & prouver des résultats de compacité.

Nous pensons également que ces resultats obtenus pour 'opérateur p(z)-Laplacien

demeurent vrais pour l'opérateur bi p(x)-Laplacien. Ces questions vont étre trai-
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tées dans un futur proche.
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