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Résumé

Dans cette thése, nous étudions 'existence des solutions périodiques de deux pro-

blemes de systémes différentiels ordinaires perturbés.

Premiérement, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf en utilisant la théorie de moyen-

nisation du premier ordre, et de I'appliquer au systéme de Réssler généralisé dans R3

T=—-y—z+kx,
y=z+ay, (i)

z2=br —cz+xz,
ol a,b, c et k sont des paramétres réels.

Deuxiément, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions
les points d’équlibre zéro-Hopf et les bifurcations zéro-Hopf des cycles limites qui se

produisent en ces points d’équilibre dans certains systémes de Michelson généralisés

T =y,
Y=z, i
) (ii)

z’=a+by+cz+ka:—%,

ol a,b ,c et k sont des paramétres réels.

Mots-clés : théorie de moyennisation, bifurcation zéro-Hopf, solution périodiques,

systéme de Rdssler, systéme de Michelson.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of periodic solutions of two perturbed ordinary

differential system problems.

Firstly, we study the zero-Hopf bifurcation using first-order averaging theory, and

apply it to the generalized Rossler system in R3

T =-y—z+kx,
y=1z+ay, (1)
z2=br —cz+xz,

where a, b, c and k are real parameters.

Secondly, by using the first-order averaging theory, we study the zero-Hopf equi-
librium points and the zero-Hopf bifurcations of the limit cycles that occur at these

equilibria in some generalized Michelson system

=y,

Y=z, (2)
. z?

z:a—l—by—l—cz—i-kx—?,

where a, b, c and k are real parameters.

Keywords: averaging theory, zero-Hopf bifurcation, periodic solutions, Rdssler sys-

tem, Michelson system.
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Introduction générale

La théorie des systémes dynamiques est trés large et treés active en termes de re-
cherche. Elle dépend aussi substantiellement de la plupart des principaux domaines des
mathématiques. Généralement, un systéme est dit dynamique lorsqu’il évolue au cours
du temps. Ainsi, I’étude des systémes dynamiques traite donc I’évolution temporelle des
systémes chimiques, physiques, biologiques ou économiques. On représente cette évolu-
tion par des équations différentielles ou des applications.

Le terme « systéme dynamique » est apparu au début du X X®™€ siecle entre la
publication du Henri-Poincaré [24] « Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste
» en 1892, et celle, en 1927, de la monographie de Birkhoff [2] justement intitulée
« Dynamical systems ». Le premier objectif des chercheurs est I’étude des systémes
dynamiques, c’est & dire I’étude qualitative des équations différentielles ordinaires.

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues
et leurs dérivées. En général, on utilise les équations différentielles (d’évolution) dans les
sciences qui utilisent la modélisation mathématique.

On remonte le début de I'histoire des équations différentielles au début de I'analyse
avec Ferma, Newton et Leibniz. D’aprés Encyclopédie des mathématiques, le
terme " équation différentielle " est dit & G. Leibniz (1646-1716) en 1676. Le concept
d’équation différentielle pendant les deux premiers siécles de son apparition a fait 1’ob-
jet d’études afin d’arriver & une résolution algébrique. Jusqu'au 19°™¢ siécle et depuis
Parrivée en scéne de J. Liouville (1809-1882), les mathématiciens ne s’arrétaient pas de
chercher une méthode de résolution applicable & toute sorte d’équations différentielles.

Un des plus importants problémes de la théorie des équations différentielles est ’étude

des orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite est



une orbite périodique isolée dans I’ensemble des orbites périodiques de I’équation dif-
férentielle. Les cycles limites ont été introduits pour la premiére fois par H. Poincaré
[25] en 1881 dans son "Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle".
Poincaré s’est intéressé a 1’étude qualitative des solutions des équations différentielles,
c’est & dire des points d’équilibre, des cycles limites et de leur stabilité. Ce qui per-
met d’avoir une idée globale des autres orbites du systéme étudié. A la fin des années
1920, Van Der Pol, Liénard et Andronov ont prouvé qu’'une trajectoire fermée d’une
oscillation arrivant dans un circuit de tube vide était un cycle limite.

Un des théorémes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théoréme de
Poincaré-Bendixson qui affirme que dans une région compacte et bornée du plan, une
trajectoire d’un systéme planaire converge vers un point d’équilibre ou un cycle limite.
Le critére de Dulac donne une méthode de non existence des solutions périodiques.

Un nouveau terme a été introduit en 1892 par Poincaré qui est la bifurcation. La
théorie de la bifurcation est un aspect fondamental des systémes dynamiques. Elle décrit
le changement qualitatif des points d’équilibre d’une équation différentielle, obtenue selon
une faible variation d’un paramétre. La bifurcation de Hopf est un outil important pour
détecter ’existence d’une solution périodique d’un systéme autonome qui dépend d’un
parameétre A.

Ces derniéres années, plusieurs articles ont étudié les cycles limites des systémes
differentiels polynomiaux planaires. La raison principale de cette étude est le seiziéme
probléme non résolu de Hilbert. En particulier, un grand nombre d’articles ont étudié
les cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire.

Il y a cinq méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bifurquant des orbites
périodiques ayant un centre.

— La premiére méthode est basée sur ’application de retour de Poincaré.

— La deuxiéme méthode est basée sur 'intégrale de Poincaré Melnikov.

— La troisiéme est basée sur 'intégrale Abélienne.

— La quatriéme est la méthode du facteur intégrant inverse.

— La cinquié¢me est la méthode de la moyennisation (Averaging Theory). Celle-ci

donne la forme des cycles limites bifurqués.

Les chercheurs ont étudié plusieurs équations différentielles planaires en utilisant les
méthodes précédentes pour la détermination des cycles limites.

En général, obtenir des solutions périodiques est un probléme difficile et souvent
impossible. La méthode de la moyennisation réduit ce probléme difficile des systémes
différentiels & la recherche des racines positives d’un systéme algébrique non linéaire.

Cette méthode est 'une des plus importantes méthodes de perturbations utilisées ac-



tuellement dans I’étude des solutions périodiques des systémes dynamiques, elle est la
base de notre travail. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1934 [4] et
Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [5]. Elle a été ensuite développée par Verhulst
[30], Sanders et Verhulst [29], Roseau (1985) [27], Llibre et Buica (2004) [6]...
L’idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la

forme standard suivante J
x
Ezaf(t,x,e), (3)
out €l CR,x € R" e un parametre suffisamment petit et f est T'—périodique en

t, et de déterminer I’équation moyennée associée de cette équation

dz
E = 5F($>7
ou
1 T
0

et de chercher les solutions périodiques de ’équation (3)).

Dans ce travail, on s’intéresse a ’étude des solutions périodiques des systémes diffé-

rentiels ordinaire dans R? en appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre.

La suite du travail est organisée comme suit

— Le premier chapitre présente quelques rappels et des notions préliminaires sur
les systemes différentiels ordinaires dans R™. On citera aussi un théoréme de la
bifurcation de Hopf.

— Dans le deuxiéme chapitre, on utilise la théorie de moyennisation du premier
ordre pour étudier le nombre des orbites périodiques d’un systéme différentiel. On
utilise aussi un autre théoréme de la moyennisation du premier ordre pour étudier
les cycles limites d’un systéme différentiel.

— Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a ’étude de la bifurcation zéro-Hopf

pour le systéme de Rdssler généralisé

r=—y—2z—kux,
y =1z +ay,

z=bxr —cz+zxz,

ol a, b,c et k sont des parameétres réels.

On donne le nombre de cycles limites qui bifurquent d’un point d’équilibre zéro-Hopf,



on a utilisé la théorie de moyennisation du premier ordre. Cette étude a fait I’'objet d’une
publication "A. Roubache and E. Hadidi, Zero-Hopf bifurcation of periodic orbits in
the generalized Rossler system, journal MATHEMATICA." [26].

Le quatriéme chapitre, consiste en 1’étude de la bifurcation zéro-Hopf pour le

systeme de Michelson généralisé

z =y,
y =z,
. .’L'2
z:a+by—cz+km—?,

ol a, b,c et k sont des parametres réels, en utilisant la théorie de moyennisation du

premier ordre. Ce travail est soumis pour une publication.



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour I’étude qualitative

des systémes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

1.1 Probléme a valeur initiale
Soient U un ouvert de R x R% et f : U — R une fonction continue.

Définition 1.1.1

i) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation de la forme

o(t) = f(t, z(t)),

que l’on note briévement
dx

T=f(t,z) oz =—. 1.1
f(t.x) oni = (1)
ii) Pour (to,xo) donné, un probléme a valeur initiale associé a l’équation est donné

sous la forme
T = f(t,x), x(to) = xo. (1.2)

Définition 1.1.2 i) La fonction z(t) est dite solution de l’équation sur un inter-
valle I C R si elle est définie et continiment dérivable sur I, si (t,z(t)) € U pour
tout t € I et si z(t) satisfait la relation sur I.



1.3. Stabilité de la solution

if) Soit (to,z0) € U donné, la fonction x(t) est dite solution du probléme & valeur initiale

s’il existe un intervalle I contenant ty tel que x est une solution de I’équation

sur I et vérifie z(to) = xo.

1.2 Existence et unicité des solutions des problémes a va-

leurs initiales
Soit D un ouvert de R™ | tg <t <to+ T,z € D et f(t,z) € R™.

Définition 1.2.1 On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport ¢ x si

1t 21) = f(E )]l < L2y — 2o,

ot x1,x2 € D, et L est une constante.

Nous pouvons maintenant formuler un théoréme bien connu d’existence et d’unicité

pour des problémes a valeur initiale.

Théoréme 1.2.1 (existence et unicité) On considére le probléme & valeur initiale

T = f(t,x), z(tg) = xo,

otx € D CR™ ty<t<tyg+T. On suppose que
i) f(t,x) est continue par rapport a t , x sur G = [to,to + T] x D.
i1) f(t,x) satisfait la condition de Lipschitz en x.

Alors le probléme a valeur initiale admet une solution unique.

1.3 Stabilité de la solution

La question de la stabilité d’une solution ou d’un mouvement est une question fon-
damentale de la théorie qualitative des équations différentielles. Cette question a été
étudiée en détail par ’éminent mathématicien russe Lypunov (1857 — 1918).

Soit le systéme différentiel

(1.3)

= f(t,x), ze€R"teR,
x(to) = 2.



1.3. Stabilité de la solution

On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité des solu-

tions.

Théoréme 1.3.1 Une solution ¢(t) du systéme (1.3)) telle que ©(to) = @y est dite stable
au sens de Lyapunov, si Ve > 0, 30 > 0 telle que pour toute solution x(t) de (L.3) dont

la valeur initial x(ty) vérifie
[z(t0) — @oll <& = [lz(t) — ()] <&, Vi = to.

Si en plus, on a
lim_[l(t) — ()] =0,

t——+o00

alors la solution (t) est dite asymptotiquement stable.

Exemple 1.3.1 Soit le systéme diférentielle de premier ordre

d—x——z—l—l
dt ’
z(0) = 1.

La solution telle que x(0) = o est
z(t) = (zg — et 4 1.
La solution ¢(t) telle que ¢(0) =1 est p(t) =1, donc
[2(8) — o(t)] = | (0 — 1)e~"] < [0 — 1],¥¢ > 0,

il suffit de prendre 6 < e, § =& = @(t) est stable.
On a
lim |z(t) — ¢(t)| = lim |(zo—1)e™| =0,

t——+o00 t—+o0

alors la solution p(t) est asymptotiquement stable.

Remarque 1.3.1 Une solution qui n’est pas stable est dite instable.



1.6. Systéme dynamique

1.4 Systémes différentiels polynomiaux

Définition 1.4.1 On appelle un systéme différentiel polynomial dans R™, un systéme

de la forme J
L) = fi(aa(t), @a(D), ..., 2alD)),

6%2(75) = fa(x1(t), z2(t) (t))
di = J2lZI1 ',.'L'Q NI 77 s (1‘4)

\ %(t) = fo(z1(t), 22(t), ..., 20 (1)),

ou f1, fa,....et fn sont des polynéomes a coefficients réels. On dit aussi que (1.4]) est un

systéeme différentiel polynomial. Le systéeme (1.4) est de degré d
ol
d = mazx(deg fi1,deg fa, ..., deg fr).

Si f1, fay ..., fn ne dépendent pas de t explicitement, alors le systéeme (1.4]) est dit

autonome.

1.5 Solution d’un systéme différentiel

Définition 1.5.1 On appelle solution du systéeme (1.4) toute application dérivable

X : ICR—-R"
t — X(t):(Xl(t)vXQ(t)v"'aXn(t))a

ou I est un intervalle non vide tel que, pout tout ¢t € I, (Xi(t), Xa(t),..., Xn(t))

satisfait le systéme.

1.6 Systéme dynamique

En général, un systéme dynamique décrit des phénomeénes qui évoluent au cours du

temps. Mathématiquement, on définit un systéme dynamique par

Définition 1.6.1 Un systéme dynamique sur R"est une application U : R x R — R"
telle que

1. U(,,z) : R — R" est continue.

2. U(t,.) : R" — R" est continue.

3. U(0,z) = .



1.6. Systéme dynamique

4. U(t+ s,z) =U(t,U(s,x)), Vt,s € R et Vo € R".

Proposition 1.6.1 Les systémes dynamiques sont engendrés par des systémes différen-

tiels.

Exemple 1.6.1 Soit le systéme différentiel

dx
i Az, 2(0) = xo, (1.5)

ot A est une matrice constante, x € R™. La solution de est donnée par

z(t) = elay.

Le systéme engendre un systéme dynamique

U:RT xR" =R, Ut,z) = eta.

En effet
Nous allons montrer que U posséde les quatre propriétés précédentes , Vt,s € R* et
Ve,y € R"

1. On a

[0 +s,2) —U)] = [|edtz - eta]| = [|etta(ers - 1)

Nl Alllt] ]| (eHAHISI —1) — 0 quand s — 0,

A

d’ot U(.,x) est continue.

2. On a
|U(t,2) = Ut )l = |leMa — eyl = [|e? (@ —y)|| = |||z =yl < M[lz —y]|,

ot M constante et puisque t est fixé on obtient la continuité de U(t,.).

2. On a
U0,2) =’z = T = x.



1.8. Points d’équilibre et linéarisation

3. On a
Ut +s,2) = A g = e 45 1 = A U(s,2) = U(t,U(s,x)).
D’ot le résultat.

Remarque 1.6.1 Un systéme dynamique U sur R™ est linéaire si

U(t,ax + By) = aU(t,x) + BU(t,y), Yo, € R et Vo,y € R".

1.7 Notion du flot

Définition 1.7.1 Soit le systéme non linéaire
i=fz), zeRY, (1.6)

avec la condition initiale x(0) = xo, xg € E, E est un sous ensemble ouvert de R" et
f € CYE). Soit ®(t,x0) la solution de (L.6]). L’ensemble des applications ®; définies
par

®y(z0) = P2, 20),

est appelé le flot du systéme différentielle (1.6]).

Remarque 1.7.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps

t, si non il est dit non autonome.

1.8 Points d’équilibre et linéarisation

1.8.1 Point d’équilibre

Les points d’équilibre ont un réle important & I’étude des systémes différentiels non
linéaires. Henré Poincaré (1854 - 1912) a montré qu’ il suffit de savoir le comportement
de la solution & travers ’étude des points d’équilibre au lieu de résoudre ces systémes

différentiels.

Définition 1.8.1 On appelle point d’équilibre, point critique, point singulier ou point
fize du systéeme (1.6), tout point xo € R™ vérifiant

f(xg) =0.

10



1.8. Points d’équilibre et linéarisation

Remarque 1.8.1 Un point qui n’est pas d’équilibre est dit régulier.

1.8.2 Linéarisation des systémes

La majorité des systéme qui modélisent des phénomeénes naturelles sont non linéaires.
Pour étudier le comportement des trajectoires de ces systémes, au voisinage d’un point
d’équilibre g, on se raméne a I’étude de ces systémes linéarisés associés. Considérons le

systéme différentiel non linéaire (|1.6)).

Définition 1.8.2 Le systéme

Afi

t=Ax, zeR" ouA:Df(fCo)Z(a
T

(z0))(1<i,j<n) > (1.7)

est appelé systéme linéarisé associé au systéme (1.6 en xg.

La matrice A est dite matrice jacobienne associée au systéeme (|1.6)).

Exemple 1.8.1 Soit le systéme

{@:x@—x—m, (1.8)
y=z-vy,

alors les points d’équilibre sont
(0,0) et (1.1).

Le systéme linéarisé est

A=Df(z) = ( 2—-2x—y —:1:)7

1 -1

o= 1)
Df(1L1) = ( L )

les systémes linéarisés du systéme (|1.8) sont

donc

et

11



1.8. Points d’équilibre et linéarisation

a) au point (0,0)

x = 2z,
y:x_yv

b) au point (1,1)

Ii':—l'—'y,
y=1z-y.

Remarque 1.8.2 On utilise la linéarisation pour étudier la nature des points d’équi-

libre.

Définition 1.8.3 On appelle point d’équilibre hyperbolique de (1.6)) tout point d’équilibre

xq tel qu’aucune des valeurs propres de la matrice A n’a une partie réelle nulle.

1.8.3 Classifcation et nature des points d’équilibre

Cas des systémes linéaires

Soit le systéme

i = Ax,

ol z € R™, A une matrice constante inversible, et A1, ..., A, sont les valeurs propres de

la matrice A.

1.

Si les valeurs propres i, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la

solution x = x( est appelée selle.

Si les valeurs propres A1, ..., A, sont réelles, non nulles et de méme signe, la solution

x = xg est appelée noeud.

Si les valeurs propres Ap, ..., A, sont complexes avec Im(\;) # 0,7 = 1,...,n , la

solution = x( est appelée foyer.

. Si les valeurs propres Ap, ..., A\, sont complexes avec Re(A;) = 0 et Im();) # 0,

1=1,..., n, la solution z = xg est appelée centre.

Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non-linéaire autonome

i = f(x), (1.9)
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1.8. Points d’équilibre et linéarisation

ou & = (1, ...,xy) et f = (f1,..., fn) et le systéme linéarisé associé
T = Az,

le point d’équilibre xg est appelé

Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xg) ont des parties réelle
négatives.

Source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xg) ont des parties réelle
positives.

Selle s’il est hyperbolique et si la matrice A = D f(zp) a au moins une valeur propre

avec la partie réelle négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positive.

1.8.4 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité des solutions d’un systéme différentiel améne a connaitre le

comportement des trajectoires voisines de ces solutions.

Théoréme 1.8.1 Soit xg un point d’équilibre pour le systéme (|1.9)).

i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(xq) ont des parties réelles
négatives, alors le point d’équilibre xg est asymptotiquement stable.

i1) S’il existe au moins une valeur propre de D f(xg) avec une partie réelle positive,
alors le point d’équilibre xy est instable.

ii1) Si D f(xo) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec
des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du point d’équilibre

xg.

Soit le systéme linéaire

T = Az,

ail a2

ou A= est une matrice constante inversible, et z = (21, 12) € R2.

G21 @22
Soient Ajet Ao les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynome

caractéristique suivant :
p(N) = A2 — (a11 + age) A + ai1.a22 — a12.a21.

i) Si les valeurs propres Ajet A2 sont réelles, non nulles
1) Si A1x Mg < 0, alors le point d’équilibre = x¢ est un point selle, il est toujours
instable (voir Fig. [1.1)).
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1.8. Points d’équilibre et linéarisation

2) Si A1 x A2 > 0, on a trois cas
i) Si A1 < A2 <0, le point d’équilibre x = z( est un noeud stable (voir Fig. [1.2]).
1) S1 0 < A1 < A2, le point d’équilibre = z( est un noeud instable (voir Fig. .
ii1) Si A1 = A2 = A\, le point d’équilibre z = xy est un noeud propre, il est stable
si A < 0 (voir Fig. |1.4)) et instable si A > 0 (voir Fig. [L.5)).

i1) Si les valeurs propres Ajet Ay sont complexes conjuguées
A2 = aEif,

1)Sia#0ona
i) «a <0, le point d’équilibre = = xg est un foyer stable (voir Fig. [1.6] ).
i1) o > 0, le point d’équilibre x = z est un foyer instable (voir Fig. [1.7)).
2) Si a = 0,le point d’équilibre = = xy est un centre. Il est stable mais pas asymp-
totiquement stable (voir Fig. [L.8).
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F1G. 1.1 - (0,0) est un point selle.
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1.9. Portrait de phase et cycles limites

1.9 Portrait de phase et cycles limites

1.9.1 Plan et portrait de phase
Définition 1.9.1 Soit le systéme planaire

{ & =Play), (1.10)

Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En particu-
lier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables,
les solutions (x(t),y(t)) du systéme représentent dans le plan (z,y) des courbes
appelées orbites.

Les points d’équilibre de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte
des orbites de ce systéme ainsi que ces points d’équilibre représentent le portrait de phase

et le plan (z oy) est appelé le plan de phase.

1.9.2 Orbite périodique

Définition 1.9.2 On appelle orbite périodique toute trajectoire ¢(t,x) de telle

qu’il existe un mombre T > 0, vérifiant

O(t+T,x) = P(t,x). (1.11)
Le plus petit réel T > 0 qui vérifie est appelé période.
Proposition 1.9.1 Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

1.9.3 Cycle limite

Définition 1.9.3 Un cycle limite C' du systéme est une trajectoire (orbite pério-
dique) fermée isolée dans l’espace de phases, c’est a dire qu’il existe un voisinage de C

dans lequel il n’y a pas d’autres courbes fermées.

Définition 1.9.4 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x

du cycle limite.
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1.10. Stabilité des cycles limites

1.10 Stabilité des cycles limites

Théoréme 1.10.1 C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit toutes
les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s’enroulent en spirales autour de

C pour t — +00 ou pour t — —oo.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont refoulées de C'.

3. Le cycle limite est dit semi-stable, si les trajectoires voisines de C sont attirées

d’un coté et refoulées de ’autre coté.
Exemple 1.10.1 Soit le systéme

{i:am—y—a$($2+y2), (1.12)

y=z+ay—ay(z®+y?),

ot « est un paramétre réel. Effectuons le changement en coordonnées polaires (r,0),

T =rcosb,
y = rsind.

Les coordonnées polaires sont définies par les relations suivantes

définies par

i 1.13
tan&zg, (1.13)
X

Dériwons la premiére de équation par rapport au temps, il vient
2rr = 2zx + 2y,
donc
T =2 + yy.
Dérivons maintenant la seconde équation par rapport au temps

dtanf gz — iy
a  z2
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1.10. Stabilité des cycles limites

on a ausst .
dtant 0
dt  cos?2f’
donc .
yr — Y r20
22 22
alors
r20 = Ty — YI.

Finalement, en coordonnées polaires, le systéme s’écrit sous la forme des deux

équations découplées suivantes

{ 7 =ar(l —r?),

0=1,

r = 1 correspond a lorbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0 et instable

pour o < 0.
St o = 0 le systéme a une infinité de nombres des orbites périodiques et il n’y a pas

des cycles limites.
1. Prenons un exemple o = 3, le systéme devient

i =3z —y — 3z(z? +9?),
=2+ 3y —3y(a® +y?),

la solution périodique est un cycle limite stable (voir Fig. .
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1.10. Stabilité des cycles limites
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Fia. 1.9 — Cycle limite stable.

2. 51t a = —5, le systéme devient

i = —bzx —y+bzx(z? +y?),
y = — 5y + 5y(z* + ),

la solution périodique est un cycle limite instable (voir Fig. .
3. Sia=0, le systéeme devient

j::_y7

Yy =,

le systéme a une infinité de nombres des orbites périodiques (voir Fig. .
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1.10. Stabilité des cycles limites

— Cycle limite instable.
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1.10. Stabilité des cycles limites

Remarque 1.10.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes diffé-

rentiels non linéaires.

Proposition 1.10.1 (Cycle limite hyperbolique) Supposons que le systéme a

une orbite périodique (x(t),y(t)) de période T. Soit l’exposant caractéristique donné par

(G + Dl ®)de.

S =

o\ﬂ

Si s > 0 (respectivement s < 0), alors lorbite périodique (z(t),y(t)) est un cycle
limite instable (respectivement stable). L’orbite périodique (x(t),y(t)) est dite un cycle

limite hyperbolique si s # 0.

Exemple 1.10.2 Soit le systéme

{ i=—y+az(l-2%-y?), (1.14)

g=z+y(l—2*—y?).

En coordonnées polaires x = rcos@ et y = rsinf, le systéme précédent devient
r=r(l- T‘Z),
0=1,

r=0&r=0our=1,

d’ot

pourr =1, on a
V() = (cos(t), sin(t)),
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1.10. Stabilité des cycles limites

2w

s = /(?f; + E;f)(cos(t),sin(t))dt,
0

27
= /(1 — 3cos?(t) —sin?(t)) + (1 — cos®(t) — 3sin?(t))dt,

0
2

= / (2 — 4 cos®(t) — 4sin?(t))dt,
0
2

= /—2dt:—47r<0.
0

Done, le systéme a un cycle limite hyperbolique y(t) = (cos(t),sin(t)) qui est stable

(voir Fig.[1.19).
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1.11. Existence et non-existence des cycles limites

Fic. 1.12 — Cycle limite hyperbolique stable.

1.11 Existence et non-existence des cycles limites

Nous donnons des résultats intéressants concernant l’existence et non existence des

cycles limites.

Théoréme 1.11.1 (Poincaré-Bendixson) [23] Soit le systéme planaire suivant

{ &= f@y), (1.15)

v = g(z,y).

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C' sur E, ot E est un sous
ensemble ouvert de R?, le systéme a une orbite v telle que 'orbite positive

v+(p) ={®(p,1),t > 0}

passant par le point p est contenue dans un sous ensemble compact F de E. Alors on
est dans l’'un des trois cas suivants

— Soit v, (p) tend vers un point d’équilibre.

— Soit v, (p) tend vers une orbite périodique.

— Soit v, (p) est une orbite périodique.
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1.12. Bifurcation de Hopf

Si F' ne contient pas de points d’équilibre alors il existe une orbite périodique du

systeme .

Théoréme 1.11.2 (Critére de Bendixzson) [23] Soit le systéme planaire

{ & = f(z,y),

v =g(z,y),

et soit F = (f,9)T € C1(E) ot E est une région simplement connexe dans R?. Si la
divergence du champ de vecteur F (notée VF' ) est non identiquement nulle et ne change
pas de signe dans E, alors ce systéme n’a aucune orbite fermée entiérement contenue
dans E.

Exemple 1.11.1 Considérons le systéme suivant

& =2zy — 2y — x,
g =% —y?— 22y

Soit
F = (2zy — 2y* — z,2% — o — 22T,

On calcule la divergence du champ de vecteur F, on obtient

divF = VF:i(me—2y4—m)+aay(m2—y2—:n2y3)

= 2y —1-2y—32%°=-1-32%%<0.

D’ou, d’aprés le critére de Bendizson ce systéme n'a aucun cycle limite dans R2.

1.12 Bifurcation de Hopf

Le terme de bifurcation a été introduit par Poincaré pour décrire les transformations
des points d’équilibre d’une famille de systémes, obtenue en faisant varier un parameétre.
Si la nature du point d’équilibre subit un changement soudain lorsque le paramétre varie,
on dit que le systéme subit une bifurcation. Ceci implique que la bifurcation de Hopf est
pour les systémes de dimension n > 2.

Pour un tour d’horizon plus général sur les bifurcations de Hopf et leurs applications

notamment en physique et en électronique, voir [[11],[12] ,[13] ,[I5]].
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1.12. Bifurcation de Hopf

1.12.1 Bifurcation de Hopf dans R?

Le théoréme de Poincaré-Bendixson n’est pas toujours facilement applicable. Aussi,
le théoréme de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet de démontrer plus ai-
sément ’existence de solutions périodiques correspondant a un cycle limite. De plus,
contrairement au théoréeme de Poincaré-Bendixson qui n’est valable que dans le plan,

le théoreme de P-A-H est applicable en dimension supérieure & deux.

Théoréme de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)

Théoréme 1.12.1 [1)/,[16] Soit le systéme dynamique suivant

ol [ est une parametre.

Supposons que le systéme admet un point d’équilibre (xo(w), yo(p)).

Soit A(zo(p),yo(r)) la matrice jacobienne calculée au point d’équilibre.

Supposons que les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont complexes conjuguées
et s’écrivent sous la forme (i), M) = a(p) £iB8(u) avec a(p) la partie réelle et B(u)
la partie imaginaire.

Supposons que pour une certaine valeur de u : (1 = fig , les conditions suivantes sont
satisfaites

9g

i) alug) = 0,8(ng) = w # 0 ou sgn(w) = sgn[(%ﬂu:“o(mg,yo)]. (Condition de

non-hyperbolicité).

i7) d(:l(ﬂ) lu=p, = d # 0. (Condition de tranversalité ).
1
iii) a # 0
1 1
a = E(fzmc + fxyy + Gray + gyyy) + m(fzy(fxx + fyy) - gxy(gx:c + gyy) - fzxgxx +
Fyy9uy)-
0% f . PPN
avec [fry = (mﬂ#:“o (z0,v0), etc (Condition de généricité).
Alors

1. Il y a une seule orbite périodique qui bifurque de l'origine pour pn > iy st ad < 0
ou i < g st ad > 0.

2. Le point d’équilibre (xg,yo) est stable pour p > pgo(réspectivement p < pg) et
instable pour pn < g (réspectivement p > pg) si d < 0 (réspectivement d > 0).

3. La solution périodique est stable (réspectivement instable) si le point d’équilibre est

instable (resp stable ), du coté p = gy o les solution périodiques existent.
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1.12. Bifurcation de Hopf

4. L’amplitude de orbite periodique /|1 — pol -

2T

jw|

Remarque 1.12.1 1. Il existe trois cas de bifurcations de Hopf possibles

5. La période de l'orbite périodique est T =

(a) Bifurcation de Hopf dégénérée
Si une des conditions du théoréme de la Bifurcation de Hopf n’est pas satisfaite, on
peut avoir bifurcation de solution périodique, on dit que la bifurcation est dégénérée.
(b) Bifurcation de Hopf super-critique
i) La bifurcation est dite super-critique (super critical) si l'orbite périodique est
stable.
1) Si a < 0 alors la bifurcation est super-critique ce qui signifie que [’orbite
périodique est stable.
(¢) Bifurcation de Hopf sous-critique
i) Elle est sous-critique (subcritical) si l'orbite périodique est instable.
1) St a > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signifie que [’orbite pério-
dique est instable.
2. Pour une bifurcation super-critique au sous-critique, le point d’équilibre (x(pg), y(1o))
est un foyer.
3. Quand py est une valeur telle que a(py) = 0 et B(py) # 0, le point d’équilibre
(z(1g),y(ig)) correspond a un centre.

Exemple 1.12.1 Considérons l’équation de Van Der Pol
z—(p—2?)z+z=0. (1.16)

On pose

P

L’équation devient un systéme du premier ordre

{izy’ (1.17)

3):—$+(M—332)ya

Calculer les points d’équilibre du systéme
y =0,
—z+ (p—a)y =0,
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1.12. Bifurcation de Hopf

(z0,90) = (0,0).

Le systéme linéarisé en (0,0) est

z =y,
y=—x+ py.

Calculer les valeurs propres du systéme

- 1
\) = =N —pA+1=0,
p(A) ‘_4 L p
A:/’L2_47
A <0 sipel]=2,2[, donc
A=i?(4—p?)
Alors
_ o m VA
Moy = oA
() = S —i—5—

2
ol
0 4 — p?
o) =B =+ V2
Vérifions les conditions du théoreme (1.12.1
1.

04(#0):0:>%:0:>N0:07

sgn(©) = s9nl( )y (0, 0)]

-z + (p—a?)y)
ox

= sgn( )p=0(0,0)] = —1,
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1.12. Bifurcation de Hopf

donc
Blug) =—1=w#0
2. J ( ) .
o 1
du |,U4:0 - 2 - d % 0
3.
1 1
a = TG(fxxa; + fxyy + Gray + gyyy) + m(fxy(fxw + fyy)
_gmy(ga:;t + gyy) — feaGaez + fyygyy)-
3 f 03 f
Jrze = @h:o(oao) =0, fxyy = W’M:O(Ov 0) =0,
0g 9%g
Jzay = %ISZ&U‘N_O(O,(D =2, Gyy = @h:o(ovo) =0,
o°f o°f
fwy:azxay‘uo(o?o) =0, frx:axz‘”()(o’o) =0,
o°f d%g
fyy— 87y2|u:0(0’0) =0, Jxy 0z |H:o( ,0) =0,
0%g 0%g
Gzx = @‘H:O(O,O) = 07 Gyy = 87y2’u:0(070) = 07
On remplace dans a on obtient
1 1
= (-2)=—.
o= 1572 =3
Puisque
1 1 1
ad —g X 5 = —E < 07

il y a une solution périodique qui bifurque de l'origine (0,0) pour p > 0.

Puisque d = % > 0 donc

i) Sip <0 ( cest a dire p €]-2,0[), le point d’équilibre (0,0) est un foyer stable
(voir Fig.[1.15).

i1) Sip >0 (c’est a dire p € 10,2[), le point d’équilibre est un foyer instable (voir

Fig. [[.7J).

La solution périodique pour > 0 est stable et instable pour u < 0.

2
L’amplitude du cycle limite est \/|u| de période ﬁ = 27, le cycle limite est stable,
w

donc la bifurcation est super critique ( ou puis que a = —= < 0 alors la bifurcation est

super-critique ce qui signifie que l’orbite périodique est stable).
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1.12. Bifurcation de Hopf

1.12.2 Bifurcation de Hopf dans R3

Théoréme 1.12.2 Soit le systéme dynamique tridimensionnel autonome non-linéaire

sutvant
&= F(x,p), (1.18)

ol | est une paramétre réel pour le systéme , F(z,p) est une fonction analy-
tique avec xo comme point d’équilibre du systéme , de sorte que

F(xﬂuu) = 07

et supposant que la matrice jacobienne

o trois valeurs propres avec une paire de valeurs propres conjuguées complexe
Ar(p) = alp) +iB(p),

Aa(p) = ) — B (),

qui satisfont les conditions
a(0) = 0,0/ (0) > 0 et 5(0) > 0. (1.19)

Supposons également que la valeur propre réelle

satisfait a la condition
5(0) < 0. (1.20)

D’aprés le théoréme de la bifurcation de Hopf, lorsque le paramétre de controle
franchit la valeur critique 0, un cycle limite stable du systéme émerge et maintenir

au voisinage du point d’équilibre xg.
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1.12. Bifurcation de Hopf

Exemple 1.12.2 Soit le systéem suivant

:i:,ux—y—a:z,
y =+ py, (1.21)
é:—z+x22+y2.

Cherchons les points d’équilibre

pr—y—zz=20
T+ puy =0 >cr=y=2z=0.
—z+222+9y*=0

L’origine (0,0,0) est l'unique point d’équilibre.

Le systéme linéarisé en (0,0.0) est

T = px -y,
y =+ py, (1.22)
z=—2
Le polynome caractréistique est
w—X =1 0
p(A) = I p=Xx 0
0 0 —1-A

= A+ D) (=A242u\—p? —1).
Les valeurs propres du systéme
)\172 :,u:I:z' et )\3 = —1,

a(p) =p, B(p) =1 et d(p) =—-1.

Vérifions les conditions et du théoréme

a(p) =p = a0) =0, a(0) =1>0.
B(0)=1>0.
5(0) = —1 < 0.
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1.12. Bifurcation de Hopf

Donc il existe un cycle limite stable du systéme qui bifurque de [’origine
(0,0,0).

1.12.3 Bifurcation de Hopf dans R"
Théoréme 1.12.3 Soit le systéme dynamique suivant
r=F(z,pu), v€R"

ot F': R™ — R étre une famille & un paramétre analytique des champs de vecteur et
u est une paramétre réel.
Supposons que le systéme admet un point d’équilibre xq telle que F(xo, ) =0 et que

A(p) la matrice jacobienne calculée au point d’équilibre

OF;
Alp) = <[8:ch:m> 1<i,j<n |

posséde une paire des valeurs propres complexes conjuguées Ay, Ao

Ar(p) = a(p) +iB(w),

Aa(p) = ) — iB(p),

telles que

1) Pour une certaine valeur p = pi

a(pg) = 0,B(kg) # 0 etle(Mo) #0.

2) Les (n — 2) autres valeurs propres de la matrice A(p) ont leur partie réelle stric-

tement négative.
Alors, lorsque p passe par pg, xo change de stabilité et un cycle limite en découle.

2
Bluo)

De plus, la période du cycle limite se rapproche de lorsque 1 — L.

Exemple 1.12.3 Soit le systéme de Lorenz

izé(y—x),
y=7rr—y— 2,

2z =xy — bz,
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1.12. Bifurcation de Hopf

ot §, b et r sont trois paramétres strictement positifs, le paramétre de controle est r.

1. Points d’équilibre

x =0, 6y —z) =0,
y=0, =1 roe—y—xz=0,
2=0, xy — bz =0,

T=1Y,
r=0o0uz=1r—1,

a) Pour x =0 doncy =0 et z =0, donc (0,0,0) est un point d’équilibre.

donc

b) Pour z=r—1, on a
xy—bz:0:>:v2:bz:>a:::|:\/@.

i) Sir <1 alors on a un seul point d’équilibre est l’origine (0,0,0).

i1) Sir > 1 alors on a un trois points d’équilibre

(0,0,0); (v/b(r —1),3/b(r — 1), (r — 1));
(=V/b(r — 1), =/b(r — 1), (r — 1)).

2. Systéme linéarisé

On a la matrice jacobienne A au point (z,y, 2)

-0 6 0
A=\ r—z2 -1 —=z

Y z —=b

a) Stabilité de léquilibre (0,0,0). La matrice jacobienne A au point (0,0,0)

Le polynoéme caractéristique

pN) = A+ (AN + (L + )X+ (1 —1)d),
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1.12. Bifurcation de Hopf

donc les valeurs propres

A+b=0,
M4 (A+HA+(1—7r)5=0,

A1 = —b,
A= (1+6)2—4(1-r)d.

i) St
r < 1=1—-r>0
= —4(1—-7)0 <0 (car 6 > 0),
donc
A >0,
alors
)\2:_(1+62)+\/Z<0 car \/(1+0)2 —4(1 —r)s < (1 +9),
—(14+6) - VA
A3 = (+2) \/><0.

Il y a trois racine réelles négatives, le point d’équilibre (0,0,0) est stable.
i1) Si
r>1=1-r<0

= —4(1—-17)§ >0,

donc
A >0,
alors
Ao = _(1+62)+\/E>0 car /(14 6)2 —4(1L —7)5 > (1 +6),
Az = _(1+52)_\/E<0.

Une des valeur propres est positive, le point d’équilibre (0,0,0) est instable.
Donc il y a une bifurcation quand r = 1.
b) Stabilité des ’équilibire pour r > 1.

Pour les deuz autres points d’équilibre, les valeurs propres de la jacobienne de l’équa-

37



1.12. Bifurcation de Hopf

tion en A
PA) =X+ (0 4+ b+ DA%+ (1 + A +205(r — 1).

Selon les valeurs du paramétre r, ce polyndéme de degré trois peut avoir des racines
réelles négatives (les équilibre sont donc stables) ou bien une racine réelle et deuz racines
complexes conjuguées.

En effet

On a la matrice jacobienne A au point (1/b(r —1),1/b(r — 1), (r — 1)) est

—5 5 0
A= 1 -1 -1 |,

Vo(r—1) /b(r—1) —b

et de plus

trA=—(1+08+1b) <0,
det A = —2b6(r — 1).

Commer > 1 donc det A < 0.

Puisque trA = Z)\ et det A = H)\Z,

=1 i=1
donc

det A =X X Ay X A3 <0, N A1 < 0,2 <0 et A3 <0,
trA= XA+ X+ A3 <0, M <0 etd,A\3=axif.

On peut donc chercher s’il existe une valeur critique de v pour laquelle les points
d’équilibre deviennent instables.
La déstabilisation de ces équilibre par changement de signe d’une valeur propre réelle

est impossible car si A =0 alors
det A=0=-2b5(r—1)=0=r=1

car b,d # 0.
On peut donc rechercher pour quelles valeurs de r on peut obtenir deux racines iw et
—iw avec partie réelle nulle.
On a
PA) =X+ (0 4+ b+ DA%+ (1 + A +205(r — 1).

38



1.12. Bifurcation de Hopf

Posons \ = 1w,

p(N)

On a p(A) =0,

donc

= (iw)® + (84 b+ 1)(iw)? + (r + 6) (iw) + 268(r — 1)
= —iw® (5 +r)bw — (5 + b+ 1w + 20b(r — 1).

donc

—iw® + (8 4+ r)bw — (6 + b+ Dw? + 26b(r — 1) = 0,

alors

on a

donc

implique que

{menza
Im(p(X)) =0,

N —(§+b+ D)w? +28b(r — 1) =0,
—w3 + (6 +r)bw = 0,

Im(p(\)) = 0= w(—w?+(§+7)b)=0
= —w2+(5—|—r)b:()(carw7é()),

w? = (6 +1)b.

Im(p(\)) =0, et w® = (§ +1)b,

—(6+ b+ Dw? +20b(r —1) = —(5 + b+ 1)(8 + r)b + 25br — 26b) = 0,

donc

. _0+bt3)
T -1

re est une valeur critique.
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1.12. Bifurcation de Hopf

Donc pour r =r., on a

0(0+b+3)
2 _
w® = (04+r)b=(+ F— )b
B (25b(5+1))
O s—b—-1"
Donc
B 20b(6 + 1)
v S—b—1"
alors

Al=—(0+b+1),

et
26b(0 + 1)

§—b—1"

On a Mg 3 = Fiy/ Q;b_(it:;) et 20b(6 +1) > 0 donc

0—b—1>0=06>0b+1.

A3 = i

1. S
r=r.etd>b+1,

deuz valeurs propres sont imaginaires pures, et ceci correspond & une bifurcation de
Hopf. La solution périodique qui est crée & cette valeur de v peut étre instable donc la

bifurcation est sous-critique.

2. S
r=re.etd<b+1,

on peut trouver toutes les valeurs propres sont réelles, inclure au moins une valeur propre
positive, c’est instable.

3. Nous trouvons également l'instabilité si r > r

a. Si
r>r.etd>b+1,

nous pouvons trouver une valeur propre réelle négative et deux valeurs propres

complexes avec partées réelles positives, par conséquent, c’est instable.

b. Si
r>r.etd<b+1,
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1.12. Bifurcation de Hopf

nous pouvons trouver trois valeurs propres réelles, avec au moins une positive, c’est

instable.

4. Pour
l<r<reetd <b+1,

nous trouvons trois valeurs propres réelles, dont une est positive, c’est instable.

5. Pour la stabilité, nous pouvons prendre
l<r<reetd>b+1,

dans ce cas, nous pouvons trouver une valeur propre réelle négative et deux valeurs
propres (qui pourraient étre réel ou complexes) avec parties réelles négatives , par consé-
quent, c’est stable.

rT=y= —\/m, z = (r—1). L’analyse de ce point d’équilibre est essentiellement
identique a celle du point (\/b(r — 1), /b(r — 1), (r — 1)).

41



CHAPITRE 2

Théorie de moyennisation

2.1 Introduction

La théorie de moyennisation est 'une des plus importantes théories perturbatives
utilisée actuellement dans I’étude des cycles limites des systémes dynamiques. L’idée
de base de cette méthode peut étre datée de la fin du 18°™¢ siécle avec les travaux de
Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justification intuitive de la méthode. Ils
ont utilisé la procédure de la moyennisation pour étudier le probléme des perturbations
séculaires dans le systéme solaire.

Ensuite, Fatou a donné la preuve de la validité asymptotique de la méthode en 1928.
Apres des recherches systématiques faites en 1934 par Bogoliobov et Krylov [4], En
1945 par Bogoliobov [3] et en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky [5]. Elle a été
ensuite développée par Verhulst [30], Sanders et Verhulst [29], Roseau [27]...
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2.2. Théorie de moyennisation du premier ordre

2.2 Théorie de moyennisation du premier ordre
Considérons le systéme différentiel a valeur initiale suivant
i(t) = eF(t,x) +2G(t,z,¢), z(0) = o, (2.1)

ou z € D C R", D un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que F(¢,x) et G(t,x,¢)
sont des fonctions T'—périodiques en t.

Le systéme moyenné associé au systéme ([2.1]) est défini par

i(t) =efy),  y(0) = o, (2.2)

ou

Nl =

T
Py) = / F(s,y)ds. (2.3)
0

Le théoréme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibre du
systéme moyenné ([2.2]) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.1]).
Théoréme 2.2.1 [29] Considérons le systéme et supposons que

1. Les fonctions vectorielles F, G, D, F, D2F et D,G sont continues et bornées par

une constante M indépendante de € dans [0,4+00) X D, avec —gg < € < €p.

2. Les fonctions F' et G sont T —périodiques en t, avec T indépendante de €.

alors on a

(a) Sile point p € D est un point d’équilibre pour le systéme moyenné ([2.2)) telle que
det (D.f°(p)) # 0, (2.4)

alors pour || # 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique z.(t) du
systéme ([2.1)) telle que z.(t) — p quand € — 0.

(b) Sile point d’équilibre y = p du systéme moyenné (2.2 est hyperbolique, alors pour
le| # 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante z(t) du systéme
(2.1)) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Exemple 2.2.1 Soit I’équation de Van Der Pol
i+x=e(l -z (2.5)
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2.2. Théorie de moyennisation du premier ordre

L’équation peut s’écrire sous la forme d’un systéme différentiel suivant

{ =y (2.6)

y=-—z+e(l—az?)y.

Le systéme non perturbé du systéme différentiel (@ est

T =y,
y:—.’lf,

les orbites de ce systéme sont des cercles dans le plan de phases (xoy).
En coordonnées polaires (r,0) ou x = rcosf, y = rsin@ avec r > 0, le systéme

perturbé @ s’écrit sous la forme

{ i =er(l —r?cos? ) sin 0, (2.7)

0 =—14e(1—1r%cos?0)sinb cosb,

En divisant r par 0, on trouve

dr er(1 —r? cos?(6)) sin?(9)
dd  —1+ecos(0)(1 —r2cos?(f))sin(6)’
on a
— 2 ;
T2 = 1+ 2z +o(z%), puisque |z| <1,
donc
% = er(1—7r2cos®(0))sin?(0)(1 + e cos(0)(1 — 72 cos®(0)) sin(6) + o(z?))

= —¢[r(1 —r*cos?(9)) sin?(0)] — £2[r cos(0)(1 — r% cos?()) sin®(0)] + o(e?),

le systéme est équivalent o

Z—g = —er(1 — r?cos? 0) sin? § + O(e?). (2.8)

On note que ’équation (@ est sous la forme standard donc on peut appliquer

la théorie de moyennisation avec

z=r, t=0, T=2r et F(t,z) = F(0,r) = —r(1 — 1% cos® §) sin? §.
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2.2. Théorie de moyennisation du premier ordre

Remarquons que F' est 2w—périodique en 6 et d’apres I’équation , on obtient

27
1

o) = 5 / PO, r)d0 = %m«? ).
0

fO(r) a une unique racine positive r = 2.

(L)@ -120

donc d’apreés le théoréme l’équation de Van Der Pol a pour |e| # 0 suf-

fisamment petit, un cycle limite qui bifurque de [orbite périodique du rayon r = 2 du

Comme

systéme non perturbé (@ avec € = 0.

(CZ:)> (2) =1>0,

ce cycle limite est instable (voir Fig. .

De plus, comme
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F1a. 2.1 — Cycle limite instable pour € = 0.001.

Exemple 2.2.2 Soit le systéme de Liénard suivant

(2.9)

T =y—celamx+ ...+ apz™),
y: -z,

-1
Pour € suffisamment petit et a, # 0, le systéme admet au plus [712] cycles

limites.
En utilisant les coordonnées polaires (r,6) ot x = rcos, y = rsinf avec r > 0, le
systéme devient de la forme

7= —er(a;cos? 0+ ... + a,r" ! cos"t1 ),
0 = —1+esinf(aj cos + ... + ap,r™ ' cos™ f),

qui est équivalent a

dr

- -1 n+1
7 cos" " 0)

= er(m cos? 0+ ascos® 0+ ... + ap,r"

+e%rsinf cos O(ay cos + ... + a, 7" ' cos™ )% + o(e3).
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2.2. Théorie de moyennisation du premier ordre

En prenant

X

et F(0,r)

r,t=0,T=2rm

r(aq cos? 0 + as cos® 0 + ... + a,r™ L cos™ 0).

Le systéme différentiel précédent est sous la forme standard , ainsi on peut ap-

pliquer la théorie de moyennisation décrite dans le théoréme[2.2.1. On obtient

o) =
on a
D’o1
27
dr _er
dd  2r

0

2

/ F(0,7)do
0
21

(a1 cos? 0 + ascos® 0 + ... + apr™ ' cos" 0)do,

1

2

2
0

dr

o _ 2.1
¢ (2.10)

/(al cos? 0+ ascos® 0+ ... + ap_17" "2 cos™ 0 + a,r™" 1t cos™ L 0)do,

2 . . .
comme foﬂ cos™ 0df = 0 si m est impair.

Donc

dr
do

Posons

27
a cos? 0d + azr>
(a1 3

0
27
2/
0

I = fo% cos? 0d#,
I3 = f027r cos® 0d6,

Er

— cos*0do + ...
2T

2
0
2

cos™ 0df + a,r" ! /COSn+1 0do).
0

+a,_1r""

I, = fo% cos™ 0d#,
I = fozw cos™ 1 do.
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2.2. Théorie de moyennisation du premier ordre

i) Sin est impair

dr er

@ = %(alfz + CL37’2,[4 + ...+ an'f'nilln—‘rl)'

On cherche les points d’équilibre de fO(r), » > 0, on pose
X=r=r= X%

fO(X) =0= (a1ly + as[4 X + ...—i—anInJranT_l) =0.
n—1

Ce polynome posséde au plus racines positives car r > 0.

i1) Sin est pair

d
d—g = ;—T(alfg +asr’ly + ...+ anrn_2fn).
T

On cherche les points d’équilibre de fO(r), » > 0, on pose
2 1
X=r‘=r=X2

FUX) =02 (ar1]s + aslyX + ... + anlpi1 X2 ) = 0.

Ce polynome posséde au plus racines positives carr > 0.

2
-1
Alors le systéme posséde au plus [712] cycles limites.

1 T
Remarque 2.2.1 Si fO(y) = TfF(s,y)ds = 0, on passe & la méthode de la moyenni-
0
sation de deuxiéme ordre.
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2.3 Un autre théoréme de moyennisation du premier ordre

Théoréme 2.3.1 On considére le probléeme de bifurcation des solutions T'—périodiques

du systéme différentiel de la forme
i(t) = Fo(t,z) + eFi(t,z) + 2 Fo(t, z,¢), (2.11)

ot £ € (—ep,e0) pour g9 suffisamment petit. Les fonctions Fy, F1 : R x Q@ — R™ et
Fy : R x Q x (—eg,e0) — R" sont des fonctions de classe C%, T—périodique en t et ) est

un ouvert de R™. Supposons que le systéme non perturbé
z(t) = Fo(t, x), (2.12)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.
Soit x(t, z) la solution du systéme non perturbé telle que

z(0,z2) = z.

La linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution périodique x(t, z)
s’écrit
U= DyFy(t,x(t,2))y. (2.13)

Notons par M,(t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire .
Supposons qu’il existe un ensemble ouvert V avec CL(V) C Q, tel que pour chaque z €
CL(V), x(t, z,0) est T-périodique, ot x(t,z,0) est la solution du systéme non perturbé

avec
z(0,2,0) = z.

L’ensemble CL(V') est isochrone pour le systéme , c’est a dire 1l est un ensemble
formé seulement par des orbites périodiques, toutes ayant la méme période.
On note par & : R¥F xR % — R¥ la projection de R™ sur ses k premiéres coordonnées,
c’est a dire
E(x1y ey n) = (21, .00y k),
et par fJ‘ :RFEXR™™F — R** [q projection de R™ sur ses n—k derniéres coordonnées,
c’est a dire
§J‘(x1, oy Tp) = (Thet 1y ey Tn)-

Alors, on a les résultats suivants
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Théoréme 2.3.2 [27] Soit V un ensemble ouvert et borné de R¥, et soit 3 : CL(V) —

R™* wune fonction de classe C?. supposons que

(i) Z={2za=(,B()),c € CL(V)} C Q et pour chaque zo € Z la solution x(t, z,) de
est T'—périodique.
(ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de telle que

la matrice M2 '(0)— M} (T) a dans le coin supérieur droit une matrice kx (n—k)

nulle, et dans le coin inférieur droit la matrice Ay (n—Fk)x (n—k) avec det(A,) # 0.

On considere la fonction F : CL(V) — RF

T
Fla)=¢ % /Mz_al(t)Fl(t,x(t,za))dt . (2.14)
0

S’il existe a € V avec F(a) =0 et
det((dF/da)(a)) # 0,
alors il existe une solution T—périodique p(t,e) du systéme telle que p(0,e) — zq
quand € — 0.

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.

Théoréme 2.3.3 [22] Soit V' un ensemble ouvert et borné avec CL(V) C § tel que
pour chaque zo, € CL(V) et pour chaque zo € Z, la solution x(t, z,) est T—périodique.
Considérons la fonction F : CL(V) — R"

T

Fla) = /Mz_al(t)Fl(t,m(t, Zo))dt. (2.15)
0

S’il existe a € V avec F(a) =0 et
det((dF/da)(a)) # 0,

alors il existe une solution T'—périodique p(t, ) du systéme telle que v(0,€) — zq

quand € — 0.

Théoréme 2.3.4 [22] Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et borné de

R™ et soit 3: CL(V) — R™ une fonction de classe C?. supposons que
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2.3. Un autre théoréme de moyennisation du premier ordre

(1) Z={za=(o,B(),a € CL(V)} C Q et pour chaque zo € Z la solution x(t, z,) de
est T'—périodique.
(ii) Pour chaque zo € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de telle que

la matrice M7 *(0) — M_}(T) a dans le coin supérieur droit la matrice Aq(m x m)

avec det(Ay) # 0, et dans le coin inférieur droit une matrice m x m nulle.

On considére la fonction F : CL(V) — R™
1 T
Fla)=¢* | 3 [MIAOR ()t | (2.16)
0

S’il existe a € V' avec F(a) =0 et
det ((dF/de)(a)) # 0,

alors il existe une solution T—périodique ¢(t,e) du systéme telle que ©(0,€) — z4

quand € — 0.

Exemple 2.3.1 On considére l’équation suivante
T — i+ —x=e(2+sin(t))(x? + 42?), (2.17)

On écrit Uéquation différentielle du troisiéme ordre comme le systéme diffé-

rentiel du premier ordre suivant

T =y,
U=z, (2.18)
Z=x—y+z+e(2+sin(t))(z? + 423).

L’origine est l'unique point d’équilibre du systéme lorsque € = 0.
La partie linéaire du systéme avec € =0 a l'origine est

0 1 0
A=10 0 1
1 -1 1

Les valeurs propres de la matrice sont +i et 1.
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2.3. Un autre théoréme de moyennisation du premier ordre

Sa forme normale de Jordan de la matrice A est

0 -1 0
J=11 0 0
0 0 1

En utilisant un changement de variables linéaire

(X,Y,Z)"' = B(x,y,2)",

On a
BAB™'=J=BA-JB=0, (2.19)
d’ot
1 -1 0
B = 0 -1 1
1 0 1
Par la transformation linéaire (X,Y, Z)T = B(z,y,2)T, c’est a dire
X T X T
Y | =By |=|Y |=B|y |,
Z z Z
on trouve
X =1~ yv
Y = —j+2, (2.20)
Z=i+2
On a
T X
Yy =B Y ’
z Z
on obtient
T X-Y+Z
= -X-Y+2Z |, (2.21)
z -X+Y+Z7
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2.3. Un autre théoréme de moyennisation du premier ordre

on remplace et dans , on trouve

X =-Y,
Y = X + eF(X,Y, Z,1), (2.22)
7 =7 +eF(X,Y, Z,1),

ot

F=F(X,Y,Z,t) = F(a,y,2,1).

Pour € =0, la solution du systéme est

X(¢) X cos(t) — Yosin(t)
Y(t) | = | Yocos(t)+ Xosin(t)
Z(t) det

On utilise la notion introduite dans le théoréme |2.5.1), et d’aprés le systéme ,

on a

X -Y 0 0
x=1Y |, Fo(z,t) = X |, Fi(tz,t)=| F |et Fy(z,t,e)=| 0
VA Z A 0

Soit x(t, Xo, Yo, Zo, €) la solution du systéme telle que
x(07X071/E)7 Z(),E) = (X0>Yb, ZO)

1l est clair que, le systéme non perturbé avec e = 0 admet un centre a l'origine

dans le plan (X,Y). Les solutions périodique de ce centre sont

2(t; Xo, Y0,0,0) = (X(2), Y (2), Z(1)),

telle que
X(t) X cos(t) — Yosin(t)
Y(t) | = | Yocos(t)+ Xosin(t)
Z(t) 0

Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2.
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2.3. Un autre théoréme de moyennisation du premier ordre

1. Pour notre systéeme, V et a du théoréme sont
V ={(X,Y,0),0 < X2 4+Y? < p},

pour certains p arbitraires et a = (X, Yy) € V.
2. La matrice fondamentale M (t) du systéme non perturbé est

cos(t) —sin(t) 0
M(t) = | sin(t) cos(t) 0
0 0 e

D’autre part, un calcul simple donne

d’ot
1—e 2™ £0.

Nous avons montré que toutes les hypothéses du théoréme sont vérifiées.
Par conséquent, nous allons étudier les zéros o = (Xo,Yp) € V' des deux premiers

composantes de la fonction F(«a) donnée par

2
f(a) = f(;T/M;I(t)Fl(t,LU(t, Za))dt)v 5(331,3527-'”3) = ($17x2)’
0

c’est a dire
Fla) = (Fi(a), Fa(a)),
d’ot
21
Fila) = % sin(t) F(x(t, Xo, Yo, 0,0), £)dt (2.23)
0
_ 21:” niyp KO . Y _X@ ;LY(t)a X(t)2+ Y0 g
0
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2.3. Un autre théoréme de moyennisation du premier ordre

2
1 _
Frla) = o / cos(t) F(x(t, Xo, Yo, 0,0), £)dt (2.24)
0

2m
= % / cos(t) (XY 5 9, X0 . -0, _X(t); . ar
0

On pose F(a) = (F1(Xo, o), F2(Xo, Y0))-
On intégre et , on obtient

1 3 3 3 3 1
F1(Xo, Yo) = 5o Xo ZYOQXO — ZYoxg — ZY“3 — ZXS’ + gYO2 -

1
Fo(Xo,Yp) = 1—6(X0 —Yp)(12X2 — X + 12Y2 — Yp).

1

50

Si F1(Xo, Yo) = Fa(Xo, Yo) = 0, on trouve

11
X5V =(=,2).
(070) (878)

0(F1,F2) 3
det < 8(7.0’ Vb) ‘(XO7Y0)(X57YO*)> T 8192 7# 0.

Alors, pour € € [—ep, 0] avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée
2m-périodique x(t,e) de l’équation différentielle telle que

1
z(0,e) — 0, £(0,¢e) — % Z(0,e) — 0,

quand € — 0.
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CHAPITRE 3

La bifurcation zero-Hopf du systéme de Rossler généralisé

3.1 Introduction

L’un des principaux problémes de la théorie des équations différentielles ordinaires
est I’étude de leurs cycles limites, de leur existence, de leur nombre et de leur stabilité.
Les cycles limites apparaissent généralement & une bifurcation de Hopf dans les systémes
non linéaires & parameétres variables. Une bifurcation de Hopf générique est une bifurca-
tion locale ol un cycle limite bifurque & partir d’un point d’équilibre lorsqu’une paire de
valeurs propres complexes croise I'axe imaginaire. Il existe de nombreuses autres bifur-
cations de Hopf non génériques ou dégénérées. L'une d’entre elles est appelée bifurcation
zéro-Hopf .

Un équilibre zero-Hopf est un point d’équilibre d’un systéme différentiel autonome a
trois dimensions, qui a une valeur propre zéro et une paire des valeurs propres purement
imaginaires (c-a-d les valeurs propres sont +iw # 0 et 0). Pour un tel équilibre, il n’y
a pas une théorie générale pour savoir si de cet équilibre bifurque une orbite périodique
de faible amplitude quand les parameétres du systéme changent.

Dans [19], J. Llibre a étudié la bifurcation zero-Hopf en utilisant la théorie de

moyennisation du premier ordre, et ’a appliquée au systéme de Rdossler

T=—-y— 2z,
y=x+ ay, (3.1)

z=br —cz+xz,

oll a,b et c sont des paramétres réels.
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3.2. Résultats principaux

Cette méthode peut étre appliquée a tout systéme différentiel dans R™, n > 3. Ré-
cemment, elle a été appliquée avec succes pour d’autres modéles intéressants (voir par
exemple[[7], [10], [8], [9], [14], [17], [18], [20], [21]]et leurs références).

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la bifurcation zéro-Hopf en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre, et de l'appliquer au systéme de Rossler
généralisé dans R?

T =-y—z+kx,
Y=z +ay, (3.2)

z2=br —cz+xz,

ou a,b,c et k sont des paramétres réels. Nous utilisons le logiciel MAPLE pour
effectuer les calculs fastidieux. Cette étude a fait I'objet d’une publication intitulée "A.
Roubache and E. Hadidi, Zero-Hopf bifurcation of periodic orbits in the generalized
Rossler system, journal MATHEMATICA." [26].

3.2 Reésultats principaux
Nos résultats principaux sont les suivants

Proposition 3.2.1 1[I existe une famille & deux paramétres du systéme de Rdssler gé-
néralisé pour lesquelles l’origine des coordonnées est un point d’équilibre zéro-Hopf,

a savoir N " 5 )
1 — 2
c:a—i—k,b:(aJr ) +a)’ o’ tlat >0 eta#0.
a a

— Preuve du proposition Le systeme (3.2) possede les points d’équilibre
b1 = (07 07 0)7

et

B ¢+ ack — ab _c-l—ack:—ab ¢+ ack — ab
bz = 1+ak = a(l+ak) ’ a ’

ot ¢+ ack —ab # 0 et a(l + ak) # 0.
La matrice jacobienne du systéme (3.2)) a l'origine est

E -1 -1
1 a 0
b 0 -—c
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3.2. Résultats principaux

Le polynéme caractéristique de la partie linéaire du systéme a lorigine est
pN) ==X+ (a+k—c)\ + (ac+ ck — ak — 1 — b)\ + ab — ¢ — ack.
Afin d’étudier la bifurcation zéro-Hopf, nous imposons que
p(A) = =A(\% 4+ w?).
Cela se produit si et seulement si nous avons

a+k—c=0,
ac+ck—ak—1—-b+w?=0,

ab—c¢—ack = 0.

Nous obtenons
l.c=a+k,
o b (a+ E)(1+ ak)

a
—ad+2a+k

3.

a
Le résultat suivant donne des conditions suffisantes pour la bifurcation d’un cycle

w? et a # 0. Ceci compléte la preuve de la proposition.

limite & partir de l'origine lorsqu’il s’agit d’un équilibre zéro-Hopf.

Théoréme 3.2.1 Soit

(a+ k)(1 + ak)

(mhcﬁ):<a+5m +5&a+k+5%aw?+f—2a+aﬁ,

avec a # 0, w # 0 et € un paramétre suffisamment petit, si
a(@ 4+ w? - 1)2a* + 2u? —4)a —w?+2) >0 et T >0, (3.3)
avec

I = (@4 (2uw? —4)ya® — @ + y(w* — 4w? + 6)a*
H(=puw? +28)a° + (2w? — 4)ya® + (Bw® — B)a + )
(@ + v(w? — 2)a@® — Ba+ (—w? + 1)7).

Alors, le systeme a une bifurcation zéro-Hopf au point d’équilibre localisé &

lorigine des coordonnées, et une orbite périodique existe & cet équilibre lorsque € = 0,
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3.2. Résultats principaux

et elle existe pour € > 0 suffisamment petit. De plus, la stabilité ou ’instabilité de cette

orbite périodique est donnée par les valeurs propres

L++VN
dw((@® — $)w? + (a* — 1))’

(3.4)

L = (—v@*w?+ (=a'y +2ya° — fa —y))w’,

= —8a'y? (@@ - 262 + g)w8 — 32a(a(a* — 252 + %)(aJr 1)2
9

3 1
(@—1)%y — g(aﬁ — 554 + §52 — meﬁ + ((—48a'? + 228a'°

—435a° + 420a° — 210a* + 48a> — 3)72 + 483a(a + 1)%(@ — 1)*

y(@t —a* + 2) — 83%a2(at — 262 + %))w4 —32(vy(a* — 2a* + 1)
—pa)a+ (@ @+ 1@ 17y - 2@ - 2)
(@—1)%*w? — 8((@* — 2@ + 1)y — Ba)*(@+ 1)*(@— 1)*.

— Preuve du théoréme [3.2.7] Si

(a,b,c, k) = (a+ ea, +eB,a+ k+ ey, aw? + a® — 2a + €0),

(a+k)(1+ ak)

avec k € R, a # 0 et € un paramétre suffisamment petit, alors le systéme de Rossler
généralisé (3.2)) devient

;

b =—y—z+ (@ + (w? - 2)a+ e(aw? + 3a%a + 3asa?
+e2a® — 20+ 0))z,

y=z+ (a+ca)y,
(@ + (w? — 1)a + e(aw? + 3a%a + 3aea? + e2a® —

s=(

a+ea (3.5)
N M1+ (@+ea))(@ + (w? — 2)a + e(aw? + 3a%a
a+ea
3aea? +e2ad — 20+ 9))

1o +ef)z — (@ + (w? — 1)a
+ e(aw? + 3a%a + 3aca® + 203 —a+ 6 + 7))z + 2z

\

Soit le changement de variables linéaire

(z,y,2) = (eX,eY,eZ),
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3.2. Résultats principaux

le systéeme (3.5 dans les nouvelles variables (X,Y, Z) s’écrit

X =-Y - Z+ (@ + (w? —2)a)X + e(aw? 4 3a%a + 3aca?
+e2a® - 2a +6)X,
Y = X +aY +eay,
P ((63 + (w? = 1)a + e(aw? + 3a%a + 3asa® + £2a3
N a+ca (3.6)
Lot (1 + (@ + ea)(@ + (w? — 2)a + e(aw? + 3@«
) 5 3 5 a+ea
3a -2
aca +ia a+ ))+55)X—(63+(w2—1)6
a+ea
+ e(aw? + 3a%a + 3aca® + 203 —a+ 6 +7))Z + X Z.

Maintenant, nous allons écrire le systéme linéaire a 'origine du systéme différentiel

(3.6) quand e =0

X:—Y—Z+(a3+(w2—2)a)X,

Y = X +av, (3.7)
. —3 2 — —4 2 —2
PO Gk U ) R kUl o P PP
alors
@+ (w?—2)a ~1 —1
A= 1 a 0
(@ + (w? — 1)6)(1j— (@* + (w? —2)a?) 0 —@— (1)

Donc le polynome caractéristique du systeme (3.7)) est
p(A) = X3 +w?),

les valeurs propres sont
)\172 = j:iw, Ag = 0,

sa forme normale de Jordan s’écrit
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3.2. Résultats principaux

Afin de faciliter 'application de la théorie de moyennisation du premier ordre, donnée

dans le théoreme ( [2.2.1)), nous effectuons un changement de variables linéaire

(X,Y,Z) = (u,v,5),

c’est & dire
(u,0,5)" = B(X,Y, Z)",
on a
BAB™'=J=BA-JB=0, (3.8)
d’ou
—w —aw 0
B=1 a(-1+w?+a? a’ -1 -1

—a(—-14+w?+a?) 1—-w?-a®> 1

Par la transformation linéaire (u,v,s)? = B(X,Y, Z)T, c’est a dire

u X u X
S Z s Z
on trouve _ ) )
u=—wX —awY,
v=a(-1+w?+a)X + (@ -1)Y - Z, (3.9)
s=—a(-1+w?+a)X+ (1 -w?-a)Y + Z.
On a
X U
Yy |=B71'] v |,
Z S
ou
~1 a a
L v 4 ]
B = 0 2 oo}
w w
—a(-14+w?+a?) -2a?+a@v’+at+1—-w? -2a2+acw?+at+1
w w2 w?
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3.2. Résultats principaux

on obtient
X ) —wu +av +as
Y | = 2 —v—3
Z —aw(—1+w? +a%)u+ (-2a% + a?w? +a* + 1 — w?)v + (—2a% + a?w? + a* + 1)s
(3.10)
on remplace (3.6) et - dans (3.9} , on trouve
o o= —w((&w2 + w250z + 63 + 3a’ea + 3aga® + 2 — 2a — 2¢a (3.11)

v 5 U
SN(— 4+ 2 tal-1 2892
+e )( +a 5 +a— )+w2+w2+a( +w +a)w

v S
—(—2a + w?a? +a +1—w2)ﬁ—(—262+w262+d4+1)ﬁ)

_ —U v S v S
—aw (—w +a +a s +a(— wz——w2)+sa(——w2——w2)),
v = (63—6+6w2)((aw +w ca +a +3E2€a+365 a2 +&3a8
v S
—2a— 2 N(— _ o2
a 6a+5)( +a 5 +a— )+w2+w2

+a(—1+w2+a)——(—2a +wla a4 1 —w?)—

w w
_(—og? 252 L 4 )5 1y
(—2a° + w*a —|—a+)w2)+(a )(w

I s v s _
ta g +a 5 a(ﬁ + ﬁ) — 50((@ + @)) —((—a—ea
+aw?® + w?ea + @ + 3a%ca + 3ae’a® + 3a® + £0)(1 4 w?a?
+2aw’ea + at + 4aca + 6’ a® + dag’a® — 2a
—dasa + asd + 2*w? + etat — 26202 + 2ad)

2

P +5B)(? +aﬁ +aﬁ) +(—a—ca+aw
+w?ea 4 @ + 3a’ea + 3ac’a® + 303 + 6
+ey)(—a(—1 + w? + %)= + (—2a° + w’a?

w

v S
+at+1 - w2)ﬁ + (—2a* + w?@® +a + D)
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3.2. Résultats principaux

u

- m%)(fa(q +u?+a?)

5(_u +a
—(— +a
w w2
+(—2a> +w?@ +at +1 - wQ)% + (—2a* 4 w?a@>
w
S
+a* + D—3),

—a(—1+w? + @) ((aw? + w?ca + @ + 3a’ca + 3as?a’
— 262 N — 48— +a—)+— +—
+ea a 6a+6)(w+aw2+aw2)+w2+w2

ta(-1+w?+ @) - (2@ +wi@ 4+ at 41— w?)—
w

w2
—2 2-2 | 4 s 2 oy, U v

—(—2a* +w*a” +a —&—I)E)—i—(l—w —a)(ﬁ—i—aﬁ

s v s v s _

a3 - a(ﬁ + ﬁ) — Ea(ﬁ + E)) + ((—a —ex

+aw? + w?ea + @ + 3a*ca + 3ae’a? + 2o + £6)(1 + w?a

+2aw?ca + at 4 4adca + 6a°c%a? + daca’

—2a% — 4aca + @ed + 2’w? + ot — 2620 + %ad) -
a+ex

reB) (=2 + a% + a%) — (=@ —ea + aw? + wlea + @
w w w

+3a’ea + 3aga® + e2a® 4 e6 + ey)(—a(—1 +w® + 62)E
w

+(—2a® +wl@? +at +1 - wz)i2 + (2@ + w?a® + a*
w

v u

S —-u o _ _ S _ 2, =2 —2
+1)$ +5(? +aﬁ —i—aﬁ)(—a(—l—i—w +a )w + (—20

+w?@® +at+ 1 - w?)— + (-28° + wia + @t + 1))
w w
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3.2. Résultats principaux

Considérons les coordonnées cylindriques (r, 6, s) définies par u = rcosf, v = rsin 6
et s = s. Alors, le systeme différentiel (3.11]) devient

1 0

S 7(7’ cos(6) (—rsin(@)w? — wieaar sin(0) + 3a*ear cos(0)w (3.12)
rhw
+3ac?a’r cos(f)w — 3@ cas — 3a’e’a’s — acda’s + 3acas

—aeds + wiear cos(h) — wleads — 3accar sin(f) — 3a2e%a’r sin(f)

+e3a3rw cos(h) — aedadrsin(f) — 2earw cos(8) 4 3caar sin(6)
+edrw cos(0) — edarsin(f)) 4 rsin(0)((@ — @ + aw?)((@w? + wea
+a@® + 3a%ea + 3as?a® + 30 — 24 — 2ea + 55)(LOS(9)
cos(#)

arsin(f) as, rsin(@) s _ .
— gt st St Al et a)r
sin(0)
2

w2

—(=2@° +w?@ +at + 1 —w?)r — (=2 + w?@* +a* + 1)%)
w

w
a2 - 1)(—r 628(0) L il}r;(@) +6% +C(_Tsm(e) s )

in(6
—i—sa(—rsm(Z ) _
w

2

w2 w

) — ((—a@ — ea + aw? + w?ea + @

)
w

+3aca + 3as?a? + 303 + £6) (1 + w?a® + 2aw’ca + @t

+4a3ca + 6a°c*a® + 4asda® — 2a* — 4aca + aed + 2 a’w?

—rcos(f) arsin(f) as

4 4 2 2, 2
-2 ) =
+eta ea +aa)a+€a+sﬁ)( — w2)
+(—a — ea 4 aw? + wea + @ + 3a%eca + 3a20® + 303 + €0 + )
0 in(0
(—5(—1+w2—1—62)&8()‘1‘(—252—1-102624—64—}—1—wQ)&nQ()
w w
_ 9, _ - 0) arsin(f) as
9@t gr 1)) — 7 cos( as
+(—2a° + wa* +a" + )wg) g( w + 2 w2)
0 in(f
(—a(—1+ w? +a2)w +(—2@ +wt@ +at+1— w2)rsm2( )
w w

+(—2a + wa® + @t + 1)%))),
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1
—(r cos(0)((@ — a + aw?) ((aw? + wlea + @ + 3a°ca

.
B O arsin(d) @
+3ac%a? + e3a® — 2a — 2ea + 6)( rcos(9) + & Sn;( ) + a—i)
w w w
in(6 0
TSIHZ,( ) + iz +a(—1 4 w? +a2)r7COS( ) _ (—2a* + w?a?
w w w
in(6
+at 4+ 1 - w%r% — (—2a* +w?@ +a* + 1)%)
w w
5 —rcos(f) arsin(d) _ s sin(d) s
+(@* —1)( ” + 2 + a5 +c(—r o ﬁ)
sin(d) s

+ea(—r 2 ) — ((—@ — ea + aw? + wea + @

T2
w

+3a%ca + 3ac’a® + 303 + £0)(1 + w?a@® + 2aw’ca + @

+dadca + 6a2c%a? + dasda® — 2a® — dasa + asd + 2’ w?

L ep)( —r c:s(@)

+etat — 2e%2a2 + 52046)7

a+ex

arsin(f) as _ _ 9 2 _3

— 5+ ) t(-a—ea+aw’ +wca+a
w w

rcos(f)

+3a%ca + 3ae’a® + £3a® + 6 + ey)(—a(—1 + w?® + @)
w
in(6
+(—2a* +w?@ +at +1— wQ)&nQ() + (—2a% + w?@® +a* + 1)%)
w w
—rcos(0) arsin(f) as

B o1 cos(6)
—e(— 5 -+ S)(-al-1+ w? + a?)T
in(0
% + (—2a% + wa® +at + 1)%))

+(—2a% + w’@ +at + 1 — w?)
w

1
——(rsin(f)(—rsin(f)w? — wecaar sin(f) + 3a*carw cos(f)
w
+3ae2a’rw cos(A) — 3adcas — 3a’e%a’s — e3a%as + 3eaas — das

+w3ear cos(0) — wleaas — 3@ carsin() — 3a’e%a’r sin(6)
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3.2. Résultats principaux

+e3a’rw cos(0) — e3adarsin(f) — 2earw cos(8) + 3eaar sin(6)

+edrw cos(f) — edar sin(h)),

§ = —a(—1+w? + @) (([@w? + w’ea + @ + 3aca + 3a=2a?
B 0 arsin(0) @
+e3ad — 2a — 2ea + £6)( r cos(9) + arsn;( ) + a—i)
w w w
(0 p
ML CO B P/ R L CO N
w w w
in(6
tat+1- w2)T81n2( ) _ (<22 + wa +at + 1))
w w
oy, — 0) arsin(f) as
| w? 22 7 cos( as
+(1 —w* —a%)( - t—a
_, rsin(f) s v s _
—i—a,(—iw2 — E) + sa(—ﬁ — E» +((—a—ex

+aw?® + w?ea + @ + 3a%ca + 3ae’a® + 303 + £0)(1 4 w?a?
+2aw’ea + a* + 4aica + 6a%c2a? + dasta® — 2a° — daza

+aed + 2a’w? + etat — 25202 + £2a9)

a—+ex

B 0 arsin(® @
+ed)( 7 cos( )+arsm()+a5)_(_a_€a+6w2
w w?

2

w

+w?ea@® + 3a’ea + 3ae’a’ + %’ + ca + gd)(—a(-1
0 in(0

o+ a0 | Cog a4 ah 1 — 0?0

w w
—rcos(f) = arsin(f)
+ 2

S
+(—2a* + w?a@® +a + 1)5) + &(

w
as 7 cos(6
+—)(—a(-1+w” +62)7( )4 (—2a° + w’a
w w
rsin(6 S
+at + 1 —w?) w2( ) + (=2a* + w?a@® +a* + D—3).

Par conséquent, en prenant 6 comme nouvelle variable indépendante du systéme

différentiel () ses solutions dans la région 6>0 peuvent étre étudiées en analysant
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la solution du systéme différentiel

dr
d

5(2;—516(—27“ sin  cos Bw3a>s — 2r sin 6 cos Qwa’ s (3.13)

—rsin  cos Qwas — sin Qw3ayr cos(6) + sin faw’yr cos +

+sin 0atw~yr cos 0 4 2a2sr + 2a3w?yr — aw?~yr — sin Or’w?a?

+sin Or2w?at + w?pacr + 2atrw?s + wlaar + 3wtadar

+wtadr — 2uwaar + sin 0a*s?>w? + cos® far?w

—3cos® Oriwa® — cos® Or*wa + 2 cos® r2w3ad + 2 cos® Or2wa’

—2a%rs cos® 0 + 4a'rscos® 0 — 2a%sr cos® 0 + r¥aw? cos 6

—r?aw cos 0 — wiadyr — @w?yr + wiayr — a®r?sin 6 cos? 0
@?r? sin 6 cos® 0 + 2a*r? sin 0 cos® 6 — 212 cos Hw’a>

+3r2wa cos 6 — 2r?wa® cos O + 6 cos Ow?atar sin 6

+2 cos w3aor sin 6 — 6 cos Qw3aar sin @ — sin Bw> Bar cos 6

2

+3sin 0 cos Orwa’s — w?Ba’r cos® 0 — 2a*rw?s cos? 6

2 cos? 0 4+ @ w?yr cos? § — whayr cos? 6

+asrw
+aw?~r cos? 0 — 2a3w3yr cos? 0 + wiadyr cos? 6
—2cos? bwlaar + cos w @ as — 6 cos® bwaar

+3 cos Qwatas — 2 cos? Owradr + cos duw3a2ds

+4 cos? wraar — 3 cos fwda’as + 2sin facw?ys

— sin @@ w?ys — sin Qw3dr cos O + sin Ow?Bas

—sin Qwa@s + sin Or? cos? wa® — sin facwrys

— sin faw?vs + 2 cos Ow’a ar sin @ — @ srw?

—2sin 0ats? + sin 0a’s® + sin 6a’s? + 2aSrs — 4ars
+@572sin 0 + @°r? sin 6 — 2a*r? sin ) + O(£?),
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ds 1
= 5(—?(63111473 —a%s? —@?s? + 2a*r? + 2as?
de woa
—r?w?a@t — @t s?w? + r?w?a® + aPw?ys + 2r cos bwa' s

+ar cos Qws + a2w3yr cos O — a2wdyr cos § — atwiyr cos 6)

—r? sin aw? cos O — 3@ w*

arsin @ — w?Ba’r sin 0 4+ woar sin 0
—3r2 cos Qwa> sin 0 + 212 cos Qw3a® sin 0 + 2r? cos Hwa’ sin 0
—2a*r sin Qw?s + @?r sin Osw? + ar? cos w sin 0 + a>wi~yrsin @
6

—awbarsin 0 — aw*ér sin  — 2a3w?yr sin @ 4+ a’w?yrsin @

—aw*~r sin @ + aw?yr sin 0 + 3a2w3ar cos 0 — 3atw3ar cos 0

—a@2wor cos 0 — a*w’ar cos 6 + w3 Bar cos 0 — 3r cos Qwaw

+2r cos Qw3ads + a*r?cos®0 + ar?cos?0 — 2a rcos*0

+4atr sin 0s — 2a3w?ys — a®r? — @*r? — 2a%r sin Os

—w?Ba*s + wor cos O — r’cos*Ouwta® — 2a%r sin s + awys) + O(e?)

= eFy(0,r,s)+ O(?).

Nous allons appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre décrite dans le

théoréme ([2.2.1)) au systéme différentiel (3.13)). Nous avons

t = 0, T=2m X=_(rs)T,

B Fi(0,r,s) ot flr g) = fi(r,s)
Flrs) = <F2<e,r,s>)’ L <f2<r,s>>'

On vérifie facilement que le systéme ([3.13)) satisfait a toutes les hypothéses du théo-

reme (22.1).
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Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3)), c’est-a-dire

2
fi(r,s) = %fFl(Q,r, s)df
0
= ﬁ(éla?’s — 2as — 2a°s + atw?y + aw?s
—why — w?Ba + w?y + @Pwiy — 262wy — 2a3w?s)
2m
fa(r,s) = %ng(Q,r, s)df
0
1
= —ﬁ@mﬁuﬁ —2a35%w? — 2a3r?w? + 2ysw?
—a@r? + 4a®s® + 2a°r? — 2as? — 2a°s® — ar?w!

+ 2atysw? + 2a%ysw* — 4a’ysw? — 2afsw? — ar?)

Le systeme f1(r,s) = fa(r,s) = 0 a une solution unique (r*, s*) avec r* > 0, donnée

par

. 2w2\/T

ro= ,

V2a(a@? + w? — 1)(2a* + (2w? — 4)a@® — w? + 2)

\ w?(@y +y(w? - 2)@ - fa+ (—w® + 1))

S = s

a(2a* + (2w? — 4)a? — w? +2)
avec

I = (@5+ 2uw?—4)ya® - a° + y(w* — 4w? + 6)a’
+(=pw? +28)a@ + (2w? — )vya® + (Bw? — Ba+7)
@y +v(w? - 2)a@ - fa+ (—w? + 1)),

sil > 0eta(@ +w?—1)(2a* + (2w? — 4)a% — w? +2) > 0.
On note que le jacobien (2.4) en (r*,s*) prend la valeur
1
wb(2at + (2w? — 4)a® — w? + 2)
+y(wt — 4w? + 6)a* + (—puw? + 28)a@ + (2w? — 4)ya?
+(Bw? = B)a + )@y +y(w® - 2)a® - fa+ (—w? + 1)v),

@y + (2w? — 4)ya® — pa’

qui est non nulle par hypothése.
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne

(f1, f2)

a(r,s)

(r,8)=(r*,s*)

sont celles données dans .

Le reste de la preuve du théoréme résulte immeédiatement du théoréme
si on montre que la solution périodique correspondant a (r*, s*) fournit une orbite pé-
riodique bifurquant de 'origine des coordonnées du systéme différentiel en e =0.

Le théoréme garantit, pour ¢ # 0 suffisamment petit, I’existence d’une solution
périodique (r(6,¢),s(0,¢)) du systéme telle que

(r(0,e),s(0,¢)) — (r*,s*) lorsque € — 0.
C’est-a-dire que le systéme (3.11)) a une solution périodique
(u(8,¢),v(0,¢),s(0,¢)) = (r(0,e) cos 0,7(6,¢) sin b, s(6,¢)), (3.14)

pour € > 0 suffisamment petit. Par conséquent, le systéme (3.6)) a la solution pério-
dique (X (0),Y(0),Z(0)) obtenue a partir de (3.14)) par le changement de variables

(X,Y,2)T = B Y (u,v,s)T.
Enfin, pour € > 0 suffisamment petit, le systéme (3.5)) a une solution périodique
(x(6),y(0), 2(0)) = (X (0),eY (0),e4(0)),

qui tend vers l'origine des coordonnées lorsque € — 0. Il s’agit donc d’une solution pé-
riodique partant du point d’équilibre zéro-Hopf, situé & 'origine des coordonnées lorsque
e = 0. Ceci compléte la preuve du théoréme (3.2.1)).

Remarque 3.2.1 Notons que nous pouvons obtenir des résultats similaires pour I’équi-

ltbre po.
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CHAPITRE 4

La bifurcation zero-Hopf du systéme de Michelson généralisé

4.1 Introduction

Dans [17], J. Llibre et A.Makhlouf ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans le

systéme de Michelson généralisé

T =y,

Y=z,
2

. x
z:a—i—by—i—cz—?,

ol a,b et ¢ sont des parameétres réels, ils ont fourni des conditions suffisantes pour
I’existence de deux solutions périodiques bifurquant d’un équilibre zéro-Hopf pour un tel
systéme.

Dans ce chapitre, nous étudions les points d’équiibre zéro-Hopf et les bifurcations
zéro-Hopf des cycles limites qui se produisent en ces points d’équilibre dans certains

systémes de Michelson généralisés

T =y,
Y=z,
, (4.1)

Zza—l—by—l—cz—Hm:—%,

ol a,b ,c et k sont des parameétres réels, en utilisant la théorie de moyennisation du

premier ordre. Ce chapitre est soumis pour une publication.
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4.2 Reésultats principaux

Le résultat principal de ce travail est le suivant
Dans la proposition suivante, nous caractérisons quand le point d’équilibre du systéme

de Michelson généralisé (4.1) est un point d’équilibre zero-Hopf.

Proposition 4.2.1 Il existe une famille & deux paramétres du systéme de Michelson
généralisé pour laquelle l’origine des coordonnées est un point d’équilibre zéro-Hopf,
a savoir g2 ;
a:T,b:—w ,c=0.
Preuve du proposition Déterminons les points d’équilibre du systéme de

Michelson généralisé (4.1)

1":0’ y:O7
= Z:(),
. ’ "1:2
z=0, a—i—by—i—cz—l—kz:c—?:O,
y=0,
= Z:07
22
krx — — =0.
a+ kx 5
Donc
1 =k + VEk? + 2a,
et
T9 =k — k2 + 2a,
si k2 + 2a > 0.

Alors le systeéme (|4.1)) possede des points d’équilibre
ptr = (k+ Vk2+2a,0,0), si k2 +2a > 0.

Systéme linéaire du systéme de Michelson généralisé a les points d’équilibre
p+ est
z =y,
Y=z, (4.2)
2 =FVEk2 4+ 2a + by — cz.
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Donc le polynéme caractéristique du systéme est
p(N) = A3+ A2+ bA F V2 + 2a.
Afin d’étudier la bifurcation zéro-Hopf, nous imposons que
) = —(A = &) (X2 + w).

Donc
e — w4 ew? = N+ e+ F VE2 + 20,

nous trouvons que

FVE2 +2a —cw? =0,

b= —w?,
c =g,
Nous obtenong
— 1
. 2, 4
)a=—+ —c“w
) 5 t5 :
i) b= —w?,
et
iii) c = e.
Pour € = 0, on obtient
— k2
CL:T,b:—w2 et c=0.

Ceci compléte la preuve de la proposition (4.2.1]).
Dans ce qui suit, nous allons étudier quand le systéme de Michelson généralisé
(4.1) ayant un point d’équilibre zéro-Hopf a l'origine des coordonnées a une bifurcation

zéro-Hopf produisant une certaine orbite périodique.

Théoréme 4.2.1 Supposons que dans le systéme de Michelson généralisé (4.1), nous

avons
1.2 4

a:T+€2(a—|—%),b:—w2+€5,628,]€:E+5% (43)

3
avec o > 3 et w > 0, alors pour € # 0 suffisamment petit le systéme a deux
solutions périodiques

($i(t75)a yi(t75)a zi(t7€))a pour i =1,2,
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bifurquant de I’équilibre zéro-Hopf de la proposition , 4 savoir

R* sin wt Vv
£ ( S Wt + wh; , R* coswt, —wR* sinwt> + 0(e?), (4.4)
w
ol
R* = wvwd + dowt — 2wt + 402,
Vi = —w? + (=1)"wt + 2o pour i = 1.2.

De plus, ces deux solutions périodiques sont instables.

Preuve du théoréme [4.2.1]
Si B ) )
(k _
(a,b,c,k) = ((—;_87) +€2(0[—|- %)’_wZ +56757k+67)7

3
avec a > — , w > 0 et € un parameétre suffisamment petit .
Le systéeme différentiel (4.1)) satisfaisant (4.3) a deux points d’équilibre

pi = (k£ Vk? + 24,0,0),

donc

_ _ —(F 2 4
pe = (k+ey+ \/(k+57)2 +2((;€7) +e2(a+ %)),0,0),

alors
pr = (k4 ey £ev2a+wt,0,0).

Nous étudions d’abord les solutions périodiques bifurquant de ’équilibre zéro—Hopf
prés de I’équilibre p_.
Le systéme différentiel (4.1]) satisfaisant (4.3 est

r=1Y,

—s 4 )
(ks _
z:(267)+e2(oz—|—U;)+(—w2+56)y+6z+(k‘+57)m—2.

Pour appliquer la théorie de moyennisation décrite au systéme (4.1]) satisfaisant (4.3]),
nous translatons le point d’équilibre p— vers 'origine en faisant le changement de va-
riables

(z,y,2) = (21 + k+ ey —eV2a+wh yp, 21).
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Le systeme différentiel (4.5) dans les nouvelles variables (z1,y1,21) est

1 = Y1,

yl = z1, A . (46)
. 1 w w

2= —wiy — iﬁ +e(Vwt + 20z + Byr + 21 + (7 +a)’ - (7 + a)e).

Le systéme (4.6 posséde le point d’équilibre est
p=(0,0,0).

La premiere étape afin d’écrire notre systéme différentiel (4.6]) sous la forme normale
pour appliquer la théorie de moyennisation ([2.2.1)) est d’écrire le systéme linéaire a
Porigine du systéme différentiel (4.6)) lorsque € = 0

i‘l = Y1,
yl = 21,
L 2
1 = —wWYi.
La forme normale de jordan s’écrit
0 —w O
J=]1 w 0
0 0 O

Nous appliquons le changement de variables linéaire
(mlvyla Zl) - (X7 Yvu Z)7

c’est a dire
(X,Y,2)" = B(z1,51,21)",

on a
BAB™'=J=BA-JB=0, (4.7)
d’ou
01 0
~1
B=] 00 ?
L0 —
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Par la transformation linéaire (X,Y, Z)T = B(x1,y1,21)7, c’est a dire

X T X x1
Y | =Bl y |=|Y |=B| u |,
Z Z1 Z Al
on trouve ]
X—yh
. —1 .
Y_izla (48)
Z—$1+7zl
On a
(xhyhzl)T:B_l(X:YaZ)T)
ou 1
0o — 1
B7 =11 0 o]
0 —w 0
on obtient v
Ty = — Z7
w
y1 = X, (4.9)
z1 = —wY,
on remplace (4.6]) et - ) dans , on trouve
X = —wY,
1 5 & wh 5 Y 1 4
Y =wX 4 ——(—+ 22— —[(% + )2+ BX + (— + Z)Vwl + 20 — wY — (= + a)e],
1 21}0 v € ww4 2 Y Y wt 2
7 _ 2 2
Z_—w(EJrZ) +ﬁ[(7+a) +5X+(E+Z)\/w4+2a—wY (2(+a))]
4.10

Considérons les coordonnées cylindriques (r,0, Z) définies par X = rcosf et Y =

76
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rsin€ , et Z = Z. Alors, le systéme différentiel (4.10]) devient

(. _ginf
r= %[r cos 0(r cos 0 + 2Bw?e) + 2rwsin0(—Z + e(Vw?* + 2o — w?))
w
4
—r? +w?(Z(-Z + 2eVwt + 2a) + 25(% +a)? — 2(w* + 20a))],

0= w— cos (7 cos O(r cos 0 + 2eBw?) — r? + w*(Z(—Z + 2evVwt + 2a)
wh
-|-25( + a)? — e2(wt + 2a))) + 2wr cos O sin O(—Z + e(Vwt + 2a — w?))],

Z = ﬁ[r cos (7 cos 0 + 2efw?) + 2rwsin 0(—Z + e(Vw* + 2a — w?))
w

L
2rw3

4
—r2 + w(Z(—Z + 2evVwt + 2a) + 25(% + a)? — e2(wt + 20))].
\

(4.11)

En effectuant le changement de variables (r, Z) = (¢R,eV), on obtient

( R: —esinf

5 [RcosO(Rcos 8 + 2Bw?) + 2Rwsin (—V + Vw?* + 2a — w?)
w3

—R? + w2( (=V +2vwt + 2a) + 2(24 +a)? — (w* + 2a))],

0= w— 2R 5 3lcosO(Rcos (R cos b + 2Bw?) — R2 + w?(V(=V + 2vwi + 20)
wh

—1—2(7 +a)? — (w* +20a))) + 2wRcos Osin (—V + (Vwi + 2o — w?))],

V= St [RcosO(Rcos 8 + 2ew?) + 2Rwsin 0(=V + (Vw? + 2a — w?))

—R?2 + w2 (V(=V + 2Vw* + 2a) + 2(“54 + a)? — (wh + 2a))].

\

(4.12)

Dans le systéme (4.12]), nous prenons # comme nouvelle variable indépendante, et
nous obtenons

— = 52
21’9 Fi(0,R, V) + O(e?), (4.13)
25 =€R(0,R.V) +0(%),

ou

( sin 0

F(0,R,V) = 5 [(—2w?V — 2Rwsin 0)vVw* + 2a + 2Rw sin O(w? + V')
w

1
— cos O(R? cos 0 + 2Bw?) — w6(§w4 +2a) + w?(V? — 202 + 2a) + R?,
1
F(0,R, V) = H[Rcos 0(2R cos 0 + 45w?) + 4Rwsin O(—w? + vVw? + 2o — V) 4+ wO(w?
w
| +Ha —2) + w4V Vwt + 2a — 2V? + 4a? — 4a) — 2R?].

Nous allons appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre (2.2.1]) au systéme
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différentiel (4.13). Nous avons

t = 0, T=2r, X=(RV)T

ro.Rv) = [ DRV vy = [ BV
Fy(6,R,V) f2(R,V)

On vérifie facilement que le systéme (4.13)) satisfait a toutes les hypotheéses du théo-

réeme ((2.2.1).

Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3)), c’est-a-dire

p

[(R V) = —fFleRV)de
Q_Rs( w? + vVl 20 - V),
fa(R,V) = iZfFMRV)da
B ﬁ(w (wh+ 4o — 2) + 20 (2V vVt + 20 — V2 + 202 — da — R?)).

Le systeme f1(R,V) = fa(R,V) = 0 a une solution unique (R*,V*) avec R* > 0, &

savoir

R* = wvuwd+ daw* — 2wt + 4a2,
3
V¥ = —w?+Vuwt+2a, sia> 3
Le jacobien (2.4) en (R*, V*) prend la valeur
d(f1, f2) 1
ARV )=y A0
qui est non nulle par hypothése.

Le théoréme (2.2.1) garantit pour € # 0 suffisamment petit I’existence d’une solution
périodique (R(6,¢),V(0,¢)) du systeme (4.13)) telle que

det (w + daw* — 2w + 402) > 0,

(R(0,¢),V(0,e)) — (R*, V")

lorsque € — 0.
Autrement dit, le systéme (4.13]) a la solution périodique suivante

(R(0,¢),V(0,¢)) = (R*+ O(e), V* 4+ O(e)).
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Cette solution périodique s’écrit dans le systéme sous la forme suivante
(R(t,e),0(t,e),V(t,e)) = (R*+ O(e),wt + O(e), V* + O(e)).
Dans le systéme , il devient
(r(t,e),0(t, ), Z(t,e)) = (eR* + O(e?), wt + O(e),eV* + O(£?)).

En passant a la solution périodique du systéme (4.10), ona X =rcosfetY = rsinf,

on obtient
(X(t,e),Y(t,€), Z(t,€)) = (eR* coswt + O(e?), eR* sinwt + O(e?),eV* + O(e?)).
Dans le systéme (4.6)), nous avons effectué un changement des variables linéaire

(X,Y,2)" = B(z1,51,21)",

donc on a
($1, Y1, zl)T = B_l(Xa va Z)Ta

alors )

T 0 — 1 eR* coswt + O(e?)

w

vi =11 0o o eR*sinwt + O(?) |,

21 0 —w 0 eV* 4+ O(e?)
donc la solution périodique s’écrit

R* sinwt v
(z1(t,€),y1(t,€), 21(t,€)) = (5 s wh 4 w + O(e?), eR* coswt + O(£?), —ewR* sin wt + 0(52)) .
w

Enfin pour le systeme (4.1]) la solution périodique devient la solution (4.4)) pour i = 2
de I’énoncé du théoréme (4.2.1)).

De plus les valeurs propres de la matrice jacobienne

d(f1, f2)

a(R, V)

(R,V)=(R*,V*)

sont données par

1,

3
50 = 308 Vs + daw* — 3wt + 402, et o > 3
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Donc, la solution périodique associée au zéro (R*, V*) est instable, car la partie réelle

des deux valeurs propres est toujours positive.

Maintenant, nous étudions les solutions périodiques bifurquant de 1’équilibre zéro—
Hopf prés de 1’équilibre p,. .

Nous translatons a l'origine le point d’équilibre p, en faisant le changement de va-

riables
(,9,2) = (21 + k +ev+ eV 2a +wh y1, 21).

Le systeme différentiel (4.5)) dans les nouvelles variables (z1,y1,21) est

jjlzyl;

Y1 = 21,

. , 1, . ot
21 = —whL - 57 +e(—vVw +2am1+ﬂy1+z1+(?+a) *(?+Oé)8).

(4.14)

La premiére étape afin d’écrire notre systéme différentiel (4.14)) sous la forme normale

pour appliquer la théorie de moyennisation ([2.2.1) est d’écrire le systéme linéaire a
Porigine du systéme différentiel (4.14)) lorsque € = 0

T = Y1,

Y1 = 21,
Lo 2
Z1 = —WwW Y-

La forme normale de Jordan s’écrit

0 —w O
J = w 0
0O 0 O

Nous appliquons le changement linéaire de variables
(z1,91,21) = (X,Y, Z),

c’est a dire
(X,Y,2)" = B(z1,y1,21)",
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d’ou
01 O
—1
B = 00 —
b
1 0 @
on trouve ] .
X:y17
. -1 .
Y = —
w2’1, (4.15)

Z:Ctil-f-ﬁzl
w

Le systéeme différentiel (4.14)) dans les nouvelles variables (X, Y, Z) est

X:—wY,

Y 4 Y 4
Y:wX+—(—+Z)2—3[(w—+a)2+5X—(—+Z)\/w4+2a—wY—(w—+a)s],
1 2}}0 v € ww4 2 Y Y wt 2

7 _ 2 2
Z——W(Eﬁ-Z) +@[(7+a) +6X—(w+Z)\/w4+2a—wY—(2(11046))5].

Considérons les coordonnées cylindriques (r,6, Z) définies par X = rcosf et Y =
rsinf , et Z = Z. Alors, le systéme différentiel (4.16)) devient

(. —sin 6

r=—5 [r cos O(r cos 0 + 2w?e) + 2rwsin (—Z + e(—vV/w? + 2a — w?))
4
—r? + w¥(Z(=Z = 2eVwT+ 2) + 25(5 + @)? — 2w + 20))]
0 =w-— 5 [cos O(r cos (7 cos 0 + 2efw?) — r? + w?(Z(—Z — 2wk 1 2a)
, 2rw

+25(w— + @)% — 2(w* 4 2a))) 4 2wr cos Osin O(—Z + e(—vwt + 2a — w?))],

7= 3 [r cos O(r cos 0 + 2eBw?) + 2rwsin (—Z + e(—vVw? + 2a — w?))
w
4

2 4 w?(Z(—Z — 2wt + 2a) + 25(’“’7 +a)? — 2w+ 2a))].

(4.17)
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4.2. Résultats principaux

En effectuant le changement de variables (r, Z) = (¢R,eV’), on obtient

R= %?Q[Rcos O(Rcos O + 2pw?) + 2Rwsin 0(—=V — vVwt + 2a — w?)
w

4
“R2 4+ w?(V(=V — 2Vl + 2a) + 2(“’7 +Fa)? — (wh+2a))],
° _[cosO(RcosO(RcosO + 268w?) — R? + w(V(~V — 2v/w? + 2a)

6= w—

2Rw3
4
+2(% +a)? = (w +2a))) + 2wRcos Osin O(=V + (—vw? + 20 — w?))],
V= QLM[R cos (R cos 0 + 2efw?) + 2Rwsin O(—V + (—vVwl + 2a — w?))

4
CRZ 4w (V(-V — 2Vt 1 2a) + 2(% +a)? — (wh +2a))].
(4.18)
Dans le systéme (|4.18]), nous prenons 6 comme nouvelle variable indépendante, et

nous obtenons

@ = 5F1(97R7 V) + 0(52)7
a0 (4.19)
i eFy(0,R, V) + O(e?),

ou

( sin 6
F1(97 R7 V) = 2w4

[—(2w?V + 2Rwsin 0)vw* 4 2a + 2Rw sin §(w? + V)

— cos O(R? cos  + 2Bw?) — wﬁ(%w4 +2a) + w?(V? - 202 + 2a) + R?,

FO,R,V) = %W[Rcos 0(2R cos 0 + 4Bw?) + 4Rwsin (—w? — Vwt +2a — V) + wb(w?
+da — 2) + wH(—4VVwt + 2a — 2V2 + 4a? — 4a) — 2R?).

Nous allons appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre (2.2.1)) au systéme
différentiel (4.19)). Nous avons

t = 0, T=2r X=(RV) et

ro.rv) = (POEVIN vy = [ DBV
Fy(0,R,V) f2(R,V)

On vérifie facilement que le systéme (4.19) satisfait a toutes les hypothéses du théo-
rome (Z2).
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4.2. Résultats principaux

Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3)), c’est-a-dire

1 27
fi(RV)=—[Fi(6,R,V)db
2m Yy

R
1 27

f2(R,V) = ngQ(e,R, V)df

\ = m(uﬁ(w4 + 4o — 2) + 2w (—2VVwt + 2a — V2 + 202 — 4a — R?)).

Le systeme f1(R,V) = fo(R,V) = 0 a une solution unique (R*,V*) avec R* > 0, a

savoir

R* = wvuwd + daw* — 2wt + 4a2,

3
V= —w?—Vuwt+2a, etsia> g
Le jacobien (2.4) en (R*, V*) prend la valeur

det 91, f2) = Lﬁ.(w8 + daw* — 2w + 4a?) > 0,

qui est non nulle par hypothése.
Le théoreme ([2.2.1)) garantit pour € # 0 suffisamment petit Iexistence d’une solution

périodique (R(#,¢),V(0,¢)) du systéme telle que
(R(0,¢),V(0,¢)) — (R*, V")
lorsque € — 0. Autrement dit, le systéme a la solution périodique suivante
(R(0,¢),V(0,e)) = (R"+ O(e),V* + O(e)).
Cette solution périodique s’écrit dans le systéme sous la forme suivante
(R(t,e),0(t,e),V(t,e)) = (R*+ O(e),wt + O(e), V* + O(e)).
Dans le systéme , il devient
(r(t,e),0(t, ), Z(t,e)) = (eR* + O(e?), wt + O(e),eV* + O(£?)).

En passant a la solution périodique du systéme (4.16)), ona X =rcosfetY = rsinf,
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4.2. Résultats principaux

on obtient
(X(t,e),Y(t,€), Z(t,e)) = (eR* coswt + O(e?), eR* sinwt + O(e?),eV* + O(£?)).
Dans le systéme (4.15)), nous avons effectué un changement linéaire des variables

(X,Y,2)" = B(z1,51,21)",

donc on a
($17 Y1, zl)T = B_l(Xa va Z)Ta

alors )

x1 0 — 1 eR* coswt + O(e?)

w

v |=11 0 0 eR*sinwt + O(?) |,

21 0 —w 0 eV* + 0(e?)
donc la solution périodique s’écrit

R* sinwt v
(x1(t,e),y1(t,€), z1(t,e)) = (5 st w + O(g?),eR* coswt + O(e?), —ewR* sin wt + 0(82)) .
w

Enfin pour le systeme (4.1]) la solution périodique devient la solution (4.4)) pour i = 1
de I’énoncé du théoreme (4.2.1]).

De plus les valeurs propres de la matrice jacobienne

A(f1, f2)

a(R, V)

(R,V)=(R*,V*)

sont données par

1,

3
50 = 308 Vwd + daw* — 3wt + 402, et o > 3

Donc, la solution périodique associée au zéro (R*, V*) est instable, car la partie réelle

des deux valeurs propres est toujours positive.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons utilisé I'une des plus importantes méthodes perturba-
tives pour étudier existence des solutions périodiques de certains systémes différentiels
polynomiaux de dimension trois.

Nous continuerons nos recherches des solutions périodiques des équations différen-
tielles perturbées par un parameétre suffisamment petit, en utilisant la théorie de moyen-

nisation.
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