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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions l�existence des solutions périodiques de deux pro-

blèmes de systèmes di¤érentiels ordinaires perturbés.

Premièrement, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf en utilisant la théorie de moyen-

nisation du premier ordre, et de l�appliquer au système de Rössler généralisé dans R38><>:
_x = �y � z + kx;
_y = x+ ay;

_z = bx� cz + xz;
(i)

où a; b; c et k sont des paramètres réels.

Deuxièment, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions

les points d�équlibre zéro-Hopf et les bifurcations zéro-Hopf des cycles limites qui se

produisent en ces points d�équilibre dans certains systèmes de Michelson généralisés8>><>>:
_x = y;

_y = z;

_z = a+ by + cz + kx� x
2

2
;

(ii)

où a; b ,c et k sont des paramètres réels.

Mots-clés : théorie de moyennisation, bifurcation zéro-Hopf, solution périodiques,
système de Rössler, système de Michelson.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of periodic solutions of two perturbed ordinary

di¤erential system problems.

Firstly, we study the zero-Hopf bifurcation using �rst-order averaging theory, and

apply it to the generalized Rössler system in R38><>:
_x = �y � z + kx;
_y = x+ ay;

_z = bx� cz + xz;
(1)

where a; b; c and k are real parameters.

Secondly, by using the �rst-order averaging theory, we study the zero-Hopf equi-

librium points and the zero-Hopf bifurcations of the limit cycles that occur at these

equilibria in some generalized Michelson system8>><>>:
_x = y;

_y = z;

_z = a+ by + cz + kx� x
2

2
;

(2)

where a; b; c and k are real parameters.

Keywords: averaging theory, zero-Hopf bifurcation, periodic solutions,Rössler sys-
tem, Michelson system.
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V 

 ملخص

 

 في هذه الرسالة ، ندرس وجود حلول دورية لمشكلتين من مشاكل الأنظمة التفاضلية العادية.

     

الدرجة الأولى ، ونطبقها على من متوسط الباستخدام نظرية الصفري  هوبف، ندرس التشعب أولاً 

 ℝ³المعمم في  روسلرنظام 
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Introduction générale

La théorie des systèmes dynamiques est très large et très active en termes de re-

cherche. Elle dépend aussi substantiellement de la plupart des principaux domaines des

mathématiques. Généralement, un système est dit dynamique lorsqu�il évolue au cours

du temps. Ainsi, l�étude des systèmes dynamiques traite donc l�évolution temporelle des

systèmes chimiques, physiques, biologiques ou économiques. On représente cette évolu-

tion par des équations di¤érentielles ou des applications.

Le terme « système dynamique » est apparu au début du XX�eme siècle entre la

publication du Henri-Poincaré [24] « Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste
» en 1892, et celle, en 1927, de la monographie de Birkho¤ [2] justement intitulée

« Dynamical systems » . Le premier objectif des chercheurs est l�étude des systèmes

dynamiques, c�est à dire l�étude qualitative des équations di¤érentielles ordinaires.

Une équation di¤érentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues

et leurs dérivées. En général, on utilise les équations di¤érentielles (d�évolution) dans les

sciences qui utilisent la modélisation mathématique.

On remonte le début de l�histoire des équations di¤érentielles au début de l�analyse

avec Ferma, Newton et Leibniz. D�après Encyclopédie des mathématiques, le
terme " équation di¤érentielle " est dû à G. Leibniz (1646-1716) en 1676. Le concept
d�équation di¤érentielle pendant les deux premiers siècles de son apparition a fait l�ob-

jet d�études a�n d�arriver à une résolution algébrique. Jusqu�au 19�eme siècle et depuis

l�arrivée en scène de J. Liouville (1809-1882), les mathématiciens ne s�arrêtaient pas de
chercher une méthode de résolution applicable à toute sorte d�équations di¤érentielles.

Un des plus importants problèmes de la théorie des équations di¤érentielles est l�étude

des orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite est
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une orbite périodique isolée dans l�ensemble des orbites périodiques de l�équation dif-

férentielle. Les cycles limites ont été introduits pour la première fois par H. Poincaré
[25] en 1881 dans son "Mémoire sur les courbes dé�nies par une équation di¤érentielle".

Poincaré s�est intéressé à l�étude qualitative des solutions des équations di¤érentielles,

c�est à dire des points d�équilibre, des cycles limites et de leur stabilité. Ce qui per-

met d�avoir une idée globale des autres orbites du système étudié. A la �n des années

1920, Van Der Pol, Liénard et Andronov ont prouvé qu�une trajectoire fermée d�une
oscillation arrivant dans un circuit de tube vide était un cycle limite.

Un des théorèmes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théorème de

Poincaré-Bendixson qui a¢ rme que dans une région compacte et bornée du plan, une
trajectoire d�un système planaire converge vers un point d�équilibre ou un cycle limite.

Le critère de Dulac donne une méthode de non existence des solutions périodiques.
Un nouveau terme a été introduit en 1892 par Poincaré qui est la bifurcation. La

théorie de la bifurcation est un aspect fondamental des systèmes dynamiques. Elle décrit

le changement qualitatif des points d�équilibre d�une équation di¤érentielle, obtenue selon

une faible variation d�un paramètre. La bifurcation de Hopf est un outil important pour

détecter l�existence d�une solution périodique d�un système autonome qui dépend d�un

paramètre �.

Ces dernières années, plusieurs articles ont étudié les cycles limites des systèmes

di¤erentiels polynomiaux planaires. La raison principale de cette étude est le seizième

problème non résolu de Hilbert. En particulier, un grand nombre d�articles ont étudié
les cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d�un centre linéaire.

Il y a cinq méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bifurquant des orbites

périodiques ayant un centre.

� La première méthode est basée sur l�application de retour de Poincaré.
� La deuxième méthode est basée sur l�intégrale de Poincaré Melnikov.
� La troisième est basée sur l�intégrale Abélienne.
� La quatrième est la méthode du facteur intégrant inverse.

� La cinquième est la méthode de la moyennisation (Averaging Theory). Celle-ci

donne la forme des cycles limites bifurqués.

Les chercheurs ont étudié plusieurs équations di¤érentielles planaires en utilisant les

méthodes précédentes pour la détermination des cycles limites.

En général, obtenir des solutions périodiques est un problème di¢ cile et souvent

impossible. La méthode de la moyennisation réduit ce problème di¢ cile des systèmes

di¤érentiels à la recherche des racines positives d�un système algébrique non linéaire.

Cette méthode est l�une des plus importantes méthodes de perturbations utilisées ac-
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tuellement dans l�étude des solutions périodiques des systèmes dynamiques, elle est la

base de notre travail. Elle a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1934 [4] et
Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [5]. Elle a été ensuite développée par Verhulst
[30], Sanders et Verhulst [29], Roseau (1985) [27], Llibre et Buica (2004) [6]...

L�idée de base est de considérer une équation di¤érentielle perturbée mise sous la

forme standard suivante
dx

dt
= "f(t; x; "); (3)

où t 2 I � R; x 2 Rn; " un paramètre su¢ samment petit et f est T�périodique en
t; et de déterminer l�équation moyennée associée de cette équation

dx

dt
= "F (x);

où

F (x) =
1

T

TZ
0

f(t; x; 0)dt;

et de chercher les solutions périodiques de l�équation (3).

Dans ce travail, on s�intéresse à l�étude des solutions périodiques des systèmes di¤é-

rentiels ordinaire dans R3 en appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre.
La suite du travail est organisée comme suit

� Le premier chapitre présente quelques rappels et des notions préliminaires sur
les systèmes di¤érentiels ordinaires dans Rn: On citera aussi un théorème de la
bifurcation de Hopf.

� Dans le deuxième chapitre, on utilise la théorie de moyennisation du premier
ordre pour étudier le nombre des orbites périodiques d�un système di¤érentiel. On

utilise aussi un autre théorème de la moyennisation du premier ordre pour étudier

les cycles limites d�un système di¤érentiel.

� Dans le troisième chapitre, on s�intéresse à l�étude de la bifurcation zéro-Hopf
pour le système de Rössler généralisé8><>:

�
x = �y � z � kx;
�
y = x+ ay;
�
z = bx� cz + xz;

où a; b,c et k sont des paramètres réels.

On donne le nombre de cycles limites qui bifurquent d�un point d�équilibre zéro-Hopf,
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on a utilisé la théorie de moyennisation du premier ordre. Cette étude a fait l�objet d�une

publication "A. Roubache and E. Hadidi, Zero-Hopf bifurcation of periodic orbits in
the generalized Rossler system, journal MATHEMATICA." [26].

Le quatrième chapitre, consiste en l�étude de la bifurcation zéro-Hopf pour le
système de Michelson généralisé8>><>>:

�
x = y;
�
y = z;

�
z = a+ by � cz + kx� x

2

2
;

où a; b,c et k sont des paramètres réels, en utilisant la théorie de moyennisation du

premier ordre. Ce travail est soumis pour une publication.
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CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour l�étude qualitative

des systèmes dynamiques et des équations di¤érentielles ordinaires.

1.1 Problème à valeur initiale

Soient U un ouvert de R� Rd et f : U ! Rd une fonction continue.

Dé�nition 1.1.1

i) Une équation di¤érentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation de la forme

_x(t) = f(t; x(t));

que l�on note brièvement

_x = f(t; x) où _x =
dx

dt
: (1.1)

ii) Pour (t0; x0) donné, un problème à valeur initiale associé à l�équation (1.1) est donné
sous la forme

_x = f(t; x); x(t0) = x0: (1.2)

Dé�nition 1.1.2 i) La fonction x(t) est dite solution de l�équation (1.1) sur un inter-
valle I � R si elle est dé�nie et continûment dérivable sur I; si (t; x(t)) 2 U pour

tout t 2 I et si x(t) satisfait la relation (1.1) sur I:
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1.3. Stabilité de la solution

ii) Soit (t0; x0) 2 U donné, la fonction x(t) est dite solution du problème à valeur initiale
(1.2) s�il existe un intervalle I contenant t0 tel que x est une solution de l�équation

(1.1) sur I et véri�e x(t0) = x0:

1.2 Existence et unicité des solutions des problèmes à va-

leurs initiales

Soit D un ouvert de Rn , t0 < t � t0 + T , x 2 D et f(t; x) 2 Rn:

Dé�nition 1.2.1 On dit que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport à x si

kf(t; x1)� f(t; x2)k � L kx1 � x2k ;

où x1; x2 2 D, et L est une constante.

Nous pouvons maintenant formuler un théorème bien connu d�existence et d�unicité

pour des problèmes à valeur initiale.

Théorème 1.2.1 (existence et unicité) On considère le problème à valeur initiale

_x = f(t; x); x(t0) = x0;

où x 2 D � Rn, t0 < t � t0 + T . On suppose que
i) f(t; x) est continue par rapport à t , x sur G = [t0; t0 + T ]�D.
ii) f(t; x) satisfait la condition de Lipschitz en x.

Alors le problème à valeur initiale admet une solution unique.

1.3 Stabilité de la solution

La question de la stabilité d�une solution ou d�un mouvement est une question fon-

damentale de la théorie qualitative des équations di¤érentielles. Cette question à été

étudiée en détail par l�éminent mathématicien russe Lypunov (1857� 1918):
Soit le système di¤érentiel(

_x = f(t; x); x 2 Rn; t 2 R;
x(t0) = x0:

(1.3)
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1.3. Stabilité de la solution

On suppose que f satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité des solu-

tions.

Théorème 1.3.1 Une solution '(t) du système (1:3) telle que '(t0) = '0 est dite stable
au sens de Lyapunov, si 8" > 0; 9� > 0 telle que pour toute solution x(t) de (1:3) dont
la valeur initial x(t0) véri�e

kx(t0)� '0k < � ) kx(t)� '(t)k < ";8t � t0:

Si en plus, on a

lim
t!+1

kx(t)� '(t)k = 0;

alors la solution '(t) est dite asymptotiquement stable.

Exemple 1.3.1 Soit le système diférentielle de premier ordre8<:
dx

dt
= �x+ 1;

x(0) = 1:

La solution telle que x(0) = x0 est

x(t) = (x0 � 1)e�t + 1:

La solution '(t) telle que '(0) = 1 est '(t) = 1; donc

jx(t)� '(t)j =
��(x0 � 1)e�t�� < jx0 � 1j ;8t � 0;

il su¢ t de prendre � � "; � = ") '(t) est stable.

On a

lim
t!+1

jx(t)� '(t)j = lim
t!+1

��(x0 � 1)e�t�� = 0;
alors la solution '(t) est asymptotiquement stable.

Remarque 1.3.1 Une solution qui n�est pas stable est dite instable.
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1.6. Système dynamique

1.4 Systèmes di¤érentiels polynomiaux

Dé�nition 1.4.1 On appelle un système di¤érentiel polynomial dans Rn, un système
de la forme 8>>>>>>><>>>>>>>:

dx1
dt
(t) = f1(x1(t); x2(t); : : : ; xn(t));

dx2
dt
(t) = f2(x1(t); x2(t); : : : ; xn(t));

...
dxn
dt
(t) = fn(x1(t); x2(t); : : : ; xn(t));

(1.4)

où f1; f2; ::::et fn sont des polynômes à coe¢ cients réels. On dit aussi que (1.4) est un

système di¤érentiel polynômial. Le système (1.4) est de degré d

où

d = max(degf1; degf2; :::; degfn):

Si f1; f2; :::; fn ne dépendent pas de t explicitement, alors le système (1.4) est dit

autonome.

1.5 Solution d�un système di¤érentiel

Dé�nition 1.5.1 On appelle solution du système (1:4) toute application dérivable

X : I � R! Rn

t 7! X(t) = (X1(t); X2(t); :::; Xn(t));

où I est un intervalle non vide tel que, pout tout t 2 I, (X1(t); X2(t); :::; Xn(t))

satisfait le système.

1.6 Système dynamique

En général, un système dynamique décrit des phénomènes qui évoluent au cours du

temps. Mathématiquement, on dé�nit un système dynamique par

Dé�nition 1.6.1 Un système dynamique sur Rnest une application U : R � Rn ! Rn

telle que

1: U(:; x) : R! Rn est continue.
2: U(t; :) : Rn ! Rn est continue.
3: U(0; x) = x:

8



1.6. Système dynamique

4: U(t+ s; x) = U(t; U(s; x)); 8t; s 2 R et 8x 2 Rn:

Proposition 1.6.1 Les systèmes dynamiques sont engendrés par des systèmes di¤éren-
tiels.

Exemple 1.6.1 Soit le système di¤érentiel

dx

dt
= Ax ; x(0) = x0; (1.5)

où A est une matrice constante, x 2 Rn. La solution de (1.5) est donnée par

x(t) = eAtx0:

Le système (1.5) engendre un système dynamique

U : R+ � Rn ! Rn; U(t; x) = eAtx:

En e¤et

Nous allons montrer que U possède les quatre propriétés précédentes ; 8t; s 2 R+ et
8x; y 2 Rn

1. On a

kU(t+ s; x)� U(t; x)k =



eA(t+s)x� eAtx


 = 

eAtx(eAs � I)



� ekAkjtj kxk (ekAkjsj � 1)! 0 quand s! 0;

d�où U(:; x) est continue.

2. On a

kU(t; x)� U(t; y)k =


eAtx� eAty

 = 

eAt(x� y)

 = 

eAt

 kx� yk �M kx� yk ;

où M constante et puisque t est �xé on obtient la continuité de U(t; :).

2. On a

U(0; x) = e0x = I:x = x:
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3. On a

U(t+ s; x) = eA(t+s)x = eAt:eAs:x = eAt:U(s; x) = U(t; U(s; x)):

D�où le résultat.

Remarque 1.6.1 Un système dynamique U sur Rn est linéaire si

U(t; �x+ �y) = �U(t; x) + �U(t; y); 8�; � 2 R et 8x; y 2 Rn:

1.7 Notion du �ot

Dé�nition 1.7.1 Soit le système non linéaire

_x = f(x); x 2 Rn; (1.6)

avec la condition initiale x(0) = x0; x0 2 E; E est un sous ensemble ouvert de Rn et
f 2 C1(E): Soit �(t; x0) la solution de (1:6). L�ensemble des applications �t dé�nies

par

�t(x0) = �(t; x0);

est appelé le �ot du système di¤érentielle (1:6).

Remarque 1.7.1 Le �ot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps
t, si non il est dit non autonome.

1.8 Points d�équilibre et linéarisation

1.8.1 Point d�équilibre

Les points d�équilibre ont un rôle important à l�étude des systèmes di¤érentiels non

linéaires.Henré Poincaré (1854 - 1912) a montré qu�il su¢ t de savoir le comportement
de la solution à travers l�étude des points d�équilibre au lieu de résoudre ces systèmes

di¤érentiels.

Dé�nition 1.8.1 On appelle point d�équilibre, point critique, point singulier ou point
�xe du système (1:6), tout point x0 2 Rn véri�ant

f(x0) = 0:
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Remarque 1.8.1 Un point qui n�est pas d�équilibre est dit régulier.

1.8.2 Linéarisation des systèmes

La majorité des système qui modélisent des phénomènes naturelles sont non linéaires.

Pour étudier le comportement des trajectoires de ces systèmes, au voisinage d�un point

d�équilibre x0, on se ramène à l�étude de ces systèmes linéarisés associés. Considérons le

système di¤érentiel non linéaire (1:6).

Dé�nition 1.8.2 Le système

_x = Ax ; x 2 Rn; où A = Df(x0) = (
@fi
@xj

(x0))(1�i;j�n) ; (1.7)

est appelé système linéarisé associé au système (1:6) en x0.

La matrice A est dite matrice jacobienne associée au système (1:6).

Exemple 1.8.1 Soit le système ( �
x = x(2� x� y);
�
y = x� y;

(1.8)

alors les points d�équilibre sont

(0; 0) et (1:1):

Le système linéarisé est

A = Df(x) =

 
2� 2x� y �x

1 �1

!
;

donc

Df(0; 0) =

 
2 0

1 �1

!
;

et

Df(1; 1) =

 
�1 �1
1 �1

!
;

les systèmes linéarisés du système (1:8) sont
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1.8. Points d�équilibre et linéarisation

a) au point (0; 0) ( �
x = 2x;
�
y = x� y;

b) au point (1; 1) ( �
x = �x� y;
�
y = x� y:

Remarque 1.8.2 On utilise la linéarisation pour étudier la nature des points d�équi-
libre.

Dé�nition 1.8.3 On appelle point d�équilibre hyperbolique de (1:6) tout point d�équilibre
x0 tel qu�aucune des valeurs propres de la matrice A n�a une partie réelle nulle.

1.8.3 Classifcation et nature des points d�équilibre

Cas des systèmes linéaires

Soit le système

_x = Ax;

où x 2 Rn, A une matrice constante inversible, et �1; :::; �n sont les valeurs propres de
la matrice A:

1. Si les valeurs propres �1; :::; �n sont réelles, non nulles et de signe di¤érent, la

solution x = x0 est appelée selle.

2. Si les valeurs propres �1; :::; �n sont réelles, non nulles et de même signe, la solution

x = x0 est appelée n�ud.

3. Si les valeurs propres �1; :::; �n sont complexes avec Im(�i) 6= 0; i = 1; :::; n , la

solution x = x0 est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres �1; :::; �n sont complexes avec Re(�i) = 0 et Im(�i) 6= 0;

i = 1; :::; n, la solution x = x0 est appelée centre.

Cas des systèmes non linéaires

Considérons maintenant le système non-linéaire autonôme

_x = f(x); (1.9)
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1.8. Points d�équilibre et linéarisation

où x = (x1; :::; xn) et f = (f1; :::; fn) et le système linéarisé associé

_x = Ax;

le point d�équilibre x0 est appelé

Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelle

négatives.

Source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelle

positives.

Selle s�il est hyperbolique et si la matrice A = Df(x0) a au moins une valeur propre

avec la partie réelle négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positive.

1.8.4 Stabilité des points d�équilibre

L�étude de la stabilité des solutions d�un système di¤érentiel amène à connaître le

comportement des trajectoires voisines de ces solutions.

Théorème 1.8.1 Soit x0 un point d�équilibre pour le système (1:9).
i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne Df(x0) ont des parties réelles

négatives, alors le point d�équilibre x0 est asymptotiquement stable.

ii) S�il existe au moins une valeur propre de Df(x0) avec une partie réelle positive,

alors le point d�équilibre x0 est instable.

iii) Si Df(x0) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d�autres avec

des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du point d�équilibre

x0.

Soit le système linéaire
�
x = Ax;

où A =

 
a11 a12

a21 a22

!
est une matrice constante inversible, et x = (x1; x2) 2 R2.

Soient �1et �2 les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynôme

caractéristique suivant :

p(�) = �2 � (a11 + a22)�+ a11:a22 � a12:a21:

i) Si les valeurs propres �1et �2 sont réelles, non nulles

1) Si �1� �2 < 0; alors le point d�équilibre x = x0 est un point selle, il est toujours

instable (voir Fig. 1.1).
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2) Si �1� �2 > 0; on a trois cas
i) Si �1 < �2 < 0 , le point d�équilibre x = x0 est un noeud stable (voir Fig. 1.2).

ii) Si 0 < �1 < �2 , le point d�équilibre x = x0 est un noeud instable (voir Fig. 1.3).

iii) Si �1 = �2 = � , le point d�équilibre x = x0 est un noeud propre, il est stable

si � < 0 (voir Fig. 1.4) et instable si � > 0 (voir Fig. 1.5).

ii) Si les valeurs propres �1et �2 sont complexes conjuguées

�1;2 = �� i�;

1) Si � 6= 0 on a
i) � < 0; le point d�équilibre x = x0 est un foyer stable (voir Fig. 1.6 ).

ii) � > 0; le point d�équilibre x = x0 est un foyer instable (voir Fig. 1.7).

2) Si � = 0;le point d�équilibre x = x0 est un centre. Il est stable mais pas asymp-

totiquement stable (voir Fig. 1.8).

Fig. 1.1 �(0,0) est un point selle.
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Fig. 1.2 �(0,0) est un noeud stable.

Fig. 1.3 �(0,0) est un noeud instable.
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Fig. 1.4 �(0,0) est un noeud propre stable.

Fig. 1.5 �(0,0) est un noeud propre instable.
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Fig. 1.6 �(0,0) est un foyer stable.

Fig. 1.7 �(0,0) est un foyer instable.
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Fig. 1.8 �(0,0) est un centre.
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1.9 Portrait de phase et cycles limites

1.9.1 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.9.1 Soit le système planaire(
_x = P (x; y);

_y = Q(x; y):
(1.10)

Un portrait de phase est l�ensemble des trajectoires dans l�espace de phase. En particu-

lier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux variables,

les solutions (x(t); y(t)) du système (1.10) représentent dans le plan (x; y) des courbes

appelées orbites.

Les points d�équilibre de ce système sont des solutions constantes et la �gure complète

des orbites de ce système ainsi que ces points d�équilibre représentent le portrait de phase

et le plan (x � y) est appelé le plan de phase.

1.9.2 Orbite périodique

Dé�nition 1.9.2 On appelle orbite périodique toute trajectoire �(t; x) de (1.10) telle
qu�il existe un nombre T > 0; véri�ant

�(t+ T; x) = �(t; x): (1.11)

Le plus petit réel T > 0 qui véri�e (1.11) est appelé période.

Proposition 1.9.1 Toute solution périodique entoure au moins un point d�équilibre.

1.9.3 Cycle limite

Dé�nition 1.9.3 Un cycle limite C du système (1.10) est une trajectoire (orbite pério-
dique) fermée isolée dans l�espace de phases, c�est à dire qu�il existe un voisinage de C

dans lequel il n�y a pas d�autres courbes fermées.

Dé�nition 1.9.4 L�amplitude d�un cycle limite est la valeur maximale de la variable x
du cycle limite.
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1.10 Stabilité des cycles limites

Théorème 1.10.1 C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit toutes

les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s�enroulent en spirales autour de

C pour t! +1 ou pour t! �1:

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont refoulées de C.

3. Le cycle limite est dit semi-stable, si les trajectoires voisines de C sont attirées

d�un coté et refoulées de l�autre coté.

Exemple 1.10.1 Soit le système(
_x = �x� y � �x(x2 + y2);
_y = x+ �y � �y(x2 + y2);

(1.12)

où � est un paramètre réel. E¤ectuons le changement en coordonnées polaires (r; �);

dé�nies par (
x = r cos �;

y = r sin �:

Les coordonnées polaires sont dé�nies par les relations suivantes(
r2 = x2 + y2;

tan � =
y

x
;

(1.13)

Dérivons la première de équation (1.13) par rapport au temps, il vient

2r _r = 2x _x+ 2y _y;

donc

r _r = x _x+ y _y:

Dérivons maintenant la seconde équation (1.13) par rapport au temps

d tan �

dt
=
_yx� _xy

x2
;
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on a aussi
d tan �

dt
=

_�

cos2 �
;

donc
_yx� _xy

x2
=
r2 _�

x2
;

alors

r2 _� = x _y � y _x:

Finalement, en coordonnées polaires, le système (1.12) s�écrit sous la forme des deux

équations découplées suivantes (
_r = �r(1� r2);
_� = 1;

r = 1 correspond à l�orbite périodique est un cycle limite stable pour � > 0 et instable

pour � < 0.

Si � = 0 le système a une in�nité de nombres des orbites périodiques et il n�y a pas

des cycles limites.

1. Prenons un exemple � = 3; le système (1.12) devient(
_x = 3x� y � 3x(x2 + y2);
_y = x+ 3y � 3y(x2 + y2);

la solution périodique est un cycle limite stable (voir Fig. 1.9).
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Fig. 1.9 �Cycle limite stable.

2. Si � = �5; le système (1.12) devient(
_x = �5x� y + 5x(x2 + y2);
_y = x� 5y + 5y(x2 + y2);

la solution périodique est un cycle limite instable (voir Fig. 1.10).

3. Si � = 0; le système (1.12) devient(
_x = �y;
_y = x;

le système a une in�nité de nombres des orbites périodiques (voir Fig. 1.11).

22



1.10. Stabilité des cycles limites

Fig. 1.10 �Cycle limite instable.

Fig. 1.11 �Orbites périodiques.
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Remarque 1.10.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes di¤é-
rentiels non linéaires.

Proposition 1.10.1 (Cycle limite hyperbolique) Supposons que le système (1.10) a
une orbite périodique (x(t); y(t)) de période T . Soit l�exposant caractéristique donné par

s =

TZ
0

(
@P

@x
+
@Q

@y
)(x(t); y(t))dt:

Si s > 0 (respectivement s < 0), alors l�orbite périodique (x(t); y(t)) est un cycle

limite instable (respectivement stable). L�orbite périodique (x(t); y(t)) est dite un cycle

limite hyperbolique si s 6= 0.

Exemple 1.10.2 Soit le système(
_x = �y + x(1� x2 � y2);
_y = x+ y(1� x2 � y2):

(1.14)

En coordonnées polaires x = r cos � et y = r sin �, le système précédent devient(
_r = r(1� r2);
_� = 1;

d�où

_r = 0, r = 0 ou r = 1;

pour r = 1, on a


(t) = (cos(t); sin(t));
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s =

2�Z
0

(
@P

@x
+
@Q

@y
)(cos(t); sin(t))dt;

=

2�Z
0

(1� 3 cos2(t)� sin2(t)) + (1� cos2(t)� 3 sin2(t))dt;

=

2�Z
0

(2� 4 cos2(t)� 4 sin2(t))dt;

=

2�Z
0

� 2dt = �4� < 0:

Donc, le système (1.12) a un cycle limite hyperbolique 
(t) = (cos(t); sin(t)) qui est stable

(voir Fig. 1.12).
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Fig. 1.12 �Cycle limite hyperbolique stable.

1.11 Existence et non-existence des cycles limites

Nous donnons des résultats intéressants concernant l�existence et non existence des

cycles limites.

Théorème 1.11.1 (Poincaré-Bendixson) [23] Soit le système planaire suivant(
_x = f(x; y);

_y = g(x; y):
(1.15)

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C1 sur E; où E est un sous

ensemble ouvert de R2; le système (1.15) a une orbite 
 telle que l�orbite positive


+(p) = f�(p; t); t � 0g

passant par le point p est contenue dans un sous ensemble compact F de E. Alors on

est dans l�un des trois cas suivants

� Soit 
+(p) tend vers un point d�équilibre.

� Soit 
+(p) tend vers une orbite périodique.

� Soit 
+(p) est une orbite périodique.
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Si F ne contient pas de points d�équilibre alors il existe une orbite périodique du

système (1.15).

Théorème 1.11.2 (Critère de Bendixson) [23] Soit le système planaire(
_x = f(x; y);

_y = g(x; y);

et soit F = (f; g)T 2 C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2: Si la
divergence du champ de vecteur F (notée rF ) est non identiquement nulle et ne change
pas de signe dans E; alors ce système n�a aucune orbite fermée entièrement contenue

dans E:

Exemple 1.11.1 Considérons le système suivant(
_x = 2xy � 2y4 � x;
_y = x2 � y2 � x2y3:

Soit

F = (2xy � 2y4 � x; x2 � y2 � x2y3)T :

On calcule la divergence du champ de vecteur F; on obtient

divF = rF = @

@x
(2xy � 2y4 � x) + @

@y
(x2 � y2 � x2y3)

= 2y � 1� 2y � 3x2y2 = �1� 3x2y2 < 0:

D�où, d�après le critère de Bendixson ce système n�a aucun cycle limite dans R2:

1.12 Bifurcation de Hopf

Le terme de bifurcation a été introduit par Poincaré pour décrire les transformations
des points d�équilibre d�une famille de systèmes, obtenue en faisant varier un paramètre.

Si la nature du point d�équilibre subit un changement soudain lorsque le paramètre varie,

on dit que le système subit une bifurcation. Ceci implique que la bifurcation de Hopf est

pour les systèmes de dimension n > 2:
Pour un tour d�horizon plus général sur les bifurcations de Hopf et leurs applications

notamment en physique et en électronique, voir [[11],[12] ,[13] ,[15]].
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1.12.1 Bifurcation de Hopf dans R2

Le théorème dePoincaré-Bendixson n�est pas toujours facilement applicable. Aussi,
le théorème de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet de démontrer plus ai-
sément l�existence de solutions périodiques correspondant à un cycle limite. De plus,

contrairement au théorème de Poincaré-Bendixson qui n�est valable que dans le plan,
le théorème de P-A-H est applicable en dimension supérieure à deux.

Théorème de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)

Théorème 1.12.1 [1],[16] Soit le système dynamique suivant( �
x = f(x; y; �);
�
y = g(x; y; �);

où � est une paramètre.

Supposons que le système admet un point d�équilibre (x0(�); y0(�)):

Soit A(x0(�); y0(�)) la matrice jacobienne calculée au point d�équilibre.

Supposons que les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont complexes conjuguées

et s�écrivent sous la forme �(�); �(�) = �(�)� i�(�) avec �(�) la partie réelle et �(�)
la partie imaginaire.

Supposons que pour une certaine valeur de � : � = �0 , les conditions suivantes sont

satisfaites

i) �(�0) = 0; �(�0) = ! 6= 0 où sgn(!) = sgn[(
@g

@x
)j�=�0(x0; y0)]: (Condition de

non-hyperbolicité).

ii)
d�(�)

d�
j�=�0 = d 6= 0: (Condition de tranversalité ).

iii) a 6= 0
a =

1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16!
(fxy(fxx + fyy)� gxy(gxx + gyy)� fxxgxx+

fyygyy):

avec fxy = (
@2f

@x@y
)j�=�0(x0; y0); etc (Condition de généricité).

Alors

1: Il y a une seule orbite périodique qui bifurque de l�origine pour � > �0 si ad < 0

ou � < �0 si ad > 0:

2: Le point d�équilibre (x0; y0) est stable pour � > �0(réspectivement � < �0) et

instable pour � < �0 (réspectivement � > �0) si d < 0 (réspectivement d > 0).

3: La solution pèriodique est stable (réspectivement instable) si le point d�équilibre est

instable (resp stable ), du côté � = �0 où les solution périodiques existent.
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4: L�amplitude de orbite periodique
p
j�� �0j .

5: La période de l�orbite périodique est T =
2�

j!j .

Remarque 1.12.1 1. Il existe trois cas de bifurcations de Hopf possibles
(a) Bifurcation de Hopf dégénérée

Si une des conditions du théorème de la Bifurcation de Hopf n�est pas satisfaite, on

peut avoir bifurcation de solution périodique, on dit que la bifurcation est dégénérée.

(b) Bifurcation de Hopf super-critique

i) La bifurcation est dite super-critique (super critical) si l�orbite périodique est

stable.

ii) Si a < 0 alors la bifurcation est super-critique ce qui signi�e que l�orbite

périodique est stable.

(c) Bifurcation de Hopf sous-critique

i) Elle est sous-critique (subcritical) si l�orbite périodique est instable.

ii) Si a > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signi�e que l�orbite pério-

dique est instable.

2. Pour une bifurcation super-critique au sous-critique, le point d�équilibre (x(�0); y(�0))

est un foyer.

3. Quand �0 est une valeur telle que �(�0) = 0 et �(�0) 6= 0, le point d�équilibre

(x(�0); y(�0)) correspond à un centre.

Exemple 1.12.1 Considérons l�équation de Van Der Pol

��
x� (�� x2) �x+ x = 0: (1.16)

On pose
�
x = y:

L�équation devient un système du premier ordre( �
x = y;
�
y = �x+ ( �� x2)y;

(1.17)

Calculer les points d�équilibre du système (1.17)(
y = 0;

�x+ ( �� x2)y = 0;
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(x0; y0) = (0; 0):

Le système linéarisé en (0; 0) est( �
x = y;
�
y = �x+ �y:

Calculer les valeurs propres du système (1.17)

p(�) =

����� �� 1

�1 �� �

����� = �2 � ��+ 1 = 0;
� = �2 � 4;

� � 0 si � 2 ]�2; 2[ ; donc
� = i2(4� �2):

Alors

�(�) =
�

2
+ i

p
4� �2
2

;

�(�) =
�

2
� i
p
4� �2
2

:

Donc les valeurs propres sont

�(�); �(�) =
�

2
� i
p
4� �2
2

;

où

�(�) =
�

2
; �(�) = �

p
4� �2
2

:

Véri�ons les conditions du théorème (1.12.1)

1:

�(�0) = 0)
�

2
= 0) �0 = 0;

sgn(!) = sgn[(
@g�
@x
)j�=�0(x0; y0)]

= sgn[(
@(�x+ ( �� x2)y)

@x
)j�=0(0; 0)] = �1;
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donc

�(�0) = �1 = ! 6= 0:

2:
d�(�)

d�
j�=0 =

1

2
= d 6= 0:

3:

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16!
(fxy(fxx + fyy)

�gxy(gxx + gyy)� fxxgxx + fyygyy):

fxxx =
@3f

@x3
j�=0(0; 0) = 0; fxyy =

@3f

@x@y2
j�=0(0; 0) = 0;

gxxy =
@3g

@x2@y
j�=0(0; 0) = �2; gyyy =

@3g

@y3
j�=0(0; 0) = 0;

fxy =
@2f

@x@y
j�=0(0; 0) = 0; fxx =

@2f

@x2
j�=0(0; 0) = 0;

fyy =
@2f

@y2
j�=0(0; 0) = 0; gxy =

@2g

@x@y
j�=0(0; 0) = 0;

gxx =
@2g

@x2
j�=0(0; 0) = 0; gyy =

@2g

@y2
j�=0(0; 0) = 0;

On remplace dans a on obtient

a =
1

16
(�2) = �1

8
:

Puisque

ad = �1
8
� 1
2
= � 1

16
< 0;

il y a une solution périodique qui bifurque de l�origine (0; 0) pour � > 0.

Puisque d =
1

2
> 0 donc

i) Si � < 0 ( c�est à dire � 2 ]�2; 0[); le point d�équilibre (0; 0) est un foyer stable
(voir Fig. 1.13):

ii) Si � > 0 (c�est à dire � 2 ]0; 2[); le point d�équilibre est un foyer instable (voir

Fig. 1.14).

La solution périodique pour � > 0 est stable et instable pour � < 0:

L�amplitude du cycle limite est
p
j�j de période 2�j!j = 2�; le cycle limite est stable,

donc la bifurcation est super critique ( ou puis que a = �1
8
< 0 alors la bifurcation est

super-critique ce qui signi�e que l�orbite périodique est stable).
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1.12. Bifurcation de Hopf

Fig. 1.13 �(0,0) est un foyer stable pour � = �1 .

Fig. 1.14 �Cycle limit stable pour � = 1.
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1.12. Bifurcation de Hopf

1.12.2 Bifurcation de Hopf dans R3

Théorème 1.12.2 Soit le système dynamique tridimensionnel autonome non-linéaire
suivant

�
x = F (x; �); (1.18)

où � est une paramètre réel pour le système (1.18), F (x; �) est une fonction analy-

tique avec x0 comme point d�équilibre du système (1.18), de sorte que

F (x0; �) = 0;

et supposant que la matrice jacobienne

A(�) =

 �
@Fi
@xj

�
x=x0

!
1�i;j�3

;

à trois valeurs propres avec une paire de valeurs propres conjuguées complexe

�1(�) = �(�) + i�(�);

�2(�) = �(�)� i�(�);

qui satisfont les conditions

�(0) = 0; �
0
(0) > 0 et �(0) > 0: (1.19)

Supposons également que la valeur propre réelle

�3(�) = �(�);

satisfait à la condition

�(0) < 0: (1.20)

D�après le théorème de la bifurcation de Hopf, lorsque le paramètre de contrôle �

franchit la valeur critique 0, un cycle limite stable du système (1.18) émerge et maintenir

au voisinage du point d�équilibre x0.
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1.12. Bifurcation de Hopf

Exemple 1.12.2 Soit le systèm suivant8><>:
�
x = �x� y � xz;
�
y = x+ �y;
�
z = �z + x2z + y2:

(1.21)

Cherchons les points d�équilibre8><>:
�x� y � xz = 0
x+ �y = 0

�z + x2z + y2 = 0
) x = y = z = 0:

L�origine (0; 0; 0) est l�unique point d�équilibre.

Le système linéarisé en (0; 0:0) est8><>:
�
x = �x� y;
�
y = x+ �y;
�
z = �z:

(1.22)

Le polynôme caractréistique est

p(�) =

�������
�� � �1 0

1 �� � 0

0 0 �1� �

�������
= (�+ 1)(��2 + 2��� �2 � 1):

Les valeurs propres du système (1.22)

�1;2 = �� i et �3 = �1;

avec

�(�) = �; �(�) = 1 et �(�) = �1:

Véri�ons les conditions (1.19) et (1.20) du théorème (1.12.2)8><>:
�(�) = �) �(0) = 0;

�
�(0) = 1 > 0:

�(0) = 1 > 0:

�(0) = �1 < 0:
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1.12. Bifurcation de Hopf

Donc il existe un cycle limite stable du système (1.21) qui bifurque de l�origine

(0; 0; 0):

1.12.3 Bifurcation de Hopf dans Rn

Théorème 1.12.3 Soit le système dynamique suivant

�
x = F (x; �); x 2 Rn;

où F : Rn ! R être une famille à un paramétre analytique des champs de vecteur et
� est une paramètre réel.

Supposons que le système admet un point d�équilibre x0 telle que F (x0; �) = 0 et que

A(�) la matrice jacobienne calculée au point d�équilibre

A(�) =

 �
@Fi
@xj

�
x=x0

!
1�i;j�n

;

possède une paire des valeurs propres complexes conjuguées �1; �2

�1(�) = �(�) + i�(�);

�2(�) = �(�)� i�(�);

telles que

1) Pour une certaine valeur � = �0

�(�0) = 0; �(�0) 6= 0 et
d�

d�
(�0) 6= 0 :

2) Les (n� 2) autres valeurs propres de la matrice A(�) ont leur partie réelle stric-
tement négative.

Alors, lorsque � passe par �0, x0 change de stabilité et un cycle limite en découle.

De plus, la période du cycle limite se rapproche de
2�

�(�0)
lorsque �! �0.

Exemple 1.12.3 Soit le système de Lorenz8><>:
�
x = �(y � x);
�
y = rx� y � xz;
�
z = xy � bz;
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1.12. Bifurcation de Hopf

où �, b et r sont trois paramètres strictement positifs, le paramètre de contrôle est r:

1: Points d�équilibre 8><>:
�
x = 0;
�
y = 0;
�
z = 0;

)

8><>:
�(y � x) = 0;
rx� y � xz = 0;
xy � bz = 0;

donc (
x = y;

x = 0 ou z = r � 1;

a) Pour x = 0 donc y = 0 et z = 0; donc (0; 0; 0) est un point d�équilibre.

b) Pour z = r � 1; on a

xy � bz = 0) x2 = bz ) x = �
p
bz:

i) Si r < 1 alors on a un seul point d�équilibre est l�origine (0; 0; 0):

ii) Si r > 1 alors on a un trois points d�équilibre

(0; 0; 0); (
p
b(r � 1);

p
b(r � 1) ; (r � 1));

(�
p
b(r � 1);�

p
b(r � 1); (r � 1)):

2: Système linéarisé

On a la matrice jacobienne A au point (x; y; z)

A =

0B@ �� � 0

r � z �1 �x
y x �b

1CA :
a) Stabilité de l�équilibre (0; 0; 0): La matrice jacobienne A au point (0; 0; 0)

A =

0B@ �� � 0

r �1 0

0 0 �b

1CA :
Le polynôme caractéristique

p(�) = (�+ b)(�2 + (1 + �)�+ (1� r)�);
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1.12. Bifurcation de Hopf

donc les valeurs propres (
�+ b = 0;

�2 + (1 + �)�+ (1� r)� = 0;

)
(
�1 = �b;
� = (1 + �)2 � 4(1� r)�:

i) Si

r < 1) 1� r > 0

) �4(1� r)� < 0 (car � > 0);

donc

� > 0;

alors 8><>:
�2 =

�(1 + �) +
p
�

2
< 0 car

p
(1 + �)2 � 4(1� r)� < (1 + �);

�3 =
�(1 + �)�

p
�

2
< 0:

Il y a trois racine réelles négatives, le point d�équilibre (0; 0; 0) est stable.

ii) Si

r > 1) 1� r < 0

) �4(1� r)� > 0;

donc

� > 0;

alors 8><>:
�2 =

�(1 + �) +
p
�

2
> 0 car

p
(1 + �)2 � 4(1� r)� > (1 + �);

�3 =
�(1 + �)�

p
�

2
< 0:

Une des valeur propres est positive, le point d�équilibre (0; 0; 0) est instable.

Donc il y a une bifurcation quand r = 1:

b) Stabilité des l�équilibire pour r > 1:

Pour les deux autres points d�équilibre, les valeurs propres de la jacobienne de l�équa-
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1.12. Bifurcation de Hopf

tion en �

p(�) = �3 + (� + b+ 1)�2 + (r + �)�+ 2b�(r � 1):

Selon les valeurs du paramètre r, ce polynôme de degré trois peut avoir des racines

réelles négatives (les équilibre sont donc stables) ou bien une racine réelle et deux racines

complexes conjuguées.

En e¤et

On a la matrice jacobienne A au point (
p
b(r � 1);

p
b(r � 1) ; (r � 1)) est

A =

0B@ �� � 0

1 �1 �
p
b(r � 1)p

b(r � 1)
p
b(r � 1) �b

1CA ;
et de plus (

trA = �(1 + � + b) < 0;
detA = �2b�(r � 1):

Comme r > 1 donc detA < 0:

Puisque trA =
3X
i=1

�i et detA =
3Y
i=1

�i;

donc (
detA = �1 � �2 � �3 < 0;
trA = �1 + �2 + �3 < 0;

)
(
�1 < 0; �2 < 0 et �3 < 0;

�1 < 0 et �2; �3 = �� i�:

On peut donc chercher s�il existe une valeur critique de r pour laquelle les points

d�équilibre deviennent instables.

La déstabilisation de ces équilibre par changement de signe d�une valeur propre réelle

est impossible car si � = 0 alors

detA = 0) �2b�(r � 1) = 0) r = 1

car b; � 6= 0.
On peut donc rechercher pour quelles valeurs de r on peut obtenir deux racines iw et

�iw avec partie réelle nulle.
On a

p(�) = �3 + (� + b+ 1)�2 + (r + �)�+ 2b�(r � 1):
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1.12. Bifurcation de Hopf

Posons � = iw, donc

p(�) = (iw)3 + (� + b+ 1)(iw)2 + (r + �)(iw) + 2b�(r � 1)

= �iw3 + i(� + r)bw � (� + b+ 1)w2 + 2�b(r � 1):

On a p(�) = 0; donc

�iw3 + i(� + r)bw � (� + b+ 1)w2 + 2�b(r � 1) = 0;

alors (
Re(p(�)) = 0;

Im(p(�)) = 0;

)
(
�(� + b+ 1)w2 + 2�b(r � 1) = 0;
�w3 + (� + r)bw = 0;

on a

Im(p(�)) = 0) w(�w2 + (� + r)b) = 0

) �w2 + (� + r)b = 0 (car w 6= 0);

donc

w2 = (� + r)b:

On a

Im(p(�)) = 0; et w2 = (� + r)b;

implique que

�(� + b+ 1)w2 + 2�b(r � 1) = �(� + b+ 1)(� + r)b+ 2�br � 2�b) = 0;

donc

r = rc =
�(� + b+ 3)

� � b� 1 ;

rc est une valeur critique.
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1.12. Bifurcation de Hopf

Donc pour r = rc, on a

w2 = (� + r)b = (� +
�(� + b+ 3)

� � b� 1 )b

= (
2�b(� + 1)

� � b� 1 ):

Donc

w = �
r
2�b(� + 1)

� � b� 1 ;

alors

�1 = �(� + b+ 1);

et

�2;3 = �i
r
2�b(� + 1)

� � b� 1 :

On a �2;3 = �i
r
2�b(� + 1)

� � b� 1 et 2�b(� + 1) > 0 donc

� � b� 1 > 0) � > b+ 1:

1: Si

r = rc et � > b+ 1;

deux valeurs propres sont imaginaires pures, et ceci correspond à une bifurcation de

Hopf. La solution périodique qui est crée à cette valeur de r peut être instable donc la

bifurcation est sous-critique.

2: Si

r = rc et � < b+ 1;

on peut trouver toutes les valeurs propres sont réelles, inclure au moins une valeur propre

positive, c�est instable.

3: Nous trouvons également l�instabilité si r > rc

a. Si
r > rc et � > b+ 1;

nous pouvons trouver une valeur propre réelle négative et deux valeurs propres

complexes avec partées réelles positives, par conséquent, c�est instable.

b. Si
r > rc et � < b+ 1;
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1.12. Bifurcation de Hopf

nous pouvons trouver trois valeurs propres réelles, avec au moins une positive, c�est

instable.

4: Pour

1 < r < rc et � < b+ 1;

nous trouvons trois valeurs propres réelles, dont une est positive, c�est instable.

5: Pour la stabilité, nous pouvons prendre

1 < r < rc et � > b+ 1;

dans ce cas, nous pouvons trouver une valeur propre réelle négative et deux valeurs

propres (qui pourraient être réel ou complexes) avec parties réelles négatives , par consé-

quent, c�est stable.

x = y = �
p
b(r � 1); z = (r�1). L�analyse de ce point d�équilibre est essentiellement

identique à celle du point (
p
b(r � 1);

p
b(r � 1) ; (r � 1)).
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CHAPITRE 2

Théorie de moyennisation

2.1 Introduction

La théorie de moyennisation est l�une des plus importantes théories perturbatives

utilisée actuellement dans l�étude des cycles limites des systèmes dynamiques. L�idée

de base de cette méthode peut être datée de la �n du 18�eme siècle avec les travaux de

Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justi�cation intuitive de la méthode. Ils
ont utilisé la procédure de la moyennisation pour étudier le problème des perturbations

séculaires dans le système solaire.

Ensuite, Fatou a donné la preuve de la validité asymptotique de la méthode en 1928.
Après des recherches systématiques faites en 1934 par Bogoliobov et Krylov [4], En
1945 par Bogoliobov [3] et en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky [5]. Elle a été
ensuite développée par Verhulst [30], Sanders et Verhulst [29], Roseau [27]...
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2.2 Théorie de moyennisation du premier ordre

Considérons le système di¤érentiel à valeur initiale suivant

_x(t) = "F (t; x) + "2G(t; x; "); x(0) = x0; (2.1)

où x 2 D � Rn; D un domaine borné et t � 0. On suppose que F (t; x) et G(t; x; ")
sont des fonctions T�périodiques en t.

Le système moyenné associé au système (2.1) est dé�ni par

_y(t) = "f0(y); y(0) = x0; (2.2)

où

f0(y) =
1

T

TZ
0

F (s; y)ds: (2.3)

Le théorème suivant donne les conditions pour lesquelles les points d�équilibre du

système moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du système (2.1).

Théorème 2.2.1 [29] Considérons le système (2.1) et supposons que

1. Les fonctions vectorielles F; G; DxF; D2xF et DxG sont continues et bornées par

une constante M indépendante de " dans [0;+1)�D; avec �"0 < " < "0:

2. Les fonctions F et G sont T�périodiques en t; avec T indépendante de ":

alors on a

(a) Si le point p 2 D est un point d�équilibre pour le système moyenné (2.2) telle que

det
�
Dxf

0(p
�
) 6= 0; (2.4)

alors pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, il existe une solution T�périodique x"(t) du
système (2.1) telle que x"(t)! p quand "! 0:

(b) Si le point d�équilibre y = p du système moyenné (2.2) est hyperbolique, alors pour
j"j 6= 0 su¢ samment petit, la solution périodique correspondante x"(t) du système
(2.1) est unique, hyperbolique et de même stabilité que p:

Exemple 2.2.1 Soit l�équation de Van Der Pol

�x+ x = "(1� x2) _x: (2.5)
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L�équation (2.5) peut s�écrire sous la forme d�un système di¤érentiel suivant(
_x = y;

_y = �x+ "(1� x2)y:
(2.6)

Le système non perturbé du système di¤érentiel (2.6) est(
_x = y;

_y = �x;

les orbites de ce système sont des cercles dans le plan de phases (xoy).

En coordonnées polaires (r; �) où x = r cos �; y = r sin � avec r > 0; le système

perturbé (2.6) s�écrit sous la forme(
_r = "r(1� r2 cos2 �) sin2 �;
_� = �1 + "(1� r2 cos2 �) sin � cos �;

(2.7)

En divisant
�
r par

�
�, on trouve

dr

d�
=

"r(1� r2 cos2(�)) sin2(�)
�1 + " cos(�)(1� r2 cos2(�)) sin(�) ;

on a
1

1� x = 1 + x+ o(x
2); puisque jxj � 1;

donc

dr

d�
= "r(1� r2 cos2(�)) sin2(�)(1 + " cos(�)(1� r2 cos2(�)) sin(�) + o(x2))

= �"[r(1� r2 cos2(�)) sin2(�)]� "2[r cos(�)(1� r2 cos2(�)) sin3(�)] + o("3);

le système (2.7) est équivalent à

dr

d�
= �"r(1� r2 cos2 �) sin2 � +O("2): (2.8)

On note que l�équation (2.8) est sous la forme standard (2.1) donc on peut appliquer

la théorie de moyennisation avec

x = r; t = �; T = 2� et F (t; x) = F (�; r) = �r(1� r2 cos2 �) sin2 �:
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Remarquons que F est 2��périodique en � et d�apres l�équation (2.3), on obtient

f0(r) =
1

2�

2�Z
0

F (�; r)d� =
1

8
r(r2 � 4):

f0(r) a une unique racine positive r = 2:

Comme �
df0

dr

�
(2) = 1 6= 0;

donc d�après le théorème 2.2.1 l�équation de Van Der Pol (2.5) a pour j"j 6= 0 suf-

�samment petit, un cycle limite qui bifurque de l�orbite périodique du rayon r = 2 du

système non perturbé (2.6) avec " = 0:

De plus, comme �
df0

dr

�
(2) = 1 > 0;

ce cycle limite est instable (voir Fig. 2.1).
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Fig. 2.1 �Cycle limite instable pour " = 0:001:

Exemple 2.2.2 Soit le système de Liénard suivant(
_x = y � "(a1x+ :::+ anxn);
_y = �x;

(2.9)

Pour " su¢ samment petit et an 6= 0, le système (2.9) admet au plus
�
n� 1
2

�
cycles

limites.

En utilisant les coordonnées polaires (r; �) où x = r cos �; y = r sin � avec r > 0; le

système (2.9) devient de la forme(
_r = �"r(a1 cos2 � + :::+ anrn�1 cosn+1 �);
_� = �1 + " sin �(a1 cos � + :::+ anrn�1 cosn �);

qui est équivalent à

dr

d�
= "r(a1 cos

2 � + a2 cos
3 � + :::+ anr

n�1 cosn+1 �)

+"2r sin � cos �(a1 cos � + :::+ anr
n�1 cosn �)2 + o("3):
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En prenant

x = r; t = �; T = 2�

et F (�; r) = r(a1 cos
2 � + a2 cos

3 � + :::+ anr
n�1 cosn+1 �):

Le système di¤érentiel précédent est sous la forme standard (2.1), ainsi on peut ap-

pliquer la théorie de moyennisation décrite dans le théorème 2.2.1. On obtient

f0(r) =
1

2�

2�Z
0

F (�; r)d�

=
r

2�

2�Z
0

(a1 cos
2 � + a2 cos

3 � + :::+ anr
n�1 cosn+1 �)d�;

on a
dr

d�
= "f0(r); (2.10)

D�où

dr

d�
=
"r

2�

2�Z
0

(a1 cos
2 � + a2 cos

3 � + :::+ an�1r
n�2 cosn � + anr

n�1 cosn+1 �)d�;

comme
R 2�
0 cosm �d� = 0 si m est impair.

Donc

dr

d�
=

"r

2�
(a1

2�Z
0

cos2 �d� + a3r
2

2�Z
0

cos4 �d� + ::::

+an�1r
n�2

2�Z
0

cosn �d� + anr
n�1

2�Z
0

cosn+1 �d�):

Posons 8>>>>>>><>>>>>>>:

I2 =
R 2�
0 cos2 �d�;

I3 =
R 2�
0 cos3 �d�;

...

In =
R 2�
0 cosn �d�;

In+1 =
R 2�
0 cosn+1 �d�:
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i) Si n est impair

dr

d�
=
"r

2�
(a1I2 + a3r

2I4 + :::+ anr
n�1In+1):

On cherche les points d�équilibre de f0(r), r > 0, on pose

X = r2 ) r = X
1
2

f0(X) = 0) (a1I2 + a3I4X + :::+ anIn+1X
n�1
2 ) = 0:

Ce polynôme possède au plus
n� 1
2

racines positives car r > 0.

ii) Si n est pair

dr

d�
=
"r

2�
(a1I2 + a3r

2I4 + :::+ anr
n�2In):

On cherche les points d�équilibre de f0(r), r > 0, on pose

X = r2 ) r = X
1
2

f0(X) = 0) (a1I2 + a3I4X + :::+ anIn+1X
n�2
2 ) = 0:

Ce polynôme possède au plus
n� 2
2

racines positives car r > 0.

Alors le système (2.9) possède au plus
�
n� 1
2

�
cycles limites.

Remarque 2.2.1 Si f0(y) =
1

T

TR
0

F (s; y)ds = 0; on passe à la méthode de la moyenni-

sation de deuxième ordre.
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2.3 Un autre théorème de moyennisation du premier ordre

Théorème 2.3.1 On considère le problème de bifurcation des solutions T�périodiques
du système di¤érentiel de la forme

_x(t) = F0(t; x) + "F1(t; x) + "
2F2(t; x; "); (2.11)

où " 2 (�"0; "0) pour "0 su¢ samment petit. Les fonctions F0; F1 : R � 
 ! Rn et
F2 : R�
� (�"0; "0)! Rn sont des fonctions de classe C2; T�périodique en t et 
 est
un ouvert de Rn. Supposons que le système non perturbé

_x(t) = F0(t; x); (2.12)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.

Soit x(t; z) la solution du système non perturbé (2.12) telle que

x(0; z) = z:

La linéarisation du système non perturbé (2.12) le long de la solution périodique x(t; z)

s�écrit

_y = DxF0(t; x(t; z))y: (2.13)

Notons par Mz(t) la matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire (2.13).

Supposons qu�il existe un ensemble ouvert V avec CL(V ) � 
; tel que pour chaque z 2
CL(V ); x(t; z; 0) est T -périodique, où x(t; z; 0) est la solution du système non perturbé

(2.12) avec

x(0; z; 0) = z:

L�ensemble CL(V ) est isochrone pour le système (2.11), c�est à dire il est un ensemble

formé seulement par des orbites périodiques, toutes ayant la même période.

On note par � : Rk�Rn�k ! Rk la projection de Rn sur ses k premières coordonnées,
c�est à dire

�(x1; :::; xn) = (x1; :::; xk);

et par �? : Rk�Rn�k ! Rn�k la projection de Rn sur ses n�k dernières coordonnées,
c�est à dire

�?(x1; :::; xn) = (xk+1; :::; xn):

Alors, on a les résultats suivants

49
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Théorème 2.3.2 [22] Soit V un ensemble ouvert et borné de Rk, et soit � : CL(V )!
Rn�k une fonction de classe C2. supposons que

(i) Z = fz� = (�; �(�)); � 2 CL(V )g � 
 et pour chaque z� 2 Z la solution x(t; z�) de
(2.12) est T�périodique.

(ii) Pour chaque z� 2 Z; il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de (2.13) telle que

la matrice M�1
z� (0)�M�1

z� (T ) a dans le coin supérieur droit une matrice k�(n�k)
nulle, et dans le coin inférieur droit la matrice ��(n�k)�(n�k) avec det(��) 6= 0:

On considère la fonction F : CL(V )! Rk

F(�) = �

0@ 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)F1(t; x(t; z�))dt

1A : (2.14)

S�il existe a 2 V avec F(a) = 0 et

det((dF=d�)(a)) 6= 0;

alors il existe une solution T�périodique '(t; ") du système (2.11) telle que '(0; ")! za

quand "! 0.

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.

Théorème 2.3.3 [22] Soit V un ensemble ouvert et borné avec CL(V ) � 
 tel que

pour chaque z� 2 CL(V ) et pour chaque z� 2 Z; la solution x(t; z�) est T�périodique.
Considérons la fonction F : CL(V )! Rn

F(�) = 1

T

TZ
0

M�1
z� (t)F1(t; x(t; z�))dt: (2.15)

S�il existe a 2 V avec F(a) = 0 et

det((dF=d�)(a)) 6= 0;

alors il existe une solution T�périodique '(t; ") du système (2.11) telle que '(0; ")! za

quand "! 0.

Théorème 2.3.4 [22] Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et borné de

Rm et soit � : CL(V )! Rm une fonction de classe C2. supposons que
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2.3. Un autre théorème de moyennisation du premier ordre

(i) Z = fz� = (�; �(�)); � 2 CL(V )g � 
 et pour chaque z� 2 Z la solution x(t; z�) de
(2.12) est T�périodique.

(ii) Pour chaque z� 2 Z; il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de (2.13) telle que

la matrice M�1
z� (0)�M�1

z� (T ) a dans le coin supérieur droit la matrice ��(m�m)
avec det(��) 6= 0; et dans le coin inférieur droit une matrice m�m nulle.

On considère la fonction F : CL(V )! Rm

F(�) = �?
0@ 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)F1(t; x(t; z�))dt

1A : (2.16)

S�il existe a 2 V avec F(a) = 0 et

det ((dF=d�)(a)) 6= 0;

alors il existe une solution T�périodique '(t; ") du système (2.11) telle que '(0; ")! za

quand "! 0.

Exemple 2.3.1 On considère l�équation suivante

...
x � �x+ _x� x = "(2 + sin(t))(x2 + 4x3); (2.17)

On écrit l�équation di¤érentielle du troisième ordre (2.17) comme le système di¤é-

rentiel du premier ordre suivant8><>:
_x = y;

_y = z;

_z = x� y + z + "(2 + sin(t))(x2 + 4x3).
(2.18)

L�origine est l�unique point d�équilibre du système (2.18) lorsque " = 0.

La partie linéaire du système (2.18) avec " = 0 à l�origine est

A =

0B@ 0 1 0

0 0 1

1 �1 1

1CA :
Les valeurs propres de la matrice sont �i et 1.
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Sa forme normale de Jordan de la matrice A est

J =

0B@ 0 �1 0

1 0 0

0 0 1

1CA :
En utilisant un changement de variables linéaire

(X;Y; Z)T = B(x; y; z)T ;

On a

BAB�1 = J ) BA� JB = 0; (2.19)

d�où

B =

0B@ 1 �1 0

0 �1 1

1 0 1

1CA :
Par la transformation linéaire (X;Y; Z)T = B(x; y; z)T , c�est à dire0B@ X

Y

Z

1CA = B

0B@ x

y

z

1CA)

0B@ _X

_Y

_Z

1CA = B

0B@ _x

_y

_z

1CA ;
on trouve 8><>:

_X = _x� _y;

_Y = � _y + _z;

_Z = _x+ _z:

(2.20)

On a 0B@ x

y

z

1CA = B�1

0B@ X

Y

Z

1CA ;
on obtient 0B@ x

y

z

1CA =
1

2

0B@ X � Y + Z
�X � Y + Z
�X + Y + Z

1CA ; (2.21)
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on remplace (2.18) et (2.21) dans (2.20), on trouve8>><>>:
_X = �Y;
_Y = X + "

�
F (X;Y; Z; t);

_Z = Z + "
�
F (X;Y; Z; t);

(2.22)

où
�
F =

�
F (X;Y; Z; t) = F (x; y; z; t):

Pour " = 0, la solution du système (2.22) est0B@ X(t)

Y (t)

Z(t)

1CA =

0B@ X0 cos(t)� Y0 sin(t)
Y0 cos(t) +X0 sin(t)

Z0e
t

1CA :
On utilise la notion introduite dans le théorème 2.3.1, et d�après le système (2.22),

on a

x =

0B@ X

Y

Z

1CA ; F0(x; t) =
0B@ �Y

X

Z

1CA ; F1(x; t) =
0BB@
0
�
F
�
F

1CCA et F2(x; t; ") =
0B@ 0

0

0

1CA :
Soit x(t;X0; Y0; Z0; ") la solution du système (2.22) telle que

x(0; X0; Y0; Z0; ") = (X0; Y0; Z0):

Il est clair que, le système non perturbé (2.22)avec " = 0 admet un centre à l�origine

dans le plan (X;Y ). Les solutions périodique de ce centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t));

telle que 0B@ X(t)

Y (t)

Z(t)

1CA =

0B@ X0 cos(t)� Y0 sin(t)
Y0 cos(t) +X0 sin(t)

0

1CA :
Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2�.
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1. Pour notre système, V et � du théorème 2.3.2 sont

V = f(X;Y; 0); 0 < X2 + Y 2 < �g;

pour certains � arbitraires et � = (X0; Y0) 2 V .
2. La matrice fondamentale M(t) du système non perturbé (2.22) est

M(t) =

0B@ cos(t) � sin(t) 0

sin(t) cos(t) 0

0 0 et

1CA :
D�autre part, un calcul simple donne

M�1(0)�M�1(2�) =

0B@ 0 0 0

0 0 0

0 0 1� e�2�

1CA ;
d�où

1� e�2� 6= 0:

Nous avons montré que toutes les hypothèses du théorème 2.3.2 sont véri�ées.

Par conséquent, nous allons étudier les zéros � = (X0; Y0) 2 V des deux premiers

composantes de la fonction F(�) donnée par

F(�) = �( 1
2�

2�Z
0

M�1
z� (t)F1(t; x(t; z�))dt); �(x1; x2; x3) = (x1; x2);

c�est à dire

F(�) = (F1(�);F2(�));

d�où

F1(�) =
1

2�

2�Z
0

sin(t)
�
F (x(t;X0; Y0; 0; 0); t)dt (2.23)

=
1

2�

2�Z
0

sin(t)F (
X(t)� Y (t)

2
;�X(t) + Y (t)

2
;
�X(t) + Y (t)

2
; t)dt:
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F2(�) =
1

2�

2�Z
0

cos(t) ~F (x(t;X0; Y0; 0; 0); t)dt (2.24)

=
1

2�

2�Z
0

cos(t) ~F (
X(t)� Y (t)

2
;�X(t) + Y (t)

2
;
�X(t) + Y (t)

2
; t)dt:

On pose F(�) = (F1(X0; Y0);F2(X0; Y0)).
On intégre (2.23) et (2.24), on obtient8><>:

F1(X0; Y0) =
1

8
Y0X0 �

3

4
Y 20 X0 �

3

4
Y0X

2
0 �

3

4
Y 30 �

3

4
X3
0 +

1

8
Y 20 +

1

8
X2
0 ;

F2(X0; Y0) =
1

16
(X0 � Y0)(12X2

0 �X0 + 12Y 20 � Y0):

Si F1(X0; Y0) = F2(X0; Y0) = 0; on trouve

(X�
0 ; Y

�
0 ) = (

1

8
;
1

8
):

On a

det

�
@(F1;F2)
@(r0; V0)

���(X0;Y0)=(X�
0 ;Y

�
0 )

�
=

3

8192
6= 0:

Alors, pour " 2 [�"0; "0] avec "0 > 0 su¢ samment petit, il y a une solution isolée

2�-périodique x(t; ") de l�équation di¤érentielle (2.17) telle que

x(0; ")! 0; _x(0; ")! �1
8
; �x(0; ")! 0;

quand "! 0.
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CHAPITRE 3

La bifurcation zero-Hopf du système de Rössler généralisé

3.1 Introduction

L�un des principaux problèmes de la théorie des équations di¤érentielles ordinaires

est l�étude de leurs cycles limites, de leur existence, de leur nombre et de leur stabilité.

Les cycles limites apparaissent généralement à une bifurcation de Hopf dans les systèmes

non linéaires à paramètres variables. Une bifurcation de Hopf générique est une bifurca-

tion locale où un cycle limite bifurque à partir d�un point d�équilibre lorsqu�une paire de

valeurs propres complexes croise l�axe imaginaire. Il existe de nombreuses autres bifur-

cations de Hopf non génériques ou dégénérées. L�une d�entre elles est appelée bifurcation

zéro-Hopf .

Un équilibre zero-Hopf est un point d�équilibre d�un système di¤érentiel autonome à

trois dimensions, qui a une valeur propre zéro et une paire des valeurs propres purement

imaginaires (c-à-d les valeurs propres sont �iw 6= 0 et 0). Pour un tel équilibre, il n�y

a pas une théorie générale pour savoir si de cet équilibre bifurque une orbite périodique

de faible amplitude quand les paramètres du système changent.

Dans [19], J. Llibre a étudié la bifurcation zero-Hopf en utilisant la théorie de
moyennisation du premier ordre, et l�a appliquée au système de Rössler8><>:

_x = �y � z;
_y = x+ ay;

_z = bx� cz + xz;
(3.1)

où a; b et c sont des paramètres réels.
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Cette méthode peut être appliquée à tout système di¤érentiel dans Rn, n � 3. Ré-
cemment, elle a été appliquée avec succès pour d�autres modèles intéressants (voir par

exemple[[7], [10], [8], [9], [14], [17], [18], [20], [21]]et leurs références).

Notre objectif dans ce chapitre est d�étudier la bifurcation zéro-Hopf en utilisant la

théorie de moyennisation du premier ordre, et de l�appliquer au système de Rössler
généralisé dans R3 8><>:

_x = �y � z + kx;
_y = x+ ay;

_z = bx� cz + xz;
(3.2)

où a; b; c et k sont des paramètres réels. Nous utilisons le logiciel MAPLE pour

e¤ectuer les calculs fastidieux. Cette étude a fait l�objet d�une publication intitulée "A.
Roubache and E. Hadidi, Zero-Hopf bifurcation of periodic orbits in the generalized
Rossler system, journal MATHEMATICA."[26].

3.2 Résultats principaux

Nos résultats principaux sont les suivants

Proposition 3.2.1 Il existe une famille à deux paramètres du système de Rössler gé-
néralisé (3.2) pour lesquelles l�origine des coordonnées est un point d�équilibre zéro-Hopf,

a savoir

c = a+ k; b =
(a+ k)(1 + ak)

a
;
�a3 + 2a+ k

a
> 0 et a 6= 0:

� Preuve du proposition 3.2.1 Le système (3.2) possède les points d�équilibre

p1 = (0; 0; 0);

et

p2 =

�
c+ ack � ab
1 + ak

;�c+ ack � ab
a(1 + ak)

;
c+ ack � ab

a

�
;

où c+ ack � ab 6= 0 et a(1 + ak) 6= 0:
La matrice jacobienne du système (3.2) à l�origine est0B@ k �1 �1

1 a 0

b 0 �c

1CA :
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Le polynôme caractéristique de la partie linéaire du système (3.2) à l�origine est

p(�) = ��3 + (a+ k � c)�2 + (ac+ ck � ak � 1� b)�+ ab� c� ack:

A�n d�étudier la bifurcation zéro-Hopf, nous imposons que

p(�) = ��(�2 + w2):

Cela se produit si et seulement si nous avons8><>:
a+ k � c = 0;
ac+ ck � ak � 1� b+ w2 = 0;
ab� c� ack = 0:

Nous obtenons

1: c = a+ k;

2: b =
(a+ k)(1 + ak)

a
;

3:
�a3 + 2a+ k

a
= w2 et a 6= 0. Ceci complète la preuve de la proposition.

Le résultat suivant donne des conditions su¢ santes pour la bifurcation d�un cycle

limite à partir de l�origine lorsqu�il s�agit d�un équilibre zéro-Hopf.

Théorème 3.2.1 Soit

(a; b; c; k) =

�
a+ "�;

(a+ k)(1 + ak)

a
+ "�; a+ k + "
; aw2 + a3 � 2a+ "�

�
;

avec a 6= 0; w 6= 0 et " un paramètre su¢ samment petit, si

a(a2 + w2 � 1)(2a4 + (2w2 � 4)a2 � w2 + 2) > 0 et � > 0; (3.3)

avec

� = (a8
 + (2w2 � 4)
a6 � �a5 + 
(w4 � 4w2 + 6)a4

+(��w2 + 2�)a3 + (2w2 � 4)
a2 + (�w2 � �)a+ 
)

(a4
 + 
(w2 � 2)a2 � �a+ (�w2 + 1)
):

Alors, le système (3.2) a une bifurcation zéro-Hopf au point d�équilibre localisé à

l�origine des coordonnées, et une orbite périodique existe à cet équilibre lorsque " = 0,
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et elle existe pour " > 0 su¢ samment petit. De plus, la stabilité ou l�instabilité de cette

orbite périodique est donnée par les valeurs propres

L�
p
N

4w((a2 � 1
2)w

2 + (a2 � 1)2)
; (3.4)

où

L = (�
a2w2 + (�a4
 + 2
a2 � �a� 
))w2;

N = �8a4
2(a4 � 3
2
a2 +

3

8
)w8 � 32a(a(a4 � 9

8
a2 +

3

16
)(a+ 1)2

(a� 1)2
 � �
2
(a6 � 3

2
a4 +

9

8
a2 � 1

4
))
w6 + ((�48a12 + 228a10

�435a8 + 420a6 � 210a4 + 48a2 � 3)
2 + 48�a(a+ 1)2(a� 1)2


(a4 � a2 + 3
8
)� 8�2a2(a4 � 3

2
a2 +

3

8
))w4 � 32(
(a4 � 2a2 + 1)

��a)(a+ 1)2((a� 3
8
)(a+ 1)2(a� 1)2
 � �a

2
(a2 � 3

4
))

(a� 1)2w2 � 8((a4 � 2a2 + 1)
 � �a)2(a+ 1)4(a� 1)4:

� Preuve du théorème 3.2.1 Si

(a; b; c; k) = (a+ "�;
(a+ k)(1 + ak)

a
+ "�; a+ k + "
; aw2 + a3 � 2a+ "�);

avec k 2 R, a 6= 0 et " un paramètre su¢ samment petit, alors le système de Rössler
généralisé (3.2) devient8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

_x = �y � z + (a3 + (w2 � 2)a+ "(�w2 + 3a2�+ 3a"�2

+ "2�3 � 2�+ �))x;
_y = x+ (a+ "�)y;

_z = (
(a3 + (w2 � 1)a+ "(�w2 + 3a2�+ 3a"�2 + "2�3 � �

a+ "�

+
�))(1 + (a+ "�))(a3 + (w2 � 2)a+ "(�w2 + 3a2�

a+ "�

+
3a"�2 + "2�3 � 2�+ �))

a+ "�
+ "�)x� (a3 + (w2 � 1)a

+ "(�w2 + 3a2�+ 3a"�2 + "2�3 � �+ � + 
))z + xz:

(3.5)

Soit le changement de variables linéaire

(x; y; z) = ("X; "Y; "Z);
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le système (3.5) dans les nouvelles variables (X;Y; Z) s�écrit8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

_X = �Y � Z + (a3 + (w2 � 2)a)X + "(�w2 + 3a2�+ 3a"�2

+ "2�3 � 2�+ �)X;
_Y = X + aY + "�Y;

_Z = (
(a3 + (w2 � 1)a+ "(�w2 + 3a2�+ 3a"�2 + "2�3

a+ "�

+
��+ �))(1 + (a+ "�)(a3 + (w2 � 2)a+ "(�w2 + 3a2�

a+ "�

+
3a"�2 + "2�3 � 2�+ �))

a+ "�
+ "�)X � (a3 + (w2 � 1)a

+ "(�w2 + 3a2�+ 3a"�2 + "2�3 � �+ � + 
))Z + "XZ:

(3.6)

Maintenant, nous allons écrire le système linéaire à l�origine du système di¤érentiel

(3.6) quand " = 08>>><>>>:
�
X = �Y � Z + (a3 + (w2 � 2)a)X;
�
Y = X + aY;
�
Z =

(a3 + (w2 � 1)a)(1 + (a4 + (w2 � 2)a2)
a

X � (a3 + (w2 � 1)a)Z;

(3.7)

alors

A =

0BB@
a3 + (w2 � 2)a �1 �1

1 a 0

(a3 + (w2 � 1)a)(1 + (a4 + (w2 � 2)a2)
a

0 �a3 � (w2 � 1)a

1CCA :
Donc le polynôme caractéristique du système (3.7) est

p(�) = �3 + w2�;

les valeurs propres sont

�1;2 = �iw; �3 = 0;

sa forme normale de Jordan s�écrit

J =

0B@ 0 �w 0

w 0 0

0 0 0

1CA :
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A�n de faciliter l�application de la théorie de moyennisation du premier ordre, donnée

dans le théorème ( 2.2.1), nous e¤ectuons un changement de variables linéaire

(X;Y; Z)! (u; v; s);

c�est à dire

(u; v; s)T = B(X;Y; Z)T ;

on a

BAB�1 = J ) BA� JB = 0; (3.8)

d�où

B =

0B@ �w �aw 0

a(�1 + w2 + a2) a2 � 1 �1
�a(�1 + w2 + a2) 1� w2 � a2 1

1CA :
Par la transformation linéaire (u; v; s)T = B(X;Y; Z)T , c�est à dire0B@ u

v

s

1CA = B

0B@ X

Y

Z

1CA)

0B@
�
u
�
v
�
s

1CA = B

0B@ _X

_Y

_Z

1CA ;
on trouve 8><>:

�
u = �w _X � aw _Y ;
�
v = a(�1 + w2 + a2) _X + (a2 � 1) _Y � _Z;
�
s = �a(�1 + w2 + a2) _X + (1� w2 � a2) _Y + _Z:

(3.9)

On a 0B@ X

Y

Z

1CA = B�1

0B@ u

v

s

1CA ;
où

B�1 =

0BBBB@
�1
w

a

w2
a

w2

0
�1
w2

�1
w2

�a(�1 + w2 + a2)
w

�2a2 + a2w2 + a4 + 1� w2
w2

�2a2 + a2w2 + a4 + 1
w2

1CCCCA :
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on obtient0B@ X

Y

Z

1CA =
1

w2

0B@ �wu+ av + as
�v � s

�aw(�1 + w2 + a2)u+ (�2a2 + a2w2 + a4 + 1� w2)v + (�2a2 + a2w2 + a4 + 1)s

1CA ;
(3.10)

on remplace (3.6) et (3.10) dans (3.9), on trouve

_u = �w((aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 � 2a� 2"� (3.11)

+"�)(
�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
) +

v

w2
+
s

w2
+ a(�1 + w2 + a2) u

w

�(�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2) v
w2

� (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)

�aw(�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
+ a(� v

w2
� s

w2
) + "�(� v

w2
� s

w2
));

_v = (a3 � a+ aw2)((aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3

�2a� 2"�+ "�)(�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
) +

v

w2
+
s

w2

+a(�1 + w2 + a2) u
w
� (�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2) v

w2

�(�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
) + (a2 � 1)(�u

w

+a
v

w2
+ a

s

w2
� a( v

w2
+
s

w2
)� "�( v

w2
+
s

w2
))� ((�a� "�

+aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�)(1 + w2a2

+2aw2"�+ a4 + 4a3"�+ 6a2"2�2 + 4a"3�3 � 2a2

�4a"�+ a"� + "2�2w2 + "4�4 � 2"2�2 + "2��)
1

a+ "�
+ "�)(

�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
) + (�a� "�+ aw2

+w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�

+"
)(�a(�1 + w2 + a2) u
w
+ (�2a2 + w2a2

+a4 + 1� w2) v
w2

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)
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�"(�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
)(�a(�1 + w2 + a2) u

w

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2) v
w2

+ (�2a2 + w2a2

+a4 + 1)
s

w2
);

_s = �a(�1 + w2 + a2)((aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2

+"3�3 � 2a� 2"�+ "�)(�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
) +

v

w2
+
s

w2

+a(�1 + w2 + a2) u
w
� (�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2) v

w2

�(�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
) + (1� w2 � a2)(�u

w
+ a

v

w2

+a
s

w2
� a( v

w2
+
s

w2
)� "�( v

w2
+
s

w2
)) + ((�a� "�

+aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�)(1 + w2a2

+2aw2"�+ a4 + 4a3"�+ 6a2"2�2 + 4a"3�3

�2a2 � 4a"�+ a"� + "2�2w2 + "4�4 � 2"2�2 + "2��) 1

a+ "�

+"�)(
�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
)� (�a� "�+ aw2 + w2"�+ a3

+3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "� + "
)(�a(�1 + w2 + a2) u
w

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2) v
w2

+ (�2a2 + w2a2 + a4

+1)
s

w2
+ "(

�u
w
+ a

v

w2
+ a

s

w2
)(�a(�1 + w2 + a2) u

w
+ (�2a2

+w2a2 + a4 + 1� w2) v
w2

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)):
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Considérons les coordonnées cylindriques (r; �; s) dé�nies par u = r cos �; v = r sin �

et s = s. Alors, le système di¤érentiel (3.11) devient

_r =
1

r
(
r cos(�)

w
(�r sin(�)w2 � w2"�ar sin(�) + 3a2"�r cos(�)w (3.12)

+3a"2�2r cos(�)w � 3a3"�s� 3a2"2�2s� a"3�3s+ 3a"�s

�a"�s+ w3"�r cos(�)� w2"�as� 3a3"�r sin(�)� 3a2"2�2r sin(�)

+"3�3rw cos(�)� a"3�3r sin(�)� 2"�rw cos(�) + 3"�ar sin(�)

+"�rw cos(�)� "�ar sin(�)) + r sin(�)((a3 � a+ aw2)((aw2 + w2"�

+a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 � 2a� 2"�+ "�)(�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
) +

r sin(�)

w2
+
s

w2
+ a(�1 + w2 + a2)r cos(�)

w

�(�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

� (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)

+(a2 � 1)(�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+ a

s

w2
+ c(�r sin(�)

w2
� s

w2
)

+"�(�r sin(�)
w2

� s

w2
))� ((�a� "�+ aw2 + w2"�+ a3

+3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�)(1 + w2a2 + 2aw2"�+ a4

+4a3"�+ 6a2"2�2 + 4a"3�3 � 2a2 � 4a"�+ a"� + "2�2w2

+"4�4 � 2"2�2 + "2��) 1

a+ "�
+ "�)(

�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
)

+(�a� "�+ aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "� + "
)

(�a(�1 + w2 + a2)r cos(�)
w

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)� "(�r cos(�)

w
+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
)

(�a(�1 + w2 + a2)r cos(�)
w

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)));
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_� =
1

r2
(r cos(�)((a3 � a+ aw2)((aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�

+3a"2�2 + "3�3 � 2a� 2"�+ "�)(�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
)

+
r sin(�)

w2
+
s

w2
+ a(�1 + w2 + a2)r cos(�)

w
� (�2a2 + w2a2

+a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

� (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)

+(a2 � 1)(�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+ a

s

w2
+ c(�r sin(�)

w2
� s

w2
)

+"�(�r sin(�)
w2

� s

w2
))� ((�a� "�+ aw2 + w2"�+ a3

+3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�)(1 + w2a2 + 2aw2"�+ a4

+4a3"�+ 6a2"2�2 + 4a"3�3 � 2a2 � 4a"�+ a"� + "2�2w2

+"4�4 � 2"2�2 + "2��) 1

a+ "�
+ "�)(

�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
) + (�a� "�+ aw2 + w2"�+ a3

+3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "� + "
)(�a(�1 + w2 + a2)r cos(�)
w

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)

�"(�rcos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
)(�a(�1 + w2 + a2)r cos(�)

w

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
))

� 1
w
(r sin(�)(�r sin(�)w2 � w2"�ar sin(�) + 3a2"�rw cos(�)

+3a"2�2rw cos(�)� 3a3"�s� 3a2"2�2s� "3�3as+ 3"�as� "�as

+w3"�r cos(�)� w2"�as� 3a3"�r sin(�)� 3a2"2�2r sin(�)
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+"3�3rw cos(�)� "3�3ar sin(�)� 2"�rw cos(�) + 3"�ar sin(�)

+"�rw cos(�)� "�ar sin(�));

_s = �a(�1 + w2 + a2)((aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2

+"3�3 � 2a� 2"�+ "�)(�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
)

+
r sin(�)

w2
+
s

w2
+ a(�1 + w2 + a2)r cos(�)

w
� (�2a2 + w2a2

+a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

� (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
)

+(1� w2 � a2)(�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2
+
as

w2

+a(�r sin(�)
w2

� s

w2
) + "�(� v

w2
� s

w2
)) + ((�a� "�

+aw2 + w2"�+ a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�)(1 + w2a2

+2aw2"�+ a4 + 4a3"�+ 6a2"2�2 + 4a"3�3 � 2a2 � 4a"�

+a"� + "2�2w2 + "4�4 � 2"2�2 + "2��) 1

a+ "�

+"�)(
�r cos(�)

w
+
ar sin(�)

w2
+
as

w2
)� (�a� "�+ aw2

+w2"�a3 + 3a2"�+ 3a"2�2 + "3�3 + "�+ "�)(�a(�1

+w2 + a2)
r cos(�)

w
+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1� w2)r sin(�)

w2

+(�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
) + "(

�r cos(�)
w

+
ar sin(�)

w2

+
as

w2
)(�a(�1 + w2 + a2)r cos(�)

w
+ (�2a2 + w2a2

+a4 + 1� w2)r sin(�)
w2

+ (�2a2 + w2a2 + a4 + 1) s
w2
):

Par conséquent, en prenant � comme nouvelle variable indépendante du système

di¤érentiel (3.11), ses solutions dans la région _� > 0 peuvent être étudiées en analysant
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la solution du système di¤érentiel

dr

d�
= "(

�1
w5a

(�2r sin � cos �w3a3s� 2r sin � cos �wa5s (3.13)

�r sin � cos �was� sin �w3a2
r cos(�) + sin �a2w5
r cos+

+ sin �a4w3
r cos � + 2a2sr + 2a3w2
r � aw2
r � sin �r2w2a2

+sin �r2w2a4 + w2�a2r + 2a4rw2s+ w6a�r + 3w4a3�r

+w4a�r � 2w4a�r + sin �a4s2w2 + cos3 �ar2w

�3 cos3 �r2wa3 � cos3 �r2w3a+ 2 cos3 �r2w3a3 + 2 cos3 �r2wa5

�2a6rs cos2 � + 4a4rs cos2 � � 2a2sr cos2 � + r2aw3 cos �

�r2aw cos � � w4a3
r � a5w2
r + w4a
r � a6r2 sin � cos2 �

�a2r2 sin � cos2 � + 2a4r2 sin � cos2 � � 2r2 cos �w3a3

+3r2wa3 cos � � 2r2wa5 cos � + 6 cos �w2a4�r sin �

+2 cos �w3a2�r sin � � 6 cos �w3a2�r sin � � sin �w3�ar cos �

+3 sin � cos �rwa3s� w2�a2r cos2 � � 2a4rw2s cos2 �

+a2srw2 cos2 � + a5w2
r cos2 � � w4a
r cos2 �

+aw2
r cos2 � � 2a3w2
r cos2 � + w4a3
r cos2 �

�2 cos2 �w6a�r + cos �w5a2�s� 6 cos2 �w4a3�r

+3 cos �w3a4�s� 2 cos2 �w4a�r + cos �w3a2�s

+4 cos2 �w4a�r � 3 cos �w3a2�s+ 2 sin �a3w2
s

� sin �a5w2
s� sin �w3�r cos � + sin �w2�a2s

� sin �w4�as+ sin �r2 cos2 �w4a2 � sin �a3w4
s

� sin �aw2
s+ 2 cos �w5a2�r sin � � a2srw2

�2 sin �a4s2 + sin �a6s2 + sin �a2s2 + 2a6rs� 4a4rs

+a6r2 sin � + a2r2 sin � � 2a4r2 sin �) +O("2);

= "F1(�; r; s) +O("
2);

67



3.2. Résultats principaux

ds

d�
= "(� 1

w5a
(a3w4
s� a6s2 � a2s2 + 2a4r2 + 2a4s2

�r2w2a4 � a4s2w2 + r2w2a2 + a5w2
s+ 2r cos �wa5s

+ar cos �ws+ a2w3
r cos � � a2w5
r cos � � a4w3
r cos �)

�r2 sin �aw3 cos � � 3a3w4�r sin � � w2�a2r sin � + w4�ar sin �

�3r2 cos �wa3 sin � + 2r2 cos �w3a3 sin � + 2r2 cos �wa5 sin �

�2a4r sin �w2s+ a2r sin �sw2 + ar2 cos �w sin � + a3w4
r sin �

�aw6�r sin � � aw4�r sin � � 2a3w2
r sin � + a5w2
r sin �

�aw4
r sin � + aw2
r sin � + 3a2w3�r cos � � 3a4w3�r cos �

�a2w3�r cos � � a2w5�r cos � + w3�ar cos � � 3r cos �wa3$

+2r cos �w3a3s+ a2r2cos2� + a6r2cos2� � 2a4r2cos2�

+4a4r sin �s� 2a3w2
s� a6r2 � a2r2 � 2a6r sin �s

�w2�a2s+ w3�r cos � � r2cos2�w4a2 � 2a2r sin �s+ aw2
s) +O("2)

= "F2(�; r; s) +O("
2):

Nous allons appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre décrite dans le

théorème (2.2.1) au système di¤érentiel (3.13). Nous avons

t = �; T = 2�; X = (r; s)T ;

F (�; r; s) =

 
F1(�; r; s)

F2(�; r; s)

!
; et f(r; s) =

 
f1(r; s)

f2(r; s)

!
:

On véri�e facilement que le système (3.13) satisfait à toutes les hypothèses du théo-

rème (2.2.1).
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Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3), c�est-à-dire8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

f1(r; s) =
1
2�

2�R
0

F1(�; r; s)d�

=
r

2w5
(4a3s� 2as� 2a5s+ a4w2
 + aw2s

� w4
 � w2�a+ w2
 + a2w4
 � 2a2w2
 � 2a3w2s)

f2(r; s) =
1
2�

2�R
0

F2(�; r; s)d�

= � 1

2w5
(2ar2w2 � 2a3s2w2 � 2a3r2w2 + 2
sw2

� a5r2 + 4a3s2 + 2a3r2 � 2as2 � 2a5s2 � ar2w4

+ 2a4
sw2 + 2a2
sw4 � 4a2
sw2 � 2a�sw2 � ar2)

Le système f1(r; s) = f2(r; s) = 0 a une solution unique (r�; s�) avec r� > 0, donnée

par

r� =
2w2

p
�p

2a(a2 + w2 � 1)(2a4 + (2w2 � 4)a2 � w2 + 2)
;

s� =
w2(a4
 + 
(w2 � 2)a2 � �a+ (�w2 + 1)
)

a(2a4 + (2w2 � 4)a2 � w2 + 2) ;

avec

� = (a8
 + (2w2 � 4)
a6 � �a5 + 
(w4 � 4w2 + 6)a4

+(��w2 + 2�)a3 + (2w2 � 4)
a2 + (�w2 � �)a+ 
)

(a4
 + 
(w2 � 2)a2 � �a+ (�w2 + 1)
);

si � > 0 et a(a2 + w2 � 1)(2a4 + (2w2 � 4)a2 � w2 + 2) > 0.
On note que le jacobien (2.4) en (r�; s�) prend la valeur

1

w6(2a4 + (2w2 � 4)a2 � w2 + 2)(a
8
 + (2w2 � 4)
a6 � �a5

+
(w4 � 4w2 + 6)a4 + (��w2 + 2�)a3 + (2w2 � 4)
a2

+(�w2 � �)a+ 
)(a4
 + 
(w2 � 2)a2 � �a+ (�w2 + 1)
);

qui est non nulle par hypothèse.
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne

@(f1; f2)

@(r; s)

����
(r;s)=(r�;s�)

sont celles données dans (3.4) .

Le reste de la preuve du théorème (3.2.1) résulte immédiatement du théorème (2.2.1)

si on montre que la solution périodique correspondant à (r�; s�) fournit une orbite pé-

riodique bifurquant de l�origine des coordonnées du système di¤érentiel (3.5) en " = 0.

Le théorème (2.2.1) garantit, pour " 6= 0 su¢ samment petit, l�existence d�une solution
périodique (r(�; "); s(�; ")) du système (3.13) telle que

(r(�; "); s(�; "))! (r�; s�) lorsque "! 0:

C�est-à-dire que le système (3.11) a une solution périodique

(u(�; "); v(�; "); s(�; ")) = (r(�; ") cos �; r(�; ") sin �; s(�; ")); (3.14)

pour " > 0 su¢ samment petit. Par conséquent, le système (3.6) a la solution pério-

dique (X(�); Y (�); Z(�)) obtenue à partir de (3.14) par le changement de variables

(X;Y; Z)T = B�1(u; v; s)T :

En�n, pour " > 0 su¢ samment petit, le système (3.5) a une solution périodique

(x(�); y(�); z(�)) = ("X(�); "Y (�); "Z(�));

qui tend vers l�origine des coordonnées lorsque "! 0. Il s�agit donc d�une solution pé-

riodique partant du point d�équilibre zéro-Hopf, situé à l�origine des coordonnées lorsque

" = 0. Ceci complète la preuve du théorème (3.2.1).

Remarque 3.2.1 Notons que nous pouvons obtenir des résultats similaires pour l�équi-
libre p2.
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CHAPITRE 4

La bifurcation zero-Hopf du système de Michelson généralisé

4.1 Introduction

Dans [17], J. Llibre et A.Makhlouf ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans le
système de Michelson généralisé8>><>>:

_x = y;

_y = z;

_z = a+ by + cz � x
2

2
;

où a; b et c sont des paramètres réels, ils ont fourni des conditions su¢ santes pour

l�existence de deux solutions périodiques bifurquant d�un équilibre zéro-Hopf pour un tel

système.

Dans ce chapitre, nous étudions les points d�équiibre zéro-Hopf et les bifurcations

zéro-Hopf des cycles limites qui se produisent en ces points d�équilibre dans certains

systèmes de Michelson généralisés8>><>>:
_x = y;

_y = z;

_z = a+ by + cz + kx� x
2

2
;

(4.1)

où a; b ,c et k sont des paramètres réels, en utilisant la théorie de moyennisation du

premier ordre. Ce chapitre est soumis pour une publication.
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4.2. Résultats principaux

4.2 Résultats principaux

Le résultat principal de ce travail est le suivant

Dans la proposition suivante, nous caractérisons quand le point d�équilibre du système

de Michelson généralisé (4.1) est un point d�équilibre zero-Hopf.

Proposition 4.2.1 Il existe une famille à deux paramètres du système de Michelson
généralisé (4.1) pour laquelle l�origine des coordonnées est un point d�équilibre zéro-Hopf,

a savoir

a =
�k2
2
; b = �w2; c = 0:

Preuve du proposition 4.2.1 Déterminons les points d�équilibre du système de
Michelson généralisé (4.1)

8><>:
�
x = 0;
�
y = 0;
�
z = 0;

)

8>><>>:
y = 0;

z = 0;

a+ by + cz + kx� x
2

2
= 0;

)

8>><>>:
y = 0;

z = 0;

a+ kx� x
2

2
= 0:

:

Donc

x1 = k +
p
k2 + 2a;

et

x2 = k �
p
k2 + 2a;

si k2 + 2a > 0:

Alors le système (4.1) possède des points d�équilibre

p� = (k �
p
k2 + 2a; 0; 0); si k2 + 2a > 0:

Système linéaire du système de Michelson généralisé (4.1) à les points d�équilibre
p� est 8><>:

�
x = y;
�
y = z;
�
z = �

p
k2 + 2a+ by � cz:

(4.2)
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Donc le polynôme caractéristique du système (4.2) est

p(�) = ��3 + c�2 + b��
p
k2 + 2a:

A�n d�étudier la bifurcation zéro-Hopf, nous imposons que

p(�) = �(�� ")(�2 + w2):

Donc

��3 + "�2 � w2�+ "w2 = ��3 + c�2 + b��
p
k2 + 2a;

nous trouvons que 8><>:
�
p
k2 + 2a� "w2 = 0;

b = �w2;
c = ";

Nous obtenons

i) a =
�k2
2
+
1

2
"2w4 ;

ii) b = �w2;
et

iii) c = ":

Pour " = 0; on obtient

a =
�k2
2
; b = �w2 et c = 0:

Ceci complète la preuve de la proposition (4.2.1).

Dans ce qui suit, nous allons étudier quand le système de Michelson généralisé
(4.1) ayant un point d�équilibre zéro-Hopf à l�origine des coordonnées a une bifurcation

zéro-Hopf produisant une certaine orbite périodique.

Théorème 4.2.1 Supposons que dans le système de Michelson généralisé (4:1), nous
avons

a =
�k2
2
+ "2(�+

w4

2
); b = �w2 + "�; c = " ; k = k + "
; (4.3)

avec � >
3

8
et w > 0 ; alors pour " 6= 0 su¢ samment petit le système (4.1) a deux

solutions périodiques

(xi(t; "); yi(t; "); zi(t; ")); pour i = 1; 2;
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bifurquant de l�équilibre zéro-Hopf de la proposition (4.2.1), à savoir

"

�
R� sinwt+ wV �i

w
;R� coswt;�wR� sinwt

�
+O("2); (4.4)

où

R� = w
p
w8 + 4�w4 � 2w4 + 4�2;

V �i = �w2 + (�1)i
p
w4 + 2� pour i = 1:2:

De plus, ces deux solutions périodiques sont instables.

Preuve du théorème 4.2.1
Si

(a; b; c; k) = (
�(k + "
)2

2
+ "2(�+

w4

2
);�w2 + "�; " ; k + "
 );

avec � >
3

8
, w > 0 et " un paramètre su¢ samment petit .

Le système di¤érentiel (4.1) satisfaisant (4.3) a deux points d�équilibre

p� = (k �
p
k2 + 2a; 0; 0);

donc

p� = (k + "
 �

s
(k + "
)2 + 2(

�(k + "
)2
2

+ "2(�+
w4

2
)); 0; 0);

alors

p� = (k + "
 � "
p
2�+ w4; 0; 0):

Nous étudions d�abord les solutions périodiques bifurquant de l�équilibre zéro�Hopf

près de l�équilibre p�.

Le système di¤érentiel (4.1) satisfaisant (4.3) est8>>><>>>:
�
x = y;
�
y = z;

�
z =

�(k + "
)2
2

+ "2(�+
w4

2
) + (�w2 + "�)y + "z + (k + "
)x� x

2

2
:

(4.5)

Pour appliquer la théorie de moyennisation décrite au système (4.1) satisfaisant (4.3),

nous translatons le point d�équilibre p� vers l�origine en faisant le changement de va-

riables

(x; y; z) = (x1 + k + "
 � "
p
2�+ w4; y1; z1):
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Le système di¤érentiel (4.5) dans les nouvelles variables (x1; y1; z1) est8>><>>:
:
x1 = y1;
:
y1 = z1;

:
z1 = �w2y1 �

1

2
x21 + "(

p
w4 + 2�x1 + �y1 + z1 + (

w4

2
+ �)2 � (w

4

2
+ �)"):

(4.6)

Le système (4.6) possède le point d�équilibre est

p = (0; 0; 0):

La première étape a�n d�écrire notre système di¤érentiel (4.6) sous la forme normale

pour appliquer la théorie de moyennisation (2.2.1) est d�écrire le système linéaire à

l�origine du système di¤érentiel (4.6) lorsque " = 08><>:
:
x1 = y1;
:
y1 = z1;
:
z1 = �w2y1:

La forme normale de jordan s�écrit

J =

0B@ 0 �w 0

w 0 0

0 0 0

1CA :
Nous appliquons le changement de variables linéaire

(x1; y1; z1)! (X;Y; Z);

c�est à dire

(X;Y; Z)T = B(x1; y1; z1)
T ;

on a

BAB�1 = J ) BA� JB = 0; (4.7)

d�où

B =

0BBB@
0 1 0

0 0
�1
w

1 0
1

w2

1CCCA :
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Par la transformation linéaire (X;Y; Z)T = B(x1; y1; z1)T , c�est à dire0B@ X

Y

Z

1CA = B

0B@ x1

y1

z1

1CA)

0B@ _X

_Y

_Z

1CA = B

0B@
�
x1
�
y1
�
z1

1CA ;
on trouve 8>>><>>>:

_X =
�
y1;

_Y =
�1
w

�
z1;

_Z =
�
x1 +

1

w2
�
z1:

(4.8)

On a

(x1; y1; z1)
T = B�1(X;Y; Z)T ;

où

B�1 =

0BB@ 0
1

w
1

1 0 0

0 �w 0

1CCA ;
on obtient 8>><>>:

x1 =
Y

w
+ Z;

y1 = X;

z1 = �wY;

(4.9)

on remplace (4.6) et (4.9) dans (4.8), on trouve

8>>>><>>>>:

:
X = �wY;
:
Y = wX +

1

2w
(
Y

w
+ Z)2 � "

w
[(
w4

2
+ �)2 + �X + (

Y

w
+ Z)

p
w4 + 2�� wY � (w

4

2
+ �)"];

:
Z = � 1

2w2
(
Y

w
+ Z)2 +

"

w2
[(
w4

2
+ �)2 + �X + (

Y

w
+ Z)

p
w4 + 2�� wY � (w

4

2
+ �)"]:

(4.10)

Considérons les coordonnées cylindriques (r; �; Z) dé�nies par X = r cos � et Y =
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r sin � , et Z = Z. Alors, le système di¤érentiel (4.10) devient8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�
r =

� sin �
2w3

[r cos �(r cos � + 2�w2") + 2rw sin �(�Z + "(
p
w4 + 2�� w2))

�r2 + w2(Z(�Z + 2"
p
w4 + 2�) + 2"(

w4

2
+ �)2 � "2(w4 + 2�))];

�
� = w � 1

2rw3
[cos �(r cos �(r cos � + 2"�w2)� r2 + w2(Z(�Z + 2"

p
w4 + 2�)

+2"(
w4

2
+ �)2 � "2(w4 + 2�))) + 2wr cos � sin �(�Z + "(

p
w4 + 2�� w2))];

:
Z =

1

2w4
[r cos �(r cos � + 2"�w2) + 2rw sin �(�Z + "(

p
w4 + 2�� w2))

�r2 + w2(Z(�Z + 2"
p
w4 + 2�) + 2"(

w4

2
+ �)2 � "2(w4 + 2�))]:

(4.11)

En e¤ectuant le changement de variables (r; Z) = ("R; "V ), on obtient8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
R =

�" sin �
2w3

[R cos �(R cos � + 2�w2) + 2Rw sin �(�V +
p
w4 + 2�� w2)

�R2 + w2(V (�V + 2
p
w4 + 2�) + 2(

w4

2
+ �)2 � (w4 + 2�))];

�
� = w � "

2Rw3
[cos �(R cos �(R cos � + 2�w2)�R2 + w2(V (�V + 2

p
w4 + 2�)

+2(
w4

2
+ �)2 � (w4 + 2�))) + 2wR cos � sin �(�V + (

p
w4 + 2�� w2))];

:
V =

"

2w4
[R cos �(R cos � + 2"�w2) + 2Rw sin �(�V + (

p
w4 + 2�� w2))

�R2 + w2(V (�V + 2
p
w4 + 2�) + 2(

w4

2
+ �)2 � (w4 + 2�))]:

(4.12)

Dans le système (4.12), nous prenons � comme nouvelle variable indépendante, et

nous obtenons 8><>:
dr

d�
= "F1(�;R; V ) +O("

2);

ds

d�
= "F2(�;R; V ) +O("

2);
(4.13)

où8>>>>>><>>>>>>:

F1(�;R; V ) =
sin �

2w4
[(�2w2V � 2Rw sin �)

p
w4 + 2�+ 2Rw sin �(w2 + V )

� cos �(R2 cos � + 2�w2)� w6(1
2
w4 + 2�) + w2(V 2 � 2�2 + 2�) +R2];

F2(�;R; V ) =
1

4w5
[R cos �(2R cos � + 4�w2) + 4Rw sin �(�w2 +

p
w4 + 2�� V ) + w6(w4

+4�� 2) + w2(4V
p
w4 + 2�� 2V 2 + 4�2 � 4�)� 2R2]:

Nous allons appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre (2.2.1) au système
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di¤érentiel (4.13). Nous avons

t = �; T = 2�; X = (R; V )T et

F (�;R; V ) =

 
F1(�;R; V )

F2(�;R; V )

!
; et f(R; V ) =

 
f1(R; V )

f2(R; V )

!
:

On véri�e facilement que le système (4.13) satisfait à toutes les hypothèses du théo-

rème (2.2.1).

Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3), c�est-à-dire8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

f1(R; V ) =
1

2�

2�R
0

F1(�;R; V )d�

=
�R
2w3

(�w2 +
p
w4 + 2�� V );

f2(R; V ) =
1

2�

2�R
0

F2(�;R; V )d�

=
1

4w5
(w6(w4 + 4�� 2) + 2w2(2V

p
w4 + 2�� V 2 + 2�2 � 4��R2)):

Le système f1(R; V ) = f2(R; V ) = 0 a une solution unique (R�; V �) avec R� > 0, à

savoir

R� = w
p
w8 + 4�w4 � 2w4 + 4�2;

V � = �w2 +
p
w4 + 2�; si � >

3

8
:

Le jacobien (2.4) en (R�; V �) prend la valeur

det
@(f1; f2)

@(R; V )

����
(R;V )=(R�;V �)

=
1

4w6
(w8 + 4�w4 � 2w4 + 4�2) > 0;

qui est non nulle par hypothèse.

Le théorème (2.2.1) garantit pour " 6= 0 su¢ samment petit l�existence d�une solution
périodique (R(�; "); V (�; ")) du système (4.13) telle que

(R(�; "); V (�; "))! (R�; V �)

lorsque "! 0.

Autrement dit, le système (4.13) a la solution périodique suivante

(R(�; "); V (�; ")) = (R� +O("); V � +O(")):
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Cette solution périodique s�écrit dans le système (4.12) sous la forme suivante

(R(t; "); �(t; "); V (t; ")) = (R� +O("); wt+O("); V � +O(")):

Dans le système (4.11), il devient

(r(t; "); �(t; "); Z(t; ")) = ("R� +O("2); wt+O("); "V � +O("2)):

En passant à la solution périodique du système (4.10), on a X = r cos � et Y = r sin �,

on obtient

(X(t; "); Y (t; "); Z(t; ")) = ("R� coswt+O("2); "R� sinwt+O("2); "V � +O("2)):

Dans le système (4.6), nous avons e¤ectué un changement des variables linéaire

(X;Y; Z)T = B(x1; y1; z1)
T ;

donc on a

(x1; y1; z1)
T = B�1(X;Y; Z)T ;

alors 0B@ x1

y1

z1

1CA =

0BB@ 0
1

w
1

1 0 0

0 �w 0

1CCA
0B@ "R� coswt+O("2)

"R� sinwt+O("2)

"V � +O("2)

1CA ;
donc la solution périodique s�écrit

(x1(t; "); y1(t; "); z1(t; ")) =

�
"
R� sinwt+ wV �

w
+O("2); "R� coswt+O("2);�"wR� sinwt+O("2)

�
:

En�n pour le système (4.1) la solution périodique devient la solution (4.4) pour i = 2

de l�énoncé du théorème (4.2.1).

De plus les valeurs propres de la matrice jacobienne

@(f1; f2)

@(R; V )

����
(R;V )=(R�;V �)

sont données par

1

2w
� i

2w3

p
w8 + 4�w4 � 3w4 + 4�2; et � > 3

8
:
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Donc, la solution périodique associée au zéro (R�; V �) est instable, car la partie réelle

des deux valeurs propres est toujours positive.

Maintenant, nous étudions les solutions périodiques bifurquant de l�équilibre zéro�

Hopf près de l�équilibre p+.

Nous translatons à l�origine le point d�équilibre p+ en faisant le changement de va-

riables

(x; y; z) = (x1 + k + "
 + "
p
2�+ w4; y1; z1):

Le système di¤érentiel (4.5) dans les nouvelles variables (x1; y1; z1) est8>><>>:
:
x1 = y1;
:
y1 = z1;

:
z1 = �w2y1 �

1

2
x21 + "(�

p
w4 + 2�x1 + �y1 + z1 + (

w4

2
+ �)2 � (w

4

2
+ �)"):

(4.14)

La première étape a�n d�écrire notre système di¤érentiel (4.14) sous la forme normale

pour appliquer la théorie de moyennisation (2.2.1) est d�écrire le système linéaire à

l�origine du système di¤érentiel (4.14) lorsque " = 08><>:
:
x1 = y1;
:
y1 = z1;
:
z1 = �w2y1:

La forme normale de Jordan s�écrit

J =

0B@ 0 �w 0

w 0 0

0 0 0

1CA :
Nous appliquons le changement linéaire de variables

(x1; y1; z1)! (X;Y; Z);

c�est à dire

(X;Y; Z)T = B(x1; y1; z1)
T ;
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d�où

B =

0BBB@
0 1 0

0 0
�1
w

1 0
1

w2

1CCCA :
on trouve 8>>><>>>:

_X =
�
y1;

_Y =
�1
w

�
z1;

_Z =
�
x1 +

1

w2
�
z1:

(4.15)

Le système di¤érentiel (4.14) dans les nouvelles variables (X;Y; Z) est

8>>>><>>>>:

:
X = �wY;
:
Y = wX +

1

2w
(
Y

w
+ Z)2 � "

w
[(
w4

2
+ �)2 + �X � (Y

w
+ Z)

p
w4 + 2�� wY � (w

4

2
+ �)"];

:
Z = � 1

2w2
(
Y

w
+ Z)2 +

"

w2
[(
w4

2
+ �)2 + �X � (Y

w
+ Z)

p
w4 + 2�� wY � (w

4

2
+ �)"]:

(4.16)

Considérons les coordonnées cylindriques (r; �; Z) dé�nies par X = r cos � et Y =

r sin � , et Z = Z. Alors, le système di¤érentiel (4.16) devient8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�
r =

� sin �
2w3

[r cos �(r cos � + 2�w2") + 2rw sin �(�Z + "(�
p
w4 + 2�� w2))

�r2 + w2(Z(�Z � 2"
p
w4 + 2�) + 2"(

w4

2
+ �)2 � "2(w4 + 2�))];

�
� = w � 1

2rw3
[cos �(r cos �(r cos � + 2"�w2)� r2 + w2(Z(�Z � 2"

p
w4 + 2�)

+2"(
w4

2
+ �)2 � "2(w4 + 2�))) + 2wr cos � sin �(�Z + "(�

p
w4 + 2�� w2))];

:
Z =

1

2w4
[r cos �(r cos � + 2"�w2) + 2rw sin �(�Z + "(�

p
w4 + 2�� w2))

�r2 + w2(Z(�Z � 2"
p
w4 + 2�) + 2"(

w4

2
+ �)2 � "2(w4 + 2�))]:

(4.17)
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En e¤ectuant le changement de variables (r; Z) = ("R; "V ), on obtient8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
R =

�" sin �
2w3

[R cos �(R cos � + 2�w2) + 2Rw sin �(�V �
p
w4 + 2�� w2)

�R2 + w2(V (�V � 2
p
w4 + 2�) + 2(

w4

2
+ �)2 � (w4 + 2�))];

�
� = w � "

2Rw3
[cos �(R cos �(R cos � + 2�w2)�R2 + w2(V (�V � 2

p
w4 + 2�)

+2(
w4

2
+ �)2 � (w4 + 2�))) + 2wR cos � sin �(�V + (�

p
w4 + 2�� w2))];

:
V =

"

2w4
[R cos �(R cos � + 2"�w2) + 2Rw sin �(�V + (�

p
w4 + 2�� w2))

�R2 + w2(V (�V � 2
p
w4 + 2�) + 2(

w4

2
+ �)2 � (w4 + 2�))]:

(4.18)

Dans le système (4.18), nous prenons � comme nouvelle variable indépendante, et

nous obtenons 8><>:
dr

d�
= "F1(�;R; V ) +O("

2);

ds

d�
= "F2(�;R; V ) +O("

2);
(4.19)

où8>>>>>><>>>>>>:

F1(�;R; V ) =
sin �

2w4
[�(2w2V + 2Rw sin �)

p
w4 + 2�+ 2Rw sin �(w2 + V )

� cos �(R2 cos � + 2�w2)� w6(1
2
w4 + 2�) + w2(V 2 � 2�2 + 2�) +R2];

F2(�;R; V ) =
1

4w5
[R cos �(2R cos � + 4�w2) + 4Rw sin �(�w2 �

p
w4 + 2�� V ) + w6(w4

+4�� 2) + w2(�4V
p
w4 + 2�� 2V 2 + 4�2 � 4�)� 2R2]:

Nous allons appliquer la théorie de moyennisation du premier ordre (2.2.1) au système

di¤érentiel (4.19). Nous avons

t = �; T = 2�; X = (R; V )T et

F (�;R; V ) =

 
F1(�;R; V )

F2(�;R; V )

!
; et f(R; V ) =

 
f1(R; V )

f2(R; V )

!
:

On véri�e facilement que le système (4.19) satisfait à toutes les hypothèses du théo-

rème (2.2.1).
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Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3), c�est-à-dire8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

f1(R; V ) =
1

2�

2�R
0

F1(�;R; V )d�

=
R

2w3
(w2 �

p
w4 + 2�+ V );

f2(R; V ) =
1

2�

2�R
0

F2(�;R; V )d�

=
1

4w5
(w6(w4 + 4�� 2) + 2w2(�2V

p
w4 + 2�� V 2 + 2�2 � 4��R2)):

Le système f1(R; V ) = f2(R; V ) = 0 a une solution unique (R�; V �) avec R� > 0, à

savoir

R� = w
p
w8 + 4�w4 � 2w4 + 4�2;

V � = �w2 �
p
w4 + 2�; et si � >

3

8
:

Le jacobien (2.4) en (R�; V �) prend la valeur

det
@(f1; f2)

@(R; V )

����
(R;V )=(R�;V �)

=
1

4w6
(w8 + 4�w4 � 2w4 + 4�2) > 0;

qui est non nulle par hypothèse.

Le théorème (2.2.1) garantit pour " 6= 0 su¢ samment petit l�existence d�une solution
périodique (R(�; "); V (�; ")) du système (4.19) telle que

(R(�; "); V (�; "))! (R�; V �)

lorsque "! 0. Autrement dit, le système (4.19) a la solution périodique suivante

(R(�; "); V (�; ")) = (R� +O("); V � +O(")):

Cette solution périodique s�écrit dans le système (4.18) sous la forme suivante

(R(t; "); �(t; "); V (t; ")) = (R� +O("); wt+O("); V � +O(")):

Dans le système (4.17), il devient

(r(t; "); �(t; "); Z(t; ")) = ("R� +O("2); wt+O("); "V � +O("2)):

En passant à la solution périodique du système (4.16), on a X = r cos � et Y = r sin �,
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4.2. Résultats principaux

on obtient

(X(t; "); Y (t; "); Z(t; ")) = ("R� coswt+O("2); "R� sinwt+O("2); "V � +O("2)):

Dans le système (4.15), nous avons e¤ectué un changement linéaire des variables

(X;Y; Z)T = B(x1; y1; z1)
T ;

donc on a

(x1; y1; z1)
T = B�1(X;Y; Z)T ;

alors 0B@ x1

y1

z1

1CA =

0BB@ 0
1

w
1

1 0 0

0 �w 0

1CCA
0B@ "R� coswt+O("2)

"R� sinwt+O("2)

"V � +O("2)

1CA ;
donc la solution périodique s�écrit

(x1(t; "); y1(t; "); z1(t; ")) =

�
"
R� sinwt+ wV �

w
+O("2); "R� coswt+O("2);�"wR� sinwt+O("2)

�
:

En�n pour le système (4.1) la solution périodique devient la solution (4.4) pour i = 1

de l�énoncé du théorème (4.2.1).

De plus les valeurs propres de la matrice jacobienne

@(f1; f2)

@(R; V )

����
(R;V )=(R�;V �)

sont données par

1

2w
� i

2w3

p
w8 + 4�w4 � 3w4 + 4�2; et � > 3

8
:

Donc, la solution périodique associée au zéro (R�; V �) est instable, car la partie réelle

des deux valeurs propres est toujours positive.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse nous avons utilisé l�une des plus importantes méthodes perturba-

tives pour étudier l�existence des solutions périodiques de certains systèmes di¤érentiels

polynomiaux de dimension trois.

Nous continuerons nos recherches des solutions périodiques des équations di¤éren-

tielles perturbées par un paramètre su¢ samment petit, en utilisant la théorie de moyen-

nisation.
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