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 ملخص          

 

 

ية التي تحتوي على كل من المشتقات الكسرية اليسرى  ذه الاطروحة دراسة المسائل الحد تتناول ه

 ليوفيل واليمنى لكابوتو.  - لريمان

غير محلية،    بمشتقات جزئية مختلطة وشروط حدية   في الجزء الأول، ندرس معادلة تفاضلية غير خطية

باستخدام نظرية النقطة الثابتة  لشاودر، وطريقة الحلول السفلية العلوية حيث تم تحديد وجود الحلول و  

 موقعها.  

 

- في الجزء الثاني، نهتم بدراسة معادلة تفاضلية  بمشتقات جزئية مختلطة تحتوي على العامل ب 

تعتمد على نظرية النقطة الثابتة وطريقة   غير محلية. النتائج المتحصل عليها   ية لابلاسيان بشروط حد 

 الحدود السفلية و العلوية  

 

: المشتق الكسري، مسألة ذات الشروط الحدية، الوجود، طريقة الحلول السفلية  الكلمات المفتاحية

 والعلوية. 



Résumé

Cette thèse porte sur l�étude des problèmes aux limites pour des équations

di¤érentielles contenant à la fois des dérivées fractionnaires à gauche et à droite

de types Riemann-Liouville et Caputo.

Dans la première partie, on a étudié une équation di¤érentielle non linéaire

avec des dérivées fractionnaires mixtes et des conditions aux limites non locales.

En utilisant le théoreme du point �xe de Schauder et la méthode des sous et sur

solutions, l�existence et la localisation des solutions sont établies.

Dans la deuxième partie, on s�est intéressé à l�étude d�une équation di¤éren-

tielle contenant l�opérateur p-Laplacien et les dérivées fractionnaires mixtes avec

des conditions aux limites non locales. Les résultats obtenus sont basés sur le théo-

rème du point �xe et la méthode des sous et sur solutions.

Mots-clés : Dérivée fractionnaire, Problème aux limites, Existence de solution,
Méthode des sous et sur solutions.
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Abstract

This thesis deals with the study of boundary problems for di¤erential equa-

tions containing both left and right fractional derivatives of Riemann-Liouville

and Caputo types.

In the �rst part, we study a nonlinear di¤erential equation with mixed fractio-

nal derivatives and nonlocal boundary conditions. Using the Schauder �xed point

theorem and the upper and lower solutions method, the existence and localisation

of solutions are established.

In the second part, we are interested in the study of a di¤erential equation

containing the p-Laplacian operator and mixed fractional derivatives with non-

local boundary conditions. The results obtained are based on the �xed point theo-

rems and the method of upper and lower solutions.

Keywords : Fractional Derivative, Boundary value Problems, Existence, Me-
thod of upper and lower solutions.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est l�une des généralisations du calcul classique, il a été
introduit le 30 septembre 1695. Ce jour-là, Leibniz a écrit une lettre à L�Hôpital,
dans laquelle il mentionnait la possibilité de généraliser la signi�cation des déri-

vées d�ordre entier en dérivées d�ordre non entier. L�Hôpital a voulu connaître le

résultat pour la dérivée d�ordre n = 1
2
. Leibniz a répondu «qu�un jour, des consé-

quences utiles seront tirées » et, en fait, sa vision est devenue réalité. Cependant,

l�étude des dérivées d�ordre non entier n�est apparue dans la littérature qu�en 1819,

lorsque Lacroix a présenté une dé�nition de dérivée fractionnaire basée sur l�ex-
pression habituelle de la dérivée ni�eme de la fonction puissance. En quelques années,

le calcul fractionnaire est devenu un sujet attractif pour les mathématiciens, et

de nombreuses formes d�opérateurs di¤érentiels fractionnaires ont été introduites,

on peut citer les derivées fractionnaires de type Grunwald-Letnikow, Riemann-

Liouville, Hadamard, Caputo, Riesz (Hilfer 2000 ; Kilbas et al. 2006 ; Podlubny

1999 ; Samko et al.1993) et les notions récentes de Cresson (2007), Katugampola

(2011), Klimek (2005), Kilbas et Saigo (2004) où des opérateurs fractionnaires

d�ordre variable introduits par Samko et Ross (1993). Pour plus de détails histo-

riques, voir [69, 72, 73, 75, 76].

Un intérêt considérable est accordé aux applications des dérivées fractionnaires

d�ordre non entier dans di¤érents domaines de recherche. Plusieurs applications de

la di¤érenciation et de l�intégration fractionnaires sont déjà bien établies, d�autres

viennent de démarrer. On cite quelques exemples sur ce sujet :
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I Les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement dans les modèles mathé-

matiques des phénomènes viscoélastiques. L�avantage de l�introduction des

dérivées fractionnaires en théorie de la viscoélasticité est qu�elle o¤re des

possibilités d�obtenir des équations constitutives pour le module complexe

élastique des matériaux viscoélastiques avec seulement quelques paramètres

déterminés expérimentalement. Les dérivées fractionnaires ont également été

utilisées dans l�étude des modules complexes et des résistances [6, 74, 81].

I Dans la physico-chimie, le courant est proportionnel aux dérivées fractionnaires

du voltage quand l�interface fractale est mise entre un métal et un milieu

ionique [47, 84].

I Électricité : Dans les lignes de transmission électrique. En 1892, Heaviside
a introduit l�idée de dérivées fractionnaires dans son étude des lignes de

transmission électriques [5].

I En biologie, les processus de relaxation distribués semblent être courants dans

les cellules et les tissus. Par conséquent, il ne devrait pas être surprenant de

voir que le calcul fractionnaire peut jouer un rôle important dans la descrip-

tion du comportement entrée-sortie des systèmes biologiques [17, 66].

I D�autres applications du calcul fractionnaire ont été signalées dans plusieurs

domaines tels que : Le traitement d�image [47], le traitement du signal [83], la

commande automatique et robotique [65], et analyse de systèmes dynamiques

avec les modèles d�ordre fractionnaire.

L�étude de l�existence et l�unicité de solutions des équations di¤érentielles a été

un domaine de recherche très actif en mathématiques. De nombreuses méthodes

sont utilisées pour démontrer l�existence et l�unicité de la solution, telles que la

méthode des sur et sous solutions, la théorie de Mawhin, les théorèmes du point

�xe, voir [3, 20, 22, 40, 41, 42, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 32, 54, 53, 50, 51, 60, 80]. La

théorie des points �xes est un outil nécessaire pour avoir des résultats d�existence

dans de nombreux problèmes non linéaires.

Un des objectifs de cette thèse est d�appliquer la méthode du point �xe de

Schauder pour établir l�existence de solutions de certaines équations di¤érentielles

fractionnaires mixtes. Le théorème du point �xe de Schauder est une extension de

Brouwer en dimension in�nie. Il a¢ rme qu�une application continue sur un convexe
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compact admet un point �xe qui n�est pas nécessairement unique. Il n�est donc pas

nécessaire d�établir des majorations sur la fonction mais simplement sa continuité.

la méthode des sous et sur solutions joue un rôle très important dans l�étude de

l�existence de solutions des problèmes aux limites [29, 30, 38, 39, 52, 70, 78, 85, 89].

Cette méthode a été introduite pour la première fois par Picard en 1893, dévelop-
pée plus tard par G. Scorza Dragoni en 1931 et depuis lors, un grand nombre
de contributions ont enrichi la théorie. Fondamentalement, la méthode des sous et

sur solutions traite des résultats d�existence pour les problèmes aux limites. Ces

sous et sur solutions peuvent être considérées comme des approximations numé-

riques des solutions qui satisfont les équations jusqu�à un terme d�erreur de signe

constant. [9, 15, 21, 26, 39, 48, 49, 52].

Dans [39], Guezane-Lakoud, Khaldi et Torres ont démontré l�existence
de solutions pour l�équation fractionnaire d�oscillation non linéaire suivante :

8><>:
!2u(t)�C Dp

1�D
q
0+u(t) = f(t; u(t)); 0 � t � 1; ! 2 R; ! 6= 0;

u(0) = 0;

Dq
0+u(1) = 0;

où 0 < p; q < 1; CDp
1� est la dérivée fractionnaire à droite de Caputo, D

q
0+ est la

dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville, et f 2 C([0; 1] � R;R): Les
démonstrations sont basées sur une transformation du problème en un problème

aux limites fractionnaire d�ordre inférieur équivalent et l�application de la méthode

des sous et sur solutions.

Dans [49], Khaldi et Guezane-Lakoud ont établi des résultats d�existence
de la solution en utilisant le théorème du point �xe de Schauder et la méthode des

sous et sur solutions du problème aux limites fractionnaire suivant :8><>:
Dq
0+u(t) + !u(t) = f(t; u(t); Dq�1

0+ u(t)); 0 < t < 1; ! > 0;

u(0) = 0;

Dq�1
0+ u(0) = 0;

où 1 < q < 2; Dq
0+ désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et

f 2 C([0; 1]� R2;R):
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Les problèmes faisant intervenir le p-Laplacien proviennent de plusieurs branches

de mathématiques aussi bien que des di¤érents problèmes de la physique mathéma-

tique, notamment l�écoulement des �uides non-Newtoniens. Cependant, il existe

peu d�études sur l�existence et l�unicité de solution des équations di¤érentielles

fractionnaires avec l�opérateur p-Laplacien, voir [10, 14, 18, 55, 59, 82, 85, 90].

Dans [82], Su et al ont étudié l�existence des solutions positives des équations
di¤érentielles fractionnaires p-Laplaciennes non linéaires :8>>>><>>>>:

�p(
CD�

t u(t)) = �p(�)f(t; u(t); u
0(t)); t 2 (0; 1);

k0u(0)� k1u(1) = 0;

m0u(0)�m1u(1) = 0;

u(r)(0) = 0; r = 2; 3; :::; [�];

en utilisant les théorèmes du point �xe tels que l�alternative non linéaire de Leray-

Schauder, le théorème de Guo-Krasnoselskii et le théorème de Banach. Où �p(:)

est l�opérateur p-Laplacien, c�est-à-dire. �p(s) = jsjp�2 s; p > 1; et ��1p = �q,
1
p
+ 1

q
= 1; CD�

t est la dérivée fractionnaire de Caputo et la fonction f : [0; 1] �
[0;1)� (�1;+1)! [0;1) satisfait des conditions de type Carathéodorie.
Zhang et al. [90] ont discuté le problème fractionnaire p-Laplacien suivant

impliquant les conditions aux limites intégrales de Riemann-Stieltjes :8><>:
�D�

t �p(D
�
t x(t)) = �f(t; x(t)); t 2 (0; 1)

x(0) = 0; D�
t x(0) = 0

x(1) =
R 1
0
x(s)dA(s);

où D�
t et D

�
t sont les dérivées de Riemann-Liouville, avec 1 < � � 2; 0 < � � 1;

�p(:) est l�opérateur p-Laplacien, A est une fonction de variation et
R 1
0
x(s)dA(s)

est l�intégrale standard de Riemann-Stieltjes. Dans cette étude, les résultats sont

basés sur la méthode des sous et sur solutions et sur le théorème du point �xe de

Schauder.

Dans [18], Chen et Liu ont étudié l�équation di¤érentielle fractionnaire sui-
vante (

D�
0+�p

�
D�
0+u (t)

�
= f (t; u (t)) ; 0 � t � 1;

u (0) = �u (1) = 0; D�
0+u(0) = � D�

0+u(1);
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où 0 < �; � � 1; 1 < � + � � 2; D�
0+ est la dérivée fractionnaire de Caputo,

�p(:) est l�opérateur p-Laplacien, et la fonction f : [0; 1]� R! R est continue.
Les auteurs ont présenté certaines conditions pour prouver l�existence de la

solution, leurs arguments sont basés sur le théorème du point �xe de Schaefer.

Organisation de la thèse
Cette thèse est structurée comme suit :

Dans le premier chapitre, on donne quelques notions fondamentales qui seront

utilisées tout au long de ce manuscrit. On commence par donner un rappel sur

les espaces fonctionnels, on dé�nit les fonctions auxiliaires Gamma et Beta, on

cite certaines propriétés de ces fonctions qui permettent d�obtenir des solutions

aux problèmes fractionnaires, puis on donne quelques notions sur la théorie du

point �xe. On termine ce chapitre par les dé�nitions et les propriétés principales

des intégrales et dérivées fractionnaires, on s�intéresse en particulier à celles de

Riemann-Liouville et Caputo. On conclut ce chapitre par la notion de dualité

entre les opérateurs di¤érentiels à gauche et à droite.

Dans le deuxième chapitre, on étudie l�existence de la solution du problème

aux limites fractionnaire mixte (P ) suivant :(
�CD�

1�D
�
0+u(t) + f(t; u(t)) = 0; 0 � t � 1

u(0) = u0(0) = 0; D�
0+u(1) = 0;

où 0 < � < 1; 1 < � < 2; CD�
1� est la dérivée fractionnaire à droite au sens de

Caputo, D�
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville et

f 2 C([0; 1]� R;R):
Pour résoudre ce problème, on le transforme en un problème équivalent de type

Caputo, puis on utilise la méthode des sous et sur solutions et le théorème du point

�xe de Schauder, pour prouver l�existence de solutions du problème (P ).

Dans le troisième chapitre, on s�intéresse à l�étude du problème aux limites

fractionnaire p-Laplacien (P1) suivant :8><>:
�CD�

1�

�
�p
�
D�
0+u (t)

��
+ f (t; u (t)) = 0; 0 � t � 1;

u (0) = u0 (0) = 0;

D�
0+u(1) = 0;

5



où 1 < � < 2; 0 < � < 1 ; CD�
1� est la dérivée fractionnaire à droite au sens de

Caputo, D�
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche au sense de Riemann-Liouville,

�p est l�opérateur p-laplacien, �p(s) = jsjp�2 s; p � 2; ��1p = �q;
1
p
+ 1

q
= 1;et

f 2 C([0; 1]� R;R):
Sous certaines conditions sur le terme non linéaire f , on applique la méthode

des sous et sur solutions pour montrer l�existence d�au moins une solution du

problème (P1): De plus, on donne l�expression explicite des sous et sur solutions.

On termine cette thèse par une conclusion générale et les perspectives.

6



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les notions nécessaires pour la bonne compréhen-

sion de ce manuscrit. Il est divisé en quatre sections. La première section comporte

un bref rappel sur les espaces fonctionnels. La deuxième section est consacrée à

la présentation de quelques fonctions spéciales qui jouent un rôle important dans

la théorie du calcul fractionnaire. La section troisième est réservée aux di¤érents

théorèmes du point �xe utilisés dans ce travail. On conclut le chapitre par des

dé�nitions et des propriétés des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et

Caputo qui sont les plus utilisées dans les applications.
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1.1. Espaces fonctionnels

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Les espaces Lp sont des espaces de fonctions mesurables dont la puissance P -

ième est intégrable, au sens de Lebesgue.

Dé�nition 1.1.1 [72] Soit 
 = [a; b] (�1 � a < b � 1) un intervalle �ni ou
in�ni de R et 1 � p � 1: L�espace Lp(
) est l�espace des fonctions f réelles sur


 telle que f est mesurable et Z



jf(x)jp dx < +1;

muni de la norme

kfkLp =

0@Z



jf(x)jp dx

1A 1
p

:

L�espace L1(
) est un espace de Banach muni de la norme :

kfk1 = inf fM � 0 : jf(x)j �M p.p sur 
g :

1.1.2 Espaces des fonctions absolument continues

On désigne par Cn(
); n 2 N = 0; 1; :::; l�espace des fonctions f qui ont leurs

dérivées d�ordre inférieur ou égal à n continues sur 
, muni de la norme :

kfkCn :=
nX
k=0

max
x2


��f (k)(x)�� ; n 2 N:
En particulier si n = 0; C0(
) � C(
) l�espace des fonctions f continues sur 


muni de la norme

kfkC := max jf(x)j :

Dé�nition 1.1.2 On note par AC([a; b]) l�espace des fonctions absolument conti-
nues sur un intervalle [a; b]; constitué des fonctions f qui sont des primitives de

8



1.1. Espaces fonctionnels

fonctions Lebesgue-sommables :

f 2 AC([a; b])() 9' 2 L1([a; b]) telle que f = c+

xZ
a

'(t)dt:

Dé�nition 1.1.3 On note par ACn([a; b]), n 2 N�; l�espace des fonctions absolu-
ment continues sur [a; b] constitué des fonctions f à valeurs dans R qui ont des

dérivées continues sur [a; b] jusqu�à l�ordre (n� 1) et telle que f (n�1) 2 AC([a; b]);
c�est à dire :

ACn([a; b]) :=
�
f : [a; b]! R : f (k) 2 C([a; b]); k = 0:::n� 1; f (n�1) 2 AC([a; b])

	
:

Remarque 1.1.1 En particulier AC1([a; b]) = AC([a; b]):

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Une fonction f 2 ACn([a; b]), n 2 N� si et seulement si elle est
représentée sous la forme

f(x) =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1f (n)(t)dt+
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k:

Théorème 1.1.1 [56] Soit � > 0 et soit n donné par

n = [�] + 1 si � =2 N et n = � si � 2 N: (1.1)

Si f 2 ACn([a; b]), alors la dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � existe

presque partout sur [a; b].

Théorème 1.1.2 [56] Si f 2 ACn([a; b]), alors la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville existe presque partout sur [a; b] et elle est représentée sous la forme

D�
a f(t) =

tZ
0

(t� s)n���1dnf(s)

�(n� �)dtn
ds+

n�1X
k=0

f (k)(a)(t� a)k�a:
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1.2 Fonctions spéciales

Les fonctions spéciales sont des fonctions mathématiques particulières qui ont

des noms et des notations plus ou moins établis en raison de leur importance

dans l�analyse mathématique, l�analyse fonctionnelle et la physique. Elles sont

introduites pour la première fois comme nouvelles transcendantes par L. Euler.
Les plus importantes fonctions spéciales étudiées sont les fonctions Gamma et

Bêta. L�étude de ces fonctions et de leurs propriétés a donné un élan considérable

à l�étude des aspects fondamentaux de l�analyse mathématique.

1.2.1 La fonction Gamma

Dé�nition 1.2.1 [56] La fonction Gamma, notée par � est dé�nie par l�intégrale
suivante

�(�) =

+1Z
0

e�tt��1dt; Re(�) > 0: (1.2)

Propriétés
Une propriété importante de la fonction Gamma �(�) est la relation de récur-

rence suivante

�(�+ 1) = ��(�); Re(�) > 0: (1.3)

En utilisant l�intégration par parties, on montre la propriété (1:3)

�(�+ 1) =

+1Z
0

e�tt�dt = [�e�tt�]+10 + �

+1Z
0

e�tt��1dt

= �

+1Z
0

e�tt��1dt

= ��(�):
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1.2. Fonctions spéciales

D�après la dé�nition de la fonction Gamma, on a

�(1) =

+1Z
0

e�tdt =
�
�e�t

�+1
0

= 1 (1.4)

et

�(
1

2
) =

p
�:

�(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

p
�:

La propriété (1:3) donne la relation suivante entre la fonction Gamma et la

factorielle qui est :

�(n+ 1) = n!; n 2 N: (1.5)

On peut représenter �(�) par la limite :

�(�) = lim
n!1

n!n�

(�+ 1):::(�+ n)
; Re(�) > 0:

1.2.2 La fonction Bêta

Dé�nition 1.2.2 [56] La fonction Bêta ou intégrale eulerienne de première es-
pèce est dé�nie pour tous � et � par :

B(�; �) =

1Z
0

t��1(1� t)��1dt; Re(�) > 0;Re(�) > 0: (1.6)

Remarque 1.2.1 On peut exprimer le lien entre l�intégrale eulérienne de première
et seconde espèce grâce à la relation suivante :

B(�; �) =
�(�)�(�)

�(�+ �)
; Re(�) > 0; Re(�) > 0: (1.7)

Propriétés
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1.2. Fonctions spéciales

1. La fonction Bêta est symétrique i.e. :

B(�; �) = B(�; �);Re(�) > 0; Re(�) > 0:

2.

�B(�; � + 1) = B(�+ 1; �):

3. Si n = � + 1 est un entier, cela donne une relation de récurrence

B(�; �) =
n� 1
�

B(�+ 1; n� 1):

4.

B(�; 1) =
1

�
:

@

@x
B(�; �) = B(�; �)

�
�0(�)

�(�)
� �

0(�+ �)

�(�+ �)

�
:
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1.3 Quelques théorèmes du point �xe

L�origine de la théorie du point �xe réside dans la méthode d�approximations

successives utilisée pour prouver l�existence de solutions des équations di¤éren-

tielles introduites indépendamment par Joseph Liouville en 1837 et Charles
Emile Picard en 1890. Mais formellement, elle a été lancée au début du 20i�eme

siècle comme une partie importante de l�analyse. Les théorèmes du point �xe sont

des résultats qui permettent d�a¢ rmer qu�une fonction f admet sous certaines

conditions un point �xe. Ces théorèmes sont extrêmement utiles pour résoudre les

équations di¤érentielles.

Dans cette section on rappelle quelques théorèmes célèbres du point �xe.

1.3.1 Théorème du point �xe de type Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder est l�un des résultats les plus célèbres
de la théorie du point �xe et il a¢ rme qu�une application continue sur un convexe

compact admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique.

Théorème 1.3.1 [88]
Soit K un sous ensemble non vide, compact, convexe dans un espace de Banach

E et supposons T : K ! K une application continue. Alors T admet un point �xe.

Théorème 1.3.2 [88]
Soit F un ensemble fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T :

F ! F une application continue telle que T(F) soit un sous-ensemble relativement

compact de F . Alors T admet un point �xe.

Théorème 1.3.3 [23] (L�alternative non linéaire de Leray-Schauder).
Soit X un espace de Banach, 
 un sous ensemble ouvert borné de X, avec

0 2 
 et T : 
 ! X une application compacte. Alors un des deux énoncés

suivants est véri�é :

(i) T a un point �xe sur 
:

(ii) il existe � 2 (0; 1) et u 2 @
 tel que x = �T (x).

13
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1.3.2 Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Dé�nition 1.3.1 [4] (Théorème du point �xe de Krasnoselskii).

Soit F un ensemble non vide, fermé et convexe d�un espace de Banach X. T1
et T2 sont deux applications de F dans X telles que :

1. T1x+ T2y 2 F; 8x; y 2 F;
2. T1 est une contraction,

3. T2 est compacte et continue.

Alors T1 + T2 admet un point �xe dans F , autrement dit, il existe x 2 F te

que T1x+ T2x = x:

Dé�nition 1.3.2 (Opérateur complètement continu).
Soient E un espace de Banach et 
 une partie de E. On dit que l�opérateur

T : 
! E est complètement continu s�il est continu et si pour toute partie bornée

B de 
, T (B) est relativement compact dans E:

1.3.3 Théorème d�Ascoli-Arzela

Le théorème d�Arzelà �Ascoli est un résultat fondamental de l�analyse ma-

thématique donnant des conditions nécessaires et su¢ santes de compacité dans

certains espaces fonctionnels. Ce théorème est démontré par les mathématiciens

italiens Giulio Ascoli et Cesare Arzelà.

Théorème 1.3.4 Soit X = C([a; b]) muni de la norme kuk = max
a�t�b

ju(t)j, avec
�1 < a < b < +1. Si M est un sous ensemble de X tel que :

(i) M est uniformément borné, i.e. 9r > 0; kuk < r; 8u 2M:

(ii) M est équicontinu, i.e.

8� > 0; 9� > 0; 8t1; t2 2 [a; b] tel que jt1 � t2j < � et u 2M ) ju(t1)� u(t2)j <
�:

Alors, M est relativement compact.
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1.4 Intégration et dérivation fractionnaires

1.4.1 Aperçu historique

Les premiers travaux sur la dérivée d�ordre non entier sont dus à Liouville entre
1832 et 1837. Indépendamment, Riemann propose une approche qui s�est avérée
celle de Liouville essentiellement. Depuis, cette théorie porte le nom de théorie de
Riemann-Liouville. Plus tard d�autres théories ont fait leur apparition comme celles

de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo. On peut consulter [27; 62]
pour de plus amples informations sur les di¤érentes approches et les liens qui

existent entre elles.

Les premières applications ont commencé à voir le jour dans les années 1990,

en particulier en contrôle et en géométrie fractale. Les ingénieurs ont trouvé dans

la dérivée fractionnaire un outil commode pour proposer des modèles qui décrivent

d�une façon plus précise les phénomènes physiques.

Dans cette section, on donne les dé�nitions et les propriétés des intégrales

fractionnaires et des dérivées considérées. On va citer les approches qui sont fré-

quemment utilisées dans les applications.Voir [56; 58; 73; 76; 77]:

1.4.2 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Soit f : [a; b)! R une fonction continue, b pouvant être �ni ou in�ni.
Une primitive de f est donnée par :

If(x) =

xZ
a

f(t)dt: (1.8)

Pour une primitive seconde on aura :

I2f(x) =

xZ
a

dt

tZ
a

f(u)du:
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Le théorème de Fubini ramène cette intégrale double à une intégrale simple

I2f(x) =

xZ
a

(x� t)f(t)dt: (1.9)

Plus généralement, l�intégration successive de la fonction f(x) s�écrit sous la forme

suivante :

Inf(x) =

xZ
a

dx1

x1Z
a

dx2:::

xn�1Z
a

f(xn)dxn (1.10)

=
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)(n�1)f(t)dt; n 2 N:

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation,

l�intégrale d�ordre non entier de la fonction f(x) peut être dé�nie en utilisant la

fonction Gamma �(n) = (n� 1)!; donc, on peut dé�nir l�intégration fractionnaire
comme suit :

Dé�nition 1.4.1 Si f 2 C[a; b]; 
 = [a; b] (�1 < a < b < +1); � 2 R; les

intégrales fractionnaires à gauche et à droite de Riemann-Liouville I�a+f et I
�
b�f

d�ordre � sont dé�nies respectivement par :

I�a+f(x) :=
1

�(�)

xZ
a

f(t)dt

(x� t)(1��)
; (x > a); (1.11)

I�b�f(x) :=
1

�(�)

bZ
x

f(t)dt

(t� x)(1��)
; (x < b); (1.12)

Lorsque � = n 2 N, les dé�nitions (1:11) et (1:12) coïncident avec les intégrales
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n-ième de la forme :

I�a+f(x) =

xZ
a

dt1

t1Z
a

dt2:::

tn�1Z
a

f(tn)dtn (1.13)

=
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1f(t)dt, n 2 N;

I�b�f(x) =

bZ
x

dt1

bZ
t1

dt2:::

bZ
tn�1

f(tn)dtn (1.14)

=
1

(n� 1)!

bZ
x

(t� x)n�1f(t)dt, n 2 N:

Théorème 1.4.1 Soit � > 0; � > 0 et f 2 Lp([a; b]); p � 1: L�intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville possède la propriété suivante

I�a+I
�
a+f(x) = I�+�a+ f(x): (1.15)

Proposition 1.4.1 [56, 57] Soit � > 0, n = [�] + 1: On a :

I�a+(x� a)��1 =
�(�)

�(�+ �)
(x� a)�+��1;

et

I�b�(b� x)��1 =
�(�)

�(� + �)
(b� x)�+��1:

Preuve Considérons la fonction f(x) = (x� a)�: Alors

I�a+(x� a)��1 =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1(t� a)��1dt;

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a+(x�a)� , il s�ensuit que

17
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dt = (x� a)d� ; d�où

I�a+(x� a)��1 =
1

�(�)

1Z
0

(x� a� (x� a)�)��1(a+ (x� a)� � a)��1(x� a)d�

=
1

�(�)

1Z
0

(x� a)�(x� a)��1(1� �)��1���1d�

=
(x� a)�+��1

�(�)

1Z
0

(1� �)��1���1d� :

Utilisant l�intégrale eulérienne de première espèce (la fonction bêta d�Euler), on

obtient :

I�a+(x� a)��1 =
(x� a)�+��1

�(�)
� �(�)�(�)
�(�+ �)

=
�(�)

�(�+ �)
(x� a)�+��1:

On voit bien que c�est une généralisation du cas où � = 1; on a

I1a+(x� a)��1 =
�(�)

�(� + 1)
(x� a)� =

(� � 1)�(� � 1)
��(�)

(x� a)�

=
(� � 1)�(� � 1)
(� � 1)��(� � 1)(x� a)� =

1

�
(x� a)�:

grâce à la relation bien connue (1:3):

De la même manière, on montre que

I�b�(b� x)��1 =
�(�)

�(� + �)
(b� x)�+��1:
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1.4.3 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

On note [�] la partie entière de � > 0:

Dé�nition 1.4.2 Soit � > 0 et n = [�]+1: Les dérivées fractionnaires à gauche et
à droite de Riemann-Liouville D�

a+f et D
�
b�f d�ordre � sont dé�nies respectivement

par :

D�
a+f(x) : =

�
d

dx

�n
(In��a+ f(x)) (1.16)

=
1

�(n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

f(t)dt

(x� t)��n+1
; x > a;

et

D�
b�f(x) : =

�
d

dx

�n
(In��b� f(x)) (1.17)

=
1

�(n� �)

�
� d

dx

�n bZ
x

f(t)dt

(t� x)��n+1
; x < b:

Proposition 1.4.2 [56, 57] Soit � > 0, n = [�] + 1 et soit � > 0; on a :

1-
D�
a+(x� a)��1 =

�(�)

�(� � �)
(x� a)����1;

2-
D�
b�(b� x)��1 =

�(�)

�(� � �)
(b� x)����1:

Preuve Posons f(x) = (x� a)� . On aura

D�
a+(x� a)� :=

�
d

dx

�n
(In��a+ f(x)):
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Donc, on peut écrire :

D�
a+(x� a)��1 =

�
d

dx

�n �
�(�)

�(� + 1 + n� �)
(x� a)�+n���1

�
=

�(�)

�(� + n� �)

�(� + n� �)

�(� � �)
(x� a)����1

=
�(�)

�(� � �)
(x� a)����1:

Où on a utilisé la formule�
d

dx

�n
(x� a)� = �(�� 1):::(�� n+ 1)(x� a)��n

=
�(�+ 1)

�(�+ 1� n)
(x� a)��n:

Pour � = 1 on obtient

D�
a+(x� a)� =

�(� + 1)

�(�)
(x� a)��1 = �(x� a)��1

=
d

dx
(x� a)�:

Dans l�exemple précédent si on prend � = 0; on obtient le résultat suivant :

D�
a+1 =

1

�(1� �)
(x� a)��;

c�est-à-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d�une constante n�est pas nulle.

De même manière on montre que

D�
b�(b� x)��1 =

�(�)

�(� � �)
(b� x)����1:

Lemme 1.4.1 Soit � > 0 et f 2 C[a; b]: Alors l�équation di¤érentielle fraction-

naire

D�
0+f(t) = 0;
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admet la solution

f (t) = c1t
��1 + c2t

��2 + c3t
��3 + :::+ cnt

��n; (1.18)

où, ci 2 R; i = 1; 2; :::; n et n =[�] + 1:

Lemme 1.4.2 Soit � > 0 et f 2 C[a; b]: Alors

I�0+D
�
0+f(t) = u(t) + c1t

��1 + c2t
��2 + c3t

��3 + :::+ cnt
��n; (1.19)

où, ci 2 R; i = 1; 2; :::; n et n =[�] + 1:

1.4.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

La dé�nition de la di¤érenciation fractionnaire du type Riemann-Liouville a

joué un rôle important dans le développement du calcul fractionnaire et son ap-

plication dans les mathématiques appliquées.

Cependant, certaines modélisations mathématiques comme celles en rhéolo-

giques nécessitent la formulation des conditions initiales. Ainsi, Caputo dans [13]
propose une nouvelle dé�nition de la dérivée fractionnaire qui porte d�ailleurs son

nom et qui incorpore les conditions initiales de la fonction à traiter, ainsi que ses

dérivées entières. Cette approche a été adoptée par Caputo et Mainardi [12]
dans leurs travaux en viscoélasticité.

Donc on introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de

Riemann-Liouville.

Dé�nition 1.4.3 Soit � > 0 et n = [�] + 1: Les dérivées fractionnaires à gauche
et à droit de Caputo CD�

a+f et
CD�

b�f d�ordre � sont dé�nies respectivement par :

CD�
a+f(t) : = In��a+

�
d

dt

�n
f(x) (1.20)

=
1

�(n� �)

xZ
a

f (n)(t)dt

(x� t)��n+1
;
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et

CD�
b�f(t) : = (�1)nIn��b�

�
d

dt

�n
f(x) (1.21)

=
(�1)n
�(n� �)

bZ
x

f (n)(t)dt

(t� x)��n+1
:

Proposition 1.4.3 Soit � > 0, n = [�] + 1 et soit [�] > 0: Alors les résultats

suivants sont satisfaits

CD�
a+(x� a)��1 =

�(�)

�(� � �)
(x� a)����1;

CD�
b�(b� x)��1 =

�(�)

�(� � �)
(b� x)����1:

1.4.5 Propriétés générales des opérateurs fractionnaires

Linéarité

Parmi les avantages du calcul fractionnaire, on généralise certaines proprié-

tés des dérivées et intégrales classiques, par exemple la linéarité des opérateurs

d�intégration et de dérivation usuelle s�étend au cas fractionnaire.

D�(�f(t) + �g(t)) = �D�f(t) + �D�g(t): (1.22)

Compositions entre opérateurs

I Soit � > 0 et f 2 Lp([a; b]); p � 1: Alors :

D�
a+I

�
a+f = f; D�

b�I
�
b�f = f

I Soit � > 0; n = [�] + 1 et f 2 ACn([a; b]): Alors :

�
I�a+

CD�
a+f

�
(t) = f(t)�

n�1X
k=0

(t� a)k

k!
f (k)(a):
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(I�a+D
�
a+f) (t) = f(t)�

nX
k=1

ck(t� a)��k;

où ci 2 R; i = 1; :::; n:

I Soit 0 < � < � et f 2 Lp([a; b]); p � 1: Alors :

D�
a+(I

�
a+f) = I���a+ f:

I Soit � > 0 et f 2 ACn([a; b]): Alors :

CD�
a+f(t) = 0 a une solution f(t) = c1 + c2t+ c3t

2 + :::+ cnt
n�1;

où ci 2 R; i = 1; :::; n et n = [�] + 1:
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CHAPITRE 2

Existence de solutions pour un problème aux limites aux

dérivées fractionnaires mixtes.

On discute l�existence de solutions d�un problème aux limites fractionnaire non

linéaire impliquant à la fois les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de

Caputo, les résultats présentés sont basés sur la méthode des sous et sur solutions

et la monotonicité de la dérivée fractionnaire à droit de Caputo. De plus, on donne

l�expression explicite des sous et sur solutions.

Ce travail est considéré comme un cas particulier du problème aux limites étu-

dié par Khaldi et Guezane-Lakoud [49] :

R. Khaldi and A. Guezane-Lakoud : Higher ordre fractional boundry value
problems for mixed type derivatives, J. Nonlinear Funct. Article ID 30 (2017).
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2.1 Introduction

Les équations di¤érentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle
des équations di¤érentielles ordinaires. Ils peuvent décrire de nombreux phéno-

mènes dans divers domaines de la science, de l�ingénierie, de la physique et de

l�économie. On peut trouver de nombreuses applications dans la viscoélasticité,

l�électrochimie, les réseaux électriques, la théorie du contrôle, les biosciences, élec-

tromagnétiques, des processus de signalisation, la mécanique et dans les procédés

de di¤usion.

En conséquence, l�étude des équations di¤érentielles fractionnaires gagne beau-

coup d�importance et d�attention. Pour plus de détails, on peut voir les références

[7, 8, 28, 39, 56, 61, 73]. Cependant, peu de travaux existent dans la littérature

concernant les problèmes aux limites fractionnaires non linéaires avec des dérivées

fractionnaires mixtes.

Dans [8], Blaszczyk a étudié numériquement une équation fractionnaire d�os-
cillation d�ordre � 2 (0; 1) suivante :(

�CD�
b�D

�
0+f(t) + !2f(t) = Ag(t); 0 � t � b;

D�
0+f(b) = 0;

La forme discrète de cette équation a été présentée comme un système d�équa-

tions algébriques linéaires. Le système d�équations obtenu a été résolu numérique-

ment.

Dans [39], Guezane-Lakoud, Khaldi et Torres ont prouvé, en utilisant la
méthode des sous et sur solutions et les théorèmes de point �xe, l�existence de

solutions pour une équation fractionnaire non linéaire d�oscillation suivante :

!2u(t)�C DP
1�D

q
0+u(t) = f(t; u(t)); 0 � t � 1; ! 2 R; ! 6= 0;

avec la condition initiale

u(0) = 0

et la condition naturelle

Dq
0+u(1) = 0
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2.1. Introduction

où 0 < p, q < 1; Dq
0+ désigne la dérivée fractionnaire à gauche au sens de

Riemann-Liouville et CDP
1� désigne la dérivée fractionnaire à droite au sens de

Caputo.

Dans ce chapitre, on étudie l�existence de solutions du problème fractionnaire

(P1) suivant (
�CD�

1�D
�
0+u(t) + f(t; u(t)) = 0; 0 � t � 1

u(0) = u0(0) = 0; D�
0+u(1) = 0;

où 0 < � < 1; 1 < � < 2; CD�
1� est la dérivée fractionnaire à droite au sens de

Caputo, D�
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville,

et f 2 C([0; 1]� R;R):
En utilisant la méthode des sous et sur solutions et le théorème du point �xe

de Schauder, on démontre l�existence de solutions du problème (P1).

La présence des dérivées fractionnaires à droit de Caputo et à gauche de

Riemann-Liouville dans l�équation du problème (P1) cause des di¢ cultés dans la

démonstration de l�existence de solutions. Pour surmonter ces di¢ cultés, on trans-

forme le problème (P1) à un problème équivalent de Caputo d�ordre r, 0 < r < 1 ;

r sera spéci�é plus tard. Ensuite, on construit les sous et sur solutions du problème

(P1). De plus, on utilise un nouveau résultat sur le monotonicité des dérivées frac-

tionnaires à droit de Caputo.

La méthode des sous et sur solutions est un outil puissant dans l�analyse non

linéaire pour résoudre les problèmes aux limites. En utilisant cette méthode on

obtient l�existence et la localisation de la solution en présence d�un couple de

fonctions, appelées sous solution et sur solution. A la �n de ce chapitre on donne

deux exemples illustratifs.
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2.2 Monotonicité de la dérivée fractionnaire de

Caputo

Théorème 2.2.1 [24] (Monotonicité de la dérivée fractionnaire à gauche

de Caputo).
Supposons que f 2 C1[0; 1]. Si CDr

0+f(t) � 0; 8t 2 [0; 1] et pour tout r 2 [�; 1)
avec � 2 (0; 1); alors f est monotone croissante.
De même, si CDr

0+f(t) � 0; 8t 2 [0; 1] et pour tout r 2 [�; 1) avec � 2 (0; 1);
alors f est monotone décroissante.

Grâce aux résultats obtenus dans [24], on montre la monotonicité de la dérivée

fractionnaire à droite de Caputo.

Théorème 2.2.2 [39] (Monotonicité de la dérivée fractionnaire à droite
de Caputo).
Supposons que f 2 C1[0; 1]: Si CDr

1�f(t) � 0; 8t 2 [0; 1] et pour tout r 2 [�; 1)
avec � 2 (0; 1); alors f est monotone décroissante.
De même, si CDr

1�f(t) � 0; 8t 2 [0; 1] et pour tout r 2 [�; 1) avec � 2 (0; 1);
alors f est monotone croissante.

Preuve La preuve est basée sur la propriété

0 � lim
r!1�

CDr
0+f(t) = lim

r!1�
I1�r0+ f 0(t) = f 0(t):

En utilisant la théorie de la dualité entre les dérivées fractionnaires à gauche et à

droit, on trouve

0 � lim
r!1�

CDr
1�f(t) = lim

r!1�
�I1�r1� f 0(t) = �f 0(t)

donc f 0 est négative et par suite f est décroissante.

27



2.3. Existence des solutions

De même, Si CDr
1�f(t) � 0 on a

�f 0(t) = lim
r!1�

�I1�r1� f 0(t) = lim
r!1�

CDr
1�f(t) � 0;

ce qui implique que f 0 est positive. On conclut alors que f est monotone croissante.

2.3 Existence des solutions

Soit E = C[0; 1]; muni de la norme kuk = max
0�t�1

ju(t)j.
On commence par résoudre le problème fractionnaire de Riemann-Liouville

d�ordre � suivant :

(P2) =

(
D�
0+u(t) = v(t); 0 � t � 1

u(0) = u0(0) = 0:

Lemme 2.3.1 Soit 1 < � < 2: Le problème (P2) a une solution unique donnée

par

u(t) =
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1v(s)ds: (2.1)

Preuve En utilisant les propriétés du calcul fractionnaire, on a

u(t) = I�0+v(t) + c1t
��1 + c2t

��2: (2.2)

La condition u(0) = 0 implique que c2 = 0.

En dérivant les deux membres de (2:2) et en utilisant la condition initiale

u0(0) = 0 ; on trouve c1 = 0.

En remplaçant c1 et c2 par leurs valeurs dans (2:2), on obtient

u(t) = I�0+v(t) =
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1v(s)ds:

28



2.3. Existence des solutions

Maintenant, on dé�nit l�opérateur intégral T : E ! E par

Tv(t) =
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1v(s)ds = I�0+v(t): (2.3)

Ainsi u(t) = Tv(t): En utilisant la condition naturelleD�
0+u(1) = 0 du problème

(P1); on obtient v(1) = 0:

Alors le problème aux limites (P1) est équivalent au problème d�ordre �; 0 <

� < 1; on le note par (P3);

(P3)

(
�CD�

1�v(t) + f(t; Tv(t)) = 0; 0 � t � 1
v(1) = 0:

2.3.1 Existence des sous et sur solutions

Dé�nition 2.3.1 Les fonctions �; � 2 AC2[0; 1] s�appellent les sous et sur solu-

tions du problème (P1) respectivement, si

1. �CDr
1�D

�
0+�(t) + f(t; �(t)) � 0; 8t 2 [0; 1] et r 2 [�; 1);

�(0) � 0; �0(0) � 0; D�
0+�(1) � 0:

2. �CDr
1�D

�
0+�(t) + f(t; �(t)) � 0; 8 t 2 [0; 1] et r 2 [�; 1);

�(0) � 0; �0(0) � 0; D�
0+�(1) � 0:

A�n d�établir l�existence des sous et sur solutions du problème (P1); on impose

les hypothèses suivantes :

(H1) Il existe une constante positive A telle que

f(t; x) � A(1� t)1�r; 8 0 � t � 1;

0 � x � A

�(� + 1)
pour tout r 2 [�; 1);

(H2) Il existe une constante B � 0 telle que jBj � A et

f(t; x) � B(1� t)1�r; 8 0 � t � 1;
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2.3. Existence des solutions

B

�(� + 1)
� x � 0 pour tout r 2 [�; 1):

Lemme 2.3.2 Si les hypothèses (H1) � (H2) sont satisfaites, alors le problème
(P1) a des sous et sur solutions.

Preuve On pose '(t) = A(1� t); A > 0 et soit �(t) = T'(t)

Pour t 2 [0; 1] ; on obtient

�(t) = T'(t) = I�0+'(t)

=
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1'(s)ds

=
A

�(�)

tZ
0

(t� s)��1(1� s)ds

=
At�(� + 1� t)

�(� + 2)
� A

�(� + 1)
:

En utilisant l�hypothèse (H1); on trouve pour tout r 2 [�; 1)

�CDr
1�'(t) + f(t; T'(t)) =

1

�(1� r)

1Z
t

(s� t)�r'0(s)ds+ f(t; T'(t))

=
�A

�(1� r)

1Z
t

(s� t)�rds+ f(t; T'(t))

=
�A

�(2� r)
(1� t)1�r + f(t; T'(t))

� �A(1� t)1�r + f(t; T'(t)) � 0

De plus, on a aussi �(0) = T'(0) = 0 et D�
0+�(1) = '(1) = 0: Alors �(t) est la sous

solution du problème (P1).

De même, si on pose  (t) = B(1 � t); B � 0; alors �(t) = T (t) est une sur
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2.3. Existence des solutions

solution du problème (P1): Vu l�hypothèse (H2), on obtient pour tout r 2 [�; 1]

�(t) = T (t) = I�0+ (t)

=
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 (s)ds

=
B

�(�)

tZ
0

(t� s)��1(1� s)ds

=
Bt�(� + 1� t)

�(� + 2)
� B

�(� + 1)
;

et

�CDr
1� (t) + f(t; T (t)) =

1

�(1� r)

1Z
t

(s� t)�r 0(s)ds+ f(t; T (t))

=
�B

�(1� r)

1Z
t

(s� t)�rds+ f(t; T (t))

= � B

�(2� �)
(1� t)1�r + f(t; T (t))

� �B(1� t)1�r + f(t; T (t)) � 0:

De plus, �(0) = T (0) = 0 et D�
0+�(1) =  (1) = 0:

On remarque que les sous et sur solutions sont dans l�ordre inverse c�est à dire

�(t) � �(t);

�(t) =
B

�(� + 1)
� �(t) =

A

�(� + 1)
:

2.3.2 Localisation et existence de solutions

On dé�nit la suite de problèmes modi�és ((P4)r), r 2 [�; 1] par :

((P4)r)

(
CDr

1�v(t) = Fv(t); 0 � t � 1
v(1) = 0:
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2.3. Existence des solutions

où l�opérateur F : E ! E est dé�ni par

Fv(t) = f((t; T min[';max(v;  )])(t)); 0 � t � 1: (2.4)

On montre si vr est une solution de ((P4)r) pour r 2 [�; 1], alors

 (t) � vr(t) � '(t); 0 � t � 1: (2.5)

On pose w(t) = vr(t)� '(t). Alors la condition initiale implique w(1) = 0:

En supposant le contraire, on voit qu�il existe t1 2 [0; 1[ tel que w(t1) > 0. Par
la continuité de w; on conclut l�existence de deux points t2 et t3 au voisinage de t1
tels que w(t2) = 0 et w(t) � 0; 8t 2 [t3; t2]:
Maintenant, en appliquant la dérivée fractionnaire à droite de Caputo et en

tenant compte de la dé�nition de la sous solution et que '(t) = D�
0+�(t); on

obtient

CDr
1�w(t) = CDr

1�vr(t)�C Dr
1�'(t)

= f(t; (T min['; (max(vr;  ))])(t))�C Dr
1�'(t) � 0;

pour t 2 [t3; t2] et pour tout r 2 [�; 1]: Du théorème (2:2:2); on déduit que w
est croissante sur [t3; t2]:

Comme w(t2) = 0; on conclut que w(t) � 0, 8t 2 [t3; t2]; ce qui conduit à une
contradiction.

De la même facon, on montre que  (t) � vr(t) pour t 2 [0; 1].
Maintenant, à partir de (2:5); on voit que si v = vr est une solution de ((P4)r),

alors

�CDr
1�v(t) + f(t; Tv(t)) = 0;

Il en résulte que u = Tv est une solution de (P1).

En�n, en appliquant l�opérateur T aux inégalités dans (2:5),

T (t) � Tvr(t) � T'(t); 0 � t � 1;
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2.3. Existence des solutions

on trouve

�(t) � u(t) � �(t); 0 � t � 1; (2.6)

et

D�
0+�(t) � D�

0+u(t) � D�
0+�(t); 0 � t � 1: (2.7)

Théorème 2.3.1 Si les hypothèses (H1) et (H2) sont véri�ées. Alors, le problème
(P1) a au moins une solution u telle que

�(t) � u(t) � �(t);

où �(t); �(t) sont respectivement les sous et sur solutions du problème (P1):

Preuve On dé�nit l�opérateur G sur E = (C[0; 1];R) par

Gv(t) = Ir1�Fv(t); 0 � t � 1:

Alors v est une solution de ((P4)r); si et seulement si v est un point �xe de

l�opérateur G:

On dé�nit l�ensemble 
 par


 = fv 2 C[0; 1];  (t) � v(t) � '(t); 0 � t � 1g ;

et puisque la fonction f est continue alors il existe une constante M telle que

M = max
�
jf(t; x)j ; �(t) � x � �(t); 0 � t � 1

	
:

De la continuité de f on déduit celle de G. On démontre à présent que G est

complètement continu.

Étape 1 : Soit v 2 
; sachant que

�(t) � T (min[';max(v;  )]) � �(t);
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2.3. Existence des solutions

on obtient

jGv(t)j = jIr1�Fv(t)j � Ir1� jFv(t)j

� 1

�(r)

1Z
t

jf(s; T (min[';max(v;  )])(s))j (s� t)r�1ds

� M

�(r + 1)
(1� t)r � M

�(r + 1)
:

Ainsi, l�opérateur G est uniformément borné et G(
) � 
:
Étape 2 : Pour tout t1; t2 2 [0; 1], t1 < t2; v 2 
:
On a

jGv(t1)�Gv(t2)j � jIr1�Fv(t1)� Ir1�Fv(t2)j

� 1

�(r)

t2Z
t1

jf(s; T (min[';max(v;  )])(s))j (s� t1)
r�1ds

+
1

�(r)

1Z
t2

jf(s; T (min[';max(v;  )])(s))j �

((s� t1)
r�1 � (s� t2)

r�1)ds

� M

�(r + 1)
[(1� t1)

r � (1� t2)
r] :

Cela donne

jGv(t1)�Gv(t2)j ! 0 uniformément qd t1 ! t2:

Par conséquent G(
) est equicontinu. En appliquant le théorème d�Arzela-Ascoli,

on conclut que G est complètement continu.

De plus, en utilisant le théorème du point �xe de Schauder, on conclut que G a

un point �xe v 2 
. Donc u = Tv est une solution de (P1) véri�ant �(t) � u(t) �
�(t) et D�

0+�(t) � D�
0+u(t) � D�

0+�(t); t 2 [0; 1]:
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2.4 Exemples

Exemple 2.4.1 On considère le problème aux limites fractionnaire suivant

�CD
2
3

1�D
4
3

0+u(t) = u(t)(1� t)
1
3 = 0; 0 � t � 1:

où � =2
3
et � = 4

3
: En choisissant A = 0:1 et B = �0:1, on voit que les

hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites. E¤ectivement

f(t; u(t)) = u(t)(1� t)
1
3 � A(1� t)1�r; r 2 [2

3
; 1);

8 0 � t � 1; 0 � u(t) � A

�(� + 1)
=
0:1

�(7
3
)
;

et

f(t; u(t)) = u(t)(1� t)
1
3 � B(1� t)1�r; r 2 [2

3
; 1);

8 0 � t � 1; �0:1
�(7

3
)
=

B

�(� + 1)
� u(t) � 0:

Les expressions des sous et sur solutions sont respectivement

�(t) =
At�(� + 1� t)

�(� + 2)
=
t
4
3 (7
3
� t)

10�(10
3
)
;

�(t) =
Bt�(� + 1� t)

�(� + 2)
=
�t 43 (7

3
� t)

10�(10
3
)
:

Exemple 2.4.2 En prenant la fonction f dans l�exemple (2:4:1) comme

f(t; u(t)) =
�(1� t)

1
3

10
; 0 � t � 1:

Alors (H1)et (H2) sont satisfaites.
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f(t; u(t)) =
�(1� t)

1
3

10
� (1� t)1�r

10
; r 2 [2

3
; 1);

8 0 � t � 1; 0 � u(t) � A

�(� + 1)
=
0:1

�(7
3
)
;

et

f(t; u(t)) =
�(1� t)

1
3

10
� �(1� t)1�r

10
; r 2 [2

3
; 1);

8 0 � t � 1; �0:1
�(7

3
)
=

B

�(� + 1)
� u(t) � 0:

De plus, l�expression de la solution est donnée par :

u(t) =
�
�
4
3

�
t
7
3 (1� 3

10
t)

10�
�
10
3

� :

36



CHAPITRE 3

Existence de solutions pour un problème aux limites

fractionnaire p-Laplacien

Notre objectif principal est de démontrer l�existence de solutions d�un problème

aux limites fractionnaire avec l�opérateur p-Laplacien et contenant à la fois des

dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo. Les démonstrations

sont basées sur la méthode des sous et sur solutions et sur le théorème du point

�xe de Schauder.

Le travail e¤ectué dans ce chapitre a fait l�objet d�une publication internationale

[68].

I. Merzoug, A. Guezane-Lakoud, R. Khaldi : Existence of solutions for a
nonlinear fractional p-Laplacian boundary value problem. Rendiconti del Circolo

Matematico di Palermo Series 2, part of Springer Nature 2019.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l�existence de solutions du problème aux limites

fractionnaire p-Laplacien suivant :

(P1)

(
�CD�

1�

�
�p
�
D�
0+u (t)

��
+ f (t; u (t)) = 0; 0 � t � 1;

u (0) = u0 (0) = 0; D�
0+u(1) = 0;

où 1 < � < 2; 0 < � < 1 ; CD�
1� est la dérivée fractionnaire à droite de Caputo

d�ordre �, D�
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d�ordre

�, �p(:) est l�opérateur p-Laplacien, �p(s) = jsj
p�2 s; p � 2; ��1p = �q;

1
p
+ 1

q
= 1;

et f 2 C([0; 1]� R;R):
Il existe peu de travaux traitant les équations di¤érentielles fractionnaires avec

l�opérateur p-Laplacien, malgré leur importance dans la théorie et leurs applica-

tions dans divers domaines tels que en mathématiques, en mécanique, en phy-

sique..., voir [1, 2, 14, 16, 44, 45, 46, 49, 63, 64, 67, 78, 86, 87].

Pour étudier l�écoulement turbulent dans un milieu poreux, Leibenson [63] a

introduit pour la première fois une équation di¤érentielle p-Laplacienne, modéli-

sant ce problème de mécanique fondamentale et prouvant l�existence de solutions

de l�équation di¤érentielle p-Laplacienne suivante :

(�p(u
0(t)))0 = f(t; u(t)); 0 � t � 1;

où �p(s) est l�opérateur p-Laplacien.

Dans [87], Xu et O�Regan ont étudié l�existence de solutions positives du pro-

blème aux limites fractionnaire p-Laplacien suivant, en utilisant la méthode itéra-

tive monotone et le théorème du point �xe sur le cône,8><>:
D�
0+

�
�p
�
D�
0+u (t)

��
= f (t; u (t)) ; 0 � t � 1

u (0) = u0 (0) = 0; u0(1) = au0(�);

D�
0+u(0) = 0, D

�
0+u(1) = bD�

0+u(�);

où 2 < � < 3; 1 < � < 2 ; D�
0+, D

�
0+ sont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville d�ordre � et � respectivement, �p(s) = jsjp�2 s; p > 1; 0 < �; � < 1;

0 � a < �2��; 0 � b < �
1��
p�1 et f 2 C([0; 1]� R+;R+):
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Chai [14] a étudié l�existence et la multiplicité des solutions du problème aux
limites suivant :8><>:

D�
0+

�
�p
�
D�
0+u (t)

��
+ f (t; u (t)) = 0; 0 � t � 1

u (0) = 0; u(1) + �D
0+u(1) = 0;

D�
0+u(0) = 0;

à l�aide du théorème du points �xe sur le cône.

En appliquant la méthode des sous et sur solutions et le théorème du point

�xe de Schauder, Khaldi et Guezane-Lakoud [49] ont démontré l�existence de
solutions de ce problème fractionnaire

(�1)mCD�
1�D

�
0+u(t) + f(t; u(t)) = 0; 0 � t � 1;

avec les conditions initiales :

u(0) = u(i)(0) = 0; i = 1; :::;m+ n� 2;

et la condition naturelle

D�+m�1
0+ u(1) = 0;

où m� 1 < � < m; n� 1 < � < n; m; n � 2; CD�
1�est la dérivée fractionnaire

à droite de caputo, D�
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville

et f 2 C([0; 1]� R;R):
En utilisant la méthode variationnelle sur des espaces ré�exifs de Banach,Hei-

darkhani et al [46] ont résolu le problème aux limites fractionnaire impulsif non
linéaire suivant :8><>:

D�
T�(

CD�
0+u(t)) + a(t)u(t) = �f(t; u(t)) + h(u(t)); t 6= tj;

�(D��1
T� (

CD�
0+u))(tj) = �Iju(tj); j = 1; :::; n

u(0) = u(T ) = 0;

où � 2 (1=2; 1]; a 2 C[0; T ]; � � 0; � � 0; f est une fonction Carathéodory, h est
une fonction continue de Lipschitz et les Ij sont des fonctions réelles continues.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section suivante, on transforme le
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3.1. Introduction

problème (P1) en un problème équivalent de Caputo d�ordre �; puis on construit

explicitement les sous et sur solutions du problème (P1), sous certaines conditions

sur le terme non linéaire f . Ensuite, on utilise le théorème du point �xe de

Schauder pour prouver l�existence de solutions du problème (P1). On conclut cette

section par un exemple illustratif.
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3.2 Existence et localisation des solutions

L�espace de base utilisé est AC2 [0; 1] dé�ni par

AC2[0; 1] = fu 2 C2[0; 1]; u0 absolument continues sur [0; 1]g:

Dé�nition 3.2.1 Les fonctions �; � 2 AC2[0; 1] telles que �p
�
D�
0+� (t)

�
; �p

�
D�
0+� (t)

�
2

AC[0; 1]; sont appelées respectivement la sous solution et la sur solution du pro-

blème (P1) , si elles véri�ent :

1. �CDr
1�

�
�p
�
D�
0+� (t)

��
+ f (t; � (t)) � 0, 8 t 2 [0; 1] et r 2 [�; 1);

avec, �(0) � 0; �0(0) � 0 et D�
0+�(1) � 0:

2. �CDr
1�

�
�p
�
D�
0+� (t)

��
+ f

�
t; � (t)

�
� 0; 8 t 2 [0; 1] et r 2 [�; 1);

avec, �(0) � 0; �0(0) � 0 et D�
0+�(1) � 0:

La sous et la sur solutions sont dans l�ordre inverse si �(t) � �(t); 0 � t � 1:

Lemme 3.2.1 Pour tout x 2 R; �p(x) = jxj
p�2 x est un homéomorphisme sur R

et strictement monotone croissant .

De plus, son opérateur inverse ��1p = �q; ou (
1
p
+ 1

q
= 1); est dé�ni par

(
��1p (x) = jxj

2�p
p�1 x; x 2 R n f0g ;

��1p (x) = 0; x = 0:
(3.1)

Preuve On prouve la monotonicité de l�opérateur p-Laplacien �p:

1. Si x > 0; �p(x) = xp�1 alors

�0p(x) = (p� 1)xp�2 > 0; 8p � 2:

2. Si x < 0; �p(x) = (�1)p�2xp�1 alors

�0p(x) = (p� 1) (�x)
p�2 > 0;8p � 2;

on conclut donc que �p est monotone croissante sur R.
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3.2. Existence et localisation des solutions

Tout d�abord, on résout le problème fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre

� qu�on note par (P2) :

(P2)

(
D�
0+u(t) = �qv(t); 0 � t � 1

u(0) = u0(0) = 0:

Lemme 3.2.2 Le problème aux limites fractionnaire de Riemann-Liouville (P2)

a une solution unique donnée par

u(t) =
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1�qv(s)ds: (3.2)

Preuve En appliquant I�0+ aux deux membres de l�équation du problème (P2),

on obtient

u(t) = I�0+�qv(t) + c1t
��1 + c2t

��2:

En utilisant la condition initiale u(0) = 0; on trouve c2 = 0; et la condition

u0(0) = 0 implique que c1 = 0. Par conséquent :

u(t) = I�0+�qv(t) =
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1�qv(s)ds:

Soit E = C[0; 1], muni de la norme kuk = max
0�t�1

ju(t)j.
On dé�nit l�opérateur intégral T : E ! E par

Tv(t) =
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1�qv(s)ds: (3.3)

Alors u(t) = Tv(t). Remarquant que la condition aux limites D�
0+u(1) = 0, est

équivalente à

D�
0+u(1) = �qv(1) = 0
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3.2. Existence et localisation des solutions

Grâce aux propriétés de l�opérateur p-Laplacien on trouve

v(1) = 0:

Par conséquent, le problème (P1) équivaut au problème aux limites d�ordre � avec

0 < � < 1 que l�on note par (P3) :

(P3)

(
�CD�

1�v (t) + f (t; Tv (t)) = 0; 0 � t � 1
v(1) = 0

Le premier résultat sur l�existence des sous et sur solutions du problème (P1) est

le suivant.

Théorème 3.2.1 Supposons que les conditions suivantes soient véri�ées :

(H1) Il existe une constante positive A telle que

f(t; x) � A(1� t)p�1�r;

8 0 � t � 1 et 0 � x � A
1

p�1

�(�+1)
; et pour tout r 2 [�; 1);

(H2) Il existe une constante B � 0 telle que A � jBj et

f(t; x) � B(1� t)p�1�r;

8 0 � t � 1 et BjBj
2�p
p�1

�(�+1)
� x � 0: Et pour tout r 2 [�; 1):

Alors le problème fractionnaire (P1) a des sous et sur solutions qui sont en

ordre inverse.
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3.2. Existence et localisation des solutions

Preuve On choisit '(t) = A(1� t)P�1; alors �(t) = T'(t). En e¤et, on a :

0 � �(t) = T'(t) = I�0+�q'(t)

=
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1�q'(s)ds

=
A

1
p�1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1(1� s)ds

=
A

1
p�1

�(�+ 2)
t�(�+ 1� t) � A

1
p�1

�(�+ 1)
:

On utilise également l�hypothèse (H1), on trouve pour tout r 2 [�; 1) et pour

p � 2

�CDr
1��p (D

�
0+� (t)) + f(t; � (t)) = �CDr

1�'(t) + f(t; T'(t))

=
1

�(1� r)

1Z
t

(s� t)�r'0(s)ds+ f(t; T'(t))

=
�A(p� 1)
�(1� r)

1Z
t

(s� t)�r(1� s)p�2ds+ f(t; T'(t))

= �A(p� 1)I1�r1� (1� t)p�2 + f(t; T'(t))

= � A�(p)

�(p� r)
(1� t)p�1�r + f(t; T'(t))

� �A(1� t)p�1�r + f(t; T'(t)) � 0:

De plus, on a �(0) = �
0
(0) = 0 et D�

0+�(1) = �q'(1) = 0. Donc, on conclut que

�(t) est une sous solution du problème (P1):
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3.2. Existence et localisation des solutions

Des calculs similaires montrent que, �(t) = T (t) est une sur solution du pro-

blème (P1); où  (t) = B(1� t)p�1: En e¤et, on a

0 � �(t) = T (t) = I�0+�q (t)

=
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1�q (s)ds

=
B jBj

2�p
p�1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1(1� s)ds

=
B jBj

2�p
p�1

�(�+ 2)
t�(�+ 1� t) � B jBj

2�p
p�1

�(�+ 1)
;

et d�après l�hypothèse (H2); on obtient

�cDr
1� (t) + f(t; T (t)) =

1

�(1� r)

1Z
t

(s� t)�r 0(s)ds+ f(t; T (t))

= �B(p� 1)I1�r1� (1� t)p�2 + f(t; T (t))

= � B�(p)

�(p� r)
(1� t)p�1�r + f(t; T (t))

� �B(1� t)p�1�r + f(t; T (t)) � 0:

De plus, �(0) = �0(0) = 0 et D�
0+�(1) =  (1) = 0;

Comme  (t) = B(1� t)p�1 � '(t) = A(1� t)P�1, alors

�(t) = T'(t) =
A

1
p�1

�(�+ 2)
t�(�+ 1� t) � �(t) = T (t) =

B jBj
2�p
p�1

�(�+ 2)
t�(�+ 1� t);

ce qui implique que la sous et la sur solutions sont en ordre inverse.

Maintenant, on dé�nit une suite de problèmes modi�és ((P4)r), pour tout

r 2 [�; 1) par :

((P4)r)

(
CDr

1�v(t) = f((t; T min[';max(v;  )])(t)); 0 � t � 1;
v(1) = 0:
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3.2. Existence et localisation des solutions

Lemme 3.2.3 Si vr est une solution du problème modi�é ((P4)r) pour tout r 2
[�; 1); alors

 (t) � vr(t) � '(t); 0 � t � 1: (3.4)

Preuve En supposant le contraire et en notant z(t) = vr(t)�'(t); alors, il existe
t1 2 [0; 1) tel que z(t1) > 0 (vr(t1) > '(t1)): Puisque z est continu et z(1) = 0; on

conclut qu�il existe t2 2 [0; t1) et t3 2 (t1; 1] tels que z(t3) = 0 et z(t) > 0, pour

t 2 [t2; t3). Maintenant, en appliquant la dérivée fractionnaire de Caputo à z et
selon la dé�nition de la sous solution, on obtient

CDr
1�z(t) = CDr

1�vr(t)�C Dr
1�'(t)

= f(t; T'(t))�C Dr
1�'(t)

= f(t; �(t))�C Dr
1�(�p(D

�
0+�(t))) � 0;

pour t 2 [t2; t3] et pout tout r 2 [�; 1):
D�après le théorème (2:2:2); on en déduit que z est croissante sur [t2; t3]. Comme

z(t3) = 0, on conclut que z(t) � 0; t 2 [t2; t3], ce qui conduit à une contradiction.
De même, on montre que  (t) � vr(t) sur [0; 1].

Théorème 3.2.2 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) soient véri�ées:
Alors, le problème (P1) a au moins une solution u telle que pour tout 0 � t � 1

�(t) � u(t) � �(t);

et

D�
0+�(t) � D�

0+u(t) � D�
0+�(t):

Pour prouver le théorème (3:2:2), on applique le théorème du point �xe de

Schauder.

Preuve On dé�nit l�opérateur S sur E par :

Sv(t) =
1

�(�)

1Z
t

(s� t)��1f(s; T min[';max(v;  )])(s)ds; 0 � t � 1;
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3.2. Existence et localisation des solutions

On remarque que si v est un point �xe de l�opérateur S alors v est une solution

de problèmes modi�és ((P4)�); ceci implique que v est une solution du problème

(P3) et donc u = Tv est une solution de (P1):

Tout d�abord, on montre que le problème modi�é ((P4)�) a au moins une

solution v. On dé�nit l�ensemble 
 par


 =

�
v 2 E; kvk � M

�(� + 1)

�
où

M = max
�
jf(t; x)j ; �(t) � x � �(t); 0 � t � 1

	
:

Soit v 2 
, comme �q est croissant sur R; alors

�(t) � T (min[';max(v;  )])(t) � �(t); 0 � t � 1

ce qui implique

jSv(t)j =

������ 1

�(�)

1Z
t

(s� t)��1f(s; T min[';max(v;  )])(s)ds

������
� 1

�(�)

1Z
t

��(s� t)��1f(s; T min[';max(v;  )])(s)
�� ds

� M

�(� + 1)
(1� t)� � M

�(� + 1)
:

Ainsi, S(
) est uniformément borné et S(
) � 
:

47



3.2. Existence et localisation des solutions

On montre maintenant que S(
) est equicontinu. Pour tout t1; t2 2 [0; 1],

0 � t1 < t2 � 1; on a

jSv(t1)� Sv(t2)j =
1

�(�)

������
1Z

t1

(s� t1)
��1f(s; T min[';max(v;  )])(s)ds

�
1Z

t2

(s� t2)
��1f(s; T min[';max(v;  )])(s)ds

������
� 1

�(�)

0@ t2Z
t1

��(s� t1)
��1f(s; T min[';max(v;  )])(s)

�� ds
+

1Z
t2

���(s� t1)
��1 � (s� t2)

��1� f(s; T min[';max(v;  )])(s)�� ds
1A

� M

�(�)

0@ t2Z
t1

(s� t1)
��1ds+

1Z
t2

�
(s� t1)

��1 � (s� t2)
��1� ds

1A
� M

�(� + 1)

�
(1� t1)

� � (1� t2)
�
�
! 0 quand t1 ! t2

Par conséquent S(
) est equicontinu. Par le théorème d�Arzela-Ascoli, on déduit

que S est complètement continu. Par application du théorème du point �xe de

Schauder, on conclut que S a un point �xe v 2 
 qui est une solution du problème
modi�é ((P4)�): D�après les inégalités (3:4) on voit que si v est une solution de

((P4)�), alors

�CD�
1�v (t) + f (t; Tv (t)) = 0;

et comme v(1) = 0, alors v est une solution du problème (P3) et donc u = Tv est

une solution de (P1). Etant donnée que �q est croissante sur R, alors de (3:4) on
a

�q (t) � �qv(t) � �q'(t); t 2 [0; 1]; (3.5)

Ce qui implique

D�
0+�(t) � D�

0+u(t) � D�
0+�(t); t 2 [0; 1]:
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3.2. Existence et localisation des solutions

Maintenant, la monotonie de l�opérateur I�0+ avec (3:5) donne

T (t) � Tv(t) � T'(t); t 2 [0; 1];

par conséquent

�(t) � u(t) � �(t); t 2 [0; 1]:

Corollaire 3.2.1 Supposons que la condition (H1) soit véri�ée et que f(t; 0) > 0
pour tout t 2 [0; 1]; alors le problème (P1) a au moins une solution positive.

Preuve d�après la condition f(t; 0) > 0; 0 � t � 1; on en déduit que la condition
(H2) est véri�ée avec B = 0. On conclut par le théorème (3:2:2) que le problème

(P1) a au moins une solution telle que

0 = �(t) � u(t) � �(t); 0 � t � 1:

Puisque f(t; 0) > 0; 0 � t � 1; alors la solution est positive, d�où

0 < u(t) � �(t); 0 � t � 1:
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3.3 Exemple

On considère le problème aux limites suivant (P ) :

(P )

(
CD

1=2

1�

�
�2

�
D
3=2

0+ u (t)
��
= u(t)(1� t)

2
3 ; 0 � t � 1

x (0) = x0 (0) = 0; D
3=2

0+ x(1) = 0

où � = 3
2
; � = 1

3
; p = 2:

Si on choisit A = 1 alors pour 0 � t � 1; 0 � x � A
1

p�1

(�+1)
et pour tout r 2 [1

3
; 1);

f(t; x) = x(1� t)
2
3 � A(1� t)p�1�r = (1� t)1�r:

Et, si on choisit B = �1, on voit que pour 0 � t � 1; BjBj
2�p
p�1

�(�+1)
� x � 0 et pour

tout r 2 [1
3
; 1)

f(t; x) = x(1� t)
2
3 � B(1� t)p�1�r � �(1� t)1�r

Par conséquent, le problème (P ) a au moins une solution u telle que

�(t) � u(t) � �(t):

où les expressions des sous et sur solutions sont respectivement

�(t) =
A

1
p�1

�(�+ 2)
t�(�+ 1� t) =

1

�(7
2
)
t
3
2 (
5

2
� t);

�(t) =
B jBj

2�p
p�1

�(�+ 2)
t�(�+ 1� t) =

�1
�(7

2
)
t
3
2 (
5

2
� t):
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a étudié l�existence de la solution d�une classe d�équations

di¤érentielles fractionnaires impliquant en même temps les dérivées à droite et à

gauches de type Riemann-Liouville et Caputo.

Les résultats d�existence de solutions sont obtenus grâce au théorème de point

�xe de Schauder et la méthode des sous et sur solutions.

Cette étude peut être étendue aux équations di¤érentielles fractionnaires p-

Laplaciennes avec d�autre type de dérivée. Il serait intéressant d�établir la stabilité

des solutions et les conditions sous lesquelles la positivité de la solution est assurée.
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