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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions l’existence des solutions périodiques des systèmes
différentiels en utilisant la théorie de moyennisation.

Premièrement, nous étudions l’existence des solutions périodiques qui bifurquent
de l’origine des coordonnées des systèmes différentiels polynomiaux cubiques homo-
gènes non linéaires dans R3.

Deuxièment, nous étudions l’existence des cycles limites des systèmes différentiels
polynomiaux cubiques homogènes non linéaires dans R5, en utilisant la théorie de
moyennisation du deuxième ordre.

Troisièment, nous étudions l’existence des solutions périodiques qui bifurquent de
l’origine des coordonnées des systèmes différentiels polynomiaux cubiques homogènes
non linéaires dans Rn de la forme suivante
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2)y +
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εj
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où k = 3, . . . , n. a1, a2, b, b1, b2, aj,i1,...,in , bj,i1,...,in , c
(k)
1 , c(k)

2 et c(k)
j,i1,...,in

sont des
coefficients réels, ε est un paramètres suffisamment petit et b 6= 0.

Quatrièment, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour l’exis-
tence des solutions périodiques d’un système tridimensionnel continu.
Mots-clés : bifurcation de Hopf, méthode de la moyennisation, solutions pério-
diques, systèmes différentiels polynomiaux cubiques, système différentiel continu.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of periodic solutions of differential systems
by using the averaging theory.

Firstly, we study the existence of periodic solutions bifurcating from the origin
of coordinates of the nonlinear homogeneous cubic polynomial differential systems
in R3.

Secondly, we study the existence of limit cycles of the nonlinear homogeneous
cubic polynomial differential systems in R5, using the averaging theory of second
order.

Thirdly, we study the existence of periodic solutions which bifurcate from the
origin of coordinates of the nonlinear homogeneous cubic polynomial differential
systems in Rn of the form



ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

aj,i1,...,inx
i1yi2zi33 · · · zinn ,
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where k = 3, . . . , n. a1, a2, b, b1, b2, aj,i1,...,in , bj,i1,...,in , c
(k)
1 , c(k)

2 et c(k)
j,i1,...,in

real coeffi-
cients, ε is a parameter sufficiently small and b 6= 0.

Fourthly, we provide necessary and sufficient conditions for the existence of per-
iodic solutions of a 3-dimensional continuous differential systems.

Keywords : Hopf bifurcation, averaging theory, periodic solutions, cubic poly-
nomial differential systems, continuous differential systems.
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 الملخص

 

 .باستخدام نظرية المتوسط لجمل من المعادلات التفاضليةالدورية  الأطروحة الحلول ندرس في هذه

 

 بكثيرات حدود من الدرجة الثالثة  جمل من المعادلات التفاضليةل، ندرس الحلول الدورية المتفرعة عن مبدأ الإحداثيات اولا

 . 3Rفيمتجانسة غير خطية 

متجانسة  بكثيرات حدود من الدرجة الثالثة جمل من المعادلات التفاضليةلالمتفرعة  المعزولة ندرس الحلول الدورية  ،ثانيا

 باستخدام نظرية المتوسط من الدرجة الثانية. 𝑅5 في غير خطية

حدود من الدرجة بكثيرات   التفاضليةجمل من المعادلات لالمتفرعة عن مبدأ الإحداثيات  ندرس الحلول الدورية ،ثالثا 

 nRفي متجانسة غير خطية الثالثة

{
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(𝑘)

 حقيقية ثوابت

 ، 𝜀 صغير جدا و  وسيط𝑏 ≠ 0. 
 اجل وجود حلول دورية لنظام تفاضلي ثلاثي مستمر. وكافية من، نعطي شروطا ضرورية رابعا

 

 

نظام حدود من الدرجة الثالثة،  تفاضلية بكثيرات أنظمةف، نظرية المتوسط، حلول دورية، تفرع هو كلمات مفتاحية:

 تفاضلي مستمر.
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Introduction générale

Afin de découvrir des nouvelles connaissances, les chercheurs analysent des phy-
nomènes en physique, mécanique, chimie,...etc par le biais d’éxpérimentation. Cette
expérience doit suivre un shéma logique, pour étudier les différentes variables et pou-
voir les dégager. Ce shéma est constitué par les étapes suivantes

1. Le choix de sujet.
2. Isolation des variables.
3. Emettation des hypothèses.
4. Planification de la récolte des données.
5. Réalisation de l’expérience avec méthode.
6. la Récolte des données.
7. Conclusion.
L’étape finale dépend de l’écriture scientifique des résultats "modélisation de

phénomène". Les chercheurs ont choisi les mathématiques comme un moyen d’écrire
leurs résultats grâce à sa rigeur. Certaines de ces phénomènes s’évoluent au cours du
temps. On appelle cette évolution "systèmes dynamiques" qui est représenté par
des applications ou des équations différentielles. Ces systèmes peuvent être détermi-
nistes ou stochastiques.

Les systèmes dynamiques en question ont évolué à la fin de 19iéme siècle et ont
contribué grandement à la compréhension de certains phénomènes non liniéaires.

L’étude des systèmes dynamiques en mathématiques a été consacré principale-
ment à trouver des solutions analytiques des équations depuis plus de 2 siècles.

Mais les comportements dynamiques d’un système ne peuvent pas être déterminés
par des solutions analytiques ou des solutions fermées. De plus, la solution analytique
des équations différentielles non linéaires est difficile à obtenir, sauf dans quelques
cas particuliers [26].
Une équation différentielle est une relation entre une variable, une fonction inconnue
et ses dérivées. Elle est de la forme

F (t, y, y′, ..., y(n)) = 0.
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Le terme équation différentielle ou oeuquatio differentialis est apparu pour la
première fois sous plume de Leibniz en 1776 pour définir la relation entre les diffé-
rentielles dx et dy de deux variables x et y [12].

Pendant son apparition, la résolution algébrique de ces équations différentielles a
pris une importance aux mathématiciens. Ils ne s’arrêtaient pas à chercher une mé-
thode applicable à toute sorte d’équations différentielles. Ils rencontraient un des plus
important problèmes de la théorie des équations différentielles :"Etude de l’exis-
tence et l’unicité des solutions" . C’était là où Cauchy a mis sa tâche en mathé-
matiques en introduisant un théorème résolvant le problème que les mathématiciens
passaient leurs temps à résoudre. Il a pensé que l’étude des équations différentielles
est une branche de la théorie des fonctions.

Plus tard, Poincaré s’intéresse à l’étude qualitative des équations différentielles.
Il a dévelopé les solutions de ces équations en série en faisant trois changements dans
la façon d’étude : étudier la solution d’une manière globale, abandonner la variable
complexe (étudier des fonctions réelles) et géométriser le problème.

Dans l’étude qualitative des équations différentielles, l’étude de l’existence des
cycles limites est l’un des objectifs des chercheurs. Un cycle limite est une orbite
périodique isolée dans l’ensemble de toutes les orbites périodiques d’une équation
différentielle. Cette notion est apparu en 1881, dans le mémoire de H.Poincaré [31]
intitulé "sur les courbes définies par une équation différentielles". Van der Pol, Lié-
nard et Andonov ont démontré qu’un cycle limite est une trajectoire. Par conséquent,
Poincaré et Bendixon ont introduit un des principaux théorèmes de la dynamique
non linéaire. Ce théorème assure que dans une région bornée et compact du plan, une
trajectoire d’un système planaire converge vers un cycle limite ou un point critique.

Lors du deuxième congrès international des mathématiques ([13], 1900), David
Hilbert a présenté 23 problème "dont l’avenir attend la résolution grâce aux nouvelles
méthodes qui seront découvertes dans le siècle qui commence". Le seizième problème
avec sa deuxième partie consiste à savoir le nombre maximum des cycles limites noté
H(n) du système différentiel polynomial de degré n suivant{

ẋ = P (x, y),
ẏ = G(x, y).

Plusieurs résultats ont été obtenu sur le nombre de cycles limites en utilisant des
techniques différentes. La méthode de moyennisation fait partie de ces techniques.
Elle est la base de notre travail.

Un nouveau terme a été introduit en 1892 par Poincaré qui est la bifurcation. La
théorie de la bifurcation est un aspect fondamental des systèmes dynamiques. Elle
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décrit le changement qualitatif des points d’équilibres d’une équation différentielle,
obtenue selon une faible variation d’un paramètre.

Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude des solutions périodiques des systèmes
différentiels ordinaire avec des polynômes cubiques dans Rn en appliquant la méthode
de moyennisation du deuxième ordre.

Cette thèse se compose de six chapitres :
- Le chapitre un donne un rappel sur les notions fondamentales aux systèmes
dynamiques tels que : système dynamique, portrait de phase et flot d’une
équation différentielle, orbite périodique et cycle limites ainsi que des résul-
tats auxilliaires et théorèmes d’existence et non existence des cycles limites.
On citera aussi un théorème de la bifurcation de Hopf.

- Le chapitre deux présente les différents théorèmes de la théorie de moyenni-
sation pour chercher les solutions périodiques des équation différentielles.

- Le chapitre trois consiste à l’étude de la bifurcation de zéro-Hopf des sys-
tèmes différentiels cubiques dans R3 en utilisant la théorie de moyennisation
du deuxième ordre. Ce chapitre est soumis pour une publication.

- Le chapitre quatre est consacré à l’étude de l’existence des cycles limites des
systèmes différentiels polynomiaux cubiques homogènes nonolináires dans R5.

- Le chapitre cinq s’intéresse à l’étude de la bifurcation de zéro-Hopf pour des
champs de vecteurs dans Rn. On donne le nombre de cycles limites qui bi-
furquent d’un point d’équilibre zéro-Hopf. On a utilisé la méthode de moyen-
nisation de deuxième ordre pour traité ce problème. Cette étude a fait l’objet
d’une publication internationale intitulée "S. Kassa, J. Llibre and A. Ma-
khlouf, N-dimensional zero-Hopf bifurcation of polynomial differential sys-
tems via averaging theory of second order, Journal of Dynamical and Control
Systems, ISSN 1079− 2724".

- Le chapitre six est consacré à l’étude de l’existence des solutions périodiques
d’un système différentiel tridimensionnel lipschitzien de la forme

ẋ = y,
ẏ = z,
ż = −a|x| − y + 3y2 − xz − b.

Ce chapitre a fait l’objet d’une publication internationale dans le journal "Sǎo
Paulo Journal of Mathematical Sciences" intitulée "S. Kassa, J. Llibre and
A. Makhlouf, Limit cycles bifurcating from a zero-Hopf equilibrium of a 3-
Dimensinal continuous differential system, ISSN 1982− 6907".
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Chapitre 1
Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions générales et principales
pour l’étude qualitative des systèmes dynamiques et des systèmes différentiels poly-
nomiaux.

1.1 Systèmes différentiels polynomiaux

Définition 1.1.1 On appelle un système différentiel polynomial dans Rn, un
système de la forme



dx1

dt
(t) = P1(x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

dx2

dt
(t) = P2(x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

.

.

.
dxn
dt

(t) = Pn(x1(t), x2(t), ..., xn(t)),

(1.1)

où P1, P2, ... et Pn sont des polynômes à coefficients réels.

• Le système (1.1) est de degré d où d = max(degP1, degP2, ..., degPn).

• Si P1, P2, ..., Pn ne dépendent pas de t explicitement, alors le système (1.1) est
dit autonome.
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1.2. SOLUTION D’UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL

1.2 Solution d’un système différentiel

On appelle solution du système (1.1) toute application dérivable

X : I ⊆ Rn → Rn

t 7→ X(t) = (X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

où I est un intervalle non vide tel que, pout tout t ∈ I, (X1(t), X2(t), ..., Xn(t))
satisfait le système.

1.3 Problèmes de Cauchy (Problèmes à valeurs ini-
tiales)

Considérons le système (1.1) avec la condition initialeX(t0) = X0 = (X10, X20, ..., Xn0)
où F = (P1, P2, ..., Pn) est une fonction continue dans un voisinage de X0 et t0 ∈ I.

Le problème qui consiste à trouver une solution du système (1.1) satisfaisant la
condition initiale X0, est appelé problème de Cauchy.

1.4 Existence et unicité

Définition 1.4.1 (Fonction lipschitzienne)
Une fonction F : U ⊂ Rn 7→ Rn est une application lipschitzienne de rapport k sur
U si

‖F (y1)− F (y2)‖ ≤ k‖y1 − y2‖, (1.2)

pour tout y1 ∈ U et tout y2 ∈ U .

Définition 1.4.2 (Fonction localement lipschitzienne)
Une fonction F : U ⊂ Rn 7→ Rn est localement lipschitzienne sur U si, pour tout
x0 ∈ U , il existe un voisinage Vx0 ⊂ U de x0 tel que F\Vx0 soit lipschitzienne sur
Vx0 .

Définition 1.4.3 Une fonction F : I×U 7→ Rn est dite continue et lipschitzienne
sur U uniformément par rapport à t ∈ I si

2



1.5. STABILITÉ DE LA SOLUTION

(i) F est continue sur I × U ,
(ii) Il existe k > 0 tel que

‖F (t, y1)− F (t, y2)‖ ≤ k‖y1 − y2‖, (1.3)

pour tout t ∈ I, tout y1 ∈ U et tout y2 ∈ U .

Théorème 1.4.1 (Théorème d’existence locale et d’unicité)

Soit F : I × U 7→ Rn continue sur I × U , localement Lipschitzienne en x ∈ U ,
uniformément en t. Pout tout (t0, X0) ∈ I × U , le problème de Cauchy

ẋ = F (t,X), X(t0) = X0, X ∈ Rn, (1.4)

admet une solution unique (X, IX) sur IX .

Remarque 1.4.1 (X, IX) est une solution du problème de Cauchy (1.4) si et
seulement si X ∈ C(IX ,Rn) et

X(t) = X0 +

∫ t

t0

F (s,X(s))ds,

pour tout t ∈ IX .

1.5 Stabilité de la solution

La notion de stabilité joue un rôle important à l’étude des équations différentielles
et systèmes différentiels. Elle a été introduite par Liapunov (1857− 1918).

Définition 1.5.1 Considérons le problème de Cauchy (1.4). Supposons que F
satisfait les conditions du théorème d’existence locale et d’unicité de la solution. Soit
φ(t) une solution du problème (1.4) telle que φ(t0) = φ0.
φ(t) est dite stable au sens de Liapunov si

∀ε > 0, ∃δ > 0 telle que toute solution x(t) de (1.4) vérifie

‖x(t0)− φ0‖ < δ ⇒ ‖x(t)− φ(t)‖ < ε, ∀t ≥ t0.

Si de plus limt→∞ ‖x(t) − φ(t)‖ = 0, alors la solution est dite asymptotiquement
stable.
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1.6. SYSTÈMES DYNAMIQUES

1.6 Systèmes dynamiques

Définition 1.6.1 Un système dynamique sur Rn est une application U : R×Rn →
Rn telle que

(a) U(., x) : R→ Rn est continue.
(b) U(t, .) : Rn → Rn est continue.
(c) U(0, x) = x.
(d) U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)), ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn.

Exemple 1.6.1 Soit le système linéaire

{
ẋ = Ax,
x(0) = x0,

(1.5)

La solution du système (1.5) est de la forme x(t) = etAx0 où t ≥ 0, x ∈ Rn et A
une matrice constante.

Le système (1.5) engendre un système dynamique U(t, x) tel que

U : R+ × Rn → Rn

U(t, x) = etAx.

Définition 1.6.2 Un système dynamique U sur Rn est dit linéaire si

U(t, αx+ βy) = αU(t, x) + βU(t, y), (1.6)

∀α, β ∈ R,∀x, y ∈ Rn et ∀t ≥ 0.

1.7 Flot

Considérons le système différentiel polynomial (1.1).

Soit M(x1, ..., xn) un point de Rn, on note φt(x1, ..., xn) la position de M après
un déplacement d’une durée t (t ∈ I ⊆ R+).

Définition 1.7.1 On appelle flot l’application

φ : I × Rn → Rn (1.7)

4



1.8. FLOT D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

(t, x1, ..., xn) 7→ φt(x1, ..., xn)

qui vérifie les propriétés suivantes

i) d
dt
φt(x1, ..., xn) = (P1(x1, ..., xn), ..., Pn(x1, ..., xn)),

ii) φ0(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn),
iii) φt+s(x1, ..., xn) = φt(φs(x1, ..., xn)),

pour tout (x1, ..., xn) ∈ Rn et t, s ∈ I.

1.8 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.8.1 Soit le système non linéaire

ẋ = f(x), (1.8)

avec la condition initiale x(0) = x0, x0 ∈ E, E est un sous ensemble ouvert de Rn

et f ∈ C1(E). Soit φ(t, x0) la solution du système (1.8). L’ensemble des applications
φt définies par

φt(x0) = φ(t, x0)

est appelé le flot de l’équation différentielle (1.8).

Définition 1.8.2 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du
temps t, sinon il est dit non autonome.

1.9 Points d’équilibres

Les points d’équilibres ont un rôle important à l’étude des systèmes différentiels
non linéaires. Henré Poincaré (1854 − 1912) a montré qu’ il suffit de savoir le com-
portement de la solution à travers l’étude des points d’équilibres au lieu de résoudre
ces systèmes différentiels.

Définition 1.9.1 Considérons le système différentiel (1.8). Un point x0 est dit
singulier ou d’équilibre du système (1.8) si

f(x0) = 0.
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1.10. LINÉARISATION DES SYSTÈMES

1.10 Linéarisation des systèmes

La majorité des système qui modélisent des phénomènes naturels sont non li-
néaires. Pour étudier le comportement des trajectoires de ces systèmes, au voisinage
d’un point d’équilibre x0, on se ramène à l’étude de ces systèmes linéarisés associés.

Définition 1.10.1 Considérons le système différentiel non linéaire (1.8).

Soit x0 un point critique du système (1.8).

Le système

ẋ = Ax, (1.9)

où

A = Df(x0) =
∂fi
∂xj

(x0), 1 ≤ i, j ≤ n, (1.10)

est dit système linéarisé du système (1.8) au point x0.

A est dite matrice jacobienne associée au système (1.8) évaluée en x0.

Exemple 1.10.1 Soit le système{
ẋ = x4 − 2y,
ẏ = 2x+ 3y4.

(1.11)

X0 = (0, 0) est le seul point singulier du système (1.11).

La matrice jacobienne associée au système (1.11) calculée en (0, 0) est

Df(0, 0) =

(
0 −2
2 0

)
.

Ainsi, le système linéarisé du système (1.11) s’écrit sous la forme{
ẋ = −2y,
ẏ = 2x.

Définition 1.10.2 Le point critique x0 du système (1.8) est dit hyperbolique si
aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne A = Df(x0) n’a de partie réelle
nulle.

6



1.10. LINÉARISATION DES SYSTÈMES

1.10.1 Nature des points d’équilibre

Définition 1.9.4 Considérons le système différentiel (1.8) avec x ∈ R2. Soit A
la matrice jacobienne calculée d’ordre 2 au point X0 = (0, 0) et soient λ1 et λ2 les
valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs
propres :

1. Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles de signe différent, alors le point critique X0

est un point selle. Il est toujours instable (voir Fig.(1.1)).

Figure 1.1 – (0, 0) est un point selle.

2. Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe, on a trois cas :
◦ Si λ1 < λ2 < 0, alors X0 est un noeud stable (voir Fig.(1.2)).
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1.10. LINÉARISATION DES SYSTÈMES

Figure 1.2 – (0, 0) est un noeud stable.

◦ Si 0 < λ1 < λ2, alors X0 est un noeud instable (voir Fig.(1.3)).

Figure 1.3 – (0, 0) est un noeud instable.

◦ Si λ1 = λ2 = λ, alors X0 est un noeud propre. Il est stable si λ < 0 est
instable si λ > 0 (voir Fig.(1.4) et Fig.(1.5)).
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1.10. LINÉARISATION DES SYSTÈMES

Figure 1.4 – (0, 0) est un noeud propre stable.

Figure 1.5 – (0, 0) est un noeud propre instable.

3. Si λ1 et λ2 sont complexes conjuguées avec une partie imaginaire non nulle,
alors X0 est un foyer. Il est stable si Re(λ1,2) < 0 et instable si Re(λ1,2) > 0
(voir Fig.(1.6) et Fig.(1.7)).
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1.10. LINÉARISATION DES SYSTÈMES

Figure 1.6 – (0, 0) est un foyer stable.

Figure 1.7 – (0, 0) est un foyer instable.

4. Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors X0 est un centre. Il est stable mais
n’est pas asymptotiquement stable (voir Fig.(1.8)).
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1.11. STABILITÉ DES POINTS D’ÉQUILIBRE

Figure 1.8 – (0, 0) est un centre.

1.11 Stabilité des points d’équilibre

Un système non linéaire peut avoir plusieurs points d’équilibre. Ces points peuvent
être stables ou instables.
Soit le système

ẋ = f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R. (1.12)

Soit p un point d’équilibre du système (1.12) et φ(t) la solution de ce système.

Définition 1.11.1 On dit que

i) p est stable si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖φ(t0)− p‖ < δ ⇒ ‖φ(t)− p‖ < ε,∀t ≥ t0.

ii) p est asymptotiquement stable si et seulement si p est stable et s’il existe un
voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage

lim
t→∞

φ(t) = p.

On peut étudier la stabilité du système (1.12) selon les valeurs propres de la ma-
trice jacobienne Df(p), en utilisant le théorème suivant

Théorème 1.11.1 Soit p le point d’équilibre du système (1.12).
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1.12. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

a) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(p) ont des parties
réelles négatives, alors le point d’équilibre p est dit asymptotiquement stable.

b) S’il existe au moins une valeur propre de Df(p) avec une partie réelle positive,
alors le point d’équilibre p est dit instable.

c) Si Df(p) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres
avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du
point d’équilibre p.

1.12 Plan et portrait de phase

Définition 1.12.1 Soit le système planaire


dx

dt
= P1(x(t), y(t)),

dy

dt
= P2(x(t), y(t)).

(1.13)

Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En
particulier, pour les systèmes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables, Les solutions (x(t); y(t)) du système (1.13) représentent dans le plan (x; y)
des courbes appelées orbites.

Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la figure com-
plète des orbites de ce système ainsi que ces points critiques représentent le portrait
de phase et le plan (x ◦ y) est appelé le plan de phase.

1.13 Orbites périodiques et cycles limites

1.13.1 Orbites périodiques

Définition 1.13.1 Une trajectoire φ(t, x) du système (1.1) est dite orbite pério-
dique s’il existe un nombre T > 0 tel que

φ(t+ T, x) = φ(t, x), ∀x ∈ Rn.

Le petit réel positif est appelé période.
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1.14. STABILITÉ DES CYCLES LIMITES

1.13.2 Cycles limites

Définition 1.13.2 Un cycle limite est une orbite périodique fermée isolée dans
un ensemble des orbites périodiques.

Définition 1.13.3 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la
variable x du cycle limite.

1.14 Stabilité des cycles limites

Théorème 1.14.1 C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit
toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s’enroulent en spirales
autour de C pour t→ +∞ ou t→ −∞.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et exté-
rieures voisines sont refoulées de C.

Exemple 1.14.1 Soit le système


ẋ =

1

2
x− y − x(2x2 + 2y2),

ẏ = x+
1

2
y − y(2x2 + 2y2).

(1.14)

En coordonnées polaires x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, le système (1.14)
devient :

{
ṙ =

1

2
r(1− 4r2),

θ̇ = 1.
(1.15)

On obtient

f(r) = ṙ =
1

2
r(1− 4r2).

Donc

ṙ = 0⇒ r = 0 ou r = ±1

2
.
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1.15. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

Comme r > 0, on n’accepte que la racine positive r = 1
2
. La solution périodique

s’écrit alors sous la forme suivante

(x(t), y(t)) = (
1

2
cos(t+ θ0),

1

2
sin(t+ θ0)),

avec θ(0) = θ0.

Dans le plan de phase, il y a un seul cycle limite d’équation x2 + y2 = 1
4
et

d’amplitude r = 1
2
(voir Fig.(1.9)).

Figure 1.9 – Cycle limite du système (1.14).

1.15 Existence et non-existence des cycles limites

L’étude de l’existence des cycles limites joue un rôle important dans l’étude du
comportement des trajectoires des systèmes différentiels non linéaires. Nous citons
des résultats intéressants à cette étude.

Théorème 1.15.1 (Poincaré-Bendixon). Soit le système planaire suivant

{
ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y).

(1.16)

Supposons que f et g sont deux fonctions de classe C1 sur un sous sous ensemble
ouvert de R2 noté par E, le système (1.16) a une orbite γ telle que l’orbite positive
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1.16. ENSEMBLE ISOCHRONE

γ+(p) = Φ(p, t), t ≥ 0 passant par le point p est contennue dans un sous ensemble
compact F de E. Alors on est dans l’un des trois cas suivants :

? Soit γ+(p) tend vers un point d’équilibre.
? Soit γ+(p) tend vers une orbite périodique.
? Soit γ+(p) est une orbite périodique.

Si F ne contient pas de points critiques alors il existe une orbite périodique
du système (1.16).

Théorème 1.15.2 (Critère de Bendixon). Soit le système

{
ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y),

et soit F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2. Si
la divergence du champs de vecteur F (notée ∇F ) est non identiquement nulle et ne
change pas de signe dans E, alors ce système n’a aucune orbite fermée entièrement
contenue dans E.

Exemple 1.15.1 Considérons le système différentiel planaire suivant

{
ẋ = x2 + y3,
ẏ = −2xy − x4y5.

Soit F = (x2 +y3,−2xy−x4y5)T . On calcule la divergence du champs de vecteur
F , on obtient

divF = ∇F =
∂

∂x
(x2 + y3) +

∂

∂y
(−2xy − x4y5) = (2x− 2x− 5x4y4) = −5x4y4 < 0.

D’où, d’aprés le critère de Bendixon ce système n’a aucun cycle limite dans R2.

1.16 Ensemble isochrone

L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solutions pério-
diques, qui ont la même période.
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1.17. BIFURCATION DE HOPF

1.17 Bifurcation de Hopf

Théorème 1.17.1 Soit le système planaire{
ẋ = fµ(x, y),
ẏ = gµ(x, y),

(1.17)

où µ est un paramètre. Supposons que (x, y) = (x0, y0) est un point d’équilibre
du système (1.17) qui dépend de µ.
Soient λ(µ) = α(µ) + iβ(µ) et λ(µ) = α(µ) − iβ(µ) les valeurs propres du système
linéarisé au voisinage de (x0, y0).

Supposons que pour une certaine valeur de µ = µ0, les conditions suivantes sont
satisfaites

1. α(µ0) = 0, β(µ0) = w 6= 0 où sgn(w) = sgn(∂gµ
∂x
|µ=µ0 ((x0, y0))),

2. dα(µ)
dµ
|µ=µ0= d 6= 0,

3. a 6= 0 où

a =
1

16
(fxxx+fxyy+gxxy+gyyy)+

1

16w
(fxy(fxx+fyy)−gxy(gxx+gxy)−fxxgxx+fyygyy),

avec fxy = ∂2f
∂x∂y
|µ=µ0 (x0, y0).

Alors une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour µ > µ0 si ad < 0
ou pour µ < µ0 si ad > 0.

Le point d’équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ0 (respectivement pour µ < µ0)
si d < 0 (respectivement si d > 0).

L’orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est
instable (respectivement stable).

L’amplitude de l’orbite périodique est égale à
√
| µ− µ0 | et la période est de

T = 2π
|w| quand µ→ µ0.

La bifurcation est dite supercritique si l’orbite périodique est stable et sous cri-
tique si l’orbite périodique est instable.

Exemple 1.17.1 Soit le système planaire suivant
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1.18. THÉORÈME DE BEZOUT

{
ẋ = −y + x(µ− x2 − y2),
ẏ = x+ y(µ− x2 − y2).

(1.18)

(0, 0) est le seul point d’équilibre du système (1.18).

Les valeurs propres de la matrice jocobienne du système linéarisé calculée au voi-
sinage de (0, 0) sont λ(µ) = µ+ i et λ(µ) = µ− i.

Donc α(µ) = µ et β(µ) = 1.

Le système a une bifurcation de Hopf pour µ = 0. Nous avons w = 1, d = 1 et
a = −1. Comme ad = −1 < 0, alors il existe une orbite périodique qui bifurque de
l’origine pour µ > 0.

Le point (0, 0) est instable pour µ > 0. Donc l’orbite périodique est stable. D’où
la bifurcation est supercritique pour µ > 0.

Figure 1.10 – portrait de phase pour µ = 0.2.

1.18 Théorème de Bezout

Soient Pj, j = 1, ..., n des polynômes de variables (x1, ..., xd) de degré di où
i = 1, ..., d.
Considérons le système polynomial suivant
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1.18. THÉORÈME DE BEZOUT



P1(x1, x2, ..., xd) = 0,
P2(x1, x2, ..., xd) = 0,
.
.
.
Pn(x1, x2, ..., xd) = 0,

(1.19)

où (x1, x2, ..., xd) ∈ Rd.
Si le nombre de solutions de ce système est fini alors il est borné par d1×d2× ...×dd.
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Chapitre 2
Théorie de moyennisation

La théorie de moyennisation est l’une des méthodes classiques qui permet d’étu-
dier l’existence des solutions périodiques des systèmes différentiels. Après les points
d’équilibre, les orbites périodiques et leurs type de stabilité fournissent de nombreuses
informations sur la dynamique des systèmes différentiels.

La méthode de moyennisation donne des conditions pour lesquelles les points
singuliers du système moyenné fournissent des cycles limites pour des systèmes dif-
férentiels ayant un centre.

L’histoire de cette méthode commence par les travaux classiques de Lagrange et
Fatou à la fin du 18iéme siècle. La première démonstartion de la validité asymptotique
de cette méthode a été introduite en 1928 par Fatou, en 1934 par Bogoliobov et Kry-
lov [6], en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky [7]. Ensuite plusieurs développements
ont eu lieu de cette méthode par Verhulst [36], Sanders et Verhulst [34], Malkin [30]
et Roseau [32].

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie de moyennisation avec ses différents
théorèmes.

2.1 Théorème de moyennisation du premier ordre

Considérons le système différentiel à valeur initiale suivant

ẋ(t) = εF (t, x) + ε2G(t, x), y(0) = x0, (2.1)

où x ∈ D ⊂ Rn, D un domaine borné et t ≥ 0. On suppose que F (t, x) et G(t, x, ε)
sont des fonctions T -périodiques en t.
Le système moyenné associé au système (2.1) est défini par

ẏ = εf(y), y(0) = x0, (2.2)

où

f(y) =
1

T

∫ T

0

F (t, y)dt. (2.3)
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2.1. THÉORÈME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Le théorème suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du
système moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du système (2.1).
Théorème 2.1.1 [34] Considérons le système (2.1) et supposons que

(i) F,
∂F

∂x
,
∂2F

∂x2
et
∂G

∂x
sont des fonctions continues et bornées par une constante

M indépendante de ε dans [0,∞)×D et ε ∈ (0, ε0].

(ii) F et G sont T -périodiques en t (T indépendante de ε).
Alors on a :

(a) Si le point p est un point d’équilibre pour le système moyenné (2.2) telle que

det(
∂f

∂y
)|y=p 6= 0, (2.4)

alors pour | ε |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T−périodique
xε(t) du système (2.1) telle que xε(t)→ p.

(b) Si le point d’équilibre y = p du système moyenné (2.2) est hyperbolique, alors
pour | ε |> 0 suffisamment petit, la solution périodique du système (2.1) est
unique et de même stabilité que p.

Preuve. Voir[34].

Exemple 2.1.1 Soit l’équation de Van Der Pol

ẍ+ x = ε(1− x2)ẋ. (2.5)

On écrit l’équation (2.5) sous la forme du système différentiel suivant

{
ẋ = y,
ẏ = −x+ ε(1− x2)y.

(2.6)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ, le système (2.6) devient

{
ṙ = εr(1− r2 cos2 θ) sin2 θ,

θ̇ = −1− ε(1− r2 cos2 θ) sin θ cos θ.
(2.7)

Le système (2.7) est équivalent à

dr

dθ
= −εr(1− r2 cos2 θ) sin2 θ +O(ε2). (2.8)
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2.1. THÉORÈME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

L’équation (2.8) est sous la forme standard (2.1) donc on peut appliquer le théorie
de moyennisation avec

x = r, t = θ, T = 2π, F (t, x) = F (θ, r) = r(1− r2 cos2 θ) sin2 θ.

D’après l’équation (2.3), on obtient la fonction moyennée

f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F (θ, r)dθ =
1

8
r(r2 − 4).

f 0(r) = 0 a une unique racine positive r = 2. D’après le théorème 2.1.1, l’équation
de Van Der Pol (2.5) admet un cycle limite qui bifurque de la solution périodique
du rayon r = 2 pour | ε |> 0 suffisamment petit car

df 0

dr
(2) = 1 6= 0.

Comme
df 0

dr
(2) > 0, alors ce cycle est instable (voir Fig.(2.1)).

Figure 2.1 – Cycle limite instable pour ε = 0.001 du système (2.7).

Exemple 2.1.2 Considérons le système différentiel suivant

{
ẋ = −y + ε(x+ x3 − x5),
ẏ = x.

En utilisant les coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ avec r > 0, on
obtient
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2.1. THÉORÈME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

{
ṙ = εr cos2 θ(r4 cos4 θ − r2 cos2 θ − 1),

θ̇ = −1 + ε sin θ cos θ(r2 cos2 θ − r4 cos4 θ + 1).

où


ṙ =

xẋ+ yẏ

r
,

θ̇ =
xẏ − yẋ
r2

.

En dévisant ṙ par θ̇, on obtient

dr

dθ
=

εr cos2 θ(r4 cos4 θ − r2 cos2 θ − 1)

−1 + ε sin θ cos θ(r2 cos2 θ − r4 cos4 θ + 1)
. (2.9)

Le système (2.9) est équivalent à

dr

dθ
= −εr cos2 θ(r4 cos4 θ − r2 cos2 θ − 1) +O(ε2). (2.10)

L’équation (2.10) est écrite sous la forme standard (2.1) donc on peut appliquer
la théorie de moyennisation avec

x = r, t = θ, T = 2π, F (t, x) = F (θ, r) = −r cos2 θ(r4 cos4 θ − r2 cos2 θ − 1).

D’après l’équation (2.3), on obtient

f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

−(r cos2 θ(r4 cos4 θ − r2 cos2 θ − 1))dθ,

=
−1

16
r(5r4 − 6r2 − 8).

La fonction moyennée f 0(r) a un seul zéro positif r =
√

2. De plus, on a [
df 0

dr
(
√

2)] =
−7
2
< 0.

Alors le système (2.1) a un cycle limite stable d’amplitude
√

2 pour | ε |6= 0
suffisamment petit (voir Fig.(2.2))
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Figure 2.2 – Cycle limite stable pour ε = 0.001 du système (2.1)

2.2 Théorie de la moyennisation du second ordre

Le théorème suivant donne une approximation du second ordre des solutions pé-
riodiques pour certains systèmes différentiels.

Théorème 2.2.1 [34] Considérons les deux problèmes aux valeurs initiales

ẋ(t) = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x, ε), x(0) = x0, (2.11)

et
ẏ = εf 0(y) + ε2f 10(y) + ε3g0(y), y(0) = x0, (2.12)

où F1, F2 : [0,∞) × D → Rn et F3 : [0,∞) × D × [0, ε0) → Rn sont des fonctions
continues, T−périodiques par rapport à t et D est un ouvert de Rn.
Soit

f 1(t, x) =
∂F1

∂x
y1(t, x)− ∂y1

∂x
f 0(x), (2.13)

où

y1(t, x) =

∫ t

0

[F1(s, x)− f 0(x)]ds+ z(x), (2.14)

avec z(x) est une fonction de classe C1 telle que la moyenne de y1 est nulle. f 0,
f 10 et g0 sont les fonctions moyennées de F1, f 1 et F2 respectivement. Supposons
que :

1.
∂F1

∂x
, F2 et F3 sont continues sur leurs domaines de définitions et lipschit-

ziennes en x.
2. | F3(t, x, ε) | est uniformément bornée par une constante M dans [0,

M

ε
) ×

D × (0, ε0].
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3. T est indépendante de ε.

4. y(t) ∈ D pendant un temps d’échelle
1

ε
.

Alors
x(t) = y(t) + εy1(t, y(t)) +O(ε2),

pendant un temps d’échelle
1

ε
.

Corollaire 2.2.1 Si les hypothèses du théorème 2.2.1 sont satisfaites et de plus

f 0(y) = 0,

alors
1. Si p est le point d’équilibre du système moyenné (2.12) tel que

∂

∂y
(f 10(y) + g0(y)) |y=p 6= 0, (2.15)

alors il existe une solution T−périodique xε(t) de l’équation (2.11) telle que

xε(t)→ p quand ε→ 0.

2. Si p est hyperbolique, alors pour | ε |> 0 suffisamment petit, la solution pé-
riodique xε(t) de (2.11) est unique, hyperbolique et de même stabilité que p.

Remarque 2.2.1
1. Si f 0(y) = 0, alors en coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ, on

obtient que f 0(r) = 0, d’où ∫ 2π

0

∂F1

∂r
(θ, r)dθ = 0.

Calculons f 10, on trouve

f 10 =
1

2π

∫ 2π

0

(
∂F1

∂r
(s, r)

∫ s

0

F1(θ, r)dθ)ds+
1

2π

∫ 2π

0

∂F1

∂r
(s, r)z(r)ds,

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∂F1

∂r
(s, r)

∫ s

0

F1(θ, r)dθ)ds+
z(r)

2π

∫ 2π

0

∂F1

∂r
(s, r)ds.

Ce qui implique que

f 10 =
1

2π

∫ 2π

0

(
∂F1

∂r
(s, r)(

∫ s

0

F1(θ, r)dθ))ds. (2.16)

2. Pour f 0(y) = 0, on note la fonction moyennée du seconde ordre par

f2(r) = f 10(r) + g0(r). (2.17)
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Exemple 2.2.1 Considérons le système suivant

{
ẋ = y + εx2 + ε2x2,
ẏ = −x+ ε2(x4 + x3 + y3 − 1

3
y).

(2.18)

En coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ avec r > 0, le système (2.18)
devient


ṙ = εr2 cos3 θ + ε2

r
(3r3 cos3 θ sin θ + 3r2 cos4 θ + 3r2 cos3 θ sin θ

+3r cos3 θ − 6r2 cos2 θ + cos2 θ + 3r2 − 1),

θ̇ = −1 + εr cos2 θ sin θ + ε2(r3 cos5 θ + r2 cos4 θ − r2 cos3 θ sin θ
−r cos2 θ sin θ + r2 cos θ sin θ − 1

3
cos θ sin θ).

Considérons maintenant θ comme une variable indépendante, on obtient le sys-
tème suivant

dr

dθ
= εr2 cos3 θ + ε2(

−1

3
r(3r3 cos3 θ sin θ + 3r2 cos4 θ + 3r2 cos3 θ sin θ)

+r3 cos5 θ sin θ).

Il est équivalent à

dr

dθ
= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) +O(ε2),

avec

F1(θ, r) = r2 cos3 θ,

et

F2(θ, r) = (
−1

3
r(3r3 cos3 θ sin θ + 3r2 cos4 θ + 3r2 cos3 θ sin θ) + r3 cos5 θ sin θ).

En appliquant maintenant le théorème 2.2.1, on calcule la fonction moyennée
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f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ, r)θ. =
1

2π
r2 cos3 θdθ = 0.

Puisque f 0(r) = 0, on peut passer à la théorie de moyennisation d’ordre deux.
Calculons f 1 telle que

f 1(r, s) =
∂F1

∂r
y1(s, r),

avec

y1(s, r) =

∫ s

0

F1(θ, r)dθ =
1

3
r2 sin s(cos2 s+ 2),

d’où

f 1(s, r) =
∂F1

∂r
y1(s, r) =

1

3
r4 cos3 s sin s(cos2 s+ 2).

On calcule maintenant la fonction f2 telle que

f2(r) = f 10(r) + g0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

(f 1(s, r) + F2(s, r))ds,

on obtient

f2(r) =
−1

24
r(9r2 − 4).

L’équation f2(r) = 0 admet une seule racine positive r =
2

3
. Comme f ′2(2

3
) =
−1

3
,

donc le système (2.18) a un seule cycle limite stable d’amplitude
2

3
pour | ε |6= 0

suffisamment petit (voir Fig.(2.3)).
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ORDRE

Figure 2.3 – Cycle limite stable pour ε = 0.01 du système (??).

2.3 Un autre théorème de la moyennisation du pre-
mier ordre

Théorème 2.3.1On considère le problème de bifurcation des solutions T−périodiques
du système différentiel de la forme :

ẋ(t) = F0(t, x) + εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x, ε), (2.19)

où ε ∈ (−ε0, ε0) pour ε0 suffisamment petit. Les fonctions F0, F1 : R × Ω → Rn et
F2 : Rn×Ω× (−ε0, ε0)→ Rn sont des fonctions de classe C2, T−périodiques en t et
Ω est un ouvert de Rn. Supposons que le système non perturbé

ẋ(t) = F0(t, x), (2.20)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k avec k < n.

Soit x(t, z) la solution du système non perturbé (2.20) telle que x(0, z) = z. La
linéarisation du système non perturbé (2.20) le long de la solution périodique x(t, z)
s’écrit

ẏ = DxF0(t, x(t, z))y, (2.21)
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Notons par Mz(t) la matrice fondamentale du système différentiel linéaire (2.21).
Supposons qu’il existe un ensemble ouvert V avec CL(V ) ⊂ Ω, tel que pour chaque
z ∈ CL(V ), x(t, z, 0) est T−périodique, où x(t, z, 0) est la solution du système non
perturbé (2.20) avec x(0, z, 0) = z. L’ensemble CL(V ) est isochrone pour le système
(2.19) ; c’est à dire il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques,
toutes ayant la même période.

On note par ξ : Rk × Rn−k → Rk la projection de Rn sur ses k premières coor-
données, c.à.d.

ξ(x1, ..., xn) = (x1, ..., xk),

et par ξ⊥ : Rk × Rn−k → Rn−k la projrction de Rn sus ses n − k dernières coor-
données, c.à.d.

ξ⊥(x1, ..., xn) = (xk+1, ..., xn).

Alors on a les résultats suivants.

Théorème 2.3.2 [30] Soit V un ensemble ouvert et borné de Rk, et soit β :
CL(V )→ Rn−k une fonction de classe C2. Supposons que :

(i) Z = zα = (α, β(α)), α ∈ CL(V ) ⊂ Ω et pour chaque zα ∈ Z la solution
x(t, zα) de (2.20) est T−périodique.

(ii) Pour chaque zα ∈ Z, il existe une matrice fondamentaleMzα(t) de (2.21) telle
que la matrice M−1

zα (0)−M−1
zα (T ) a dans le coin supérieur droit une matrice

k× (n−k) nulle, et dans le coin inférieur droit la matrice ∆α(n−k)× (n−k)
avec det(∆α) 6= 0.

On considère la fonction F : CL(V )→ Rk

F(α) = ξ(
1

T

∫ T

0

M−1
zα (t)F1(t, x(t, zα))dt. (2.22)

S’il existe a ∈ V avec F(a) = 0 et det((dF/dα)(a)) = 0, alors il existe une solution
T−périodique ϕ(t, ε) du système (2.19) telle que ϕ(0, ε)→ zα quand ε→ 0.

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.

28
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Théorème 2.3.3 [30] Soit V un ensemble ouvert et borné avec CL(V ) ⊂ Ω
tel que pour chaque zα ∈ CL(V ) et pour chaque zα ∈ Z, la solution x(t, zα) est
T−périodique.
Considérons la fonction F : CL(V )→ Rn

F(α) =
1

T

∫ T

0

M−1
zα (t)F1(t, x(t, zα))dt. (2.23)

S’il existe a ∈ V avec F(a) = 0 et det((dF/dα)(a)) = 0, alors il existe une solution
T−périodique ϕ(t, ε) du système (2.19) telle que ϕ(0, ε)→ zα quand ε→ 0.

Théorème 2.3.4 [30] Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et
borné de Rm et soit β : CL(V )→ Rm une fonction de classe C2. Supposons que :

(i) Z = zα = (α, β(α)), α ∈ CL(V ) ⊂ Ω et pour chaque zα ∈ Z la solution
x(t, zα) de (2.20) est T−périodique.

(ii) Pour chaque zα ∈ Z, il existe une matrice fondamentale Mzα(t) de (2.21)
telle que la matrice M−1

zα (0) −M−1
zα (T ) a dans le coin supérieur droit la ma-

trice ∆α(m×m) avec det(∆α) 6= 0, et dans le coin inférieur droit une matrice
m×m nulle.

On considère la fonction F : CL(V )→ Rm

F(α) = ξ⊥(
1

T

∫ T

0

M−1
zα (t)F1(t, x(t, zα))dt. (2.24)

S’il existe a ∈ V avec F(a) = 0 et det((dF/dα)(a)) = 0, alors il existe une solution
T−périodique ϕ(t, ε) du système (2.19) telle que ϕ(0, ε)→ zα quand ε→ 0.

2.4 Théorème de la moyennisation du premier ordre
via le degré du Brouwer

La méthode de moyennisation fournit des solutions périodiques des systèmes dif-
férentiels non-autonomes en réduisant la recherche de ces solutions à la recherche des
zéros d’un système moyenné équivalent qui est autonome.

En 2004, une nouvelle approche a été introduite par A. Buicǎ et J. Llibre [8] pour
la méthode de moyennisation. Ils ont utilisé des méthodes topologiques basées sur
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le degré de Brouwer pour résoudre des équations d’opérateurs équivalentes au pro-
blème de la recherche des solutions périodiques d’un système différentiel perturbé,
sachant que ces q́uations d’opérateurs sont de dimension finie ou de dimension infinie.

Définition 2.4.1 Soient D un ouvert de Rn, g ∈ C1(D), V est un ouvert de Rn

tel que V ⊂ D et Zg = z ∈ V : g(z) = 0. Supposons que

Jg(z) 6= 0,

où Jg désigne le déterminant de la jacobienne de g en z, alors le degré de Brouwer

de la fonction g par rapport à l’ensemble V et le pointO noté dB(g, V,O) est défini par

dB(g, V,O) =
∑
z∈Zg

sign(Jg(z)).

Maintenant, nous allons donner un théorème de la moyennisation du premier
ordre via le degré de Brouwer.

Théorème 2.4.1 [8] Soit le système différentiel

ẋ(t) = εH(t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.25)

où H : R × D → Rn et R : R × D×] − ε, ε[→ Rn sont des fonctions continues,
T−périodiques par rapport à la variable t et D est un ouvert de Rn. On définit
h : D → Rn par

h(z) =
1

T

∫ T

0

H(s, z)ds. (2.26)

Supposons que :
1. H et R sont localement lipschitziennes par rapport à la variable x.

2. Pour a ∈ D avec h(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que h(z) 6= 0
pour tout z ∈ V \{a} et dB(h, V, a) 6= 0 (où dB(h, V, a) 6= 0 désigne le degré
de Brouwer de la fonction h dans le voisinage V de a).
Alors, pour | ε |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T−périodique
isolée x(t, ε) du système (2.25) telle que x(0, ε)→ a quand ε→ 0.
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Remarque 2.4.1 Soit h : D → Rn une fonction de classe C1, avec h(a) = 0,
où D est un ouvert de Rn et a ∈ D. Si det(Dh(a)) 6= 0 (c.à.d le déterminant de la
matrice jacobienne de la fonction h en a n’est pas nul), il existe un voisinage V de a
tel que h(z) 6= 0 pour tout z ∈ V \{a} et on a dB(h, V, a, 0) ∈ {−1, 1}.

Remarque 2.4.2 Les hypothèses du théorème (2.4.1) sont plus faibles que celles
du théorème (2.1.1). Pour plus de détail sur le deuxième et troisième ordre voir [8].

Théorème 2.4.3 Sous les hypothèses du théorème (2.4.1), pour ε suffisam-
ment petit la condition det(Dh(a)) 6= 0 assure l’existence et l’unicité d’une solu-
tion T−périodique x(t, ε) du système (2.25) telle que x(0, ε) → a quand ε → 0, et
si toutes les valeures propres de la matrice Dh(a) ont des parties réelles négatives,
alors la solution x(t, ε) est stable. S’il existe au moin une valeur propre de la matrice
Dh(a) avec une partie réelle positive, alors la solution x(t, ε) est instable.

2.5 Théorie de moyennisation d’ordre un et deux
dans Rn

Théorème 2.5.1 [22] On considère le système différentiel suivant

ẋ(t) = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.27)

où F1, F2 : R×D → Rn, R : R×D×(−εf , εf )→ Rn sont des fonctions continues,
T−périodiques par rapport à la première variable et D est un sous ensemble ouvert
de Rn.

Supposons que les hypothèses (i) et (ii) sont vérifiées.
(i) F1, F2, R sont localement lipschitziennes par rapport à x, F1(t, .) ∈ C1(D)

pour tout t ∈ R et R est différentiable par rapport à ε.

On définit f1, f2 : D −→ Rn comme suit

f1(z) =
1

T

∫ T

0

F1(s, z)ds, f2(z) =
1

T

∫ T

0

[
DzF1(s, z)

∫ s

0

F1(t, z)dt+ F2(s, z)

]
ds.

(2.28)

(ii) Pour V ⊂ D un sous ensemble ouvert et pour chaque ε ∈ (−εf , εf ) \ {0}, il
existe a ∈ V tel que f1(a) + εf2(a) = 0 et dB(f1 + εf2, V, a) 6= 0.
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Alors pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T−périodique ϕ(·, ε)
du système (2.27) telle que ϕ(0, ε)→ a quand ε→ 0.

L’expression dB(f1 + εf2, V, 0) signifie que le degré de Brouwer de la fonction
f1 + εf2 dans un voisinage V de zéro est non nul.

Si la fonction f1 + εf2 est de classe C1 alors, il suffit de vérifier que det(D(f1 +
εf2(aε))) 6= 0 pour avoir que dB(f1 + εf2, V, 0) 6= 0.

Exemple 2.5.1 On considère le système différentiel suivant
ẋ = 1

4
ε2x− y − 1

2
x3 + 5

4
xy2,

ẏ = x+ 1
4
ε2y + 3

2
x2y − y3,

ż = 3
2
ε2(z + x2y)− 1

2
z3.

(2.29)

On fait le changement de variable (x, y, z) = (εX, εY, εZ), on obtient
Ẋ = −Y + (1

4
X − 1

2
X3 + 5

4
XY 2)ε2,

Ẏ = X + (1
4
Y + 3

2
X2Y + Y 3)ε2,

Ż = −1
6
Z(2Z2 − 9)ε2.

(2.30)

En coordonnées cylindriques (X, Y, Z) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η), le système (2.30)
devient 

ṙ = −1

4
ρ(17ρ2 cos4 θ − 19ρ2 cos2 θ + 4ρ2 − 1)ε2,

θ̇ = 1 + (
17

4
ρ2 cos3 θ sin θ − 9

4
ρ2 cos θ sin θ)ε2,

η̇ = −1

6
η(2η2 − 9)ε2.

(2.31)

Considérant θ comme une nouvelle variable indépendante, le système (2.31) s’écrit
de la forme suivante

dρ

dθ
= −1

4
ρ(17ρ2 cos θ4 − 19ρ2 cos θ2 + 4ρ2 − 1)ε2,

dη

dθ
= (−1

6
η(2η2 − 9)ε2 +O(ε3).

Ce dernier système est de la forme

dr

dθ
= εF1(θ, r, η) + ε2F2(θ, r, η) +O(ε3),

où
F1(θ, r, η) =

(
0

0

)
,

et

F2(θ, r, η) =

(
−1

4
ρ(17ρ2 cos θ4 − 19ρ2 cos θ2 + 4ρ2 − 1)

−1
6
η(2η2 − 9)

)
.
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On calcule la fonction f1 telle que

f1(r, η) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ, r, η)dθ =

(
0

0

)
.

On calcule maintenant la fonction f2 telle que

f2(r, η) = (f21(ρ, η), f22(ρ, η)) =
1

2π

∫ 2π

0

F2(θ, ρ, η)dθ,

car F1(θ, ρ, η) = (0, 0), on obtient{
f21(ρ, η) = − 1

32
ρ(7ρ2 − 8),

f22(ρ, η) = −1
6
η(2η2 − 9).

On résoud les fonctions f21 = 0, f22 = 0, on obtient les racines

(ρ1, η1) = (2
7

√
14, 0),

(ρ1, η2) = (2
7

√
14, 3

2

√
2),

(ρ1, η3) = (2
7

√
14,−3

2

√
2),

avec ρ > 0 et η un réel.
On calcule le déterminant des matrices jacobiennes des fonctions f21 et f22 évaluées
aux points (ρ1, ηi), pour i = 1, ..., 3, on obtient

d1,1 = −3
4
6= 0,

d1,2 = 3
2
6= 0,

d1,3 = 3
2
6= 0.

Alors le système (2.29) a 3 cycles limites qui bifurquent de l’origine, d’aprés le théo-
rème 2.5.1.

Pour étudier la stabilité de ces trois cycles limites, on calcule les valeurs propres
des matrices jacobiennes des fonctions f21 et f22 évaluées aux points (ρ1, ηi) pour
i = i = 1, ..., 3, on trouve

λ1,1 = (3
2
,−1

2
),

λ1,2 = (−1
2
,−3,

λ1,3 = (−1
2
,−3).

Donc le cycle limite correspond à (ρ1, η1) est instable et les deux autres corresponds
aux (ρ1, η2) et (ρ1, η3) sont stables (voir Fig.(2.4)).
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Figure 2.4 – 3 Cycles limites pour ε = 0.01 du système (2.29).
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Chapitre 3
La bifurcation zéro-Hopf des

systèmes différentiels
tridimensionnels

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, nous
étudions l’existence des solutions périodiques qui bifurquent d’un point d’équilibre
zéro-Hopf des systèmes différentiels cubiques dans R3 de la forme


ẋ = (a1ε+ a2ε

2)x− (b+ b1ε+ b2ε
2)y +

∑1
j=0 ε

jXj(x, y, z)

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
∑1

j=0 ε
jYj(x, y, z)

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

∑1
j=0 ε

jZj(x, y, z),

(3.1)

où

Xj(x, y, z) = aj0x
3 + aj1x

2y + aj2x
2z + aj3xy

2 + aj4xyz +

aj5xz
2 + aj6y

3 + aj7y
2z + aj8yz

2

+ aj9z
3,

Yj(x, y, z) et Zj(x, y, z) ont la même expression que Xj(x, y, z) en remplaçant aji par
bji et cji respectivement, pour j = 0, 2 et i = 0, 9. Les coefficients aji, bji, cji, a1, a2,
b, b1, b2, c1, c2 sont des paramètres réels avec b 6= 0. Lorsque ε = 0, le système (3.1)
à l’origine a les valeurs propres ±bi et 0.

3.1 Bifurcation zéro-Hopf tridimensionelle via la théo-
rie de la moyennisation

Dans cette partie, nous étudions l’existence des cycles limites des systèmes diffé-
rentiels cubiques non linéaires (3.1).
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3.2. PREUVE

Notre résultat principal est le suivant
Théorème 3.1.1 En appliquant la théorie de moyennisation du deuxième ordre,
le système (3.1) a 3 cycles limites qui bifurquent de l’origine lorsque ε = 0 si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

(a) b 6= 0,
(b) 2a2(3a00 + a03 + b01 + 3b06) < 0,
(c) (8a2c09−4c2(a05 +b08))(c09(3a00 +a03 +b01 +3b06)−2(a05 +b08)(c02 +c07)) < 0,

(d) (−4a2(c02 + c07) + c2(3a00 + a03 + b0,1 + 3b06))(c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)−
2(a05 + b08)(c02 + c07)) < 0,

3.2 Preuve

Preuve du théorème 3.1.1
Nous faisons le changement de variables (x, y, z) = (εX, εY, εZ), le système (3.1)
s’écrit comme suit

Ẋ = −bY + (a1X − b1Y )ε+ (a00X
3 + a01X

2Y + a02X
2Z + a03XY

2+
a04XY Z + a05XZ

2 + a06Y
3 + a07Y

2Z + a0,8Y Z
2 + a09Z

3 + a2X−
b2Y )ε2 + (a10X

3 + a11X
2Y + a12X

2Z + a13XY
2 + a14XY Z+

a15XZ
2 + a16Y

3 + a17Y
2Z + a18Y Z

2 + a19Z
3)ε3

Ẏ = bX + (b1X − a1Y )ε+ (b00X
3 + b01X

2Y + b02X
2Z + b03XY

2+
b04XY Z + b05XZ

2 + b06Y
3 + b07Y

2Z + b08Y Z
2 + b09Z

3 + b2X−
a2Y )ε2 + (b10X

3 + b11X
2Y + b12X

2Z + b13XY
2 + b14XY Z + b15

XZ2 + b16Y
3 + b17Y

2Z + b18Y Z
2 + b19Z

3)ε3

Ż = c1Zε+ (c00X
3 + c01X

2Y + c02X
2Z + c03XY

2 + c04XY Z + c05XZ
2+

c06Y
3 + c07Y

2Z + c0,8Y Z
2 + c09Z

3 + c2X − b2Y )ε2 + (c10X
3 + c11X

2Y+
c12X

2Z + c13XY
2 + c14XY Z + c15XZ

2 + c16Y
3 + c17Y

2Z + c18Y Z
2+

c19Z
3)ε3

(3.2)
Nous passons aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z)=(ρcos θ,ρ sin θ,η), nous pre-

nons θ comme une nouvelle variable indépendante. Le système (3.2) devient
dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, η) + ε2F21(θ, ρ, η) +O(ε3),

dη

dθ
= εF12(θ, ρ, η) + ε2F22(θ, ρ, η) +O(ε3),

(3.3)
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3.2. PREUVE

où

F11(θ, ρ, η) =
a1ρ

b

F12(θ, ρ, η) =
c1η

b

F21(θ, ρ, η) =
1

b
(
−(a1b1)ρ

b
− a07ρ

2η cos3 θ − b04ρ
2η cos3 θ −

b0,8ρη
2 cos2 θ − (b03 − a06)ρ3 sin θ cos3 θ + b07

ρ2η sin θ + b03ρ
3 cos θ sin θ + a06ρ

3 cos θ sin θ

+ b04ρ
2η cos θ + a07ρ

2η cos θ + a01ρ
3 cos3 θ

sin θ + a02ρ
2η cos3 θ + a0,5ρη

2 cos2 θ + b00ρ
3

sin θ cos3 θ + ρa2 + b06ρ
3 + b08ρη

2 + b06ρ
3

cos4 θ − 2b06ρ
3 cos2 θ − (a03 + b01)ρ3 cos4 θ +

(a03 + b01)ρ3 cos2 θ + a09η
3 cos θ + b09η

3 sin θ +

a00ρ
3 cos4 θ + a08ρη

2 cos θ sin θ + b02ρ
2η sin θ

cos2 θ + b05ρη
2 sin θ cos θ − b2

07η sin θ cos2 θ +

a04ρ
2η cos2 θ sin θη)

F22(θ, ρ, η) =
1

b
(c00ρ

3 cos3 θ + c01ρ
3 cos2 θ sin θ + c03ρ

3 cos θ

sin2 θ + c06ρ
3 sin3 θ + c02ρ

2η cos2 θ + c04ρ
2η cos θ

sin θ + c07ρ
2η sin2 θ + c05ρη

2 cos θ + c08ρη
2 sin θ +

c09η
3 + c2η −

b1c1η

b
)

En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous obtenons

f11(ρ, η) =
a1ρ

b
,

f12(ρ, η) =
c1η

b,

avec b 6= 0.

Nous résolvons ces fonctions par rapport aux variables ρ et η, nous obtenons
(ρ, η) = (0, 0). Puisque ρ est nulle, il n’y a pas de solutions périodiques.
Pour passer au second ordre, nous devons donner des conditions suffisantes pour que
la fonction moyennée du premier ordre soit identiquement nulle c’est-à-dire

a1 = 0

c1 = 0
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3.2. PREUVE

Nous substituons ces conditions dans F11, F12, F21 et F22. Nous appliquons la théorie
de moyennisation du deuxième ordre. La fonction moyennée du deuxième ordre est
donnée comme suit

f21(ρ, η) =
1

8b
ρ(4(a05 + b08)η2 + (3a00 + a03 + b0,1 + 3b06) + 8a2),

f22(ρ, η) =
1

2b
η(2c09η

2 + (c02 + c07)ρ2 + 2c2).

Nous résolvons le système des fonctions f21(ρ, η) = 0 et f22(ρ, η) = 0 par rapport à
ρ et η avec ρ > 0, nous trouvons

(ρ1, η1) = (2

√
− 2a2

3a00 + a03 + b01 + 3b06

, 0),

(ρ2, η2) = (

√
− 8a2c09 − 4c2(a05 + b08)

c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)− 2(a05 + b08)(c02 + c07)
,√

−4a2(c02 + c07) + c2(3a00 + a03 + b0,1 + 3b06)

c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)− 2(a05 + b08)(c02 + c07)
),

(ρ2, η3) = (

√
− 8a2c09 − 4c2(a05 + b08)

c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)− 2(a05 + b08)(c02 + c07)
,

−

√
−4a2(c02 + c07) + c2(3a00 + a03 + b0,1 + 3b06)

c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)− 2(a05 + b08)(c02 + c07)
).

Ces racines sont définies si les conditions (a), (b), (c) et (d) sont vérifiées.

Nous calculons le déterminant dk de la matrice jacobienne évaluée au point
(ρk, Zk) avec k = 1, ..., 3, nous obtenons

d1 =
2a2(4a2(c02 + c07)− c2(3a0,0 + a03 + b01 + 3b06)

(3a00 + a03 + b01 + 3b06)b2
,

d2 = −2(4a2(c02 + c07)− c2(3a00 + a03 + b01 + 3b06)(2a2c09 − (a05 + b08)c2)

b2c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)− 2(a05 + b08)(c02 + c07)
,

d3 = −2(4a2(c02 + c07)− c2(3a00 + a03 + b01 + 3b06)(2a2c09 − (a05 + b08)c2)

b2c09(3a00 + a03 + b01 + 3b06)− 2(a05 + b08)(c02 + c07)
.

D’après les conditions (a), (b), (c) et (d), les déterminants d1, d2 and d3 sont non-
nuls. Nous déduisons qu’il y’a trois cycles limites qui bifurquent de l’origine quand
ε = 0.
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Nous considérons le système suivant comme exemple
ẋ = 1

2
ε2x− 5y − 1

2
x3 + 5

4
xy2,

ẏ = 5x+ 1
2
ε2y + 3

2
x2y − y3,

ż = 3
2
ε2z − 1

3
z3.

(3.4)

En faisant le changement de variables (x, y, z) = (εX, εY, εZ), nous obtenons
Ẋ = −5Y + (1

2
X − 1

2
X3 + 5

4
XY 2)ε2,

Ẏ = 5X + (1
2
Y + 3

2
X2Y + Y 3)ε2,

Ż = −1
6
Z(2Z2 − 9)ε2,

(3.5)

Nous passons aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η), le sys-
tème (3.5) s’écrit

ρ̇ = −1
4
ρ(17ρ2 cos4 θ − 19ρ2 cos2 θ + 4ρ2 − 2)ε3,

θ̇ = 5ε+ (17
4
ρ2 cos3 θ sin θ − 9

4
ρ2 cos θ sin θ)ε3,

η̇ = (3
2
η − 1

3
η3)ε3.

Nous prenons θ comme une nouvelle variable indépendante, nous obtenons{
dρ
dθ

= − 1
20
ρ(17ρ2 cos4 θ − 19ρ2 cos2 θ + 4ρ2 − 2)ε2,

dη
dθ

= ( 3
10
η − 1

15
η3)ε2.

Nous appliquons la théorie de moyennisation du deuxième ordre, nous obtenons{
f21(ρ, η) = − 1

160
ρ(7ρ2 − 16),

f22(ρ, η) = − 1
30
η(2η2 − 9).

Nous résolvons le système des fonctions f21 = 0 et f22 = 0, nous trouvons

(ρ1, η1) = (
4

7

√
7, 0),

(ρ2, η2) = (
4

7

√
7,

3

2

√
2),

(ρ2, η3) = (
4

7

√
7,−3

2

√
2),

Nous calculons les déterminant de la matrice jacobienne di des fonctions f21 et f22

évaluée aux points (ρi, ηi), i = 1, ..., 3, nous obtenons

d1 = − 3

50
,

d2 =
3

25
,

d3 =
3

25
,
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3.2. PREUVE

Puisque di 6= 0, il y’a 3 cycles limites qui bifurquent de l’origine.

Nous étudions la stabilité des cycles limites selon les valeurs propres de la matrice
jacobienne.
Pour (ρ1, η1), les valeurs propres sont (λ1, λ2) = ( 3

10
,−1

5
). Nous concluons que ce

point d’q́uilibre est instable, donc le cycle limite associé est instable.
Pour (ρ2, η2) et (ρ2, η3), les valeurs propres sont (λ1, λ2) = (−1

5
,−3

5
). Nous concluons

que ces points d’q́uilibre sont stables, donc les cycles limites associés sont stables.
Alors, il y’a 3 cycles limites, un est instable et deux sont stables (voir Fig.(4.1)).

Figure 3.1 – 3 cycles limites du système (??) pour ε = 10−2.
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Chapitre 4
La bifurcation zéro-Hopf des

systèmes différentiels
polynomiaux cubiques de

dimension 5

En utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, nous étudions l’exis-
tence des cycles limites des systèmes différentiels polynomiaux cubiques dans R5.

Dans [11], les auteurs ont étudié l’existence des cycles limites des systèmes diffé-
rentiels polynomiaux cubiques dans R4. Ils ont démontré qu’au moins 9 cycles limites
peuvent bifurquer de l’origine.

Dans cette partie, nous étudions l’existence des cycles limites des systèmes diffé-
rentiels polynomiaux cubiques dans R5 de la forme suivante

ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εjXj(x, y, z, u, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑
j=0

εjYj(x, y, z, u, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑
j=0

εjZj(x, y, z, u, w),

u̇ = (B1ε+B2ε
2)u+

2∑
j=0

εjUj(x, y, z, u, w),

ẇ = (A1ε+ A2ε
2)w +

2∑
j=0

εjWj(x, y, z, u, w),

(4.1)
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4.1. RÉSULTATS

où

Xj(x, y, z, u, w) = aj,0x
3 + aj,1x

2y + aj,2x
2z + aj,3x

2u+ aj,4x
2w + aj,5xy

2 + aj,6xz
2

+aj,7xu
2 + aj,8xw

2 + aj,9xyz + aj,10xyu+ aj,11xyw + aj,12xzu

+aj,13xzw + aj,14xuw + aj,15y
3 + aj,16y

2z + aj,17y
2u+ aj,18y

2w

+aj,19yzu+ aj,20yzw + aj,21yuw + aj,22z
3 + aj,23z

2u+ aj,24z
2w

+aj,25uwz + aj,26zu
2 + aj,27zw

2 + aj,28u
3 + aj,29u

2w + aj,30w
3

+aj,31yz
2 + aj,32yu

2 + aj,33yw
2 + aj,34uw

2.

Yj(x, y, z, u, w), Zj(x, y, z, u, w), Uj(x, y, z, u, w) et Wj(x, y, z, u, w) ont la même ex-
pression que Xj(x, y, z, u, w) en remplaçant aji par bji, cji, Bji et Aji pour j = 0, 1, 2
et i = 0, 1, . . . , 34, respectivement. Les coefficients aij, bij, cij, Bji, Aij, a1, a2, b, b1, b2,
c1, c2, B1, B2, A1, A2 sont des paramètres réels avec b 6= 0.

4.1 Résultats

Notre résultat principal est le suivant
Théorème 4.1.1 En appliquant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, le
système (4.1) admet au moins 27 cycles limites qui bifurquent de l’origine.
Preuve du théorème 4.1.1

Nous faisons le scaling (x, y, z, u, w) = (εX, εY, εZ, εU, εW ). Nous passons aux
coordonnées cylindriques (X, Y, Z, U,W ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ, ζ) et nous prenons θ
comme une nouvelle variable indépendante. Nous obtenons le système suivant

dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F21(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3),

dη

dθ
= εF12(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F22(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3),

dξ

dθ
= εF13(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F23(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3),

dζ

dθ
= εF14(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F23(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3).

(4.2)

Le système (4.2) est écrit sous la forme (2.27) avec

x = z = (ρ, η, ξ, ζ),

t = θ,

F1(t, x) = (F11(θ, ρ, η, ξζ), F12(θ, ρ, η, ξ, ζ), F13(θ, ρ, η, ξ, ζ), F14(θ, ρ, η, ξ, ζ)),

F2(t, x) = (F21(θ, ρ, η, ξ, ζ), F22(θ, ρ, η, ξ, ζ), F23(θ, ρ, η, ξ, ζ), F24(θ, ρ, η, ξ, ζ)),

T = 2π,
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où

F11(θ, ρ, η, ξζ) = ρa1
b
,

F12(θ, ρ, η, ξζ) = ηc1
b
,

F13(θ, ρ, η, ξζ) = ξB1

b
,

F14(θ, ρ, η, ξζ) = ζA1

b
,

F21(θ, ρ, η, ξζ) = 1
b
(−ρa1b1

b
+ b0.25ξζη sin θ+ b0,8ρζ

2 sin θ cos θ+ b0,4ρ
2ζ cos2 θ sin θ−

b0, 18ρ2ζ sin θ cos2 θ−b0,16ρ
2η sin θ cos θ2−b0,17ρ

2ξ sin θ cos θ2−b0,20ρηζ cos θ2−b0,21ρξζ cos θ2−
cos θ2ηρξb0,19+cos θa0,31ρ sin θη2+cos θa0,32ρ sin θξ2+cos θa0,33ρ sin θζ2+cos θa0,25ξζη+
a0,9ρ

2 cos θ2 sin θη+a0,10ρ
2 cos θ2 sin θξ+a0,11ρ

2 cos θ2 sin θζ+a0,12ρ cos θ2ηξ+a0,13ρ cos θ2ηζ+
a0,14ρ cos θ2ξζ+sin θb0,3ρ

2 cos θ2ξ+sin θb0,2ρ
2 cos θ2η+sin θb0,7ρ cos θξ2+sin θb0,6ρ cos θη2+

sin θb0,12ρ cos θηξ+sin θb0,13ρ cos θηζ+sin θb0,14ρ cos θξζ+cos θa0,19ρ sin θηξ+cos θa0,20ρ sin θηζ+
cos θa0,21ρ sin θξζ+sin θb0,5ρ

3 cos θ+sin θb0,17ρ
2ξ+sin θb0,16ρ

2η+sin θb0,18ρ
2ζ−cos θ3ηρ2a0,16+

a0, 1ρ3 cos θ3 sin θ + a0,8ρ cos θ2η2 + a0,4ρ
2 cos θ3ζ + a0,3ρ

2 cos θ3ξ + a0,2ρ
2 cos θ3η +

a0,7ρ cos θ2ξ2+a0,6ρ cos θ2η2+cos θa0,24η
2ζ+cos θa0,29ξ

2ζ+cos θa0,27ηζ
2+cos θa0,26ηξ

2+
cos θa0,23η

2ξ+sin θb0,0ρ
3 cos θ3+sin θb0,34ξζ

2+sin θb0,29ξ
2ζ+sin θ b0,24η

2ζ+sin θb0,27ηζ
2+

sin θb0,23η
2ξ+sin θb0,26ηξ

2+cos θa0,34ξζ
2−cos θ3ηρ2b0,9−cos θ3ρ2ξa0,17−cos θ3ρ2ξb0,10−

cos θ2η2ρb0,31−cos θ2ρξ2b0,32−ζ2 cos θ2ρb0,33+b0,9ρ
2 cos θη+b0,10ρ

2 cos θξ+b0,11ρ
2 cos θζ+

cos θa0,17ρ
2ξ + cos θa0,16ρ

2η + cos θa0,18ρ
2η − sin θ cos θ3ρ3a0,15 − sin θ cos θ3ρ3b0,5 −

ζ cos θ3ρ2a0,18 − ζ cos θ3ρ2b0,11 + sin θ cos θa0,15ρ
3 + b0,19ρηξ + b0,20ρηζ + b0,21ρξζ +

a0,0ρ
3 cos θ4 + cos θa0,22η

3 + cos θa0,30ζ
3 + cos θa0,28ξ

3− 2 cos θ2ρ3b0,15− cos θ4ρ3a0,5−
cos θ4ρ3b0,1 + cos θ4ρ3b0,15 + a0,5ρ

3 cos θ2 + b0,1ρ
3 cos θ2 + sin θb0,28ξ

3 + sin θb0,30ζ
3 +

sin θb0,22η
3 + b0,31ρη

2 + b0,32ρξ
2 + b0,33ρζ

2 + b0,15ρ
3 + ρa2)

F22(θ, ρ, η, ξζ) = 1
b
(c0,28ξ

3+c0,30ζ
3+ηc2+c0,22η

3+c0,18ρ
2ζ+sin θc0,15ρ

3+c0,17ρ
2ξ+

c0,5ρ
3 cos θ+c0,16ρ

2η−cos θ3ρ3c0,5+c0,23η
2ξ+c0,24η

2ζ+c0,26ηξ
2+c0,29ξ

2ζ+c0,0ρ
3 cos θ3+

c0,34ξζ
2 + c0,27ηζ

2 + c0,21ρ sin θξζ + c0,19ρ sin θηξ + c0,20ρ sin θηζ + c0,12ρ cos θηξ +
c0,13ρ cos θηζ+c0,14ρ cos θξζ+c0,9ρ

2 cos θ sin θη+c0,10ρ
2 cos θ sin θξ+c0,11ρ

2 cos θ sin θζ−
cos θ2ρ2ξc0,17−ζ cos θ2ρ2c0,18−sin θ cos θ2ρ3c0,15−cos θ2ηρ2c0,16−η c1b1b +c0,8ρ cos θζ2+
c0,31ρ sin θη2+c0,1ρ

3 cos θ2 sin θ+c0,32ρ sin θξ2+c0,33ρ sin θζ2+c0,4ρ
2 cos θ2ζ+c0,25ξζη+

c0,3ρ
2 cos θ2ξ + c0,2ρ

2 cos θ2η + c0,7ρ cos θξ2 + c0,6ρ cos θη2),

F23(θ, ρ, η, ξζ) = 1
b
(−ξB1b1

b
− ζ cos θ2ρ2B0,18 − cos θ2ηρ2B0,16 − cos θ2ρ2ξB0,17 −

sin θ cos θ2ρ3B0,15+B0,25ξζη+B0,33ρ sin θζ2+B0,4ρ
2 cos θ2ζ+B0,3ρ

2 cos θ2ξ+B0,2ρ
2 cos θ2η+

B0,7ρ cos θξ2+B0,6ρ cos θη2+B0,8ρ cos θζ2+B0,31ρ sin θη2+B0,32ρ sin θξ2+B0,1ρ
3 cos θ2 sin θ+

B0,29ξ
2ζ +B0,24η

2ζ +B0,23η
2ξ − cos θ3ρ3B0,5 +B0, 0ρ3 cos θ3 +B0,34ξζ

2 +B0,27ηζ
2 +

B0,18ρ
2ζ+B0,16ρ

2η+B0,5ρ
3 cos θ+B0,17ρ

2ξ+B0,26ηξ
2+B0,15ρ

3 sin θ+B0,30ζ
3+B0,22η

3+
ξB2+B0,28ξ

3+B0,9ρ
2 cos θ sin θη+B0,10ρ

2 cos θ sin θξ+B0,19ρ sin θηξ+B0,20ρ sin θηζ+
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B0,21ρ sin θξζ +B0,12ρ cos θηξ +B0,13ρ cos θηζ +B0,14ρ cos θξζ +B0,11ρ
2 cos θ sin θζ),

F24(θ, ρ, η, ξζ) = 1
b
(A0,10ρ

2 cos θ sin θξ + A0,11ρ
2 cos θ sin θζ + A0,9ρ

2 cos θ sin θη +
A0,20ρ sin θηζ+A0,21ρ sin θξζ+A0,12ρ cos θηξ+A0,13ρ cos θηζ+A0,14ρ cos θξζ+A0,19ρ sin θηξ−
cos θ2ρ2ξA0,17−sin θ cos θ2ρ3A0,15−ζ cos θ2ρ2A0,18−cos θ2ηρ2A0,16−ζ A1b1

b
+A0,8ρ cos θζ2+

A0,31ρ sin θη2+A0,32ρ sin θξ2+A0,33ρ sin θζ2+A0,4ρ
2 cos θ2ζ+A0,3ρ

2 cos θ2ξ+A0,25ξζη+
A0,2ρ

2 cos θ2η+A0,7ρ cos θξ2 +A0,6ρ cos θη2 +A0,5ρ
3 cos θ− cos θ3ρ3A0,5 +A0,17ρ

2ξ +
A0,1ρ

3 cos θ2 sin θ+A0,22η
3+A0,28ξ

3+A0,30ζ
3+ζ∗A2+A0,27ηζ

2+A0,34ξζ
2+A0,0ρ

3 cos θ3+
A0,23η

2ξ + A0,26ηξ
2 + A0,15ρ

3 sin θ + A0,18ρ
2ζ + A0,29ξ

2ζ + A0,24η
2ζ + A0,16ρ

2η).

Nous calculons la fonction moyennée du premier ordre f1 = (f11, f12, f13, f14) de
la forme

f1i(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2π

∫ 2π

0

F1i(θ, ρ, η, ξ, ζ)dθ.

Nous obtenons

f11(ρ, η, ξ, ζ) =
a1ρ

b
,

f12(ρ, η, ξ, ζ) =
c1η

b
,

f13(ρ, η, ξ, ζ) =
B1ξ

b
,

f14(ρ, η, ξ, ζ) =
A1ζ

b
.

Nous résolvons le système des fonctions moyennées

f11(ρ, η, ξ, ζ) = 0,

f12(ρ, η, ξ, ζ) = 0,

f13(ρ, η, ξ, ζ) = 0,

f14(ρ, η, ξ, ζ) = 0.

L’unique zéro de ce système est (ρ∗, η∗, ξ∗, ζ∗) = (0, 0, 0, 0). Comme ρ est nulle, la
méthode de moyennisation du premier ordre ne peut pas fournir d’information sur
l’existence des cycles limites. Pour passer au second ordre, nous mettons la fonction
moyennée du premier ordre nulle en prenant a1 = c1 = B1 = A1 = 0. Nous calculons
la fonction moyennée du deuxième ordre de la formule (2.28).
Nous avons f2 = (f21, f22, f23, f24) = (f21(ρ, η, ξ, ζ), f22(ρ, η, ξ, ζ),
f23(ρ, η, ξ, ζ), f24(ρ, η, ξ, ζ)) donnée comme suit
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4.1. RÉSULTATS

f21 =
ρ

8b
(I1ρ

2 + I2η
2 + I3ξ

2 + I4ζ
2 + I5ηξ + I6ηζ + I7ξζ + 8a2),

f22 =
1

2b
(J1η

3 + J2ξ
3 + J3ζ

3 + J4η
2ξ + J5η

2ζ + J6ηρ
2 + J7ηξ

2

+ J8ηζ
2 + J9ηξζ + J10ξ

2ζ + J11ξρ
2 + J12ξζ

2 + J13ζρ
2 + 2c2η),

f23 =
1

2b
(K1η

3 +K2ξ
3 +K3ζ

3 +K4η
2ξ +K5η

2ζ +K6ηρ
2 +K7ηξ

2

+K8ηζ
2 +K9ηξζ +K10ξ

2ζ +K11ξρ
2 +K12ξζ

2 +K13ζρ
2 + 2B2η),

f24 =
1

2b
(L1η

3 + L2ξ
3 + L3ζ

3 +L 4η2ξ + L5η
2ζ + L6ηρ

2 + L7ηξ
2

+ L8ηζ
2 + L9ηξζ + L10ξ

2ζ + L11ξρ
2 + L12ξζ

2 + L13ζρ
2 + 2A2η),

où
I1 = 3(a00 + b015) + a05 + b01, I2 = 4(a06 + b031),
I3 = 4(a07 + b032), I4 = 4(a08 + b033),
I5 = 4(a012 + b019), I6 = 4(a013 + b020),
I7 = 4(a014 + b021), J1 = 2c022,
J2 = 2c028, J3 = 2c030,
J4 = 2c023, J5 = 2c024,
J6 = c02 + c016, J7 = 2c026,
J8 = 2c027, J9 = 2c025,
J10 = 2c029, J11 = c03 + c017,
J12 = 2c034, J13 = c04 + c018,
K1 = 2B022, K2 = 2B028,
K3 = 2B030, K4 = 2B023,
K5 = 2B024, K6 = B02 +B016,
K7 = 2B026, K8 = 2B027,
K9 = 2B025,
K10 = 2B029, K11 = B03 +B017,
K12 = 2B034, K13 = B04 +B018,
L1 = 2A022, L2 = 2A028,
L3 = 2A030, L4 = 2A023,
L5 = 2A024, L6 = A02 + A016,
L7 = 2A026, L8 = 2A027,
L9 = 2A025, L10 = 2A029,
L11 = A03 + A017, L12 = 2A034,
L13 = A04 + A018.

Nous résolvons le système des fonctions

f21(ρ, η, ξ, ζ) = 0,

f22(ρ, η, ξ, ζ) = 0,
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4.2. APPLICATION

f23(ρ, η, ξ, ζ) = 0,

f24(ρ, η, ξ, ζ) = 0,

par rapport aux variables ρ, η, ξ et ζ.
D’abord, nous isolons ρ2 de l’équation f21(ρ, η, ξ) = 0, nous obtenons

ρ2 = −I2η
2 + I3ξ

2 + I4ζ
2 + I5ηξ + I6ηζ + I7ξζ + 8a2)

I1

avec I1 6= 0.

Ensuite, nous substituons ρ2 dans f2i(ρ, η, ξ) = 0 pour i = 2, 3, 4. Alors, nous
obtenons les polynômes (g1(η, ξ, ζ), g2(η, ξ, ζ), g3(η, ξ, ζ)) donnés par les expressions
suivantes

g1(η, ξ, ζ) = U1η
3 + U2ξη

2 + U3ζη
2 + U4ξ

2η + U5ξζη + U6ζ
2η + U7η + U8ξ

3

U9ξ
2ζ + U10ζ

2ξ + U11ξ + U12ζ
3 + U13ζ = 0,

g2(η, ξ, ζ) = V1η
3 + V2ξη

2 + V3ζη
2 + V4ξ

2η + V5ξζη + V6ζ
2η + V7η + V8ξ

3

V9ξ
2ζ + V10ζ

2ξ + V11ξ + V12ζ
3 + V13ζ = 0,

g3(η, ξ, ζ) = W1η
3 +W2ξη

2 +W3ζη
2 +W4ξ

2η +W5ξζη +W6ζ
2η +W7η +W8ξ

3

W9ξ
2ζ +W10ζ

2ξ +W11ξ +W12ζ
3 +W13ζ = 0,

En utilisant le théorème de Bezout, le système g1(η, ξ, ζ) = 0 , g2(η, ξ, ζ) = 0 et
g3(η, ξ, ζ) = 0 a au plus 27 solutions. Comme ρ > 0, nous déduisons qu’il y’a au
moins 27 cycles limites qui bifurquent de l’origine.

4.2 Application

Dans cette partie, nous donnons un système de la même forme du système (4.1).
Nous prouvons que le nombre de cycles limites de ce système est atteint.
Considérons le système 

ẋ = 1
2
ε2x− 5y − 1

2
x3 + 5

4
xy2,

ẏ = 5x+ 1
2
ε2y + 3

2
x2y − y3,

ż = 3
2
ε2z − 1

3
z3,

u̇ = −3
2
ε2u+ 1

3
u3,

ẇ = 3
2
ε2w − 1

3
w3.

(4.3)

En faisant le changement de variables (x, y, z, u, w) = (εX, εY, εZ, εU, εW ), passant
aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z, U,W ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ, ζ) et prenant θ
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4.2. APPLICATION

comme une nouvelle variable indépendante, nous obtenons la fonction F2(ρ, η, ξ, ζ) =
(F21, F22, F23, F24) écrite de la forme suivante

F21(ρ, η, ξ, ζ) = − 1

10
ρ(6ρ2 cos θ4 − 7 cos θ2%2 + 2ρ2 − 1)ε2 +O(ε3),

F22(ρ, η, ξ, ζ) =
1

30
η(6 cos θ2ρ2 − 2η2 + 9)ε2 +O(ε3),

F23(ρ, η, ξ, ζ) =
1

30
ξ(2ξ2 − 9)ε2 +O(ε3),

F24(ρ, η, ξ, ζ) = − 1

30
ζ(2ζ2 − 9)ε2 +O(ε3).

Nous appliquons la méthode de moyennisation du deuxième ordre, nous trouvons

f21(ρ, η, ξ, ζ) = − 1

40
ρ(3ρ2 − 4),

f22(ρ, η, ξ, ζ) = − 1

30
η(2η2 − 3ρ2 − 9),

f23(ρ, η, ξ, ζ) =
1

30
ξ(2ξ2 − 9),

f24(ρ, η, ξ, ζ) = − 1

30
ζ(2ζ2 − 9).

Nous résolvons ce système de fonctions par rapport aux variables ρ, η, ξ et ζ, nous
obtenons les racines zi = (ρ∗i , η

∗
i , ξ
∗
i , ζ
∗
i ) avex ρ∗i > 0. Pour i = 1, . . . , 27, ces racines

sont données comme suit

z1 = (2
3

√
3, 0, 0, 0), z2 = (2

3

√
3, 0, 3

2

√
2, 0),

z3 = (2
3

√
3, 0,−3

2

√
2, 0), z4 = (2

3

√
3, 1

2

√
26, 0, 0),

z5 = (2
3

√
3,−1

2

√
26, 0, 0), z6 = (2

3

√
3, 1

2

√
26, 3

2

√
2, 0),

z7 = (2
3

√
3,−1

2

√
26, 3

2

√
2, 0), z8 = (2

3

√
3, 1

2

√
26,−3

2

√
2, 0),

z9 = (2
3

√
3,−1

2

√
26,−3

2

√
2, 0), z10 = (2

3

√
3, 0, 0, 3

2

√
2),

z11 = (2
3

√
3, 0, 0,−3

2

√
2), z12 = (2

3

√
3, 0, 3

2

√
2, 3

2

√
2),

z13 = (2
3

√
3, 0, 3

2

√
2,−3

2

√
2), z14 = (2

3

√
3, 0,−3

2

√
2, 3

2

√
2),

z15 = (2
3

√
3, 0,−3

2

√
2,−3

2

√
2), z16 = (2

3

√
3, 1

2

√
26, 0, 3

2

√
2),

z17 = (2
3

√
3,−1

2

√
26, 0, 3

2

√
2), z18 = (2

3

√
3, 1

2

√
26, 0,−3

2

√
2),

z19 = (2
3

√
3,−1

2

√
26, 0,−3

2

√
2), z20 =

(
2
3

√
3, 1

2

√
26, 3

2

√
2, 3

2

√
2
)
,

z21 =
(

2
3

√
3, 1

2

√
26, 3

2

√
2,−3

2

√
2
)
, z22 =

(
2
3

√
3, 1

2

√
26,−3

2

√
2, 3

2

√
2
)
,

z23 =
(

2
3

√
3, 1

2

√
26,−3

2

√
2,−3

2

√
2
)
, z24 =

(
2
3

√
3,−1

2

√
26, 3

2

√
2, 3

2

√
2
)
,

z25 =
(

2
3

√
3,−1

2

√
26, 3

2

√
2,−3

2

√
2
)
, z26 =

(
2
3

√
3,−1

2

√
26,−3

2

√
2, 3

2

√
2
)
,

z27 =
(

2
3

√
3,−1

2

√
26,−3

2

√
2,−3

2

√
2
)
.
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4.2. APPLICATION

Le déterminant

det

(
∂(f21, f22, f23, f24)

∂(ρ, η, ξ, ζ)

∣∣∣∣
(%,η,ξ,ζ)=(ρ∗,η∗,ξ∗,ζ∗)

)
(4.4)

est égal à 39
5000

,− 39
2500

,± 39
1250

,− 39
625
.

Comme le déterminant est différent de zéro, alors le système (4.3) admet 27 cycles
limites qui bifurquent de l’origine.

48



Chapitre 5
La bifurcation zéro-Hopf des

systèmes différentiels
polynomiaux de dimension n

En utilisant la théorie de la moyennisation du deuxième ordre, nous étudions
l’existence des cycles limites qui bifurquent à partir d’un point d’équilibre zéro-Hopf
d’un champs de vecteurs avec des polynômes non-linénaires cubiques dans Rn. Nous
prouvons qu’il y a au moins 3n−2 cycles limites bifurquants à partir de tels points
d’équilibre zéro-Hopf. De plus, nous donnons un exemple en dimension 6 montrant
que ce nombre de cycles limites est atteint. Ce chapitre fait l’objet d’une publication
dans le journal "Journal of Dynamical and Control Systems".
S. Kassa, J.llibre and A. Makhlouf, n-dimensional zero-Hopf bifurcation of po-
lynomial differential systems via averaging theory of second order, JDCS,2020.

5.1 La Bifurcation zéro-Hopf des systèmes différen-
tiels polynomiaux de dimension n par la théorie
de moyennisation du deuxième ordre

Dans ce chapitre, notre objectif est d’étudier l’existence des solutions périodiques
qui bifurquent à partir d’un point d’équilibre zéro-Hopf des systèmes différentiels
dans Rn avec des polynômes non-linéaires cubiques en utilisant la théorie de la
moyennisation du deuxième ordre.

J. llibre et X. Zhang[25] ont étudié la bifurcation de Hopf dans la dimension
n > 2, en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Ils ont prouvé
qu’au moins 2n−3 cycles limites peuvent bifurquer à partir d’un point d’équilibre avec
des valeurs propres ±bi et n − 2 zéros, c’est-à-dire d’un point d’équilibre zéro-Hopf
de Rn. Ils ont prouvé pour la première fois que le nombre de cycles limites bifurqués
dans une bifurcation Hopf peut croître de façon exponentielle avec la dimension du
système.
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5.1. LA BIFURCATION ZÉRO-HOPF DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS
POLYNOMIAUX DE DIMENSION N PAR LA THÉORIE DE

MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE

Dans cette partie, nous étudions l’existence des cycles limites qui bifurquent de
l’origine des systèmes différentiels polynomiaux cubiques dans Rn de la forme sui-
vante



ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

aj,i1,...,inx
i1yi2zi33 · · · zinn ,

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

bj,i1,...,inx
i1yi2zi33 · · · zinn ,

żk = (c
(k)
1 ε+ c

(k)
2 ε2)zk +

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

c
(k)
j,i1,...,in

xi1yi2zi33 . . . zinn ,

(5.1)
où k = 3, . . . , n. a1, a2, b, b1, b2, aj,i1,...,in , bj,i1,...,in , c

(k)
1 , c(k)

2 et c(k)
j,i1,...,in

sont des
paramètres réels, ε est un paramètres suffisamment petit et b 6= 0.
Pour ε = 0, le système (5.1) a les valeurs propres ±bi et n− 2 zéros. Ainsi l’origine
est un point d’équilibre zero-Hopf.

Notre résultat principal est le suivant

Théorème 5.1.1 Considérons le système différentiel (5.1) dans Rn avec n ≥ 2.
En appliquant la méthode de moyennisation du deuxième ordre à ces systèmes, ils
peuvent avoir au moins 3n−2 cycles limites qui bifurquent à partir du point d’équilibre
zéro-Hopf localisé à l’origine des coordonnées lorsque ε = 0.

Dans le corollaire suivant, nous fournissons un système différentiel dans R6 ayant
le nombre maximum de cycles limites indiqué dans le théorème (3.1.1).

Preuve du théorème 5.1.1

Considérons le système différentiel polynomial non linéaire cubique (5.1) dans Rn.
Faisons le scaling (x, y, z3 . . . , zn) = (εX, εY, εZ3 . . . , εZn), le système (5.1) devient
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POLYNOMIAUX DE DIMENSION N PAR LA THÉORIE DE

MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE



Ẋ = (a1ε+ a2ε
2)X − (b+ b1ε+ b2ε

2)Y +
1

ε

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

aj,i1,...,inε
i1+...+in

X i1Y i2Zi3
3 . . . Zin

n ,

Ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)X + (a1ε+ a2ε

2)Y +
1

ε

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

εi1+...+inbj,i1,...,in

X i1Y i2Zi3
3 . . . Zin

n ,

Żk = (c
(k)
1 ε+ c

(k)
2 ε2)Zk +

1

ε

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

εi1+...+inc
(k)
j,i1,...,in

X i1Y i2Zi3
3 . . . Zin

n ,
(5.2)

pour k = 3, . . . , n.

Comme nous avons i1 + . . .+ in = 3, alors εi1+...+in = ε3. nous écrivons le système
(5.2) comme suit



Ẋ = (a1ε+ a2ε
2)X − (b+ b1ε+ b2ε

2)Y + ε2

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

aj,i1,...,inX
i1Y i2Zi3

3 . . . Zin
n ,

Ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)X + (a1ε+ a2ε

2)Y + ε2

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

bj,i1,...,inX
i1Y i2Zi3

3 . . . Zin
n ,

Żk = (c
(k)
1 ε+ c

(k)
2 ε2)Zk + ε2

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

c
(k)
j,i1,...,in

X i1Y i2Zi3
3 . . . Zin

n ,

(5.3)
pour k = 3, . . . , n.
Nous passons aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z3, . . . , Zn) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η3, . . . , ηn),

le système (5.3) devient
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ρ̇ = a1ρε+ ε2

(
cos θ

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

aj,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n

+ sin θ
2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

bj,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + a2ρ

)
,

θ̇ = 1
ρ

(
bρ+ b1ρε+ ε2 cos θ

2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

bj,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n

− sin θ
2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

aj,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + b2

)
,

η̇k = c
(k)
1 εηk + ε2

( 2∑
j=0

εj
∑

i1+...+in=3

c
(k)
j,i1,...,in

(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + c

(k)
2 ηk

)
,

(5.4)
où k = 3, . . . , n.
Nous prenons θ comme une nouvelle variable indépendante au voisinage de (ρ, z3, ..., zn) =

(0, 0, ..., 0), le système (5.4) s’écrit

dρ

dθ
=

εa1

b
ρ+

ε2

b

(
cos θ

∑
i1+...+in=3

a0,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n

+ sin θ
∑

i1+...+in=3

b0,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + a2ρ−

a1b1

b

)
+O(ε3),

dηk
dθ

=
εc

(k)
1

b
ηk +

ε2

b

( ∑
i1+...+in=3

c
(k)
j,i1,...,in

(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + c

(k)
2 ηk

− c
(k)
1 b1

b

)
+O(ε3),

(5.5)
où k = 3, . . . , n.

Le système (5.5) est sous la forme standard de théorie de moyennisation.

Nous utilisons les notations du théorème 2.5.1, c’est-à-dire
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5.1. LA BIFURCATION ZÉRO-HOPF DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS
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x = z = (θ, ρ, η3, . . . , ηn),

t = θ,

F1(t, x) = (F11(θ, ρ, η3, . . . , ηn), F12(θ, ρ, η3, . . . , ηn), F13(θ, ρ, η3, . . . , ηn),

. . . , F1(n−1)(θ, ρ, η3, . . . , ηn)),

F2(t, x) = (F21(θ, ρ, η3, . . . , ηn), F22(θ, ρ, η3, . . . , ηn), F23(θ, ρ, η3, . . . , ηn),

. . . , F2(n−1)(θ, ρ, η3, . . . , ηn)),

T = 2π,

où

F1 =

(
a1

b
ρ,
c

(3)
1

b
η3, . . . ,

c
(n)
1

b
ηn

)
F2 =

(
1

b
(cos θ

∑
i1+...+in=3

a0,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n

+ sin θ
∑

i1+...+in=3

b0,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + a2ρ−

a1b1

b

)
,

1

b

( ∑
i1+...+in=3

c
(3)
0,i1,...,in

(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + c

(3)
2 −

c
(3)
1 b1

b

)
, . . . ,

1

b

( ∑
i1+...+in=3

c
(n)
0,i1,...,in

(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + c

(n)
2 −

c
(n)
1 b1

b

)
,

avec k = 3, . . . , n.
Nous calculons la fonction moyennée du premier ordre f1 telle que

f1(ρ, η3, . . . , ηn) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ, ρ, η3, . . . , ηn)dθ,

et nous obtenons

f1(ρ, η3, . . . , ηn) =



a1
b
ρ

c
(3)
1

b
η3

.

.

.
c
(n)
1

b
ηn


,

Nous résolvons le système des fonctions f1(ρ, η3, . . . , ηn) = (0, 0, . . . , 0) par rap-
port à ρ, η3, . . . , ηn.
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L’unique zéro de ce système des fonctions est (ρ, η3, . . . , ηn) = (0, 0, . . . , 0). Alors
la théorie de la moyennisation du premier ordre ne peut pas fournir d’informations sur
l’existence des solutions périodiques. Pour passer au deuxième ordre, nous rendons
la première fonction moyennée identiquement nulle, c’est-à-dire nous prenons a1 =
c

(k)
1 = 0 pour k = 3, . . . , n.

Nous calculons la fonction moyennée du deuxième ordre en utilisant la formule
(2.28), nous obtenons

f2(ρ, η3, . . . , ηn) =
1

2π

∫ 2π

0

F2(θ, ρ, η3, . . . , ηn)dθ,

car F1(θ, ρ, η3, . . . , ηn) = (0, 0, . . . , 0), avec

f21(ρ, η3, . . . , ηn) =
1

2πb

∫ 2π

0

(
cos θ

∑
i1+...+in=3

a0,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n

+ sin θ
∑

i1+...+in=3

b0,i1,...,in(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + a2ρ

)
dθ

=
1

2πb
I1,

f2k(ρ, η3, . . . , ηn) =
1

2πb

∫ 2π

0

( ∑
i1+...+in=3

c
(k)
0,i1,...,in

(ρ cos θ)i1(ρ sin θ)i2ηi33 . . . η
in
n + c

(k)
2 ηk

)
dθ

=
1

2πb
I2,

où k = 3, . . . , n, avec

I1 =

∫ 2π

0

[
ρ3((a0,1,2,0,..,0 + b0,2,1,0,..,0) cos2 θ sin2 θ + a0,3,0,..,0 cos4 θ + b0,0,3,0,..,0 sin4 θ)

+ ρ

( ∑
i1+...+in=2

a0,1,0,i3..in cos2 θηi33 ..η
in
n +

∑
i1+...+in=2

b0,0,1,i3..in sin2 θηi33 ..η
in
n + a2

)]
dθ

=
1

4
π(a0,1,2,0,..,0 + b0,2,1,0,..,0 + 3(a0,3,0,..,0 + b0,0,3,0,..,0))ρ3

+ π

(
2a2 +

∑
i1+...+in=2

a0,1,0,i3..inη
i3
3 ..η

in
n +

∑
i1+...+in=2

b0,0,1,i3..inη
i3
3 ..η

in
n

)
ρ,
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et

I2 =

∫ 2π

0

[
ρ2

( ∑
i3+..+in=1

c
(k)
0,2,0,i3..,in

cos2 θηi33 ..η
in
n +

∑
i3+..+in=1

c
(k)
0,0,2,i3,..,in

ηi33 ..η
in
n sin2 θ

)
+

∑
i3+..+in=3

c
(k)
0,0,0,i3..,in

ηi33 ..η
in
n + c

(k)
2 ηk

]
dθ

= π

(
ρ2

( ∑
i3+..+in=1

c
(k)
0,2,0,i3..,in

ηi33 ..η
in
n +

∑
i3+..+in=1

c
(k)
0,0,2,i3,..,in

ηi33 ..η
in
n

)
+ 2

∑
i3+..+in=3

c
(k)
0,0,0,i3..,in

ηi33 ..η
in
n + c

(k)
2 ηk

)
,

avec k = 3, . . . , n.
Alors la fonction moyennée du deuxième ordre est donnée comme suit

f21 =
ρ

8b

[
8a2 + (a0,1,2,0,..,0 + b0,2,1,0,..,0 + 3(a0,3,0,..,0 + b0,0,3,0,..,0))ρ2

+
∑

i1+...+in=2

a0,1,0,i3..inη
i3
3 ..η

in
n +

∑
i1+...+in=2

b0,0,1,i3..inη
i3
3 ..η

in
n

]
,

f2k =
1

2b

(
ρ2

( ∑
i3+..+in=1

c
(k)
0,2,0,i3..,in

ηi33 . . . η
in
n +

∑
i3+..+in=1

c
(k)
0,0,2,i3,..,in

ηi33 ..η
in
n

)
+2

∑
i3+..+in=3

c
(k)
0,0,0,i3..,in

ηi33 ..η
in
n + c

(k)
2 ηk

)
,

où k = 3, . . . , n.
Nous résolvons le système des fonctions moyennées du deuxième ordre par rapport

à ρ, η3, . . . , ηn.
D’abord, nous isolons ρ2 de f21 = 0, nous obtenons

ρ2 = −

8a2 +
∑

i1+...+in=2

a0,1,0,i3..inη
i3
3 ..η

in
n +

∑
i1+...+in=2

b0,0,1,i3..inη
i3
3 ..η

in
n

a0,1,2,0,..,0 + b0,2,1,0,..,0 + 3(a0,3,0,..,0 + b0,0,3,0,..,0)
.

Ensuite, nous substituons ρ2 dans f2k = 0 pour k = 3, . . . , n. En utilisant le théo-
rème de Bezout, nous déduisons que ces fonctions admettent au plus 3n−2 zéros réels
(ρ∗, η∗k) pour k = 1, . . . , 3n−2. Puisque les coefficients du système f2k = 0 sont indé-
pendants, nous pouvons prendre ces 3n−2 zéros réels avec ρ positive. Par conséquent,
en remontant les changements de coordonnées, ces zéros fournissent au moins 3n−2

solutions périodiques qui bifurquent du point d’équilibre zéro-Hopf à l’origine des
coordonnées. Notant que puisque le nombre de zéros est le nombre maximum fourni
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par le théorème de Bezout, les déterminants

det

(
∂(f21, f2k)

∂(ρ, ηk)

∣∣∣∣
(ρ,ηk)=(ρ∗,η∗k)

)

ne sont pas nuls k = 1, . . . , 3n−2.

Application

Considérons le système différentiel cubique

ẋ = 1
2
ε2x− y − 1

2
x3,

ẏ = x+ 1
2
ε2y + 3

2
x2y − y3,

ż3 = 3
2
ε2(z3 + x2y)− 1

2
z3

3 ,
ż4 = −ε2z4 + 1

3
z3

4 ,
ż5 = 3

2
ε2z5 − 1

3
z3

5 ,
ż6 = 1

4
ε2z6 − z3

6 + ε(−z3
6 + x3 + y3).

(5.6)

En faisant le scaling, passant aux coordonnées cylindriques (ρ cos θ, ρ sin θ, η3, η4, η5, η6)
et prenant θ comme une nouvelle variable indépendante, nous obtenons les fonctions
F2j(θ, ρ, η3, η4, η5, η6) pour j = 1, . . . , 5

F21(θ, ρ, η3, η4, η5, η6) = −1

2
ρ(ρ2(6 cos θ4 − 7 cos θ2 + 2)− 1),

F22(θ, ρ, η3, η4, η5, η6) = −1

3
η3(2η2

3 − 9),

F23(θ, ρ, η3, η4, η5, η6) =
1

3
η4(η2

4 − 3),

F24(θ, ρ, η3, η4, η5, η6) = −1

6
η5(2η2

5 − 9),

F25(θ, ρ, η3, η4, η5, η6) = −η3
6 +

1

4
η6.

En intégrant ces fonctions de 0 à 2π, nous obtenons les fonctions moyennées du
deuxième ordre f2j(ρ, η3, η4, η5, η6)

f21 = −1

8
ρ(3ρ2 − 4),

f22 = −1

6
η3(2η2

3 − 9),

f23 =
1

3
η4(η2

4 − 3),

f24 = −1

6
η5(2η2

5 − 9),

f25 = −1

4
η6(4η2

6 − 1).
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Nous résolvons les fonctions (f21, f22, f23, f24, f25) = (0, 0, 0, 0, 0)
par rapport à ρ, η3, η4, η5 et η6, nous obtenons 81 racines zi = (ρ∗i , η

j∗
i ) avec ρ∗i > 0

pour i = 1, . . . , 81 et j = 3, . . . , 6

z1 = (
2

3

√
3, 0, 0, 0, 0), z2 = (

2

3

√
3, 0, 0,

3

2

√
2, 0),

z3 = (
2

3

√
3, 0, 0,−3

2

√
2, 0), z4 = (

2

3

√
3, 0,
√

3, 0, 0),

z5 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3, 0, 0), z6 = (

2

3

√
3, 0,
√

3,
3

2

√
2, 0),

z7 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3,

3

2

√
2, 0), z8 = (

2

3

√
3, 0,
√

3,−3

2

√
2, 0),

z9 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3,−3

2

√
2, 0), z10 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0, 0, 0),

z11 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0, 0, 0), z12 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0,

3

2

√
2, 0),

z13 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0,

3

2

√
2, 0), z14 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0,−3

2

√
2, 0),

z15 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0,−3

2

√
2, 0), z16 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3, 0, 0),

z17 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3, 0, 0), z18 = (
2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3, 0, 0),

z19 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3, 0, 0), z20 = (
2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3,
3

2

√
2, 0),

z21 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3,
3

2

√
2, 0), z22 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3,
3

2

√
2, 0),

z23 = (
2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3,−3

2

√
2, 0), z24 = (

2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3,
3

2

√
2, 0),

z25 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3,−3

2

√
2, 0), z26 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3,−3

2

√
2, 0),

z27 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3,−3

2

√
2, 0), z28 = (

2

3

√
3, 0, 0, 0,

1

2
),

z29 = (
2

3

√
3, 0, 0, 0,−1

2
), z30 = (

2

3

√
3, 0, 0,

3

2

√
2,

1

2
),

z31 = (
2

3

√
3, 0, 0,−3

2

√
2,

1

2
), z32 = (

2

3

√
3, 0, 0,

3

2

√
2,−1

2
),

z33 = (
2

3

√
3, 0, 0,−3

2

√
2,−1

2
), z34 = (

2

3

√
3, 0,
√

3, 0,
1

2
),

z35 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3, 0,

1

2
), z36 = (

2

3

√
3, 0,
√

3, 0,−1

2
),

z37 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3, 0,−1

2
), z38 = (

2

3

√
3, 0,
√

3,
3

2

√
2,

1

2
),

z39 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3,

3

2

√
2,

1

2
), z40 = (

2

3

√
3, 0,
√

3,−3

2

√
2,

1

2
),

z41 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3,−3

2

√
2,

1

2
), z42 = (

2

3

√
3, 0,
√

3,
3

2

√
2,−1

2
),
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z43 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3,

3

2

√
2,−1

2
), z44 = (

2

3

√
3, 0,
√

3,−3

2

√
2,−1

2
),

z45 = (
2

3

√
3, 0,−

√
3,−3

2

√
2,−1

2
), z46 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0, 0,

1

2
),

z47 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0, 0,

1

2
), z48 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0, 0,−1

2
),

z49 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0, 0,−1

2
), z50 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0,

3

2

√
2,

1

2
),

z51 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0,

3

2

√
2,

1

2
), z52 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0,−3

2

√
2,

1

2
),

z53 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0,−3

2

√
2,

1

2
), z54 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0,

3

2

√
2,−1

2
),

z55 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0,

3

2

√
2,−1

2
), z56 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2, 0,−3

2

√
2,−1

2
),

z57 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2, 0,−3

2

√
2,−1

2
), z58 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3, 0,
1

2
),

z59 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3, 0,
1

2
), z60 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3, 0,
1

2
),

z61 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3, 0,
1

2
), z62 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3, 0,−1

2
),

z63 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3, 0,−1

2
), z64 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3, 0,−1

2
),

z65 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3, 0,−1

2
), z66 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3,
3

2

√
2,

1

2
),

z67 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3,
3

2

√
2,

1

2
), z68 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3,
3

2

√
2,

1

2
),

z69 = (
2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3,−3

2

√
2,

1

2
), z70 = (

2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3,
3

2

√
2,

1

2
),

z71 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3,−3

2

√
2,

1

2
), z72 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3,−3

2

√
2,

1

2
),

z73 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3,−3

2

√
2,

1

2
), z74 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3,
3

2

√
2,−1

2
),

z75 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3,
3

2

√
2,−1

2
), z76 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3,
3

2

√
2,−1

2
),

z77 = (
2

3

√
3,

3

2

√
2,
√

3,−3

2

√
2,−1

2
), z78 = (

2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3,
3

2

√
2,−1

2
),

z79 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,
√

3,−3

2

√
2,−1

2
), z80 = (

2

3

√
3,

3

2

√
2,−
√

3,−3

2

√
2,−1

2
),

z81 = (
2

3

√
3,−3

2

√
2,−
√

3,−3

2

√
2,−1

2
).

Les déterminants

det

(
∂(f21, f22, f23, f24, f25)

∂(ρ, ηj)

∣∣∣∣
(%,ηj)=(ρ∗i ,η

j∗
i )

)
(5.7)

qui correspondent aux racines sont : 9
16
,−9

8
, 9

4
,−9

8
,−9

2
et 9. Tous ces détermi-

nants sont non nuls. Il y’a donc 81 cycles limites qui bifurquent à partir d’un point
d’équilibre zéro-Hopf localisé à l’origine des coordonnées.
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Chapitre 6
Cycles limites d’un système

différentiel continu
tridimensionnel

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence des cycles limites qui bifurquent à par-
tir d’un point d’équilibre zéro-Hopf d’un système différentiel Lipschitzien tridimen-
sionnel. Cette étude a fait l’objet d’une publication internationale intitulée "Limit
cycles bifurcating from a zero-Hopf equilibrium of a 3-Dimensinal conti-
nuous differential system" dans le journal Sǎo Paulo Journal of Mathematical
Sciences.

Jafari, Sprott et Golpayegani dans [15] ont introduit des systèmes différentiels
continus sans équilibres. Il ont étudié l’existence de mouvements chaotiques dans la
dynamique de tels systèmes.
Dans [3], les auteurs ont motivé par l’article de Jafari, Sprott et Golpayegani. Ils
considèrent le système différentiel continu

ẋ = y,
ẏ = z,
ż = −a|x| − y + 3y2 − xz − b,

(6.1)

6.1 Cycles limites qui bifurquent d’un point d’équi-
libre zéro-Hopf d’un système différentiel tridi-
mensionnel continu

Dans cette partie, notre objectif est d’enrichir les propriétés dynamiques du sys-
tème différentiel (6.1), en fournissant les conditions nécessaires et suffisantes pour
l’existence de deux ou un cycle limite qui bifurquent à partir d’un point d’équilibre
zéro-Hopf des systèmes différentiels lipschitziens tridimensionnels (6.1).
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6.1. CYCLES LIMITES QUI BIFURQUENT D’UN POINT D’ÉQUILIBRE
ZÉRO-HOPF D’UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL TRIDIMENSIONNEL

CONTINU

Nous définissons les fonctions suivantes

f1(r, w) =
1

2π

(
2w

√
1− w2

r2
− πrw + 2r arcsin

(w
r

))
,

et

f2(r, w) = − 1

π

(
πβ + 2r

√
1− w2

r2
− 2πr2 + 2w arcsin

(w
r

))
.

6.1.1 Résultats

Notre résultats principaux sont les suivant

Théorème 6.1.1 Considérons le système (6.1) avec a = ε, b = ε2β et |ε| suf-
fisamment petit. Alors pour tout zéro (r0, w0) avec r0 > 0 des fonctions (f1, f2) tel
que le déterminant de la matrice jacobienne ∂(f1, f2)/∂(r, w) évaluée à (r0, w0) est
non-nul, il existe un cycle limite (x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) du système (6.1) tel que

(x(0, ε), y(0, ε), z(0, ε)) = ε(r0 + w0, 0,−r0) +O(ε2).

Si les deux valeurs propres de la matrice
∂(f1, f2)

∂(r, w)
|(r,w)=(r0,w0) (6.2)

ont une partie réelle négative, alors la solution périodique (x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) est
stable.
Si l’une de ces valeurs propres a une partie rélle positive, alors la solution périodique
(x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) est instable.

Corollaire 6.1.1 Considérons le système différentiel lipschitzien (6.1) avec a = ε,
b = ε2β et |ε| suffisamment petit.

(a) Le système (6.1) a deux solutions périodiques (x±(t, ε), y±(t, ε), z±(t, ε)) telles
que

(x±(0, ε), y±(0, ε), z±(0, ε)) = ε(r±, 0,−r±)+O(ε2) avec r± =
1±

√
1 + 2π2β

2π
,

Si 1 + 2π2β > 0, 1−
√

1 + 2π2β > 0 et 1 + 2π2β − 7
√

1 + 2π2β 6= 0.
(b) Le système (6.1) a une solution périodique (x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) telle que

(x(0, ε), y(0, ε), z(0, ε)) = ε(r+, 0,−r+)+O(ε2) avec r+ =
1 +

√
1 + 2π2β

2π
,

si 1 + 2π2β > 0, 1−
√

1 + 2π2β < 0 et 1 + 2π2β − 7
√

1 + 2π2β 6= 0.
(c) Si en plus des hypothèses des énoncés (a) et (b), nous avons que −1−2π2β+

7
√

1 + 2π2β > 0, alors la solution périodique associée à (r+, 0) du système
(f1, f2) est instable.
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6.2. PREUVE

6.2 Preuve

Preuve du théorème 6.1.1 Considérons le système (6.1) avec a = ε, b = ε2β
et ε ≥ 0. Pour appliquer la théorie de moyennisation, nous écrivons le système diffé-
rentiel (6.1) sous la forme (2.25). D’abors, nous faisons le changement de variables
(x, y, z) = (εX, εY, εZ), nous obtenons

Ẋ = Y,

Ẏ = Z,

Ż = −Y + ε(3Y 2 −XZ − |X| − β).

(6.3)

(X, 0, 0) est un point d’équilibre du système (6.3) quand ε = 0. Le système linéarisé
du système (6.3) lorsque ε = 0 à l’origine s’écrit comme suit Ẋ

Ẏ

Ż

 =

 0 1 0
0 0 1
0 −1 0

 X
Y
Z

 .
Nous faisons le changement u

v
w

 =

 0 0 −1
0 −1 0
1 0 1

 X
Y
Z

 ,
Nous obtenons le système différentiel suivant

u̇ = −v + ε(−3v2 − u(u+ w) + |u+ w|+ β),
v̇ = u,
ẇ = ε(3v2 + u(u+ w)− |u+ w| − β).

(6.4)

Nous passons aux coordonnées cylindriques (u, v, w) = (r cos θ, r sin θ, w), le sys-
tème (6.4) devient


ṙ = ε cos θ(r2 cos 2θ − rw cos θ + |w + r cos θ| − 2r2 + β),

θ̇ = 1− ε sin θ
r

(r2 cos 2θ − rw cos θ + |w + r cos θ| − 2r2 + β),
ẇ = ε(3r2 sin2 θ + r cos θ(w + r cos θ)− |w + r cos θ| − β).

(6.5)

Nous prenons θ comme une nouvelle variable indépendante dans le système (6.5),
il s’écrit alors

dr

dθ
= ε cos θ(r2 cos 2θ − rw cos θ + |w + r cos θ| − 2r2 + β) +O(ε2),

dw

dθ
= ε(r2(2− cos 2θ)− |w + r cos θ|+ rw cos θ − β) +O(ε2).

(6.6)
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6.2. PREUVE

Nous calculons la fonction moyennée en utilisant la formule (2.26) avec les nota-
tions

x = z = (r, w),

t = θ,

F (t,x) = F (θ, r, w)

T = 2π,

où F (θ, r, w) = (F1(θ, r, w), F2(θ, r, w)) est donnée comme suit(
F1(θ, r, w)
F2(θ, r, w)

)
=

(
cos θ(r2 cos 2θ − rw cos θ + |w + r cos θ| − 2r2 + β)

r2(2− cos 2θ)− |w + r cos θ|+ rw cos θ − β

)
.

La fonction moyennée f(r, w) = (f11(r, w), f12(r, w)) est donnée par

f1(r, w) =
1

2π
(

∫ arccos(−w
r

)

0

F1(θ, r, w)dθ +

∫ 2π−arccos −w
r

arccos(−w
r

)

F1(θ, r, w)dθ

+

∫ 2π

2π−arccos(−w
r

)

F1(θ, r, w)dθ),

f2(r, w) =
1

2π
(

∫ arccos(−w
r

)

0

F2(θ, r, w)dθ +

∫ 2π−arccos −w
r

arccos(−w
r

)

F2(θ, r, w)dθ

+

∫ 2π

2π−arccos(−w
r

)

F2(θ, r, w)dθ).

Nous obtenons

f1(r, w) = − rw
2

+
w
√

1−w2

r2

π
+

r arcsin(w
r

)

π
,

f2(r, w) = − 1
π

(
πβ − 2πr2 + 2r

√
1− w2

r2
+ 2w arcsin(w

r
)

)
.

(6.7)

Nous résolvons le système (f1(r, w), f2(r, w)) = (0, 0) par rapport aux variables r
et w ce qui est équivalent à

2w

√
1− w2

r2
− πrw + 2r arcsin

(w
r

)
= 0,

πβ + 2r

√
1− w2

r2
− 2πr2 + 2w arcsin

(w
r

)
= 0,

D’aprés le théorème 2.4.1, tout zéro (r0, w0) des fonctions (f1(r, w), f2(r, w)) don-
nées par (6.7) dont le déterminant

det(
∂(f1(r, w), f2(r, w))

∂(r, w)
)|(ri,wi) 6= 0, (6.8)
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fournit un cycle limite (r(θ, ε), w(θ, ε)) tel que

(r(0, ε), w(0, ε)) = (r0, w0) +O(ε),

du système (6.6).
Il est équivalent à un cycle limite (r(t, ε), θ(t, ε), w(t, ε)) tel que

(r(0, ε), θ(0, ε), w(0, ε)) = (r0, 0, w0) +O(ε),

du système (6.5).
Par conséquent, nous obtenons un cycle limite (u(t, ε), v(t, ε), w(t, ε)) tel que

(u(0, ε), v(0, ε), w(0, ε)) = (r0, 0, w0) +O(ε),

du système (6.4). Donc nous avons un cycle limite (X(t, ε), Y (t, ε), Z(t, ε)) de la
forme

(X(0, ε), Y (0, ε), Z(0, ε)) = (r0 + w0, 0,−r0) +O(ε),

du système (6.3).
Nous obtenons un cycle limite (x(t, ε), y(t, ε), z(t, ε)) tel que

(x(0, ε), y(0, ε), z(0, ε)) = ε(r0 + w0, 0,−r0) +O(ε),

du système (6.1).

Preuve du corollaire (6.1.1)

La fonction moyennée (f1(r, w), f2(r, w)) donnée par (6.7) a deux racines (r±, 0)

avec r± =
1±

√
1 + 2π2β

2π
. Le déterminant (6.8) à ces deux racines prend les valeurs

d± =
1 + 2π2β ∓ 7

√
1 + 2π2β

2π2
.

Alors, d’aprés le théorème (2.4.1) les affirmations (a) et (b) sont vérifiées.
Puisque les valeurs propres de la matrice (6.2) évaluée au point (r+, 0) sont

±−1− 2π2β + 7
√

1 + 2π2β

2π2
,

Alors la solution périodique est instable.
Par contre puisque les valeurs propres de la matrice (6.2) évaluée au point (r−, 0)
sont imaginaires pures, nous pouvons rien dire pour la stabilité de cette solution
périodique.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié l’existence des solutions périodiques des sys-
tèmes différentiels polynômiaux en utilisant la théorie de moyennisation.

En utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, nous avons montré
que les systèmes différentiels polynomiaux cubiques non-linéaires dans Rn admettent
au moins 3n−2 cycles limites.

En appliquant la théorie de moyennisation, nous avons donné des conditions néc-
cessaires et suffisantes pour l’existence des cycles limites qui bifurquent à partir d’un
point d’équilibre zéro-Hopf d’un système différentiel tridimensionnel continu.

Nous continuerons nos recherche à l’étude de l’existence des cycles limites des
systèmes différentiels qui modélisent des phénomènes en biologie, physique, méca-
nique.....

64



Bibliographie

[1] A.A. Andronov, E.A. Leontovitch and Mayer A.G. Gordon II, Etude qualita-
tive des systèmes dynamiques d’ordre deux, En Russe, Nouka Moxau, 1966.

[2] A.A. Andronov and A. Witt, Sur la théorie mathématiques des auto oxilla-
tions, C.R.Acad. Sct. Paris, 1930 ; 190 : 256-258.

[3] A.T. Azar, C. Volos, N.A. Gerodimos, G.S. Tombras, V.-T. Pham, A.G. Rad-
wan, S. Vaidyanathan, A. Ouannas and J.M. Munoz-Pacheco, A novel chaotic
system without equilibrium : Dynamics, synchronization and circuit realiza-
tion, Hindawi Complexity (2017), Article ID 7871467, 11 pages.

[4] E. Bendib, S. Badi and A. Makhlouf, On the 3-Dimensional Hopf bifurcation
via averaging theory of third order, Turk J Math (2017) 41, 1053-1071.

[5] N.N. Bogoliubov, On some statistical methods in mathematical physics,Izv.
vo Akad. Nauk Ukr. SSR, Kiev, 1945.

[6] N.N. Bogoliubov and N. Krylov, The application of methods of nonlinear
mechanics in the theory of stationary oscillations, Publ. 8 of the Ukrainian
Acad. Sci. Kiev, 1934.

[7] N.N. Bogoliubov and Yu. A. Mitropolsky, Asymtotic methods in the theory
of nonlinear oscillations, Gordon and Breach, New York, 1961.
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