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Résumé

Dans cette thése, nous étudions I’existence des solutions périodiques des systémes
différentiels en utilisant la théorie de moyennisation.

Premiérement, nous étudions 'existence des solutions périodiques qui bifurquent
de l'origine des coordonnées des systémes différentiels polynomiaux cubiques homo-
génes non linéaires dans R3.

Deuxiément, nous étudions I'existence des cycles limites des systémes différentiels
polynomiaux cubiques homogénes non linéaires dans R®, en utilisant la théorie de
moyennisation du deuxiéme ordre.

Troisiément, nous étudions 'existence des solutions périodiques qui bifurquent de
I'origine des coordonnées des systémes différentiels polynomiaux cubiques homogénes
non linéaires dans R" de la forme suivante

( 2

= (me+ae?)r — (b+ bie + b))y + Z el Z Wiy, B Y220

§=0  d1+..+in=3

2
g = (b+bie+ b+ (a1e + age?)y + Z gl Z bj@l’_n?inxilyhz? c g
j=0  d1+..4+ip=3

2
(R (k) 2 j (k) i1, 02 i3 in
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A (k) (k)
ou k =3,...,n. a1, az, b, by, ba, ajs, _ins bjir,.ins €, Cy €t Ciir.in SONE des

coefficients réels, € est un paramétres suffisamment petit et b £ 0.

Quatriement, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour 1’exis-
tence des solutions périodiques d’'un systéme tridimensionnel continu.
Mots-clés : bifurcation de Hopf, méthode de la moyennisation, solutions pério-
diques, systémes différentiels polynomiaux cubiques, systéme différentiel continu.




Abstract

In this thesis, we study the existence of periodic solutions of differential systems
by using the averaging theory.

Firstly, we study the existence of periodic solutions bifurcating from the origin
of coordinates of the nonlinear homogeneous cubic polynomial differential systems
in R3.

Secondly, we study the existence of limit cycles of the nonlinear homogeneous
cubic polynomial differential systems in R®, using the averaging theory of second
order.

Thirdly, we study the existence of periodic solutions which bifurcate from the
origin of coordinates of the nonlinear homogeneous cubic polynomial differential
systems in R” of the form

T = (@16 +ae®)x — (b+ bie + bee?)y + Z gl Z Qjiy.in Y223 2
J=0 i1t tin=3
2
g = (b+bie+be?)x + (a1 + ae)y + Zsj Z bjir,.i Lty i

: _ (k) J (k) i1,,12 13 in
Zr = (g 6+02 22+ E € 5 iy in Y2280 2,
j=0 i1+ +in=3

\

(k) (k) (k )
Where ]C = 3, ..., n. ap, ag, b, bl, bQ, ajﬂ‘l’m’in, bj,il,..~7in7 Cl s et c:

Gyt
cients, € is a parameter sufficiently small and b # 0.
Fourthly, we provide necessary and sufficient conditions for the existence of per-
iodic solutions of a 3-dimensional continuous differential systems.

i real coeffi-

Keywords : Hopf bifurcation, averaging theory, periodic solutions, cubic poly-
nomial differential systems, continuous differential systems.
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Introduction générale

Afin de découvrir des nouvelles connaissances, les chercheurs analysent des phy-
nomenes en physique, mécanique, chimie,...etc par le biais d’éxpérimentation. Cette
expérience doit suivre un shéma logique, pour étudier les différentes variables et pou-
voir les dégager. Ce shéma est constitué par les étapes suivantes

Le choix de sujet.

Isolation des variables.

Emettation des hypothéses.

Planification de la récolte des données.
Réalisation de ['expérience avec méthode.
la Récolte des données.

7. Conclusion.

L’étape finale dépend de l’écriture scientifique des résultats "modélisation de
phénomeéne". Les chercheurs ont choisi les mathématiques comme un moyen d’écrire
leurs résultats grace a sa rigeur. Certaines de ces phénomeénes s’évoluent au cours du
temps. On appelle cette évolution "systémes dynamiques" qui est représenté par
des applications ou des équations différentielles. Ces systémes peuvent étre détermi-
nistes ou stochastiques.

SEER Al S

Les systémes dynamiques en question ont évolué a la fin de 19%™¢ siécle et ont
contribué grandement a la compréhension de certains phénoménes non liniéaires.

L’étude des systémes dynamiques en mathématiques a été consacré principale-
ment a trouver des solutions analytiques des équations depuis plus de 2 siécles.

Mais les comportements dynamiques d’un systéme ne peuvent pas étre déterminés
par des solutions analytiques ou des solutions fermées. De plus, la solution analytique
des équations différentielles non linéaires est difficile & obtenir, sauf dans quelques
cas particuliers [20].

Une équation différentielle est une relation entre une variable, une fonction inconnue
et ses dérivées. Elle est de la forme

Ft,y,y,...y™) =0,
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Le terme équation différentielle ou oeuquatio differentialis est apparu pour la
premiére fois sous plume de Leibniz en 1776 pour définir la relation entre les diffé-
rentielles dz et dy de deux variables x et y [12].

Pendant son apparition, la résolution algébrique de ces équations différentielles a
pris une importance aux mathématiciens. Ils ne s’arrétaient pas a chercher une mé-
thode applicable a toute sorte d’équations différentielles. Ils rencontraient un des plus
important problémes de la théorie des équations différentielles :" Etude de l’exis-
tence et l'unicité des solutions”. C’était 1a ot Cauchy a mis sa tache en mathé-
matiques en introduisant un théoréme résolvant le probléme que les mathématiciens
passaient leurs temps & résoudre. Il a pensé que I’étude des équations différentielles
est une branche de la théorie des fonctions.

Plus tard, Poincaré s’intéresse a 1’étude qualitative des équations différentielles.
Il a dévelopé les solutions de ces équations en série en faisant trois changements dans
la fagon d’étude : étudier la solution d’une maniére globale, abandonner la variable
complexe (étudier des fonctions réelles) et géométriser le probléme.

Dans I'étude qualitative des équations différentielles, I’'étude de 'existence des
cycles limites est I'un des objectifs des chercheurs. Un cycle limite est une orbite
périodique isolée dans ’ensemble de toutes les orbites périodiques d’une équation
différentielle. Cette notion est apparu en 1881, dans le mémoire de H.Poincaré [31]
intitulé "sur les courbes définies par une équation différentielles". Van der Pol, Lié-
nard et Andonov ont démontré qu’un cycle limite est une trajectoire. Par conséquent,
Poincaré et Bendixon ont introduit un des principaux théorémes de la dynamique
non linéaire. Ce théoréme assure que dans une région bornée et compact du plan, une
trajectoire d'un systéme planaire converge vers un cycle limite ou un point critique.

Lors du deuxiéme congrés international des mathématiques ([13], 1900), David
Hilbert a présenté 23 probléme "dont ’avenir attend la résolution grace aux nouvelles
méthodes qui seront découvertes dans le siécle qui commence". Le seiziéme probléme
avec sa deuxiéme partie consiste a savoir le nombre maximum des cycles limites noté
H(n) du systéme différentiel polynomial de degré n suivant

{ r = P(z,y),
y = Glz,y)
Plusieurs résultats ont été obtenu sur le nombre de cycles limites en utilisant des

techniques différentes. La méthode de moyennisation fait partie de ces techniques.
Elle est la base de notre travail.

Un nouveau terme a été introduit en 1892 par Poincaré qui est la bifurcation. La
théorie de la bifurcation est un aspect fondamental des systémes dynamiques. Elle
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décrit le changement qualitatif des points d’équilibres d’une équation différentielle,
obtenue selon une faible variation d’'un parameétre.

Dans cette thése, on s’intéresse a I’étude des solutions périodiques des systémes
différentiels ordinaire avec des polynémes cubiques dans R™ en appliquant la méthode
de moyennisation du deuxiéme ordre.

Cette thése se compose de six chapitres :

- Le chapitre un donne un rappel sur les notions fondamentales aux systémes
dynamiques tels que : systéme dynamique, portrait de phase et flot d’une
équation différentielle, orbite périodique et cycle limites ainsi que des résul-
tats auxilliaires et théorémes d’existence et non existence des cycles limites.
On citera aussi un théoréme de la bifurcation de Hopf.

- Le chapitre deux présente les différents théorémes de la théorie de moyenni-
sation pour chercher les solutions périodiques des équation différentielles.

- Le chapitre trois consiste a 1’étude de la bifurcation de zéro-Hopf des sys-
témes différentiels cubiques dans R? en utilisant la théorie de moyennisation
du deuxiéme ordre. Ce chapitre est soumis pour une publication.

- Le chapitre quatre est consacré a I’étude de I'existence des cycles limites des
systémes différentiels polynomiaux cubiques homogénes nonolinaires dans R>.

- Le chapitre cinq s’intéresse a I’étude de la bifurcation de zéro-Hopf pour des
champs de vecteurs dans R™. On donne le nombre de cycles limites qui bi-
furquent d’un point d’équilibre zéro-Hopf. On a utilisé la méthode de moyen-
nisation de deuxiéme ordre pour traité ce probléme. Cette étude a fait I'objet
d’une publication internationale intitulée "S. Kassa, J. Llibre and A. Ma-
khlouf, N-dimensional zero-Hopf bifurcation of polynomial differential sys-
tems via averaging theory of second order, Journal of Dynamical and Control
Systems, ISSN 1079 — 2724".

- Le chapitre six est consacré a I’étude de I'existence des solutions périodiques
d’un systéme différentiel tridimensionnel lipschitzien de la forme

T =y,
y = z
z = —alz|—y+3y* —zz—b.

Ce chapitre a fait I'objet d’une publication internationale dans le journal "Sao
Paulo Journal of Mathematical Sciences" intitulée "S. Kassa, J. Llibre and
A. Makhlouf, Limit cycles bifurcating from a zero-Hopf equilibrium of a 3-
Dimensinal continuous differential system, ISSN 1982 — 6907".
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Chapitre 1 ) J—
Notions Preliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions générales et principales
pour I'étude qualitative des systémes dynamiques et des systémes différentiels poly-
nomiaux.

1.1 Systémes différentiels polynomiaux

Définition 1.1.1 On appelle un systéme différentiel polynomial dans R™, un
systéme de la forme

_(t> = Pl(xl(t>7x2(t)v“'7xn<t))7

E24) = Po(wr(t), wa(t), .., walt)),
(1.1)

da,

(0 = Pa(zi(), 2a(t), . 2a(t)),

ou P, P, ... et P, sont des polynémes a coefficients réels.
e Le systéme (1.1)) est de degré d ou d = max(degPy, degPs, ...,degP,).

e Si P, P, ..., P, ne dépendent pas de t explicitement, alors le systéme ((1.1)) est
dit autonome.



1.2. SOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL

1.2 Solution d’un systéme différentiel

On appelle solution du systéme (|1.1]) toute application dérivable

X:JCR"—R"
t— X(t) = (X1(t), Xa(t), ..., X0 (1))

ou I est un intervalle non vide tel que, pout tout t € I, (Xy(t), Xa(t), ..., Xp.(2))
satisfait le systéme.

1.3 Problémes de Cauchy (Problémes & valeurs ini-
tiales)

Considérons le systéme (|1.1) avec la condition initiale X (¢y) = Xo = (X10, X205 -+ Xn0)
ou F'= (P, P, ..., P,) est une fonction continue dans un voisinage de Xy et ¢y € 1.

Le probléme qui consiste a trouver une solution du systéme (1.1)) satisfaisant la
condition initiale Xy, est appelé probleme de Cauchy.

1.4 Existence et unicité

Définition 1.4.1 (Fonction lipschitzienne)
Une fonction F': U C R™ — R" est une application lipschitzienne de rapport k sur
U si

1E (1) = Fy2)l| < Ellyr — w2l (1.2)
pour tout y; € U et tout y, € U.

Définition 1.4.2 (Fonction localement lipschitzienne)
Une fonction F' : U C R" +— R" est localement lipschitzienne sur U si, pour tout
xo € U, il existe un voisinage V,,, C U de ¢ tel que F\V,, soit lipschitzienne sur
Vo -

Définition 1.4.3 Une fonction F': [ x U — R" est dite continue et lipschitzienne
sur U uniformément par rapport a ¢t € I si



1.5. STABILITE DE LA SOLUTION

(i) F est continue sur I x U,
(ii) Il existe k > 0 tel que

| F(t,y1) — F(t,y2)|| < kllyr — vl (1.3)
pour tout t € I, tout y; € U et tout y, € U.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme d’existence locale et d’unicité)

Soit F': I x U — R" continue sur I x U, localement Lipschitzienne en x € U,
uniformément en t. Pout tout (t9, Xo) € I x U, le probléme de Cauchy

x:F(t,X), X(to) :Xo, X GR", (14)

admet une solution unique (X, Ix) sur Ix.

Remarque 1.4.1 (X, Iy) est une solution du probléme de Cauchy (1.4) si et
seulement si X € C'(Ix,R") et

X(t) = Xo + /tF(s,X(s))ds,

to

pour tout t € Ix.

1.5 Stabilité de la solution

La notion de stabilité joue un role important a 1’étude des équations différentielles
et systémes différentiels. Elle a été introduite par Liapunov (1857 — 1918).

Définition 1.5.1 Considérons le probléme de Cauchy (1.4). Supposons que F
satisfait les conditions du théoréme d’existence locale et d’unicité de la solution. Soit

¢(t) une solution du probléme (1.4)) telle que ¢(ty) = ¢y.
¢(t) est dite stable au sens de Liapunov si

Ve > 0, 36 > 0 telle que toute solution x(t) de (1.4) vérifie
[2(t0) — doll < = [lz(t) — ()] <&,  VE=to.

Si de plus limy o ||2(t) — ¢(t)]| = 0, alors la solution est dite asymptotiquement
stable.



1.6. SYSTEMES DYNAMIQUES

1.6 Systémes dynamiques

Définition 1.6.1 Un systéme dynamique sur R" est une application U : RxR" —
R™ telle que

Exemple 1.6.1 Soit le systéme linéaire

T = Ax
’ 1.
{ l‘(O) = Zo, ( 5)
La solution du systéme (L.5)) est de la forme z(t) = edzg ot t > 0,z € R" et A
une matrice constante.

Le systéme (1.5 engendre un systéme dynamique U (¢, z) tel que
U:RT xR" = R"”

Ult,z) = e a.

Définition 1.6.2 Un systeme dynamique U sur R" est dit linéaire si

U(t,ax + By) = aU(t,x) + pU(t, y), (1.6)
Va, 5 € R,Vo,y € R" et Vt > 0.

1.7 Flot
Considérons le systéme différentiel polynomial ([1.1)).

Soit M(x1, ...,x,) un point de R™, on note ¢;(x1,...,x,) la position de M aprés
un déplacement d’une durée ¢ (t € I C R™).

Définition 1.7.1 On appelle flot 'application
¢: I xR" > R" (1.7)

4



1.8. FLOT D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

(L, 21, ey Tp) = Dp(T1, .oy )

qui vérifie les propriétés suivantes

1) %gbt(l’l, al‘n) - (Pl(xlv "'73771)7 "'7PTL($17 ...,l’n)),
i) @o(z1, .oy @n) = (T4, .00y 1),

i) Gpys(x, .oy Tp) = G(Ps(x1, ...y ),

pour tout (z1,...,x,) € R" et t,s € I.

1.8 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.8.1 Soit le systéme non linéaire

i = f(x), (1.8)

avec la condition initiale x(0) = x¢, 29 € E, E est un sous ensemble ouvert de R™

et f € CY(E). Soit ¢(t, z0) la solution du systéme (1.§)). L’ensemble des applications
¢; définies par

Pe(x0) = P(t, 20)

est appelé le flot de 'équation différentielle (1.8]).

Définition 1.8.2 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du
temps t, sinon il est dit non autonome.
1.9 Points d’équilibres

Les points d’équilibres ont un réle important & I’étude des systémes différentiels
non linéaires. Henré Poincaré (1854 — 1912) a montré qu’ il suffit de savoir le com-
portement de la solution a travers I’étude des points d’équilibres au lieu de résoudre
ces systemes différentiels.

Définition 1.9.1 Considérons le systéme différentiel (1.8)). Un point zq est dit
singulier ou d’équilibre du systéme ((1.8]) si

5



1.10. LINEARISATION DES SYSTEMES

1.10 Linéarisation des systémes

La majorité des systéme qui modélisent des phénoménes naturels sont non li-
néaires. Pour étudier le comportement des trajectoires de ces systémes, au voisinage
d’un point d’équilibre x(, on se raméne a I’étude de ces systémes linéarisés associés.

Définition 1.10.1 Considérons le systéme différentiel non linéaire (|1.8)).

Soit xy un point critique du systéme ([1.8)).

Le systéme

T = Ax, (1.9)
ou
df; o
A= Df(x) = (x0), 1<14,j<n, (1.10)
al’j

est dit systéme linéarisé du systéme ([1.8)) au point .
A est dite matrice jacobienne associée au systéme (1.8)) évaluée en .

Exemple 1.10.1 Soit le systéeme

T = at — 2y,
{ j= 2x+3gy/4. (1.11)

Xo = (0,0) est le seul point singulier du systéme ((1.11]).

La matrice jacobienne associée au systéme (|1.11]) calculée en (0,0) est

Df(0,0) = ((2) . )

Ainsi, le systéme linéarisé du systéme (|1.11)) s’écrit sous la forme

jj = _2?/,
Y = 2.
Définition 1.10.2 Le point critique zy du systéme ([1.8)) est dit hyperbolique si

aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne A = D f(x() n’a de partie réelle
nulle.



1.10. LINEARISATION DES SYSTEMES

1.10.1 Nature des points d’équilibre

Définition 1.9.4 Considérons le systéme différentiel (1.8)) avec z € R?. Soit A
la matrice jacobienne calculée d’ordre 2 au point Xy = (0,0) et soient A\; et Ay les
valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs
propres :

1. Si A; et A\ sont réelles non nulles de signe différent, alors le point critique X
est un point selle. Il est toujours instable (voir Fig.(1.1)).

A A A I T TR R T TR R
TR EER R
IS TEEE R A
P TR Bl o w e
Ea b S A i) T
e Y % N N e e e e e
O B M N e e e e e e
rars Y N e e e e A
= e

FIGURE 1.1 - (0,0) est un point selle.

2. Si Ay et Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :
o Si A < A <0, alors Xj est un noeud stable (voir Fig.(1.2))).



1.10. LINEARISATION DES SYSTEMES
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FIGURE 1.2 — (0,0) est un noeud stable.

o Si0 < A < Ay, alors X est un noeud instable (voir Fig.([1.3)).

FIGURE 1.3 - (0,0) est un noeud instable.

A, alors X est un noeud propre. Il est stable si A < 0 est

:)\2:

o Si /\1

instable si A > 0 (voir Fig.(1.4)) et Fig.(1.5])).



1.10. LINEARISATION DES SYSTEMES
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FIGURE 1.4 - (0,0) est un noeud propre stable.

FIGURE 1.5 - (0,0) est un noeud propre instable.

3. Si A1 et Ay sont complexes conjuguées avec une partie imaginaire non nulle,
alors Xy est un foyer. Il est stable si Re(A12) < 0 et instable si Re(A12) > 0

(voir Fig.(1.6) et Fig.(1.7))).



1.10. LINEARISATION DES SYSTEMES
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FIGURE 1.6 — (0,0) est un foyer stable.
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FIGURE 1.7 - (0,0) est un foyer instable.

4. Si A\ et Ay sont imaginaires pures, alors X, est un centre. Il est stable mais
n’est pas asymptotiquement stable (voir Fig.(1.8])).
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1.11. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRE
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FIGURE 1.8 — (0,0) est un centre.

1.11 Stabilité des points d’équilibre

Un systéme non linéaire peut avoir plusieurs points d’équilibre. Ces points peuvent
étre stables ou instables.
Soit le systéme

T = f(t,x), reR"teR. (1.12)
Soit p un point d’équilibre du systéme ((1.12)) et ¢(¢) la solution de ce systéme.

Définition 1.11.1 On dit que

i) p est stable si et seulement si
Ve > 0,30 > 0,[|o(to) —pll <9 = [|o(t) —pll <&,¥t > 1o

ii) p est asymptotiquement stable si et seulement si p est stable et s’il existe un
voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage

lim ¢(t) = p.

t—o00

On peut étudier la stabilité du systéme ((1.12)) selon les valeurs propres de la ma-
trice jacobienne D f(p), en utilisant le théoréme suivant

Théoréme 1.11.1 Soit p le point d’équilibre du systéme ((1.12)).

11



1.12. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

a) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne D f(p) ont des parties
réelles négatives, alors le point d’équilibre p est dit asymptotiquement stable.

b) S'il existe au moins une valeur propre de D f(p) avec une partie réelle positive,
alors le point d’équilibre p est dit instable.

c) Si Df(p) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres
avec des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du
point d’équilibre p.

1.12 Plan et portrait de phase

Définition 1.12.1 Soit le systéme planaire

dx
3_:5 = Pi(x(t), y(t)), (1.13)
E = Pz(x(t>’y(t>)'

Un portrait de phase est ’ensemble des trajectoires dans I’espace de phase. En
particulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables, Les solutions (z(t); y(t)) du systéme (1.13)) représentent dans le plan (x;y)
des courbes appelées orbites.

Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure com-
pléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait
de phase et le plan (z o y) est appelé le plan de phase.

1.13 Orbites périodiques et cycles limites

1.13.1 Orbites périodiques

Définition 1.13.1 Une trajectoire ¢(t, z) du systéme (1.1 est dite orbite pério-
dique s’il existe un nombre T" > 0 tel que

ot +T,x) = ¢(t,z), Vo € R™.

Le petit réel positif est appelé période.
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1.14. STABILITE DES CYCLES LIMITES

1.13.2 Cycles limites

Définition 1.13.2 Un cycle limite est une orbite périodique fermée isolée dans
un ensemble des orbites périodiques.

Définition 1.13.3 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la
variable x du cycle limite.

1.14 Stabilité des cycles limites

Théoréme 1.14.1 C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit
toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C' s’enroulent en spirales
autour de C' pour t — 400 ou t — —o0.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines sont attirées vers C.
2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et exté-
rieures voisines sont refoulées de C'.

Exemple 1.14.1 Soit le systéeme

1
T = —x—y—x(22®+ 2y?),

2 (1.14)
y = x+§y—y(2x2+2y2).

En coordonnées polaires x = rcos(), y = rsin(f) avec r > 0, le systéme (|1.14])
devient :

: 1 2
{ ro= 57’(1 — 4r?), (1.15)
0 = 1.

On obtient

firy=r= %T(l — 4r?).

Donc

r=0=r=0 ou r==-.

13



1.15. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

Comme r > 0, on n’accepte que la racine positive r = % La solution périodique
s’écrit alors sous la forme suivante

(2(8), y(t)) = (%cos(t + 90),%sin(t +00)),

avec 0(0) = 0.

et

=

Dans le plan de phase, il y a un seul cycle limite d’équation 22 + y? =

d’amplitude r = 1 (voir Fig.(L.9)).
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FIGURE 1.9 — Cycle limite du systéme ((1.14)).

1.15 Existence et non-existence des cycles limites

L’étude de 'existence des cycles limites joue un réle important dans ’étude du
comportement des trajectoires des systémes différentiels non linéaires. Nous citons
des résultats intéressants a cette étude.

Théoréme 1.15.1 (Poincaré-Bendixon). Soit le systéme planaire suivant

gy = g(x,9)
Supposons que f et g sont deux fonctions de classe C'! sur un sous sous ensemble
ouvert de R? noté par E, le systéme (1.16)) a une orbite v telle que 'orbite positive

{55 = fl@y), (1.16)

14



1.16. ENSEMBLE ISOCHRONE

v+ (p) = ®(p,t),t > 0 passant par le point p est contennue dans un sous ensemble
compact F' de E. Alors on est dans I'un des trois cas suivants :

* Soit v, (p) tend vers un point d’équilibre.

* Soit v, (p) tend vers une orbite périodique.

* Soit v, (p) est une orbite périodique.
Si F' ne contient pas de points critiques alors il existe une orbite périodique
du systéme (|1.16)).

Théoréme 1.15.2 (Critére de Bendixon). Soit le systéme

{fb = flz,y),

v = g(z,y),

et soit F' = (f,g9)T € C'(E) ou E est une région simplement connexe dans R?. Si
la divergence du champs de vecteur F' (notée VF') est non identiquement nulle et ne
change pas de signe dans FE, alors ce systéme n’a aucune orbite fermée entiérement
contenue dans FE.

Exemple 1.15.1 Considérons le systéme différentiel planaire suivant

io= 2+
y = —2xy— P

Soit F' = (22 + 13, —2zy — 2%y°)T. On calcule la divergence du champs de vecteur
F', on obtient

divF = VF = %(l‘z +9°) + %(—21@ —2*y%) = (20 — 22 — batyt) = —hatyt < 0.

D’ou, d’aprés le critére de Bendixon ce systéme n’a aucun cycle limite dans R2.

1.16 Ensemble isochrone

L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solutions pério-
diques, qui ont la méme période.
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1.17. BIFURCATION DE HOPF

1.17 Bifurcation de Hopf

Théoréme 1.17.1 Soit le systéme planaire

jj = fu(x;y)7
{z) = gulz,y), (1.17)

ol f est un paramétre. Supposons que (x,y) = (zg,yo) est un point d’équilibre

du systeme (1.17) qui dépend de .
Soient A(u) = ap) +iB(u) et AM(u) = a(u) —if(p) les valeurs propres du systéme
linéarisé au voisinage de (o, yo)-

Supposons que pour une certaine valeur de . = p, les conditions suivantes sont
satisfaites

L. a(po) = 0, Bluo) = w # 0 ot sgn(w) = sgn(%2 |upy ((0,30))),

9. dalw) | —d+£0,

dup

3. a+# 0 ou
1 1
a = E(fa:a:x”‘fwyy—l'gm:y_’_gyyy)—f—m(fxy(f:vx+fyy)_gxy(gxx+gxy)_fxxgmx+fyygyy>v

2
avec fmy - aam_afy ’u:,u,o (x()?y())'

Alors une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour pu > g si ad < 0
ou pour p < po si ad > 0.

Le point d’équilibre (g, yo) est stable pour p > o (respectivement pour p < pig)
si d < 0 (respectivement si d > 0).

L’orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est
instable (respectivement stable).

L’amplitude de l'orbite périodique est égale a /| i — o | et la période est de
T = 2 quand p — pig.

|w]

La bifurcation est dite supercritique si ’orbite périodique est stable et sous cri-
tique si 'orbite périodique est instable.

Exemple 1.17.1 Soit le systéme planaire suivant
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1.18. THEOREME DE BEZOUT

gy = z+ylp—2*—y°).
(0,0) est le seul point d’équilibre du systéme ([1.18)).

{fb = —y+a(p—2®—y?), (1.18)

Les valeurs propres de la matrice jocobienne du systéme linéarisé calculée au voi-
sinage de (0,0) sont A\(u) = p+ 17 et A(p) = p — 1.

Donc a(p) = p et B(p) = 1.

Le systéme a une bifurcation de Hopf pour p = 0. Nous avons w =1, d =1 et
a = —1. Comme ad = —1 < 0, alors il existe une orbite périodique qui bifurque de
I’origine pour g > 0.

Le point (0,0) est instable pour x> 0. Donc l'orbite périodique est stable. D’ou
la bifurcation est supercritique pour p > 0.
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FIGURE 1.10 — portrait de phase pour p = 0.2.

1.18 Théoréme de Bezout

Soient P, j = 1,...,n des polynomes de variables (zi,...,z4) de degré d; ou
1=1,...,d.
Considérons le systéme polynomial suivant
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1.18. THEOREME DE BEZOUT

( Pl(ZL‘l,[EQ,...,ZL‘d) = O,
P2($1,$2,...,93'd) = O,

(1.19)

L Pn(l'l,{[‘g,...,l'd) = Oa

ol (z1, 79, ...,x4) € R
Si le nombre de solutions de ce systéme est fini alors il est borné par d; X dy X ... X dy.
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Chapitre 2 — ) )
Theorie de moyennisation

La théorie de moyennisation est I'une des méthodes classiques qui permet d’étu-
dier I'existence des solutions périodiques des systéemes différentiels. Aprés les points
d’équilibre, les orbites périodiques et leurs type de stabilité fournissent de nombreuses
informations sur la dynamique des systémes différentiels.

La méthode de moyennisation donne des conditions pour lesquelles les points
singuliers du systéme moyenné fournissent des cycles limites pour des systémes dif-
férentiels ayant un centre.

L’histoire de cette méthode commence par les travaux classiques de Lagrange et
Fatou a la fin du 18%™¢ siécle. La premiére démonstartion de la validité asymptotique
de cette méthode a été introduite en 1928 par Fatou, en 1934 par Bogoliobov et Kry-
lov [6], en 1961 par Bogoliobov et Mitropolsky [7]. Ensuite plusieurs développements
ont eu lieu de cette méthode par Verhulst [36], Sanders et Verhulst [34], Malkin [30]
et Roseau [32].

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie de moyennisation avec ses différents
théorémes.

2.1 Théoréme de moyennisation du premier ordre

Considérons le systeme différentiel & valeur initiale suivant
i(t) = eF(t,x) + 2G(t,x),y(0) = w, (2.1)

oux € D C R", D un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que F(t,z) et G(t,x,¢)
sont des fonctions T-périodiques en t.
Le systéme moyenné associé au systéme (2.1)) est défini par

y=-cf(y),y(0) = o, (2.2)

fo) =5 [ Pl 2.3
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Le théoréme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du
systéme moyenné (2.2)) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.1)).
Théoréme 2.1.1 [34] Considérons le systéme ([2.1]) et supposons que
: OF 0*°F  0G
(i) F,—, = et —
Or’ 0x%  Ox
M indépendante de € dans [0,00) x D et € € (0, &¢).

sont des fonctions continues et bornées par une constante

(ii) F et G sont T-périodiques en ¢ (7" indépendante de €).
Alors on a :
(a) Sile point p est un point d’équilibre pour le systéme moyenné (2.2)) telle que

of
det(a_y)|y=p # 0, (2.4)
alors pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution 7T'—périodique
z(t) du systéme (2.1)) telle que z.(t) — p.
(b) Sile point d’équilibre y = p du systéme moyenné ([2.2)) est hyperbolique, alors

pour | ¢ |> 0 suffisamment petit, la solution périodique du systéme (2.1]) est
unique et de méme stabilité que p.

Preuve. Voir[34].

Exemple 2.1.1 Soit I’équation de Van Der Pol

i+x=e(l—a%. (2.5)

On écrit I’équation ([2.5) sous la forme du systéme différentiel suivant

{‘f” - (2.6)

y = —x+e(l—2a?)y.

En coordonnées polaires (r,6) ot = rcosf, y = rsinf, le systéme (2.6 devient

i = er(l—r?cos?0)sin® 6, @.7)

0 = —1—e(1—r%cos?0)sinfcosb. '
Le systéme ([2.7) est équivalent a

dr 2 2 2 2

5= er(l —r”cos®f)sin” 6 + O(e7). (2.8)
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

L’équation (12.8)) est sous la forme standard (2.1)) donc on peut appliquer le théorie
de moyennisation avec

v=rt=0T=2rF(tz)=F(r)=r(1l—1r°cos?)sin’.

D’aprés ’équation (2.3)), on obtient la fonction moyennée

1 [ 1
fO@r) = %/0 F(0,r)df = gT(T’Q —4).

f°(r) = 0 a une unique racine positive r = 2. D’aprés le théoréme 2.1.1, 'équation
de Van Der Pol (2.5) admet un cycle limite qui bifurque de la solution périodique
du rayon r = 2 pour | € |> 0 suffisamment petit car

df°

=140

0

d
Comme di(2) > 0, alors ce cycle est instable (voir Fig.(2.1)).
r
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FIGURE 2.1 — Cycle limite instable pour ¢ = 0.001 du systéme (2.7)).
Exemple 2.1.2 Considérons le systéme différentiel suivant

T = —y+e(x+a®—a°),
y = x.

En utilisant les coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf avec r > 0, on
obtient
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

7 = ercos?O(rtcos'd —r 00820—1)
0 = —1+esinfcosf(r?cos?f —rcosf +1).
ou
oz +yy
o
: Yy — yi
g mout
r

En dévisant r par 9, on obtient

dr ercos? 0(rt cos* 6 — r? cos? 6 — 1) (2.9)

d)  —1+esinfcosf(r?cosf —ricostf+ 1) '
Le systéme ([2.9) est équivalent a

dr

o = €rcos 20(r*cos* 0 — r? cos? 0 — 1) + O(?). (2.10)

L’équation (2.10)) est écrite sous la forme standard (2.1)) donc on peut appliquer
la théorie de moyennisation avec

v=rt=0,T=2nF(txz)=F(07r)=—rcos’0(r*cos*d — r*cos® — 1).

D’aprés I’équation (2.3)), on obtient

1 2

o) = > —(rcos?B(r*cos* @ — r? cos?§ — 1))de,
™ Jo

-1
= 1—6r(5r4 — 6r% —8).

d 0
La fonction moyennée f°(r) a un seul zéro positif r = v/2. De plus, on a [di(ﬂ)] =
r

-7
7<0.

Alors le systéme (2.1)) a un cycle limite stable d’amplitude /2 pour | € |# 0
suffisamment petit (voir Fig.(2.2)))
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2.2. THEORIE DE LA MOYENNISATION DU SECOND ORDRE
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FIGURE 2.2 — Cycle limite stable pour € = 0.001 du systéme ({2.1))

2.2 Théorie de la moyennisation du second ordre

Le théoréme suivant donne une approximation du second ordre des solutions pé-
riodiques pour certains systémes différentiels.

Théoréme 2.2.1 [34] Considérons les deux problémes aux valeurs initiales
@(t) = eFy(t,z) + > Fy(t,x) + 3 F3(t, z, €), z(0) = xo, (2.11)
et
g=cf'W)+f ) + "), y(0) =0, (2.12)
ou F1,Fy : [0,00) x D — R™ et F3 : [0,00) x D x [0,69) — R" sont des fonctions

continues, T'—périodiques par rapport a t et D est un ouvert de R".
Soit

£t ) = S (0) — ), (2.13)
y'(t,x) = /0 [Fy(s, ) — fO(x)]ds + 2(z), (2.14)

avec z(z) est une fonction de classe C! telle que la moyenne de y' est nulle. f©,
1% et ¢° sont les fonctions moyennées de Fy, f! et F, respectivement. Supposons
que :

oOF
1. —1, F5 et F3 sont continues sur leurs domaines de définitions et lipschit-

ox
zlennes en x. M
2. | F3(t,z,e) | est uniformément bornée par une constante M dans [0, —) x

€
D x (0, &)
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2.2. THEORIE DE LA MOYENNISATION DU SECOND ORDRE

3. T est indépendante de ¢.

1
4. y(t) € D pendant un temps d’échelle -
Alors
2(t) = y(t) +ey' (t,y(t) + O(e?),

1
pendant un temps d’échelle —.
€

Corollaire 2.2.1 Si les hypotheses du théoréme 2.2.1 sont satisfaites et de plus

fly) =0,
alors
1. Si p est le point d’équilibre du systéme moyenné ([2.12)) tel que
0
a—y(fw(y) +9°(Y)) ly=# 0, (2.15)

alors il existe une solution 7'—périodique z.(t) de I’équation (2.11)) telle que
z(t) —>p  quand & —0.

2. Si p est hyperbolique, alors pour | € |> 0 suffisamment petit, la solution pé-
riodique x.(t) de (2.11]) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Remarque 2.2.1

1. Si f%y) = 0, alors en coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, on
obtient que fO(r) =0, d’ou

2w aFl

Calculons f!°, on trouve

1 [?" OF s 1 [?" OF
10 1 1
= — — 0.r)dh)d — S d
f o, <0r (5,7“)/0 F1(0,r)df)ds + o ), or (s,r)z(r)ds,
. 1 2 8F1 s Z(T) m 8F1
= o i (_37“ (5,7“)/0 F1(0,r)df)ds + o i o (s,r)ds.

Ce qui implique que
1 2 6F1 s
10
= : 1
=5 [ G R (216)

0

2. Pour f°(y) = 0, on note la fonction moyennée du seconde ordre par
fa(r) = f10r) + ¢°(r). (2.17)
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Exemple 2.2.1 Considérons le systéme suivant

. _ 2 2,.2
{:1: = y+ex?+ 222 (2.18)

g o= —w+e@t a7+’ - qy).
En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf avec r > 0, le systéme ([2.18])
devient

r = erfcos®f + % (3r3 cos® Osin 0 + 3r% cos* 6 + 3r? cos® O sin 0
+3r cos® 6 — 6r2 cos® 6 + cos? 0 + 3r? — 1),
6 = —1-+ercos®Osing+ &(rcos® 6 + r? cos* @ — r? cos® fsin 6

—rcos? 0sin 0 + r? cos @ sin§ — 3 cos @ sin §).

Considérons maintenant @ comme une variable indépendante, on obtient le sys-
téme suivant

dr

—1
7 er? cos® 0 + 52(?7“(37“3 cos® 0sin § + 3r* cos* @ + 312 cos® O sin 0)

+12 cos® fsin ).
Il est équivalent a

% =cFy(0,7) + 2 Fy(0,7) + O(e?),

avec

Fy(0,7) = r*cos® 0,
et

—1
Fy(0,r) = (?r(i%rs cos® fsin 0 + 3r% cos* @ + 3r? cos® Osin ) + r® cos® sin ).
En appliquant maintenant le théoréme 2.2.1, on calcule la fonction moyennée
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2.2. THEORIE DE LA MOYENNISATION DU SECOND ORDRE

I 1
fO(r) —/ Fi(0,r)0 = 2—7’2 cos® 0df = 0.
0

:27r ) T

Puisque f°(r) = 0, on peut passer a la théorie de moyennisation d’ordre deux.
Calculons f! telle que

avec
1 ° 1 2 . 2
y (s,7) :/ Fi(0,r)dd = 3" sin s(cos” s + 2),
0

d’ou

oF 1
f(s,r) = 8—13/1(3, r) = §7"4 cos” ssin s(cos® s + 2).
r

On calcule maintenant la fonction fs telle que

R = PO+ 0 = 5= [ )+l
on obtient
—1 9
fa(r) = QT(QT —4)

-1
3
donc le systéeme a un seule cycle limite stable d’amplitude g pour | € |[#£ 0
suffisamment petit (voir Fig.(2.3)).

2 /
L’équation fo(r) = 0 admet une seule racine positive r = 3 Comme fg(g) =
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FIGURE 2.3 — Cycle limite stable pour € = 0.01 du systéme (?7).

2.3 Un autre théoréme de la moyennisation du pre-
mier ordre

Théoréme 2.3.1 On considére le probléme de bifurcation des solutions T'—périodiques
du systeme différentiel de la forme :

i(t) = Fo(t,z) +eFi(t,z) + 2 Fy(t,z) + 2 F3(t, 2, ), (2.19)

ol € € (—eg,&p) pour gy suffisamment petit. Les fonctions Fy, F; : R x Q@ — R” et
Fy : R" x Q x (—&g,e0) — R" sont des fonctions de classe C?, T—périodiques en ¢ et
) est un ouvert de R". Supposons que le systéme non perturbé

(t) = Fo(t,z), (2.20)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k avec k < n.

Soit x(t, z) la solution du systéme non perturbé (2.20) telle que x(0, z) = z. La
linéarisation du systéme non perturbé (2.20) le long de la solution périodique x(, 2)
s’écrit

y = D,Fy(t,z(t, 2))y, (2.21)
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Notons par M., (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (2.21)).
Supposons qu'il existe un ensemble ouvert V' avec C'L(V') C €, tel que pour chaque
z € CL(V), z(t, z,0) est T—périodique, ou z(t, z,0) est la solution du systéme non
perturbé avec x(0, z,0) = z. L’ensemble C'L(V') est isochrone pour le systéme
(2.19) ; c’est a dire il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques,
toutes ayant la méme période.

On note par € : R¥ x R"* — R la projection de R™ sur ses k premiéres coor-
données, c.a.d.

E(x1, .y y) = (21, .o, Tp),

et par £+ : R x R** — R"* ]a projrction de R” sus ses n — k derniéres coor-
données, c.a.d.

EH (1, oy Tn) = (Thgts ooy ).

Alors on a les résultats suivants.

Théoréme 2.3.2 [30] Soit V un ensemble ouvert et borné de R*, et soit 3 :
CL(V) — R™* une fonction de classe C2. Supposons que :

(i) Z = zo = (a,f(a)),a € CL(V) C Q et pour chaque z, € Z la solution
x(t, zo) de (2.20) est T—périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M,_(t) de (2.21)) telle

que la matrice M2 '(0) — M_(T) a dans le coin supérieur droit une matrice

k x (n—k) nulle, et dans le coin inférieur droit la matrice A,(n—k) x (n—k)
avec det(A,) # 0.

On considére la fonction § : CL(V) — R*

1 (T
S(a) = f(f/ M () Fi(t z(t, z4))dt. (2.22)

0
S’il existe a € V avec §(a) = 0 et det((dF/da)(a)) = 0, alors il existe une solution

T—périodique p(t, ) du systéme (2.19) telle que ¢(0,¢) — z, quand € — 0.
Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.
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Théoréme 2.3.3 [30] Soit V' un ensemble ouvert et borné avec CL(V) C Q
tel que pour chaque z, € CL(V) et pour chaque z, € Z, la solution x(t,z,) est
T —périodique.

Considérons la fonction § : CL(V) — R™

3(a) = % /0 MMyt 2(t, ) ). (2.23)

S’il existe a € V avec §(a) = 0 et det((dF/da)(a)) = 0, alors il existe une solution
T—périodique ¢(t,e) du systéme (2.19) telle que ¢(0,¢) — z, quand € — 0.

Théoréme 2.3.4 [30] Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et
borné de R™ et soit 3 : CL(V) — R™ une fonction de classe C*. Supposons que :
(i) Z = zo = (o, 8(a)),a € CL(V) C Q et pour chaque z, € Z la solution
x(t, zo) de (2.20) est T—périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.21)

telle que la matrice M_'(0) — M_'(T) a dans le coin supérieur droit la ma-

trice A, (m xm) avec det(A,) # 0, et dans le coin inférieur droit une matrice
m x m nulle.

On considére la fonction § : CL(V) — R™

g(a):gi(% /O MO F(t, (t, 20))dt. (2.24)

S’il existe a € V avec §(a) = 0 et det((dF/da)(a)) = 0, alors il existe une solution
T—périodique ¢(t,e) du systéme (2.19) telle que ¢(0,¢) — z, quand € — 0.

2.4 Théoréme de la moyennisation du premier ordre
via le degré du Brouwer

La méthode de moyennisation fournit des solutions périodiques des systémes dif-
férentiels non-autonomes en réduisant la recherche de ces solutions a la recherche des

zéros d'un systéme moyenné équivalent qui est autonome.

En 2004, une nouvelle approche a été introduite par A. Buica et J. Llibre [§] pour
la méthode de moyennisation. Ils ont utilisé des méthodes topologiques basées sur
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le degré de Brouwer pour résoudre des équations d’opérateurs équivalentes au pro-
bléme de la recherche des solutions périodiques d'un systéme différentiel perturbé,
sachant que ces quations d’opérateurs sont de dimension finie ou de dimension infinie.

Définition 2.4.1 Soient D un ouvert de R", g € C*(D), V est un ouvert de R”
telque VC Det Z, =2 €V :g(z) =0. Supposons que
Jg(z) # 07
ou J, désigne le déterminant de la jacobienne de g en z, alors le degré de Brouwer

de la fonction g par rapport a 'ensemble V' et le point O noté dg(g, V, O) est défini par

Maintenant, nous allons donner un théoréme de la moyennisation du premier
ordre via le degré de Brouwer.

Théoréme 2.4.1 [§] Soit le systeme différentiel

@(t) = eH(t,x) + 2 R(t, z,¢), (2.25)

ot H:RxD —R"et R:R x Dx|—¢e,e[— R"” sont des fonctions continues,
T—périodiques par rapport a la variable ¢t et D est un ouvert de R™. On définit

h:D — R" par

h(z) = %/0 H(s,z)ds. (2.26)

Supposons que :
1. H et R sont localement lipschitziennes par rapport a la variable x.

2. Pour a € D avec h(a) = 0, il existe un voisinage V' de a tel que h(z) # 0
pour tout z € V\{a} et dz(h,V,a) # 0 (ot dg(h,V,a) # 0 désigne le degré
de Brouwer de la fonction h dans le voisinage V' de a).

Alors, pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution 7T'—périodique
isolée z(t,e) du systéme telle que z(0,¢) — a quand € — 0.
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Remarque 2.4.1 Soit h : D — R" une fonction de classe C', avec h(a) = 0,
ot D est un ouvert de R" et a € D. Si det(Dh(a)) # 0 (c.a.d le déterminant de la
matrice jacobienne de la fonction h en a n’est pas nul), il existe un voisinage V' de a
tel que h(z) # 0 pour tout z € V\{a} et on a dg(h,V,a,0) € {—1,1}.

Remarque 2.4.2 Les hypothéses du théoréme (2.4.1) sont plus faibles que celles
du théoréme (2.1.1). Pour plus de détail sur le deuxiéme et troisiéme ordre voir [§].

Théoréme 2.4.3 Sous les hypothéses du théoréme (2.4.1), pour e suffisam-
ment petit la condition det(Dh(a)) # 0 assure l'existence et 1'unicité d’une solu-
tion T'—périodique z(t,¢) du systéme telle que x(0,¢) — a quand € — 0, et
si toutes les valeures propres de la matrice Dh(a) ont des parties réelles négatives,
alors la solution z(t, €) est stable. S’il existe au moin une valeur propre de la matrice
Dh(a) avec une partie réelle positive, alors la solution z(¢,¢) est instable.

2.5 Théorie de moyennisation d’ordre un et deux
dans R"

Théoréme 2.5.1 [22] On considére le systeéme différentiel suivant

i(t) = eF\(t,z) + 2 Fy(t,x) + 2 R(t, x, €), (2.27)

ot F1,F :RxD — R" R:RxDx(—ey,e7) = R" sont des fonctions continues,
T—périodiques par rapport a la premiére variable et D est un sous ensemble ouvert

de R™.

Supposons que les hypothéses (i) et (ii) sont vérifiées.
(i) Fy, Fy, R sont localement lipschitziennes par rapport a z, Fi(t,.) € CY(D)
pour tout ¢ € R et R est différentiable par rapport a e.

On définit fi, fo : D — R™ comme suit

fi(2) = —/OTFl(s,z)ds,fg(z) - %/UT [DzFl(s,z) /0 Fi(t, 2)dt + Fy(s, 2)| ds.

T
(2.28)

(ii) Pour V' C D un sous ensemble ouvert et pour chaque € € (—¢ey,e5) \ {0}, il
existe a € V tel que fi(a) +efao(a) =0 et dp(fi +ef2, V,a) # 0.
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Alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique ¢ (-, €)
du systéme (2.27)) telle que ¢(0,e) — a quand € — 0.

L’expression dg(fi + €f2,V,0) signifie que le degré de Brouwer de la fonction
f1 + efy dans un voisinage V' de zéro est non nul.

Si la fonction f; + efy est de classe C* alors, il suffit de vérifier que det(D(f; +
efa(a))) # 0 pour avoir que dp(f1 +f2, V,0) # 0.

Exemple 2.5.1 On consideére le systéme différentiel suivant

= gt -y — g+
y= x+ 3%+ 50% — ¢, (2:29)
z= 32(z4a2%y) — 18

On fait le changement de variable (x,y, z) = (¢ X,eY,eZ), on obtient

X = -Y+(X-1iX34+2XY?)e?,
Y = X+ (Y +3X%Y 473 (2.30)
Z = —3Z(22* - 9)e%.

En coordonnées cylindriques (X,Y,Z) = (pcosf,psinf,n), le systéme ([2.30))
devient

1
o= —Zp(17p2 cost 0 — 19p? cos? 0 + 4p? — 1),
. 17 9
0 = 1+ (Z,o2 cos® fsin 6 — é_po cos @ sin 6)e?, (2.31)
. 1
o= —gn2n = 9)t

Considérant § comme une nouvelle variable indépendante, le systéme ([2.31]) s’écrit
de la forme suivante

dp

8/9
Ui 1 2 2 3
2T (ZZp(on? — .
7 (=gn@n” —9)e” + O(e”)
Ce dernier systéme est de la forme

d
S~ eFi(0,,n) + 2F5(0,7,m) + O(%),

do
0
Fl(ev'ra 77) = (0)7

—2p(17p? cos 0* — 19p? cos 0% + 4p* — 1))
—sn(27* = 9) |
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On calcule la fonction f; telle que

fl(r777):%/0 TrFl(e?Tan)d‘g: (8)

On calcule maintenant la fonction fs telle que

1 27
e = (o). ) = 5 [ B0, poma,

car Fy(0,p,n) = (0,0), on obtient

falpn) = —?Mhﬁ—&,

{ﬁﬂw)= (2 = 9).

On résoud les fonctions fo; = 0, foo = 0, on obtient les racines

(p1,771) = (%\/ﬂ70)7
(p1,7m2) (%\/ﬂ,%\/ﬁ%
(p1,m3) = (3V14,-3+/2),

avec p > 0 et n un réel.
On calcule le déterminant des matrices jacobiennes des fonctions fo; et foo évaluées
aux points (py,7;), pour i = 1,..., 3, on obtient

d171 - —% 7& O,
dLQ - % 7£ 0,
dig = 5#0.

Alors le systéme (2.29) a 3 cycles limites qui bifurquent de l'origine, d’aprés le théo-
réeme 2.5.1.

Pour étudier la stabilité de ces trois cycles limites, on calcule les valeurs propres
des matrices jacobiennes des fonctions fa; et fop évaluées aux points (py,7;) pour
1=14=1,...,3, on trouve

Al = (%, —%),
Al = (—%, -9,
)\1’3 == (—%, —3)

Donc le cycle limite correspond a (p1,7;) est instable et les deux autres corresponds
aux (p1,m2) et (p1,m3) sont stables (voir Fig.(2.4).
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FIGURE 2.4 — 3 Cycles limites pour € = 0.01 du systéme (2.29)).
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— Chapitre 3 _ - .
Ea bifurcation zero-Hopf des

systemes differentiels
tridimensionnels

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre, nous
étudions l'existence des solutions périodiques qui bifurquent d’un point d’équilibre
zéro-Hopf des systémes différentiels cubiques dans R? de la forme

T = (a1e+ age?)x — (b+ bie + bae?)y + Z]l‘:o eI X;(x,y,2)
(b+ bie + boe)z + (a1 + ase)y + Y, _oe7Yj(w,y, 2) (3.1)
2 = (c1e+ e?)z+ Z;ZO e Z;(x,y, 2),

.
Il

ou

_ 3 2 2 2
Xi(z,y,2) = ajor’ + ajir’y + ajprz + a3y’ + ajuryz +
2 3 2 2 3
;52" + ajey” + a7y z + agyz + aj92°,

Y(z,y,2) et Z;(x,y, z) ont la méme expression que X;(x,y, 2) en remplacant a;; par
bji et c¢;; respectivement, pour j = 0,2 et i = 0,9. Les coefficients ajq;, bji, ¢ji, a1, as,
b, b1, by, c1, ¢ sont des paramétres réels avec b # 0. Lorsque € = 0, le systéme
a 'origine a les valeurs propres +bi et 0.

3.1 Bifurcation zéro-Hopf tridimensionelle via la théo-
rie de la moyennisation

Dans cette partie, nous étudions 'existence des cycles limites des systémes diffé-
rentiels cubiques non linéaires (3.1]).
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Notre résultat principal est le suivant
Théoréme 3.1.1 En appliquant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre,
le systéme (3.1) a 3 cycles limites qui bifurquent de 'origine lorsque ¢ = 0 si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

(a) b#0,

(b) 2(12(3(100 + ap3 + b01 + 3606) < 0,

(c) (8aacog—4ca(aos+bog))(coo(3aoo +aos +bo1 +3bos) —2(aos +bos) (coz +cor)) < 0,

(d) (—4@2(002 + Co7> + 02(3a00 + a3 + bO,l + 3b06>>(609<3a00 + ap3 + b01 + 3606) —
2(ags + bos)(co2 + co7)) < 0,

3.2 Preuve

Preuve du théoréme 3.1.1
Nous faisons le changement de variables (z,y,z) = (¢X,eY,eZ), le systéme ((3.1)
s’écrit comme suit

(X = —bY + (a1 X — b Y)e + (appX? 4 a1 XY + a2 X2Z + g3 XY+
CL04XYZ + (105XZ2 + a06Y3 + (l07YQZ + CLO’gYZQ + CLOQZS + (IQX—
bQY)Ez + (a10X3 + CL11X2Y + (112X2Z + a13XY2 + CL14XYZ+
a15XZ2 + CL16Y3 + CL17Y2Z + CL18YZ2 + a19Z3)53

Y = bX + (le - CL1Y>€ + (b00X3 + b01X2Y + bOQXQZ + b()gXY2+
bou XY Z + bos X Z% + bogY > + bgr Y2 Z + bosY Z? + bog 23 + by X —
CLQY)€2 + (b10X3 + b11X2Y + b]QXQZ + b13XY2 + bl4XYZ + b15
XZ%2+b16Y? + b017Y?Z + bigY Z% + b9 Z3)e?

Z = 01Z€ + (C()()X3 + 001X2Y + C02X2Z + CogXY2 + Co4XYZ + C05XZ2—|—
co6Y? + corY2Z + cogY 72 + c09 22 4 2 X — byY)e? + (c10X? + en XY +
19 X2 Z + c13XY? +cuXYZ + 15X 22 + c16Y? + c17Y? Z + c18Y 2%+

\ 01923)63

(3.2)
Nous passons aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z)=(pcos 0,psin 6,n), nous pre-
nons f comme une nouvelle variable indépendante. Le systéme (3.2)) devient

d
d_g = 5F11(97p7 77) + €2F21(07p7 77) + 0(83)7

o 2 63
@ = €F12(9,p, 77) + e F22(67p7 77) + 0(5 )’
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ou

a
F11(9>P,77) = ar

C
F12(97p7 77) = ﬂ

1 —(a1by)p
b b
bo’gp’f]2 COS2 60— (bog — a06>p3 sin 0 COS3 0 + bo7

Fy(0,p,m) = — agrp*n cos® @ — boyp®n cos® § —

p°nsin 6 + bggp® cos 0 sin @ + agep® cos O sin 0

+ boap*n cos 0 + agrp*n cos O + ag p* cos® 6

sin 0 + agap®n cos® O + ag 5pn* cos® 6 + boop®
sin f cos® 0 + pas + bosp® + bogpn® + bogp®

cos? 0 — 2bysp® cos® @ — (ags + boy ) p* cos* O +
(a3 + bo1)p® cos? 0 4 agyn® cos O + bogn® sin O +
Qoo p3 cos® 0 + ags p772 cos 6 sin 6 + bgs p277 sin @
cos? 0 + byspn? sin 0 cos @ — ba.n sin 0 cos® 6 +
apap’n cos® O sin On)

1
Fy(0,p,m) = E(Coopg cos® 0 + co1p° cos® Osin 6 + co3p°® cos 6

sin? § + cogp® sin® @ 4 coap?n cos? @ + coup®n cos f

sin @ + corp*nsin® 0 + cospn* cos O + cospn® sin 6 +

b1C177)
b

coon”® + con —

En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous obtenons

a
fll(p777) = %p?

e

fi2(p,m) = 2

avec b # 0.

Nous résolvons ces fonctions par rapport aux variables p et 1, nous obtenons
(p,m) = (0,0). Puisque p est nulle, il n’y a pas de solutions périodiques.
Pour passer au second ordre, nous devons donner des conditions suffisantes pour que
la fonction moyennée du premier ordre soit identiquement nulle c¢’est-a-dire

6L1:0

01:0
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Nous substituons ces conditions dans Fiq, Fia, F51 et Fyy. Nous appliquons la théorie
de moyennisation du deuxiéme ordre. La fonction moyennée du deuxiéme ordre est
donnée comme suit

1

fai(p,n) = §P(4(a05 + 508)772 + (3ago + ao3 + bo1 + 3bos) + 8as),
1

f2(p,n) = %77(2609772 + (coa + cor)p* + 2¢2).

Nous résolvons le systéme des fonctions fo1(p,n) = 0 et faa(p,n) = 0 par rapport a
p et n avec p > 0, nous trouvons

o) = @/ 2ay 0).

B 3@00 + ap3 + b01 + 3b06,

B 8agcog — 4cz(aos + bos)
(p27 772) - ( - )
Coo(3ago + aos + bor + 3bos) — 2(aos + bos)(coz + o)

\/ —4&2(602 + 607) + CQ(3CL00 + ap3 + b071 + 3b06)

co9(3ago + aos + bo1 + 3bos) — 2(ags + bos)(coz + cor)”’

B 8agcoy — 4cz(aos + bos)
(p2,m3) = (4/— ,
co9(3ago + ap3 + bo1 + 3bos) — 2(aos + bos)(co2 + cor)

- \/ —4&2(002 + 607) + 02(36100 + ap3 + b071 + 3606)

o9 (3ago + o3 + bor + 3bos) — 2(aps + bos)(co2 + cor)

Ces racines sont définies si les conditions (a), (b), (¢) et (d) sont vérifiées.

Nous calculons le déterminant d; de la matrice jacobienne évaluée au point
(pr, Zx) avec k =1, ..., 3, nous obtenons

2@2 (4@2(002 + 007) — 02(3a070 + ap3 + b01 + 3b06)

ho= (3aoo + ao3 + o1 + 3bos)b? ’

dy — ~ 2(4as(coz + cor) — c2(3aoo + aos + bor + 3bos ) (2a2c09 — (aos + bos)c2)
62609(3(100 + ap3 + 601 + 3b06) — 2(&05 + bog)(CQQ + 007) ’

4 — _ 2(4az(co2 + cor) — c2(3aoo + aos + bor + 3bos) (2a2c09 — (aos + bos)ca)

b2c9(3agy + aoz + bo1 + 3bos) — 2(ags + bos)(co2 + cor)

D’aprés les conditions (a), (b), (¢) et (d), les déterminants d, dy and d3 sont non-
nuls. Nous déduisons qu’il y’a trois cycles limites qui bifurquent de ’origine quand
e=0.
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3.2. PREUVE

Nous considérons le systéme suivant comme exemple

i = je’r—b5y—1a° + 2wy,

y = bx+ 3%y + sxty — o, (3.4)
. _ 3.2, °-1.3

z = 55 z — gZ .

En faisant le changement de variables (z,y, z) = (¢X,eY,eZ), nous obtenons

X = -5V + (31X —1X3 4 2xVv?)e?,
Y = 5X +(3Y + 35X +Y?)e?, (3.5)
Z = —iz(27? -9)e,

Nous passons aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z) = (pcos8, psinf,n), le sys-

téme (3.5)) s’écrit

p = —2p(17p? cos* 6 — 19p? cos? 0 + 4p* — 2)e?,
0 = 5e+ (Lp?cos®Gsinf — 2p? cosfsin f)e?,

no= (3n— 30

Nous prenons # comme une nouvelle variable indépendante, nous obtenons

{ % = —550(17p% cos® 0 — 19p* cos® 0 + 4p® — 2)?,
@ = Gon— ')
Nous appliquons la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre, nous obtenons
{ fa(p,n) = —3gp (70" ~ 16),
fa(p,n) = _%77(2772 - 9).

Nous résolvons le systéme des fonctions fo; = 0 et fos = 0, nous trouvons
4
(Plﬂh) = (?ﬁa O)a
4 3
(102’772) = (?\/?7 5\/5)’
4 3
(p2:m3) = (§\/_, —5\/5)7

Nous calculons les déterminant de la matrice jacobienne d; des fonctions fo; et foo
évaluée aux points (p;,7;),7 = 1, ..., 3, nous obtenons

3
d = ——
1 507
3
d? - %7
3
dy = =
3 257
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3.2. PREUVE

Puisque d; # 0, il y’a 3 cycles limites qui bifurquent de l'origine.

Nous étudions la stabilité des cycles limites selon les valeurs propres de la matrice
jacobienne.
Pour (p1,m1), les valeurs propres sont (A1, \y) = (13—0, —%) Nous concluons que ce
point d’quilibre est instable, donc le cycle limite associé est instable.
Pour (ps,n2) et (p2,73), les valeurs propres sont (A1, A2) = (—%, —2). Nous concluons
que ces points d’quilibre sont stables, donc les cycles limites associés sont stables.

Alors, il y’a 3 cycles limites, un est instable et deux sont stables (voir Fig.(4.1)).

FIGURE 3.1 — 3 cycles limites du systéme (??) pour € = 1072.
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— Chapitre 4 _ ) .
Ea bifurcation zero-Hopf des

systemes differentiels
polynomiaux cubiques de
dimension 5

En utilisant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre, nous étudions ’exis-
tence des cycles limites des systémes différentiels polynomiaux cubiques dans R®.

Dans [I1], les auteurs ont étudié l'existence des cycles limites des systémes diffé-
rentiels polynomiaux cubiques dans R*. Ils ont démontré qu’au moins 9 cycles limites
peuvent bifurquer de 'origine.

Dans cette partie, nous étudions ’existence des cycles limites des systémes diffé-
rentiels polynomiaux cubiques dans R® de la forme suivante

r 2
i = (aje+ ae?)z — (b+ bie + bae?)y + Z & X;(z,y, 2, u,w),
=0
2
g = (b+bie+ b))z + (are + aze?)y + Z Yj(x,y, 2, u,w),
=0
2
P (cle+02€2)z—|—Zeij(x,y,z,u,w), (4.1)
=0

2
i = (Bie+ Bog®)u + ZéjUj(x, Y, 2, U, W),

J=0

2
w = (A15+A252)w—|—ZejVVj(I,y,Z,u,UJ),

\ 7=0
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4.1. RESULTATS

ou

X;(2,y, 2, u,w) = ajor’ + aj 2%y + ajor?2 + a;37°u + aj 407w + a; 57y + aj6r2°
—l—aj;qu + aj,sxwz + j90TYZ + aj10TYU + a5 11TYW + A5 12T2U
+CLJ‘7131‘ZU) + Clj,14CCUUJ + Gj,15y3 -+ aj716y22 + aj717y2u + CLngwa
+aj19Y2U + Gj20Y2W + A YuW + aj992° + a;932°U + aj a2’ w
+6Lj725UUJZ -+ aj7262U2 + (lj’27ZU}2 —+ Clj728U3 + aj,29u2w + aj,30w3
+aj731yz2 + aj732yu2 -+ aj733yw2 + aj,34uw2.

Yi(z,y,z,u,w), Zj(z,y,z,u,w), Uj(z,y, z,u,w) et W;(z,y, z,u, w) ont la méme ex-

pression que X;(x,y, z,u,w) en remplacant a;; par bj;, ¢j;, Bj; et Aj; pour j =0,1,2

et © =0,1,...,34, respectivement. Les coefficients a;;, b;;, ¢;j, Bji, Aij, a1, az, b, by, ba,

c1,Co, B1, Bo, A1, Ay sont des parameétres réels avec b # 0.

4.1 Reésultats

Notre résultat principal est le suivant
Théoréme 4.1.1 En appliquant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre, le
systéme (4.1) admet au moins 27 cycles limites qui bifurquent de I'origine.
Preuve du théoréme 4.1.1

Nous faisons le scaling (z,y, z,u,w) = (eX,eY,eZ,eU,eW). Nous passons aux
coordonnées cylindriques (X,Y, Z, U, W) = (pcosf, psinf,n, &, () et nous prenons 6
comme une nouvelle variable indépendante. Nous obtenons le systéme suivant

| % = eFu(0,p,1,6,C) + & Fu(0, 0,1, €,¢) + O(?),
Z—Z = eF5(0,p,1,&,C) + €2 F2(0, p, 1, &, C) + O(*), "
% = eF3(0,p,m,€, Q) + 2 Fas(0, 0,1, €, C) + O(%),

( % = F14(0, ., €, ) + 2 Fas(0, p, 7, €, () + O(%),

Le systéme (4.2) est écrit sous la forme ([2.27)) avec

r=z = (p,n,§0),
t = 0,
Fl( 737) = Fll(eapa7775()7F12(67p777a€7C)aF13(97p777a€7C)7F14(97p7na€7C))

t ( )
F2(t7‘r) = (F21(97pa77757C)?F22(97pa77757C)?F23(97pa777€7C>7F24(67p7777€7g>>7
T

= 2m,
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4.1. RESULTATS

ou

Fu(0,p,m,6¢) = 7,
Fip(0,p,m,6¢) = 12,
Fi3(0,p,m,8C) = %,
Fuu(0, p,m,€¢) = <2,

Fo1(0, p,m, €C) = 3 (=242 4 by 256N sin 0 + by s p¢? sin 0 cos 6 + by 4p>( cos? Osin 6 —
b0, 18 sin 0 cos? O —bg 16p*n sin 6 cos 92—b0717p2§’ sin 6 cos ‘92—b0720p77€ cos 02—b0721p§§ cos 6% —
cos 021 pEbg 19408 Hag 31 p sin On?+-cos Hag 320 sin 02 +cos Oag 33p sin OC*+cos Oag 25ECn+
ap.9p” cos 0% sin On+ag 10p* cos 62 sin O +ag 11p% cos 62 sin 0C+ag 12p cos 62né+ag 13p cos 0*nC+
ap.14p €08 H2EC+sin Obg 3p* cos H2E+sin Obg 2 p* cos 62n+sin Obg 7p cos OE?+sin Oy gp cos On*+
sin 0bg 12 cos Oné+-sin Obg 13 cos OnC+sin By 14p cos OEC+cos Bag 19p sin Oné+-cos Gag 200 sin Ond+
cos Bag 21 p sin EC+sin Obg 50° cos O+sin Obg 17p*E+sin 0b0716p2n—|—sin 0bo 18p*C—cos B3np*ag 16+
a0, 1p3 cos 62 sin 6 + aggpcos 0*n* + agap? cos B3¢ + ag3p? cos 03¢ + ag2p? cos 0y +
ao.7p €os 02E24-ag 6p cos 02n*+cos Oag 241> (+cos Hag 20€2(+cos Hag 97m(%+cos Bag 26nE>+
cos Bag 23n*E+4-sin Obg o p® cos 03+sin Obg 342 +sin Obg 29£2C+sin 0 by 241> C+sin Obg 2702+
sin Obg 23n2E+sin Obg 26mE2+c0os Oag 34£C —cos 030 p>by g —cos 03 p*Eag 17—cos 03 pEbg 10—
COS ‘92772pb0731—COS 02p§260732—g2 COS Gzpb0733+b0’9p2 COS 977+b0710p2 COS 0§+b0711p2 COS 0C+
cos 0&0,17,025 + cos Hao,mpzn + cos 0@0,18p277 — sin @ cos €3p3a0,15 — sin @ cos 93p3b075 —
Ccos B3p?ag 1z — CcosB3p?bg 11 + sin 6 cos bag 150 + bo10pmE + bo200mC + bo21pEC +
ap0p” cos 0 + cos Bag 991> + cos Bag 30¢ + cos Oag 28> — 2 cos 02 pPbg 15 — cos 0 pPag 5 —
cos 01 p3bg 1 + cos 0 p3bg 15 + ag 5p® cos 6% + by 1p> cos 62 + sin Obg 25€> + sin Obg 30¢> +
sin 0o 221”4+ bo,310m* + bo,3206* + bo,33pC* + bo,15p” + pas)

Fao (6, p,m,£C) = 3(co,288%+ o303 + 12+ Co20m® + o189 C +8in Oco 150+ co 1702+
Co,5p° €08 0+co 16071 —C08 02 pco 5402302 E+Co,24m> CHCo,26ME > +Co,206 > CHCo,0p° OS 0%+
C0,346C% + co27mC” + Co21p 8N OEC + co10pSINONE + Co20p SN ONC + €012 COS ONE +
C0.13 €08 OnC+co 14p €08 OEC+cp 9 p* cos 0 sin On+co 10p? cos 0 sin OE+cq 11 p? cos 0 sin OC—
cos 02p2§co,17 —( cos 82p200718 —sin 6 cos 82p3co715 —COS 0277,0200716 —n% +cogp cos 0C+
Co 310 SN On?+co 1 p° cos 0% sin 0+ 320 sin 0% +cq 33 sin OC? +c 4p? €08 02C+c 25ECN +
Co3p” €08 02 + g ap? cos 021 + co.7p cos O + ¢y p cos On?),

Fy3(0, p,m,6C) = %(—fBlTbl — ¢ cos 92P230,18 — COs 927]P2Bo,16 — COs 92/02530,17 -
sin 6 cos 02p3BO715+B()725§C77+B0733p sin 0C%+ By 4p? cos 62+ By 3p* cos 92§+B()72p2 cos 6%n+
By 7p cos 2+ By ¢p cos 0>+ By g p cos 0C?+ By 31 p sin 01°+ By 3ap sin 062+ By 1 p® cos 62 sin 6+
B29§2C 4 Bo2an*¢ + Boasn*E — cos 0°p® By 5 + B0, 0p? cos 0% + By 54£¢* + Bo2rn(? +
Bo1sp*C+ Bo6p*n4Bosp® cos 0+ Bo17p°E+ Bo 26n&> 4 Bo,150° sin 6+ Bo 30¢ + Bo 221 +
£ By+ By 2s&3 + By 9 p* cos 0 sin On+ By 10p* cos 0 sin 0 + By 19p sin On& + By 20p sin 0n¢ +
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4.1. RESULTATS

Bo21psin 06¢ + Bo12p cos 0né 4 Bo,13p cos 0n¢ + By 14p cos 06¢ 4 Bo,11p° cos 0 sin 6(),

Fou(0,p,m,8C) = %(A0’10p2 cos 0sin 0¢ + Ag11p? cos 0 sin ¢ + Ag gp? cos 0 sin by +
Ap 200810 OnC+Ag 21 p sin O+ Ag 120 cos OnE+Ag 13p cos OnC+Ag 14p cos O£+ Ag 190 sin Oné —
cos 02 p*E Ag 17 —sin 6 cos 0% p® Ag 15— cos 62 p* Ag 15—cos 0% p? Ag 16— C 1+ Ay gp cos 62+
Ao 3195 01+ Ag 320 510 06>+ Ag 33p 510 OC>+Ag 4p” cos 0*C+Ag 3p” cos 076+ Ag 256Cn+
Ag2p® cos 0*n+ Agzpcos 02 + Aggp cos On? + Ag sp? cos O — cos 82 p® Ag 5 + A 170%E +
Ap,1p° cos 0% sin 0+ Ag 201>+ A 286>+ Ao 30¢ +Cx AgtAg 271C P+ Ao 346+ Ap 0 p° cos 07+
Ao23m?E + Ao 26n&? + Ao15p” sin 6 + Ag1sp>C + Ao 2062C + Ao 2am?*C + Aoa60’1).

Nous calculons la fonction moyennée du premier ordre f1 = (fi1, fi2, f13, f14) de
la forme

1 27
f1i(p,m, &,Q) = %/0 F1;(0,p,1,&,¢)do.

Nous obtenons

Sulp,n,€.¢) = &bp,
f2(p,m,€,C) = %
fis(p,m,€,C) = BTIS,
fuulp:n.&¢) = %-

Nous résolvons le systéme des fonctions moyennées

fll(pvnvga C) = Oa

f12(p7n7€a C) = Oa
f13<p7 77»@ g) - O,

f14(p7777£7 C) =0.

L’unique zéro de ce systéme est (p*,n*,&*,¢*) = (0,0,0,0). Comme p est nulle, la
méthode de moyennisation du premier ordre ne peut pas fournir d’information sur
I’existence des cycles limites. Pour passer au second ordre, nous mettons la fonction
moyennée du premier ordre nulle en prenant a; = ¢; = B; = A; = 0. Nous calculons
la fonction moyennée du deuxiéme ordre de la formule ([2.28]).

Nous avons fo = (fa1, f22, fo3, fos) = (f21(0, 1, €, (), f22(ps 1, €, €),
f23<p7 , 57 g)v f24(p7 7, 57 C)) donnée comme suit
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4.1. RESULTATS

Ja1
oz

Js

o

ou

L + L + 1€+ 11+ Ism€ + Lo + 1€ + 8az),

1
%(ng + Jo&® + T3+ JnPE + Tsn*C + Jenp® + Jné?

+ JsnC? + Jon€C + J1&2C + Juép® + Ji1o€C? + JisCp® + 2¢9m),

gib(KW?’ + K€ + KsG® + Kané + Ksn’¢ + Kenp? + Kmé®

+ Ksn(® + Koné¢ + K106”¢ + Kn&p® + K126 + Ki3(p® + 2Ban),
%(Lm?’ + Lo + LaC® 41 40°€ + Lsn*¢ + Lenp® + Lyné?

+ LgnC* + Loné¢ + L1o&2C + L11€p® + L126C% + LiaCp” + 2A9m),

Q0

Iy = 3(aoo + bois) + aos + bo1, 1o = 4(ags + bos1),
I3 = 4(agr + boz2), Iy = 4(aos + bos3),
Is = 4(ao12 + borg), Is = 4(ao13 + bo2o),
I7 = 4(ag14 + bo21), J1 = 2cp22,

Ja = 2cps, J3 = 2co30,

Jy = 2cg93, Js5 = 2co4,

J6 = co2 + Co16, J7 = 2cq,

Js = 2cpor7, Jg = 2coas,

Jl() = 26029, Jii = Co3 + Co1r,
J12 = 2co4, J13 = cos + cois,
Ky = 2By, K3 = 2Bss,

K3 = 2By3o, K4 = 2B,

K5 = 23024, KG - B02 + 30167
K7 = 2B, Kg = 2Bgo7,

Ky = 2Byss,

K19 = 2By, K11 = Boz + Bour,
K13 = 2By3a, K13 = Bos + Bos,
Ly = 2Ap9, Loy = 2Apss,

L3 = 2Ap30, Ly = 2Ap93,

L5 = 2 A4, Le = Aoz + Aois,
L7 = 2A¢2, Lg = 2A¢97,

Lg = 2Apss, Lo = 2A029,

Ly = Ags + Aoz, Lyy = 2A034,

Lis = Aops + Aois.

Nous résolvons le systéme des fonctions

f21(p7n7§a g) = Oa
f22<p’777€7 C) = 07
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4.2. APPLICATION

f23<p7n7§a g) = 07

f24<P777757 C) - 07

par rapport aux variables p, n, £ et (.
D’abord, nous isolons p? de I'équation fy(p,7n,€) = 0, nous obtenons

2 _]2772 + ;&% + I + Isné + Ign¢ + I:6¢ + 8as)
— I

avec I # 0.

Ensuite, nous substituons p? dans fy(p,n,€) = 0 pour i = 2,3,4. Alors, nous

obtenons les polynomes (g1(n, &, (), g2(n,&,¢), g3(n, &, ¢)) donnés par les expressions
suivantes

91(0,&,¢) = Ui + Usén® + UsCn® + Us&®n + Us&Cn + UsCPn + Upn + UsE®
Ug?C + UroC*E + Unié + UraC® + Ups¢ = 0,

92(1,&,¢) = Vin® + Vol + Valn® + Vi&n + Vs&ln + Vo + Vin + V€
Vol?C + VioC*E + Vi€ + Via (P + Vis¢ = 0,

93(n,€,¢) = Win® + Waln® + WsCn? + Wi&n + WisECn + WeCn + Wan + Wi’
Wol?¢ + WipC?E + W& + Wi + Wis¢ = 0,

En utilisant le théoréme de Bezout, le systéme g¢1(n,£,() = 0, g2(n,&,() = 0 et
93(n,&,¢) = 0 a au plus 27 solutions. Comme p > 0, nous déduisons qu’il y’a au
moins 27 cycles limites qui bifurquent de l'origine.

4.2 Application

Dans cette partie, nous donnons un systéme de la méme forme du systéme (4.1)).
Nous prouvons que le nombre de cycles limites de ce systéme est atteint.
Considérons le systéeme

T = %5% — 5y x + xy )

Yy 5+ 5e%y + Ja%y — o,

2 3532,22 ;’213’3 (4.3)
U —58 U+ 3u,

w = 3w — wd

En faisant le changement de variables (z,y, z,u, w) = (¢ X,eY,eZ U, cW), passant
aux coordonnées cylindriques (X,Y, Z, U W) = (pcosf, psinf,n,&, () et prenant 6
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4.2. APPLICATION

comme une nouvelle variable indépendante, nous obtenons la fonction Fy(p,n, &, () =
(Fyy, Foo, Fog, Foy) écrite de la forme suivante

1
F2l(pa777€7C) = —75P

10

1
Fos(p,n,€,¢) = ==n(6cos07p® — 20° + 9)” + O(£°),

30
Fislpy,€,€) = 356262 = 9)e% + O(&?),
Fialp,m,€,¢) = =35C(2¢2 = 9)? + O(").

(6p% cos 0* — Tcos 0%0® +2p* — 1

)2+ 0(e%),

Nous appliquons la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre, nous trouvons

f21(:07777§7 g) = _%Op(?)pz - 4)7
1
fa2(p,m, &, ¢) = —%n(%f —3p” —9),

Pl €:0) = 55626 ~9),
o, €,€) = —350(2* — 9).

Nous résolvons ce systéme de fonctions par rapport aux variables p, 7, £ et ¢, nous

obtenons les racines z;

(IO:777:7€;(7C1*) avex p;k > 0. Pour 7 =

sont données comme suit

SRR SR SR SRS
© ~ ot w =
Il

N

[y
—_

[N
—
w

215
217
219
)
223

N W
NN
3 S

NN NN T N N TN T

1D DO DO NN

PP

N N N /N /N

QOO [N [N [N NW [N W [N W N W [N

ShRhpDan®

0,0,0), 2 = (2v/3,0,2v2,0
0,—3v/2,0), 24 = (3v/3,1/26,0,
~1V26,0,0) = (V3. 4va0 2
_%\/%7%\/57 0), zg = (%\/37%¢%,
—3V26,-3v/2,0), 210 = (5V3,0,0,3
0,0,—3v/2), 212 = (5V3,0,5V2,
0,3v2,—3v2), 214 = (5v3,0,—3v2
0,—%\/5,—%\/5), 216 = (%\/37%\/2—6,0
—%\/2_6,07 %\/5), Z18 = (%\/57 %\/2—6,0
S1V36,0,-3v2), = (3V3LvES.2
,%\/2_673\/5,—%\/5) ) 229 = (%\/57%\/2_67
,AV26,—3v2,-3V2) . zu = (3V3,-3V26
,— 3V2,-3V2) e = (3V3,-1V26
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4.2. APPLICATION

Le déterminant

ot (6(f21, foo, fos, fon) (44

O(p, UBS O (Q,mf,()(p*m*vﬁ*,(*)>

. 1 s 39 39 39 39
est égal & 5555, — 5505, T 13500 — 625

Comme le déterminant est différent de zéro, alors le systéme (|4.3]) admet 27 cycles
limites qui bifurquent de l'origine.
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— Chapitre 5 _ - .
Ea bifurcation zero-Hopf des

systemes differentiels
polynomiaux de dimension n

En utilisant la théorie de la moyennisation du deuxiéme ordre, nous étudions
I’existence des cycles limites qui bifurquent a partir d’un point d’équilibre zéro-Hopf
d’un champs de vecteurs avec des polynomes non-linénaires cubiques dans R™. Nous
prouvons qu’il y a au moins 3”2 cycles limites bifurquants & partir de tels points
d’équilibre zéro-Hopf. De plus, nous donnons un exemple en dimension 6 montrant
que ce nombre de cycles limites est atteint. Ce chapitre fait ’'objet d’une publication
dans le journal "Journal of Dynamical and Control Systems".

S. Kassa, J.llibre and A. Makhlouf, n-dimensional zero-Hopf bifurcation of po-
lynomial differential systems via averaging theory of second order, JDCS,2020.

5.1 La Bifurcation zéro-Hopf des systémes différen-
tiels polynomiaux de dimension n par la théorie
de moyennisation du deuxiéme ordre

Dans ce chapitre, notre objectif est d’étudier I'existence des solutions périodiques
qui bifurquent & partir d’'un point d’équilibre zéro-Hopf des systémes différentiels
dans R™ avec des polyndmes non-linéaires cubiques en utilisant la théorie de la
moyennisation du deuxiéme ordre.

J. llibre et X. Zhang|25] ont étudié la bifurcation de Hopf dans la dimension
n > 2, en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Ils ont prouvé
qu’au moins 273 cycles limites peuvent bifurquer & partir d'un point d’équilibre avec
des valeurs propres +bi et n — 2 zéros, c¢’est-a-dire d’un point d’équilibre zéro-Hopf
de R™. Ils ont prouvé pour la premiére fois que le nombre de cycles limites bifurqués
dans une bifurcation Hopf peut croitre de facon exponentielle avec la dimension du
systeme.
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5.1. LA BIFURCATION ZERO-HOPF DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
POLYNOMIAUX DE DIMENSION N PAR LA THEORIE DE
MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

Dans cette partie, nous étudions I'existence des cycles limites qui bifurquent de
Iorigine des systémes différentiels polynomiaux cubiques dans R™ de la forme sui-
vante

( 2
& = (e + ae®)x — (b+ bie + boe?)y + Z gl Z Qjiyin T Y22 2
G=0  irt..tin=3
2
g = (b+bie+be®)x + (a16 + axe?)y + Z el Z Diiyin T8 2

j=0  i1+..+in=3

2

(o) (k) 2 J (k) i1, 2 i3 i
2 = (¢ e+cy %)z, + E £ E Cityonin Y28
\ Jj=0  di1+..+in=3

(5.1)

(k) (k) sont des

ol k’ = 3, ...,n. ay, ag, b, bl, bg, amwin, bj,il,...,ina Cl s 02 et C§f€i)1,...,in
paramétres réels, € est un paramétres suffisamment petit et b # 0.
Pour ¢ = 0, le systéme a les valeurs propres +bi et n — 2 zéros. Ainsi I'origine
est un point d’équilibre zero-Hopf.

Notre résultat principal est le suivant

Théoréme 5.1.1 Considérons le systéme différentiel dans R™ avec n > 2.
En appliquant la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre a ces systémes, ils
peuvent avoir au moins 3”2 cycles limites qui bifurquent a partir du point d’équilibre
zéro-Hopf localisé a 'origine des coordonnées lorsque € = 0.

Dans le corollaire suivant, nous fournissons un systéme différentiel dans R® ayant
le nombre maximum de cycles limites indiqué dans le théoréme (3.1.1).

Preuve du théoréme 5.1.1

Considérons le systéme différentiel polynomial non linéaire cubique (5.1]) dans R™.
Faisons le scaling (2,9, 23...,2,) = (6X,eY,eZ5...,Z,), le systéme (5.1)) devient
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( 2
. 1 . ) .
X = 2 - 2 - § J § . i1t tin
(CL1€ + age )X (b + b1€ —+ b28 )Y + . I3 | ' @jiy.....in€
. . . ) 7=0 i14...+ipn=3
Xuyngis | zin
2
. 1 .
Y = (b + 615 + b2€2)X + (CL1€ + a252)Y + — E 5 E Z1+ +’lnb] i

£~ . !
7=0 114 +in=3

X0Yiz@ . Zin,

2
() 1 : i1 4ontin ()
Zk — (Cl 15 + 02 )Zk + c ZO J Z £ E Cj,il ..... 7;7L
j=

i1+ Fin=3

\ Xuyizs | Zin,
(5.2)

pour k=3,...,n

Comme nous avons i, +. .. +1i, = 3, alors ¢+ = &3 nous écrivons le systéme

(5.2) comme suit

2
X = (a1 4 ae?)X — (b+ bie 4 bye?)Y + &2 Z gl Z iy iy XY RIS T
7=0 11+...+in=3
2

Y = (b + b15 + b252)X + (CL1€ + CL2€2>Y + g2 Zéj Z bj7i1 77777 Z‘nXilyi?Z?iS e Z;n,
Zp= (et ez, +¢ Z CEEDWNC VP b G A B
.7 0 14 Fin=3

k (5.3)

pour k=3,...,n
Nous passons aux coordonnées cylindriques (X,Y, Zs, ..., Z,) = (pcosO, psinf,ns, ..., n,),

le systéme (j5.3]) devient
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2
p= appe+ e’ (cos 6 Z gl Z Wjiy....in (pCos0) (psin 0)2n .. pir
2

+sinf Y & Z bjiy..in(pcos @) (psin0)2n .. nin + agp) ,
J=0 i1+ +ipn=3

2
0 = % (bp + bype + % cosd Z gl Z bjir...in(pcosf)™(psin 0)i277§3 i
J=0  i14etin=3
2
—sinf Y ¢’ Z Qjiyoin(pcos @)t (psind)2nsd ... + bg) :
0

2

i = cPen, + &2 < Z gl Z cy?l ..... . (pcos) (psin)2ng ... + cgk)nk),
J=0  ii4otin=3

(5.4)
ouk=3,...,n.
Nous prenons § comme une nouvelle variable indépendante au voisinage de (p, 23, ..., 2,) =

(0,0, ...,0), le systéeme (.4]) s’écrit

( 2
d ea € ; . o ;
d_g = Tl + ?(COSQ Z A0,iy.....in (pcOS 0) (psin 0)2ns® .. nyr
i1+...+in=3 b
+ sin 6 Z bo,iy....i, (pcos0) (psin 0)2n% ... + agp — a%f) +0(e%),
i1+...+in=3
dny Ecgk) e? (k) i . i, i3 in (k)
= M + 7 Z Ciivo, i (pcos0)(psin@)2ng ...n" 4 cy M
(k) 11+ +in=3
c'b
\
(5.5)
ouk=3,...,n.

Le systéme (5.5)) est sous la forme standard de théorie de moyennisation.

Nous utilisons les notations du théoréme 2.5.1, c’est-a-dire
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T =2z 0, p,m3, -, Mn),
t = 0,
Fl(t7x> = (F11(97p7773a"'77771)7F12(97p7?737"'777n)aF13<071077737"'77771)7

ce Fl(nfl)(eap’ M3y ... ann))7
Fg(t,l'> - (F21(97P7773;---777n)7F22(97/)77737~--ann);F23<97P77]3>~-;7]n)7
ce FQ(nfl)(eapa N3y 77771))7

T = 2,
ou
(3) (n)
a o c
Fr = | —p,—m3,...,—
1 ( b p7 b 7737 ) b 77 )
1 ‘ o :
F, = (5(0089 | Z A0,iy.....in (pCOSB) (psin 0)?ns® ... .n"
i1+...+in=3
) o ) b
+sinf D> bogy,in(pcosO) (psin0)2ng i 4 asp — %)
i+...+ipn=3
(3)
1 3 i . o s i 3 c bl
g( D Comia(peosO) (psinf)Rug gy + ) — )
i1+...+ip=3
1 n i : i, i i n C(n)b1
E( Z c((],i)l ..... i, (pcos ) (psin@)2ng . ..oy +Cg ) - 1b ):
i14...+ip,=3
avec k= 3,...,n.
Nous calculons la fonction moyennée du premier ordre f; telle que
1 27
fl(p7773a"'777n):2_/ Fl(eapan?n"'ann)dev
T™Jo
et nous obtenons
ai
B P
o3
s
fl(p77]37"'77]n): ;
o)
lb N
Nous résolvons le systéme des fonctions fi(p,n3,...,1n,) = (0,0,...,0) par rap-

pOI‘t a PsN3y -5 Tn-
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L’unique zéro de ce systéme des fonctions est (p, 73, ...,7,) = (0,0,...,0). Alors
la théorie de la moyennisation du premier ordre ne peut pas fournir d’informations sur
I’existence des solutions périodiques. Pour passer au deuxiéme ordre, nous rendons
la premiére fonction moyennée identiquement nulle, c’est-a-dire nous prenons a; =
cgk) =0pour k=3,...,n.

Nous calculons la fonction moyennée du deuxiéme ordre en utilisant la formule
(2.28]), nous obtenons

1

21
f2(p77737---777n):2_/ F2(‘97077737-~777n)d67
T Jo

car F1(0,p,m3,...,1m,) = (0,0,...,0), avec

1 o ; . Nig i i
for(psmzy oo smn) = / (6089 E A0iy....in (P COS ) (psin 0)2ns? .. npr
0

2mh L
i1+...+in=3
+ sinf Z bo,iy....i, (pcos ) (psin 0)2ni .. .nin + a2p> do
i1+...+ip=3
1
=
omb
1 o k i : io,0 i k
for(p,ms, ) = 2—7Tb/ ( > (peosO) (psin®) i i + S )nk) dg
0 i1t tin=3
1
—1I
omh
ou k=3,...,n, avec

2
— 3 2 o2 4 4
I = / {/J ((a0,1,2,0,.,0 + bo,2,1,0,.,0) cos™ 0sin” 6 + ag 30,0 cos” 0 + by 30,080 0)
0

+ P( Z 10,1,0,15..i, COS” O .1 + Z b0.0,1,i5..i,, SIN° O3 .l + a2>] do

14 tin=2 14 tin=2
1
3
= Zﬂ'(aO,LZ,O,.‘,O +bo21.0..0+ 3(@030..0+ b0030..0))p
+ 7T(2@2 + E 0,105,708 E D00, L5015 T )/%

i1+...+in=2 i1+...Fin=2
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et
27 ' A N ‘ A
I = / {PQ ( Z CE) 2) ,0,i3.,in cos” Ong’.m + Z 66,8,2,1'3,..,in77§3~-77:f sin’ 9)
0 i34 tin=1 it tin=1
+ Z C000@3 inl 77:1"‘*‘02 nk}dé’
13+..+in=3
2 Zn 7 ’in
= W(P ( Z (()2)013 zn773 Y/ Z 21'3,..,1‘”7733-'7771)
i3+..+ip=1 3+..+in=1
i in k
25 oy + ),
avec k= 3,...,n.

Alors la fonction moyennée du deuxiéme ordre est donnée comme suit

P
Ja = 0 [8a2 + (a0,1,20,.,0 + b0,2,1,0,..0 + 3(a03,0,..0 + b0,0,3.0,..0)) P°
+ Z aovlvori?)”inné:i"n:’iln _'_ Z b070717i3~~in77§3"77’fln:| )
i1t =2 it =2
L( o (k) :
fow = %(p ( Z €0,2,0,i3.. zﬂ773 N Z 00213, ,zn773 My’
i3+..+ip=1 i3+..+inp=1
k ; k
125 aaois + ),
i34..+1p,=3
ouk=3,...,n
Nous résolvons le systéme des fonctions moyennées du deuxiéme ordre par rapport

apan37"‘7nn‘
D’abord, nous isolons p? de fy; = 0, nous obtenons

i3 7 i3 7
8ay + Z 0,1,0,i3..i, 713 -y T Z 00,0,1,i5..in 115 -1y
9 i1+ tin=2 i1+ tin=2

@0,1.2,0,..0 + 00,2100 +3(@03,0..0 + b0,030..0)

Ensuite, nous substituons p* dans fo, = 0 pour k = 3,...,n. En utilisant le théo-
réme de Bezout, nous déduisons que ces fonctions admettent au plus 3”2 zéros réels
(p*,m;) pour k = 1,...,3" 2. Puisque les coefficients du systéme for, = 0 sont indé-
pendants, nous pouvons prendre ces 3"~ 2 zéros réels avec p positive. Par conséquent,
en remontant les changements de coordonnées, ces zéros fournissent au moins 372
solutions périodiques qui bifurquent du point d’équilibre zéro-Hopf a l'origine des
coordonnées. Notant que puisque le nombre de zéros est le nombre maximum fourni
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par le théoréeme de Bezout, les déterminants

d%<mﬁhm> )
(P )=(p* 1)

ne sont pas nuls k = 1,...,3" 2,
Application
Considérons le systéme différentiel cubique
y= atzeytgrty — v,
S 3.2 2,y _ 1.3
SR G G (5.6
Z4 = —E7Z4 + 524,
Z.5 = %8225 — %Zg,
| 6= 32 — 2§ +e(—23+ 23 + 7).

En faisant le scaling, passant aux coordonnées cylindriques (p cos @, psin 0, 13, 4, 15, 1)
et prenant § comme une nouvelle variable indépendante, nous obtenons les fonctions

FQj(evpv 77377]4,775,776) pour j=1,...,5

[ Foa(0.p, ) = —2p(p?(6cos 0t — Teos 62 +2) — 1),
F(0,p,m3,ma5m5,m6) = —5773(27733 -9),
F53(0, p 13,1455, m6) = %774(?72 —3),
F24(0, p,m35ma5 M5, m6) = —%775(277§ -9),

\ Fo5(0,p,m3, M4y M55m6) = —105 + 3776-

En intégrant ces fonctions de 0 & 27, nous obtenons les fonctions moyennées du
deuxiéme ordre fo;(p, 13, 14, 15, 76)

( 1
fa = —2p(3p" —4),
J2 = _6773(27732’ -9),
Jaz = %774(773 —3),
Joau = —%775(27% -9),
\ fos = _1776(477623 —1).
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Nous résolvons les fonctions (fa1, fa2, fo3, fos, fos) = (0,0,0,0,0)
par rapport & p, 13, 14,15 et 1, nous obtenons 81 racines z; = (pf,n!") avec pf > 0

pourz=1,...,

213

241

AAAAA

8letj=3,...,6
2\/‘0000) :(2f00 f())
%\/‘00 \/5,0), :(3\/‘0\/‘00)
%\/‘0 \/’00) :(3\/‘0\/‘ \/‘0)
gfoffo) zéfof 5V2,0),
3\/_0 \/_— \/_0) z10 = (g\/_ \/_000)
(\/_—\/_000) :(—ffof())
(gf gfo f0> =(§f,§fo 23,0,
(gf—g’fo ~V/2,0), :éf,g’ffom
(gf —“g'ffOO) zm:é\/ﬁ,%f —/3,0,0),
(gf —gx/_ —/3,0,0), 2’20:(§\/§>§\/§,\/_ fo)
(%f —gx/_\/_gx/_ 0), znéx/ﬁé\/ﬁ, V3, fo)
= (55.5V2 V.52, 224=<§¢3,—§ﬂ, \/§,§f 0)
= (V5 %\Ff— V2.0, z%=<§¢§,§ﬁ, VB, —2v2.0)
(§f —5V2 V3 IO), mz(gﬁ,o,o,o,%),
(§\f000 ;) 230=(§\/§,0,0,§\/§, ),
(gfoo ;f ;), z(gfoo \/_——)
(gfoo 2\/—%), :(gfofo )
(%fo \/'0) z(gfofo 2)
(%fo —V/3,0, 2) z(gfoff)
(\/_0\/_\/_) 0= (2V3,0,V3,— f)
(2\/—0 \f—f) z4=(§fof f—i)

57
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23 = (2v/3.0,—3, f >
z45=(§\/_0 V3 - f—)
z47=(%f foo )
249 = (%\/37 2\/5,0,0, —%),
= (5V3,-5v2,0,2V2, )
<§f %’fo 31
255 = (gf,—g\/ﬁ,ofx/i—i),
-V 23f %),
é\f —gf\fo 3)
261 = é\f,—gx/i,—\/é,o,lx
zﬁg(gf,é\/i,\/ﬁ,o, 3’
(V3 ~2v2,-v3,0,-3)
Zﬁ?Zé\/g, %\/_\/_ \/_f
%\/ﬁ VRV %IE,
znz(gx/ﬁ,—%\/i\/i V2 )
o = (3V3,—5V2, -3, —g\/i, %),
75 = %ﬁ, Ve 2\/5 —%»
= (A SV oV ),
= (VB V2 VB~ V2 ).
éﬁ,—%ﬁ,—ﬁ,—gﬂ,—%»

Les déterminants

2442(3\/3,0,\/_ 3\/_ —%),
Zs6 :(—\/3,3f00 )
248:2\/_,%\/_00 1)
=(§ 3,§f0 \F )
Ve '35,
z54:(§ 3,§f0 f %)
256(;/3,3\/_0 \/_ ;),
z8 = (V3,5 f\fo )
zﬁozéx/ﬁ,%\/ﬁ, \fo L,
262 = é\/ﬁ, 5\/5 V3,0, —i),
264 = é\/ﬁ, gx/ﬁ —/3,0, —1>,
VL VN °Va ;
Zos = (%\/g, %\/5, -3, g\/ﬁ, %),
= (53 v ;’ﬂ ?,
2 = (5V/3, §\/§, -3, —5\/57 )
o = (%ﬁ, gﬂ V3. V2. -3),
= (53 5V2 -V )
= (53 2va-va ‘;’\/5 —?,
0= (5V3, 3V, V3, ~ V3 )

8<f217 f227 f237 f247 f25)
et ( A(p, 1)

qui correspondent aux racines sont :

16

(e9)=(p}, Z*))

9 9 9 9

51 & 2 et 9. Tous ces détermi-

nants sont non nuls. Il y’a donc 81 cycles limites qui bifurquent a partir d'un point
d’équilibre zéro-Hopf localisé a 'origine des coordonnées.
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— Chapitre 6 — : -
Cycles limites d’un systeme

differentiel continu
tridimensionnel

Dans ce chapitre, nous étudions I’existence des cycles limites qui bifurquent a par-
tir d'un point d’équilibre zéro-Hopf d’un systéme différentiel Lipschitzien tridimen-
sionnel. Cette étude a fait 'objet d’une publication internationale intitulée "Limit
cycles bifurcating from a zero-Hopf equilibrium of a 3-Dimensinal conti-
nuous differential system" dans le journal Sao Paulo Journal of Mathematical
Sciences.

Jafari, Sprott et Golpayegani dans [I5] ont introduit des systémes différentiels
continus sans équilibres. Il ont étudié 'existence de mouvements chaotiques dans la
dynamique de tels systemes.

Dans [3], les auteurs ont motivé par 'article de Jafari, Sprott et Golpayegani. Ils
considérent le systéme différentiel continu

T =y,
y =z, (6.1)
Z=—alx| —y+3y* —xz—0,

6.1 Cycles limites qui bifurquent d’un point d’équi-
libre zéro-Hopf d’un systéme différentiel tridi-
mensionnel continu

Dans cette partie, notre objectif est d’enrichir les propriétés dynamiques du sys-
téme différentiel (6.1)), en fournissant les conditions nécessaires et suffisantes pour

I'existence de deux ou un cycle limite qui bifurquent & partir d’un point d’équilibre
zéro-Hopf des systémes différentiels lipschitziens tridimensionnels (6.1)).
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6.1. CYCLES LIMITES QUI BIFURQUENT D’UN POINT D’EQUILIBRE
ZERO-HOPF D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL TRIDIMENSIONNEL
CONTINU

Nous définissons les fonctions suivantes

1 2
filr,w) = — (2111@ — mrw + 2r arcsin <E>> ,
2m r .
1 2
falrw) = T (Wﬁ * 27“@ — 2mr? + 2w arcsin (%)) .

6.1.1 Reésultats

Notre résultats principaux sont les suivant

Théoréme 6.1.1 Considérons le systéme avec a = g, b = £2f3 et |e| suf-
fisamment petit. Alors pour tout zéro (rg,wg) avec ro > 0 des fonctions (f1, f2) tel
que le déterminant de la matrice jacobienne J(f1, f2)/0(r, w) évaluée a (ry,wy) est
non-nul, il existe un cycle limite (z(t, ), y(t, ), z(t,€)) du systéme tel que

(2(0,¢),5(0,¢), 2(0,¢)) = g(ro + wp, 0, —1¢) + O(e?).

Si les deux valeurs propres de la matrice

O(f1, f2)

a(r,w) ‘(va)=(7’0,wo)
ont une partie réelle négative, alors la solution périodique (z(t,¢),y(t,¢), z(t, €)) est
stable.

Si I'une de ces valeurs propres a une partie rélle positive, alors la solution périodique
(x(t,e),y(t,e), z(t,e)) est instable.

(6.2)

Corollaire 6.1.1 Considérons le systéme différentiel lipschitzien (6.1)) avec a = ¢,
b =2 et |e| suffisamment petit.
(a) Le systeme ([6.1)) a deux solutions périodiques (x4 (t,€), y+(t,€), 2+ (t,€)) telles
que

(2£(0,¢),y+(0,¢),2:(0,€)) = e(ry, 0, —rL)+O0(?)  avec ri =

1+ +/1+27203

27

Sil+2mB8>0,1—+/1+2128>0et 142728 —T7+/1+ 2725 # 0.

(b) Le systéme (6.1)) a une solution périodique (z(t,¢),y(t, ), 2(t,€)) telle que

1 14 272
(2(0,2),4(0.2), 2(0,2)) = (ri. 0, 1) +O(E?) avee r, = V2D
sil+2m28>0,1—+/1+2728 <0et 142728 —7/1 42123 # 0.

(c) Si en plus des hypothéses des énoncés (a) et (b), nous avons que —1 — 2723 +
7/ 142723 > 0, alors la solution périodique associée a (ry,0) du systéme
(f1, f2) est instable.
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6.2. PREUVE

6.2 Preuve

Preuve du théoréme 6.1.1 Considérons le systéme avec a = ¢, b = £2f3
et € > 0. Pour appliquer la théorie de moyennisation, nous écrivons le systéme diffé-
rentiel sous la forme . D’abors, nous faisons le changement de variables
(x,y,2) = (eX,eY,eZ), nous obtenons

X =Y,
Y = Z, (6.3)
Z = Y +eBY2-XZ—|X|-p).

(X,0,0) est un point d’équilibre du systéme (6.3) quand € = 0. Le systéme linéarisé
du systéme (6.3)) lorsque € = 0 a l'origine s’écrit comme suit

X 01 01X
Y [=]0 0 1 Y
Z 0 -1 0 Z
Nous faisons le changement
u 0 0 -1 X
v == 0 —1 0 Y )
w 1 0 1 Z
Nous obtenons le systéme différentiel suivant
o = —v+e(=3v?* —ulu+w) +|u+w|+ B),
b= u, (6.4)

w = e(3v*+ulu+w)—|u+w| —B).

Nous passons aux coordonnées cylindriques (u, v, w) = (rcosf, rsinf, w), le sys-

téme (/6.4)) devient

7 = ecosf(r?cos20 — rwcosf + |w +rcos| — 2r2 + B3),
9 = 1—=08(r2¢0820 — rwecosd + |w+ rcosd| — 2r2 + ), (6.5)
W = &(3r¥sin®f +rcosO(w +rcosf) — |w +rcosf| — B).

Nous prenons f comme une nouvelle variable indépendante dans le systéme (6.5)),
il s’écrit alors

d
- gcos(r? cos 20 — rwcos O + |w + rcos 0] — 2r? + 8) + O(e?),

& (6.6)

5= e(r?(2 — cos20) — |w + rcos 0] + rwcos — 3) + O(g?).
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6.2. PREUVE

Nous calculons la fonction moyennée en utilisant la formule ([2.26]) avec les nota-
tions

x=z = (rw),
t = 0,
F(t,x) = F(0,r,w)
T = 2,

ou F(0,r,w) = (F1(0,r,w), F5(0,r,w)) est donnée comme suit
Fi(0,r,w) \ _ [cosf(r? cos 20 — rwcos O + |w + rcos 0] — 2r% 4 3)
Fy(0,r,w) | 72(2 — c0820) — |w + rcos | + rwcosf — '
La fonction moyennée f(r,w) = (f11(r, w), fi2(r,w)) est donnée par

=) 2m—arccos —*

arccos(
firw) = zi( / Fu(0, 7, w)d0 + / Fu(0, 7, w)do
™ Jo

arccos( =)

+

27
/ F1(97r>w)d0)7
2

m—arccos( =)

2T —arccos ;—w

arccos( =)
fa(r,w) = ZL(/ B(G,r,w)d@%—/ F5(0,r,w)do
T Jo

arccos( =)

3

+

/2 : Fy(0, 7, w)db).

m—arccos( =)

Nous obtenons

2
_ rw wy/1="5 rarcsin(%)
filr,w) = =5+ ——=+ L

" - (6.7)
folr,w)= —= <7rﬁ — 212 + 2ry /1 — % + 2w arcsin(%)) .

Nous résolvons le systéeme (f(r, w), fao(r,w)) = (0,0) par rapport aux variables r
et w ce qui est équivalent a

/ 2
2w/ 1 — w_2 — mrw 4+ 2r arcsin <E> =0,
r r
[ w? 9 . (W
T8+ 2r\/1 — — — 27r" 4 2warcsin (—) =0,
r r

D’aprés le théoréme 2.4.1, tout zéro (1o, wy) des fonctions (f1(r, w), fo(r, w)) don-
nées par (6.7) dont le déterminant

O(fi(r,w), far, w))

det( . w)

)|(Ti7wi) 7é 07 (68)
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6.2. PREUVE

fournit un cycle limite (r(0,¢),w(0,¢)) tel que
(r(0,€), w(0,€)) = (r0, wo) + O(e),

du systéeme .

Il est équivalent & un cycle limite (r(t, <), 0(t, ), w(t, €)) tel que
(T(Oa 5)a 9(07 5)a ’LU(O, 5)) = (T07 0, wo) + O<E)7

du systéme (|6.5]).
Par conséquent, nous obtenons un cycle limite (u(t,¢),v(t,€),w(t, €)) tel que

(u(0,¢),v(0,¢),w(0,e)) = (ro,0,wp) + O(e),

du systéme (6.4). Donc nous avons un cycle limite (X (¢,¢),Y (t,€), Z(t,e)) de la
forme

(X(O, 8)7 Y(O, 8), Z(O, 8)) = (T’O + Wo, 0, —7”0) —+ O(€>,

du systéme (6.3]).
Nous obtenons un cycle limite (x(t,¢),y(t, ), 2(,£)) tel que

(2(0,€),4(0,¢), 2(0,¢)) = e(ro + wo, 0, —ry) + O(e),
du systéeme ([6.1)).
Preuve du corollaire (6.1.1)

La fonction moyennée (fi(r,w), fa(r,w)) donnée par (6.7) a deux racines (ry,0)
14+ /142726
2T

. Le déterminant a ces deux racines prend les valeurs

p 1+ 2128 F 74/1 + 2723
+ = 3 -

2

avec ry =

Alors, d’aprés le théoréeme (2.4.1) les affirmations (a) et (b) sont vérifiées.
Puisque les valeurs propres de la matrice (6.2)) évaluée au point (r,,0) sont

L l-2m8 4+ 7y/1 4 2n%5

272

Alors la solution périodique est instable.

Par contre puisque les valeurs propres de la matrice évaluée au point (r_,0)
sont imaginaires pures, nous pouvons rien dire pour la stabilité de cette solution
périodique.

63



Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons étudié I'existence des solutions périodiques des sys-
témes différentiels polynémiaux en utilisant la théorie de moyennisation.

En utilisant la théorie de moyennisation du deuxiéme ordre, nous avons montré
que les systémes différentiels polynomiaux cubiques non-linéaires dans R™ admettent
au moins 3"~ 2 cycles limites.

En appliquant la théorie de moyennisation, nous avons donné des conditions néc-
cessaires et suffisantes pour 'existence des cycles limites qui bifurquent a partir d’un

point d’équilibre zéro-Hopf d'un systéme différentiel tridimensionnel continu.

Nous continuerons nos recherche a I'étude de l'existence des cycles limites des
systéemes différentiels qui modélisent des phénomeénes en biologie, physique, méca-
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