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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons aux systémes dynamiques discrets chaotiques,
modélisés par des transformations bidimensionnelles non linéaires et non inversibles. Cette
étude est une analyse des comportements complexes et chaotiques.

Nous distinguons deux grandes parties. Dans la premiére partie, I’étude concerne les
systemes couplés et leurs propriétés relatives aux ensembles invariants qui peuvent étre des
variétés stables/instables associées aux points fixes et aux cycles de type col, ou des courbes
fermées issues de bifurcations de Neimark-Hopf. Nous considérons les bifurcations de contact
entre la frontiere d’attracteurs et la frontiere de leurs bassins d’attraction et les bifurcations
pouvant donner des bassins fractals.

Dans la seconde partie, les systemes découplés sont considérés. Nous déterminons les
points fixes, les bassins d’attractions et l'architecture des cycles d’ordres 2,4,8 et 16 pour
n = 2k et n = 2k+1. Nous verrons que la dynamique de ce type de systémes bidimensionnels

se réduit a celle d’un systéme uni-dimensionnel et leurs bifurcations sont liées.

MOTS CLES : Attracteur, Bifurcations, Chaos, Variétés invariantes.



Abstract

In this thesis, we are interested in chaotic discrete dynamical systems, modeled by nonlin-
ear and noninvertible two-dimensional transformations. This study is an analysis of complex
and chaotic behaviors.

We distinguish two main parts. In the first part, the study concerns coupled systems and
their properties relating to invariant sets which can be stable / unstable manifolds associated
with fixed points and cycles of the saddle type, or closed curves resulting from Neimark Hopf
bifurcations. We consider the contact bifurcations between the attractor boundary and the
boundary of their attraction basins and the bifurcations that can give fractal basins.

In the second part, decoupled systems are considered. We determine the fixed points,
the attraction basins and the architecture of the order cycles 2.4.8 and 16 for n = 2k and
n = 2k + 1. We will see that the dynamics of this type of two-dimensional systems are

reduced to that of a one-dimensional system and their bifurcations are related.

KEY WORDS : Attractor, Bifurcations, Chaos, Invariant manifolds.
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PRINCIPALES NOTATIONS UTILISEES

J(X) : la matrice Jacobienne au point X.

det J : déterminant de la matrice jacobienne.

trJ : trace de la matrice jacobienne.

S; (i = 1,2) : valeurs propres ou multiplicateurs.

(k,j) : cycle d’ordre k, j caractérise I'ordre d’échange des k points du cycle.
A7 (k), : une courbe de bifurcation "noeud-col” ou "fold” ou "pli”.

A7}, une courbe de bifurcation "doublement de période” ou "flip”.

N; (i > 0) : points nceuds paramétriques (points de codimension-deux).
O : est 'origine ou le point fixe (0,0).

NE i cycle d’ordre k (k > 1) de type nceud stable.

NF : cycle d’ordre k (k > 1) de type nceud instable.

C* : cycle d’ordre k (k > 1) de type col.

ij : les points du cycles d’ordre k, (i, deux entiers naturels).

TNI : transformations non inversibles.

LC_; : le lieu des points pour lequel le det J de T s’annule.

LC = LCj : ligne critique de rang 1, image de la courbe LC_;.

LC; (1 =1,..,n) : itérations, les images de la courbe LC_;.

B(A) ou (D) : bassin d’attraction (domaine) de l'attracteur A.

CFI : courbe invariante fermée.
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INTRODUCTION

L’histoire des systemes dynamiques moderne est relativement récente, elle commence par
Henri Poincaré (1854-1912) qui fut le premier a entreprendre ’étude formelle d’'un systeme
dynamique chaotique, il avait la conviction que le comportement global de toute solution
d’un systeme dynamique était plus important que le comportement local, cette conviction
I’a conduit a développer une théorie qualitative des équations différentielles via I’étude du
mouvement des trois corps célestes, qui consistait a savoir si les orbites décrites par ses corps
étaient stables ou instables. La théorie des systemes dynamiques est née avec ses travaux
et a connu un développement trés important par quelques mathématiciens et physiciens
théoriciens a partir de 1930.

Vint ensuite le mathématicien Birkhoff qui développa au début de XXieme siecle I'étude
des systemes dynamiques discrets, qui selon lui permettait de mieux comprendre la dyna-
mique la plus complexe résultant des équations différentielles.

Le travail sur les systemes dynamiques fut poursuivi par Lyapunov et Pontriagin, qui
développerent notamment la notion de stabilité d’une solution d’un systéme différentiel, et
I'influence de la perturbation des conditions initiales sur le comportement asymptotique de
ses solutions.

Ensuite dans les années 60 vinrent Moser, Smale, Péixoto, Kolmogorov, Arnold, et Si-
nai, qui utiliserent des techniques différentielles topologiques pour développer cette théorie.
Depuis 1920 jusqu’a aujourd’hui, les systéemes dynamiques discrets modélisés par des trans-
formations non inversibles (endomorphismes) jouent un réle trés important dans plusieurs

domaines d’applications comme la physique, la chimie, la biologie, I’économie, 1’électronique,



I'informatique et cryptographie...

Les systemes multistables, c’est-a-dire les systémes avec un grand nombre de systémes
stables coexistants, sont tres présents dans la nature. Ils ont fait ’'objet d’un intérét croissant
au cours des deux dernieres décennies. C’est la découverte des états multistables dans de
nombreux systémes qui a déclenché la recherche dans de nombreux domaines (Agarwal dans
[1], Arecchi et al. dans [2], Djellit et Soula dans [8]). Les comportements multistables ont
été trouvés dans les systémes discrets (Hénon dans [20], Ikeda dans [21], Grebogi et al. dans
[18], Feudel et al. dans [11], Lorenz [24].

De nombreux comportements chaotiques observés dans les systemes dynamiques sont
intimement associés a la présence de points homocliniques et / ou hétérocliniques, et les
courbes critiques et / ou invariantes sont utiles pour interpréter de tels problémes.

Plusieurs travaux ont montré I'importance des courbes critiques dans les bifurcations de
bassins, par exemple Gumowski et Mira [19] et Mira et Roubellat dans [31] qui ont développé
le role de ces courbes dans les bifurcations de bassin simplement connexe <— bassin non
connexe, Kilani et al. dans [23], Mira et al. dans [27] et Barugola et al. dans [5] ont étudié
les bifurcations de type bassin simplement connexe <— bassin multiplement connexe. Ces
bifurcations de base résultent du contact d'une frontiere de bassin avec un segment de courbe
critique ou un ensemble attractif entrainant des modifications du bassin.

Un attracteur est un ensemble vers lequel évolue un systeme dynamique dans le temps. Il
est tres courant pour les systemes dynamiques d’avoir plus d’'un attracteur. Les attracteurs
peuvent étre statiques, périodiques, quasi-périodiques ou chaotiques et sont contenus dans
un bassin d’attraction, qui est ’ensemble des conditions initiales qui finissent par approcher
I’attracteur. Etudier les bassins d’attraction des systémes non linéaires aide & comprendre
les méchanismes de formation de multistabilité ( voir Hénon dans [20], Kaitala dans [22],
Grebogi et al. dans [18], Feudel et al. dans [11], Lorenz dans [24]).

La multistabilité pose un défi pour étudier la dynamique se produisant dans divers do-
maines des sciences de l'ingénieur et de 'environnement et les attracteurs multiples des
systémes dynamiques non linéaires sont devenus des objets d’étude [18], [19] et [28]. Parfois,
les frontieres du bassin sont des ensembles fractals, qui peuvent rendre l'identification du
comportement final extrémement difficile. La structure fractale peut étre révélée par les fron-
tieres du bassin fractal [29] ou par des motifs d’auto-similitude. L’analyse de ces structures
est utile pour obtenir des informations sur le comportement futur des attracteurs et de leurs
bassins, et fournit des connaissances importantes sur la relation entre eux.

Le concept du chaos et les attracteurs étranges étaient également tres attractifs dans
la recherche dynamique et l'existence de plusieurs ensembles attractifs, chacun avec son
propre bassin d’attraction apparait souvent dans les systemes non linéaires et conduit a la

complexité et comportements dynamiques imprévisibles (voir [19], [25] et [28]). Beaucoup



de travaux théoriques ont montré que les systemes chaotiques, possédant des sous-espaces
invariants d’une dimension inférieure a celle de ’espace complet, peuvent présenter une classe
intéressante de phénomenes a attracteurs multiples dont les transitoires [28], bassins criblés
et bassin entremélés [8], bouillonnement attracteur [3].

Dans ce travail nous présentons les résultats d'une étude qualitative d’'un systeme dyna-
mique chaotique modélisé par un systéme bidimensionnel, T'(z;y) = (h(y);ay + fa(x)); ou
a est un parametre réel. Notre étude se compose de deux parties : la premiere a fait 'objet
de I'étude de certaines bifurcations des attracteurs et des bifurcations de bassins d’attrac-
tion pour a # 0, et la seconde partie (présentée dans le dernier chapitre) a concerné le cas
a = 0, ce type de systeme est dit systeme dynamique découplé tres répandu dans le domaine
économique dont ’étude a consisté a cerner plusieurs phénomenes entre autres la propriété
du multistabilité, la structure particuliere des cycles et la représentation de leurs bassins
d’attraction.

Cette these est divisée en quatre chapitres : Dans le premier chapitre, nous rappelons
quelques notions et propriétés importantes des systemes dynamiques discrets.

Dans le deuxieme chapitre, Nous étudions les systemes dynamiques bidimensionnels cou-
plés de la forme :

=y
y' =ay+ fu(2)

Topn(z,y) { (1)

et
falz) = —bx + 2" (2)

Nous utilisons la méthode des courbes critiques et la méthode des courbes invariantes,
deux méthodes bien établies pour étudier les bifurcations globales.

Nous étudions des ensembles invariants pour n = 2 et n = 4 et nous examinons leurs
propriétés pour n pair et a # 0. Nous présentons les courbes de bifurcations associées a ces
systemes appelés de type (Zy — Z3). Nous terminons par Iidentification et la vérification de
certaines propriétés des points de bifurcations de codimension deux et trois.

Dans le chapitre 3, nous décrivons certaines propriétés relatives aux systemes avec n
impair n =2k + 1,k = 1,2, ..., leur dépendance des parametres a # 0,0 # 0 et nous étudions
la stabilité des points fixes et des attracteurs. Nous mettons en évidence le réle des courbes
invariantes dans certains cas ou les bifurcations peuvent conduire a la création de bassins
fractals et provoquer des changements qualitatifs dans la structure du bassin. Nous illustrons
quelques bassins fractals avec des courbes critiques.

Dans le chapitre 4, nous présentons 1’étude du systeme découplé a = 0,b et n quelconques.
L’objectif est de chercher les points fixes, les cycles d’ordre 2, 4, 8 et 16 (via les successives
bifurcations flip) et donner la carte de positionnement ou 'architecture de ces cycles. Nous

terminons le chapitre par une étude sur les ensembles critiques.

xi



TABLE DES MATIERES

Principales notations utilisées vi
Table des figures viii
Introduction ix
1 Notions Générales sur les Systéemes Dynamiques 1
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . .. 1
1.2 Définitions de base . . . . . . . ... 1

1.3 Systéme dynamiques discrets et singularités . . . . . .. .. .00 L 2
1.3.1 Singularités . . . . . . .. 2

1.3.2  Stabilité des singularités . . . . . . .. ..o 3

1.3.3 Ensembles stable et instable . . . . . ... ... ... )

1.4 Bifurcations fondamentales . . . . . . . . . ... ... L. 7
1.4.1 La bifurcation fold (Noeud-col) . . . ... ... ... ... ... ... 7

1.4.2  Cas particuliers de la bifurcation Fold . . . . .. ... ... ... .. 8

1.4.3  La bifurcation flip (doublement de période) . . . .. ... ... ... 9

1.4.4 La bifurcation de Neimark-Hopf . . . . . . . .. ... ... ... ... 10

1.5 Bifurcations Homoclines et Hétéroclines . . . . .. . ... .. .. ... ... 10

1.6 Plan de phases d’une transformation non inversible . . . . . ... ... ... 11
1.6.1 Les variétés critiques . . . . . . . . . . ... 11



1.6.2
1.6.3
1.6.4

Attracteurs et attracteurs chaotiques . . . . . . . .. ... ... ...

Bassin d’attraction . . . . . . . ..

Bifurcation des bassins d’attraction . . . . . . . . . . .. . ... ...

2 Etude d’un endomorphisme bidimensionnel de type Z, — Z

2.1 Introduction

2.2 Description de la récurrence

221

Les points fixes . . . . . . . ...

2.3 Etude du plan des paramétres

2.3.1
2.3.2

2.4  Etude générale pour n = 2k, k = 1,2,
2.5 Etude du plan de phases

25.1
2.5.2

Simulation du plan des parametres . . . . . . .. ... .. ... ...

Les courbes de bifurcations

Les lignes critiques de T'

Les déterminations inverses de T'

2.5.3 Bassins et courbes invariantes

2.6 Bifurcations de bassins produites par la variation du parametre b . . . . . .

3 Dynamique complexe d’endomorphismes polynomiaux de non linéarité im-

paire

3.1 Introduction
3.2 Le modele

3.2.1

3.3 Courbes invariantes et inverses

3.3.1

3.4 Evolution de bassins

4 Etude d’un endomorphisme découplé T

4.1 Introduction

Points fixes et courbes critiques

Courbes invariantes et structure de bifurcation . . . . . . .. . . ..

4.2  Propriétés générales d’une transformation découplée . . . . . . . . . .. . ..

4.2.1

Les cycles de T' générés par une bifurcation fold ou une bifurcation flip

duncyclede F'. . . . . . .

4.3  Etude de endomorphisme quadratique 7 pour a=0 . ... ........
Points fixesde T" . . . . . . . . ...

Bassin d’attraction et les cyclesde T" . . . . . . . ... ... ... ..

4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.3.4

L’architecture des cycles

Les ensembles critiques

4.4  Etude d'un endomorphisme cubique découplé T . . . . . . . ... ... ...

xiii

12
13
14

16
16
17
17
18
19
22
24
25
25
26
27
30

38
38
39
42
46
48
52

56
o6
26

60
63
63
67
68
71
72



4.4.1
4.4.2
4.4.3
4.44

Conclusion

Bibliographie

Les points fixes de f3 . .
Le cycle deux de f3 . . .

Bassin d’attraction et les cyclesde T" . . . . . . . ... ... ... ..

L’architecture des cycles

73
73
74
77

79

81



CHAPITRE

NOTIONS GENERALES SUR LES
SYSTEMES DYNAMIQUES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit les définitions et les principales notions de la théorie des
systemes dynamiques, ainsi que certaines de leurs propriétés que 'on utilisera dans les cha-

pitres ultérieurs.

1.2 Définitions de base

Définition 1.2.1 On appelle systéeme dynamique, un triplet (X, T, f) ou X est une variété
topologique, T est I’ensemble R, Z ou N, et f est une application continue de T x X dans X,
vérifiant :

[0,2) =z et f(t2 f(t1,2) = [t +t2,2) (1.1)
X, T et f sont appelés respectivement espace des phases (ou espace d’état), espace temps et

flot.



1.3. SYSTEME DYNAMIQUES DISCRETS ET SINGULARITES

Dans toute la suite on supposera que X est un sous ensemble compact de R™, ou R"™ lui

méme.

Définition 1.2.2 On appelle trajectoire ou orbite d’un point x de [’espace des phases X,
Uensemble des points {f(t,x) \t € T}. Si T = R la trajectoire correspond d un systéme
dynamique dit continu; si T = 7Z ou N la trajectoire correspond a un systéme dynamique dit

discret.

1.3 Systeme dynamiques discrets et singularités

Un systeme dynamique discret (X, N, f) est complétement déterminé par 'application T’
de X dans X :

ou
T (z)=ToTo..oT(x)= f(n,x), Vn €N et T° =id (1.3)

n fois
Le point z,,1 est le point conséquent de rang 1 du point x,,.
L’application T" est appelée récurrence, itération ou transformation ponctuelle. Si le systeme
dynamique discret est inversible, I’égalité précédente reste vraie pour n € Z.
Lorsque I'application T est au moins de classe C' sur X et a une seule détermination inverse
T~ (c’est-a-dire inversible), c’est un difféomorphisme. Lorsque Papplication 7' n’a pas ou a
plusieurs déterminations inverses (c’est-a-dire non inversible), ¢’est un endomorphisme. Dans

ce cas, chaque point x, 1 peut avoir zéro, un ou plusieurs antécédents de rang un.

1.3.1 Singularités

On distingue deux types de singularités de dimension zéro pour la transformation 7' : les

points fixes et les cycles, encore appelés orbites périodiques.
Définition 1.3.1 Un point fixe x* est un point de [’espace des phases X vérifiant :
x*=T(z") (1.4)

Définition 1.3.2 Un Cycle d’ordre k (ou k-cycle) est un ensemble de k points (x3, ..., x}) de

l’espace des phases X, qui vérifie :
i, =T(f),i=1,..,k—1
z = T(x})

f=TFax) , i=1,...,k

P T ), i=1,., ket 1<I<k

1

(1.5)

T
T

2
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Chaque point x¥ d’un cycle d’ordre k est un point five de T*. Un cycle d’ordre k est aussi
caractérisé par l'ordre d’échange de ses k points x; par applications successives de T'. 1l peut
étre désigné par le couple (k,j), ot k représente l'ordre du cycle et j caractérise 'ordre
d’échange des points du cycle par applications successives de T

Lorsque la dimension de [’espace des phases est supérieure da un, il peut également exister des
singularités dites de dimension un, qui sont les courbes invariantes par la transformation T
ou T*.

Définition 1.3.3 Dans le plan de phases R%, une courbe définie par ’équation Q(X) = C,
C' une constante, est invariante par la transformation T ou T*, si elle satisfait I’équation

fonctionnelle suivante :
QT(X)) =Q(X) ou Q(THX))=Q(X) (1.6)

Plus généralement, un ensemble A de RP est invariant par T ssi : T(A) = A

1.3.2 Stabilité des singularités

Lorsque T est différentiable dans ’espace de phases, on introduit la notion de multipli-

cateurs (ou valeurs propres) pour caractériser la nature des singularités.

A- Si la dimension de la récurrence p = 1, le multiplicateur d’un point fixe * ou d’un
k-cycle est égale a :
_dT

S=

(z*) pour z* un point fixe de T

et

(7)

s-1]

i=1
Un point fixe ou un cycle d’ordre k est dit attractif (asymptotiquement stable) si
S| < 1.

pour (27,3, ...,x%) un cycle d’ordre k deT

55

B- Si la dimension de la récurrence p = 2, un point fixe z* ou un cycle d’ordre k,
(23,25, ..., x}) possede deux multiplicateur S} et Sy qui sont les valeurs propres de
la matrice Jacobienne de T' (pour un point fixe) ou T* (pour un cycle d’ordre k) au
point considéré.

Un point fixe ou un cycle est dit attractif si |5;] < 1,7 = 1,2 et répulsif si |\S;| > 1 ou
|So| > 1
Selon les valeurs prises par Sy ou Sy avec |S;| # 1,7 = 1,2, on définit différentes sortes

de points fixes ou cycles :
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1) Col : Sy et Sy sont réels, |S1| > 1 et [Sy] < 1. Un col est toujours instable.

2) Noeud : S et Sy sont réels
o Attractif si |S;] < 1,i=1,2.
e Répulsif si |5 > 1,i =1,2.

3) Foyer : S; et Sy sont complexes conjugués, S; = pe=? Sy = pet?
o Attractif si p < 1.
e Répulsif si p > 1.

- \
- = ~.| 7
\\ \/ \|/ 7} 4 \\&7
A A V\ 1/ J
.~ \&7 A& \.\ \ /
(a) Noeud stable (v) Noceud Instable (C) col instable
> il TN
) O)
S \\\ \‘/ /
(€) Fover dable (f) Fayer instable

F1GURE 1.1 — Trajectoire au voisinage d’un point fixe



1.3. SYSTEME DYNAMIQUES DISCRETS ET SINGULARITES

1.3.3 Ensembles stable et instable

Pour une transformation ponctuelle 7' définie par (1.1), on peut définir les ensembles

stables et instables associés a un point fixe.

Définition 1.3.4 Soit 2* un point fixe répulsif et U un voisinage de x*.

-On appelle W (x*) ensemble instable local ou variété instable locale (c’est-a-dire dans U)

de z*, '’ensemble des points de U ayant une séquence d’antécédents successifs dans U qui
converge vers x*.
-On appelle Wi(z*) ensemble instable global de z*, l’ensemble des points de RP ayant une

séquence d’antécédents successifs, qui converge vers x*. Ces ensembles s’écrivent :

Wi (a)={zeU:a_, €T "(z) — 2" etVneN, z_, €U} (1.7)
Wia)={zeR :a_, e T"(z) — z*} = U (WL (%)) (1.8)
n>0

Les propriétés qui suivent découlent de la définition de I’ensemble instable global :

P1- Wi(z*) est invariante par rapport a T c¢’est-a-dire :

P2- Si T est un endomorphisme, en général W(x*) n’est pas invariant par rapport a T—! et
on a :

L’invariance de W¥(z*) par rapport & 7! a lieu, lorsque T est inversible.

Définition 1.3.5 Soit x* un point fixe de T répulsif ou attractif.
-On appelle W (x*) ensemble stable local (c’est-a-dire dans U) de x*, l'ensemble des points

de U dont la séquence d’images successives converge vers x*.

-On appelle W*(x*) ensemble stable global de x*, l’ensemble des points de RP dont la séquence

d’images successives converge vers x*. Ces ensembles s’écrivent :

We(z*)={x€U:z,=T"(x) — 2% etVneN, z, € U} (1.9)
W(z*) ={z e RP : z, = T"(z) — 2*} = UT (WE.(z)). (1.10)

Les propriétés qui suivent découlent de la définition de I’ensemble stable global :

P3- W#(z*) est invariante par rapport a T—! c’est-a-dire :
T7H W ()] = W (a”)

5
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P4- Si T est un endomorphisme, en général W*(z*) n’est pas invariant par rapport a 1" et

on a .

T[W*(z")] € W*(z")
L’invariance de W?*(z*) par rapport a T" a lieu, lorsque T est inversible.

Remarque 1.3.1 1- Six* est un point fixve attractif, l’ensemble stable global est son bassin
d’attraction.

2- Si T est un difféomorphisme, les ensembles stables et instables globaux sont des variétés.
3- Dans le cas d’un point fize x* de type noeud instable ou foyer instable, I’ensemble stable
global de x*, lorsque T est inversible, se réduit a x* lui méme, et lorsque T est non inversible,
I’ensemble stable local de x* se réduit a x* lui méme et [’ensemble stable global de x* est

constitué de tous les antécédents de tout rang de x*. Ceci s’écrit :

Woa*) = JF (@) et Ve e W*(z"), ImeN: F"(z) = a". (1.11)

n>0

4- Les définitions des ensembles stables d’un cycle d’ordre k, se déduisent des définitions

précédentes, en considérant les points du cycle comme des points fives de T*.

FI1GURE 1.2 — Courbes invariantes d’un point fixe col
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1.4 Bifurcations fondamentales

Un des problemes fondamentaux pratiques de la dynamique non linéaire est 1’étude des
bifurcations dans ’espace paramétrique. Une bifurcation correspond a un changement quali-
tatif du comportement du systéeme quand le parametre A traverse une valeur critique Ag.
En particulier les valeurs de A correspondent a un cas critique de Lyaponov sont liées a des
bifurcations dites classiques. Sous l'effet d’une petite variation autour Ay, ce changement
peut correspondre soit a I’apparition ou a la disparition de nouvelles singularités, soit a une
modification de la nature des singularités.

Pour les transformations décrites par (1.2) plusieurs sortes de bifurcations se produisent.

Nous ne mentionnerons que celles qui interviennent dans ce travail.

1.4.1 La bifurcation fold (Noeud-col)

Elle correspond a la naissance de deux points fixes ou deux cycles d’ordre £, I'un stable,
et l'autre instable. Ces deux points fixes (cycles) sont confondus a la valeur de bifurcation

pour laquelle S} ou S, est égale a 1. Cette bifurcation est représentée par le schéma :
S=+1 k k
@ 4+— N;+C (1.12)

0 signifie absence de cycle, N* cycle noeud d’ordre k stable, et C* cycle col d’ordre k. Les
valeurs du parametre A qui correspondent a cette bifurcation sont notées Agk)m k correspond

a l'ordre du cycle, j caractérise I'ordre d’échange des points du cycle par T

FIGURE 1.3 — Bifurcation fold ou noeud-col de points fixes, (-) : stable, (..) :instable
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1.4.2 Cas particuliers de la bifurcation Fold
1.4.2.1 La bifurcation Transcritique ou échange de stabilité

La bifurcation transcritique survient lorsque dans I’espace combiné de ’espace des phases
et 'espace des parametres deux points fixes se croisent et s’échangent leurs stabilités. Le point
fixe instable devient stable et vice-versa. Le nombre de points fixes n’a pas changé contraire-
ment a la bifurcation noeud-col ou deux points fixes apparaissent ou disparaissent. Ainsi, la
bifurcation transcritique est un cas particulier de la bifurcation noeud-col, sa représentation

est donnée dans la Figure 1.4.

) ble

FIGURE 1.4 — Bifurcation transcritique de points fixes (& gauche) et sa dégénérescence apres

perturbation du systéme (a droite), (-) :stable, (..) :instable

1.4.2.2 La bifurcation Pitchfork ou Fourche

Lorsqu'un des multiplicateurs associé au cycle d’ordre k traverse la valeur +1 (S; =
1,]S2| # 1), un autre type de bifurcation appelée bifurcation fourche, peut se produire, dans

le cas le plus simple, en dimension deux, cette bifurcation obéit au schéma suivant :

(1.13)

N (resp.NF) = 2NF (resp.NF) + C*
ck gt NE (resp.NF) +2C%

On distingue deux types de bifurcation : bifurcation fourche super-critique (stable) et bifur-
cation fourche sous-critique (instable).

Les courbes qui correspondent a cette bifurcation sont notées A{k)o.
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FIGURE 1.5 — Bifurcation fourche super-critique (a gauche), sous-critique (a droite) de points
fixes et la dégénérescence de la super-critique apres perturbation du systéme (en bas), (-) :
stable, (..) :instable

1.4.3 La bifurcation flip (doublement de période)

Un point fixe (resp. cycle d’ordre k)de type noeud change de stabilité lorsque S; ou Sy
est égal & (-1), et donne naissance a un cycle d’ordre 2 (resp. cycle d’ordre 2k) qui a la méme
stabilité que le point fixe (resp. cycle d’ordre k) d’origine. Cette bifurcation est représentée

par le schéma :

(1.14)

Nk (resp.Nf) = Nk (Tesp.Nf) + N2 (resp.ka)
Cck G NE (resp.N¥) + C**

N2 signifie cycle noeud d’ordre 2k stable, N?* cycle noeud d’ordre 2k instable, C** cycle col

d’ordre 2k. Les valeurs du parametre A qui correspondent a cette bifurcation sont notées Ai.
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FIGURE 1.6 — Bifurcation flip ou doublement de période super-critique (a gauche), sous-
critique (& droite), (-) :stable, (..) :instable

1.4.4 La bifurcation de Neimark-Hopf

Un point fixe (resp. cycles d’ordre k) de type foyer change de stabilité (lorsque S;o =
pexp (Lip) vérifient p = 1) et donne naissance a une courbe fermée invariante qui a la méme
stabilité que le point fixe (cycle) d’origine. On a le schéma :

F¥ (resp.F}) = EF (resp.FY) + C.F.I} (resp.C.F.I}) (1.15)

ott FF¥ signifie cycle foyer d’ordre k stable, FF cycles foyer d’ordre k instable, C.F.I% cor-
respond & un cycle de k courbes fermées invariantes par T* stables (attractives), C.F.I}

correspond a un cycle de k courbes fermées invariantes par T* instables (répulsives).

1.5 Bifurcations Homoclines et Hétéroclines

Dans ce paragraphe, on rappellera les principales définitions et propriétés concernant les

bifurcations homoclines et hétéroclines.

Définition 1.5.1 Soit x* un point fixe répulsif de T', un point q est appelé homocline a z*,
siq € Ws(z*)NW(z*) et ¢ # x*. On dit que q est un point homocline transverse, si W*(z*)

et Wi(z*) se coupent transversalement en q.

Définition 1.5.2 Soit ¢ un point homocline a un point fixe répulsif x* de T et appartenant a
voisinage U(xz*) de x*. On appelle orbite homocline O,(q) associée a q, un ensemble constitué
des itérés successifs de q, et d’une séquence infinie d’antécédents successifs obtenus par la

transformation locale inverse T, ' de T dans U(z*) :
Oo(q) = {irl_n(Q)a q, Tn(q>a n > 0} = {7 qd—ny--4-2,49-1,49,41,42, ---, 4n, }

10
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G =T"(q) = z" et q_, =T "(q) > 2" (1.16)

Remarque 1.5.1 Il y a une infinité d’orbites homoclines associées a un point homocline.
Celles-ci ont la méme demie trajectoire positive, mais different par leur demie trajectoire

négative.

Définition 1.5.3 Soient x5 et x5 deux points fives répulsifs de T. On dit qu’un point q,
appartenant d un voisinage U(z}) de x§, est hétérocline de x§ vers x5, si T"(q) — x5 quand

n croit, et q appartient a ’ensemble instable local Wi (x}) de x} dans U(z?).

Définition 1.5.4 On appelle orbite hétérocline O.(q) associée a q € U(z}) et connectant
xy a xy (ou orbite hétérocline q), un ensemble constitué des itérés successifs de q, et d’une

séquence infinie d’antécédents successifs obtenus par la transformation locale inverse T[l de
T dans U(z7) :

Oe(q) = {E_n(Q)7Q’Tn<Q)7n > O} - {""7q—na q4—2,4-1,49,41,42, ..., qn, }

ot
G =T"(q) =z et q,=T1,"(q) = 2] (1.17)

Définition 1.5.5 Soit T une transformation non inversible de R? dépendant d’un paramétre
A, et soit x* un point fize répulsif de T'. On dit qu’en A = \* une bifurcation homocline
(ou explosion homocline) de x* a lieu, si en traversant la valeur \* il y a apparition (ou

disparition) d’une infinité d’orbites homoclines.

1.6 Plan de phases d’une transformation non inversible

Dans ce paragraphe nous donnons quelques résultats généraux sur la structure du plan
de phase d’une transformation ponctuelle non inversible de type (1.2) pour des valeurs de

parametres fixés.

1.6.1 Les variétés critiques

Dans le plan de phase, la non inversibilité des transformations (endomorphismes) est
caractérisée par la présence de singularités appelées lignes critiques (LCy), ce type de sin-
gularité, introduit pour la premiere fois par Mira en 1964. Les lignes critiques interviennent
dans la détermination d’aire absorbante et d’aire chaotique, dans la caractérisation des pro-
priétés de ces aires et aussi pour expliquer des bifurcations globales d’attracteurs et de leurs

bassins d’attraction.

11
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Définition 1.6.1 En dimension un, un point critique de rang k+1 est le conséquent de rang

k d’un extremum de la courbe Y = hy(X) ot hy, est la fonction définissant T, il est noté Cy,

Définition 1.6.2 En dimension deuz, une ligne critique notée LC' est le lieu des points du
plan de phase ayant au moins deuzr antécédents de rang un confondus. C’est la généralisation
a la dimension deux de la notion de point critique défini en dimension un. Une ligne critique
LCYy, de rang k + 1, est la ligne conséquente de rang k de LCy, k = 1,2, .... La ligne critique
LC_q est l'antécédente de rang un de LCy. L’étude des lignes critiques présente plusieurs
intéréts :
a)- Les arcs de certaines d’entre elles délimitent les zones invariantes ou absorbantes, donc

peuvent délimiter les attracteurs chaotiques.

b)- Les lignes critiques interviennent dans certaines bifurcations spécifiques et permettent de
comprendre [’évolution des bifurcations. Les lignes critiques partagent le plan de phase en

zone Z; chaque zone Z; posséde i antécédents de rang un.

1.6.1.1 Formulation mathématique des lignes critiques

Cas différentiable : Dans le cas ou T est différentiable, une courbe LC'_; est le lieu des

points pour lequel le déterminant de la matrice Jacobienne de T' s’annule.
LC,={X eR? J(X)=0} (1.18)

Cas non différentiable : Dans le cas ou T est non différentiable, une courbe LC_; est le
lieu des points de non différentiabilité. On suppose que ces points sont des antécédents de
rang un confondus puisque 7" est continument différentiable par morceaux. Cet ensemble est

donc :
LC_, = {X € R* T non différentiable en X} (1.19)

Dans notre travail 1" est non différentiable.

1.6.2 Attracteurs et attracteurs chaotiques

Dans un systeme dynamique, il peut exister des singularités plus générales que les points
fixes et les cycles, ce sont les attracteurs. Dans ce paragraphe nous donnons les définitions

des attracteurs et attracteurs chaotiques

Définition 1.6.3 Un ensemble fermé invariant A est attractif s’il existe un voisinage U de
A tel que : T(U) C U et T"(X) — A quand n — oo pour X € U.

12
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Définition 1.6.4 Un attracteur A est un ensemble attractif topologiquement transitif, ce qui
signifie que pour tout couple d’ensembles ouwverts U,V C A, il existe un entier positif k tel
que TF(U)YNV # 0, de fagon équivalente, il existe un point p € A dont l'orbite est dense dans
A.

Un attracteur est peut étre un point fixe ou un cycle d’ordre k ou une courbe invariante fermée

ou un ensemble plus complexe.

Définition 1.6.5 Un attracteur chaotique est un ensemble attractif invariant, dont les points
génerent des suites itérées qui vérifient la propriété de sensibilité aux conditions initiales.

Actuellement il n’y a pas de définition générale du terme “chaos” En fonction du contexte,
on dit qu’un état est chaotique quand il est non périodique. On parle méme de mouvement
chaotique pour un mouvement trés irrégulier sur une période, et pour lequel la durée des

observations physiquement possibles est inférieure a cette période.

Définition 1.6.6 Soit A un sous ensemble fermé borné du plan alors A est dite aire absor-
bante par rapport a T si :
1) T(A) C A.
2) Sa frontiére est constituée d’un nombre fini ou infini de segments de lignes critiques.

3) Il existe un voisinage U de A tel que T(U) C U et tout point X € U/A a une image de

rang fini a l'intérieur de A.

1.6.3 Bassin d’attraction

Définition 1.6.7 Le bassin d’attraction D d’un attracteur (point fize, cycle d’ordre k ou
attracteur chaotique) est I'ensemble ouvert de conditions initiales xo dont les itérés successifs

vont converger vers un attracteur T"(xo) — A quand n — +o0

Propriété 1.6.1 D est invariant par itération inverse T, mais pas nécessairement inva-
riant par T :
T YD)=D et T(D)CD (1.20)

Lorsque la transformation T  est inversible on a : T (D) = D
Définition 1.6.8 La fronti¢re de D est notée F (ou OD). Elle est définie par : F = DNC(D)

ot C(D) représente ’ensemble complémentaire de D et D (resp.C(D)) représente 'adhérence

de D (resp. C(D)) .

Propriété 1.6.2 F est invariant par itération inverse T—', mais pas nécessairement inva-
riant par 1" :
T Y F)=F et T(F)CF (1.21)

13
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Remarque 1.6.1 - La relation T~ (F) = F implique que F doit contenir [’ensemble des
antécédents de chacun de ces cycles, c’est-a-dire que F doit contenir [’ensemble stable W* de
tout cycle de T appartenant a F.

- La relation T(F) C F signifie que la trajectoire image de chaque point de F appartient d
F.

Remarque 1.6.2 Le bassin d’altraction peut étre connexe, multiplement connexe(connexe
avec trous) ou non connexe c’est-a-dire formé d’un nombre fini ou infini de composantes

connezes (qui peut étre simplement ou multiplement connexe) et sa frontiére peut étre fractale.

1.6.4 Bifurcation des bassins d’attraction

Dans ce paragraphe, on décrit les bifurcations de base intervenant dans le changement
qualitatif de la structure du bassin d’attraction, ces bifurcations interviennent lors d’un
contact ou d’une intersection du bassin avec une ligne critique d’'une transformation ponc-

tuelle non inversible.

1.6.4.1 La bifurcation de contact de type 1

Cette bifurcation apparait lorsque la frontiere du bassin F entre en contact avec LC a
une certaine valeur de bifurcation, elle concerne le changement de la connexité du bassin
d’attraction et a lieu lorsque l'intersection entre le bassin d’attraction D et LC' est formée
de segments non connexe :

- bassin connexe <— bassin non connexe.
- bassin simplement connexe <— bassin multiplement connexe.

-modification du nombre d’ilots de D ou apparition d’une nouvelle arborescente.

LG, LG LG LG, LG

210/ oa vt Meabl M coab

o pem
NN Zﬂf‘

@ b © (d) ©

FiGURE 1.7 — Bifurcation d’un bassin connexe <— bassin non connexe
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A=Ay
@ (b ©

F1GURE 1.8 — Bifurcation d’un bassin simplement connexe «— bassin multiplement connexe

1.6.4.2 La bifurcation de contact de type 2

Cette bifurcation apparait lorsque la frontiére d’un aire chaotique entre en contact avec la
frontiere de son bassin immédiat. Apres la bifurcation, ’aire chaotique se détruit en donnant
naissance a un répulseur étrange ou a une modification qualitative des propriétés de l'aire
chaotique. Ce répulseur est constitué d’une infinité de cycles instables, de leur points limites
et de leurs antécédents, appartenant a l'aire chaotique avant la bifurcation. Ces points sont
responsables du transitoire chaotique qu’il en résulte, faisant évoluer les trajectoires discretes

du plan de phase soit vers 'infini, soit vers un autre attracteur a distance finie.
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CHAPITRE

2

ETUDE D'UN ENDOMORPHISME
BIDIMENSIONNEL DE TYPE Zy — Z9

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la transformation 7" de type couplé. Nous nous intéressons
a I’étude des bifurcations des ensembles invariants. Nous fournissons des preuves numériques
et montrons certains mécanismes associés a ’apparition et disparition des courbes invariantes
fermées.
L’étude se fera en trois étapes. La premiere étape est consacrée a I’étude des singularités pour
des non linéarités de type pair n = 2k avec k = 1,2, .... Dans la seconde étape, les premieres
courbes de bifurcation pour n = 2 sont données explicitement ainsi que les structures de
bifurcation pour n pair. La derniere étape de ce chapitre portera sur le tracé des lignes
critiques, les attracteurs et les droites invariantes, le but étant d’étudier les bifurcations de

bassins d’attraction.



2.2. DESCRIPTION DE LA RECURRENCE

2.2 Description de la récurrence

Considérons la récurrence bidimensionnelle 7' définie par :

. v =y
et
fo(x) = =bx + 2" (2.2)

ou z, y sont des variables réelles, a, b sont des parametres réels et n € N.

Pour n = 2, a = 1 et b un parametre quelconque, cette récurrence a déja été étudiée par
Razafimandimby [33] et Clerc et Hartmann [6]. Ils ont examiné les domaines d’influence et
la stabilité des singularités de ’endomorphisme quadratique et ils ont considéré les auto-
intersections de I'ensemble instable qui se présentait sous la forme particuliere de boucles.
Ce fait a des conséquences fondamentales et connues dans la théorie des bifurcations en
particulier dans les bifurcations globales et le chaos. De telles bifurcations régissent une des

routes vers le chaos qui ont été largement étudiées depuis 1975 dans [19] et [27].

2.2.1 Les points fixes

Considérons ce systeme dynamique généré par une famille de systémes discrets bidimen-

sionnels non inversibles 7T, ; o défini par :

=y
Tobo: 2.3
b2 { v = ay — bx + 2° (2:3)

Pour déterminer les points fixes de cette récurrence, nous devons résoudre le systeme suivant :

{ = (2.4)
ay —br+2° =y
Ces derniers sont obtenus en résolvant 1’équation :

2 —(b+1—a)z=0 (2.5)

Elle admet deux racines zgp=0et zy =b+1 —a.

Donc T admet deux points fixes
0(0,0) et Pb+1—ab+1—a) (2.6)

sia#1+b.
La stabilité de ces points fixes est déterminée par la matrice jacobienne

0 1
/= <fé(:v) > 27
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2.3. ETUDE DU PLAN DES PARAMETRES

Dont le déterminant

det J = — f3(x) (2.8)
et les multiplicateurs
1
S12=3 <a +va?—4b+ 83;) (2.9)

2.2.1.1 Points fixes pour n pair

Pour déterminer les points fixes de la transformation (2.1), il faut résoudre ’équation

polynomiale d’ordre n suivante :

"= (b+1—a)xz=0 (2.10)

Nous obtenons deux points fixes également
0(0,0) et P' ((b+1—a)ﬁ,(b+1—a)ﬁ) (2.11)

sia##1+Db.

Pour n quelconque, la matrice jacobienne est donnée comme suit :

1= (0 o) 212

det J, = —f'(z) = —b+na™! (2.13)

n

dont le déterminant

et les multiplicateurs

1
S12 =3 (a +Va —db 4nx”_1> (2.14)

2.3 Etude du plan des paramétres

Dans ce paragraphe nous étudions I’évolution de la structure des bassins a travers les

bifurcations dans le plan des parametres (a, b).
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2.3. ETUDE DU PLAN DES PARAMETRES

2.3.1 Simulation du plan des parametres

Le domaine de stabilité pour la récurrence 7, ;, peut étre construit numériquement, en
utilisant une méthode de balayage du systeme. Le résultat du programme de balayage est
représenté sur les Figures (2.1) dans le plan paramétrique (a, b), nous donnons ici I'existence
des cycles attractifs de la transformation T, .

Nous remarquons des bifurcations dans le plan paramétrique (a, b), le balayage montre clai-
rement les domaines d’existence de cycles d’ordre k; k = 1,2,...,14. Chaque couleur est
attribuée a un attracteur d'un certain ordre. Les frontieres de ces domaines représentent les
courbes de bifurcations telles que les attracteurs apparaissent pour un multiplicateur S = +1
ou S =-—1.

Dans les Figures (2.1) nous avons le code des couleurs :

e Les zones bleues représentent les valeurs des parametres pour lesquelles il existe un point
fixe attractif.

e Les zones vertes représentent les zones d’existence d’un cycle attractif d’ordre 2.

e Les zones rouges représentent les zones d’existence d’un cycle attractif d’ordre 4.

e Les zones roses représentent les zones d’existence d’un cycle attractif d’ordre 8, ainsi de
suite pour les cycles jusqu’a k = 14.

e Les zones noires correspondent aux valeurs de parametre (a, b) pour lesquelles il existe des
itérées bornées (cycles d’ordre k (k = 15), un attracteur étrange, ou une courbe invariante
fermée). C’est dans ces zones que peuvent étre observés les phénomenes chaotiques.

Les Figures (2.1) représentent les structures de bifurcations pour n un entier pair. On re-
marque des pertes des cycles quand la valeur de n augmente, la zone noire diminue et devient
completement bleue.

Nous remarquons aussi la disparition de la symétrie de deux zones bleues.

Les Figures (2.2) présentent 1'agrandissement des zones noires des Figures (2.1).
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2.3. ETUDE DU PLAN DES PARAMETRES

[ N
4 5

307 |- . 307 |
3.54 il L L L L L 1 L L L 4 L L I 1 L 1 L L L
210 1.68 1.26 o4 42 00 4z &4 126 168 210 354,00 .68 128 o 4z o0 ’T) ™ 128 168 210
a a
(e) n=10 (f) n=12

FIGURE 2.1 — Les structures de bifurcations pour n pair
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2.3. ETUDE DU PLAN DES PARAMETRES

& 7 8 E] 10 1 12 13 e 15

6 7 8 El 10 n 1z 13 14 15

i\

(e) n=10 (f) n=12

FI1GURE 2.2 — L’agrandissement des zones noires pour n pair
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2.3. ETUDE DU PLAN DES PARAMETRES

2.3.2 Les courbes de bifurcations

Dans cette section, nous portons un intérét particulier dans notre étude sur les bifurcations
jouant un role important dans la dynamique, celles se produisant pour a # 0 et b # 0. Nous

pouvons facilement énoncer ce qui suit.

Proposition 2.3.1 Sib=a— 1, alors O (0,0) est le point fixze unique de la transformation
Typ2 définie par (2.1). La courbe paramétrique Ay, : b= a — 1 est la courbe de bifurcation
transcritique telle que les deux points fizes O et P existent et sont symétriques par rapport a

la courbe paramétrique Ay, .

Proof. Considérons le changement de variable qui déplace le point P pour coincider avec

I'origine comme suit :

r=z"4+(1+b—a)
y=y"+(1+b—a)

Apres 'injection de ce changement de T = T, ;2 et une simple simplification, nous avons

On pose

Tope devient T7. . .. Cette nouvelle transformation 7" a deux points fixes (0,0) [ce qui
correspond a P pour T| et P* (14 b* — a*,1 + b* — a*) qui correspond a la solution triviale
de T'. Ces deux transformations 7" et 7™ échangent leurs points fixes.

Soit : L :R? — R?

(@ Wy = (@Y ) gy =@ —(1+b—0a),y = (1+b=0a)) 0,2 ™

Proposition 2.3.2 L est symétrique par rapport a A, telle que LoT =T" o L.
Corollaire 2.3.1 Si P est un point fivze de T, alors L (P) est un point fize de T*
Corollaire 2.3.2 La courbe paramétrique Ay : b= a—1 est invariante par L.

Le point fixe P (1 +b—a,1+ b — a) avec le vecteur paramétrique (a,b) est associé au point
O (0,0) lié au vecteur paramétrique (a*,b*) = (a,2a — b — 2).
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2.3. ETUDE DU PLAN DES PARAMETRES

Ainsi, les points fixes O et P peuvent subir des ensembles identiques de bifurcations dans les
plans paramétriques appropriés. De ce fait, il suffit alors d’étudier la nature et les bifurcations
de O(0,0), celles de P sont déduites automatiquement.

0

1
Soit J = la matrice jacobienne de 7'
—b+2z a

Au point O (0,0) J admet deux valeurs propres

Sio=—244/% b

4

|

« 17 2
Nous pouvons conclure pour a?> — 4b > 0 en considérant b < T

Proposition 2.3.3 Sil+a+b=00ul+b—3a=0,T a une bifurcation flip au point fixe
0 (0,0), ou au point P(b+1—a,b+ 1 —a).

Proof. Considérons la transformation 7% (le deuxi¢me itéré de T) :

! = ay — bx + 2*
T%(z,y) : 2.15
(.9) {y/:a(ay—bx+x2)—by+y2 (2.15)

Les points fixes de T sont calculés en considérant T2 (x,y) = (x,y) , nous obtenons donc :

{ ay —br +2? =x

2.16
alay —br+a%) —by+y* =y (2.16)

Puisque y = ((1 + b)x — 2?)/a, nous obtenons un polynéme quartique en x aprés avoir
remplacé y dans la deuxiéme équation du systeme 2.16. Apres simplification des deux points

fixes, nous obtenons ce polynéme quadratique :
Q)=2*~1+a+bz+a(l+a+b) (2.17)

Les racines de @ () sont les abscisses des deux points du cycle d’ordre 2 :

T1a = ((1+a+b)i \/(1+a+b)(1+b—3a)> /2 (2.18)

et les cordonnées sont : y; = x9; Yo = 1.

La condition suffisante et nécessaire pour I'existence du cycle 2 est donnée par :
(14+a+b)(1+b—3a) >0

Nous avons deux courbes de bifurcation flip, notons :

A1:{(Z>/1+G+b:0} etA’lz{(Z>/1+b—3a:O} (2.19)

23



2.4. ETUDE GENERALE POUR N =2K,K =1,2, ...

e Sil+a-+b=0nous avons r; = x5 = 0, cette droite de bifurcation flip A; est associée
avec le point fixe O (0,0).

e Si 14+ b—3a =0 nous avons x; = x2 = 2a, cette droite de bifurcation flip A est associée
avec l'autre point fixe P(1+b—a,1+b—a). =

Nous remarquons que les deux courbes Ay et A} sont clairement visibles sur la Figure 2.1(a).

Proposition 2.3.4 La transformation T subit des bifurcations de Neimark-Hopf au point
fize O (0,0) pour a =2cos (o) et b=1 avec ay, = 2, k € N,

Proof. Nous obtenons les valeurs de parametre liées aux bifurcations de Neimark-Hopf pour

21

le point fixe O (0, 0) de type foyer en posant Sy = exp (icy) et Sy = exp (—iay) avec oy, = =,

keN m

Proposition 2.3.5 La droite paramétrique b = 2a—3 est la symétrique de la droite A : b =1
par rapport d la droite Ay b = a— 1. Cette droite A" : b = 2a — 3 est associée au point
fixe P et joue un role identique a celui de A qui est associée au point fixe trivial O pour les

bifurcations globales.

Proof. Avec un calcul simple, nous obtenons cette droite. m

2.4 Etude générale pour n =2k, k=1,2,...
Pour tout n pair, nous avons une courbe de bifurcation transcritique donnée par :
Ay, :b—a+1=0 (2.20)

et deux courbes de bifurcation flip données par :

Alz{(z>/1+a+b:O} etA’lz{(Z)/(n—l)(1+b)—(n+1)a:0} (2.21)

ou A; associée au point O et A} associée au point P.

La Figure 2.3 représente les courbes de bifurcation pour n =2 et n = 4.
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2.5. ETUDE DU PLAN DE PHASES

B
I
(%]

(a) n=2 (by n=4

FIGURE 2.3 — Les courbes de bifurcations

2.5 Etude du plan de phases

Les lignes critiques jouent un role tres important dans les bifurcations de bassins, elles
délimitent les zones des différentes déterminations qui engendrent des complications dans

I’étude de T', des interactions des attracteurs et la dynamique de 7'

2.5.1 Les lignes critiques de T

Le lieu LC_; des antécédents confondus de rang 1 de T" est donné par
LC_y = {(z,y) € R* : det (J (z,y)) =0} (2.22)

ou J (z,y) désigne la matrice Jacobienne de 7" au point (z,y).

Apres les calculs, LC'_; est explicitement formulée par :

LCA::{mﬂoﬂE:g} (2.23)

La ligne critique LC =T (LC_;) est donc :

b2
LC =T (LC_;)= {y =ar — Z} (2.24)
° 1 b B
o 1 b0 _r 2.2
cr={n o=+ (0t 55— ) ot g - 1) (2.25)

25



2.5. ETUDE DU PLAN DE PHASES

La ligne critique LC_; de T, ,, est donnée par :

LC_ | = {(x, y) ER* iz = (%) ”11} (2.26)

et LC I'image de LC'_; est donnée par :

LC = T(LC,) = {y _az+ (%) L (%) } (2.27)

2.5.2 Les déterminations inverses de T

La recherche des déterminations inverses de la transformation 7" (si elles existent) revient

a résoudre le systéme par rapport a (z,y) :
T(x,y) — (',y') = (0,0) (2.28)

Ce dernier est équivalent au systeme suivant :

{ J:Q—bx—iray/—y’:o (2.20)
y==x
Dans le cas ou le discriminant de la premiere équation de (2.29)
A, y) =0 —4(az’ —y)) =0 +4(y —az’) = 0 (2.30)

Alors la transformation 7" admet deux déterminations inverses, données par :

Tt (2,y) - { =gtV - Uy —ar) (2.31)

y==x

et

Ty (2,y) : { = %;/bj ;r, Wy’ — ac’) (2.32)

Lorsque le discriminant A est strictement négatif, la transformation 7" n’a pas de détermina-
tion inverse. Par conséquent, T est une transformation de type Zy — Zs, et la ligne critique

LC' séparant les régions Z, et Zy a pour équation A = 0. Ce qui équivaut a :

LC: {(x,y) €ER?*/y =ax — %bz}

Par conséquent, les deux zones Zy et Z5 a 0 et a 2 préimages respectivement :

Zy {(x, y) € R*/y < ax — izﬁ} (2.33)
) Zy {(x, y) € R*/y = ax — ibQ} (2.34)
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2.5. ETUDE DU PLAN DE PHASES

2.5.3 Bassins et courbes invariantes

Nous présentons quelques résultats de simulations numériques et discutons de leurs im-
plications.
Rappelons que le bassin d’attraction d’une singularité stable est ’ensemble des points dont
la suite des itérations converge vers cet ensemble attractif. Sa frontiere possede quelques
propriétés, telles que 'invariance par T" et T7", n = 1,2, ..., elle est séparatrice et elle est
constituée d’arcs de courbes invariantes issues de points cols et par leurs antécédents ou des
points fixes ou cycles répulsifs.
De la figure (2.3(a)), nous avons quatre points (a =2,b~ 1), (a = —=2,b~ 1), (a = —2,b ~
—6.9) et (a = 0,b ~ —1) qui sont des points de bifurcation de codimension supérieure ou
égale a 2.
Rappelons qu'un point X est un point de bifurcation de codimension-2, si ce point est le
point d’intersection d’une courbe de bifurcation fold et une courbe de bifurcation flip. Por-
tons notre attention sur les bifurcations qui se produisent autour de ces points.
Quand on fait varier les parametres autour de a ~ 2 (voir Figures 2.4(a) et 2.4(b)) et a >~ —2
dans les Figures 2.5(a) et 2.5(b) pour b ~ 1.
Puisque b > 0, le point fixe O est stable, 'intérieur de son bassin d’attraction subit une
bifurcation de Neimark-Hopf et une petite courbe fermée apparait a l'intérieur du bassin,

avec une variété stable fermée au point col P.

a= 1.90000 b= 101000
800 7
/
/
LC/ |1C,
/
/
/
/
/
/
P /
CFI /
% /
/
/
200 /
-.200 1.200

(a) Les courbes critiques et la courbe CFI provenant (b) Agrandissement des courbes invariantes a 1'inté-

de la bifurcation de Neimark-Hopf rieur et autour du bassin

FIGURE 2.4 —n=2, a=1.9 et b=1.01
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2.5. ETUDE DU PLAN DE PHASES

a=-1.94000 b= 1.04000
3.500 Y P
N\
\ Le G
\
3\
\
N\
3\
\
\
A\
\
0
X
CFI
-2.200 \
-2.300 3.700

(a) La symétrie du bassin est visible

FIGURE 2.5 —n=2, a=—-1.94 et

500
LC

-6.000

a= -1 90000 b= -5.90000
Lc_,
0
\ z
CFI
=7.000 500

(b) Agrandissement du bassin

b=1.04

(b)

FIGURE 2.6 —n=2, a=—-1.94 et b= —-6.9
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2.5. ETUDE DU PLAN DE PHASES

2,100

=1.000

a= 1,90000 b= 101000

/

7

[

LC_,

-1.000

(a) a=1.9 et b=1.01

1.500

2200

-1.400

a=-1.94000 b= 1.04000

LC\'\ LC

-1.400

(b) a=-1.94 et b=1.04

2.200

FIGURE 2.7 — n=4

Les Figures précédentes montrent la structure de bassin correspondante de 1" pour n = 2.
Les Figures 2.4, 2.5, 2.6 et 2.7 représentent les attracteurs existants (les deux points fixes
O, P, une courbe fermée invariante (C'F'I) autour du point fixe O apres la bifurcation de
Neimark-Hopf) et la variété stable émanant du point col P. Sur la Figures 2.4 a ~ 2 et
b~1(S = 5 =1), les deux points fixes existent, P est un col et sa variété invariante
stable délimite le bassin de O qui subit une bifurcation Neimark-Hopf lorsque a croit de 1.7
a 1.9. Les deux courbes sont fermées et invariantes. Sur la Figure 2.5, a ~ —2 et b ~ 1
(S1 = Sy = —1), le point fixe O, subit la bifurcation flip A; (1+b+a =0) et le cycle-2
entourant O devient instable donnant encore une C'F'I. Sur la Figures 2.7 et pour n = 4 nous
avons presque le méme comportement avec des courbes invariantes associées avec les points
fixes. Nous observons de petits changements dans I’emplacement de la courbe critique LC_4
qui a des effets sur les propriétés des attracteurs, et peut causer de notables asymétries dans
la structure des bassins, qui ne peuvent étre détectées qu’a partir des propriétés du modele

étudié.

2.5.3.1 Les droites invariantes

D’autres ensembles invariants pour n = 2 (et méme pour n pair) peuvent étre estimés
pour 72. Ces ensembles invariants sont obtenus par itération des droites invariantes sur la
frontiere du bassin immédiat. Le cas a = —2 est tres intéressant, car on peut mettre en

évidence l'existence de tels ensembles. Le caractere spécial de ce type d’ensembles a déja été
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2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

observé dans les endomorphismes découplés.
Pour illustrer cette idée, on pose L1 : 4o = axs + [, x5 et yo sont les deuxiemes itérations de

x et y. On obtient alors :
a(ay—bx+x2)—by+y2:a(ay—bx+$2)+ﬁ (2.35)
En vertu de I'invariance de Ly par T (y = ax + [3), pour tout z, on a :

(a + o’ — a) 2+ (azoz —ab+2af — aaQ) x+ (aQB —bB 4+ % —aaf — B) =0 (2.36)

Alors
a+a?—a=0
Ba*>—b+p—aax—1)=0 (2.37)
a’a —ab+ 208 — aa® =0
Pour a = —2, nous avons L1 : y = —x+b—1. Sinous prenons b = 1+¢, alors L, : y = —x+¢

Les itérées T (Ly) sont également invariantes car T% (T (L1)) = T (T? (L)) = T (L1). T (L)

est une parabole dont 1’équation est

yzx—2+(a—é—%)x+é(b+é):xz—bx—b—l—l (2.38)
a ! !

Si nous prenons 5 = 0, nous avons Ly : y = 0, Lg : y = x. Outre les éléments vus jusqu’a
présent, il existe une autre particularité dans la dynamique de T. La forte dépendance vis-
a-vis des parametres engendre une grande variété de phénomenes complexes dans le plan et
donne lieu a différents types de bassins. Compte tenu de la complexité de la matiere et de sa
nature, I’étude de ces phénomenes ne peut étre réalisée que par ’association d’investigations

numériques guidées par des considérations fondamentales qui se retrouvent dans [28].

2.6 Bifurcations de bassins produites par la variation

du parametre b

Les attracteurs constituent un ensemble intéressant d’études par eux-mémes. Leurs bas-
sins d’attraction sont divisés en deux parties égales par LC_;.
Pour comprendre le comportement de ’application quand a est proche de —2, nous suivons
I’évolution dans le plan de phases quand on fait varier le parametre b (b~ —5.87,b = 0.95) .
Toutes les situations qui vont suivre, ont été publiées dans [7] proposé par Djellit, Fakroune et
Selmani, pour une grande variété de modeles non linéaires. Dans la plupart des applications,
le bassin d’attraction subit quelques modifications. La structure géométrique du bassin se

produit pour des choix particuliers des parametres.
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2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

Des travaux récents traitant de cas d’attracteurs multiples dans ’application non-inversible
ont montré que peut devenir une source de bifurcations donnant des structures complexes
pour les bassins d’attraction. Cependant, les phénomenes globaux et les structures complexes
des bassins illustrés ici sont dus aux deux ensembles critiques et invariants.

Considérons le parametre b proche de la valeur —5.9 et varions a, on a les situations sui-

vantes :

a=-1.40000 b=-5.90000
600
0
LC, :
AN
\\
TN
N
\
N\
AN
A"
A
\\\Pf
\ ———cm1
N\
AN
-6.000 \
-6.000 Raaln]

FIGURE 2.8 — Bassin connexe et bifurcation de contact de la courbe fermée et la courbe

critique LC
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2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

&= -1.43000 b=-5.90000

-6.000 L L
-5.000 600

FIGURE 2.9 — Disparition de la courbe fermée CFI

a=-1.45200 b= -5.287740
Ralulu] T

-6.000

-£.000 500

FiGURE 2.10 — Bifurcation de contact de LC et du bassin d’attraction du point fixe P et

formation d’un point anguleux
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2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

a=-1.45200 b= -5.87400

-6.000
-6.000 500

FIGURE 2.11 — Bassin non connexe

a=-1.45200 b= 526000
1.050

-6.500

-6,500 L.0s0

FIGURE 2.12 — Bassin non connexe

33



2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU

PARAMETRE B

Pour a = —2 et b = 2, les courbes critiques LC'_1, LC', LC et LC5 délimitent 'attracteur
qui occupe tout le bassin. Les lignes invariantes de T' et T? respectivement (y = x et y = —x + 1)
contiennent des points fixes (0, 0) et (5, 5) pour y = x et les deux points de cycle-2 {(2, —1); (—1,2)}

pour y = —z + 1 (voir la Figure 2.13 ).

{r=x}:t07

FIGURE 2.13 — Les courbes critiques pour n = 2,

34

a=—2 et



2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

Considérons maintenant le parametre a = 0.96 et varions b . Pour b = 1.13 et b = 1.25, le
bassin est simplement connexe, le point fixe P de type col appartient a la frontiére du bassin
d’attraction. Une courbe fermée invariante (CFI) est née de la déstabilisation du point fixe
foyer O via une bifurcation de Neimark-Hopf (voir Figure 2.14 et Figure 2.15). Pour b = 1.5

un attracteur chaotique annulaire (voir Figure 2.16 et Figure 2.17).

== 06000 b= 112000

2.000

Le_;

LC

LI}

-1.000

-1.000 2.000

(a)

FI1GURE 2.14 — Bassin simplement connexe
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2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

== 096000 b= 125000
2,200
ic_,
LC
P
-
CFL
=1.000 ‘
-1.000 2.200
(a)
FIGURE 2.15 — Bassin simplement connexe
a= 96000 b= 1.50000
2.500
Lc_,
P LC
L]
CFI
o]
L ]
-1.000
-1.000 2.500

(a)

FIGURE 2.16 — Attracteur chaotique annulaire

36



2.6. BIFURCATIONS DE BASSINS PRODUITES PAR LA VARIATION DU
PARAMETRE B

a= 26000 b= 1.53000

3000
EC-y

*o

-2.000

-2.000 2.000

(a)

FIGURE 2.17 — Attracteur chaotique annulaire
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CHAPITRE

3

DYNAMIQUE COMPLEXE
D’ENDOMORPHISMES POLYNOMIAUX
DE NON LINEARITE IMPAIRE

3.1 Introduction

Ce chapitre est organisé comme suit : la premiere partie décrit certaines propriétés par-
ticulieres du modele pour des non linéarités impaires, leur dépendance aux parametres et la
stabilité des points fixes et des attracteurs. Le comportement qualitatif et les bifurcations
sont examinés dans une sous-section en utilisant une théorie qualitative et la théorie standard
des bifurcations. Dans la deuxiéme partie, nous mettons en évidence le réle des courbes inva-
riantes et de quelques cas ou les bifurcations peuvent conduire a la création de bassins fractals
et provoquer des changements qualitatifs dans la structure du domaine lorsque les parametres
sont modifiés. Enfin, nous terminerons avec quelques illustrations de bassins fractals et les

courbes critiques.



3.2. LE MODELE

3.2 Le modeéle

Reprenons le systeme (2.1) avec des non linéarités impaires n = 2k + 1,k = 1,2,... et
étudions la dynamique et les mécanismes qui induisent les variations principales relatives aux
attracteurs et leurs bassins.

Tabn(x,y):{ v=y

” y =ay — br + "

Premierement, il suffit de montrer le schéma représentatif de ce systeme pour n = 3 fournis-
sant ainsi des informations sur la région de stabilité pour le point fixe de base (domaine bleu
dans la Figure (3.1)) et la région d’existence des cycles d’ordre k.
La Figure 3.1 représente le diagramme de bifurcation, comme le chapitre 2, de 7' dans le plan
des parametres (a,b). On peut voir des régions d’attraction de k- cycles d’ordres différents
(k < 14) issus des courbes de bifurcation (ordres différents sont représentés avec des couleurs
différentes), et il est connu que les ordres suivent la régle de sommation de Farey standard.
Les régions noires (k = 15) correspondent a 'existence de séquences itérées bornées com-
prenant un comportement chaotique. La zone blanche correspond aux séquences itératives
divergentes dans 'espace des phases.
La Figure 3.1 représente les structures de bifurcations pour n impair. Nous remarquons des
pertes de cycles quand la valeur de n augmente (n € N et n impair), la zone noire diminue
et devient completement bleue.
Nous pouvons observer des caractéristiques intéressantes et des schémas dynamiques com-
plexes lorsque les régions de stabilité des points fixes et des cycles sont mises en évidence. Le
but de cette étape est de sélectionner 'ensemble des "bonnes valeurs” de parametres suscep-
tibles de garantir des situations intéressantes. Nous commencons nos recherches pour n = 3,
dans 'espoir que ces propriétés seront transmises a n =2k + 1,k > 1.
Ce modele peut produire des dynamiques réguliéres et / ou chaotiques. De la Figure 3.2(a),
nous pouvons tirer la conclusion suivante :
e Pour b > 1 et —2 < a < 2, dans la zone noire, différents k-cycles peuvent coexister.
e Pour 1 < b < 1.84 et a = —1, un cycle d’ordre- 3 peut coexister avec une courbe invariante
fermée.
e Pour 1 < b < 2 et a proche de 0, deux cycles d’ordre-4 coexistent.
e Pour 1 <b < 1,84 et a =1, nous avons un cycle d’ordre-6.
La dynamique périodique, provoquée par les verrouillages de fréquence qui se présentent sous
forme de "régions colorées” de langues d’Arnold étroites d’ordres < 14, est représentée en

touchant la courbe de bifurcation de Neimark-Hopf b = 1.
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3.2. LE MODELE

(e) n=11 (f) n=13

FI1GURE 3.1 — Les structures de bifurcations pour n impair
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3.2. LE MODELE

(e) n=11 (f) n=13

FIGURE 3.2 — Agrandissement des zones noires pour n impair
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3.2. LE MODELE

3.2.1 Points fixes et courbes critiques

Considérons le systeme dynamique 7,3 défini par :

T:{ =y (3.1)

v = ay — br + 23

Les points fixes de cette récurrence sont des solutions obtenues par une manipulation triviale
de (3.1) avec 2/ = x et y/ = y. Outre la solution triviale (0;0) qui existe toujours deux points
fixes supplémentaires si b > —1 + a.

Nous devons concentrer notre attention sur les bifurcations jouant un réle important dans la
dynamique, celles se produisant pour —2 < a <2et —1 < b < 3.

Nous pouvons énoncer les propositions suivantes :

Proposition 3.2.1 Sia =0 et b+ 1 > 0,deux autres points fixes symétriques P, et P

peuvent exister

P =(Wb+1,Vb+1)et Py=(—Vb+1,—Vb+1)

Pour =2 < a<2etb+1—a >0, deur autres points fixes symétriques P, et P, peuvent

exister

Pp=Wb+1l—a,vVb+1l—a)et P=(—Vb+1—a,—Vb+1—a)

La courbe paramétrique Ay, : b = a — 1 correspond a la courbe de la bifurcation fourche.

Pour a = 0, T? est une transformation découplée (pour plus de détails voir les références [25]
et [28] et chapitre 4). Mira et al. ont montré qu'une dynamique complexe peut émerger de
Iitération des transformations découplées caractérisées par la multistabilité.

3.2.1.1 Les déterminations inverses

La transformation T admet trois déterminations inverses qui sont des solutions du systeme
dépendantes de I’ensemble des parametres considérés. En fait, en déterminant les préimages

d’un point (2’,y"), nous obtenons :

{ y=2o (3.2)

ay — br +2® =y
De la deuxieme équation nous trouvons :

23 — b+ (axt —yr) =0 (3.3)
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3.2. LE MODELE

En utilisant les formules de Cardan pour résoudre ’équation (3.3), nous trouvons :

0
27

e Si A(z/,yr) > 0, 'équation cubique admet une solution réelle unique. C’est-a-dire qu’un

Azt yl) = i(ax/ —yl) (3.4)

point (x/,y/) a une unique préimage de rang 1.

e Si A(xt,yl) < 0, 'équation admet trois solutions réelles. C’est-a-dire qu’'un point (x/,y/) a
trois préimages distinctes de rang 1.

e Si A(xr,yr) = 0, 'équation admet trois solutions réelles, dont deux sont égales. C’est-a-dire
qu'un point (z/,y!) a trois préimages de rang 1, dont deux sont confondues.

Nous en déduisons que la transformation bidimensionnelle est non inversible et que le plan
des phases peut étre formé de trois régions ; une région Z3 sur laquelle I'application 7" admet

trois déterminations inverses données par :

ﬂlz{wZ@@@wa%F%waW+V%M—Mﬂ—QA@ﬂw 5

y=2a

et

~—

T = {’/%(y’—az’)jt A y) + {’/%(y’—a:v’) — A2y

s 13 ! / 2 Y 3 / / 2 Y .

Tos +Y i ({3 - ax) + YA ) - A —aa)) - /AW,y (30
y=1a

et deux régions Z; sur laquelle 'application 7" admet une seule détermination inverse donnée

par T, .

3.2.1.2 Les courbes critiques
Les courbes critiques sont déterminées via le determinant de la matrice Jacobienne :

det(J(x,y)) = b — 32° (3.7)

Ce dernier s’annule sur deux droites verticales du plan

r =4+ 3 (3.8)

Le lieu LC_; est donc constitué de deux branches LC!, et LC?,, avec :

Lcilz{xz g} et LCElz{x:— g} (3.9)
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3.2. LE MODELE

Lorsque la condition suivante b > 0 est vérifiée, T" est non inversible de type Z; — Z3 — Z;.

Rappelons que :
Azt yl) 1( I —yr)? v 0
xhyl) = —(ax! — - — =
=y Y
Ces régions Z;, Zs sont séparées par deux courbes, notées LC?, appelées courbes critiques,

équivalentes a :

LC’lz{(a;,y)/y:aa:—i- @} et LCZZ{(x,y)/y:ax— ) 42—[)73} (3.10)

Le systeme dynamique (3.1) est symétrique par rapport a l'origine, car T'(—x, —y) = =T (z,y).
Cela implique que tout ensemble invariant de T est soit symétrique par rapport a O, soit
admet un ensemble invariant symétrique. Ceci vaut en particulier pour les points fixes et
les cycles de T'(—z, —y) = —T(x,y). Ainsi, les deux points fixes Pj, P, lorsqu’ils existent,
sont dans les positions symétriques par rapport a O, et tout cycle de T" de période impaire
coexiste nécessairement par symétrie avec un autre cycle ayant les mémes caractéristiques.
Pour la méme raison, tous les bassins d’attraction sont soit symétriques par rapport a O, soit
un autre bassin existe également en position symétrique.

Examinons les comportements qualitatifs du systéme (3.1). Comme d’habitude, la dynamique
locale du systéme (3.1) au voisinage d’un point fixe dépend de la matrice jacobienne. Le ja-

cobien est évalué au point fixe de base.

0 1
Soit J(z,) = la matrice jacobienne de T" au point (z;y).
’ —b+32? a
Considérons maintenant les conditions de la stabilité locale du point fixe O = (0,0) en

terme de parametres dans 'équation(3.1).

0 1

— a

a a? a a?
e, Je LY 11

Pour a? — 4b > 0, et par un simple calcul, il est simple d’obtenir le résultat suivant :

La matrice Jacobienne Jig o) = ( > de T en O admet deux multiplicateurs :

Proposition 3.2.2 Sil+a+b> 0, le systéme (3.1) subit une bifurcation flip au point fize
O = (0,0).
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3.2. LE MODELE

Proof. Par un simple calcul, nous pouvons prouver cette proposition m

De :
v =ay — bx + 2°
y = alay + 23 — bx) — by + 13

ToT(x,y):{

Nous cherchons des points fixes de T' o T" en mettant :

—ay—b 3
x ay3 T+ . (3.12)
y=alay +x° —bx)—by+vy

Nous obtenons un polynéme de degré trois par rapport a y :

v — (b+1—a)y —abr +ax® =0 (3.13)

et ) 5
y— Lrbr—a (3.14)
a

Apres avoir remplacé y par son expression, nous obtenons :

(W)g b+ 1—a?) (W) —abz +az® =0 (3.15)

Nous obtenons seulement un cycle constitué de (Ps,Py) tels que :

Py = (im, + [(b F VORI taF(b+1+ a)%]) (3.16)

Proposition 3.2.3 Sib > —1 et b> +2b+ 1 —4a® > 0, le cycle-2 né de la bifurcation flip

subit une bifurcation fourche donnant lieu d deux cycles-2 supplémentaires.

Proof. Deux cycles d’ordre 2 supplémentaires apparaissent via une bifurcation fourche, le
deuxieme cycle-2 est formé de deux points (Ps, Pg) et le troisieme et dernier cycle-2 est formé
de deux points (Pr, Py).

Pyg— (i% z/;,é {i%u W é(w)ED (3.17)

Pra = (512 [0+ 0V g0t (3.1)

avec ) =2 +2b+ 22 +2b+1 —4a2 et Y/ =24+ 20— 202 +2b+1 —4a>. m

Proposition 3.2.4 Sib =1 et —2 < a < 2, le systéme (3.1) subit une bifurcation de
Neimark-Hopf au point fize interne stable O(0,0) de type foyer. De plus, une courbe fermée

invariante attractive apparait autour de ce point fixe.
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3.3. COURBES INVARIANTES ET INVERSES

0 1

La matrice Jacobienne Jp, , =
’ 2b—3a+3 a

) de T" aux points P; 5 admet deux multipli-

cateurs

a a?

Pour —2<a<2et -1 <b<2, ‘1—2 + (2b — 3a + 3) > 4, les points fixes P;, P, sont des cols.
Les considérations théoriques ci-dessus permettent d’étudier sans ambiguité la dynamique du

systeme.

3.3 Courbes invariantes et inverses

Dans cette section, nous montrons certains mécanismes associés a ’apparition et a la
disparition de courbes invariantes fermées. Nous verrons qu'un mécanisme, qui s’est déja
produit dans certaines classes de systemes dynamiques avec des non linéarités paires, est
valable pour des non linéarités impaires. Pour n = 2, ce systéme a retenu l'attention de
Razafimandimby [33] et de Clerc & Hartmann [6]. Ce systéme est associé a une connexion-
col également appelée boucle homocline, comme on le voit dans Djellit et al. [7], représentée
par une courbe invariante fermée formée par la fusion des deux branches issues de ’ensemble
stable du deuxieme point fixe de type col. Il s’agit d’une situation structurellement instable, ce
qui entraine une division entre deux comportements dynamiques qualitativement différents.
Comme ce type de bifurcation ne peut étre prédit par une étude locale, on peut la classer
comme une bifurcation globale.

Par conséquent, des différences évidentes des caractéristiques pour n = 2k et n = 2k+1, k > 1
apparaissent et illustrées par les Figures 3.3(a), 3.3(b), 3.3(c) et 3.3(d). Ces caractéristiques
peuvent étre utilisées pour diagnostiquer les types de comportement dans les systemes dont

I’étude théorique est difficile.
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3.3. COURBES INVARIANTES ET INVERSES

(a) n=2, a=1, b=-1 (b) n=4, a=1, b=-1

(c¢) n=3, a=1.8, b=2 (d) n=5, a=1.8, b=2

FIGURE 3.3 — Les variétés des cols P, et P, autour du point fixe O et de ses préimages.
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3.3. COURBES INVARIANTES ET INVERSES

Le comportement des variétés de cols joue un role principal dans la formation de courbes
invariantes. Dans les systemes bidimensionnels, les variétés de col sont des courbes unidi-
mensionnelles et leur comportement peut étre analysé numériquement. Les attracteurs sont
situés le long de la variété instable de points fixes col qui répetent leur forme.

Dans un systéme dynamique polynomial du plan, les variétés instables de col ainsi que I’at-
tracteur lui-méme doivent étre "groupés” dans une région délimitée du plan des phases.
[lustrons ce qui a été mentionné ci-dessus avec des non linéarités impaires. Les Figures 3.3(c)
et 3.3(d) montrent le comportement des variétés des points fixes de type col. Nous répétons
numériquement les résultats obtenus pour des degrés impairs.

Pour b = 2, le point fixe O et ses préimages de rang 1 sont entourées de variétés invariantes
stables de P; ou de P. O est une préimage de lui-méme. Ces bassins renferment des tra-
jectoires singulieres "complexes”. Il peut s’agir de boucles séparatrices de points cols ou de
courbes homocliniques de cycles cols apres le moment de tangence de leurs variétés stables
et instables (voir Figure 3.3).

Comme a augmente, le point fixe interne O devient instable par une bifurcation de Neimark-

Hopf et le comportement du modele devient chaotique.

3.3.1 Courbes invariantes et structure de bifurcation

La dynamique est entierement étudiée a l'aide de simulations numériques. L’analyse ré-
vele les types d’attracteurs et montre que la dynamique est riche en mettant en évidence le
role des ensembles invariants.

Nous étudions les régularités dans le comportement de variétés invariantes auxquelles les at-
tracteurs sont étroitement liés. Sur la Figure 3.4, pour a = —0, 05 et n = 3, un comportement
chaotique apparait autour du point fixe trivial O, les deux cols d’ordre 4 communiquent en
créant une courbe hétéroclinique et invariante fermée.

Les zones rouges et bleues sont leurs bassins d’attraction. Les phénomeénes d’auto-similarité
et les frontieres des bassins fractales sont facilement visibles. Les variétés instables issues de

col sont illustrées pour b = 1.95 et b = 2.20.
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(¢) n=3, a=-0.05, b=2.20

FIGURE 3.4 — Les bassins d’attraction pour les cycles-4
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3.3. COURBES INVARIANTES ET INVERSES

Sur la Figure 3.5, pour a = —0.05, n = 5 le point fixe stable O est a 'intérieur et subit
une bifurcation de dédoublement de période (flip) donnant lieu & un cycle-2 dont les points
appartiennent a la droite invariante y = —x qui est aussi la variété instable.

Nous pouvons voir que le processus se répete pour le cycle d’ordre 2. Chaque point du cycle-2
subit une bifurcation fourche (voir Figure 3.5(c) et 3.5(d)). Lorsque b augmente, ces nouveaux
points subissent une bifurcation de doublement de période, donnant lieu a deux points d'un
cycle-4.

Les points fixes O, P, et P, appartiennent a la droite invariante y = z. La détermination des
ensembles invariants est cruciale dans 1’étude de la dynamique de ces systemes.

Lorsque le parametre a augmente encore, une bifurcation de Neimark-Hopf se produit a
b = 1.01. Dans le plan de phase, I’apparition d'une courbe fermée C'F'I est représentée dans
les Figures 3.5(e) et 3.5(f). Ces complexités dynamiques sont causées par la non-linéarité
du systeme. Nous donnons une illustration du scénario de la bifurcation de doublement de
période suivie par I’émergence des trois cycles-2, ou tous les cycles instables et tous les points
fixes et une orbite stable coexistent. Les variétés instables issues de points de cycles-2 tournent
autour du point fixe O de maniere étrange.

Sur les Figures 3.5(e) et 3.5(f) la courbe invariante fermée C'F'I issue de la bifurcation de

Neimark-Hopf et les variétés instables sont enroulées autour de la courbe fermée.
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3.3. COURBES INVARIANTES ET INVERSES

(a) Doublement de la période du point fixe trivial O (b) La ligne invariante y = —x contient les deux

points de cycle-2

(¢) Boucle hétéroclinique joignant des points d’ordre (d) Bifurcation de Pitchfork (Fourche) pour chaque
let2 point de cycle-2

(e) n=5, a=-0.05 , b=1.01 (f) n=5, a=-0.05 , b=1.01

FIGURE 3.5 —
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3.4. EVOLUTION DE BASSINS

3.4 Evolution de bassins

Nous avons détecté le chaos et d’autres formes de dynamiques complexes dans ces modeles
de dynamiques polynomiales simples.
Pour n = 3, quelques schémas dynamiques complexes apparaissant dans ce modele avec une
dynamique non unique a multiples attracteurs. Nous montrons que plusieurs types d’attrac-
teurs peuvent coexister, y compris des attracteurs réguliers et chaotiques.
Une représentation graphique des bassins fractals fournit une indication qualitative de la
difficulté a prévoir leur évolution future. Depuis que la relation entre la fractalité et la dy-
namique non linéaire a été établie, nous utilisons une technique numérique pour caractériser
la nature fractale des bassins. Nous suivons I’évolution du plan de phase en variant les pa-
rametres a et b. Nous avons effectué une étude dans le plan des phases. Le systeme affiche
principalement la dynamique de deux attracteurs coexistants.
Dans certaines régions de parametres, les figures mettent en évidence les conditions d’oc-
currence de bassins entremélés. Dans l'intervalle —1 < a < 2, une coexistence stable est
possible pour 1.70 < b < 2. C’est la conséquence de bifurcations fourches successives suivies
d’un plus grand nombre d’attracteurs réguliers coexistants dans l'espace des phases (voir
Figures 3.6(a), 3.6(c), 3.6(e) et 3.6(f)). Malgré les inconvénients apparents des bassins d’at-
traction déformés, on peut supposer que de nombreux attracteurs avec des bassins fractals
et mélangés sont présents dans ce modele. Cette étude confirme que des systémes simples a
multi-attracteurs sont capables de générer des dynamiques complexes et imprévisibles (voir
aussi Djellit & Soula[8]). Les Figures 3.6(a), 3.6(c), 3.6(e) et 3.6(f), montrent les propriétés

de similarité et les frontieres fractales des bassins.
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(c) a=0.29, b=1.90 (d) a=0.29, b=1.90

(e) a=0.38, b=1.77

(f) a=1.20, b=1.77

FIGURE 3.6 — Propriété auto-similarité et mise en évidence de frontieres des bassins fractals.
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En analysant les Figures, nous montrons comment une caractéristique particuliere est impli-
quée dans 'explication de certaines propriétés du systeme associées aux frontieres des bassins
et a leurs ensembles attractants. Les schémas d’auto-similarité et les bordures des bassins
fractals sont également visibles dans la Figure 3.6(c), Kaitala et al. ont révélé ce résultat
intrigant (voir leur travail [22] pour plus de détails).

L’objectif principal ici est de souligner le role crucial de la non-linéarité dans la caractérisa-
tion des propriétés globales du systéme considéré dans ce chapitre, et en particulier leur role
dans 'apparition des différents comportements dynamiques.

Pour le cas b = 1,77 et a = —0.97, il existe deux attracteurs, chacun avec son propre bassin
illustré par les bassins rouge et bleu dans la Figure 3.7(a). Nous observons que pour b = 1,87,
les bassins d’attraction pour les deux courbes fermées cycliques d’ordre 3 dans les bassins
gris et vert et deux cycles d’ordre 3 associés aux bassins blanc et rouge. On observe que les

bassins de ces attracteurs sont entremélés de maniere trés complexe dans les Figures 3.7(e)
et 3.7(f).
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(c) a=-1.02, b=1.87 (d) a=-1.02, b=1.87

(e) a=-1.1, b=1.92 (f) a=-1.3, b=2

FIGURE 3.7 — Evolution des bassins - bassins entremélés
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CHAPITRE

4

ETUDE D’UN ENDOMORPHISME
DECOUPLE T

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons I’étude du systéme découplé en dimension deux. L’objec-
tif est de cerner plusieurs phénomenes entre autre la propriété de multistabilité (coexistence
de plusieurs attracteurs), de déterminer les points fixes, les cycles d’ordre 2, 4, 8 et 16 (via
les successives bifurcations flip) et de mettre en évidence la structure ou la configuration
particuliere des cycles et la représentation de leurs bassins d’attraction ('architecture de ces

cycles). Nous terminons par une étude sur les ensembles critiques.

4.2 Propriétés générales d’une transformation décou-
plée

D’une maniere générale, nous parlerons de récurrence découplée T' de dimension deux,

chaque fois qu’on a la forme suivante :

T(z,y) = (f(y),g9(r)) € X xY (4.1)



4.2. PROPRIETES GENERALES D’'UNE TRANSFORMATION DECOUPLEE

ou f:Y = Xetg: X — Y sont deux fonctions continues. Ce type de transformation décrit
un modele de Marketing appelé "Cournot duopole”. Ainsi T s’appelle une transformation de
Cournot, et f et g sont appelées deux fonctions de réaction : elles décrivent des lois sur les
productions de sociétés qui sont en concurrence dans un marché. Pour toute transformation

de ce type, il est possible d’associer les deux transformations unidimensionnelles définies par :
F=fog et G=gof (4.2)
Les propriétés suivantes sont établies dans [5], [17] et [18].

Propriété 4.2.1
Tk 1 = FF(x)
y =G*(y)
(4.3)
T2k+1 . o' = f(G*(y))
y =g (F*(x))
Ouk =1,2,....FF et G* sont les images d’ordre k de F et G. La nature d’un cycle d’une
transformation symétriquement découplée dépend de l'ordre n du cycle, car un itéré pair (n =
2k) de T est toujours découplé et un itéré impair (n = 2k + 1) est toujours symétriquement

découplé.

Propriété 4.2.2 Pourn > 1, les deux récurrences unidimensionnelles F' et G satisfont :

foG™"y)=fogofo..ogof(y)=F"of(y)

(4.4)
goF"(z)=gofogo..ofog(x)=G"og(x)

Nous déduisons de cette propriété que les cycles de la récurrence F' et ceux de G, et leurs
propriétés de stabilité sont strictement liées. La correspondance entre les cycles de F' et ceux

de G est donnée dans la propriété suivante :

Propriété 4.2.3

1- Si{ay,...,an} un cycle de F d’ordre n, alors : {by,....,b,} = {g(a1),...,g(a,)} est un cycle
de G d’ordre n.

2- Si {by,....;bn} un cycle de G d’ordre n, alors : {ay,...,a,} = {f(b1),..., f(by)} est un cycle
de F' d’ordre n. On appelle ces cycles, des cycles conjugués. La stabilité est déduite par cette

relation :
n n n

S = H F'(a;) = [[&'(0:) = ] £/ (bi)g' (@) (4.5)

=1 i= =1
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4.2. PROPRIETES GENERALES D’'UNE TRANSFORMATION DECOUPLEE

Ces propriétés montrent que les cycles de la transformation bidimensionnelle 7" sont liés aux

cycles des transformations unidimensionnelles F' et G.
Propriété 4.2.4

- St 1,9, ..., Ty Sont m points fizes de F, alors y1 = g(x1), y2 = 9(22),--, Ym = g(x.,) sont

les points fizes conjugués de G

- Parmi les m? points du produit cartésien {x1, o, ..., Tm} X {Y1, Y2, -, Ym }, M points sont des

points fixes de la transformation T et sont donnés par :

(i, yi) = (x5, 9(x1)), 1=1,2,...m (4.6)

2

Remarque 4.2.1 Les (m*—m) points restants de la forme (x;,y;), i # j, forment des cycles

d’ordre deuz pour la récurrence T'. Du fait que :
T(xiayj) = T<:Ul>g($j)) = (F(:E]?g(ml)) = ('Tj>yi)

T(xj9:) = Tl 9(w:)) = (Fai g(25)) = (23, 9;)
Donc {(xi,y;), (xj,y;)} est un cycle d’ordre deux de T

(m?—m)
2

1l existe cycles d’ordre deux de T donnés par :

C2 = {(xi,9(x;), (xj,9(x)}, 4,7=1,2,...,m et i<} (4.7)

Propriété 4.2.5 Un cycle d’ordre k est constitué de points fizes de la transformation T*.

1- Si Uordre du cycle est un nombre impair (2k + 1), on a deuz cas :
e Soit les abscisses des points de ce cycle de T sont des points d’un cycle de méme
ordre que F.
e Soit les ordonnés des points du cycle de T sont des points d’un cycle de méme ordre
que G, mais pas les deux a la fois.

2- Si lordre de cycle est pair (2k), les abscisses et les ordonnés de ce cycle sont en méme

temps des points d’'un cycle de F' et G d’ordre k respectivement.
En effet : On sait que les points d’un cycle d’ordre n de T" sont des points fizes de T™.
a)- Un cycle d’ordre (2k 4 1) est solution du systéme :

{ z = f(G"(y)) (48)
y =g (F"(x)) '
Si on remplace y dans la premiére équation, on obtient x = F?**1(x), et x sera un
point fize de F* 1. est un point five de F?**1, i.e x est un point d’un cycle d’ordre
(2k+1) de F alors g(x) est un point d’un cycle d’ordre (2k +1) de G, i.e g(x) est un
point fire de G**+1,
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b)- Un cycle d’ordre (2k) est solution du systéme :

{a::Fk(:p)

y=G"*(y) (49)

Ici x est un point fize de F*, et y est un point fivze de G*, i.e x et y sont des points

d’un cycle d’ordre k de F' et G respectivement.

Propriété 4.2.6 Soit {ai,as,...,a,} un cycle d’ordre n de F, avec la valeur propre

Ao =[] F'(a:)
i=1
1- sin =2k, alors T a k cycles distincts d’ordre 2n, donnés par :

(({T"(ay,9(a1)),i=1,2,...,2n}
{T"(az,g(ay)),i=1,2,...,2n}

(4.10)

L {T" (ak, g (ar)),i=1,2,...,2n}
Avec les valeurs propres Ay = Ay = A,.

2- Sin =2k +1, alors T a k cycles distincts d’ordre 2n donnés par les relations pré-
cédentes, avec les valeurs propres Ay = Ay = An, et un cycle d’ordre n donné par :
{T (ap1,9(a1)),i=1,2,...,n}, avec les valeurs \i = —v/ Ao, Ao = VAo Les cycles
de T dans cette propriété sont dites de type homogéne, parce qu’ils résultent de la

combinaison de cycles de F' avec leurs conjugués de G.

Propriété 4.2.7 Soient {ai,as,...,a,} et {b1,bs,...,by} deux cycles de F, avec les valeurs
propres \,, Ay respectivement, soient k = ppem (n,m), et oy, ao deux entiers tels que :
k=n-ar=m-ay. AlorsT al= """ cycles distincts d’ordre 2k de type mizte (parce qu’ils
résultent de la combinaison d’un cycle de F' avec un cycle de G non conjugué a celui de
F)donnés par :

( {T (a1, (b1)),i=1,2,..,2k}

(4.11)

L {7 (a1, 9 (b)) i =1,2,..., 2k}

avec les valeurs propres : Ay = Ao, Ao = A)°.
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4.2.1 Les cycles de T générés par une bifurcation fold ou une bi-

furcation flip d’un cycle de F

De la propriété 4.2.5 et la propriété 4.2.6 nous déduisons que quand F a un cycle attractif

alors T a plus d’'un cycle attractif.

4.2.1.1 Les cycles de T générés par une bifurcation fold de F

Supposons que u = p + € est la valeur de bifurcation fold au cycle d’ordre k de F', ce
cycle bifurque et nous donne deux cycles d’ordre k I'un est attractif ¢, = {a;,i = 1,2,...,k}
avec la valeur propre 0 < S, < 1 et lautre répulsif ¢, = {b;,i = 1,2, ..., k} avec la valeur
propre S, > 1

a) k=2m

e Pour i = py d’apres la propriété 4.2.5, T" a m cycles homogenes d’ordre 2k, et d’apres
la propriété 4.2.6, T admet des cycles mixtes, qui sont formés d’apres la combinaison
avec les cycles qui sont existe précédent.
e Pour p =, + £ (qui n’existent pas pour p = ug — €), tout cycle des m cycles de T
bifurque et nous donne quatre cycles. donc les cycles de T sont les suivants :
(i1) - m cycles de type homogene d’ordre 2k sont des cycles noeuds attractifs donnés
par :
( {T%(a1,a1),i=1,2,...,2k}
{T" (ag,a1),i=1,2,...,2k}

(4.12)

\ {TZ (amaal) ,i = 1,2, ceuy 2/{}}
avec S} = Sy = S, (S, < 1)

(i2) - m cycles de type homogene d’ordre 2k sont des cycles noeuds répulsifs donnés
par :

( {T7(by,by) i =1,2,..., 2k}

{T7 (ba, 1) ,i = 1,2,..., 2k}

(4.13)

L A{T" (b, b1) ,i=1,2,...,2k}
avec S} = Sy = Sp (S > 1)
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(i3) - k cycles de type mixte d’ordre 2k sont des cycles cols donnés par :

( {T"(ay,b),i=1,2,..,2k}
{T’L (CLQ, bl) ,i = ]_, 2, ceey 2k‘}

(4.14)

| {7 (ar,a1) i = 1,2, ..., 2k}

avec S1 =S5, <land S =5, >1

(i4) - Les cycles mixtes associés avec le cycle attractif apres la bifurcation deviennent

des cols s’ils sont des cycles répulsifs.

(i5) - Les cycles mixtes associés avec le cycle répulsif donnent des cycles de type

noeuds répulsifs.
b) k=2m+1

(1) -

(j1-1) - m cycles homogene d’ordre k de type noeuds attractifs donnés par (4.12)

(j1-2) - un cycle d’ordre k homogene de type noeud attractif donné par :

{T" (amsr,a1) i =1,2,.... k} (4.15)

avec les valeurs propres Sy o = £/9, (S, < 1)

(J2) -
(j2-1) - m cycles homogene d’ordre k de type noeuds répulsifs donnés par (4.13)

(j2-2) - Un cycle d’ordre k homogene de type noeud répulsif donné par :

{T" (byyr,b1) i =1,2,...,k} (4.16)
avec les valeurs propres Sy o = /Sy (S, > 1)
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4.2. PROPRIETES GENERALES D’'UNE TRANSFORMATION DECOUPLEE

(j3) - k cycles de type mixte d’ordre 2k sont des cycles cols donnés par (4.14)
(j4) - Les cycles mixtes associés avec le cycle attractif apres la bifurcation deviennent

des cols s’ils sont des cycles répulsifs.

(j5) - Les cycles mixtes associés avec le cycle répulsif donnent des cycles de type

noeuds répulsifs.

4.2.1.2 Les cycles de T générés par une bifurcation flip de F

Soit une bifurcation flip pour p = p* au cycle attractif a;,7 = 1, ..., k ou la valeur propre
de ce cycle est S, = —1 est la valeur propre de ce cycle. Pour p = pj, + € ce cycle devient
répulsif avec S, < —1, et donne naissance a un cycle attractif d’ordre 2k d;,i = 1,2, ..., 2k

avec la valeur propre 0 < S; < 1

a) K =2m
e Pour p = p/ le nombre et le type des cycles de T' sont donnés dans (il)-(i5)avec
S = —1.

e Pour 1 = p/ + €, en appliquant les propriétés 4.2.6 et 4.2.7, on obtient les cycles

suivants :

(11) - Tous les cycles donnés en (il1)-(i5), ot les cols et les noeuds attractifs deviennent

des noeuds répulsifs.

(12) - K cycles homogenes d’ordre 4k, sont des noeuds attractifs, donnés par :

( {T"(dy,dy),i=1,2,.. 4k}
(T (dy, dy),i=1,2,..., 4k}

(4.17)

| (T (dyydy) i = 1,2, ..., 4k}

chaque cycle a les valeurs propres S; = Sy = Sy

(13) - K cycles de type mixte d’ordre 4k, sont des cols, donnés par :
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(({T"(ay,dy),i=1,2,.. 4k}
{TZ (ag,dl) ,i = 1,2, ,4]{5}

(4.18)

| {T" (ay,dy),i=1,2,...,4k}

chaque cycle a les valeurs propres S;1 =5, > 1let So =55 < 1

(14) - K cycles de type mixte d’ordre 4k, sont des cols, donnés par :

({T" (b1, dh),i = 1,2, ..., 4k}
{T? (by,dy),i=1,2,..., 4k}

(4.19)

| {7 (b, dy) i = 1,2, ..., 4k}

chaque cycle a les valeurs propres S;1 =5, > let So =95;< 1

b) K=2m+1

e Pour ;1 = 4/, le nombre et le type des cycles de T sont ceux considérés dans (j1)-(j3),
avec la valeur propre S, = —1.

e Pour i = 1/ + £, on obtient les cycles de T suivants :

(1) - Tous les cycles qui existent en p = g/, ou les cols et les noeuds attractifs de-
viennent des noeuds répulsifs, et le foyer attractif en (j1-1) devient un foyer répulsif.

(2) - Les cycles décrits en (11)-(f4) avec K =2m + 1

4.3 Etude de I’endomorphisme quadratique 1’ pour
a=70

4.3.1 Points fixes de T

Considérons le méme systéme (2.3) avec a = 0 donné par :

y =22~ bz = folx)

T(z,y) : { v =y (4.20)
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La transformation T représente un modele duopole de Cournot, et les points fixes sont appelés
les points singuliers de Cournot-Nash.
La dynamique de T est associée a celle de I'application fy et leurs bifurcations sont aussi

strictement en relation.

4.3.1.1 Les points fixes de f;

Pour chercher les points fixes de fo nous devons résoudre 1’équation suivante :
22— (b+ 1)z =0 (4.21)
Nous obtenons deux points fixes :

r,=0 et zg=0-+1

e Pour b = —1, f; admet un seul point fixe alors b = —1 est une valeur de bifurcation
transcritique.
e Pour b =1ona f,(0) = —1 donc b = 1 est une valeur de bifurcation flip (doublement de

période) au point x = 0.

ePourb= —3onaf,(b+1) = —1donc b = —3 est une valeur de bifurcation flip (doublement
de période) au point x = b+ 1.

Alors T admet deux points fixes :

0(0,0) et Pb+1,b+1)

4.3.1.2 La stabilité des points fixes de f,

1 -Le point fixe x, = 0 est instable pour b € |—3, —1[ et stable pour b € |—1, 1] avec une

valeur propre S = —b

2 -Le point fixe zg = b+ 1 est stable pour b € |—3, —1] et instable pour b € |—1, 1] avec
une valeur propre S = b+ 2
4.3.1.3 Stabilité des points fixes de T’

Etudions maintenant la stabilité des points fixes de T' Rappelons J (X) la matrice Jacobienne
de T au point X :

af

9 xy Yx
J(X) = gig( ) gg( ) :[2;)_6 (1)] (4.22)
%(X) 8_y(X)

Si Xo (20, yo) est un point fixe, nous nous intéressons aux valeurs propres de la matrice J (Xj).
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1. Au point O (0,0) on a deux valeurs propres S; o = +v/—b
e Sibe|-3,—1[alors O(0,0) est un noeud instable
e Sibe]—1,0] alors O (0,0) est un noeud stable
e Sibe]0,1] alors O (0,0) est un foyer stable.

2. Au point Py(b+ 1,b+ 1) on a deux valeurs propres S; o = +v/b + 2
e Sibe]-3,—2[alors P(b+1,b+ 1) est un foyer stable
e Sibe|-2,—1[alors P(b+1,b+ 1) est un noued stable
eSibe|—-1,1[alors P(b+ 1,b+ 1) est un noeud instable.

T posseéde un cycle 2 qui est un col C2 = {(0,0+ 1), (b+1,0)}.
La transformation 7% (deuxi¢me itération de T') est une transformation découplée :

200 ) ¥ =2 —br = fo(z)
THay): { v =92 —by = fo(y) (4.23)

4.3.1.4 Les cycles d’ordre deux de f5

Pour trouver les cycles d’ordre deux de fo, nous devons résoudre I'équation : f3 (z) = x

Ce qui revient a résoudre
ot — 202 + b?2? — b + b’ — 1 =0 (4.24)

Les points fixes z, = 0 et xy = b+ 1 vérifient 1’équation (4.24) car ils sont des points fixes
pour fo (x) et par conséquent ils le sont également pour f2 ().
On a en plus :

(x—z,) (x —20) =2° —br — 1 (4.25)

L’équation (4.24) devient :
ot — 202 + 0?2 — b + b — v = (2 —br —x)(2* —br+x— b+ 1) (4.26)
Trouver les points fixes de f3 (x) revient a résoudre
2 —br+z—-b+1=0 (4.27)
Le discriminant de ’équation (4.8) est :
AN=b+20-3=(b—-1)(b+3) (4.28)
e A=0<« b=1oub= -3 il existe un seul point fixe
b—1

I’lZIQZT.
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e A>=0<be]—o0,—3[U]l,+oof il existe deux points fixes

mlzé[b—ljt\/m] ot xQ:%[b—1— (b+3)(b—1)]

On a:

De méme :

valeur de bifurcation flip si est seulement si 1 — (b + 3)(b — 1) = —1 on obtient alors deux

valeurs by o = —1 £ \/6, a ces valeurs il y a naissance d'un cycle 2.

(sz)/ (21) = fa(z1) fo(22) =1 —=(0+3)(b—1)

(£2) (z2) = f3(x2) 5 (1) =1 = (b+3) (b— 1)
Onpose S =1—(b+3)(b—1), ou S est le multiplicateur (ou la valeur propre). b est une

4.3.1.5 La stabilité des cycles d’ordre 2 de f,

1 -Le point fixe b+1 est stable pour b € |—3, —1[, devient instable pour b € } -1 -6, —3{

et donne naissance a un cycle stable d’ordre 2

C2 = (o1, 0} = {% =1+ VBT3B 1) % b1- (b+3)(b—1)” (4.32)

2 -Le point fixe x = 0 est stable pour b € |—1, 1, devient instable pour b € ]1, -1+ \/6[

et donne naissance a un cycle stable d’ordre deux

C2 = {z1, 25} = {% [b—1+\/m} % [5—1— (b+3)(b—1)” (4.33)

Nous remarquons 'apparition d’une suite décroissante de valeurs du parametre de b : {by; by; bs; ...

qui correspondent aux valeurs de bifurcations de doublements de période. Ces valeurs de b

(4.29)

(4.30)

(4.31)

ont tendance de converger vers b, attracteur devient un ensemble de Cantor (voir [32]).

Tableaux des valeurs de parameétre de b : fo () = 22 — bz pour b < —3 et b > 1 respective-

ment :
nill 2 3 4 5 6
b, | -3 | -3.44931 | -3.54402 | -3.56437 | -3.56875 | -3.56994
n |1 2 3 4 5 6
b, | 1 1.44931 | 1.54402 | 1.56437 | 1.56875 | 1.56994
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4.3.2 Bassin d’attraction et les cycles de T

Nous illustrons dans cette section les bassins d’attraction de cycles d’ordre 2. La figure
4.1 représente un cycle d’ordre 2 de type col (le cycle-2 : (C3 , C%) représenté par deux croix

vertes) situé sur la frontiére du bassin. Le cycle-2 considéré ici , est donné par :
C2={(0,b+1),(b+1,0)} (4.34)

Le cycle d’ordre 4 de T est représenté dans la Figure 4.2, ot T" a un cycle stable est en bleu

(a) b=—2 (b) b=10.5

FIGURE 4.1 — Les bassins d’attraction de P et de O

et deux cycles de type cols qui sont en vert. En vertu de la propriété 4.2.6, T a trois cycle
d’ordre quatre.

e Un cycle stable donné par :

Crs={T"(x1,21),i=1,...,4} (4.35)
e Deux cycles cols donnée par :

Cry =A{T"(21,0),i=1,...,4} (4.36)

Cry = {T"(x1,20),i=1,...,4} (4.37)
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(a) b=—3.2 (b) b=1.2

FIGURE 4.2 — Les bassins d’attraction de cycle d’ordre 4

De la méme maniere, nous illustrons les cycles-8 dans la Figure 4.3.

e Deux cycles de type noeuds stables de période 8, de type homogene donné par :

T2 = {1 (374’3”3) 8}
e Deux cycles-8 cols de type mixtes, engendrés par la combinaison d’un cycle-2 avec celui
d’ordre 4 donnés par :

T3 = {T"(x1,23),i -, 8}

T4 = {T"(z2,23),i =1,...,8} (4.39)

e Deux cycles-8 cols de type mixtes engendrés par la combinaison de deux points fixes donnés
par :
Chs = (T"(0.03).1 = 1,...8)

Che = A{T"(x0,x3),i=1,...,8} (4.40)

Les zones mauve et verte représentent les bassins d’attraction de deux cycles-8 stables. La
Figure 4.4 représente les bassins d’attraction des cycles-16. Les zones de différentes couleurs
(vert, mauve, bleue et gris) représentent respectivement les bassins d’attraction de quatre

cycles-8 stables.

4.3.3 L’architecture des cycles

Nous donnons la position des cycles pour 'application T" et précisément les points fixes et

les cycles qui sont générés par une séquence infinie de bifurcations flip pouvant provoquer le
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(a) b= —3.47 (b) b =147

FIGURE 4.3 — Les bassins d’attraction des cycles d’ordre 8

(a) b= —3.56 (b) b=1.56

FIGURE 4.4 — Les bassins d’attraction des cycles d’ordre 16
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chaos. Les deux points fixes P et O peuvent étre stables dans une région donnée de ’espace
des parametres de 'application, et perdre leur stabilité via une bifurcation transcritique ou
une bifurcation flip. Cette derniere situation est rapportée dans le graphique qualitatif donné
par les Figures 4.5(a) et 4.5(b)pour b < —3, ou O est instable et P stable et par les Figures
4.6(a) et 4.6(b) pour b > 1, out O est stable et P un point fixe instable.

® = @
»*

(a) cycles 4 (b) cycles 8

F1GURE 4.5 — L’architecture des cycles 4 et 8 pour b < —3 et n pair

=]

(a) cycles 4 (b) cycles 8

FIGURE 4.6 — L’architecture des cycles 4 et 8 pour b > 1 et n pair
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4.3.4 Les ensembles critiques

Le systeme dynamique T est un endomorphisme bidimensionnel avec un inverse non
unique si seulement si I'application unidimensionnelle f; est un endomorphisme avec un
inverse non unique. Les courbes critiques de T sont liées aux points critiques de fs.

Soit s_; un point critique du rang 0 de fy (c’est-a-dire un point ot fo(x) atteint un minimum
local ou un maximum local), tel que f5(s_1) =0
Soit 5o = fa(s_1) le point critique du rang 1. En général s; = f2™' (s_;) est le point critique

de fy de rang (i + 1) avec i = 1, nous obtenons alors :

b
8_125

S0 = fa (3—1) = -7
(4.41)

3 4

81:f2<80):bz+119_6
bt b° b b7 b®
se=fa(s1)=—F — 5+ T3+ s

La ligne critique de T' de rang 0 est la droite de ’équation x = s_;. Les courbes critiques LC};

de T sont des lignes droites paralleles aux axes des coordonnées, a partir des points critiques
de fa,

LCO_{:x=5s_4
LC :y=s
LCy 1 x = s (4.42)
LCy :y = s
LCs:x =95
et ainsi de suite. Pour b = —2, les points critiques s_1, sg et s1 sont égaux, b < —2 'intervalle

I = [so, s1] est un intervalle absorbant contenant un ensemble attractif, mais pour b > —2
I'intervalle I = [sg, s1] n’est pas un intervalle absorbant.

Pour des valeurs sélectionnées du parametre b et pour n = 2, la coexistence de nombreux
différents attracteurs locaux ouvre une question importante sur leur comportement, et le

probleme de la délimitation des frontieres de leurs bassins qui sont constitués de rectangles.
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Dans la Figure 4.7, le bassin immédiat (contenant les attracteurs) est formé par des rectangles
bornés par des segments de courbes critiques qui sont des lignes droites paralleles aux axes
des coordonnées, et issues des points critiques de fo(x). La configuration des bassins aide a

comprendre leur évolution et la formation de multistabilité. Nous renvoyons a [28] pour sa

description compléte.

(a) a=0etb=1 (bya=0et b= -3

FIGURE 4.7 — Le bassin immédiat pour b=1et b= —3

Les courbes de bifurcation liées aux deux valeurs de b = 1 et b = —3, correspondent aux
courbes de bifurcation homocline ou / et hétérocline pour les points fixes O ou P et dé-
terminent également a la fin de l'intervalle dans lequel la forme quadratique de fy(x) ne
joue aucun role. Nous pouvons voir une explosion de lignes droites de couleurs différentes

délimitant des bassins rectangulaires.

4.4 Etude d’un endomorphisme cubique découplé T

Considérons le systeme dynamique 2.1 avec a = 0 et n = 3 donné par :

T(x,w:{ T =y

y = 2% — bx

La dynamique de T est associée a celle de I'application f3 et leurs bifurcations sont aussi

strictement en relation.
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4.4.1 Les points fixes de f3

Si b > —1 alors il existe trois points fixes :

IOZO
T = b—|—1

$2:—\/b+1

4.4.2 Le cycle deux de f3

Considérons les points fixes de f2
fi(x) = =b(=bx + 2°) + (b + 2°)®

L’équation fZ(x) = x admet six solutions :

w7 =120 - 202 —4

rg = —1\/2b — 2v/07 — 4

Pour b = 2 on a que deux points fixes au lieu de six points (z3 = x5 = x7 et x4 = x5 = ).
e Le point fixe xy est stable pour b € |—1,1[ et devient instable pour b € |1,2[ et donne

naissance a un cycle stable d’ordre 2
C7, = {as, x4} (4.43)

e Pour 2 < b < 2.236 les deux points fixes de cycle 2 bifurque par bifurcation fourche et

donnant naissance a deux cycles d’ordre deux donnés par :

Cﬁgl = {x5, 26}
(4.44)
ngf = {I7, ]38}
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4.4.3 Bassin d’attraction et les cycles de T

On a trois points fixes de T" sont :

0(0,0)
Pi(vVb+1,v/b+1)
Py (—vb+1,-vb+1)

Les Figures 4.8 et 4.9 présentent le bassin d’attraction pour les trois cycles-2 et cycle-4.

FIGURE 4.8 — Bassin d’attraction d’un cycle d’ordre 2 pour n=3, b = 0.5

Nous avons considéré de plan de phases pour b = 0.5. T" a trois points fixes et trois cycles
d’ordre 2 sont donnés par :
e Un cycle noeud instable

CF = {T"(xy,11),i = 1,2} (4.45)

e Deux cycles cols
C’%’l ={T"(0,21),i = 1,2}

. 4.46
Cto={T"(21,0),i = 1,2} (4.46)
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FIGURE 4.9 — Bassin d’attraction d’un cycle d’ordre 4 pour n=3, b = 1.2

T a
e un cycle stable
0%72 = {Ti(x& %3),’6' = ]-7 sy 4} (447)

e Trois cycles cols
C{,{l = {T"(x3,11),1 =1,...,4}

Oy = {T(x3,0),i = 1,...,4} (4.48)

C’%A = {T"(x3,13),1 =1,...,4}

La Figure 4.10 présente le bassin d’attraction de cycle-8.

FI1GURE 4.10 — Les bassins d’attraction des cycles d’ordre 8 pour n=3, b = 2.1
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e Deux cycles noeuds stables de période 8, de type homogene donnés par :

0’18",1 = {TZ(ZIT5,$5),Z = 1, ,8}
(4.49)
C}oy = {T"(wg,25);i=1,...,8}

e Deux cycles-8 cols de type mixtes, engendrés par la combinaison d’un cycle-2 avec celui
d’ordre 4 donnés par :
0%3 ={T"(x3,25);1=1,...,8}
(4.50)
C’?’A = {T"(xy4,75);1=1,...,8}
e Trois cycles-8 cols de types mixtes engendrés par la combinaison de trois points fixes donnés

par :
CPs={T"(0,25);i=1,...,8}

C%ﬁ = {Tl(xbx%'))?Z = 17 78} (451)

C%j = {TZ(.’L'Q,IE5),Z = 17 ,8}

La figure 4.11 représente le bassin d’attraction de cycle-16.

FI1GURE 4.11 — Les bassins d’attraction d’un cycle d’ordre 16 pour n=3, b = 2.237
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4.4.4 L’architecture des cycles

Dans les Figures 4.12, 4.13 et 4.14 nous donnons les positions ( l'architectures ) des

cycles-2, 4, 8 respectivement pour 'application 7T

® ® §

x L @
F1GURE 4.12 — I’architecture d'un cycle d’ordre 2 pour n impair

Py

z

F1GURE 4.13 — L’architecture d'un cycle d’ordre 4 pour n impair
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FI1GURE 4.14 — L’architecture des cycles d’ordre 8 pour n impair

78



CONCLUSION

Dans cette these, nous avons étudié des systemes polynomiaux non inversibles dépendants
de deux parametres réels. Dans le deuxieme chapitre, ces systemes dynamiques polynomiaux
avec n = 2 sont symétriques par rapport a la courbe LC_; et les bifurcations présentées
dans les différentes sections sont liées a cette courbe. Nous perdons cette symétrie pour
n = 2k , k > 1. Une variété de propriétés intéressantes ont été mentionnées dans cette
famille, y compris les bifurcations locales et globales. Selon le diagramme de bifurcation
et en exploitant la relation entre les ensembles invariantes et les courbes critiques, nous
avons considéré quatre points paramétriques (a,b) qui sont des points de bifurcations de
codimension deux ou trois, (—2,1), (=2,—7), (2,1) et (0,—1). Les deux premiers points
sont de degré de complexité 2 et les deux derniers points sont de degré de complexité 3. Le
comportement des solutions est principalement déterminé par les ensembles invariants et les
courbes critiques. Le role des courbes invariantes est mis en évidence et leur relation avec les
attracteurs. Dans le troisieme chapitre, nous détectons le chaos et une dynamique complexe
pour n = 2k+1. En conséquence, le modele considéré ici a une structure de bassin d’attraction
complexe principalement connexe, produisant une imprévisibilité qualitativement supérieure
a la dépendance sensible classique aux conditions initiales au sein d’un attracteur spécifique
coexistant avec plusieurs autres attracteurs. Ce travail souligne le fait que ce modele peut
présenter des dynamiques tres différentes. Dans le quatrieme chapitre, nous avons présenté
une étude sur les systemes découplés. Du fait qu’ils soient découplés, ’étude fait appel a
une transformation de dimension inférieure f,(x) = —bx + z". Dans cette partie, nous nous

sommes concentrés sur les bassins d’attractions et le positionnement de chaque cycle. Dans



le plan de phase, nous avons considéré la caractéristique de multistabilité (coexistence de
plusieurs cycles stables), et le comportement chaotique engendré par 'existence d’une infinité
de cycles répulsifs nés a partir d'une chaine successive de bifurcations de doublements de
période. Une étude sur les bifurcations globales est faite, et nous avons établi le role des
lignes critiques dans les bifurcations de contact, soit avec une courbe invariante fermée, soit
avec la frontiere d’un bassin d’attraction, donc sont a l'origine d’apparition des attracteurs
chaotiques. Nous remarquons qu’il n’ y a pas de différence dans 'architecture et dans la
structure des lignes critiques pour n = 2k et n = 2k + 1. Mais il y a différence dans
I'architecture des cycles 4 pour b < —3 et b > 1 (n pair), nous remarquons que le cycle C’iQ
de type cols est lié avec le point fixe P et C’il est associé au point fixe O. La méme chose

pour le cycle C’§72 est associé au point fixe P et C§,1 est associé au point fixe O.
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