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Abstract

In this thesis, we study three classes of ill-posed problems in the sense of HADAMARD. To neutralize
the instability character, regularization methods are proposed in order to be able to derive meaningful
information from these models.

The first model is devoted to the study of a parabolic problem governed by nonclassical heat equation with
involution, a variant of the quasi-reversibility method is proposed to regularize this problem.

In the other two models, we study inverse fractional problems generated respectively by a bi-fractional
equation and a generalized elliptic equation. The regularization approach proposed for the bi-fractional
problem is based on the iterative Kozlov-Maz’ya method and for the generalized elliptic problem, two
regularization strategies are adopted : the first is based on a preconditioning version of the Kozlov-Maz’ya
iteration method and the second employs the spectral truncation method.

In this investigation, we show that the solutions of approximate problems have a stable character as well
as their convergences towards the solutions of the original problems. Moreover, some convergence results
are established for the proposed methods. Finally, numerical results are included showing the accuracy
and efficiency of the proposed methods.

Keywords : Ill-posed problems, inverse problems, regularization, stabilization, iterative regularization me-
thod, generalized elliptic equation, involution perturbation, pseudo-paraolic method, bi-fractional problem,
spectral truncation method.



Résumé

Dans la présente theése, on étudie trois classes de problémes mal-posés au sens de HADAMARD. Pour
neutraliser le caractére d’instabilité, des méthodes de régularisation sont proposées afin quon puisse tirer
des informations significatives de ces modéles.

Le premier modele est consacré a Iétude d’'un probléme parabolique avec variables déviées. Une variante
de la méthode de quasi-reversibilité est proposée pour régulariser le probleme en question.

Quant aux autres modéles, ils sont consacrés a Iétude de problemes inverses de type fractionnaire, engen-
drés respectivement par une équation bi-fractionnaire et une équation elliptique généralisée. Lapproche
de régularisation proposée pour le probléeme bi-fractionnaire est basée sur la méthode itérative de Kozlov-
Maz'ya, et pour le probléme elliptique généralisé, on développe deux stratégies de régularisation : la pre-
miere repose sur un schéma itératif avec conditionnement, et l'autre est basée sur la méthode de troncature
spectrale.

Dans ce contexte, on démontre la stabilité des solutions ainsi que leurs convergences vers les solutions
des problémes originaux. On établit aussi des estimations derreurs entre les solutions originales et les
solutions approchées sous certaines hypotheses de régularité sur les données. L étude est cloturée par une
série dexpérimentations numériques justifiant le cadre théorique développé dans cette these.

Mots-clés : Problémes mal posés, problémes inverses, régularisation, stabilisation, méthodes itératives, équa-
tion elliptique généralisée, équation avec variables déviées, méthode pseudo-paraolique, probléme bi-fractionnaire,
méthode de troncature spectrale.
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Introduction 3

Thématique de la these

Le lien entre mathématique et physique ne devrait pas surprendre le lecteur. On peut
penser aux mathématiques comme la seule facon de décrire la physique, et pas seulement
comme un outil utile. Cela ne signifie pas que ces deux disciplines ne peuvent pas se déve-
lopper indépendamment, mais des jalons importants sont atteints grace a une interaction
intense de ces deux champs.

L’étude des équations différentielles, de la géométrie différentielle et de la théorie des
opérateurs, motivée respectivement par des sujets physiques tels que la mécanique newto-
nienne, la relativité générale et la mécanique quantique en sont un exemple clair.

D’un autre coté, quelques phénomenes physiques, des plus fondamentaux ont été ex-
primés moyennant des formulations mathématiques abstraites, tels que la mécanique en
géométrie simpliste.

En grande partie, les lois de la physique sont écrites sous forme d’équations différentielles.
La présence d'une seule variable indépendante, comme on le voit dans la mécanique des
particules ponctuelles, conduit a des équations différentielles ordinaires (EDO). D’autres
domaines de la physique étudient les objets étendus et les dérivées partielles rejoignent
les équations différentielles, qui sont alors appelées équations aux dérivées partielles
(EDP). Beaucoup de phénomeénes physiques peuvent étre modélisés par ce type d’équations
auxquelles sont jointes des conditions aux limites imposées sur la frontiére du domaine ou
le phénomeéne évolue, ainsi que des conditions initiales.

Les EDP les plus récurrentes et les plus céleébres en physique mathématique sont I’équa-
tion de Poisson et sa version sous le nom d’équation de Laplace. Pour les équations
d’évolution, on a I’équation de la chaleur, I’équation d’Alembert, ’équation de Schrodinger
et sa généralisation relativiste pour une particule libre, connue sous le nom d’équation
de Klein-Gordon. Toutes ces équations qui viennent d’étre mentionnées ont des dérivées
partielles par rapport au temps.

Généralement, la modélisation d’'un probleme est constituée d’'une analyse théorique et
d’'une implémentation numérique.

L’étude des phénomenes dans la nature nous permet de calculer des quantités ou des
propriétés physiques d’'un modele donné. On distingue alors deux types de problemes :
les problemes directs et les problémes inverses. De maniére schématique, un probleme
inverse peut étre formulé comme étant une relation fonctionnelle (Input, Systeme, Output),
ou 'objectif d’étude est d’identifier des causes connaissant les effets.

La causalité et l'irréversibilité donnent une dichotomie entre les phénomenes physiques,
qui peut étre quantifiée mathématiquement en deux classes de problémes : les probléemes
bien posés et les problemes mal posés. En se référant a cette dichotomie, le mot "problemes
inverses" désigne tous les problemes qui partagent le caractere mal posé par opposition
aux problemes dits directs.

>0 200>~
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4 Introduction

En 1923, le mathématicien francais J. HADAMARD a écrit son livre céleébre sur les équa-
tions aux dérivées partielles et leur signification physique [53]]. Cet ouvrage fut le point de
départ du développement du concept du probléme bien posé en physique mathématique. I1
s’agit d'un probléme dont la solution existe, est unique, et dépend continliment des données
(stabilité). Par la suite, on considéra que les probléemes ne vérifiant pas les conditions de
HADAMARD n’ont pas de valeur pratique et ne peuvent pas modéliser de maniere correcte
un phénomeéne physique. La réalité actuelle est toute autre. Il y’a plusieurs problemes
dont une au moins des trois conditions de HADAMARD n’est pas vérifiée; ces problémes
sont dits mal posés. En général, la plus grande difficulté dans ce type de problémes réside
dans l'instabilité, i.e., une légere perturbation des données peut provoquer un changement
important au niveau de la solution.

Les problemes mal posés apparaissent dans de nombreuses branches des sciences et
techniques, comme la géophysique, le contréle non destructif, la corrosion, I'imagerie
meédicale (échographie, scanners, rayons X,...,), 'énergie (calcul d’écoulements de pétrole
dans un réservoir avec puits), la chimie (détermination des constantes de réaction), le radar
et ’acoustique sous-marine (détermination de la forme d’un obstacle), le traitement d’image
(restauration d’images floues) et d’autres domaines pratiques.

Les méthodes générales de I'analyse mathématique ont bien été adaptées pour les solu-
tions des problémes bien posés. Cependant, ce n’était pas clair dans quel sens les problemes
mal posés peuvent avoir des solutions. Plusieurs mathématiciens comme Tikhonov, John,
Lavrentiev, Ivanov et d’autres ont travaillé pour développer la théorie et les méthodes pour
résoudre les probléemes mal posés. Ils ont pu donner une définition mathématique précise
des "solutions approchées" pour une classe assez large de problemes. Aujourd’hui, ces
problemes sont un domaine de recherche trés riche et plein de questions mathématiques.
Pour plus de détails de I’étude des problemes mal posés, on peut se réferer aux deux
excellents livres [38 D. Colton, HW. Engel, A.K. Louis ] et de [45, H. W.Engl, M.Hanke, A.
Neubauer].

Parmi les situations qui se traduisent par un probleme mal posé on peut citer le probleme
consistant a déterminer les états passés d’'un systeme physique décrit par une équation
différentielle a partir de son état présent, ou bien celui de déterminer les parametres d'un
systeme a partir de données expérimentales. Dans les deux cas, on parle de problémes
inverses (voir [47, 64, 78| [114]).

>0 200>

D’apres Jd.B.Keller [73], deux probléemes sont dits inverses I'un de 'autre; si la formulation
de I'un met I'autre en cause. Une définition plus opérationnelle est qu'un probléme inverse
consiste a déterminer les causes d'un phénomeéne en fonction de 'observation de ses effets.
Ainsi, ce probleme est I'inverse de celui appelé probléme direct consistant a chercher
les effets a partir des causes qui sont observables. Par exemple, localiser 1'origine d’'un
tremblement de terre a partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties
sur la surface du globe terrestre est un probleme inverse.

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



Introduction 5

On peut décrire le schéma d’un probleme direct comme suit :

(entrée) input — processus — output (sortie)
cause — modele - effet

Les problemes inverses peuvent étre classés en deux catégories : les problemes qui
visent a déterminer des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les probléemes
liés a 'estimation de parametres intrinseques du systéeme. Le premier type de problemes
apparait des que la mesure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en
pratique. Dans la deuxieme catégorie de problémes inverses, I'objectif est de déterminer a
partir d’'une connaissance partielle de I’état du systeme, les parametres décrivant le modele
physique. Les problémes inverses sont multiples et leurs applications se retrouvent dans
de nombreux domaines tels que I’électromagnétisme, la géophysique, 'imagerie médicale,
la détection des fissures, le controle non destructif, la mécanique des structures,...

D’apres la définition d’'un probléeme inverse, on peut voir que ces problémes risquent
de poser des difficultés particuliéres. En effet, il est raisonnable d’exiger qu’'un probleme
direct soit bien posé : "les mémes causes produisent les mémes effets". Par contre, il
est facile d’imaginer que les mémes effets puissent provenir de causes différentes. Ceci
illustre une difficulté de I’étude des probléemes inverses : ils peuvent avoir plusieurs so-
lutions, et il est nécessaire de disposer d’informations supplémentaires pour les différencier.

Une autre difficulté majeure dans I'étude des probléemes inverses est qu’elles nécessitent
une bonne connaissance des problémes directs associés. Lorsqu’il est question d’identifier
ou de calculer une grandeur physique a partir d’observations (mesures), on est amené sou-
vent a inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du probléeme direct); cette
inversion généralement instable nécessite un traitement particulier. Il s’agit de techniques,
dites de régularisation, dont le but est de rendre le probleme étudié bien posé et rendre
son implémentations numériques réalisable, et ce en le perturbant légérement pour éliminer
les éléments responsables de l'instabilité.

—=>0C 2004~

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste a remplacer un
probleme mal posé par un autre probléeme qui lui est proche (dans un sens) et qui pos-
sede de bonnes propriéetés (bien posé) rendant son étude théorique et numérique plus aisée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées
pour résoudre certains problemes de Cauchy mal posés. Parmi elles, on cite :

e La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969) [91], qui consiste
a transformer le probléme de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un probleme différentiel
bien posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en perturbant 'opérateur-coefficient de
I'équation. Cette méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa
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le probleme de Cauchy, notamment : Klibanov et Santosa [81] et plus récemment
Bourgeois [18].

La méthode de quasi-réversibilité modifiée qui a été introduite par Gasjewski et déve-
loppée par plusieurs auteurs dont N. Boussetila et F. Rebbani [20].

La méthode de régularisation de Tikhonov [140] est la méthode de régularisation
la plus ancienne. Elle consiste a transformer le probléeme original mal posé en un
probleme de minimisation.

La méthode itérative de Kozlov et al.[84] est basée sur une procédure itérative. Elle
consiste a résoudre une suite alternative de probléemes bien posés avec conditions
aux limites mélées jusqu’a satisfaire un certain critere d’arrét. La solution approchée
converge pour des données compatibles, vers la solution du probléme de Cauchy
considéré.

La méthode de régularisation par les conditions non locales "Quasi-Boundary-Value
Method" introduite par Showalter [1]. L’idée dans cette méthode est de remplacer le
probleme mal posé par un probleme bien posé, dans lequel on perturbe la condition
finale en la remplacant par une condition non-locale dépendant d’'un petit parametre
«. Elle a été utilisée par plusieurs auteurs, comme D.N. Hao [55] et Samariskii [130].

>0 200>

Dans ce travail, on étudie un probleme de la chaleur mal posé et deux probléemes
inverses de type fractionnaires. Dans le premier cas, le but est d’approximer le probléme
initial qui est mal posé par un probléme bien posé en utilisant une régularisation pseudo-
parabolique afin de construire une solution stable du probléme en question. Dans les deux
autres cas, il s’agit de reconstituer des données au bord, inaccessibles a la mesure a partir
des données internes, respectivement, pour un probléme bi-fractionnaire et un probléme
elliptique généralisé.

La diffusion est I'un des mécanismes de transport parmi les plus importants. Dans la
littérature, de nombreux modeles ont été proposés pour décrire ce mécanisme dans des
milieux homogénes et non homogénes. Au niveau microscopique, la diffusion est liée au
mouvement aléatoire de particules individuelles. Suite au travail d’Albert Einstein [44],
I’hypothese que le mouvement des particules soit de processus Gaussien a été interprétée
par l'utilisation de I'opérateur de Laplace et de la dérivée du premier ordre dans le modele
de diffusion canonique.

L’'un des inconvénients majeurs du modeéle Gaussien (lois de Fourier) est qu’il ne décrit
pas de maniere adéquate le phénomeéne de diffusion dans les matériaux a mémoire, par
exemple les matériaux viscoélastiques, et les milieux hétérogenes, tels que le sol, les
aquiferes hétérogenes et ’écoulement des fluides souterrains.

Au cours des deux dernieres décennies, un vaste corpus de littérature a montré que les
modeles de diffusion anormale dans lesquels la variance quadratique moyenne augmente
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plus rapidement (super-diffusion) ou plus lentement (sous-diffusion) que dans un proces-
sus Gaussien dans certaines circonstances, peuvent offrir une bonne modélisation (voir
[61], 95] [136]) pour la physique et les applications pratiques.

Dans des contextes biologiques, les résultats expérimentaux suggerent que la diffusion
classique n’est pas la meilleure description dans les cas de transport biophysique complexe.
Au lieu de cela, il a été démontré qu'une diffusion anormale se produit dans diverses
circonstances, potentiellement causée par des mécanismes sous-jacents tels que le trans-
port actif, ’encombrement macromoléculaire dans un environnement extracellulaire ou
intracellulaire tortueux, ou la géométrie du milieu est complexe. Récemment, une équation
fractionnaire a été introduite pour décrire la diffusion dans des types spéciaux de milieux
poreux qui présentent une géométrie fractale, afin de donner la possibilité d’étendre I'utili-
sation de I’équation de Bloch pour faire un grand paquet de situations expérimentales en
résonance magnétique nucléaire (RMN) (voir [97]). Dans le méme travail, 'auteur a montré
que I’équation des ondes d’ordre fractionnaire régit la propagation des ondes mécaniques
dans les milieux viscoélastiques caractérisés par une simple déformation et peut fournir un
modeéle bien adapté pour la description des mouvements dynamiques qui se produisent
dans les tissus biologiques.

Par conséquent, au cours des dernieres décennies, un intérét considérable a été consacré
au calcul fractionnaire; la plupart des auteurs citeront une date particuliéere comme I’anni-
versaire du calcul fractionnaire. Dans une lettre datée du 30 septembre 1695, I'Hospital a
écrit a Leibniz pour s’informer sur la dérivée d’ordre n = 1/2 de la fonction f(x) = x, et la
réponse de Leibniz a été : "Un paradoxe apparent, dont un jour des conséquences utiles
seront tirées" (voir [61]). Cependant, peu de progres ont été faits dans ce domaine pendant
trois siecles. Une des raisons est que les outils mathématiques du calcul fractionnaire
n’étaient pas disponibles. Une autre raison est le manque d’applications pratiques de ce
concept. Plus de 300 ans aprés, on commence seulement a surmonter ces difficultés. De
nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler, Laplace,
Fourier, Liouville et Riemann, etc.. Le calcul fractionnaire est devenu I'un des domaines
les plus développés de I'analyse mathématique. Il a eu une évolution rapide et s’est révelé
comme un outil puissant dans la modélisation de certains phénomenes dans plusieurs
domaines scientifiques tels que la physique, la chimie, la biologie, I'ingénierie et la finance, y
compris éventuellement les phénomeénes fractals. En raison de ses propriétés intéressantes
et les différentes applications dans divers domaines scientifiques, les solutions numériques
des problemes traités ont montré plus de cohérence avec les données expérimentales que
celles produites par les équations différentielles d’ordre entier (voir [17} 65]).

Dans un modele fractionnaire, il existe un certain nombre de parametres, par exemple,
I'ordre fractionnaire, coefficients du potentiel (lors de I'utilisation d’un opérateur elliptique
du second ordre dans I'espace), condition initiale, terme source, conditions aux limites et la
géométrie du domaine, qui ne peuvent pas étre mesurés ou caractérisés directement, et
doivent étre déduits indirectement a partir des données mesurées.
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Cela a donné lieu a une grande variété de problemes inverses pour les EDF, qui ont
commencé a attirer beaucoup d’attention ces dernieres années, depuis le fameux travail de
Cheng et al.[36]. Une question intéressante est de savoir comment la physique non locale (a
partir des processus de diffusion anormaux) influencera le comportement des problémes
inverses. Par exemple I'unicité, la stabilité et le degré du caractére mal-posé. Ce degré
est particulierement important pour le développement de procédures de reconstruction
numeérique.
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Contenu de la these

La thése est composée d’une introduction et de cing chapitres.

m Dans le Chapitre 1, on rappelle certaines notions préliminaires fondamentales et les ingrédients né-
cessaires d’analyse fonctionnelle et du calcul fractionnaire pour étude des problémes proposés,
et pour faciliter la lecture de la these.

m Le Chapitre 2 traite un probleme de la chaleur mal posé, ot lohjectif d’étude est d’étendre la mé-
thode de quasi-réversihilité a certaines classes de problémes non classiques. En utilisant une va-
riante modifiée de la méthode de régularisation pseudo-paraboligue, on construit une famille de
problemes pseudo-paraboliques bien posés, qui approchent le probléeme traité, et on montre la
convergence de cette procédure de régularisation.

m Dans le Chapitre 3, on propose 'étude d’un probléeme inverse bi-fractionnaire engendré par une
équation hiparabolique faisant intervenir une dérivée fractionnaire par rapport ala variable temps,
gu’on peut considérer comme étant un probleme de diffusion relaxée. On montre que ce probléeme
est faiblement mal posé et on propose une méthode de régularisation basée sur la méthode ité-
rative de Kozlov-Maz’ya.

m Quant au Chapitre 4, il est consacré a 'étude d’un probléme inverse elliptique généralisé, défini
sur une géométrie non bornée. L’objectif de cette investigation est de reconstruire une donnée de
Dirichlet a partir d’une mesure interne. Pour régulariser le probléme proposé, on utilise deux stra-
tégies d’approximation : la premiere est basée sur la méthode de troncature spectrale, qui nous
permet de construire une solution approchée stable, et la deuxieme repose sur la méthode itéra-
tive de Kozlov-Mazya.

m Levolet numérique de ce travail fait 'objet du Chapitre 5. On y donne des tests numériques pour des
exemples académiques, a travers lesquels, on justifie les résultats théoriques de stabilité obtenus
dans cette these.

Notre travail est une extension de la série des travaux qui ont été faits dans cette direction par notre
groupe de recherche [23,90, 80, 54].

>0 200>
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Résultats préliminaires et notations

Le premier chapitre est consacré a un rappel de certaines notions d’analyse fonctionnelle,
quelques éléments de la théorie des problémes inverses ainsi qu’aux outils de base sur le

calcul fractionnaire. 23, 82,

1.1 Espaces fonctionnels

On note par Q) une partie mesurable de R".

Définition 1.1.1. (Espaces L” (Q))
Soit p un réel de [1, +oo[, on définit 'espace L, (Q) par

LP (Q) = {f : Q — R, mesurable telle que : J | f(x) |Pdx < +oo}.
Q

Théoréme 1.1.1. L’espace vertoriel L7 (Q)) est un espace de Banach muni de la norme définie
par

o = ([ 1001 )

Remarque 1.1.1. Pourqg > p > 1,onall1(Q) C L” (Q)).

Définition 1.1.2 (Espaces de Sobolev H™ (Q)). Soit m € N, on désigne par H™ (Q) 'espace
de Sobolev donné par

H™(Q) = {u el?(Q): Ve, x|l <m,Iv, € L% (Q) tel que vy = 0%u au sens faible}.
On introduit sur H™ (Q) le produit scalaire

(U, V) = D (0%u,0%v), (1.1.1)

lx|<m
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et la norme associée
el gm = A/ (U, U 4. (1.1.2)

Théoréeme 1.1.2. Soit QO un ouvert de R" et soit m € N. L’espace H™ (Q) muni du produit
scalaire est un espace de Hilbert séparable.
Dans le cas ou m = 1, on utilise la densité de C> (Q) dans H' (Q) pour définir I'espace de
Sobolev suivant :
HY (Q) = fu e H' (Q) tel queu = 0 sur 0},

1.2 Eléments de la théorie spectrale

Dans tout ce qui suit, on désigne par H; un espace de Hilbert sur K = R ou C, muni de la
norme || . ||y, et le produit scalaire (.,.);; (i = 1;2).

1.2.1 Opérateurs linéaires bornés
Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire est une application A : D (A) < H, — H; vérifiant
les propriétés suivantes :

1. Vx,yeD(A),ona: A(x +y) = A(x) + A(y),

2. VxeDA)etdAeK,ona: A(Ax) = AA(x),

ou D (A) est le domaine de définition de I'application linéaire A, qui est un sous-espace
vectoriel de Hy, que 'on suppose en général dense dans H;.

Définition 1.2.2. (Opérateurs bornés). L’opérateur linéaire A : D (A) ¢ H, — H, est dit
borné si la quantité :

ANl = sup {lAuln,, u €D (A), lully, =1},

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D (A), et lorsque D (A)
est dense dans H;, A s’étend de maniére unique en un opérateur borné sur H;.

» On note £ (Hy,H,) (resp. £ (H;)) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus
de H, dans H, (resp. des endomorphismes continus de H;) muni de la topologie de la
convergence uniforme :

[1Bully,

B e £ (HI’HZ)i ||B||£(H1,H2) = sup .
ueH; \{0} HuHHl

» Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G (A) qui est un sous-espace
vectoriel de H; X H, défini par G (A) = { (v,Av), v € D (A) }.
» Pout tout opérateur linéaire A : D (A) < H, — H»,, on note par :

N(A) ={heD(A), Ah =0} (le noyau de A),
R(A) = {h, = Ahy, hy e D(A)} (I'image de A).
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1.2.2 Inverse et adjoint d’'un opérateur linéaire borné

Définition 1.2.3. (Opérateurs inverses). On dit qu’'une application linéaire continue
S € £ (H,,H>) est inversible si et seulement si, il existe une application S’ € £ (H,,H;)
telle que :

S oS=1Iy,S08 =1y,

ou Iy, (resp. Iy,) est 'opérateur identité de H, (resp. H»). L’application S’, si elle existe, est
unique et on note : §' = S°1.

Théoreme 1.2.1. (Théoréme des isomorphismes de Banach) [24]. Toute application bijec-
tive linéaire et continue S € £ (H, H»>) est inversible.

Définition 1.2.4. (Opérateur adjoint). Soit T € £ (H;,H>), il existe un opérateur unique
noté T* € £ (H»,H;) qui vérifie la relation :

(Thi,hz), = (hy,T*hy),, V(hi, hy) € Hi X H».
Cet opérateur T* est appelé 'opérateur adjoint de T.

Propriétés 1.2.1. Soient T,S € L (H,,H>) et &, € K, on a les propriétés suivantes :
— [Tl = IT*],
o S** — (S*)* — S,
— («T + BS)* = & T* + BS*,
— (TS)* =8*T*,
— Si T est inversible, alors T* I'est aussi, et (T*)™' = (T~1)".

Définition 1.2.5. (Opérateur auto-adjoint). Soit H un espace de Hilbert. On dit que
T € £ (H) est un opérateur auto-adjoint si T = T*, autrement dit :

(Tx,y)={x,Ty), Vx,y € H.

1.2.3 Spectre d’'un opérateur linéaire et décomposition spectrale

Définition 1.2.6. Soit A € £ (H). On note par p(A) I’ensemble résolvant de A défini comme
suit :
p(A) = {2\ e C; Ay = (AI — A) estinversible }

La résolvante de A en A est notée par :
RAa(A) = (AI — AL

» Le complémentaire de p(A) dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et on le
note par o (A), ou
o(A)=C\pA).
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» Le rayon spectral (noté v (A)) de I'opérateur A est définie par :

¥ (A):= sup |A].

Ao (A)
» Le spectre d’'un opérateur borné est un compact non vide.
» Le spectre ponctuel de A (noté o, (A)) est 'ensemble défini par :
0p(A) = AeC: N =AI-A) = {0} ]
= JAeC Iven\{0}: Av=2av].

» Le spectre résiduel est 'ensemble :

0y (A) = [A € C: N(AI - A) = {0} et R(AT - A) * H{.
» Le spectre continu est I'ensemble o, (A) défini par :

e (A) = {A € C: N(AI - A) = {0} etR(AI - A) = H.
» Ona

o (A) =0, (A)Uo.(A)Uo,(A).

1.2.4 Opérateurs fermeés et non-bornés

Définition 1.2.7. (Opérateurs fermés). On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe
G (A) est fermé dans H, X H», i.e., pour toute suite (u,,) C D (A) telle que u,, — u dans H;
et Au, — v dans H,,on a

ueDA) etv = Au.

Remarque 1.2.1. L’opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné sur
son domaine de définition D (A) muni de la norme du graphe (|[ullg := lully, + lAully,)
dans H;.

Théoreme 1.2.2. (Théoréme du graphe fermé) |24]. Soient H,, H, deux espaces de Banach
et A:D(A) C Hy — H, un opérateur linéaire. Si 'opérateur A est fermé alors il est borné.

Définition 1.2.8. (Opérateurs non-bornés). On dit qu’un opérateur linéaire A : D(A) C
H, — H>, est un opérateur non-borné s’il existe une suite (u,) C D(A) telle que

lunllg, =1 et |[[Auyllg, — +0, 1 — +oo.
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1.2.5 Adjoint d’'un opérateur non-borné

Définition 1.2.9. Soit A : D (A) C H; — H, un opérateur non-borné a domaine dense. On
appelle 'adjoint de A, 'opérateur non-borné A* défini comme suit :

A*:D(A*)cH, — Hi,
v o~ A*v =w,

ou:

D(A*) = fveHy:3c=0telque | (Au,v), | <cllully,, YueDA)}

= {veH;:3w e H;: (Au,v), = (u,w); = (u,A*v);, Yu € D(A) }.

Définition 1.2.10. (Opérateur symétrique et auto-adjoint). On dit que I'opérateur
A:D(A) C H - H est symétrique si :

Yu,veDA), (Au,v) = {(u,Av).
L'opérateur A: D (A) C H — H est dit auto-adjoint si A = A*, ie,,
D(A) =D (A*) et (Au,v) = {(u,Av),vu,v € D(A).

Remarque 1.2.2. Si A : D (A) C H; — H, est un opérateur non-borné a domaine dense,
alors A* est fermé.

Théoreme 1.2.3. [25] [Caractérisation des opérateurs a image fermée.] Soit
A :D(A) C H — H, un opérateur non-borné, fermé, avec D (A) = H,. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i)R(A) est fermé , (ii) R(A™) est fermé,

(iii)R(A) = N(A*)*, (iv)R(A*) =N(A)".
Théoréeme 1.2.4. Soit A: D (A) C H, — H, un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) = Hy, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est surjectif, i.e., R(A) = H»,
2. il existe une constante k > 0 telle que :
vl < k||A*v]||, Vv € D (A*),

3. N(A*) = {0} etR(A) est fermée.

Corollaire 1.2.1. Soit A: D (A) C H, — H, un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) = H,. L'opérateur A admet un inverse borné A~! sur H, si et seulement si, il existe
deux constantes m, et m, telles que :

lull < m; |Aull,Vu € D (A),
vl <m, |A*v],Vv € D(A").
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1.2.6 Spectre et résolvante d’'un opérateur non borné

Soit A : D(A) C Hy — H, un opérateur non borné que ’'on suppose fermé et a
domaine dense (D(A) = Hy).

Définition 1.2.11. [34] On appelle ensemble résolvant de A, '’ensemble
p(A) = {A € C: Ay = AI - A est bijectif].
Son complémentaire dans le plan complexe est le spectre de A et est noté o (A) :

o (A) =C\p (A).

> Si A € p(A), alors I'opérateur inverse R (A;A) = A;\l est défini sur tout I’espace
et il est fermé. D’apres le théoreme du graphe fermé, cet opérateur est borné, i.e.,
Ay' € £ (H) et il est appelé la résolvante de 'opérateur A.

> L’ensemble p (A) est un ouvert du plan complexe.

> L’application qui associe a chaque A € p (A) 'opérateur R (A; A) est analytique sur
chaque composante connexe de p (A).

> Larésolvante vérifie I'’équation fonctionnelle suivante dite "identité de la résolvante" :

R(A;A) =R (A2;A) = (A2 = A1) R (A;A) R (A3 A).

> Le spectre de A est un fermé de C, et si de plus 'opérateur A est borné, alors o (A)
est un compact non vide.

Théoreme 1.2.5. Soit A : D(A) C H — H un opérateur fermé symétrique. A est auto-
adjoint si et seulement si o (A) < R.

Remarque 1.2.3. On a
o(A)=0,(A) Vo (A)Uo,(A),
ou:
o, (A) = {)\ e C: Ay = Al — An’est pas injectif},
o, (A) = {2\ € C: AI — A est injectif et R(AI — A) n’est pas dense},
o.(A) = {A € C: AI — A est injectif et R(AI — A) est dense}.

1. L’hypothése de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. Si A n’est pas fermé, alors p (A) = 0.
3.SiA=A* Jalorso (A) #0et o (A) < R.

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



16 Résultats préliminaires et notations

1.3 Théorie de Riesz-Fredholm

1.3.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.3.1. (Opérateur compact). On dit qu'un opérateur A € L(H;, H,) est compact
s’il transforme toute partie bornée de H; en une partie relativement compacte de H,, i.e.,
A(BH1 (0,1)) est relativement compacte pour la topologie forte.

On désigne par K (H;, H,) 'ensemble des opérateurs compacts de H; dans H, et on pose
XK(Hy,Hy) = K(Hy).

» La compacité d'un opérateur T € L(H;, H,) est caractérisée comme suit :
T e XK(H,H) < [V(xn) Cc H;, x, — O (faiblement) = Tx,, — O (fortement)].

» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si A € L(E,F) et B € X(F, G) (resp.
Ae XK(E,F)etBe L(F, G)), alors AB € X(E, G).

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de Shauder). Si A est un opérateur compact, alors A* est aussi
compact et la réciproque est vraie.

Théoreme 1.3.2. Soit K € K(H) avec dim(H) = +o0. Alorson a :

e 0 € 0(K),
e 0(K)\{0} = 0, (K)\{0O}.

e En outre, on a l'une des situations suivantes :

1. o(K) = {0},
2. ou bien o (K)\{0} est fini,

3. ou bien o (K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreme 1.3.3. On suppose que H est séparable. Soit A € K (H) un opérateur auto-adjoint.
Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de A :

Vx €H, x=x0+ > (x,e)ex, xo €N(A), Ax = > (x,er)Arex.
k=1 k>1

Défintion et proposition 1.3.1. 1. Soit A € L(H) un opérateur symétrique. On dit que A
est un opérateur positif, que I'on note A > 0, si :

(Ah,h) =0, VheH.

2. Soit A un opérateur positif défini sur un espace de Hilbert, alors A est un opérateur
auto-adjoint.
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1.3.2 Famille spectrale et résolution de l'identité
O Version discrete

Définition 1.3.2. Soit A : D(A) ¢ H — H un opérateur non borné. Alors A est dit a
résolvante compacte si :
VA € p(A), R(A;A) € K(H).

Théoréeme 1.3.4. Un opérateur A : D(A) C H — H est d résolvante compacte si et seulement
si, il existe u € p(A) tel que : R(u;A) € K(H).
Théoreme 1.3.5. Soit A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors :
1. O-T(A) = @,
2. 0(A) =0,(A)Uo(A) cR,
3. A>20 < 0(A) C[0,+x].
Théoréme 1.3.6. Soit A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint borné inférieurement

et a résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne
dans H, (e,)m=1 C D(A), et une suite de réels (A,,,) m=1 telles que :

A <A< <A, <. ,avec A, — +oo, Ae, =Anem, m=1,2,---

Remarque 1.3.1.

Si A:D(A) C H— H estun opérateur auto-adjoint avec A > 8 > 0 c’est-a-dire 0 € p(A),
et 'injection H; := (D(A),||.||;) — H est compacte, alors A est a résolvante compacte et
donc diagonalisable.

O Version continue
Définition 1.3.3. Une famille {E,},cr de projections orthogonales dans H est appelée
famille spectrale ou encore résolution de I'identité si elle satisfait les conditions suivantes :
b Ey E,u = Einf()\,/.l) , 7\; u € R,

e E  =0,E,n=1Iou: E. h= Alim Exh,etE..h = lim Eyh, h € H,

A—+00

. Ex.o = E, ou: E)\+oh = lim EA+gh, h e H.

e>0,&-0

Les limites sont prises au sens de la norme de H.
Théoreme 1.3.7. Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint dans H.
Alors il existe une famille spectrale {E)} cr telle que :

(Ax, y) = IAd(EAx, V), Ax = JAdEAx.
R R

On note symboliquement A = J?\ dE,.
R
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Théoréme 1.3.8. Soit A — f(A) une fonction continue a valeurs réelles. Soit D C H défini
par :

D= heH:J | £ () | dIEh]? < +o00
R
Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

(Sx, y) = Jf(A)d(EAx, ), xe€D,yeH,
R

de domaine D(S) = D.

m Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

+ 00

Soit A un opérateur auto-adjoint dans I’espace de Hilbert H défini par A = J AdE,, ou

Ao
Ao =info(A) > 0 et {E,} est sa résolution de l'identité.

Définition 1.3.4. Les puissances de I'opérateur A sont définies comme suit :

+ 00 + oo
AT = J AdE,, "€R, heDA) < J A2" d|Exh|? < 400,
Ao Ao
et on a les propriétés suivantes :

1. Pour toutr <0,ona: A" € L(H),etsir =0, alors A° =1,

2. Pourtoutr >0eth € D(A"),on a

(A"h,h) = AL |h|%.

3. Pour tout 7 > 0, D(A”) muni de la norme ||h|]> = ||A"h||* est un espace de Hilbert
avec h € D(A").

4. 510 <1 <71,D(A?) = D(A") et D(A™?) = D(A"M).

Définition 1.3.5. Si f est une fonction continue sur R alors f(A) est définie comme suit :

fr= [ faae, henfan = [ 1fQ) dERP < +o.
)\0 AO

1.4 Problemes mal posés et problemes inverses

Les problémes inverses sont difficiles du point de vue théorique et numérique. Chaque
probleme exige une démarche bien appropriée selon les données réelles et les contraintes

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



1.4 Problémes mal posés et problemes inverses 19

pratiques, qu’on doit les respecter, pour ne pas simplifier le modele physique et pour ne
pas rendre la tache expérimentale irréalisable. Cette spécificité est dictée par la nature et la
logique humaine.

Comme exemple, on peut considérer le calcul des valeurs d’une fonction donnée pour
laquelle on peut formuler un probléme inverse qui consiste a déterminer cette fonction a
partir d’'un certain nombres de points situés sur son graphe.

Problémes directs. Si on note par P I'’espace des parametres, E I'’espace des excitations et
R I'espace des états (réponses), alors le probléme direct L : P X E — R, consiste a calculer
la réponse d a partir de la donnée des sollicitations x et des parameétres p. Les équations
de la physique donnent en général la réponse d comme fonction de x et p : L(x,p) = d, la
notation L symbolise les équations de la physique du probléme considéré; on parle parfois
du modéle physique.

Problémes inverses. D’'un point de vue "physique" ou "expérimental”, on dit qu’on a un
probléeme inverse si on se trouve dans une situation dans laquelle on souhaite évaluer
une certaine grandeur physique p inaccessible a ’expérience a partir de la mesure d’'une
autre grandeur d directement accessible a ’expérience, en connaissant un modele mathé-
matique du probleme direct qui donne explicitement d a partir de p (ce que I'on note
symboliquement d = G(p)). R[]

Dans certains problémes, on a suffisamment d’informations pour effectuer un processus
bien défini et stable qui nous donne une solution unique. Dans le domaine des sciences, un
processus est, en général, appelé un modele, ou les données d’entrées sont des causes et
de sorties sont des effets. Si on symbolise les données d’entrées par x et le processus par K,
alors le probleme direct consiste a trouver Kx. On peut décrire le schéma d’un probleme

direct comme suit :
input — processus — output

x — [K] — 7

cause — modele — effet

A ce probléme direct, on peut associer par exemple deux problémes inverses. Le pre-
mier probléme inverse est le probleme de causalité qui consiste a trouver la cause x
correspondant a I'effet v en donnant le modéle K qu’on peut représenter comme suit :

L2 =LK [—=[v]

cause effet

Evidemment, le probléme de causalité pour K est le probléme direct pour K}, en sup-
posant que K est inversible mais en général K ne I’est pas.

Un autre probléme inverse associé a ce probleme direct est le probleme d’identification
de parametres. Dans ce cas on donne des informations d’entrées et de sorties, le but étant
de trouver les parametres du modele. On peut le schématiser comme suit :

(x1—[? -]

cause effet

1. Marc Bonnet, Problémes inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004).
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Sile processus K est un opérateur, alors pour toute donnée d’entrée, un unique résultat est
déterminé. D’autre part, il n’existe aucune garantie que les problemes inverses de causalité
et d’identification de parameétres aient des solutions uniques. De plus, si I'opérateur K est
continu, la solution du probléme direct est stable. Méme si I'opérateur K admet un inverse
bien défini de tel sorte que le probleme de causalité est uniquement résoluble, on n’a
aucune garantie que cette solution est stable, c-a-d que I'opérateur inverse est continu. Par
conséquent, la difficulté principale des problémes inverses est leur caractere généralement
mal poséf].

Définition 1.4.1. [53] Soient X,Y deux espaces de Banach, et A : D(A) € X — Y un
opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probléeme inverse Ax = y est bien posé au sens
de HADAMARD si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. Existence : Pour tout y € Y, il existe x € X tel que Ax = y.
2. Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x € X.
3. Stabilité : La solution x dépend continiment de la donnée .

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probleme est dit mal
posé.

En général, le traitement d’'un probleme mal posé demande des corrections et des modi-
fications de certaines données liées aux modele en question. La condition sur I’existence
peut étre satisfaite pour des topologies bien appropriées (relaxation des espaces), la condi-
tion sur I'unicité peut étre récupérée en ajoutant des informations a priori. La difficulté
essentielle dans I'’étude d’un probleme mal posé réside dans la question de I'instabilité de
la solution. En effet, s’il y a un processus d’instabilité, I'implémentation numérique du pro-
bléeme n’est pas réalisable. Pour éliminer cette difficulté, on remplace le probléme original
par un probléme proche (dans un certain sens) qui est stable en utilisant des méthodes de
régularisation. Ces stratégies de régularisation sont variées et chaque probléme nécessite
un traitement spécifique selon sa complexité et son degré de position incorrecte (voir [48]).

1.4.1 Exemples des problemes mal posés

Exemple 1.4.1. Probléeme de Cauchy pour I’équation de Laplace. Considérons le probleme

suivant :
Au =0, (x,¥) € Rx (0,+0),

u(x,0) =0, x € R, (1.4.3)
ayu(x;o):(pe(x); XER,
. . (X P 2 . Y\ . (X
ou @, (x) = €sin - ,& > 0. On vérifie aisément que u, (x,y) = € sinh " sin - est
une solution du probléeme (1.4.3). On remarque que

(q96_’055_’0)5

2. Alors que les mémes causes provoquent les mémes effets, des effets identiques peuvent avoir de
multiples causes : les problémes inverses sont mal posés.
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mais (u. (x,y) — o,& — 0) pour tout x > 0 fixé, ce qui prouve que les solutions de (1.4.3)
ne dépendent pas continiment des données initiales d’ou le probléme d’instabilité.

Exemple 1.4.2. Probleme rétrograde pour I’équation de la chaleur. Ce probléme consiste
a déterminer u (x,0) = ug (x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ de
température u (x, t) veérifié :

Ut — Uyx = 0, x e 0,m),te 0, T),
u(x,T) =y (x), O<x<m, (1.4.4)
uO,t) =u(mt)=0, 0<t=<T,

ou Y € L, (0,17) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la
solution du probléme (1.4.4) sous la forme :

u(x,t) = > eT M y,e, (x),
n=1

ou Y, est le coefficient de Fourier d’ordre n de  :

2 (™ . 2 .
Yn=(P,ey) = \/:JO WY (x)sin (nx)dx, e,(x)= \/;sm(nx).

Soit @ (x) = ug (x,0) la température initiale. Alors d’apreés I’égalité de Parseval, on a :
@l = > e |y,l?.
n=1
On consideére maintenant le probleme (1.4.4) avec des données bruitées :

1
(.UkZUJJFEek(X)-

1

On remarque que ||Y, — Y|l = " 0,k — +o00 mais

nume—uwmmzi&”~+wk~+m

On voit tres clairement que le probléme est instable donc mal posé. C’est pour cela,
qu’on dit que les phénomeénes de la chaleur sont irréversibles.

La solution de I’équation de la chaleur avec la condition initiale u (x,0) = @ (x), telle que
@ (x) € L, ((0,11)) est donnée par la formule :

(o]

w(x,t) = > el pue, (x) = Jn 12 e "t sin (nx) Sin(HE)} @ (§) d&.
n=1 0 T n=1
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Ainsi, u est solution du probléme (1.4.4) si et seulement si @ satisfait ’équation de
Fredholm de premiére espece :

Ko =g, u(x,T) =j0 K(x.E)p (E)dE =y (x), 0O<x =<,

oukK(x,&==> e "7 sin (nx) sin (n€).
n=1

=JI®

L’opérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ou K™! n’est pas
borné. Ce qui montre le caractére mal posé du probleme (1.4.4).

Exemple 1.4.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le pro-
bléeme suivant :

U (t) + Au (t) =0, O0<t<T,
5( u(0) =@, u(l) =y, (143
ou @, Y sont des fonctions données dans I’espace de Hilbert H, et A: D (A) C H — H tel
2
que A=A%"etA>0>0.SiA; = (k;), k=1,2,...,ne sont pas des valeurs propres de A,

alors 'opérateur (sin (T\/Z)) est injectif, et la solution formelle du probleme (1.4.5) est
donnée par :

u (t) = sin ((T —t) \/Z> (sin (T\/Z))_l Y + sin (tx@) (sin (Tx/Z))_l Q.

2
(k;:;),kzl,Z,...,

(1.4.5) n’est pas unique. Le probléme (1.4.5) est mal posé au sens d’HADAMARD dans les
(k)
TZ

Inversement, si {Ak = N o, (A) = 0, alors la solution du probléme

deux cas : les valeurs Ay =
A

,k=1,2,..., peuvent étre proches des valeurs propres de

1 , . .
[6,+0[ © A — ——— n’est pas bornée au voisinage des Ay.

sin (Tﬂ)

Exemple 1.4.4. Equation intégrale de premiére espéce. Soient k(x,y) € L?([c,d] x[a, b])
et f € L%([c,d]). L’équation intégrale de premiére espéce associée au noyau k(x, y) etala
donnée f est donnée par : trouver @ € L?([a, b]) telle que, pour tout x € [c,d],

b
j k(x, V)@ dy = (K@) (x) = f(x). (1.4.6)

Cette équation n’admet pas toujours de solution. En effet, supposons k(x, y) est continii-
ment dérivable par rapport a x sur [c, d]; alors le premier membre de I’équation précédente
est continiment dérivable par rapport a x quelque soit @ € L?([a, b]) vu le théoréme de
dérivation sous le signe intégral. D’ou I'’équation n’a aucune solution si le second
membre f n’est pas dérivable sur [c, d].
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Placons-nous dans le cas le plus favorable ou I’équation (1.4.6) admet une solution unique
. Considérons alors une perturbation de  de la forme :

P(y) =w(y) + Asin(wy).

On a alors d’une part :

b
A . 1
16— @lleqan = | A%sin*(@x)dy = 4% - a), (1.4.7)

a

et d’autre part :

d b
If = Kleear = | [ [ koo masiny)dy] dx = 2420 - a). (1.4.8)

Or, par le lemme de Riemann-Lebesgue, on a (sous réserve que k soit continu par rapport a
y):

b
hm” k(x,y)Asin(wy)dy| =0, Vx € [c,d]l. (1.4.9)

w — 0

Cela permet, en choisissant w suffisamment grand, de rendre la norme aussi petite
que 'on veut, quelle que soit la valeur (fixée au départ) de A. Cette remarque nous permet de
constater que I’on peut trouver une perturbation de norme constante arbitraire de la solution
¢ méme qu’on a une perturbation aussi petite que 1’on voudra sur la donnée f. En d’autres
termes, la solution de (1.4.6), quand elle existe, ne dépend pas continiiment du second
membre f; une "petite" erreur sur celui-ci (construit a partir de données expérimentales)
peut mener a une "grande" erreur sur la reconstruction de la fonction inconnue . Le
probléme est donc mal posé pour deux raisons :

1. Il n’admet pas nécessairement de solution.
2. Il n’est pas stable vis-a-vis de petites erreurs sur les données.

Cet exemple est fondamental. De nombreux problémes inverses, issus de domaines variés
de la physique, se raménent a une équation intégrale de premiere espece.

Les ouvrages classiques de physique mathématique [39] traitent peu I’équation de premiere
espece. Celle ci a probablement été jugée pendant longtemps sans intérét. D’'une part, ses
"mauvaises" propriétés sont connues depuis le début du siecle. D’autre part, les problémes
directs de la physique mathématique peuvent en général étre décrits par des équations
intégrales de deuxiéme espéece, qui sont stables par rapport aux données.

Remarque 1.4.1. La définition donnée par HADAMARD est treés contraignante dans la
pratique. D’ou, il faut relaxer la définition d'un probléeme bien posé pour élargir la classe
des problemes traités.

Définition 1.4.2 (Lavrentiev 1959, Stabilité conditionnelle). Soit A: D(A) € X — Y un
opérateur fermé, densément défini. On dit que le probléme Ax = y est conditionnelle-
ment stable (ou correct au sens de Tikhonov) sur M C D (A) s’il existe une fonction

w: R, — R,, continue en 0 avec w (0) = 0,
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vérifiant
Ix2 —x11l < w (|[Ax2 — Ax1 ), VXx2,x1 € M.

L’ensemble M est appelé ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori).

Convexité logarithmique

Parmi les méthodes d’analyse des problemes mal posés en EDP, on cite ici la méthode de
la convexité logarithmique (cf. [5}/49]) employée dans I’analyse qualitative des probléemes
mal posés conditionnellement stables.

Définition 1.4.3. Soit f : I C R — R une fonction positive. On dit que f est log-convexe
si la fonction f(t) = log(f(t)) est convexe.

Si la fonction f est strictement positive (f > 0) et log-convexe sur 'intervalle [a, b],
alors on a l'inégalité suivante :

log(f(¢)) = (1 —0(t))log(f(a)) + 0(1)log(f (b)), tE€la,bl], (1.4.10)

. b-t o e A teis .
ou 0(t) = b—a Cette derniére inégalité nous donne I'inégalité d’interpolation :

f(t) < f@ D f()°Y, tela,b]. (1.4.11)

» Une fonction f € C?([a, b];R*) est log-convexe si et seulement si £f"' — (f')? = 0. Cette
propriété découle du fait qu'une fonction est convexe si sa dérivée seconde est positive :

. " (F1)2

Théoréme 1.4.1. Soit f une fonction continue, positive et log-convexe sur un intervalle I.
Alors f(t) >0, Vtelou f(t) =0, Vt €.

>0 = ff'-(f)?>=0 et f2>0.

Théoréme 1.4.2. Soit A : D(A) C H — H un opérateur symétrique, et u(t) une solution
du probleme u'(t) = Au(t), 0 <t < T. Alors log(|u(t)|) est convexe sur [0,T]. En
conséquence

lu ()] < [u(O) " u(T) V7. (1.4.12)

Cette inégalité montre qu’on peut récupérer la dépendance continue si on impose une
contrainte de bornitude sur la solution.

1.4.2 Outils d’analyse de problemes mal posés
Dans I'étude des équations de la forme :
A:D(A) € H, - H),x » Ax =,

la fermeture de R(A) est une propriété cruciale, pour que l'inverse de A soit borné. Le
Théoréme de Banach nous fournit une caractérisation topologique de cette propriété :
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Théoreme 1.4.3 (Théoreme de Banach sur l'inversion bornée.). Soit A € £(H;,H>). Si A
est injectif, alors A™' : R (A) — H, est borné si et seulement siR (A) est fermée.

Dans les situations pratiques, la vérification de la fermeture de I'image est souvent une
tache tres difficile, et en général, on n’a pas beaucoup d’outils pour étudier cette question.
Si la carte spectrale de 'opérateur est bien connue, cette information peut étre exploitée
pour étudier la fermeture de son image. On peut alors utiliser la caractérisation spectrale
suivante :

Théoréeme 1.4.4. [87,88]. Soit A : D (A) € H; — H, un opérateur fermé densément défini.
Alors R (A) est fermée si et seulement si, il existe v > 0 tel que o (A*A) < {0} U [¥, +oo[ . Si
de plus, H; = H, et A = A*, alors R (A) est fermée si et seulement si 0 n’est pas un point
d’accumulation de o (A) .

Considérons maintenant un opérateur compact T € X (H;,H,), ou H;, H, sont deux
espaces de Hilbert séparables. L'une des approches les plus pratiques pour étudier le
probléme inverse Th, = h,, consiste a utiliser la décomposition en valeurs singulieres
(S VD)E de 'opérateur T. Cette décomposition propose des bases pour les espaces de
Hilbert H; et H, permettant d’exprimer et de résoudre simplement le probleme.

Définition 1.4.4. (Valeurs singuliéres). Soient H;, H, deux espaces de Hilbert séparables
et T € X (Hy,H,). On appelle valeur singuliére de I'opérateur T, le réel positif s = \/X, ou
A est une valeur propre de 'opérateur K = T*T : H; — H;.

Théoreme 1.4.5 (Décomposition en valeurs singulieres (SVD)). Soit T € K (Hy,H;). Alors
il existe une suite de valeurs singulieres (s,),cn et deux systemes orthonormeés { @, 2,...} C
Hy,{y1,y>,...} C H, tels que :

1. (s,) est décroissante, s,, — 0,n — oo.

2. Toy = siWi, T*Yi = S @i
3. VheHi, h=> (h,@i) +hoouhy € N(T).

k=1
4. Vhe Hy, Th=> s (h, @) Yx.
k>1
5. VheHy,, T*h=> s (h,yi) x.
k=1

6. Le systeme {(sx; Pk, Wk)} i1 €St appelé systeme singulier de T .

N

La famille (p,,) (resp. la famille (y.,)) est une base hilbertienne de N (T)* (resp. R (T)).

Remarque 1.4.2. Le calcul des valeurs singulieres et I’étude de leur vitesse de décroissance
peut donc fournir des renseignements sur le caractére mal posé d’'un probléme inverse
donneé.

3. La notion de valeurs singuliéres généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-adjoints.
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Théoréeme 1.4.6 (Théoreme de Picard). (voir [86)). Soit A € K (H,,H,) un opérateur com-
pact, et { (0, Pu, Yn),n € N} son systeme singulier. Alors le probléeme :

Af =g,

est résoluble si et seulement si

[ — 1
gENMA =R@A et 3 — Hg,ya)|* < +e.

neN " n

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

f=> L(g,t1lln><19n+fo, So EN(A).

neN 7 n

» Afin de proposer une stratégie de régularisation efficace, on doit mesurer tout d’abord
la complexité du probleme posé. En général, on ne dispose pas d’'un cadre théorique
permettant de donner des réponses a ce type de questions, mais dans des cas par-
ticuliers, on a des critéres qui caractérisent que tels problémes sont fortement ou
faiblement mal posés.

» Pour les opérateurs compacts, on utilise le critére suivant :

Soient H,, H, deux espaces de Hilbert séparables, T € K (H;, H>»), et soit le probleme
inverse :

T:Hy - Hyyu—-Tu=wv. (1.4.13)

Définition 1.4.5. (cf. [48]). On dit que le probleme (1.4.13) est faiblement mal posé (resp.
fortement mal posé), si les valeurs propres s, de K = T*T sont équivalentes a

C .
o (resp. Ce™™"),

ou C et p sont des constantes positives.

1.5 Meéthodes de régularisation

La régularisation des problemes mal posés, due initialement a Tikhonov [140], consiste
a redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de
facon que la "solution régularisée" obtenue par "inversion régularisée" dépende contini-
ment des données et soit proche de la solution exacte (on suppose que celle-ci existe pour
des données proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes,
on remplace le probléme initial mal posé par un autre " proche dans un certain sens " du
premier et qui est bien posé.
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Considérons le probleme inverse Ax = y ou A : Hy — H, est un opérateur compact in-
jectifﬂ On suppose que v € R(A), i.e., le probleme inverse posséede une solution unique

Définition 1.5.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : H; — H», (x > 0) est dite
"famille régularisante" pour I'opérateur A si

Vx € Hy, ling (RyA) x = x, lLe., RyA — I simplement.
a—»

Remarque 1.5.1. Si R, est une famille régularisante pour 'opérateur A : H, — H;, ou H;
est de dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés, i.e., il
existe une suite (&) C R, telle que lim [|Ry, || = +oo.

Nn—o00

1. La donnée initiale v € H, n’est jamais connue exactement, il y a toujours un bruit qui
vient la perturber. On note par y° la donnée perturbée de y ou le § > 0 représente le
niveau du bruit, i.e.,

- =

2. Notons x*° = R,y?° ’'approximation de la solution du probléme inverse Ax = y ob-
tenue par 'opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I'inégalité
triangulaire, on obtient que :

[ = x| = || (x = Ray) + (Ray = x*%)|| < 8 IRl + [Ix = Ray||. (1.5.14)

3. Le premier terme de droite de l'inégalité représente la majoration de 'erreur
due au niveau de bruit. On sait que ||Rq, || = +o quand « — 0 d’aprés la remarque
(1.5.1). Donc il ne faut pas choisir & trop petit sinon I’erreur peut devenir trés grande.
Par contre le second terme de droite de I'inégalité tend vers 0 quand « tend
vers 0 par définition de R,. Le but est de choisir une stratégie de régularisation de
maniére a ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution x quand le
niveau de bruit 6 tend vers O.

Définition 1.5.2. Une stratégie de régularisation x (6) est admissible si pour tout x € Hy,
ona:

%15130((5) =0et gim ( sup {HRM;))/‘S - x|| tel que HAx —y‘SH < 5}) =0. (1.5.15)

VY \y%eH

Parmi les méthodes de régularisation les plus connues en problémes inverses et en calcul
matriciel mal conditionné, on a la méthode de Tikhonov.

4. Le fait de choisir A injectif n’est pas trés contraignant car on peut toujours restreindre I’espace H; au
complément orthogonal de N (A), ou N désigne le noyau.

5. 1l faut noter que notre probléme inverse Ax = y est toujours mal posé a cause de la non continuité de
AL
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1.5.1 Meéthode de Tikhonov

¢ Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le probleme inverse mal
posé Af = g est de choisir comme solution I’élément f, qui minimise la fonctionnelle

IAf = all” + «|IfIF, &> 0. (1.5.16)

L’existence et 'unicité du minimum sont assurées par la coercivité et la stricte
convexité de f — ||f||°. Le paramétre « est appelé paramétre de régularisation
2 . . . N .
et le terme || f||” est appelé terme de correction. Le choix du parameétre « est basé sur
un critere d’équilibre entre 'erreur due au terme de correction et le gain de la stabilité.
On a le Théoréme suivant :

Théoreme 1.5.1. [78] Soit A € £ (H,,H>). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un
unique minimum f . L’élément f est la solution de I'équation normale

Safx = (&I + A*A) fo = A*g. (1.5.17)

La famille d’opérateurs Ry = (I + A*A) P A*  H, - Hlﬂ est appelée famille régulari-
sante de Tikhonov. On a ||[R4«|| < L et tout choix de & (6) — 0 avec

2/«
5% (n) — 0,

est admissible. Pour les résultats de la vitesse de convergence, on peut consulter les réfé-
rences [48} [109].

¢ Le parameétre de régularisation x > 0 est choisi via le principe d’écart (en anglais :
discrepancy principle) de Morozov [104]. Ce principe consiste a fixer le parametre tel
que la solution correspondante ait une erreur égale au niveau de bruit (cf. [L03], [152]).

¢ Le choix optimal est extrémement difficile et les critéres qui existent sont d’application
délicate, et nécessitent des méthodes itératives pour étre mises en oeuvre.[}f]

¢ Dans la pratique on supposera qu'un parametre « est valable si I'erreur appartient a
un petit intervalle contenant la valeur du niveau de bruit 6 > 0 (voir [109], page 172).

La partie qui suit traite quelques exemples de méthodes de gradient, qui représentent
I'une des classes de méthodes de régularisation itérative des plus efficaces et des plus
utilisées. [132]

6. (Su = S&, (Sah,h) = IShI® + a||nI* = «|I*, VR € HY) = (0 (Sa) C [, Sall] = 0 € p (Sa)), ie,
Sy existe et S;' € £ (Hy).

7. Méthodes a priori : utilisation d’informations sur le niveau d’erreur et sur I'opérateur K.

8. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données gs. op¢ = max{«: ||Afa — gs|| < 6},

oit fuo = inf {llAfu— gsl* + el ful*}-
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1.5.2 Méthode du gradient

L’idée de remplacer Af = g par le probléeme qui consiste a trouver le minimum de la
fonctionnel

J)=1Af -g

remonte aux travaux de A. M. Legendre (1806) et K. Gauss (1809), qui ont proposé la méthode
des moindres carrés, pour résoudre des systémes d’équations algébriques linéaires. A.
Cauchy (1847) a proposé la méthode de descente la plus basique pour résoudre le probleme
de la recherche du minimum d'une fonction de n variables. L.V. Kantorovich a proposé
de résoudre les équations opérationnelles linéaires Af = g dans les espaces de Hilbert en
minimisant la fonctionnelle

’

H(f) = (Af, f) = 2(f,9),

en utilisant la méthode de descente la plus rapide. Il a également étudié la convergence de
cette méthode dans le cas ou

m(f, ) <(Af, f) <M(f,f), m>0,M>0,

et a souligné des idées directrices pour traiter le cas m = 0 (Kantorovich, 1952).

Dans ce qui suit, on minimise la fonctionnelle J(f), qui est plus utilisée en pratique que
la fonctionnelle H(f). Notons que pour A = A*, le gradient H' f de la fonctionnelle H(f)
est égal a 2(Af — g), et sa diminution par rapport a f signifie que f se rapproche de la
solution de I’équation Af = g.

Dans ce paragraphe, on décrit briéevement la structure générale de plusieurs méthodes de
gradient pour résoudre des problémes mal posés Af = g.

m Description des méthodes de gradient :

Soit A un opérateur Fréchet-differentiable de H;, dans H,. Pour résoudre I’équation
A(f) = g, on minimise la fonctionnelle

J(f) = (A(f) — g, A(f) — g) = [|ACS) - gl

Lemme 1.5.1. Si A est un opérateur Fréchet-differentiable, alors la fonctionnelle J(f) est
aussi differentiable et son gradient ] f est donné par

Jf =2(Af)"(Af) - 9)-
Remarque 1.5.2. Si A est un opérateur linéaire, alors
Jf =2A%(Af - g).
Les méthodes de gradient les plus simples sont de la forme

Sna1 = fn — nJ fu.

Cette formule représente différentes méthodes selon la maniere de définir le parametre
positif o,,.
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Théoréme 1.5.2. Soit A : H, — H, un opérateur linéaire continu tel que A et A* sont injectifs.
Alors la fonctionnelle J(f) admet un point stationnaire unique.

Dans ce qui suit, on considéere plusieurs exemples de méthodes de gradient

fn+1 :fn - O‘n.],fn ;fn € Hy, oy > Oa

de telle sorte que le parametre de descente «, est soit fixé ou bien déterminé a partir de
la condition de minimalité selon un critére de qualité. On note par f, la solution exacte du
probléeme A f = g (qui n’est pas nécessairement unique).

» La méthode itérative de Landweber :

Dans cette méthode, le parametre «,, est fixé et on a

1
Xy = X E (O,W)

» La méthode de la descente la plus rapide :
On choisit le parameétre «, comme étant un minimiseur de ’expression

LI full”

T full” + Pl|AT ful* = :
21|AT” ful P

J(fai1) = J(fn) — o

Remarque 1.5.3. Sil'opérateur A~! est continu, alors le taux de convergence de ces mé-
thodes est linéaire.

» La méthode du gradient conjuge :
On commence par f, (donnée initiale fixée) et on calcule py, = J' fo. On suppose que p,, et
fn ont déja été déterminés, avec p,, = J' f». On calcule la fonction auxiliare suivante

, 1 fall”
Pn=Jfn+ " Pn1,
" O P
al’étape n + 1, donc le parametre de descente par la formule
(Xn — (.] fn;pg)l
|Apal

Ce qui nous donne un schéma itératif pour calculer la solution approchée :

Jn+1 = fn — CnPn.
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1.6 Calcul fractionnaire

Le terme "calcul fractionnaire" fait référence a la généralisation des intégrales et des
dérivées d’ordre entier a I’ordre rationnel. Ce concept a été introduit pour la premiere fois
par G.W. Leibniz et G. L’'Hopital (30 septembre 1695), ou ils ont discuté sur la signification
de la dérivée d’ordre 1/2 et ils ont donné quelques remarques sur sa possible existence.
Cela attira I'attention de nombreux mathématiciens sur ce sujet mais vu l'insuffisance des
outils mathématiques du calcul fractionnaire, cette théorie n’a pu étre développée.

Néanmoins, au dix neuvieme siecle, des développements intéressants ont été réalisés
dans le calcul fractionnaire. Par exemple, en 1812, Laplace a proposé une formulation
intégrale, qui a été utilisée plus tard par S.F. Lacroix pour définir des dérivées d’ordre
arbitraire. En 1823, Abel a été le premier a étudier un probléeme physique intéressant en
utilisant des techniques du calcul fractionnaire. On peut citer aussi J. Liouville (1832-1873),
B. Riemann (1847), A. K. Grunwald (1867-1872), A. V. Letnikov (1868-1872), H. Weyl (1917) et
M. Riesz (1949). Ces mathématiciens ont beaucoup contribué a I’élaboration de la théorie du
calcul fractionnaire. Pour plus de détails sur les aspects historiques de la théorie du calcul
fractionnaire, on renvoie le lecteur aux ouvrages [101} [111]. Dans la seconde moitié du
vingtiéme siecle, la plupart des outils pour traiter le calcul fractionnaire étant disponibles.
Le calcul fractionnaire est passé de la formulation mathématique pure, aux applications et
il a été utilisé pour modéliser de nombreux phénomeénes physiques dans divers domaines
[127].

Les dérivées fractionnaires et les dérivées d’ordre entier sont des opérateurs linéaires.
Mais, les dérivées d’ordre entier sont des opérateurs locaux et les dérivées fractionnaires
sont des opérateurs non locaux. Ce qui fait d’eux un outil puissant pour la description des
effets héréditaires et mnémoniques de diverses substances, ainsi que pour la modélisation
de certains processus dynamiques.

Le calcul fractionnaire a été utilisé récemment dans divers domaines, tels que la physique,
la chimie, la biologie, I'ingénierie mécanique, le traitement du signal et I'identification des
systemes, I’électrotechnique, la théorie du controle, la finance, la dynamique fractionnaire
(99, 112].

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



32 Résultats préliminaires et notations

1.6.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

On commence par la formule qui donne les primitives successives d'une fonction continue.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on sait que la primitive de f est donnée par :

1L (x) =j Fbdt.

Pour une primitive seconde, on aura :

I2f(x) = J: J:f(t)dtds = J:(x —t) f(t)dt.

Par itération, on obtient :

I"f(x) = I (x — "L F(b)dt, n e N*,

1)|

En généralisant cette formule a un ordre « réel positif et en remplacant la fonction factorielle
par la fonction Gamma, on aura la définition suivante :

Définition 1.6.1. Soit: f : [a,b] — R une fonction continue, on définit 'intégrale fraction-
naire a gauche de Riemann-Liouville de f comme suit :

o _ -1 *
I§f(x) = f(« )J (x—-t)* " f(t)d x € RY.

Remarque 1.6.1. 1. l'intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville de f : [a,b] —
R est définie comme suit :

1 b
T = L (t— )\ f(Ddt, e R

2. Pour x =0,0na:

If(x) = I2f(x) = f(x).

3. La fonction gamma est définie comme suit :
+00
I'(z) = J e 't¥1dt, Re(z) > 0.
0

4, Pourtoutze C\Z_,ona:
I'(z+1) =zI(2),

en particulier, pour n € N*,ona:I'(n) = (n—1).

5. La fonction Béta est donnée par :

1
B(z,w) = Jo t271(1 — t)vdt, Re(z) > 0, Re(w) > 0.
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6. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit

_I'(2)I'(w)

“Tzrw) Vz,w:Re(z),Re(w) > 0.

B(z,w)

Exemple 1.6.1. Soit f(x) = (x —a)) ou > -1.0n a

I%f(x) = 1"(10() J:(x — )%t —a)fdt, a < x <b.

En effectuant le changement de variable suivant:t =a+ t(x —a), 0 < T < 1 et en utilisant
la fonction Béta, on trouve que :

1 1
IS f(x) —(x — a)“+BJ (1 -T7)*'7rhdt

I'(x) 0
= i(x—a)"‘*BB((x B+1)
I'(x) ’
1 I(e)T(B+1)
- - _ x+p- \VEA\P T 2T
= T Y et T
B Ir(g+1) B
B T(o<+B+1(X )

Théoréme 1.6.1. [131] Si f € L'([a, b]) avec a fini, alors IS f (x) existe pour presque tout
x € [a,b] eton al®f(x) € L'([a,Db]).

Proposition 1.6.1. [79]
L'opérateur 15 f (x) est borné dans L” ([a,b]) et on a

5 f Ol < KIflp,
pour toute f € L7 ([a,b]) avecl < p < + et K est une constante positive.

Dans la littérature, plusieurs définitions des dérivées fractionnaires ont été proposées.
Par exemple, la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov, au sens de Riemann-
Liouville, au sens de Caputo et au sens de Riesz-Feller [112]. Méme si elles sont différentes,
elles sont toutes liées les unes aux autres. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville a joué un role important dans les mathématique pures, tandis que la dérivée au
sens de Caputo a été introduite pour traiter des problémes appliqués. En effet, les dérivées
de Caputo permettent I'utilisation des conditions initiales physiquement interprétables,
ce qui n’est pas admis par la dérivée au sens de Riemann-Liouville. Dans ce travail, on
s’intéresse a la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
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1.6.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.6.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre « est donnée par :

04 _ tm-cx£(m) _ 1 X - m—-o—1£(m) o
DEf(x) = Im-of (X)_(m—cx)L(x ol (dr, o elm - 1,m,

r
[x] +1 si x ¢ N,

avec m = .
{ o Si x € N.

Remarque 1.6.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'une constante est nulle i.e.,
DSK = 0.

Exemple 1.6.2. Soient x > Otelquen — 1 < x < net f(x) = (x —a)? ou B > —1, alors On
a

[ _ 1 ¥ _ f\n—x—1¢(n)
D00 = poragy | = 07 0
Sipe{0,1,2,..,n— 1}, alors D¥f(x) = 0.Si B > n — 1, alors :

r(g+1)

-\ =7 o B—n
FB-nint 9"

f() =

En effectuant le changement de variable suivant:t =a + t(x —a), 0 < T < 1 et en utilisant
la fonction Béta, on trouve que :

Ir(g+1)
IrB—-—n+1)Irn- o

1
Dg‘f(x) (x — a)B*Ol JO (1- T)nfo(—l.rﬁ—ndt

_ r(B+1) e ) )
- F(B—n+1)r(n_(x)(x a) *Bm-o,f-n+1)

_ I'(g+1) (x_a)ﬁfal“(n—a)l”(ﬁ—n+1)

I'B—-—nmn+1)I'n- ) I'B—o+1)

B r(g+1) . f-a
S B XY

Propriétés 1.6.1. [79] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo vérifie les propriétés
suivantes :

m Pour f,g € C([a,b]) etA,6 R, 0na
D (Af(x) +6g(x)) = ADZf(X) + 6D;g(x),

i.e., DS est un opérateur linéaire.

m Pour x > 0,0ona

DI[IZf(x)] = f ().
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m SiDSf(x) = 0alors:

m-—1

fx)=> cilx-a)

i=0
m Pour f € C"([a,b]) etx> 0, ona

m—1

IS[DSF0] = f(x) = 3.

i=0

(x—a)!
il

fO(x).

Corollaire 1.6.1. Soit f € C'([a,b]).Si0 <x<1letO<B<telque:x+ B <1,alorsona:

D% o DBf(x) = DP o D¥f(x) = DX*Ff(X).

En général, lorsque on résout un probléme fractionnaire, on utilise la transformée de
Laplace pour trouver la solution. Dans ce qui suit, on donne la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui sera utilisée ultérieurement pour expliciter
les solutions des problémes fractionnaires étudiés.

Définition 1.6.3. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’ordre « au sens
de Caputo de la fonction f est donnée par :

n—-1
LID*f(x)] = s*F(s) — > s* k10 (), (1.6.18)
k=0

avec: F(s) = L[f(x)] etn = [x] + 1 ou [ . ] représente la partie entiere d'un nombre
réel.
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Probleme de la chaleur avec une perturbation de
type involution

Dans ce chapitre, on étudie un probléme de la chaleur non classique de nature mal posée.
La stratégie de régularisation de ce probléme repose sur une variante de la méthode de
quasi-réversibilité (dite méthode de régularisation pseudo-parabolique).

2.1 Position du probleme

On note par H = 12((-1,1);R) I'espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la
norme associée :

1 1
(u,v) = Ju(x)v(x)dx, ||u||2 = J lu(x)|?dx.
-1 -1

Dans le rectangle @ = (—1,1) x (0, T), on considere le probleme de la chaleur suivant :

U(X,E) — XU (X, E) — BUrr(—x,t) =0, (x,t) € 9, (2.1.1)

avec les conditions aux limites suivantes :
u(_l,t) :u(ljt))ux(_llt) :ux(ljt)’ tE (O) T)) (2-12)

et la condition initiale :

ou « est un nombre réel positif (x > 0) et € R.
Les équations faisant intervenir les termes u (o (x),t), U, (0 (x),t) et Uy (0 (x),t) sont
appelées équations avec variables déviées, ou la fonction o est appelée la translation de
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Carleman (involution) [30, [153] est définie par :
o:[-1,1] — [-1,1]avec o (0 (x)) = x.

Les équations avec variables déviées ont été étudiées par plusieurs chercheurs pour
certains modeles mathématiques de type parabolique, hyperbolique et elliptique [Z, 8], [9]
28,1291 70, 75, [128]. Cette classe de problémes a de nombreuses applications en ingénierie
[124] [141]. Pour ralentir la vitesse de refroidissement dans un processus de diffusion,
I’'addition d’un terme d’involution peut jouer le role d’'un régulateur de transfert (une
fonction de refroidissement) pour éviter les transformations indésirables qui peuvent se
produire et changer les caractéristiques de certains matériaux sensibles aux transitions
brutales chaud-froid. Pour plus de détails concernant le développement théorique et la
motivation physique de ces équations, on renvoie le lecteur aux références [14} 167, 168|169,
1150116, 117,118,119,120,121,122] 123128 149] et les monographies [30} [153].

La littérature mathématique consacrée aux problémes inverses et problemes mal posés
pour des modéles gouvernés par des EDP avec variables déviées, ainsi que leurs mé-
thodes de régularisation se caractérise par la rareté des travaux, et surtout les approches
numériques traitant cette catégorie de problemes. Concernant les problémes inverses
faisant intervenir des perturbations de type involution, on peut citer les travaux récents
[2,16, 75,76, 77, [124] 139, 142].

Dans [6], les auteurs ont étudié un probléme inverse de source dans le cas ou « = 1 et
|B| < 1. Ils ont établi des résultats sur l'existence et I'unicité des solutions recherchées
pour plusieurs cas de conditions aux limites, mais ils n’ont pas étudié la procédure de
régularisation du probléme considéré.

Ce travail est une continuité de [6] et [54] dans cette direction. Cette étude traite le
cas ou le probléme considéré est mal posé. Dans ce contexte, on propose une version
modifiée de la méthode de régularisation pseudo-parabolique introduite et développée par
Showalter [135]. Cette méthode a été utilisée pour résoudre certains problemes mal posés
pour des équations paraboliques. Pour plus de détails, voir [3] 4} [19][35] 46 52} [62].

Pour cette stratégie de régularisation, on montre la convergence de la solution approchée
et on établit des estimations d’erreurs sous des hypotheses de régularité sur les données
du probléme considéré.

2.2 Rappels

Dans cette section, on donne quelques définitions et théoremes qui seront utiles ultérieu-
rement lors de I’étude du probléme ainsi que dans le calcul des résultats de convergence.

Définition 2.2.1. Soit S : H — H un opérateur linéaire.

1. Hamida S. Etude de certains problémes inverses elliptiques et paraboliques, PhD Thesis, University Badji
Mokhtar Annaba (Algeria) 2015.
Dans cette thése, une variante de la méthode Q.B.V. a été introduite pour régulariser le probléeme (2.1.1).
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1. On dit que S est une involution si S* = I.
2. On dit que S est unitaire si SS* = $*S =1, ou S* est 'adjoint de 'opérateur S.

Théoreme 2.2.1. [60, Critére de Vitali-Dalzell, p. 39] . Soit B = (C);,_, une suite orthonor-
male de l'espace de Hilbert H = .>((a, b), R), ou (a, b) est un intervalle borné de R. Alors, la
suite B est totale (et donc une base hilbertienne) si et seulement si :

v b
(b -a)? a) Zaj

Lemme 2.2.1. Pour tout A = 0, on a toujours :

1l—e?<A”, Vrelo1].

2

dx =1. (2.2.4)

J;n bt

Preuve. Posons F(A) = 1 —e™*, A € [0, 1]. En utilisant le théoréme de la valeur moyenne,
on peut écrire

F(A)—F(0) =F(A) =(A=0)F (u) =Ae " <A, O<u<Ac<l,
et de I'inégalitée A < A" siA € [0,1] et O < ¥ < 1, on trouve que
1-e*<A", VA€[0,1], Vr €]0,1].
Maintenant siA > 1 etv > 0, on a
AV>1>1-e
Par conséquent, on conclut que

A", VA=0, Vr €]0,1],
l1-e<
A", VA=1, Vr > 0.

[
2.3 Analyse du probleme
Le probléme (2.1.1),(2.1.2) et (2.1.3) peut s’écrire sous la forme
Uu(x,t) + (I + BS)Au(x,t) =0, O<t<T, xe(-1,1),
(2.3.5)
u(x,0) = f(x), x €[0,1],
ou
A:D(A) CH — H, w+— AwW(X) = =Wy, (X),
avec
D(A) = fw e HA(-1,1): w(-1) =w(1); we(-1)=w, (D},
et

S:H—H, w— S(w) =v, v(x)=w(—x).
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Proposition 2.3.1. L'opérateur S vérifie les propriétés suivantes :
1. S € L(H).
2. §§* =85S =1
3. 8% =1

i.e., S est une involution unitaire.

Preuve. Montrons tout d’abord que S est borné. En effet, en posant x = -y, dx = —-dy
et pour toutu € H,on a:

1 -1
lISul)® = j u(=x)|2dx = — j () 2dy = |[ulP. (2.3.6)
-1 1

D’ou S est borné et ||S|| = 1. D’autre part, pour tout u,v € H,on a:

-1

1 1
(U, S*v) = (Su, v) = ju(—x)v(x)dx __ Iu(y)v(—y)dy _ ju(y)v(—y)dy — (u,Sv),
-1 -1

1

(2.3.7)
ce qui montre que S = S*. La relation S°u(x) = u(x) nous permet de conclure que
§2=T=S5*S=S8S*etS ! =8.
[
Considérons maintenant le probléme aux valeurs propres : Au = Au, u + 0,
—Uxx(X) = Au(x), x € (-1,1),
u(-1) = u(l), (2.3.8)
u'(=1) = u'(1).

Si (u,A) est un couple propre, alors on a:

1

1
+ Jux(x)ux(x)dx
-1 1

1
Alu,u) = (Au,u) = J U (X)U(X)dX = —Uu(x)
-1

¢

1
(W (Du(D) = w (Du=D) + | lueoPdx
=0 -1

1
j|ux<x>|2dx > 0,
-1

ce qui implique que A = w? = 0.

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa
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La solution générale de I'équation différentielle du probleme (2.3.8) est donnée par la
combinaison :
u(x) =acos(wx) + bsin(wx).

En utilisant les conditions de périodicité suivantes u(—1) = u(1), u'(-1) = u'(1) et
I'expression précédente, on trouve que :

acos(—w) + bsin(—w) = acos(w) — bsin(w) = acos(w) + bsin(w),
—wasin(—w) + wbcos(—w) = wasin(w) + wb cos(w) = —wa sin(w) + wb cos(w).

De ces deux formules, on déduit que : b = 0 et aw sin(w) = 0.
Ce systéme homogéne posséde une solution non triviale si la condition suivante est remplie :

w sin(w) = 0.

1
- Pour w = 0, on obtient yy(x) = ﬁ En effet, la solution devient u(x) = a lorsque

w=0etona

1
1
il =j Rdx =2a’ =12 a = .
-1

V2

- Sisin(w) =0 alors: w = k1r; k € Z*. Dans ce cas on obtient les couples propres

A = (k17)?, @r(x) = sin(k1rx), Yr(x) = cos(kmrx), k=1,2,3,..

Proposition 2.3.2. Les éléments de 'ensemble B = {cpn};: U {(pm}:::o forment une base
orthonormée dans 'espace de Hilbert H = 1>((-1,1),R) ; ou

-

Pn(x) = sin(nmx); n e N*,
Ym(x) = cos(mrrx); m e N*,
1
1 Wolx) = ﬁ’ Ao =0,
A‘i’l = (nTr)Z’
Am = (mm)°.

Preuve. La démonstration de cette proposition est basée sur le critere de Vitalli-Dalzell
donné précédemment par le théoreme (2.2.1).
En effet, il est facile de vérifier les propriétés suivantes :
L
J i(x)pi(x) = 6i;, V(,Jj e N* x N*;

1
1

Jwi(xm(x) = 8ij, V(i,j) ENxXN;

— —_

jcm(x)cpj(x) = 0, V(i,j)eN*xN.
-1

De ces formules, on voit que I'’ensemble B = {cpn}::l U {qjm}:::o est orthonormale dans
H =1%((-1,1),R).

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



2.3 Analyse du probléme 41

Il reste a vérifier la propriété donnée par I'inégalité (2.2.4) pour conclure que B est une
base hilbertienne de I'espace de Hilbert H = L?((—1, 1), R),i.e., on doit vérifier que :

2 i
m {OLO + ngl([ln + bn)} = 1, (239)
ou:
1/ x 2 1/ x 2
b, = J Jsin(nrrt)dt dx = 3 ag = J Jldt dx = 4
n — - nz_n_z ] 0 — \/z - 3 ]

-1 \-1 -1 \~1

1 X 2 1

a, = J Jcos(nrrt)dt dx = ot
n2m

-1 \~1

En remplacant ces nombres dans I'expression (2.3.9),on trouve que :

2 - 114 & 4 114 4 &1
—_— + +Db ==4=+ — =1 =+ = —
(1+1)2<:0L0 gl(an n)]’ 2{3 Elnzﬂz} 213 2n=1n2}
203 mT e\
Ce qui acheve la preuve de la Proposition (2.3.2). ]

On sait que chaque fonction u définie sur l'intervalle [—1,1] peut étre écrite sous la
forme u = u; + u,, ou u; est la composante impaire et u, est la composante paire.
La méme chose pour l'espace H = L*((-1,1),R),ona: H = H, ® H, tels que I’espace H,
(resp. H,) est engendré par les vecteurs propres {@,,n > 1} <resp.{qjm, m = 0}).

Remarque 2.3.1. Si on note :
1 1
PSZE(I_S) et P :§(I+S),

alorson a:
I1=P+P,., P.P, = P,P. =0,

Pc(pn = 0; Pc(pm = Ym,

Ps@y = Qn; Ps@p =0.

A partir de ces dernieres propriétés, on conclut que Ps et P, sont des projections orthogo-
nales, i.e., P,(H) = H; et P.(H) = H,.
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Pour u, f € H, on a la décomposition suivante :

w(x,t) = D (U @) @u+ D (U Pin)Wm = D Un (D Pn(X) + D U ()P (x), (2.3.10)
n=1 m=0 n=1 m=0
et + o0 +00
F) =D fu@n(X) + D fnWm(x). (2.3.11)
n=1 m=0

Cette décomposition nous permet de décomposer le probléme (2.3.5) en deux sous-problémes
dont la somme de leurs solutions donne la solution du probleme globale. En effet, en utili-
sant les relations suivantes :

A(pn = An(pn, A(Ijm = )\m(ljma
A(x,ﬁ(pn = (Od + ES)A(pn = An(O‘I + ES)CPn = An(o‘ - B)an = (x — B))\n(pna
Aa,B(ljn = (O(I + BS)A(/—’n = An(O(I + BS)Wn = An(O( + B)(pn = (O( + B)An(pn;

et en substituant les expressions (2.3.10) et (2.3.11) dans le probléme (2.3.5), on obtient les
deux sous-problémes suivants :

Z(u;l(t)+(0<—3)/\nun(t))cpn = 0, 0<t<T,
n=1

+ 00 + oo
Z un(o)(pn = z fn(pn’
n=1 n=1

- 400

> (U () + (@ + B At (D)) = 0,  O<t<T,

m=0

D Un(OWm =D frulm.
L m=0 m=0

Par conséquent, on obtient la famille des équations différentielles :

u, (t) + (x— B)Au,(t) = 0, 0<t<T,

«| (2.3.12)
un(o) = fn,
u, (t) + (x+ B)Aun,(t) = 0, O0<t<T,

{ (2.3.13)
um(o) = fm-

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



2.3 Analyse du probléme 43

Remarque 2.3.2. Pour chaque valeur fixée de n (resp. m), le probleme (2.3.12) (resp. (2.3.13))
est une équation différentielle du premier ordre. En conséquence, il en résulte que chaque
probléeme admet une solution unique donnée sous la forme exponentielle.

Alors les solutions uniques de ces deux problemes sont données respectivement par :
composante impaire : u, (t) = e~ * Pl £ n e N*,

et
composante paire : u,, (t) = e~ (¢BHAnt £ m € N.

Définition 2.3.1. On dit que 'ensemble V C H est admissible pour le probléme (2.3.5), si
pour tout f € V, le probléme (2.3.5) est résoluble, i.e., 'ensemble des solutions associées a
f est non vide.

On distingue ici deux cas :

e Si B €[—«,x], alors le probleme (2.3.5) est bien posé, de plus sa solution est donnée

par :
u(x,t) = > e @PMlf @+ > e Pl £y, (2.3.14)

n=1 m=0

et on a la relation de continuité suivante :
’ + 00 + 00 )
lu(t, )" = D> e 2@ Bt £ 124 3" e 2ctBnt| £ 12 < || £]]°,
n=1 m=0

Ce qui montre clairement que

Os<1tl£)THu(. OI < LA

e Si B €] - o0, —x[U]x,+0o0[, alors le probleme ((2.3.5)) est mal posé, et sa solution
formelle est donnée par :

u(x,t) = > e @PMlf @, + > e Pl £y, (2.3.15)

nx>1 m=0

On note que 'instabilité de cette solution est due aux hautes fréquences
0n = e Pl gi B elx, +oof et 0,, = e **BAm dans le cas ou B €] — o0, —x[; i.e.,

On =e P — too; Bl +oof,
n——+oo
et
Om = e P — toop B e]- oo, —al,
m——+oo
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2.3.1 Stabilité conditionnelle

Dans cette partie, on définit des nouveaux ensembles pour lesquels la solution du
probléme est stable.

Soit A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint, strictement positif et a résolvante
compacte. Notons les couples propres de A par :

1 si i=j,
Adn=Anpn,  MEN, <¢i,¢j>:{o .
O<uv=A =A< A3=.., lim A, = +o0.

Nn—oo

Pour 6 > 0 et ¢ > 0, on définit la classe de Gevrey[|d’ordre 6 et d’indice 9 par :

E§:={h =3 hudn: Ihlds = > A% |h,|? < +oo}.

nx=1 nx=1

Cet ensemble est un espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la norme :

(U, v)os = > A¥e** v, u,v € EY,

n>1
lullde = > A20e2*Mn |y, |2, u e Ef.
nx=1
Définition 2.3.2. Pour 8 €]x, +o[, 0 > 0, on définit I'’ensemble :

Gl={heH: Y o200 PMlip,|? < ool

nx=1

etsi B €] — oo, —x[, on pose

GY = {h eH: > e 0BTy, |2 < +oo},

m=0

ou hn = <h’(pn>’ hm = <h1 (pm)
Remarque 2.3.3. 1. L'ensemble Gf (resp. Gf) est non vide. En effet, il est facile de vérifier
que {@n};Z C G, {Pmli2o C GL.
2. Pour 0 =0,0onaGY = H; et G? = H,.
3. Si 0 > 0, alors G% < G¥ et G < GY.

2. Pour plus de détails, voir les références :
Cao C, Rammaha MA, Titi ES. The NavierStokes equations on the rotating 2-D sphere : Gevrey regularity and
asymptotic degrees of freedom. Z. Angew. Math. Phys. 1999; 50, 341-360.
Foias C, Temam R. Gevrey class regularity for the solutions of the Navier-Stokes equations. J. Funct. Anal.
1989; 87, 359-369.
Levermore CD, Oliver M. The Complex Ginzburg-Landau Equation as a Model Problem, in "Lectures in Applied
Mathematics," Vol. 31 141-190, AMS. Providence, R.I. 1996.
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Théoreme 2.3.1. Soit B €]x, +oo[, alors le probleme (2.3.5) admet une solution unique
u € C([0,T],H) siet seulement si f € G..

Preuve. L'unicité de la solution du probleme (2.3.5) découle de I'unicité des solutions des
probléemes (2.3.12) et (2.3.13).

La propriété u € C([0,T], H) est équivalente a sup ||u(t,.)|| < +oo. En effet, on a
0<t<T

sup |[u(t, )| sup { S e 2Pty 12 4 S 62(0l+ﬁ)?\mt|fm|2}

0<t<T 0<t<T ( y>1 m=0

D, e P £ 2 > | fnl?

nx>1 m=0

< Z e—Z(a—B)AnT|fn|2 + Z |fm|2-

nx>1 m=0

IA

Comme f € Gl,ie, > e 2@ BMT|f 12 < oo, alors on déduit que :

nx=1

Sup (e, )|" < 3 e 2@PMT|f 124 5 | fi]? < +oo.
<t<T

nx=1 m=0
[
De maniére analogue, on montre le théoréeme suivant :

Théoreme 2.3.2. Soit B €] — oo, — [, alors le probleme (2.3.5) admet une solution unique
u € C([0,T],H) si et seulement si f € G (i.e., > 2Bl £ 12 < +oo>.

m=0
Remarque 2.3.4. En utilisant le critére de la convexité logarithmique (1.4.12), on montre
une continuité Holdérienne de la solution (2.3.15).
Remarque 2.3.5. En utilisant le développement de Fourier de u(x,t) et f(x), on peut
écrire :
u(x,t) = z e_(o(_ﬁ))\"tfncpn + z e_(a+B)Amtfm(l/m;

3121 ) \sz
ug&,t) uc?;c,t)
f=fct+fs= an(pn"‘ Z SmWm,
nx=1 m=0

ou u, , fs sont les composantes impaires (resp. u. , f. sont les composantes paires).
SiBela,+oof (resp. B €] — o0, —x[ ), on remarque que la composante impaire u; (resp. la
composante paire 1. ) est la source d’instabilité.
A partir de ces remarques, on distingue deux situations particulieres :
1. SiB €]a, +oo[ avec f = f. et siles données sont parfaitement exactes, alors la solution
est stable sur le sous-espace H..

2. Si B €] — oo,—x[ avec f = f; et si les données sont parfaitement exactes, alors la
solution est stable sur le sous-espace H;.
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2.4 Méthode de régularisation pseudo-parabolique

Dans cette section, on propose une méthode de régularisation du probléme basée
sur la correction pseudo-parabolique.

e On commence par le casou B €] + , +[.
Considérons le probléeme perturbé suivant :

( qu:()! (xlt)e(_li]-)x(O!T),
u(x,0) = f(x), x e (-1,1),
) (2.4.16)
u(-1,t) =u(l,t), te(0,7),
L ux(_lst) :ux(lat)s t e (O’T)’

ou

ou o0%u

2 2 2
Laute,0) = S 0,0 - o B x,) - ng”;(—x, ) a(g;§<x, 0)+ ea(a”<—x, n),

BAFT: at \ox?
(2.4.17)

et € est un parametre positif (parametre de régularisation).
On note par u.(x,t) la solution du probleme (2.4.16). On sait que :

+ 00 + oo

Ue(X, 1) = D Uen (D P (X) + D Uem (D) Wi (X).
n=1 m=0

Pour trouver la solution de ce probleme perturbé, on suit les mémes étapes utilisées

précédemment pour obtenir la solution du probléme original (2.1.1).
En effet, en substituant I'’expression de u.(x, t) dans la formule de L., on obtient les deux

sous-problémes suivants :

<(1 + ZEAn)u,gn(t) + (x — B)Anusn(t)>cpn(x) =0,0<t<T,
n=1
ufn(o)(pn = Z anQn,
n=1 n=1
et + 00
S (U (0) + (0 BAnten (D)) =0, 0 <t < T,
m=0

Z Uem (0) Y = Z JmWm.
m=0 m=0
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Par conséquent, on obtient la famille des équations différentielles suivante :

(1+2ed)uy,(t) + (x—B)Ayue(t) =0, O0<t<T,
(2.4.18)
uen(o) = fna

et

u,em(t) + (x+ B)Amusm(t) =0, O0<t<T,

(2.4.19)
um(o) = fm,

oun € N* etm € N.

Si on note par u.(x,t) (resp. U (x,t)) la solution du probleme (2.4.18) (resp. (2.4.19)),
alors la solution u.(x, t) du probleme perturbé (2.4.16) est la somme de ces deux solutions
et elle est donnée par :

+ 00 + 00
_ _(x=P) _
U(x,t) = > e rEnMl £, (x) + > e CPMEE W,
n=1 m=0

Y g

Ues (x,1) Uec (x,t)

Théoréme 2.4.1. Pour tout f € H, le probléeme (2.4.16) admet une solution unique qui
dépend continiiment de la donnée f.

Preuve.
On a trouvé que la solution du probleme (2.4.16) est donnée par I’expression suivante :

+ 00 + 00
_ (a=p) _
U(x,t) = D> e M L@, (x) + > e CHEPMEE .
n=1 m=0

L’unicité de cette solution découle de I'unicité des solutions des sous-problémes (2.4.18) et
(2.4.19).

+ o + 00
Pour f = zfn(pm+ z SmWm = fs+ fe,ona
m=0

n=1

||f||2 = Z |fn|2 + Z |fm|2 = ||f5||2 + ||fc||2

nx>1 m=0
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Par un simple calcul, on a :

||u€(x’t)||2 = Huss(X,t)HZ + ||ufc(X,t)||2

IA

—_—
<1

+00 (-B) 2 + o0 2
Z ’e_mA"t |fn|2 + Z [e—(oHB)?\nt] |fm|2
n=1 m=0

IA

= (x=B)AnT | 2

e
> ‘e S | ful? D | fnl?
n=1 m=0

< e I+ 1L
n=1
< Y e TP +ILIP
n>1
< z(a —2(a=B)T Z |fn|2+ ||fc||
n=1
< e AP+ < eI
d’ou ecpr
llue(x, B)]] < I£1I-

Théoreme 2.4.2. Sif €], +x[ et f € G;, alorsona:

lu(x, t) — u(x, 0] < ||ulx, T) —u(x, T)||° - 0, € — 0.

Preuve. On sait que la solution du probleme (2.1.1) est donnée par I'expression suivante :

= . m= 0
partie non bornée partie ;gguliere
Posons
Ae(t) = ulx,t) —uex,t)
+00
= 3 et ot g o),
n=1
d’ou
2 = (x=PB) 2
el = 3 fertepme il g
n=1. )

G(An)
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Ona:

GA,) = {e—(a—B)Ant[l_e(a,ﬁ);\nt,<?;%:f]}2

2
2e(—P)AS T
— e—2(0(*5))\nt [1 —e E1?‘—26/\11” ] .

On sait que : [|A¢(1)]]* < [|A:(T)|I%, alors il suffit d’estimer A(T).
En effet, on a:

+ 00 o e/% 2
la(DF = e—ﬂ(a—ﬁ)?\n{l _ o i } | fal?,
n=1

+ 00
La condition f € G! signifie que > e ?T@=Fdn| £ |2 = F2 < too (série convergente), alors
n=1
pour chaque n > 0, il existe N € N tel que :

+ 0o )72
> erecpnrfe T
n=N+1

ceci nous permet d’écrire A.(T) sous la forme suivante :

TN ~2(a=B)AnT S NPT T s depeip)?
A(D|]" = > e Tl —e ez THfl? 4+ > e W1 —ean TL | fl?.
n=1

, n=N+l1 ,
T %
D’une part,on a:
+o00 2 per 2 +00 r’2
— n
AZ — Z e—Z(D(—B)AnT{1 — @ 1+2ean T} |f‘l’l|2 < Z e_Z(D(_B)AnTLfan < ? .
n=N+1 n=N+1

D’autre part et en utilisant le lemme (2.2.1) on peut écrire que
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2(a-P)eAy

N 2
a = el enm
n=1

al —2(x-B)AnT “2B-00eN] ? 2
_ ze (x—=B)An {1_e 1+2eAn } |fn|
n=1
N 2
o 2(B — x)eA?
- 2(c B)?\nT[nT] ?
nZ::le 1+ ZEAn |fn|
N 2
< Z eZ(th)/\nT(Z(B - a)TeAi) | fnl?
n=1
N
- { e—Z(a—B)/\nT4T2(B—O()ZEZA;ll}|fn|2
n=1
N
< AT Nt 3 e T 2
n=1
< 4T%(B - o)2A%E2€2,

11 suffit de choisir € de tel sorte que :
n2
A4T?*(B — X)°E°Aye® < o
Par conséquent, Il s’en suit que :

1A(T)|]” = Ay + Ay < 12,

pour tout ¢ vérifiant : € < , et n est un nombre réel positif arbitraire. Ceci

n
22TA% (B — x)E
implique que

A(D)||F =0, e = 0= |[A(t)]|° =0, e—~0; te(0,T).

En conclusion, on a prouvé que
sup |A.(6)| — 0,

0<t<T

ce qui achéve le résultat désiré. [ |

Définition 2.4.1. Une famille d’opérateurs {R.(t), € >0, t € (0,T)} c L(H) est dite famille
d’opérateurs régularisante pour le probléeme (2.3.5) si pour toute solution u(t),0 <t < T,
du probleme (2.3.5) avec la donnée f, et pour tout 6 > 0, il existe un choix £(6) > 0, tel que

&(6) -0, 60, (2.4.20)
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et
|R<(5)(£) f5 —u(t)|| - 0, § -0, (2.4.21)

ou f5 vérifie la condition suivante :

15 = fll = 6. (2.4.22)
Définition 2.4.2. On note par {R.(t)},., la famille d'opérateurs bornés définie sur H comme
suit :

R.(t):H — H,
+00
h=hs+h, ~ R(t)h=> e TN Ny + S e Bty

nx=1 m=0

ou
Rs= 2 ha®@n = 3 (R, @n)Pn,
nx>1 nx>1

et

he = z hn(ljm = 2 (h, Wm)‘l/n-

m=0 m=0
Dans ce qui suit, on montre que la famille R, (t) est une famille d’opérateurs régularisante
pour le probleme (2.1.1).

Théoréme 2.4.3. Si B €], +oo[ et f € Gsl, alors les deux propriétés (2.4.20)(2.4.21) sont
vérifiées.

Preuve. On a:

[[Re(s) (1) fs — u(t)]| [Res) (£) fs = Res) () f + Reqs) (£) f — u(t)]]

< |[Re)(t)f5 = Re(s) (£) f| + [|Res) (1) f — u(t)]|
< |[Rew Ol [1f5 = fIl + ||Res) () f = u (@)
< [|Re) (D6 + |[Recs) (£) f — u(t)]].

D’aprés ce qu’on a montré dans le théoreme (2.4.2), on a:

||[Res) —u(t)|| — 0, &—0. (2.4.23)
D’autre part, en utilisant le théoréme (2.4.1) et la propriété (2.4.22), on obtient que :

[[Res) (1) fs —u(t)]] < [|Rew () (fs — )]
< ||Res) (1)]|6 < Se &
En choisissant (8 T
-
5(5)=W, 0<9<1,
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on obtient que :
IRes) (£) fs —u(t)[] — 0, 6 — 0. (2.4.24)

[ |
Maintenant, on suppose que :

+o0
Z e 2PMT N2 | £ 12 - F2 < 4o, (2.4.25)
n=1

Théoréeme 2.4.4. Sous la condition (2.4.25), on a 'estimation suivante :

sup ||A:(H)]|* < Ae(T) < k2 F2,
0<t<T

oul<r=<l.
Preuve. On a:

2(0<—B>&)\,21 T

+ 0o
Ac(T) < ze‘z“’“‘”)‘"t{l—em }|fn|2
n=1

IA

pilig —2(B-w)eAj
> e‘Z(“‘B)""t{l — e 12 "T}Ifn|2
n=1

+o0 _ 2 2r
S e[ 280X 1
n=1

<
1+ 2eA,
+00
< Z e—Z(afﬁ))\nT(B _ O()ZTAiT(ZT)ZTEZV|fn|2
n=1
< EZV(B . (X)ZT(ZT)ZTFZ
< kF?&,
ouk = (B —x)?(2T)*. n
e Dans le cas ou 8 €] — o0, — [, on considéere le probleme perturbé suivant :
Lév =O! (x’t) € (_]-l]-)x(O!T)’
v(x,0) = f(x), x e (-1,1), (2.4.26)
U(—l,t):v(]_,t), vx(_l;t):vx(lit), tE(O’T)l
ou
ov o0%v 0%v 0 (0%v 0 (0%v
Lov = E — O(ﬁ(x,t) — Bﬁ(—x,t) - Eat<ax2(x’t)) - fat<ax2(_x;t)); (2.4.27)
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et € est un parametre positif (parametre de régularisation).

On note par v, la solution du probleme (2.4.26) qui est donnée par :

+ 00
o (et p)Amt
Ve(x,t) = Z e (Pt @y + Z e 1zekm fi .
m=0

nx=1

De la méme méthodologie que celle développée pour le cas 8 €] + «, + o[, on montre que
Ve est une approximation stable de la solution du probléme mal posé (2.1.1), et on établit
aussi les mémes résultats de convergence.

2.5 Tests numeériques

Equation de la chaleur avec involution (Pseudo-parabolique
réegularisation)

On prend ici, x = 1, § = 2 et § = 3. Pour le niveau du bruit, on considere un bruit fort de
taille 6 = 0.1.

Pourlecas: x =1, =2et 6 = 0.1, on teste deux parametres de régularisation € = 0.01
et € = 0.001.

Pourlecas:x =1,8 =2etd = 0.1, on teste deux parametres de régularisation € = 0.0001
et € = 0.00001.

Comme donnée initiale, on prend la fonction f(x) = 2(1 + x)(1 — x) + sin(100x) et on
calcule la solution u(x,t) au point t = 0.01. Puisque la solution recherchée est donnée par
une série de Fourier, alors, pour calculer cette solution, on tronque la série et on prend
uniquement les six (06) premiers termes.
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approximate solution (pseudo-parabolic regularization), noise level = 0.1

£,0.01) =

ul
(

error = |exacte — approximate|

FIGURE 2.1 - Pseudo-parabolic regularization method : x = 1, B = 2, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : 6 = 0.1, Regularization parameter : € = 0.01, Relative error :
Er = 0.0098

approximate solution (pseudo-parabolic regularization), noise level = 0.1

Es-
I
e
05 I I I I | | I I | J
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1
P
X107 error = |exacte — approximate|
35
25
ol
15—
1
0.5
0 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.2 - Pseudo-parabolic regularization method : x = 1, f§ = 2, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : 6 = 0.1, Regularization parameter : € = 0.001, Relative
error : Er = 0.0013
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approximate solution (pseudo-parabolic regularization), noise level = 0.1

u(,0.01) = g()

error = |exacte — approximate|

FIGURE 2.3 - Pseudo-parabolic regularization method : « = 1, B = 3, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : 6 = 0.1, Regularization parameter : € = 0.0001, Relative
error : Ex = 0.0867

approximate solution (pseudo-parabolic regularization), noise level = 0.1

u(z,0.01) = g(x)

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

error = |exacte — approximate|

FIGURE 2.4 - Pseudo-parabolic regularization method : x = 1, f§ = 3, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : 6 = 0.1, Regularization parameter : € = 0.00001, Relative
error : Ex = 0.0096

Les résultats numériques obtenus pour cet exemple avec un bruit fort 6 = 0.1, montrent

une certaine exactitude entre la solution recherchée et la solution approchée (régularisée)
construite par la méthode pseudo-parabolique.
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Etude d’'un probléme inverse de type bi-fractionnaire

La diffusion est I'un des mécanismes de transport les plus importants dans la nature.
Dans la littérature, plusieurs modeles ont été proposés pour décrire ce mécanisme dans
des milieux homogenes et hétérogenes ; parmi eux I'’équation parabolique classique (EPC),
I’équation bi-parabolique (EBP) et I’équation parabolique fractionnaire (EPF). Pour le pre-
mier modele (EPC), I'utilisation de 'opérateur de Laplace et de la dérivée du premier ordre
est la meilleure facon de décrire la diffusion canonique. Commencons par I’exemple typique
d’un probléeme inverse engendré par une équation parabolique dans le cadre géométrique
le plus simple :

Liu(x,t) = u;(x,t) —aAu(x,t) =0, xe(O,l);te][0,T], (3.0.1)

ou u(x,0) = ug est la condition initiale inconnue qui peut étre déterminée a partir de la
condition finale u(x, T) = h(x), avec a > 0 et h une fonction donnée. Ce probleme est bien
connu comme étant un probléme mal posé (probléeme de la chaleur rétrograde). En raison
de son importance physique, le probléme a recu une attention considérable au cours
des soixante derniéres années.

Cependant, il est bien connu que I’équation parabolique classique ne peut pas décrire
avec précision la procédure de conduction thermique, car dans la théorie mathématique
classique de la conductivité thermique, certaines conditions simplificatrices sont imposées
aux processus (voir [33}50]). Dans le cas ou on ne considere pas ces conditions, on ne peut
pas obtenir une description suffisamment correcte des processus dynamiques de transfert
de la chaleur et de la masse. Pour surmonter ces difficultés, certains nouveaux modeles
ont été proposés par [26} 27, 89] via le modele EBP, qui est une généralisation naturelle du
modéle donné dans (3.0.1). Le modéle proposé a été donné par

Lu(x,t) = qLiu(x,t) + coLl?u(x,t) =0, x€(0,1);te€[0,T], (3.0.2)

ou «; et o» sont des parametres reels. Le cas o¢; = 1 et &» = 0 coincide avec le probleme
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classique (3.0.1).

L'un des inconvénients majeurs des deux modeles proposés respectivement par
et est qu’ils ne décrivent pas adéquatement le phénomene de diffusion dans les
matériaux a mémoire, par exemple les matériaux viscoélastiques, et les milieux hétérogenes,
tels que le sol, les aquiferes hétérogenes et I’écoulement des fluides souterrains.

Afin de mieux décrire le phénomene de diffusion dans des milieux hétérogenes, le modele
(3.0.1) a été remplacé par un probléme analogue en introduisant une dérivée fractionnaire.
Un modele typique est donné par

Lou(x,t) = Dfu(x,t) — aAu(x,t) =0, xe€ (0,1);te[0,T], (3.0.3)

ou D{ est la dérivée fractionnaire d’ordre «. Dans cette direction, on renvoie le lecteur a
plusieurs ouvrages sur les traitements mathématiques des équations (3.0.3). On cite par
exemple [71}, 17,136, 51,165,192, 106, 107, 10866, 129|151} [155].

Il est tres intéressant de point de vue théorique et pratique d’avoir une compréhension
quantitative de la coexistence de deux diffusions fractionnaires distinctes dans le modeéle
inverse bi-parabolique. En particulier de la facon dont les solutions régularisées se stabi-
lisent avec un bon controle de deux régimes différents. Ce sujet n’a pas encore été étudié
de facons globale dans la littérature pour des raisons de difficultés purement théoriques.
C’est la principale motivation et le centre d’intérét du travail actuel.

Le modeéle proposé dans ce chapitre est basé sur l'idée de combiner les avantages de

I’équation bi-parabolique et les avantages de I’équation parabolique fractionnaire, afin de
mieux décrire la diffusion anormale et de construire une solution stable.

3.1 Formulation du probleme

On considere le probleme inverse qui consiste a déterminer le terme inconnu
u(x,0) = ¥(x) dans le probléme bi-fractionnaire suivant :

[ Lu = (DX - R°A)u(x, t) + T(DX — R°A)?u(x,t) = 0, (x,t) € (0,1) x (0,T),
ulx,t=T) =g(x), x € (0,D),

1 Dfu(x,t=0) =0, x € (0,1), (3.1.4)
u(0,t) = Uyx(0,t) = 0, t €[0,T],
Ux (L, 1) = Uxxx (L, 1) =0, t e[0,T],
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ou 0 < T < +oo, k et T sont des paramétres réels, g est une fonction donnée et D est la
dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre « définie par :

t
Dfu(x,t) = 1"(11—(x) L(t -$)*u'(s,t)ds , 0<a<l.

Le probleme direct bi-fractionnaire et son analyse théorique ont été étudiés dans [26], ou la
condition initiale u;(x, 0) classique a été remplacée par une condition initiale fractionnaire
Difu(x,0).

Le modéle basé sur n’est pas markovien et la valeur de son état actuel dépend
de tous les états de son passé. Ainsi, contrairement a 'opérateur différentiel parabolique,
la partie fractionnaire est un opérateur non local qui conserve le passé. Cette spécificité
peut étre considérée comme un remede pour la réversibilité en temps. En effet, il a été
démontré [129], que le probleme de sous-diffusion rétrograde est faiblement mal posé et
le phénomene d’instabilité se produit uniquement au voisinage de l'instant initial £ = 0.

Les problemes directs pour I’équation de diffusion fractionnaire ont été largement étu-
diés ces derniéres années, ou un grand nombre d’études a été développé sur le principe
du maximum [94], 'existence et I'unicité des solutions [93], les méthodes opérationnelles
de résolution exacte [96, [100, [154], et d’autres comme les solutions numeériques par les
méthodes des éléments finis et les méthodes des différences finies [105} 133} [155].

Cependant, pour certains problemes pratiques, les conditions aux limites, les données
initiales, les coefficients de diffusion ou les termes sources sont inconnus, et on veut les
reconstruire a partir des mesures supplémentaires. Cette situation donne lieu a certains
problemes inverses de diffusion fractionnaire. Les premiers articles sur ce type de pro-
blemes inverses ont été fournis par Murio dans [106, 107, [108] pour résoudre les équations
de la chaleur fractionnaires par des méthodes de mollification. Apres cela, certains travaux
ont été publiés. Dans [36], Cheng et al. ont considéré un probléme inverse pour déterminer
I'ordre de la dérivée fractionnaire et le coefficient de diffusion dans une équation de dif-
fusion fractionnaire et ils ont donné un résultat d’unicité. Dans [92], Liu et al. ont résolu
un probleme rétrograde pour I’'équation d’évolution de diffusion fractionnaire par une
méthode de régularisation de quasi-réversibilité.

Dans ce travail, on va d’abord extraire une certaine stabilité conditionnelle pour le
probleme inverse proposé, puis on applique une méthode de régularisation itérative pour
construire des solutions approchées et stables pour le probléme proposeé.

Il y a plusieurs nouveautés importantes dans ce travail. La premiére est I'utilisation des
conditions initiales fractionnaires, la seconde est que le modeéle est composé de
deux modeles relaxés : I’équation bi-parabolique et I’équation parabolique fractionnaire
[26]. Une autre nouveauté importante qu’on souhaite souligner dans ce travail est la nature
faiblement mal-posée du probleme qui nous permet d’améliorer la qualité de toutes les
méthodes de régularisation connues dans la littérature des problémes mal-posés.

Dans [83] [84] Kozlov et Maz’ya ont proposé une méthode itérative alternée pour ré-
soudre des probléemes aux limites engendrés par des systemes fortement elliptiques et
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formellement auto-adjoints. Apres cela, I'idée de cette méthode a été utilisée avec suc-
ces pour resoudre diverses classes de problemes mal posés (elliptiques, paraboliques et
hyperboliques) [12], 13} 22] 151} [155].

3.2 Reésultats Préliminaires

Dans cette section, on donne les ingrédients et le cadre fonctionnel qui seront utilisés
dans ce chapitre. On commence par un bref rappel sur les opérateurs quasi-contractants,
la transformée de Fourier sinus, la fonction principale du calcul fractionnaire (l1a fonction
de Mittag-Leffler) et on termine cette partie en introduisant quelques lemmes de base qui
seront utiles dans notre analyse.

3.2.1 Opérateurs quasi-contractants

Définition 3.2.1. Soient H un espace de Hilbert et M € L(H). On dit que M est quasi-
contractant si
[|M]| < 1.

Théoreme 3.2.1. ([134, Théoreme 2.2]). Soit M € L(H) un opérateur auto-adjoint positif
avec ||M|| < 1. Posons Vo = N(M) etVy = N(I — M), alorson a :

lim M" =TIy, lim (I - M)" =Ily,,

Nn—+oo n—+o
ou la notation Iy désigne la projection orthogonale sur le sous-espace fermé V.

Pour plus de details sur la théorie des opérateurs quasi-contractants, on renvoie le lecteur
a Krasnosel’skii and al. [85] P. 66].
Considérons I'’équation opérationnelle

Sp=U-M)p =y, (3.2.5)
ou M est un opérateur quasi-contractant.

Théoreme 3.2.2. Soit M un opérateur linéaire auto-adjoint, positif et quasi-contractant
sur H. Soit ¢y € H tel que 'équation admet une solution @. Si 1 n’est pas une valeur
propre de M, ie., I — M est injective (V; = N(I — M) = {0}), alors les approximations
successive

Pni1 =M, + ¢, n=0,1,2,..

convergent vers ¢ pour toute donnée initiale p, € H.

Preuve. D’apres les hypothéses du théoreme (3.2.1), nous avons :

VYoo € H, Mn(Po - HV] @o = H{o}(po = 0. (3.2.6)
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Par induction par rapport a n, il est facile de voir que @, a la forme explicite suivante :

n-1
M"@o+ > M
j=0
M"po+ (I -M")(I-M)"'¢

Pn

M"@o + (I — M™) P,
et I'’équation (3.2.6) nous permet de conclure que
Q-@Qn=M"(Qo-—p) —0, n-— +oo. (3.2.7)

Remarque 3.2.1. Certains problémes inverses peuvent étre formulés par des équations de
Fredholm de premiére espéce de la forme B = , ou B est un opérateur compact, positif
auto-adjoint sur H. Cette équation peut étre réécrite de la maniére suivante :

=U-wB)p +wy =Ly +wy,

oulL = (I — wB), et w est un parametre positif satisfaisant w < w Il est facile de voir

que 'opérateur L est quasi-contractant et 1 n’st pas une valeur propre de L. Il résulte du
théoréme (3.2.2) que la suite {@,},_, converge et (I — wB)"{ — 0, pour tout £ € H quand
n — +oo,

3.2.2 Fonction de Mittag-Leffler et ses propriétés

Dans ce qui suit, on présente quelques définitions et lemmes qui seront utiles pour
expliciter la solution du probléme (3.1.4), ainsi que les estimations de convergence découlant
de la méthode de régularisation proposée. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux
références [66| [71] (113} [112] 26 [40].

Définition 3.2.2. [26] On définit la transformée finie de Fourier sinus par rapport a la
variable x comme suit :
! T2n—1)

U, (t) = J ulx,t)sin(A,x)dx, A, =

. 51 n > 0.

Définition 3.2.3. [112] La fonction de Mittag-Leffler de deux-parametres est définie par :

+o0 Zk
EO(,B(Z) = ];)F(O(k-i- B) , z€(,

ou x > 0 et B € R sont des parametres arbitraires.

Propriétés 3.2.1. La fonction de Mittag-Leffler vérifie les propriétés suivantes :
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1. Si B =1 alors la fonction de Mittag-Leffler de deux-paramétres s’écrit comme suit :
+00 k

z
E(x,l(z) = kz:_() m

= E4(z) (fonction de Mittag-Leffler d’'un seul parametre).

2.0na: )
Ex1-«(2) = zEx(2) + m-
3. PourO < x<1,A>0ety >0,0na:
DJEx1 (=A%) = =AEx1 (=A%), ¥ >0,

et
d?’L

dyn

(Eqp(=2)) = (=D)"Eqa(=y), meN.

4. Pour y >0,0ona:
Ex1(0) =1, lim Ex;(~) =0.

V=00
Lemme 3.2.1. [I13/Pour0 < x<1,A>0ety >0,0na:
0<Eqyi1(—y) <1
De plus E 1 (—y) est complétement monotone, i.e.,
dn
ayn
Lemme 3.2.2. [129] Pour 0 < y, < y1 < 1, il existe des constantes C, ., C> . telles que :

&ex% <E,(x) < &e’ﬁ, Vx =0,
Y

(="

Eo(,l(_y) = O-

C2’7 1 C2’+ 1

F(l—y)l—xSEy(x)Sr(l_y)l_x, Vx <0, (3.2.8)

ouy € [yo,y1l.

Lemme 3.2.3. Soient 0 < «x < 1, T > 0 et A; > 0. Pour tout A,, = Ay > O, il existe des
constantes positives C , C dépendant de T, « et A, telles que :

C C
?\:n < anl(—AnT(X) < 7\7” (329)
Preuve. A partir du lemme (3.2.2), on sait qu’il existe des constantes C.,C_ telles que :
C+ CI+ ]. =, C2 +
E(=A T < — < ——~ C,=—="
AT = 773 T = Taa, VG =
et . N .
C_ C_ c. 1 ~ Co_
E _)\ TO( = = = JR— = Pt
«(=Ay )>1+/\nT°‘>§—"+/\nT“ 2\%Jr:ra}\n,avecC - o
1
— C, C . , o
En posant C = T etC = T e On obtient le résultat désiré. [}

A1
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Lemme 3.2.4. [40] Pour 0 < A < 1, on définit px(A) et i (A) par :

k-1
ped) = > (1-2),
i=0
et
e(A) =1 - pe(Ad) = (1 - 1)k
Ona:
pr(D)AH < kIH VO<u<l,
(3.2.10)
(MDA < 0,(k+1)7,
ou
1, 0=<sv=l,
0, =
vY, v>1

Théoreme 3.2.3. (Inégalité de Holder). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que

1 1
—+a = 1. Pour tous x,y € R" ona:

p
|G | =l g

et cette inégalité est encore valable pour p = 1 et @ = oo. Pour p = q = 2 on retrouve
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.3 Analyse du Probleme

On consideére le probleme bi-fractionnaire suivant :

[ Lu = (D* - R°A)u(x, t) + T(D* — k°A)?u(x,t) = 0, (x,t) € (0,1) x (0,T),
u(x,t =0) =Y(x), x € (0,1),
1 Dfu(x,t =0) = p(x), x € (0,1), (3.3.11)
w(0,t) = Uy (0,8) = 0, t €[0,T],
| ux(Lt) = Urnx (L) =0, t € [0,T],
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qu’on peut I’écrire aussi sous la forme suit :

[ TDXDfu(x,t) + (1 — 2TR2A)Du(x, t) + R2(TR*A? — A)u(x,t) = 0,
u(x,t =0) =Y(x),
1 Dfu(x,t =0) = p(x),

u(0,t) = U (0,t) =0,

L ux(ly t) = uxxx(ly t) = 0;

ou (x,t) € (0,) x[0,T), @,y € L*((0,1); R).

(x,t) € (0,1) x (0, T),
x € (0,0,
x € (0,1,
tel0,T],

te[0,T],
(3.3.12)

Pour trouver la solution du probleme (3.3.12), on applique une suite de transformations
selon les étapes suivantes : transformée de Fourier sinus par rapport a la variable x,
transformée de Laplace par rapport a la variable t, transformée de Laplace inverse, et enfin

la transformée de Fourier inverse.
¢ Transformée de Fourier sinus :

On applique la transformée de Fourier sinus par rapport a la variable x au probléeme

(3.3.12), on obtient

0

ou encore

l
J (TDEDFU(x, 1) + (1 = 27R2A) DU (x, 1) + R (TR2A? — A)ulx, D)) sin(A,x)dx = 0,

l
!

TDID iy (t) + DY Ju(x, t)sin(A,x)dx — ZTEZD?J Au(x,t)sin(A,x)dx
0

0 . ,

-
I

! !
+Tﬁ4j A’u(x,t) sin(A,x)dx —RZJ Au(x,t)sin(A,x)dx = 0.
0 0

Y Y

J I
En faisant une intégration par partie, on trouve que :

I=-A2T0,(t) et J=-A21=Abii,(1).

Par conséquent, on obtient que :

Ceci implique que :

TDEDXn (t) + (1 + 2TR*AL) D, (t) + R*A5 (1 + TRPAL )L, (1) =
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TDEDXi, (1) + D&y (1) + 2TR2A2D X, () + TR*AL T, (1) + B2A270,(8) = 0.

0, (3.3.13)
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avec

! !
J u(x,0)sin(A,x)dx = 1,,(0) = J Y(x)sin(A,x)dx = wy,
0 0

et
! !
J D{fu(x,0) sin(A,x)dx = D{1i,,(0) = J @(x)sin(A,x)dx = oy.
0 0

o Transformée de Laplace :
Maintenant, on applique la transformée de Laplace par rapport a la variable t a I’équation

(3.3.13), on obtient
LI TDEDM (1) + (1 + 2TR2A%) DLy (1) + B2A% (1 + TR2AZ) 11, (1) | (5) =0, (3.3.14)
d’ou
TLIDDX 0, (1)1(s) + (1 + 2TRZA2) LD, (1) 1(s) + B2AZ (1 + TR2AZ) L1, (1) ](5) =

Posons L[, (t)](s) = 01,,(s),on a:

LIDX(D1(s) = s*LLAn(t)](s) — Zs“““k (0%)
= $%u(s) — s 1, (07)
= Sy (s) — s twy,
et
LIDDXn(t)]1(s) = LIDFK(E)]1(s)
n-1
= S*LIK(D)](s) — D s**1K(0%)

k=0
= S“LIDfn(t)1(s) — s DX, (01)

= SYs“U,(s) — s w,] - s* o,

1

= 20, (s) — s lw, —s* g, .

En remplacant ces expressions dans (3.3.14), on obtient que :

T [32"‘1771(5) —szo‘*lwn—s“*an] +(1+2TR?A2) [S“Tn(s) —so‘*lwn] +R2A2 (1+TR*A2) T, (s) = 0
d’ou

20e—1

T[szaﬂ(s)—s wn—s"‘lan+(_1r+2ﬁ22\§l)[s U (s)—s* 1wn]+ﬁzz\z( RZ?\Z)un(S)]
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ce qui entraine que
—— 1 -— 1 -— _ _ .71
SZ“un(s)Jrso‘(;+2K22\,21)un(5)+R2A,21(;+R2A§l>un(s) = sl +5% g, +5¢ 1(;+2R2/\,21)wn,
et donc
1 1 — 1
2 212 232 2312 ~ _ o201 -1 - 232
[s“+s°‘(;+2ﬁ An)+ﬁk\n<;+l%2\n)]un(s)—s"‘ w, + s% [O'n+(_r+2l% )\n)wn].

Il en résulte que :

T (5) = Ay (S)wy + By (8) [0 + (i + 26202 )w, |, (3.3.15)
avec
SZa—l
/4 = ’
) e s (T v 2R2A2) + AL (L + R2A2)
Sa—l
Bi(s) =

s20+ g (L 4 26222) + R2A2 (+ + R2A2)

Il est possible de représenter les expressions A; (s) et B; (s) comme une combinaison linéaire

x—1 20¢—1
s ) . Y e .
entre et . En effet, il est facile de vérifier les formules suivantes :
s¥+a  s¥+a
A (S) TSZa—l TSZa—l
1 = - 1 y
SX+R2AZ st 14 R2A2
et . .
TS* TS%
B1(5)=S“+[%27\2 T e lipene
n S T n
Alors il s’ensuit que :
B TSZa—l TSZa—l

TUn(s) = -
" | 5%+ R2AZ s Ly f2A2 |

(3.3.16)

+

Ts%1 Ts® 1 ] 1
- o, + (— + 2B%A% )w,, |.
| s+ R2A2 S"‘-l—i-i—ﬁ”\%_[ " <T ”) ”]

o Transformée de Laplace inverse :
Dans cette étape, on applique la transformée de Laplace inverse par rapport a la variable

t a I’équation (3.3.16), il vient

" 1

U (1) = waL AL (@) + [0 + (2 + 26203 Jwa | L7 [Bi(9) ) (D).
En utilisant les deux formules suivantes :

x-p
L[tF Eqp(—at®)] = =

s+ q’
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et
1

s*+q’

L[t Eyo(—at®)] =

on trouve que :

LA (s)](t) = Tt [Eml_a(—ﬁzl\%t"‘) - Ea,l_a( - (i + a%)w)],

L7Y[Bi(s)](t) = T[Ea,l(—azA,it“) — Eqs ( = (i + ﬁ%,ﬁ)tﬂﬂ,

d’ou:

Un(l)

TW, [t“Ea,l_a(—RZA,it“) - t“Ea,l_a< - (i + ﬁzAi)t‘X)]
+ T[O‘n + (i + Zﬁzi\i)wn] [E(x,l(—EZA,ﬁt“) — Eqa ( — (i + EZAi)t“ﬂ
= o[ B (-RA — B (- (5 + A1)

+ Twn[[t—“Ea,la(—azAit“) — t Eq-a - (i +R2A2) ) |

+

1 1
(2 + 2608 [ B (~R2AGE%) Bt (— (2 + m,a)ta)]]
D’apres les propriétés de (3.2.1), on arrive a la formule suivante :

Un(l)

O [Ea<—a2A,at“> - Ea< (7 ﬁz?‘%)t“ﬂ

N Twn[[ CR2AZE, (—R2A2(%) + (i + B2A2)Eo( - (i + R )t |
N (i + 26202 ) [Eal —R2A%%) — Eqf - (i + Wit“))]]

= TOu[Eal~R2A%t%) — Eo( - (i + R )t |

b wa (14 TR (RN — TRAGEG( — (5 + R .
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o Transformée de Fourier inverse :
Enfin, on applique la transformée de Fourier inverse par rapport a la variable x a la
derniére équation, on trouve la solution finale de notre probléme, donnée par I’expression :

ulx,t) = i Z [Tan[Ea(_RZAflt“) - Ea( - (_lr + QZAfl)ttx)]

nx1

+ wa| (1 + TR2AZ) Ex (—R2A2LY) — TR2AZE,( - (i + ﬁzAfl)t“)]} sin(Anx),
(3.3.17)
l 1
avec 1, (0) = J ¥(x) sin(A,x)dx = w, et D{i,(0) = J @ (x)sin(A,x)dx = o0y,.
0 0

Comme conséquence, la solution du probleme (3.1.4) est donnée par I’expression :

u(x,t) = (R(H)Y)(x) = i > w, [(1+Ta27\$l>£a(—ﬁ22\,it“)—TRZA,%E“(—(i+ﬁ22\$l)t“)] Sin(Anx).

>1
! (3.3.18)
Cette solution est stable par rapport a la donnée VY. En effet, on a :
[uC, DI = [[R@)¥|
2
- 142 [(1 + TREAZ) Eq (—R2A%E%) — TR2AZE ( — (i + KzAi)t"‘)} W, |2
n=1
4
= 5 2 lwalPlx @),
n=1
ou
Xe(An) = (1 +TR2AZ)Eq(—R2A%t%) — TRZAZE,( - (i + R2A2) 1)
< (1 + TR?A2)EL(—R2A%tY)
< (1 + TR?A2)E4(—R2A2T%)
C2+ 1
222 ,

= TR T ) T Reaz 7

B2 L] G, 1
= et A"] (1 - o) R2AZT
< LI = R -
T | k2D Fr(l-o)Tx
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Par conséquent, on trouve que :

4
[l 0l = 55 X m2wl? = mi|¥F,

nx=1
d’ou
. 2
IR()|| < m1, ot my = Tm (3.3.19)
Ceci implique que le probleme direct (3.3.11) est bien posé au sens de Hadamard.

3.3.1 Caractere mal posé du probleme (3.1.4)

Dans cette section, on va montrer l'instabilité du probléme inverse associé a 1’équa-
tion(3.1.4). Ce dernier consiste a trouver ¥ = u(x,0) a partir de u(x,T) = g(x).

Notons

An = (27/12_11)‘”-, en(x) = ﬁSin(Anx), ne N*’

1 l
h, =(h,e,) = Jh(x)en(x)dx = ﬁjh(x) sin(A,,x)dx, n e N*.
0 0

On introduit ’espace de Hilbert H? :
HP = «:h € H = L2((0,15;R) : [R]1Z = 3 A% [(h,en) | < +oo},
nx=1

muni du produit scalaire (.,.), et de la norme |.||, :

(W, V)p = > APuUvp, ulld = > A%Pul,

nx=1 nx=1

ou u, (resp. v,) est le coefficient de Fourier d’ordre n de u (resp. v) relativement a la base
Hilbertienne (e,),>1 :

1 l
Uy = (U, ey) = Ju(x)en(x)dx = ﬁju(x) sin(A,x)dx,
0 0

l

l
V= {(V,e,) = Iv(x)en(x)dx = \/éjv(x) sin(A,x)dx.
0

0
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En tenant compte de I'expression de la solution donnée par (3.3.17) et la condition
supplémentaire u(x,T) = g(x), on obtient I’équation vectorielle :

u(x,T) = R(T)Y = % > w| (1 + TR2AZ) Eq(—R2AZT®) — TR2AZE,( - (i + B222) T%) |en (x)

nx1

> gnen(x) = g(x),

nx=1

et par identification, on trouve
_ In
n — 1 ]
(1 + TR2AZ) Eq (—R2A2T®) — TR2AZEq ( — (1 + K222 ) T)

Ce qui nous donne :

2 D In } _
Yx) =47 sin(A,x).
Lo [(1 + TR2A2) Eq (—R2A2T®) — TR2AZEq ( — (£ + 62A2) T)

Pour simplifier le calcul, on note

n e N*. (3.3.20)

) =[5 3 XA gasin(Aex) = RHT)g (x). (3.3.21)

nx=1
En utilisant les propriétés de la fonction E,(—y), v > 0, on montre que

1 1
X1 (An) L e,

T Xrn) (1 + TRAZ) Ea(—REAZT®) — TRAZEG( — (& + 243 ) Tw) nve

Preuve. On a

_m(2n-1)
An = 51 nie T

. . 1 . .
D’apres le lemme (3.2.3), on sait que Ey(—Xx) =~ ot ce qui nous permet d’écrire

Xr(An) = (1+ TR2A2)EqQ(—R2A2T) — TR2AZE,( - (i +R2A2)T%)
1 1
N 242 F o G2y2 _©
~ (1+Tk A")A% TR A”A,ﬁ
1
~ Ai% I O, n — +oo,
Ainsi,
1
Xl()\n) =

— — 4™
XT(An) h—+o

[
Ce qui implique que le probleme inverse associé au probléme (3.1.4) est mal posé au sens
de HADAMARD.
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3.3.2 Stabilité conditionnelle

Dans ce qui suit, on donne une condition de stabilité conditionnelle du probléeme en
question.

Théoreme 3.3.1. Si¥Y(.) = u(.,0) € H?, p > 0, i.e,,

I¥I2 = > A |(Y, en) | < E? < 4o,

n>1

alors on a la continuité Holdérienne suivante :
¥l < (C,) 7= E7 g™,
ou C, est une constante positive.

Preuve. De la formule (3.3.21), on a:

=2 5w, zz<£ﬁbf'

1’l>l n>1
On applique I'inégalité de Holder donnée par le théoreme (3.2.3), en posant v = P ; 2 et
s = p+2 de tel sorte que 1 + 1 = 1, on obtient :
p Y s
A
S| (Ze)”
1¥* < ga)"",
l Z Xrtawl NS
b—f_-l
1
ou
] = z In _ Z I _ z w2 1
n>1 XITH—Z(An) nx1 X1 (An)PX1(An)? nx1 nXT(An)p’
et
Xr(Aw) = (1 +TRAZ)Eq(—R2AT®) — TRZAZE,( - ( +R2A2)T%)

Ea(—EiZAg:r“)+Tﬁ2Ag<Ea(—ﬁ2AiT“ —Eo( - ( +l5.2A2>T°‘>>20.

On sait d’apreés le lemme (3.2.1) que E4(—k°A2T%) > 0 et que la fonction E4(—n) est

L 1 . )
décroissante. Comme K*A2 T < (; + KZA%) T, il en résulte que

Eo(—R2A2T%) > Ea(< = i + RZAi)T“>,
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et donc

E(x(_ﬁz)\%Ta) - Eo((( — i + QZA%)TO() > 0.

Comme conséquence, on a

X7(An) = Eq(—R2A2T%) + TR2A2 (Ea(—RZAiT“) — Eo - (l + mg)w)) > 0.
—_— T

>0 < v
>0
D’ou,
Xr(An) = Eo(—R2A3T%) +TR2)\§L<EN(—RZA%T"‘) — Ea( - (i +ﬁ2A3)T“))
Co_ 1
_R222 T« )
= BRI = I(1—001+RA5T
Co - 1
= T(1 - ) B2A2 o
o+ BALTS
R2A2
Co._ 1
= Tl-o 1
S
. Co._ 1 1
T Il - ) 12 Lo R2AZ
R2A2
c
ce qui implique que < KA,
AU ImPRANe AR A < e

Il s’ensuit que
k>
I < 2 2p
() g Yo AL
nx=1

2
N {E

Ainsi, on obtient I'’estimation de continuité :

I = 31() 1)1l < 5]

2p

p{ﬁ’i’;

U. Annaba D. LMD
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avec C, =\/§[[§]vzz [

Donc, le probléme inverse associé au probléme (3.1.4) est conditionnellement bien posé
sur I'’ensemble H”, p > 0.

3.4 Methode de régularisation itérative de Kozlov-Mazya

Dans cette section on applique la méthode itérative de Kozlov-Maz’ya pour construire
une solution approchée stable du probléme mal posé (3.1.4).

3.4.1 Déscription de la méthode

L’algorithme itératif pour résoudre le probléme (3.1.4) commence par un choix arbitraire
de . La premiére approximation u°(t) est la solution du probléme direct suivant :

[ Lu®(t) = (DX — B2A)u’(1) + T(DX — R?A)?u(t) = 0, (x,t) € (0,1) x(0,T),
u®(x,t =0) = ¥o(x), x € (0,1),
1 D*u(x,t =0) =0, x € (0,1, (3.4.22)
u®(0,t) = u?,(0,t) = 0, t €[0,T],
| ul(Lt) =ul,, (L,t) =0 t € [0,T].

Une fois que la paire (u¥, ¥y) est construite, on définit ¥y, par
Vi = ¥ — w (uk(T) - g), (3.4.23)

ou w (parametre de relaxation) vérifie la condition

0<w<w*=L

avec |[K|| = |[|[R(T)|| = m4, et R(.) est opérateur résolvant associé au probléme (3.1.4)
donné par (3.3.18).
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Finalement, I'itération u**! s’obtient en résolvant le probléme :

[ Luk*i(t) = (D — R2A) U1 (0) + T(D* — R2A)2uk (1) = 0,  (x,t) € (0,1) x (0, T),
uft (x, t = 0) = Yipa (%), x € (0,1,
1 DfuM (x,t = 0) =0, x € (0,1),
uk(0,t) = uk, (0,t) = 0, t € [0,T]),
| uk(Lt) =uk (L) =0, t € [0,T].

(3.4.24)
On pose G = I — wK. Si on itére 'expression dans (3.4.23) et en tenant compte de

uk(T) = R(T) ¥ = K¥y, K'g =R (T)g = u(0),
on obtient :
Yo = Y- wEK¥% | -9g),
= (I - wK)¥-1+ wg
k-1
= G +w > Gig
i=0
= G +wI-GHIT-6)g
= G+ w( -G*)(wK) g
= G+ (I-GMK'g,
= ¥ =GNy + (I — GX)u(0),
= Y —u(0) = G¥(¥y — u(0))
= R(t)(¥x —u(0)) = uk(t) —u(t) = R(t)G* (¥, — u(0)).

Proposition 3.4.1. L'opérateur G = I — wK est auto-adjoint et quasi-contractant sur H. De
plus, 1 n’est pas une valeur propre de G.

Remarque 3.4.1. Soit k € N*, on a:

l6lf<1 =

k-1
.G
i=0

k-1 '
<> |G|l < k.
i=0
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Théoreme 3.4.1. Soient ¥, un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et
uk la k-iéme solution approchée. Alors on a :

sup ||u(.,t) —u*,t)|| — O.
te[0,T] k—+co
Preuve.

1. Pourt=0,0ona:
|1 (0) — u*(0)|| = ||[R(0)G*(¥o — u(0))]].

Comme R(0) = 1 et en utilisant le théoréme (3.2.2), on conclut que :

[[1(0) — u*(0)|| = ||G* (¥ — u(O))||k:wO. (3.4.25)

2. Pour t > 0, de méme, d’apres le théoréme (3.2.2) et I’estimation (3.3.19), on a :

[[ut) —uk@®)|] = [[R(®)G* (¥ —u(0))||
< [IROIG*(¥o — u(0))]]
(3.4.26)
< m1J|Gk(‘I’0 - u(O))|[ T 0.
0
De (3.4.25) et (3.4.26), on conclut que :
sup |[u(t) —u*)|| — o.
te[0,T] k—+co
[

En général, la solution exacte u(.,0) = ¥ € H doit satisfaire une condition de régularité
dite condition de source, sinon la convergence de la méthode de régularisation peut étre
lente. Afin d’accélérer la méthode de régularisation, on impose la condition de source
suivante :

(Yo —u(.,,0)) e HY, y > 1.

Théoreme 3.4.2. Soient Y, un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et
uX la k-ieme solution approchée. Si (¥, — u(0)) € H?, i.e.,

DA (¥ — u(0),eq) |* < E? < +oo,

nx1
alors le taux de convergence de cette méthode est donné par :

E

— k - __J
[lu(@) —ut )| SB(]<+1)% k—+oo

ou f3 est une constante positive.
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Preuve.
1. Pourt=0,0na:
e (0) — u*(O)|]° = [|[RO0)G*(¥o—u(0))|[°
< |[RO)|FIGk (¥ — u(0))]?
4 2y 2y 2 2k
< B LANPAY 0 - u0), )| - wxrn} .
On pose

k k
PAn) = {1 - wxrAn)} < |1 - WEL(-B2AZT)]
il en résulte que :

u(0) — u*(0)[* < ;‘2 > ABAY (Yo — u(0),en) {1 - wEa(—ﬁzAflT“)}Zk,

nx=1

avec 0 < WEL(—R*A2T*) < 1.

En effet, on sait que 0 < w < w* = ||Il<|| = ||R(1T)|| etona:
e, DI = IR(TY = > [wal [xr(A)],

nx=1
ou
1

_ k222 T _ k222 T
X1 (An) = Eq(—=R°A;T%) = [|[R(T) || = Ex(—R°A5T*) > w < Rl < En(—R2AZT@)"

11 s’ensuit que

En(—R2A2T%)
En(—R2A2T)
En utilisant les deux lemmes (3.2.4) et (3.2.3), on peut écrire :

0 < WEL(—R*A2TY) < = 1.

() - w O = 5 3 rEOAZAY | (% - u0),en) |

nx=1
< iZrz(?\) ¢ 7y2\29’|(‘1’ —u(0),e )|2
TSR Eg(—R2AzT) ) T o

-1 Y y
< ;(i)) Z(rk(A)(LwEa(—RzAflT“)lV)Z?\iy|(‘I’o—u(O),en)|2
nx=1 R

4 ,C1 .
= 2(S) (0 + 1) - w1

2 ,C 1\ 1’ ) 2
< (l(w) ) E2(0y(k+1)7 ),

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



76 Etude d’un probléme inverse de type bi-fractionnaire

d’ot : L
(@ - w0l = 2(S-) Eoyk+1)?
(3.4.27)
<1t o
(k+1)% ket
2,C1\2
avecL=9%1<j) .

2. Pourt >0,ona:

lu(t) — uk @)

IR ()G (Yo — 1(0)) ]|

IR®)|[P|G* (¥ — w(O)|[*

IA

IA

misy S ALY | O~ w0, b | f1 - wxrdn)]}

nx=1

On suit la méme démarche que celle employée dans le premier cas et en utilisant les
deux lemmes (3.2.4) et (3.2.3), on obtient que :

4
lu(t) —uk@)|° < mip SR AY [ (¥ — u(0),e,) |
nx=1
4m? C! 5\2
< ?gl(?)yz<1fk(7\)(LwEa(—PYiZA$LT“)J)> ) AT [ (¥ — u(0), en) |
nx=1 A
4m3 C1\y v\ 2
< lﬁ(j) (03 (k+1)7) 1% —u(O)]f;
ami (C 1\ % . ) 2
= 12 ((w))E<9§(k+1)2),
d’out o 1
et —uk@)l] = “F(5 ) EOy(k+ 1) F
w
(3.4.28)
_E
(k +1)7 k—too
2m; C1\%
avec M = 0y ] (?)
De (3.4.27) et (3.4.28), on conclut le résultat désiré. []

Théoreme 3.4.3. Soient 0 < w < w*, ¥y € H un élément arbitraire de la méthode itérative
proposée et u* (resp. u’g ) est la k-ieme approximation pour la donnée exacte g (resp. perturbée
g°) telle que :

lg - 9°ll < 6.
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Sous la condition Yy — u(0) € HY, alors on a l'estimation d’erreur :
sup |[u(t) —uk@)|| < 7(k, 5).
te[0,T]
Preuve.
1. Pourt =0,0na:

[u(0) = u§(0)[] < [[u(0) — u*(0)]| + |[u*(0) — us(0)|],

Y~ ="

Aq Ao
avec
Ay = [[u(0) —u*0)|| < sup [|[u(t) —uk@)]]
tel0,T]
—t
(k+1)2
et
Ay = |[uk(0) - u§(0)]] = [IR(0) (¥* — ¥

k-1
o> 6 -g"|
i=0

IA

k-1
X6 -g"|
i=0

wok.

IA

Par conséquent :

[ (0) — uk(0)]| = L y +wdk = J(k, ).

(k+1)

avec: L = 9&(6‘1)%_

2. Pourt >0,0ona:

«w

l[u(t) —uk(t)]| < LHu(t) - uk(t)|[+J|uk(t) - u§(t)|[,

Y Y

Al A2
ou
Ay = [lu(t) —u*@®)|| < sup [Ju(t) —u*@)|
te[0,T]
m—E
(k+1)2
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et
Ar = [Juk(t) —us )] = [IR() (¥* = ¥5)|
k-1 )
= ||or®) Y G (g - g%
i=0
k-1 '
< mlﬂwZGl(g—g‘s)H
i=0
< Mmwok.
Donc E
[[u(t) —uk)| < mm +mywdk = J(k,6).
. 2m, C1\?
avec: M = 0y ] <W>

Si on choisit k = k() tel que wkd e 0, alors

sup |[u(t) —uk@®)|| — o.
te[0,T] k= oo

3.5 Tests numériques

Equation bi-fractionnaire (Méthode itérative KM)

Dans cet exemple, on fixe les parametres du probléeme comme suit : (0,1) = (0, 1), T =
1,k=1,T =1et x =0.5.

, . [2 . ,
Comme données, on prend la donnée finale u(x,T) = o sin(x), on trouve la donnée

initiale (exacte)

U. Annaba

1 2 .
ulx, 0) = (2150.5(—1) —Eo.s(—2)> \/:SIH(X)'
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Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1
14— . N

exact solution

1.2 — — approximate solution

= 08—

= o6

0 1 1 1 1 1 1 |
0 05 1 15 2 25 3 35
T

Error = |exact solution—approximate solution|

0.025— : ‘ ‘w‘ M

0.015 ‘;‘ Ny | ‘J‘ il |
Flo A \ A
M ﬂ\ ¥ \ & I ' “ ‘ ‘M‘u i Mw

1 !
K Mﬁ ﬂn | M ! f A 'MM M‘ N\
! f Il |
oot ) | h AL “v“"e‘\w“”\ ‘ ‘wm“‘u‘v“v Wl
0

| HH J
N h‘\ww‘“k“ I ‘J‘y wd I g, U "? b

0.5 2 25 3.5

FIGURE 3.1 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
0 = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : v = 0.5, Relative error : Ezx = 0.0095

Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1

exact solution

12— — — approximate solution

= o8l
< 06—
0.4

02—

C10° Error = [exact solution—approximate solution|

FIGURE 3.2 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : v = 1, Relative error : Ez = 0.0024
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Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1
14— . .

exact solution

1.2 — — approximate solution

0.8

u(z,0) = f(z)

0.6—

0.4

0.2~

o 4 M w & o N
‘/

FIGURE 3.3 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
60 = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : ¥ = 1.5, Relative error : Ezx = 0.0039

Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1

exact solution

12— — — approximate solution

Tos—
< 06
0.4}

02—

O 4 M w & O N ®
i 1

FIGURE 3.4 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
60 = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : v = 2, Relative error : Ex = 0.0053

Les résultats numériques pour cet exemple avec un bruit fort 6 = 0.1, montrent bien que
les solutions approchées (régularisées) coincident avec la solution exacte.

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



Régularisation d’'un probleme elliptique généra-
lisé

4.1 Formulation du probleme

On note par £(H) 'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H.
Soit A : D(A) C H — H un opérateur strictement positif, auto-adjoint et a résolvante
compacte, ou H est un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire (., .) et de la
norme || . ||. Les vecteurs propres associés aux valeurs propres réelles de I'opérateur A sont
notés par le couple propre (¢,,Ay) :

Adpn=Anpn,  MENY, (i) = { oS 1:
O<uv=A =A< A3=.., 1111E10An=+oo.
On considére le probléeme suivant [22] :
bu—Au=0, 0<y <+oo,
u(0) = f, (4.1.1)

u(+o0) =0,

ou f est la fonction inconnue qu’on veut déterminer en utilisant la donnée supplémentaire

suivante :
u(Ll) =g € H, 0<L < +oo. (4.1.2)

Un exemple de I'équation (4.1.1)-(4.1.2) est le probleme aux limites associé a I’équation
de Laplace définie sur la bande infinie (0, + o) x (0,1), ou 'opérateur A est donné par

Au(y,x) = —uxx(v,x), D(A) = H}(0,1) n H*(0,1) c H = 12(0,1).
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Dans ce cas, ’équation (4.1.1) prend la forme suivante :

Uyy (), X) + Uxx (¥, Xx) =0, x €]0,1[, ¥ €]0, +oof,

u(y,0) =0=u(y,l), y €10, +oo, (4.1.3)
u(0,x) = f(x), x €]0, 1, o
u(+oo,x) =0, x €]0, 1],
ou f(x) estla fonction inconnue a déterminer a partir de la donnée interne :
u(ll,x)=g(x), 0<L< +oco. (4.1.4)

Le probleme de trouver (u(x),u(0)) dans - est bien connu comme étant
un probléme mal posé au sens de HADAMARD; c’est-a-dire que la solution ne dépend pas
continiment des données. En raison de 'importance de ce modele, il existe de nombreuses
méthodes numériques différentes dans la littérature. Pour plus de détails, on renvoie le
lecteur a [16, [56].

Au cours des deux derniéeres décennies, un grand nombre de publications ont montré
que les modeles de diffusion anormale, dans lesquels la variance quadratique moyenne
croit plus rapidement (super-diffusion) ou plus lentement (sous-diffusion) que dans un
processus gaussien dans certaines situations, peuvent offrir une bonne modélisation (voir
[155198, 100} 137]) pour la physique et les applications pratiques.

Le modele étudié dans ce chapitre sera assez différent de (4.1.1)- (4.1.2); on cherche a
remplacer ’équation elliptique classique dans le probleme par un opérateur de sous-
diffusion fractionnaire dans lequel la dérivée spatiale aiu devient DyDfuou 0 < «x < 1.

Par conséquent, on s’intéresse au modele mathématique suivant :

DyDju—Au=0, 0<y <+,
u(0) = f, (4.1.5)
U(+o00) = 0.

Le but est de trouver (u(y),u(0)) satisfaisant (4.1.5)- (4.1.2), ou f est la condition aux
limites inconnue a déterminer a partir des données internes (4.1.2).
On peut trouver en pratique ce probleme dans les études hydrologiques, le parametre « est
utilisé pour caractériser ’hétérogénéité du milieu poreux [37]. Théoriquement, ce parametre
peut étre déterminé a partir d’'un probléme d’optimisation stochastique, mais souvent dans
la pratique il est déterminé a partir d'une analyse de données expérimentales [58} [57].

La notation Dy représente I'opérateur de dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo
d’ordre « € (0, 1), pour les fonctions différentiables, défini par :

1 y
Dju(y,x) = Tl-o JO (y = s)u), (s, x)ds,

La dérivée fractionnaire a été étudiée de maniere approfondie par M.M. Djrbashyan, dans
son livre de 1966 (en russe) [42]; une traduction anglaise de celui-ci est parue en 1993
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[41]. En 1967, le géophysicien Michel Caputo [32] a utilisé cette version de la dérivée
fractionnaire comme un outil pour comprendre les phénomeénes sismologiques, et plus
tard avec Francesco Mainardi en viscoélasticité, ou 1'’effet mémoire de ces dérivées était
crucial [31]. Comme livre de base lié aux dérivées fractionnaires, on renvoie le lecteur a
[L1].

Une question intéressante est de savoir comment la physique non locale derriere les
processus de diffusion anormaux influencera le comportement et les propriétés des pro-
blemes inverses, tels que l'unicité, la stabilité et le degré de l'instabilité. Ce degré est
particuliérement important pour I’élaboration de procédures pratiques de reconstruction
numeérique. Outre leur importance appliquée dans la modélisation, il existe une autre moti-
vation pour I'étude des équations fractionnaires, et en particulier leur inversion. En effet, il
y a quelques différences fondamentales entre les équations elliptiques et les équations de
sous-diffusion. La plus importante de celles-ci de notre point de vue est le comportement
de la solution de (4.1.1)- qui est exponentiel dans 'espace et ceci conduit a un pro-
bléme fortement mal posé (probléme rétrograde), contrairement a la solution du probléme
qui posséde une décroissance polynomiale, et qui produit un probléme rétrograde
faiblement mal posé.

Parallelement a ce qu’on a dit dans le chapitre 2, il y’a des données manquantes pour
certains problemes pratiques que I'on veut déterminer par des mesure supplémentaires
qui donneront lieu a certains problemes inverses de diffusion fractionnaire. Pour plus de
détails sur le sujet, on renvoie le lecteur a [10, [71} 163} [66, [74], 92} 36}, 110, [143] 145 146,
147] [156].

Ce travail est une continuité du travail développé par notre groupe de recherche [22] en
remplacant la dérivée classique par la dérivée fractionnaire d’ordre x € (0, 1).

Il est important de noter ici que le premier travail consacré aux problemes mal posés
gouvernés par des équations elliptiques généralisées a été récemment développé dans le
travail [144]. Pour une étude récente sur les équations elliptiques généralisées bien posées,
on renvoie le lecteur a [148].

L’utilisation d’'une méthode itérative a I’avantage de permettre de prendre facilement en
compte toute contrainte physique directement dans le schéma itératif, et aussi la simplicité
de la mise en oeuvre pour les opérateurs linéaires et non linéaires. Un inconveénient possible
de ce type de méthodes est le grand nombre d’itérations qui intervient pour atteindre la
convergence. Pour ces raisons, on a décidé dans ce travail d’envisager une version précon-
ditionnée de I'algorithme de Kozlov-Mazya. Cette méthode a été utilisée avec succes pour
résoudre diverses classes de problemes mal posés (elliptique, parabolique, biparabolique,
hyperbolique et fractionnaire) [13}122, 89} 43,151} [155,[157].

Pour le cas simple, i.e., lorsque les couples propres de I'opérateur A sont faciles a calculer,
on propose une autre méthode de régularisation basée sur la méthode de troncature
spectrale.
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4.2 Résultats préliminaires

Les résultats qu’on va utiliser le long de ce chapitre sont les mémes notions qu’on a défini
précédemment dans le chapitre 2. Pour faciliter la lecture, on rappelle le résultat suivant
qui sera utilisé par la suite.

Lemme 4.2.1. [7]] (Estimation uniforme de la fonction de Mittag-Leffler). Pour tout 0 <
x < 1, et pour tout y € R,, on a l'estimation :

1 1
Tratey =5 = Tra )y B

avec des constantes optimales données par
ci1(x) =T(1 — ), co(¥) =T(1 + x)~ L. 4.2.7)

En utilisant (4.2.6), on obtient les estimations suivantes :

% < E (=ALY) < % L VAS AL >0, (4.2.8)
avec
Ty = 1 1 4.2.9)

, Tp 1= ————.
At t e ()L T ()L

On introduit le théoréme suivant :

Théoreme 4.2.1. (Théoréme généralisé de Picard) [Prilepko, [114], p. 502]. Soient H un
espace de Hilbert et S un opérateur linéaire non borné, auto-adjoint positif sur H, et
0 :0(S) — R une fonction continue, telle que :

0(S) = j O\)dE, € L(H),
0

ou o(S) est le spectre de S et {E,, A > 0} est la représentation spectrale de l'identité
associée a S.

Soit Z(©) = {A € g(S) : ©(A) = 0} I'ensemble des zéros de la fonction caractéristique
O(A), qu’on suppose de mesure nulle au sens de Lebesgue (vide ou au plus dénombrable),
alors I'équation :

OS)u =v,

est correctement solvable si et seulement si :
1. Z(®) n o (S) = 0 (Unicité).

+00
2. J L d||Eav||° < +oo (Existence ).

|O(A)]2
0
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On introduit I’échelle de Hilbert {H*,s € R} induite par A comme suit :
+ o0

HS =D(A) = {h e H:||n|[f = 3 AZ|(h, dn)|? < +o0}.

n=1

ES {heH ZEZS L‘f)“h d)n)|2<+oo}

Soient 0 < 0; < 6, et 0 < 03 < 04, alors on a les inclusions topologiques suivantes :

H% cH" cH =H c H % c H %,

Remarque 4.2.1.

1. Pour s > 0, ’espace de Hilbert H* est le dual topologique de H*, i.e

= (H).

2. Du lemme (4.2.1), on déduit que ~ /A, et par conséquent, on a

1
Ex(=+AnL)

H

NP

= F°.

4.3 Analyse du probleme

4.3.1 Caractere mal posé du probleme

On consideére le probleme direct suivant
DyDfu—Au=0, 0<y <+,
u(0) = f, (4.3.10)
u(+o00) =0.

En utilisant le développement de Fourier, on peut écrire :

u(y) = Z un(y)qbn:

n=1
Sf= z Snpn = Z un(0) Py,
n=1 n=1

U(+00) = > Up(+00)py, = 0.

n=1
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En substituant ces derniéres formules dans le probleme (4.3.10), on obtient la famille des
problemes :
DyDjuy — Aptty = 0, 0 <y < +oo,
un(0) = fu, (4.3.11)
un(+00) = 0.

Pour trouver la solution de ce probleme, on applique la méthode citée dans l'article [148| p.
1245, Pb. (4.5)-(4.7)].

Considérons I'équation différentielle :
DIDSX(y) — a‘X(y) = (DIX(y) —aX(y))(D5X(y) +aX(y)) =0, (4.3.12)

oua>0,0<x<l1, yeR.
11 est bien connu que la solution fondamentale de I'équation différentiellel]

(DFX(y) +aX(y)) =0,
est donnée par I'expression X(y) = E4(ay®). Pour I'’équation différentielle
(DEX(y) — aX(y)) = 0,

sa solution fondamentale est donnée par X(y) = Eq(—ay®).
L’ensemble {E (—ay®),Ex(ay®)} est un systéme fondamental pour (4.3.12), d’ou, la solu-
tion générale de (4.3.12) est donnée par I’expression

X(y) =cEx(—ay®) + c2Ex(ay®), c1,c2 € R. (4.3.13)

En vertu de (4.3.13), la solution générale u, () sera donnée par la formule

un(y) = [ClEa(\/Eya) + C2Ea( — @ya)}fn-

En utilisant les conditions aux limites et les propriétés de la fonction de Mittag-Leffler
(3.2.1), on trouve que ¢; = 0 et ¢, = 1. En effet, on a:

— 1 Xy _— —
Up(+00) = ylyglea(\/?Tny ) = +00 = =0,
d’ou u,(y) devient
un(y) = CZE(X< - \/EyO()fn-
En injectant y = 0, on trouve que
Mn(O) = C2Eo<(0>fn = fn = (= 1.

1. Kilbas AA, Srivastava HM, Trujillo JJ. Theory and applications of fractional differential equations. North-
Holland Mathematics Studies, 204. Elsevier Science B.V., Amsterdam, 2006.
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Donc la solution du probléme (4.3.11) est donnée par la formule suivante :

Un(y) = Eo (—\/A»ny"‘> Sn, (4.3.14)
il en résulte que la solution du probléeme (4.3.10) est donnée par :
W) = 3 Ea (M) fabn = a0, (43.15)
nx=1

ou Sy(y) = Eq (—\/Zy“) est une fonction continue définie par la diagonalisation spectrale
de A.

Théoreme 4.3.1. Pour tout f € H, le probleme (4.3.10) admet une solution unique généralisée
donnée par l'expression (4.3.15), de plus, on a 'estimation de stabilité :

sup |[u(y)]| = su13||5a<y>f|| < ||f]l- (4.3.16)
y=

=0

Preuve. En effet, d’aprés la propriété de la fonction de Mittag-Leffler (lemme (3.2.1)), on a

Ise I = 3 B (M) 1l
<SP = I

[ |

Le probleme inverse proposé consiste a déterminer u(0) = f a partir de la condition

supplémentaire u(L) = g. D’ou, le probleme est équivalent a ’équation opérationnelle
suivante :

W) = SalL)f = Ea (VALY) £ = 3 Eoc (ML) fabn =9 = X Gudbn,  (43.17)

nx>1 nx>1

ce qui donne

fn = fX

b T B R )
En substituant (4.3.18) dans la solution du probleme (4.3.10) donnée par (4.3.15)), on obtient :

(4.3.18)

Ea( = VAay®)
u(y) =Ra(y)g = InPn- (4.3.19)
ngl ( VA L"‘)
La représentation (4.2.6), on a :
1 . 1
e e < Fa (-LVA) < ol Az (4.3.20)
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A partir de cette estimation, on remarque que :

» u(y) est stable sur l'intervalle [L, +o[ etona sup [[u(»)| <||gll;

ye[L+o[

» u(y) eststable sur [¢,L], e > 0etona ||[u(y)|| < k(s L,®)|4gl|;

» u(y) estinstable sur [0, £[. Ceci découle des hautes fréquences

1
Wy, = —F—— — +0,
" E, (—VAuLa) e
U. Annaba D. LMD

1+ (LA < — <14 (LA, A=A, (4.3.21)
Eq (~L*VA)
1 1
<Ex|—-y*VA) =< , A=A,y > , 4.3.22
1+c1(o<)y“ﬁ< < y\/7><1+c2(o<)y°‘ﬁ =,y =e>0 (4.3.22)
ceci implique que
1+ co(x)L4V/A <Ecx(_m3’“) - 1+ ¢ (x)L4V/A 4.3.03)
L+a(@y A ™ Ey( = yA,Le) — 1+ c2(e)y /A "
En posant
1+ ci(x)L¥V/A
A(A) = .
) 1+ () y VA
Il est facile de voir que
sup AQA) < M(ax) = S <L> (4.3.24)
AzA () \y
De cette derniere inégalité, on déduit que
ci(x) (L “
R =M = — 4.3.25
IR« = M () o () (y) ( )
ci1(a) (L “
Ra =M = — ] =<1, >1L, 4.3.26
Rol = M0 = 248 (L) o,y (4320
() <L>“
|Ra()]| < k(&,L,x) = (o0 &) 0O<e<y<L. (4.3.27)
Par conséquent
Vy =¢e>0, ||[Ra(¥)g]| < M(x)]|g]|- (4.3.28)

Sassane Roumaissa



4.3 Analyse du probleme 89

et
;quM(JQ = }:(UngndHr

En effet, comme /A,,L* — +o0, alors d’apres la propriété 4 citée dans (3.2.8), on a:

Nn—+oo
i () <o

ce qui montre que
Wy, — +0oo.

n—+oo

4.3.2 Stabilité du probléme (4.1.5)

Corollaire 4.3.1. L’équation opérationnelle (4.3.17) est correctement résoluble (existence et
N . 1
unicité) si et seulement sig € Hz.

Théoréeme 4.3.2. Pour tout g € H %, le probleme (4.1.5) admet une solution généralisée

donnée par :
(- mya)) Inbn. (4.3.29)

Eq
() = Ra(3)g =
MO0 (e

De plus, on a les estimations de stabilité suivantes :

sup [[u()|| < [lgl|- (4.3.30)
L<y<+oo
c1(x) (L\*
sup ull= £ (5) lgll, &> o. (4.3.31)

Maintenant, on suppose que u(0) = f € Hg, 0 > 0.
Remarque 4.3.1. Remarquons que

[AZu(O)|" = D AG 2~ DALY |gnl? < +o0 = g € HT .

nx>1 nx>1

Théoréme 4.3.3. Soit u(0) = f € HT,p > 0. Si LI,z < E, alors

2 r_
£l = ME?P=||g[",

ou M est une constante positive.

Preuve. En utilisant I'inégalité d’Holder, on peut écrire que

2
I = S = 3 (20l ) s ot

n=1 n=1
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ou
Yo =D lgul? (4.3.32)
nx1
et
|gnl? 2
Y1 = Ifnl (4.3.33)
n; EX (- LA n; L“F )
En utilisant I'inégalité (4.3.20), la quantité Y; peut étre estimée comme suit
p
Y1 <cs(p, L) D Ailfal? = cs(p, L o[ £][2, (4.3.34)
nx=1
1 14
oucs(p,L,x) = <1+cz((x)L°‘> . De (4.3.32) et (4.3.34), on trouve que
2 _p_ 4 2p
I£I° < {eso, Lol gl } ™ < M2ER=||g]|7>, (4.3.35)
avec M = (c3(p, L, (x))% [

4.4 Meéthodes de régularisation

Dans cette section on applique la méthode de troncature spectrale et la méthode itérative
de Kozlov-Maz’ya pour construire des solutions approchées stables pour le probleme mal
posé en question.

4.4.1 Meéthode de troncature spectrale

La maniere standard de stabiliser un probléme mal posé est d’éliminer les hautes fré-
quences et de considérer la solution tronquée comme une approximation de la solution
instable.

Définition 4.4.1. Pour N > 0, la solution régularisée du probléme (4.3.10) est donnée par :

1
In = n%N [W]g"d)n’ (4.4.36)
uy(y) = > [ (( {aﬁ” nbi. (4.4.37)

Remarque 4.4.1. Si le parameétre N est suffisamment grand, fy est proche de la solution
exacte f. D’autre part, si le parametre N est fixé, fy est bornée. Le nombre entier positif N
joue le role du parametre de régularisation.
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Remarque 4.4.2. Comme
[u() =unO)I = IS (f = ol < I1f = fiwll,
alors pour g € Hz, ||(f = fv)|| = 0, N — +0; ceci implique que
lu —unll,o < [If =Syl — 0, N = +oo.

En effet, on a:

EZ(— y*VAn)

_ — S _ — " 2
lu@) —unON)I = (IS = Wl nz%ﬂ B (LA 9"
< z ;Lgﬂz
nzN+1Eg<<_ am)

2
An
< > (?) |gnl®
n>=N+1 -
1 ’ \/7 2
< - An |gn|2 — 0.
<C) 7’l>%+1( ) N=deo
D’ou
lu—unll, = sup [[u(y) —un()|| — 0, N - +co.
ye[0,+00[

Puisque les données g viennent en général de I'expérience et ne sont pas connues de
maniére exacte, alors on suppose qu’on a des données entachées du bruit g° proches des
données g telles que ||g — g°|| < &, ou & désigne le niveau de bruit.

Soit (fJ,u%) la solution régularisée du probléme (4.1.5)-(4.1.2) avec les données pertur-
bées g° :

¢ = 9 2= (g° 4.4.38

R T M e
Ex| — VA y“

uf(y) = > ( >g;§¢n. (4.4.39)

n=<N E(X( - \/EL(X>

Pour établir les estimations d’erreurs, on suppose que la solution recherchée satisfait la
condition de régularité supplémentaire suivante :

5 2< 2 < r 1
AL fII" < E (:),;A”Eé(—mm) |9n

ou E > 0 est une constante donnée, et v est un réel positif.

2 < E? < +oo, (4.4.40)
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Remarque 4.4.3. Soient f y et f>y les solutions régularisées associées respectivement aux
données exactes g; and g», alors on a :

||f2N _f1N||2 = Z ;th _g2n|2 = ;ng —91||2
’ ' E3(=L*JA,) 7 ’ E5(—L*/AN)

< (2 -l

Le résultat principal de cette méthode est le suivant :
Théoreme 4.4.1. Soient ff, la solution régularisée donnée par (4.4.38), et f la solution exacte

donnée par [@.3.18). Si ||AZ f|| < E, v > 0, et si on choisit N tel que \|Ay = 5521, 0<0<1,
alors on a l'estimation d’erreur suivante :

1] A
~ il = | —=| E+"5s. 4.4.41
Lf = £l [ m} C ( )
Preuve. On sait que
2 2 2
I = SR =< [Ilf = A" + v = £RI
Ay A
Par des calculs directs, on trouve que
1
AZ — - < | _ ;sl|2
2 ||fN fN” n;VEg((z_Lam) In — 9
‘\/AN 52
= |¢c ,
ce qui implique que
VA
A < fN(S
D’autre part, on a
2 - 1
AZ — _ — | |2
1 ||f fN|| n:%Jrl Eé(_Lam) gn

— io\/r%?‘ 1 |2

|
n=N+1 A%YE?X(_LO(\/E) gn

2r 4o
1 1
< —_— Ay E
<\/AN+1> n:%l E2(—Leya,) "

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



4.4 Méthodes de régularisation 93

ce qui implique que

Par conséquent
VAN Cc

En choisissant \/Ay = 5521, 0 < 0 < 1, on obtient que

IF - £l < |

L\ 0
_ f9o - 7 — 52

]
Finalement, a partir des expressions (4.3.17)) et (4.4.41), on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.1. Soient uﬁ, la solution régularisée donnée par (4.4.39), et u la solution exacte
donnée par @.3.19). Si ||AZ f|| < E, v > 0, et si on choisit \]Ay ~ gézl,o <0 <1,alorsona:

L\ . 0 _i
lu—uRlle = sup [[u@)-udMIl<llfiv-fill<|5 ) PE+ =62 (4442
YE[0,+00[ 0 LC
Preuve. On sait que
lu=uills = sup [lu(x) = udIF,

ye[0,+00

eton a
() = ud I = [u(y) = uy ) + [lun () = ud |1

A1 AZ

D’une part, de la remarque (4.4.2) on a:
A= lu) —un)|[F —0, N~ +oo,

et d’autre part, d’apres les propriétés de la fonction de Mittag-leffler (3.2.1) et le théoreme
(4.4.1), on a

A= lun) —ud I = X B2 (= A )lfa = £
n=<N
< 3B -y )i - RE =11 - £l

n<N

VAN

11"
< [W}E+C5'
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Il s’ensuit que

,
1 VAN
lu(y) —ud M| = A1+ A < [m} E+ ?N(;,
d’ou on obtient le résultat désiré avec /Ay = 5521, 0<0<1. -

4.4.2 Meéthode itérative de Kozlov Maz’ya

Dans cette section, on donne une approximation stable de la solution du probléme mal
posé (4.1.5)-( @.1.2) en utilisant une méthode itérative de type Kozlov-Maz’ya. En 1990,
Kozlov et Maz’ya ont proposé la méthode itérative alternée [83] pour résoudre certains
probléemes mal posés ainsi que le probleme de Cauchy pour des opérateurs fortement
elliptiques auto-adjoints avec des données manquantes sur une partie de la frontiere. Ces
algorithmes préservent les équations différentielles et chaque étape nécessite la résolution
de deux problémes bien posés pour I'équation différentielle d’origine.

m Description de la méthode :

L’algorithme itératif pour résoudre le probléme mal posé (@.1.5)-(4.1.2) commence par le
choix de I’élément arbitraire f, € H . La premiére approximation u"(y) est la solution du
probleme direct (bien posé) suivant :

DSDSu’(y) — Au’(y) = 0, 0 <y < +oo,
u®(0) = fo, (4.4.43)
u’(+o0) = 0.

Une fois la paire (u¥, fi) est construite, on définit

fenr = fi— w(u* (L) - g), (4.4.44)
of10<w<w*=iavec
|IK]]
K| = sup (Ea(~LAn)) = Ea(~L%A)) < 1. (4.4.45)

Enfin, u**! s’obtient en résolvant le probléme :

D,DSu* L (y) — Auft 1 (y)0, 0 <y < 4o,
uk 1 (0) = fie, (4.4.46)
uk 1 (+00) = 0.

Posons G = I — wK. Si on itére 'algorithme (4.4.44), on obtient :
fie = G*fo + (I = G*u(0),

fi —u(0) = G*(fo — u(0)),
uk(y) —u(y) = Se()G*(fo — u(0)).
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Proposition 4.4.1. L'opérateur G = I — wK est auto-adjoint et quasi-contractant sur H (1
n’est pas une valeur propre de G). De plus, pour k € N*, on a

k-1
2. G'
i=0

k-1 '
< > |G| = k.
i=0

Théoréme 4.4.2. Soient f, € H un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus
et uk la k-ieme solution approchée. On a :

sup |[[u(y) - u*(»)|| — o.
ye[0,+oo[ k—+o

Preuve. Il découle immédiatement du théoréme (3.2.2) et I'estimation (4.4.45) que

lu(y) —u* | = [[S«()G*(fo —u(0))]]
< [ISaO)I|IG* (fo — u(0))]|
(4.4.47)
< |l6*(fo —u(O)|| — o.
o
||

Théoréme 4.4.3. Soient f, un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et
u* la k-iéme solution approchée. Si (fy — u(0)) € HY'*, y > 0, alors le taux de convergence
de cette méthode est donnée par :

lu(y) —u*»)|| < « (4.4.48)

(k+1)% keteo

Preuve. On a

lu) -k MIF = [ISO)G*(fo — u(0))]

< [ISOIFNGH(fo - u(o))]*
< ZA;%Aéi(fo—u(O),cbn)lz{l—wEa(—y“\/E)}Zk.
nx1

On pose 7 (Uy) = (1 — py)*, out

0 < ptn = WE(~L*A,) <1,

et en tenant en compte que

(1 - WEL(=3*A)* = (1 = WEa(~L%A0))",
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alors on peut écrire

) —wOIF = S A Ak o = u(0), ) 121 = wEa(=L%Am |

nx=1

Maintenant, en utilisant le lemme (3.2.4) et 'inégalité (4.2.8), on a :
lu() —uk M < S r)An AR | (fo — u(0), dn) |’

nx=1

Y
< D7) ) Ai | (fo— u(0), dn) |

(B
n=1 EO‘(_\/ELD()

Y

= (g)y% (Tk(“n) (wE(x( )\nL"‘)) ’ )22\% | (fo — u(0), pn) |2
Hn

-1

= () (st ) 1lfs - uol

y 2
= () ey’

D’ou )
_ ok T1\2pp, Y
) —u* )l = () E0y(k+1)7
(4.4.49)
E
K—— — \,
(k+1)§ k—+o
-1_v
avecxzé%(-r(i) )2.
=

Théoréme 4.4.4. Soient 0 < w < w* et fy € H un élément arbitraire de la méthode itérative
proposée et u* (resp. u’g) la k-ieme approximation associée a la donnée exacte g (resp.
perturbée g°) telle que ||g — g°|| < 8. Alors sous la condition f, — u(0) € H"'*, on a

sup |[u(y) —uk(y)|| < 0(k,5) = K% + wdk. (4.4.50)
ve[0,+0o[ (k + 1)2

Preuve. On a

lu(y) = u§|| < [Ju(y) - u* )|+ [[u* () - us ),

~~

Al A2
avec
A =|luy) —u* ()| = sup [||u(y)—u"<y>||
yell,+
E
K Y
(k+1)2
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et
Ay = [uk () —u§) =[S« G*(f* = fH]
- ||wse) S 6'g - o)
i=0
< HwkilGi(g—gé)Hskwé.
i=0

Il en résulte que

llu(y) —uk(y)| < 7 + wok. (4.4.51)

_E
(k+1)

Si on choisit k = k(5) tel que wkd e 0, alors

sup |lu(y) —us|l — o.
ye[0,+00[ k—+oo

Remarque 4.4.4. Pour accélérer la méthode itérative proposée, on utilise une variante
préconditionnée de cette méthode [43][138], qui est décrite comme suit :

S = fi — w5<uk(L) —g), (4.4.52)

ou S = A7" est le conditionneur, et ¥ > 0. Le parametre de relaxation w est choisi de facon
qu’ il vérifie I'inégalité suivante :

O<w<w*= 1 }
||[SEx(—Le/A)||

En utilisant les mémes techniques pour établir le Théoreme (4.4.3), on montre le théoréme
suivant.

Théoréme 4.4.5. Soient0 < w < w™ et fy € H un élément arbitraire de la méthode itérative
proposée et u* la k-ieme approximation. Si (fy — u(0)) € H?, v > 0, alors le taux de
convergence de la méthode préconditionnée est donnée par :

lu(y) —uk(»)| < (4.4.53)

(1+k)za’

ouC=0. (Tllw>E

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



98 Régularisation d’'un probléme elliptique généralisé

4.5 Tests numeériques

Probleme elliptique généralisé (Méthode itérative KM)

Dans cette partie, on donne un exemple numérique pour illustrer la faisabilité et I'effica-
cité de la méthode proposée. On prend des exemples académiques simples pour simplifier
la tache du calcul au logiciel MATLAB et on utilise la fonction-Matlab ml(z,alpha,beta,gama)
programmeée par R. Garrappa (Numerical evaluation of two and three parameters). Home-
page : http ://www.dm.uniba.it/Members/garrappa.

On considere le probleme inverse suivant

DIDju(x,y) + uxx(x,y) =0, x € (0,m), ¥ € (0,+0), xx= ;

u(0,y) =u(m,y) =0, ye(0,+x), (4.5.54)

u(x,0) = f(x),u(x,+0) =0, x e[0,],

ou f(x) estla condition inconnue et u(x,1) = g(x) est la condition supplémentaire.
On sait que

52
ox?’

est un opérateur auto-adjoint, positif et a résolvante compacte (A est diagonalisable). Ces
couples propres (A,, ¢,,) sont donnés par

A= D(A) = HL(0, ) n H2(0, ) € H = L*(0, 1),

Ap =12, Ppl(x) = \/Esin(nx), n e N*.

Dans ce qui suit, on considére un exemple qui a une solution exacte (u(x,y), f(x)).

Ei(—/>)
! V2/1tsin(x), alors u(x,y) = 2 By =vy)

Siu(x,0) = E%(—l) o E%(—l)

sin(x) est la solution

|2
exacte du probleme (4.5.54). Par conséquent,ona g(x) = u(x,1) = o= sin(x).

En ajoutant une perturbation aléatoire (obtenue par la commande de Matlab randn)aux
données, on obtient le vecteur g° :

g% = g + erandn(size(g)),

ou ¢ indique le niveau de bruit des données, la fonction "randn(.)" génére des valeurs
aléatoires normalement distribuées dont la moyenne est égale a 0, la variance o = 1, et
I'écart-type o = 1. "randn(size(g))" renvoie un tableau d’entrées aléatoires de la méme taille
que g. La taille de I’erreur 6 est mesurée au sens de I’erreur quadratique moyenne (EQM)
par

1 M 2\
5=llg° - 4ll = (MH > (90x) -9’ (x) ) .

i=1
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L’erreur relative Ex(f) est donnée par

1A = flls
Er(f) = ) (4.5.55)
RO =
Dans ce cas, la formule de (4.3.18) prend la forme
5 2 ( | .
fo(x) =u(x,0) = o z Jg(;(x)sm(nx)dx sin(nx). (4.5.56)
n=1 E 5

; s . T
En utilisant la méthode de différence finie centrale avec un pas h = N+l pour approcher

la premiere dérivée u, et la deuxiéme dérivée u,,, on obtient le probléme semi-discret
suivant (equation différentielle ordinaire) :

DD (xi, y) — An(xi, ) =0, xi=ihi=1,...N, y € (0,+), & = ;
W(xo=0,¥) =ulxya =my) =0, ¥ € (0,+0), (4.5.57)
u(x;,0) = f(x;),u(x;,+o) =0, x;=1ih,i=1,...N,

dZ
avec A est la matrice de discrétisation associée a 'opérateur A = ~dx? :

12Tr1d1ag( 1,2,-1) € My(R),

Ay = A

est une matrice symétrique définie positive. On suppose que les erreurs de discrétisation
sont faibles par rapport a l'incertitude J; et que A, est une bonne approximation de
2

I'opérateur différentiel A = ~ X2’ dans le sens que le caractére non-borné se refléte par la
grande norme de Aj. Les couples propres (u, ex) de A, sont donnés par

L (N+1 2, krt i JkTT N B
“"_4< - )Sm (2(N+1)>’e"_(sm<N+1))j-1’ k=1...N.

L’approximation itérative discrete de (4.5.57) prend la forme suivante :

k-1
fR(x)) = (I = WAL E (An)¥ fo(x;) + w > - wAgTE%(\/A»h))iAﬁVgé(xj), (4.5.58)

i=0

pour j=1...N =1000, k = 1,2,3.... Pour simplifier les calculs, on prend f, =0
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Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1

exact solution

T —-—-— approximate solution

f(x)

3

u(x,0)
3\

ol 1 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 15 2 25 3 35
x

Error = [exact solution—approximate solution|

0 0.5 1 15 2 25 3 35

FIGURE 4.1 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.1, k = 15, Preconditioner parameter : » = 0.5, Relative error : Ex = 0.0231

Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.01

exact solution

-~ -~ approximate solution

= f(=)

u(,0)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Error = [exact solution—approximate solution|
0.012—

0.008 —
0.006 —
0.004

0.002 —

FIGURE 4.2 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.01, k = 15, Preconditioner parameter : + = 0.5, Relative error : Ex = 0.0032
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Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1

exact solution

—-—-— approximate solution

0 1 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 15 2 25 3 35
T

Error = [exact solution—approximate solution|
0.025 —

0.02 —

0.015 [—

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

FIGURE 4.3 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.1, k = 15, Preconditioner parameter : v = 1, Relative error : Ezx = 0.0085

Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.01

exact solution

—-—-— approximate solution

= f(x)

u(,0)

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Error = [exact solution—approximate solution|
0.012—

0.008 [—
0.006 [—
0.004 —

0.002 —

FIGURE 4.4 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.01, k = 15, Preconditioner parameter : » = 1, Relative error : Ex = 0.0052
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Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1

exact solution

—-—-— approximate solution

f(x)

z,0)

u(

0 0.5 1 15 2 25 3 35
.

L10° Error = [exact solution—approximate solution|

7

6

s

AR

s

o

L

o | | | | 1 | |
0 05 1 1.5 2 25 3 35

FIGURE 4.5 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.1, k = 15, Preconditioner parameter : v = 2, Relative error : Ezx = 0.0028

Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.01

Py
exact solution
15 —-—-— approximate solution
I
— 1
05—
0 1 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 15 2 25 3 35
r
109 Frror = |exact solution—approximate solution|
6
5
Al
-
Py
.
0 1 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 15 2 25 3 35

FIGURE 4.6 - Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
6 = 0.01, k = 15, Preconditioner parameter : + = 2, Relative error : Ex = 0.0020

Les résultats numériques (figures 4.3} [4.4]: v = 1,[4.5}[4.6]: v = 2) sont satisfaisants. Méme
avec un niveau de bruit agressif 6 = 0.1, les solutions numériques sont toujours proches
de la solution exacte. Dans le cas ou » = 0.5 (figues [4.2), la méthode est sensible et
les résultats numeériques obtenus peuvent étre améliorés pour certains choix optimaux de
parametres N, k, w, v et d.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, des méthodes de régularisation pour certaines classes d’équations
de diffusion relaxée avec arguments déviés ont été développées. Dans ce contexte, deux
stratégies de régularisation ont été développées. La premiére procédure repose sur un
schéma itératif avec conditionnement appliqué a deux problemes de diffusion relaxée
(équation elliptique généralisée, équation bi-fractionnaire) et la deuxiéme procédure est
une variante de la méthode de quasi-réversibilité, connue sous le nom "régularisation
pseudo-parabolique” appliquée a une classe de problemes paraboliques avec arguments
déviés.

Comme perspectives, on projette de développer un choix du parametre de régularisation
basé sur une stratégie a posteriori accompagnée par des tests numériques. On souhaite
aussi essayer d’autres méthodes, comme la méthode de projection de Krylov, et faire une
étude comparative entre ces trois approches de régularisation.

On projette d’étudier des exemples définis sur des géométries de R? en utilisant des outils
sophistiqués, comme les éléments finis et d’autres techniques d’approximation numérique.

Il est intéressant aussi d’étudier le probleme elliptique généralisé suivant :

DDfu—Au=0, 0<y < +o,
u(0) = f,

Uu(+o00) =0,

ould<a, B <1.

On se propose d’utiliser les fonctions de Mittag-Leffer a deux parametres et la fonction
de Wright pour explorer cette piste d’approche dans I’étude de ce probléeme.

De manieére analogue, il est intéressant d’étudier le probléme inverse fractionnaire avec
deux parametres :

Lop = T1(DX — a1A) + T2(DF — a,A) + (D — a;A)(DF — a,A),

et de regarder I'influence de ces deux parameétres sur le caractéere d’instabilité.

Ces questions sont un peu difficiles, mais elles méritent d’étre étudiées, parce que, ces
modeéles peuvent étre considérés comme des approximations (modeles presque réversibles)
de certains modeles classiques, lorsque &« — 1 et § — 1. Cette motivation est inspirée des
travaux récents :

[Réf.1] B. Kaltenbacher and W. Rundell, Regularization of a backwards parabolic equation
by fractional operators, Inverse Probl. Imaging, 2019; 13(2), 401-430.

[Réf.2] G. Floridia, Zhiyuan Li, M. Yamamoto, Well-posedness for the backward problems in
time for general time-fractional diffusion equation, arXiv :submit/3019468 [math.AP] 26 Jan
2020.
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