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Abstract

In this thesis, we study three classes of ill-posed problems in the sense of HADAMARD. To neutralize
the instability character, regularization methods are proposed in order to be able to derive meaningful
information from these models.

�e first model is devoted to the study of a parabolic problem governed by nonclassical heat equation with
involution, a variant of the quasi-reversibility method is proposed to regularize this problem.

In the other two models, we study inverse fractional problems generated respectively by a bi-fractional
equation and a generalized elliptic equation. �e regularization approach proposed for the bi-fractional
problem is based on the iterative Kozlov-Maz’ya method and for the generalized elliptic problem, two
regularization strategies are adopted : the first is based on a preconditioning version of the Kozlov-Maz’ya
iteration method and the second employs the spectral truncation method.

In this investigation, we show that the solutions of approximate problems have a stable character as well
as their convergences towards the solutions of the original problems. Moreover, some convergence results
are established for the proposed methods. Finally, numerical results are included showing the accuracy
and efficiency of the proposed methods.

Keywords : Ill-posed problems, inverse problems, regularization, stabilization, iterative regularizationme-
thod, generalized elliptic equation, involution perturbation, pseudo-paraolic method, bi-fractional problem,
spectral truncation method.



Résumé

Dans la présente thèse, on étudie trois classes de problèmes mal-posés au sens de HADAMARD. Pour
neutraliser le caractère d’instabilité, des méthodes de régularisation sont proposées afin qu’on puisse tirer
des informations significatives de ces modèles.

Le premier modèle est consacré à l’étude d’un problème parabolique avec variables déviées. Une variante
de la méthode de quasi-reversibilité est proposée pour régulariser le problème en question.

Quant aux autres modèles, ils sont consacrés à l’étude de problèmes inverses de type fractionnaire, engen-
drés respectivement par une équation bi-fractionnaire et une équation elliptique généralisée. L’approche
de régularisation proposée pour le problème bi-fractionnaire est basée sur la méthode itérative de Kozlov-
Maz’ya, et pour le problème elliptique généralisé, on développe deux stratégies de régularisation : la pre-
mière repose sur un schéma itératif avec conditionnement, et l’autre est basée sur la méthode de troncature
spectrale.

Dans ce contexte, on démontre la stabilité des solutions ainsi que leurs convergences vers les solutions
des problèmes originaux. On établit aussi des estimations d’erreurs entre les solutions originales et les
solutions approchées sous certaines hypothèses de régularité sur les données. L’ étude est clôturée par une
série d’expérimentations numériques justifiant le cadre théorique développé dans cette thèse.

Mots-clés : Problèmes mal posés, problèmes inverses, régularisation, stabilisation,méthodes itératives, équa-
tion elliptique généralisée, équation avec variables déviées,méthode pseudo-paraolique, problème bi-fractionnaire,
méthode de troncature spectrale.
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Il reste toujours un �u de parfum à la main qui donne des roses.

CONFUCIUS (551 avant J.C., 479 avant J.C.) Philosophe chinois.

Un mathématicien est une �rsonne qui �ut trouver des analogies entre les théorèmes; un meilleur mathématicien est
celui qui �ut voir des analogies entre les démonstrations. Les très bons mathématiciens sont ceux qui �uvent déceler
des analogies entre les théories. Mais on �ut supposer que le meilleur des mathématiciens, est celui qui �ut voir des

analogies entre les analogies.

(Stefan Banach)

La physique ne nous donne pas seulement l’occasion de résoudre des problèmes; elle nous aide à en trouver les moyens,
et cela de deux manières. Elle nous fait pressentir la solution; elle nous su�ère des raisonnements.

(Henri Poincaré)

Le savant n’étudie pas la nature parce que cela est utile ; il l’étudie parce qu’il y prend plaisir et il y prend plaisir parce
qu’elle est �lle.

(Henri Poincaré)

Dans la vie il n’y a pas de solutions. Il y a des forces en marche : il faut les créer et les solutions suivent.

(Antoine de Saint-Exupéry)
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Thématique de la thèse

Le lien entre mathématique et physique ne devrait pas surprendre le lecteur. On peut
penser aux mathématiques comme la seule façon de décrire la physique, et pas seulement
comme un outil utile. Cela ne signifie pas que ces deux disciplines ne peuvent pas se déve-
lopper indépendamment, mais des jalons importants sont atteints grâce à une interaction
intense de ces deux champs.

L’étude des équations différentielles, de la géométrie différentielle et de la théorie des
opérateurs, motivée respectivement par des sujets physiques tels que la mécanique newto-
nienne, la relativité générale et la mécanique quantique en sont un exemple clair.

D’un autre côté, quelques phénomènes physiques, des plus fondamentaux ont été ex-
primés moyennant des formulations mathématiques abstraites, tels que la mécanique en
géométrie simpliste.

En grande partie, les lois de la physique sont écrites sous forme d’équations différentielles.
La présence d’une seule variable indépendante, comme on le voit dans la mécanique des
particules ponctuelles, conduit à des équations différentielles ordinaires (EDO). D’autres
domaines de la physique étudient les objets étendus et les dérivées partielles rejoignent
les équations différentielles, qui sont alors appelées équations aux dérivées partielles
(EDP). Beaucoup de phénomènes physiques peuvent être modélisés par ce type d’équations
auxquelles sont jointes des conditions aux limites imposées sur la frontière du domaine où
le phénomène évolue, ainsi que des conditions initiales.

Les EDP les plus récurrentes et les plus célèbres en physique mathématique sont l’équa-
tion de Poisson et sa version sous le nom d’équation de Laplace. Pour les équations
d’évolution, on a l’équation de la chaleur, l’équation d’Alembert, l’équation de Schrödinger
et sa généralisation relativiste pour une particule libre, connue sous le nom d’équation
de Klein-Gordon. Toutes ces équations qui viennent d’être mentionnées ont des dérivées
partielles par rapport au temps.

Généralement, la modélisation d’un problème est constituée d’une analyse théorique et
d’une implémentation numérique.

L’étude des phénomènes dans la nature nous permet de calculer des quantités ou des
propriétés physiques d’un modèle donné. On distingue alors deux types de problèmes :
les problèmes directs et les problèmes inverses. De manière schématique, un problème
inverse peut être formulé comme étant une relation fonctionnelle (Input, Système, Output),
où l’objectif d’étude est d’identifier des causes connaissant les effets.

La causalité et l’irréversibilité donnent une dichotomie entre les phénomènes physiques,
qui peut être quantifiée mathématiquement en deux classes de problèmes : les problèmes
bien posés et les problèmes mal posés. En se référant à cette dichotomie, le mot "problèmes
inverses" désigne tous les problèmes qui partagent le caractère mal posé par opposition
aux problèmes dits directs.
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4 Introduction

En 1923, le mathématicien français J. HADAMARD a écrit son livre célèbre sur les équa-
tions aux dérivées partielles et leur signification physique [53]. Cet ouvrage fut le point de
départ du développement du concept du problème bien posé en physique mathématique. Il
s’agit d’un problème dont la solution existe, est unique, et dépend continûment des données
(stabilité). Par la suite, on considéra que les problèmes ne vérifiant pas les conditions de
HADAMARD n’ont pas de valeur pratique et ne peuvent pas modéliser de manière correcte
un phénomène physique. La réalité actuelle est toute autre. Il y’a plusieurs problèmes
dont une au moins des trois conditions de HADAMARD n’est pas vérifiée ; ces problèmes
sont dits mal posés. En général, la plus grande difficulté dans ce type de problèmes réside
dans l’instabilité, i.e., une légère perturbation des données peut provoquer un changement
important au niveau de la solution.

Les problèmes mal posés apparaissent dans de nombreuses branches des sciences et
techniques, comme la géophysique, le contrôle non destructif, la corrosion, l’imagerie
médicale (échographie, scanners, rayons X,...,), l’énergie (calcul d’écoulements de pétrole
dans un réservoir avec puits), la chimie (détermination des constantes de réaction), le radar
et l’acoustique sous-marine (détermination de la forme d’un obstacle), le traitement d’image
(restauration d’images floues) et d’autres domaines pratiques.

Les méthodes générales de l’analyse mathématique ont bien été adaptées pour les solu-
tions des problèmes bien posés. Cependant, ce n’était pas clair dans quel sens les problèmes
mal posés peuvent avoir des solutions. Plusieurs mathématiciens comme Tikhonov, John,
Lavrentíev, Ivanov et d’autres ont travaillé pour développer la théorie et les méthodes pour
résoudre les problèmes mal posés. Ils ont pu donner une définition mathématique précise
des "solutions approchées" pour une classe assez large de problèmes. Aujourd’hui, ces
problèmes sont un domaine de recherche très riche et plein de questions mathématiques.
Pour plus de détails de l’étude des problèmes mal posés, on peut se réfèrer aux deux
excellents livres [38, D. Colton, H.W. Engel, A.K. Louis ] et de [45, H. W.Engl, M.Hanke, A.
Neubauer].

Parmi les situations qui se traduisent par un problème mal posé on peut citer le problème
consistant à déterminer les états passés d’un système physique décrit par une équation
différentielle à partir de son état présent, ou bien celui de déterminer les paramètres d’un
système à partir de données expérimentales. Dans les deux cas, on parle de problèmes
inverses (voir [47, 64, 78, 114]).

D’après Jd.B.Keller [73], deux problèmes sont dits inverses l’un de l’autre ; si la formulation
de l’un met l’autre en cause. Une définition plus opérationnelle est qu’un problème inverse
consiste à déterminer les causes d’un phénomène en fonction de l’observation de ses effets.
Ainsi, ce problème est l’inverse de celui appelé problème direct consistant à chercher
les effets à partir des causes qui sont observables. Par exemple, localiser l’origine d’un
tremblement de terre à partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties
sur la surface du globe terrestre est un problème inverse.
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On peut décrire le schéma d’un problème direct comme suit :

(entrée) input → processus→ output (sortie)
cause → modèle → effet

Les problèmes inverses peuvent être classés en deux catégories : les problèmes qui
visent à déterminer des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problèmes
liés à l’estimation de paramètres intrinsèques du système. Le premier type de problèmes
apparaît dès que la mesure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en
pratique. Dans la deuxième catégorie de problèmes inverses, l’objectif est de déterminer à
partir d’une connaissance partielle de l’état du système, les paramètres décrivant le modèle
physique. Les problèmes inverses sont multiples et leurs applications se retrouvent dans
de nombreux domaines tels que l’électromagnétisme, la géophysique, l’imagerie médicale,
la détection des fissures, le contrôle non destructif, la mécanique des structures,...

D’après la définition d’un problème inverse, on peut voir que ces problèmes risquent
de poser des difficultés particulières. En effet, il est raisonnable d’exiger qu’un problème
direct soit bien posé : "les mêmes causes produisent les mêmes effets". Par contre, il
est facile d’imaginer que les mêmes effets puissent provenir de causes différentes. Ceci
illustre une difficulté de l’étude des problèmes inverses : ils peuvent avoir plusieurs so-
lutions, et il est nécessaire de disposer d’informations supplémentaires pour les différencier.

Une autre difficulté majeure dans l’étude des problèmes inverses est qu’elles nécessitent
une bonne connaissance des problèmes directs associés. Lorsqu’il est question d’identifier
ou de calculer une grandeur physique à partir d’observations (mesures), on est amené sou-
vent à inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du problème direct) ; cette
inversion généralement instable nécessite un traitement particulier. Il s’agit de techniques,
dites de régularisation, dont le but est de rendre le problème étudié bien posé et rendre
son implémentations numériques réalisable, et ce en le perturbant légèrement pour éliminer
les éléments responsables de l’instabilité.

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste à remplacer un
problème mal posé par un autre problème qui lui est proche (dans un sens) et qui pos-
sède de bonnes propriétés (bien posé) rendant son étude théorique et numérique plus aisée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées
pour résoudre certains problèmes de Cauchy mal posés. Parmi elles, on cite :

• La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969) [91], qui consiste
à transformer le problème de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un problème différentiel
bien posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en perturbant l’opérateur-coefficient de
l’équation. Cette méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre
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6 Introduction

le problème de Cauchy, notamment : Klibanov et Santosa [81] et plus récemment
Bourgeois [18].

• La méthode de quasi-réversibilité modifiée qui a été introduite par Gasjewski et déve-
loppée par plusieurs auteurs dont N. Boussetila et F. Rebbani [20].

• La méthode de régularisation de Tikhonov [140] est la méthode de régularisation
la plus ancienne. Elle consiste à transformer le problème original mal posé en un
problème de minimisation.

• La méthode itérative de Kozlov et al.[84] est basée sur une procédure itérative. Elle
consiste à résoudre une suite alternative de problèmes bien posés avec conditions
aux limites mêlées jusqu’à satisfaire un certain critère d’arrêt. La solution approchée
converge pour des données compatibles, vers la solution du problème de Cauchy
considéré.

• La méthode de régularisation par les conditions non locales "Quasi-Boundary-Value
Method" introduite par Showalter [1]. L’idée dans cette méthode est de remplacer le
problème mal posé par un problème bien posé , dans lequel on perturbe la condition
finale en la remplaçant par une condition non-locale dépendant d’un petit paramètre
α. Elle a été utilisée par plusieurs auteurs, comme D.N. Hào [55] et Samariskii [130].

Dans ce travail, on étudie un problème de la chaleur mal posé et deux problèmes
inverses de type fractionnaires. Dans le premier cas, le but est d’approximer le problème
initial qui est mal posé par un problème bien posé en utilisant une régularisation pseudo-
parabolique afin de construire une solution stable du problème en question. Dans les deux
autres cas, il s’agit de reconstituer des données au bord, inaccessibles à la mesure à partir
des données internes, respectivement, pour un problème bi-fractionnaire et un problème
elliptique généralisé .

La diffusion est l’un des mécanismes de transport parmi les plus importants. Dans la
littérature, de nombreux modèles ont été proposés pour décrire ce mécanisme dans des
milieux homogènes et non homogènes. Au niveau microscopique, la diffusion est liée au
mouvement aléatoire de particules individuelles. Suite au travail d’Albert Einstein [44],
l’hypothèse que le mouvement des particules soit de processus Gaussien a été interprétée
par l’utilisation de l’opérateur de Laplace et de la dérivée du premier ordre dans le modèle
de diffusion canonique.

L’un des inconvénients majeurs du modèle Gaussien (lois de Fourier) est qu’il ne décrit
pas de manière adéquate le phénomène de diffusion dans les matériaux à mémoire, par
exemple les matériaux viscoélastiques, et les milieux hétérogènes, tels que le sol, les
aquifères hétérogènes et l’écoulement des fluides souterrains.

Au cours des deux dernières décennies, un vaste corpus de littérature a montré que les
modèles de diffusion anormale dans lesquels la variance quadratique moyenne augmente
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plus rapidement (super-diffusion) ou plus lentement (sous-diffusion) que dans un proces-
sus Gaussien dans certaines circonstances, peuvent offrir une bonne modélisation (voir
[61, 95, 136]) pour la physique et les applications pratiques.

Dans des contextes biologiques, les résultats expérimentaux suggèrent que la diffusion
classique n’est pas la meilleure description dans les cas de transport biophysique complexe.
Au lieu de cela, il a été démontré qu’une diffusion anormale se produit dans diverses
circonstances, potentiellement causée par des mécanismes sous-jacents tels que le trans-
port actif, l’encombrement macromoléculaire dans un environnement extracellulaire ou
intracellulaire tortueux, où la géométrie du milieu est complexe. Récemment, une équation
fractionnaire a été introduite pour décrire la diffusion dans des types spéciaux de milieux
poreux qui présentent une géométrie fractale, afin de donner la possibilité d’étendre l’utili-
sation de l’équation de Bloch pour faire un grand paquet de situations expérimentales en
résonance magnétique nucléaire (RMN) (voir [97]). Dans le même travail, l’auteur a montré
que l’équation des ondes d’ordre fractionnaire régit la propagation des ondes mécaniques
dans les milieux viscoélastiques caractérisés par une simple déformation et peut fournir un
modèle bien adapté pour la description des mouvements dynamiques qui se produisent
dans les tissus biologiques.

Par conséquent, au cours des dernières décennies, un intérêt considérable a été consacré
au calcul fractionnaire ; la plupart des auteurs citeront une date particulière comme l’anni-
versaire du calcul fractionnaire. Dans une lettre datée du 30 septembre 1695, l’Hospital a
écrit à Leibniz pour s’informer sur la dérivée d’ordre n = 1/2 de la fonction f(x) = x, et la
réponse de Leibniz a été : "Un paradoxe apparent, dont un jour des conséquences utiles
seront tirées" (voir [61]). Cependant, peu de progrès ont été faits dans ce domaine pendant
trois siècles. Une des raisons est que les outils mathématiques du calcul fractionnaire
n’étaient pas disponibles. Une autre raison est le manque d’applications pratiques de ce
concept. Plus de 300 ans après, on commence seulement à surmonter ces difficultés. De
nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler, Laplace,
Fourier, Liouville et Riemann, etc.. Le calcul fractionnaire est devenu l’un des domaines
les plus développés de l’analyse mathématique. Il a eu une évolution rapide et s’est révélé
comme un outil puissant dans la modélisation de certains phénomènes dans plusieurs
domaines scientifiques tels que la physique, la chimie, la biologie, l’ingénierie et la finance, y
compris éventuellement les phénomènes fractals. En raison de ses propriétés intéressantes
et les différentes applications dans divers domaines scientifiques, les solutions numériques
des problèmes traités ont montré plus de cohérence avec les données expérimentales que
celles produites par les équations différentielles d’ordre entier (voir [17, 65]).

Dans un modèle fractionnaire, il existe un certain nombre de paramètres, par exemple,
l’ordre fractionnaire, coefficients du potentiel (lors de l’utilisation d’un opérateur elliptique
du second ordre dans l’espace), condition initiale, terme source, conditions aux limites et la
géométrie du domaine, qui ne peuvent pas être mesurés ou caractérisés directement, et
doivent être déduits indirectement à partir des données mesurées.
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Cela a donné lieu à une grande variété de problèmes inverses pour les EDF, qui ont
commencé à attirer beaucoup d’attention ces dernières années, depuis le fameux travail de
Cheng et al.[36]. Une question intéressante est de savoir comment la physique non locale (à
partir des processus de diffusion anormaux) influencera le comportement des problèmes
inverses. Par exemple l’unicité, la stabilité et le degré du caractère mal-posé. Ce degré
est particulièrement important pour le développement de procédures de reconstruction
numérique.
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Contenu de la thèse

La thèse est composée d’une introduction et de cinq chapitres.

� Dans le Chapitre 1, on rappelle certaines notions préliminaires fondamentales et les ingrédients né-
cessaires d’analyse fonctionnelle et du calcul fractionnaire pour l’étude des problèmes proposés,
et pour faciliter la lecture de la thèse.

� Le Chapitre 2 traite un problème de la chaleur mal posé , où l’objectif d’étude est d’étendre la mé-
thode de quasi-réversibilité à certaines classes de problèmes non classiques. En utilisant une va-
riante modifiée de la méthode de régularisation pseudo-parabolique, on construit une famille de
problèmes pseudo-paraboliques bien posés, qui approchent le problème traité, et on montre la
convergence de cette procédure de régularisation.

� Dans le Chapitre 3, on propose l’étude d’un problème inverse bi-fractionnaire engendré par une
équation biparabolique faisant intervenir une dérivée fractionnaire par rapport à la variable temps,
qu’on peut considérer comme étant un problème de diffusion relaxée. On montre que ce problème
est faiblement mal posé et on propose une méthode de régularisation basée sur la méthode ité-
rative de Kozlov-Maz’ya.

� Quant au Chapitre 4, il est consacré à l’étude d’un problème inverse elliptique généralisé, défini
sur une géométrie non bornée. L’objectif de cette investigation est de reconstruire une donnée de
Dirichlet à partir d’une mesure interne. Pour régulariser le problème proposé, on utilise deux stra-
tégies d’approximation : la première est basée sur la méthode de troncature spectrale, qui nous
permet de construire une solution approchée stable, et la deuxième repose sur la méthode itéra-
tive de Kozlov-Mazya.

� Le volet numérique de ce travail fait l’objet du Chapitre 5. On y donne des tests numériques pour des
exemples académiques, à travers lesquels, on justifie les résultats théoriques de stabilité obtenus
dans cette thèse.

Notre travail est une extension de la série des travaux qui ont été faits dans cette direction par notre
groupe de recherche [23, 90, 80, 54].
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Résultats préliminaires et notations

Le premier chapitre est consacré à un rappel de certaines notions d’analyse fonctionnelle,
quelques éléments de la théorie des problèmes inverses ainsi qu’aux outils de base sur le
calcul fractionnaire. [21, 23, 25, 59, 72, 80, 82, 90, 150]

1.1 Espaces fonctionnels

On note par Ω une partie mesurable de Rn.

Définition 1.1.1. (Espaces Lp (Ω))
Soit p un réel de [1,+∞[, on définit l’espace Lp (Ω) par

Lp (Ω) =
{
f : Ω -→ R, mesurable telle que :

∫
Ω

∣∣f (x)∣∣pdx < +∞} .
Théorème 1.1.1. L’espace vertoriel Lp (Ω) est un espace de Banach muni de la norme définie
par ∥∥f∥∥Lp(Ω) = (∫

Ω

∣∣f (x)∣∣pdx) 1
p

.

Remarque 1.1.1. Pour q > p ≥ 1, on a Lq (Ω) ⊂ Lp (Ω) .

Définition 1.1.2 (Espaces de Sobolev Hm (Ω)). Soitm ∈ N, on désigne par Hm (Ω) l’espace
de Sobolev donné par

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) : ∀α, |α| ≤m,∃vα ∈ L2 (Ω) tel que vα = ∂αu au sens faible

}
.

On introduit sur Hm (Ω) le produit scalaire

〈u,v〉m =
∑
|α|≤m

〈∂αu, ∂αv〉 , (1.1.1)
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et la norme associée
‖u‖Hm =

√
〈u,u〉m. (1.1.2)

Théorème 1.1.2. Soit Ω un ouvert de Rn et soit m ∈ N. L’espace Hm (Ω) muni du produit
scalaire (1.1.1) est un espace de Hilbert séparable.

Dans le cas où m = 1, on utilise la densité de C∞c (Ω) dans H1 (Ω) pour définir l’espace de
Sobolev suivant :

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1 (Ω) tel que u = 0 sur ∂Ω

}
.

1.2 Eléments de la théorie spectrale

Dans tout ce qui suit, on désigne par Hi un espace de Hilbert sur K = R ou C, muni de la
norme ‖ . ‖Hi et le produit scalaire 〈., .〉i; (i = 1; 2).

1.2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire est une application A : D (A) ⊆ H1 → H2 vérifiant
les propriétés suivantes :

1. ∀x,y ∈ D (A), on a : A(x +y) = A(x)+A(y),
2. ∀x ∈ D (A) et λ ∈ K, on a : A(λx) = λA(x),
où D (A) est le domaine de définition de l’application linéaire A, qui est un sous-espace

vectoriel de H1, que l’on suppose en général dense dans H1.

Définition 1.2.2. (Opérateurs bornés). L’opérateur linéaire A : D (A) ⊂ H1 → H2 est dit
borné si la quantité :

‖A‖ = sup
{
‖Au‖H2 , u ∈ D (A) , ‖u‖H1 = 1

}
,

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D (A), et lorsque D (A)
est dense dans H1, A s’étend de manière unique en un opérateur borné sur H1.

ñ On note L (H1,H2) (resp. L (H1)) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus
de H1 dans H2 (resp. des endomorphismes continus de H1) muni de la topologie de la
convergence uniforme :

B ∈ L (H1,H2) , ‖B‖L(H1,H2) = sup
u∈H1\{0}

∥∥Bu∥∥H2∥∥u∥∥H1

.

ñ Tout opérateur A est complètement défini par son graphe G (A) qui est un sous-espace
vectoriel de H1 ×H2 défini par G (A) =

{
(v,Av) , v ∈ D (A)

}
.

ñ Pout tout opérateur linéaire A :D (A) ⊆ H1 → H2, on note par :

N (A) =
{
h ∈ D (A) , Ah = 0

}
(le noyau de A) ,

R (A) =
{
h2 = Ah1, h1 ∈ D (A)

} (
l’image de A

)
.
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1.2.2 Inverse et adjoint d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.2.3. (Opérateurs inverses). On dit qu’une application linéaire continue
S ∈ L (H1,H2) est inversible si et seulement si, il existe une application S′ ∈ L (H2,H1)
telle que :

S′ ◦ S = IH1 , S ◦ S′ = IH2 ,

où IH1 (resp. IH2) est l’opérateur identité de H1 (resp. H2). L’application S′, si elle existe, est
unique et on note : S′ = S−1.

Théorème 1.2.1. (Théorème des isomorphismes de Banach) [24]. Toute application bijec-
tive linéaire et continue S ∈ L (H1,H2) est inversible.

Définition 1.2.4. (Opérateur adjoint). Soit T ∈ L (H1,H2), il existe un opérateur unique
noté T∗ ∈ L (H2,H1) qui vérifie la relation :

〈Th1, h2〉2 = 〈h1, T∗h2〉1, ∀(h1, h2) ∈ H1 ×H2.

Cet opérateur T∗ est appelé l’opérateur adjoint de T .

Propriétés 1.2.1. Soient T , S ∈ L (H1,H2) et α,β ∈ K, on a les propriétés suivantes :
— ‖T‖ = ‖T∗‖,
— S∗∗ = (S∗)∗ = S,
— (αT + βS)∗ = ᾱ T∗ + β̄S∗,
— (TS)∗ = S∗T∗,
— Si T est inversible, alors T∗ l’est aussi, et (T∗)−1 =

(
T−1

)∗
.

Définition 1.2.5. (Opérateur auto-adjoint). Soit H un espace de Hilbert. On dit que
T ∈ L (H) est un opérateur auto-adjoint si T = T∗, autrement dit :

〈Tx,y〉 = 〈x,Ty〉, ∀x,y ∈ H.

1.2.3 Spectre d’un opérateur linéaire et décomposition spectrale

Définition 1.2.6. Soit A ∈ L (H). On note par ρ(A) l’ensemble résolvant de A défini comme
suit :

ρ (A) :=
{
λ ∈ C ; Aλ = (λI −A) est inversible

}
.

La résolvante de A en λ est notée par :

Rλ(A) = (λI −A)−1.

ñ Le complémentaire de ρ(A) dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et on le
note par σ(A), où

σ (A) := C\ρ (A) .
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ñ Le rayon spectral (noté r (A)) de l’opérateur A est définie par :

r (A) := sup
λ∈σ(A)

|λ| .

ñ Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.
ñ Le spectre ponctuel de A (noté σp (A)) est l’ensemble défini par :

σp (A) =
{
λ ∈ C : N (Aλ = λI −A) ≠ {0}

}
=

{
λ ∈ C, ∃v ∈ H \ {0} : Av = λv

}
.

ñ Le spectre résiduel est l’ensemble :

σr (A) =
{
λ ∈ C : N (λI −A) = {0} et R (λI −A) ≠ H

}
.

ñ Le spectre continu est l’ensemble σc (A) défini par :

σc (A) =
{
λ ∈ C : N (λI −A) = {0} et R(λI −A) = H

}
.

ñ On a

σ (A) = σp (A)∪ σc (A)∪ σr (A) .

1.2.4 Opérateurs fermés et non-bornés

Définition 1.2.7. (Opérateurs fermés). On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe
G (A) est fermé dans H1 ×H2, i.e., pour toute suite (un) ⊂ D (A) telle que un → u dans H1

et Aun → v dans H2, on a

u ∈ D (A) et v = Au.

Remarque 1.2.1. L’opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné sur
son domaine de définition D (A) muni de la norme du graphe

(
‖u‖G := ‖u‖H1 + ‖Au‖H2

)
dans H1.

Théorème 1.2.2. (Théorème du graphe fermé) [24]. Soient H1,H2 deux espaces de Banach
et A :D(A) ⊂ H1 → H2 un opérateur linéaire. Si l’opérateur A est fermé alors il est borné.

Définition 1.2.8. (Opérateurs non-bornés). On dit qu’un opérateur linéaire A : D(A) ⊂
H1 → H2 est un opérateur non-borné s’il existe une suite (un) ⊂ D(A) telle que

‖un‖H1 = 1 et ‖Aun‖H2 -→ +∞, n -→ +∞.
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1.2.5 Adjoint d’un opérateur non-borné

Définition 1.2.9. Soit A :D (A) ⊂ H1 -→ H2 un opérateur non-borné à domaine dense. On
appelle l’adjoint de A, l’opérateur non-borné A∗ défini comme suit :

A∗ :D (A∗) ⊂ H2 → H1,
v , A∗v = w,

où :

D (A∗) =
{
v ∈ H2 : ∃c ≥ 0 tel que

∣∣ 〈Au,v〉2 ∣∣ ≤ c∥∥u∥∥H1
, ∀u ∈ D (A)

}
=

{
v ∈ H2 : ∃w ∈ H1 : 〈Au,v〉2 = 〈u,w〉1 = 〈u,A∗v〉1, ∀u ∈ D (A)

}
.

Définition 1.2.10. (Opérateur symétrique et auto-adjoint). On dit que l’opérateur
A :D (A) ⊂ H → H est symétrique si :

∀u,v ∈ D (A) , 〈Au,v〉 = 〈u,Av〉 .

L’opérateur A :D (A) ⊂ H → H est dit auto-adjoint si A = A∗, i.e.,

D (A) = D (A∗) et 〈Au,v〉 = 〈u,Av〉 ,∀u,v ∈ D (A) .

Remarque 1.2.2. Si A : D (A) ⊂ H1 → H2 est un opérateur non-borné à domaine dense,
alors A∗ est fermé.

Théorème 1.2.3. [25] [Caractérisation des opérateurs à image fermée.] Soit
A : D (A) ⊂ H1 → H2 un opérateur non-borné, fermé, avec D (A) = H1. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i)R (A) est fermé , (ii)R (A∗) est fermé ,

(iii)R (A) = N (A∗)⊥ , (iv)R (A∗) = N (A)⊥ .

Théorème 1.2.4. Soit A :D (A) ⊂ H1 → H2 un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) = H1, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est surjectif, i.e., R (A) = H2,
2. il existe une constante k > 0 telle que :

‖v‖ ≤ k
∥∥A∗v∥∥, ∀v ∈ D (A∗) ,

3. N (A∗) = {0} et R (A) est fermée.

Corollaire 1.2.1. Soit A :D (A) ⊂ H1 → H2 un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) = H1. L’opérateur A admet un inverse borné A−1 sur H2 si et seulement si, il existe
deux constantes m1 et m2 telles que :

‖u‖ ≤m1 ‖Au‖ ,∀u ∈ D (A) ,
‖v‖ ≤m2 ‖A∗v‖ ,∀v ∈ D (A∗) .
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1.2.6 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : D (A) ⊂ H1 → H2 un opérateur non borné que l’on suppose fermé 1 2 3 et à
domaine dense (D(A) = H1).

Définition 1.2.11. [34] On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ (A) =
{
λ ∈ C : Aλ = λI −A est bijectif

}
.

Son complémentaire dans le plan complexe est le spectre de A et est noté σ (A) :

σ (A) = C\ρ (A) .

. Si λ ∈ ρ (A) , alors l’opérateur inverse R (λ;A) = A−1
λ est défini sur tout l’espace

et il est fermé. D’après le théorème du graphe fermé, cet opérateur est borné, i.e.,
A−1
λ ∈ L (H) et il est appelé la résolvante de l’opérateur A.

. L’ensemble ρ (A) est un ouvert du plan complexe.

. L’application qui associe à chaque λ ∈ ρ (A) l’opérateur R (λ;A) est analytique sur
chaque composante connexe de ρ (A).

. La résolvante vérifie l’équation fonctionnelle suivante dite "identité de la résolvante" :

R (λ1;A)− R (λ2;A) = (λ2 − λ1)R (λ1;A)R (λ2;A) .

. Le spectre de A est un fermé de C, et si de plus l’opérateur A est borné, alors σ (A)
est un compact non vide.

Théorème 1.2.5. Soit A : D (A) ⊂ H → H un opérateur fermé symétrique. A est auto-
adjoint si et seulement si σ (A) ⊆ R.

Remarque 1.2.3. On a

σ (A) = σp (A)∪ σc (A)∪ σr (A) ,

où :

σp (A) =
{
λ ∈ C : Aλ = λI −A n’est pas injectif

}
,

σr (A) =
{
λ ∈ C : λI −A est injectif et R(λI −A) n’est pas dense

}
,

σc (A) =
{
λ ∈ C : λI −A est injectif et R(λI −A) est dense

}
.

1. L’hypothèse de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. Si A n’est pas fermé, alors ρ (A) = �.
3. Si A = A∗ , alors σ (A) ≠ � et σ (A) ⊆ R.
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1.3 Théorie de Riesz-Fredholm

1.3.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.3.1. (Opérateur compact). On dit qu’un opérateur A ∈ L(H1, H2) est compact
s’il transforme toute partie bornée de H1 en une partie relativement compacte de H2, i.e.,
A
(
BH1
(0,1)

)
est relativement compacte pour la topologie forte.

On désigne parK(H1,H2) l’ensemble des opérateurs compacts de H1 dans H2 et on pose
K(H1,H1) = K(H1).

ñ La compacité d’un opérateur T ∈ L(H1,H2) est caractérisée comme suit :

T ∈ K(H1,H2)⇐⇒
[
∀(xn) ⊂ H1, xn ⇁ 0 (faiblement) =⇒ Txn -→ 0 (fortement)

]
.

ñ Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si A ∈ L(E, F) et B ∈ K(F, G) (resp.
A ∈ K(E, F) et B ∈ L(F, G)), alors AB ∈ K(E, G).

Théorème 1.3.1. (Théorème de Shauder). Si A est un opérateur compact, alors A∗ est aussi
compact et la réciproque est vraie.

Théorème 1.3.2. Soit K ∈ K(H) avec dim(H) = +∞. Alors on a :

• 0 ∈ σ(K),

• σ(K)\{0} = σp(K)\{0}.
• En outre, on a l’une des situations suivantes :

1. σ(K) = {0},
2. ou bien σ(K)\{0} est fini,

3. ou bien σ(K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théorème 1.3.3. On suppose queH est séparable. Soit A ∈ K(H) un opérateur auto-adjoint.
Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de A :

∀x ∈ H, x = x0 +
∑
k≥1

(x, ek)ek, x0 ∈ N(A), Ax =
∑
k≥1

(x, ek)λkek.

Défintion et proposition 1.3.1. 1. Soit A ∈ L(H) un opérateur symétrique. On dit que A
est un opérateur positif, que l’on note A ≥ 0, si :

〈Ah,h〉 ≥ 0, ∀h ∈ H.

2. Soit A un opérateur positif défini sur un espace de Hilbert, alors A est un opérateur
auto-adjoint.
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1.3.2 Famille spectrale et résolution de l’identité

� Version discrète

Définition 1.3.2. Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur non borné. Alors A est dit à
résolvante compacte si :

∀λ ∈ ρ(A), R(λ;A) ∈ K(H).

Théorème 1.3.4. Un opérateur A :D(A) ⊂ H → H est à résolvante compacte si et seulement
si, il existe µ ∈ ρ(A) tel que : R(µ;A) ∈ K(H).

Théorème 1.3.5. Soit A :D(A) ⊂ H → H un opérateur auto-adjoint. Alors :

1. σr(A) = �,

2. σ(A) = σp(A)∪ σc(A) ⊆ R,

3. A ≥ θa σ(A) ⊂ [θ,+∞[.

Théorème 1.3.6. Soit A :D(A) ⊂ H → H un opérateur auto-adjoint borné inférieurement
et à résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne
dans H, (em)m≥1 ⊂ D(A), et une suite de réels (λm)m≥1 telles que :

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm ≤ ....., avec λm -→ +∞, Aem = λmem, m = 1,2, · · ·

Remarque 1.3.1.
Si A :D(A) ⊂ H -→ H est un opérateur auto-adjoint avec A ≥ θ > 0 c’est-à-dire 0 ∈ ρ(A),
et l’injection H1 := (D(A),

∥∥ . ∥∥G)↩ H est compacte, alors A est à résolvante compacte et
donc diagonalisable.

� Version continue

Définition 1.3.3. Une famille {Eλ}λ∈R de projections orthogonales dans H est appelée
famille spectrale ou encore résolution de l’identité si elle satisfait les conditions suivantes :

• Eλ Eµ = Einf(λ, µ) , λ, µ ∈ R,

• E−∞ = 0, E+∞ = I, où : E−∞h = lim
λ→−∞

Eλh, et E+∞h = lim
λ→+∞

Eλh, h ∈ H,

• Eλ+0 = Eλ où : Eλ+0h = lim
ε>0, ε→0

Eλ+εh, h ∈ H.

Les limites sont prises au sens de la norme de H.

Théorème 1.3.7. Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint dans H.
Alors il existe une famille spectrale {Eλ}λ∈R telle que :

〈Ax, y〉 =
∫
R

λd〈Eλx, y〉, Ax =
∫
R

λdEλx.

On note symboliquement A =
∫
R

λdEλ.
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Théorème 1.3.8. Soit λ , f(λ) une fonction continue à valeurs réelles. Soit D ⊂ H défini
par :

D =

h ∈ H :
∫
R

∣∣f(λ)∣∣2 d|Eλh|2 < +∞

 .
Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

〈Sx, y〉 =
∫
R

f(λ)d〈Eλx, y〉, x ∈ D, y ∈ H,

de domaine D(S) = D.

� Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert H défini par A =
+∞∫
λ0

λdEλ, où

λ0 = infσ(A) > 0 et {Eλ} est sa résolution de l’identité.

Définition 1.3.4. Les puissances de l’opérateur A sont définies comme suit :

Ar =
+∞∫
λ0

λr dEλ , r ∈ R, h ∈ D(Ar)⇐⇒
+∞∫
λ0

λ2r d|Eλh|2 < +∞,

et on a les propriétés suivantes :

1. Pour tout r ≤ 0, on a : Ar ∈ L(H), et si r = 0, alors A0 = I,
2. Pour tout r ≥ 0 et h ∈ D(Ar), on a

〈Arh,h〉 ≥ λr0|h|2.

3. Pour tout r ≥ 0, D(Ar) muni de la norme
∥∥h∥∥2

r =
∥∥Arh∥∥2

est un espace de Hilbert
avec h ∈ D(Ar).

4. Si 0 ≤ r1 ≤ r2 , D(Ar2)↩D(Ar1) et D(Ar2) = D(Ar1).

Définition 1.3.5. Si f est une fonction continue sur R alors f(A) est définie comme suit :

f(A) =
+∞∫
λ0

f(λ)dEλ , h ∈ D(f (A))⇐⇒
+∞∫
λ0

∣∣f(λ)∣∣2 d|Eλh|2 < +∞.

1.4 Problèmes mal posés et problèmes inverses

Les problèmes inverses sont difficiles du point de vue théorique et numérique. Chaque
problème exige une démarche bien appropriée selon les données réelles et les contraintes
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pratiques, qu’on doit les respecter, pour ne pas simplifier le modèle physique et pour ne
pas rendre la tâche expérimentale irréalisable. Cette spécificité est dictée par la nature et la
logique humaine.

Comme exemple, on peut considérer le calcul des valeurs d’une fonction donnée pour
laquelle on peut formuler un problème inverse qui consiste à déterminer cette fonction à
partir d’un certain nombres de points situés sur son graphe.

Problèmes directs. Si on note par P l’espace des paramètres, E l’espace des excitations et
R l’espace des états (réponses), alors le problème direct L : P× E -→ R, consiste à calculer
la réponse d à partir de la donnée des sollicitations x et des paramètres p. Les équations
de la physique donnent en général la réponse d comme fonction de x et p : L(x,p) = d, la
notation L symbolise les équations de la physique du problème considéré ; on parle parfois
du modèle physique.

Problèmes inverses. D’un point de vue "physique" ou "expérimental", on dit qu’on a un
problème inverse si on se trouve dans une situation dans laquelle on souhaite évaluer
une certaine grandeur physique p inaccessible à l’expérience à partir de la mesure d’une
autre grandeur d directement accessible à l’expérience, en connaissant un modèle mathé-
matique du problème direct qui donne explicitement d à partir de p (ce que l’on note
symboliquement d = G(p)). Réf 1

Dans certains problèmes, on a suffisamment d’informations pour effectuer un processus
bien défini et stable qui nous donne une solution unique. Dans le domaine des sciences, un
processus est, en général, appelé un modèle, où les données d’entrées sont des causes et
de sorties sont des effets. Si on symbolise les données d’entrées par x et le processus par K,
alors le problème direct consiste à trouver Kx. On peut décrire le schéma d’un problème
direct comme suit :

input -→ processus -→ output

x -→ K -→ ?
cause -→ modèle -→ effet

À ce problème direct, on peut associer par exemple deux problèmes inverses. Le pre-
mier problème inverse est le problème de causalité qui consiste à trouver la cause x
correspondant à l’effet y en donnant le modèle K qu’on peut représenter comme suit :

?
cause

-→ K -→ y
effet

Evidemment, le problème de causalité pour K est le problème direct pour K−1, en sup-
posant que K est inversible mais en général K ne l’est pas.

Un autre problème inverse associé à ce problème direct est le problème d’identification
de paramètres. Dans ce cas on donne des informations d’entrées et de sorties, le but étant
de trouver les paramètres du modèle. On peut le schématiser comme suit :

x
cause

-→ ? -→ y
effet

1. Marc Bonnet, Problèmes inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004).
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Si le processus K est un opérateur, alors pour toute donnée d’entrée, un unique résultat est
déterminé. D’autre part, il n’existe aucune garantie que les problèmes inverses de causalité
et d’identification de paramètres aient des solutions uniques. De plus, si l’opérateur K est
continu, la solution du problème direct est stable. Même si l’opérateur K admet un inverse
bien défini de tel sorte que le problème de causalité est uniquement résoluble, on n’a
aucune garantie que cette solution est stable, c-à-d que l’opérateur inverse est continu. Par
conséquent, la difficulté principale des problèmes inverses est leur caractère généralement
mal posé 2 .

Définition 1.4.1. [53] Soient X,Y deux espaces de Banach, et A : D (A) ⊆ X → Y un
opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le problème inverse Ax = y est bien posé au sens
de HADAMARD si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. Existence : Pour tout y ∈ Y , il existe x ∈ X tel que Ax = y.
2. Unicité : Pour tout y ∈ Y , il y a au plus une solution x ∈ X.
3. Stabilité : La solution x dépend continûment de la donnée y .

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le problème est dit mal
posé .

En général, le traitement d’un problème mal posé demande des corrections et des modi-
fications de certaines données liées aux modèle en question. La condition sur l’existence
peut être satisfaite pour des topologies bien appropriées (relaxation des espaces), la condi-
tion sur l’unicité peut être récupérée en ajoutant des informations a priori. La difficulté
essentielle dans l’étude d’un problème mal posé réside dans la question de l’instabilité de
la solution. En effet, s’il y a un processus d’instabilité, l’implémentation numérique du pro-
blème n’est pas réalisable. Pour éliminer cette difficulté, on remplace le problème original
par un problème proche (dans un certain sens) qui est stable en utilisant des méthodes de
régularisation. Ces stratégies de régularisation sont variées et chaque problème nécessite
un traitement spécifique selon sa complexité et son degré de position incorrecte (voir [48]).

1.4.1 Exemples des problèmes mal posés

Exemple 1.4.1. Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace. Considérons le problème
suivant : 

∆u = 0,
(
x,y

)
∈ R× (0,+∞) ,

u (x,0) = 0, x ∈ R,
∂yu(x,0) =ϕε (x) , x ∈ R,

(1.4.3)

où ϕε (x) = ε sin
(
x
ε

)
, ε > 0. On vérifie aisément que uε

(
x,y

)
= ε2 sinh

(
y
ε

)
sin

(
x
ε

)
est

une solution du problème (1.4.3). On remarque que

(ϕε → 0, ε → 0) ,

2. Alors que les mêmes causes provoquent les mêmes effets, des effets identiques peuvent avoir de
multiples causes : les problèmes inverses sont mal posés.
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mais
(
uε
(
x,y

)
→∞, ε → 0

)
pour tout x > 0 fixé, ce qui prouve que les solutions de (1.4.3)

ne dépendent pas continûment des données initiales d’où le problème d’instabilité.

Exemple 1.4.2. Problème rétrograde pour l’équation de la chaleur. Ce problème consiste
à déterminer u(x,0) = u0 (x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ de
température u(x, t) vérifié :

ut −uxx = 0, x ∈ (0, π) , t ∈ (0, T ) ,
u (x, T) = ψ(x) , 0 ≤ x ≤ π,
u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T ,

(1.4.4)

où ψ ∈ L2 (0, π) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la
solution du problème (1.4.4) sous la forme :

u(x, t) =
∞∑
n=1

e(T−t)n2ψnen (x) ,

où ψn est le coefficient de Fourier d’ordre n de ψ :

ψn = 〈ψ,en〉 =
√

2
π

∫ π
0
ψ(x) sin (nx)dx, en (x) =

√
2
π

sin (nx) .

Soit ϕ(x) = u0 (x,0) la température initiale. Alors d’après l’égalité de Parseval, on a :

‖ϕ‖2 =
∞∑
n=1

e2n2T |ψn|2 .

On considère maintenant le problème (1.4.4) avec des données bruitées :

ψk = ψ+
1
k
ek (x) .

On remarque que ‖ψk −ψ‖ =
1
k
→ 0, k→ +∞ mais

‖u(ψk; 0)−u(ψ; 0)‖ = 1
k
ek2T → +∞, k→ +∞.

On voit très clairement que le problème (1.4.4) est instable donc mal posé . C’est pour cela,
qu’on dit que les phénomènes de la chaleur sont irréversibles.

La solution de l’équation de la chaleur avec la condition initiale u(x,0) =ϕ(x), telle que
ϕ(x) ∈ L2 ((0, π)) est donnée par la formule :

u(x, t) =
∞∑
n=1

e−n2tϕnen (x) =
∫ π

0

 2
π

∞∑
n=1

e−n2t sin (nx) sin (nξ)

ϕ(ξ)dξ.
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Ainsi, u est solution du problème (1.4.4) si et seulement si ϕ satisfait l’équation de
Fredholm de première espèce :

Kϕ = ψ, u(x, T) =
∫ π

0
K (x, ξ)ϕ (ξ)dξ = ψ(x) , 0 ≤ x ≤ π,

où K (x, ξ) = 2
π

∞∑
n=1

e−n2T sin (nx) sin (nξ) .

L’opérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’où K−1 n’est pas
borné. Ce qui montre le caractère mal posé du problème (1.4.4).

Exemple 1.4.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le pro-
blème suivant : {

utt (t)+Au(t) = 0, 0 < t < T,
u (0) =ϕ, u(T) = ψ, (1.4.5)

où ϕ,ψ sont des fonctions données dans l’espace de Hilbert H, et A :D (A) ⊂ H → H tel

que A = A∗ et A ≥ δ > 0. Si λk =
(kπ)2

T 2
, k = 1,2, . . . , ne sont pas des valeurs propres de A,

alors l’opérateur
(
sin

(
T
√
A
))

est injectif, et la solution formelle du problème (1.4.5) est
donnée par :

u(t) = sin
(
(T − t)

√
A
)(

sin
(
T
√
A
))−1

ψ+ sin
(
t
√
A
)(

sin
(
T
√
A
))−1

ϕ.

Inversement, si

{
λk =

(kπ)2

T 2
, k = 1,2, . . . ,

}
∩ σp (A) ≠ �, alors la solution du problème

(1.4.5) n’est pas unique. Le problème (1.4.5) est mal posé au sens d’HADAMARD dans les

deux cas : les valeurs λk =
(kπ)2

T 2
, k = 1,2, . . . , peuvent être proches des valeurs propres de

A :

[δ,+∞[ 3 λ 7 -→ 1

sin
(
T
√
λ
) n’est pas bornée au voisinage des λk.

Exemple 1.4.4. Equation intégrale de première espèce. Soient k(x,y) ∈ L2([c, d]×[a, b])
et f ∈ L2([c, d]). L’équation intégrale de première espèce associée au noyau k(x,y) et à la
donnée f est donnée par : trouver ϕ ∈ L2([a, b]) telle que, pour tout x ∈ [c, d],

∫ b
a
k(x,y)ϕ(y)dy ≡ (Kϕ)(x) = f(x). (1.4.6)

Cette équation n’admet pas toujours de solution. En effet, supposons k(x,y) est continû-
ment dérivable par rapport à x sur [c, d] ; alors le premier membre de l’équation précédente
est continûment dérivable par rapport à x quelque soit ϕ ∈ L2([a, b]) vu le théorème de
dérivation sous le signe intégral. D’où l’équation (1.4.6) n’a aucune solution si le second
membre f n’est pas dérivable sur [c, d].

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



1.4 Problèmes mal posés et problèmes inverses 23

Plaçons-nous dans le cas le plus favorable où l’équation (1.4.6) admet une solution unique
ψ. Considérons alors une perturbation de ψ de la forme :

ψ̂(y) = ψ(y)+A sin(ωy).

On a alors d’une part :

‖ψ̂−ψ‖L2([a,b] =
∫ b
a
A2 sin2(ωy)dy = 1

2
A2(b − a), (1.4.7)

et d’autre part :

‖f −Kψ̂‖L2([c,d] =
∫ d
c

[ ∫ b
a
k(x,y)A sin(ωy)dy

]2
dx = 1

2
A2(b − a). (1.4.8)

Or, par le lemme de Riemann-Lebesgue, on a (sous réserve que k soit continu par rapport à
y) :

lim
ω→∞

∣∣∣∫ b
a
k(x,y)A sin(ωy)dy

∣∣∣ = 0, ∀x ∈ [c, d]. (1.4.9)

Cela permet, en choisissant ω suffisamment grand, de rendre la norme (1.4.8) aussi petite
que l’on veut, quelle que soit la valeur (fixée au départ) de A. Cette remarque nous permet de
constater que l’on peut trouver une perturbation de norme constante arbitraire de la solution
ψ même qu’on a une perturbation aussi petite que l’on voudra sur la donnée f . En d’autres
termes, la solution de (1.4.6), quand elle existe, ne dépend pas continûment du second
membre f ; une "petite" erreur sur celui-ci (construit à partir de données expérimentales)
peut mener à une "grande" erreur sur la reconstruction de la fonction inconnue ψ. Le
problème (1.4.6) est donc mal posé pour deux raisons :

1. Il n’admet pas nécessairement de solution.

2. Il n’est pas stable vis-à-vis de petites erreurs sur les données.

Cet exemple est fondamental. De nombreux problèmes inverses, issus de domaines variés
de la physique, se ramènent à une équation intégrale de première espèce.
Les ouvrages classiques de physique mathématique [39] traitent peu l’équation de première
espèce. Celle ci a probablement été jugée pendant longtemps sans intérêt. D’une part, ses
"mauvaises" propriétés sont connues depuis le début du siècle. D’autre part, les problèmes
directs de la physique mathématique peuvent en général être décrits par des équations
intégrales de deuxième espèce, qui sont stables par rapport aux données.

Remarque 1.4.1. La définition donnée par HADAMARD est très contraignante dans la
pratique. D’où, il faut relaxer la définition d’un problème bien posé pour élargir la classe
des problèmes traités.

Définition 1.4.2 (Lavrentiev 1959, Stabilité conditionnelle). Soit A : D (A) ⊆ X → Y un
opérateur fermé, densément défini. On dit que le problème Ax = y est conditionnelle-
ment stable (ou correct au sens de Tikhonov) sur M ⊂ D (A) s’il existe une fonction

ω : R+ -→ R+, continue en 0 avec ω(0) = 0,
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vérifiant
‖x2 − x1‖ ≤ω(‖Ax2 −Ax1‖) ,∀x2, x1 ∈ M.

L’ensembleM est appelé ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori).

Convexité logarithmique

Parmi les méthodes d’analyse des problèmes mal posés en EDP, on cite ici la méthode de
la convexité logarithmique (cf. [5, 49]) employée dans l’analyse qualitative des problèmes
mal posés conditionnellement stables.

Définition 1.4.3. Soit f : I ⊂ R -→ R+ une fonction positive. On dit que f est log-convexe
si la fonction f̂ (t) = log(f (t)) est convexe.

Si la fonction f est strictement positive (f > 0) et log-convexe sur l’intervalle [a, b],
alors on a l’inégalité suivante :

log(f (t)) ≤ (1− θ(t)) log(f (a))+ θ(t) log(f (b)), t ∈ [a, b], (1.4.10)

où θ(t) = b − t
b − a . Cette dernière inégalité nous donne l’inégalité d’interpolation :

f(t) ≤ f(a)1−θ(t)f(b)θ(t), t ∈ [a, b]. (1.4.11)

ñ Une fonction f ∈ C2([a, b];R∗+) est log-convexe si et seulement si ff ′′−(f ′)2 ≥ 0. Cette
propriété découle du fait qu’une fonction est convexe si sa dérivée seconde est positive :

f̂ ′′ = log(f (t))′′ ≥ 0 ⇐⇒ ff ′′ − (f ′)2
f 2

≥ 0 ⇐⇒ ff ′′ − (f ′)2 ≥ 0 et f 2 > 0.

Théorème 1.4.1. Soit f une fonction continue, positive et log-convexe sur un intervalle I.
Alors f(t) > 0, ∀t ∈ I ou f(t) = 0, ∀t ∈ I.

Théorème 1.4.2. Soit A : D(A) ⊂ H -→ H un opérateur symétrique, et u(t) une solution
du problème u′(t) = Au(t), 0 ≤ t ≤ T . Alors log(|u(t)|) est convexe sur [0, T ]. En
conséquence

|u(t)| ≤ |u(0)|1−t/T |u(T)|t/T . (1.4.12)

Cette inégalité montre qu’on peut récupérer la dépendance continue si on impose une
contrainte de bornitude sur la solution.

1.4.2 Outils d’analyse de problèmes mal posés

Dans l’étude des équations de la forme :

A :D (A) ⊆ H1 → H2, x , Ax = y,

la fermeture de R(A) est une propriété cruciale, pour que l’inverse de A soit borné. Le
Théorème de Banach nous fournit une caractérisation topologique de cette propriété :
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Théorème 1.4.3 (Théorème de Banach sur l’inversion bornée.). Soit A ∈ L(H1,H2). Si A
est injectif, alors A−1 : R (A)→ H1 est borné si et seulement si R (A) est fermée.

Dans les situations pratiques, la vérification de la fermeture de l’image est souvent une
tâche très difficile, et en général, on n’a pas beaucoup d’outils pour étudier cette question.
Si la carte spectrale de l’opérateur est bien connue, cette information peut être exploitée
pour étudier la fermeture de son image. On peut alors utiliser la caractérisation spectrale
suivante :

Théorème 1.4.4. [87, 88]. Soit A :D (A) ⊆ H1 → H2 un opérateur fermé densément défini.
Alors R (A) est fermée si et seulement si, il existe r > 0 tel que σ (A∗A) ⊆ {0} ∪ [r ,+∞[ . Si
de plus, H1 = H2 et A = A∗, alors R (A) est fermée si et seulement si 0 n’est pas un point
d’accumulation de σ (A) .

Considérons maintenant un opérateur compact T ∈ K (H1,H2), où H1, H2 sont deux
espaces de Hilbert séparables. L’une des approches les plus pratiques pour étudier le
problème inverse Th1 = h2, consiste à utiliser la décomposition en valeurs singulières
(SVD) 3 de l’opérateur T . Cette décomposition propose des bases pour les espaces de
Hilbert H1 et H2 permettant d’exprimer et de résoudre simplement le problème.

Définition 1.4.4. (Valeurs singulières). Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert séparables
et T ∈ K (H1,H2). On appelle valeur singulière de l’opérateur T , le réel positif s =

√
λ, où

λ est une valeur propre de l’opérateur K = T∗T : H1 -→ H1.

Théorème 1.4.5 (Décomposition en valeurs singulières (SVD)). Soit T ∈ K (H1,H2). Alors
il existe une suite de valeurs singulières (sn)n∈N et deux systèmes orthonormés {ϕ1,ϕ2, . . .} ⊂
H1, {ψ1,ψ2, . . .} ⊂ H2 tels que :

1. (sn) est décroissante, sn -→ 0, n -→∞.
2. Tϕk = skψk, T∗ψk = skϕk.
3. ∀h ∈ H1, h =

∑
k≥1

(h,ϕk)+ h0 où h0 ∈ N (T).

4. ∀h ∈ H1, Th =
∑
k≥1

sk (h,ϕk)ψk.

5. ∀h̃ ∈ H2, T∗h̃ =
∑
k≥1

sk (h,ψk)ϕk.

6. Le système {(sk;ϕk,ψk)}k≥1 est appelé système singulier de T .

7. La famille (ϕn) (resp. la famille (ψn)) est une base hilbertienne de N (T)⊥ (resp. R (T)).

Remarque 1.4.2. Le calcul des valeurs singulières et l’étude de leur vitesse de décroissance
peut donc fournir des renseignements sur le caractère mal posé d’un problème inverse
donné.

3. La notion de valeurs singulières généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-adjoints.
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Théorème 1.4.6 (Théorème de Picard). (voir [86]). Soit A ∈ K (H1,H2) un opérateur com-
pact, et

{
(σn,ϕn,ψn) ,n ∈ N

}
son système singulier. Alors le problème :

Af = g,

est résoluble si et seulement si

g ∈ N (A∗)⊥ = R (A) et
∑
n∈N

1
σ 2
n

∣∣〈g,ψn〉∣∣2 < +∞.

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

f =
∑
n∈N

1
σn

〈
g,ψn

〉
ϕn + f0, f0 ∈ N (A) .

ñ Afin de proposer une stratégie de régularisation efficace, on doit mesurer tout d’abord
la complexité du problème posé. En général, on ne dispose pas d’un cadre théorique
permettant de donner des réponses à ce type de questions, mais dans des cas par-
ticuliers, on a des critères qui caractérisent que tels problèmes sont fortement ou
faiblement mal posés.

ñ Pour les opérateurs compacts, on utilise le critère suivant :
Soient H1,H2 deux espaces de Hilbert séparables, T ∈ K (H1,H2), et soit le problème
inverse :

T : H1 → H2, u→ Tu = v. (1.4.13)

Définition 1.4.5. (cf. [48]). On dit que le problème (1.4.13) est faiblement mal posé (resp.
fortement mal posé), si les valeurs propres sn de K = T∗T sont équivalentes à

C
np

(
resp. Ce−np

)
,

où C et p sont des constantes positives.

1.5 Méthodes de régularisation

La régularisation des problèmes mal posés, due initialement à Tikhonov [140], consiste
à redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de
façon que la "solution régularisée" obtenue par "inversion régularisée" dépende continû-
ment des données et soit proche de la solution exacte (on suppose que celle-ci existe pour
des données proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes,
on remplace le problème initial mal posé par un autre " proche dans un certain sens " du
premier et qui est bien posé .
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Considérons le problème inverse Ax = y où A : H1 → H2 est un opérateur compact in-
jectif 4. On suppose que y ∈ R (A), i.e., le problème inverse possède une solution unique 5.

Définition 1.5.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés Rα : H1 → H2, (α > 0) est dite
"famille régularisante" pour l’opérateur A si

∀x ∈ H1, lim
α→0
(RαA)x = x, i.e., RαA→ I simplement.

Remarque 1.5.1. Si Rα est une famille régularisante pour l’opérateur A : H1 → H2, où H1

est de dimension infinie, alors les opérateurs Rα ne sont pas uniformément bornés, i.e., il
existe une suite (αn) ⊂ R+ telle que lim

n→∞

∥∥Rαn∥∥ = +∞.

1. La donnée initiale y ∈ H2 n’est jamais connue exactement, il y a toujours un bruit qui
vient la perturber. On note par yδ la donnée perturbée de y où le δ > 0 représente le
niveau du bruit, i.e., ∥∥∥y −yδ∥∥∥ ≤ δ.

2. Notons xα,δ = Rαyδ l’approximation de la solution du problème inverse Ax = y ob-
tenue par l’opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l’inégalité
triangulaire, on obtient que :

∥∥∥x − xα,δ∥∥∥ = ∥∥∥(x − Rαy)+ (Rαy − xα,δ)∥∥∥ ≤ δ‖Rα‖ + ∥∥x − Rαy∥∥ . (1.5.14)

3. Le premier terme de droite de l’inégalité (1.5.14) représente la majoration de l’erreur
due au niveau de bruit. On sait que

∥∥Rαn∥∥ → +∞ quand α → 0 d’après la remarque
(1.5.1). Donc il ne faut pas choisir α trop petit sinon l’erreur peut devenir très grande.
Par contre le second terme de droite de l’inégalité (1.5.14) tend vers 0 quand α tend
vers 0 par définition de Rα. Le but est de choisir une stratégie de régularisation de
manière à ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution x quand le
niveau de bruit δ tend vers 0.

Définition 1.5.2. Une stratégie de régularisation α(δ) est admissible si pour tout x ∈ H1,
on a :

lim
δ→0
α(δ) = 0 et lim

δ -→0

(
sup
yδ∈H2

{∥∥∥Rα(δ)yδ − x∥∥∥ tel que
∥∥∥Ax −yδ∥∥∥ ≤ δ}) = 0. (1.5.15)

Parmi les méthodes de régularisation les plus connues en problèmes inverses et en calcul
matriciel mal conditionné, on a la méthode de Tikhonov.

4. Le fait de choisir A injectif n’est pas très contraignant car on peut toujours restreindre l’espace H1 au
complément orthogonal de N (A), où N désigne le noyau.

5. Il faut noter que notre problème inverse Ax = y est toujours mal posé à cause de la non continuité de
A−1.
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1.5.1 Méthode de Tikhonov

	 Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le problème inverse mal
posé Af = g est de choisir comme solution l’élément fα qui minimise la fonctionnelle

∥∥Af − g∥∥2 +α
∥∥f∥∥2 , α > 0. (1.5.16)

L’existence et l’unicité du minimum sont assurées par la coercivité et la stricte
convexité de f 7 -→

∥∥f∥∥2
. Le paramètre α est appelé paramètre de régularisation

et le terme
∥∥f∥∥2

est appelé terme de correction. Le choix du paramètre α est basé sur
un critère d’équilibre entre l’erreur due au terme de correction et le gain de la stabilité.

On a le Théorème suivant :

Théorème 1.5.1. [78] Soit A ∈ L (H1,H2). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un
unique minimum fα . L’élément fα est la solution de l’équation normale

Sαfα = (αI +A∗A)fα = A∗g. (1.5.17)

La famille d’opérateurs Rα = (αI +A∗A)−1A∗ : H2 → H1
6 est appelée famille régulari-

sante de Tikhonov. On a ‖Rα‖ ≤
1

2
√
α

et tout choix de α(δ) -→ 0 avec

δ2α(η) -→ 0,

est admissible. Pour les résultats de la vitesse de convergence, on peut consulter les réfé-
rences [48, 109].

	 Le paramètre de régularisation α > 0 est choisi via le principe d’écart (en anglais :
discrepancy principle) de Morozov [104]. Ce principe consiste à fixer le paramètre tel
que la solution correspondante ait une erreur égale au niveau de bruit (cf. [103], [152]).

	 Le choix optimal est extrêmement difficile et les critères qui existent sont d’application
délicate, et nécessitent des méthodes itératives pour être mises en oeuvre. 7, 8

	 Dans la pratique on supposera qu’un paramètre α est valable si l’erreur appartient à
un petit intervalle contenant la valeur du niveau de bruit δ > 0 (voir [109], page 172).

La partie qui suit traite quelques exemples de méthodes de gradient, qui représentent
l’une des classes de méthodes de régularisation itérative des plus efficaces et des plus
utilisées. [132]

6.
(
Sα = S∗α , 〈Sαh,h〉 = ‖Sh‖2 +α‖h‖2 ≥ α‖h‖2 ,∀h ∈ H1

)
=⇒ (σ (Sα) ⊂ [α,‖Sα‖] =⇒ 0 ∈ ρ (Sα)), i.e.,

S−1
α existe et S−1

α ∈ L (H1) .
7. Méthodes a priori : utilisation d’informations sur le niveau d’erreur et sur l’opérateur K.
8. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données gδ. αopt :=max

{
α :

∥∥Afα − gδ∥∥ ≤ δ},
où fα = inf

f

{∥∥Afα − gδ∥∥2 +α
∥∥fα∥∥2

}
.
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1.5.2 Méthode du gradient

L’idée de remplacer Af = g par le problème qui consiste à trouver le minimum de la
fonctionnel

J(f) =
∥∥Af − g∥∥,

remonte aux travaux de A. M. Legendre (1806) et K. Gauss (1809), qui ont proposé la méthode
des moindres carrés, pour résoudre des systèmes d’équations algébriques linéaires. A.
Cauchy (1847) a proposé la méthode de descente la plus basique pour résoudre le problème
de la recherche du minimum d’une fonction de n variables. L.V. Kantorovich a proposé
de résoudre les équations opérationnelles linéaires Af = g dans les espaces de Hilbert en
minimisant la fonctionnelle

H(f) = 〈Af , f 〉 − 2〈f , g〉,
en utilisant la méthode de descente la plus rapide. Il a également étudié la convergence de
cette méthode dans le cas où

m〈f , f 〉 ≤ 〈Af , f 〉 ≤ M〈f , f 〉, m > 0,M > 0,

et a souligné des idées directrices pour traiter le cas m = 0 (Kantorovich, 1952).
Dans ce qui suit, on minimise la fonctionnelle J(f), qui est plus utilisée en pratique que

la fonctionnelle H(f). Notons que pour A = A∗, le gradient H′f de la fonctionnelle H(f)
est égal à 2(Af − g), et sa diminution par rapport à f signifie que f se rapproche de la
solution de l’équation Af = g.

Dans ce paragraphe, on décrit brièvement la structure générale de plusieurs méthodes de
gradient pour résoudre des problèmes mal posés Af = g.
� Description des méthodes de gradient :
Soit A un opérateur Fréchet-differentiable de H1 dans H2. Pour résoudre l’équation

A(f) = g, on minimise la fonctionnelle

J(f) = 〈A(f)− g,A(f)− g〉 =
∥∥A(f)− g∥∥2.

Lemme 1.5.1. Si A est un opérateur Fréchet-differentiable, alors la fonctionnelle J(f) est
aussi differentiable et son gradient J′f est donné par

J′f = 2
(
A′f

)∗(A(f)− g).
Remarque 1.5.2. Si A est un opérateur linéaire, alors

J′f = 2A∗
(
Af − g

)
.

Les méthodes de gradient les plus simples sont de la forme

fn+1 = fn −αnJ′fn.

Cette formule représente différentes méthodes selon la manière de définir le paramètre
positif αn.
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Théorème 1.5.2. Soit A : H1 → H2 un opérateur linéaire continu tel que A et A∗ sont injectifs.
Alors la fonctionnelle J(f) admet un point stationnaire unique.

Dans ce qui suit, on considère plusieurs exemples de méthodes de gradient

fn+1 = fn −αnJ′fn , fn ∈ H1, αn > 0,

de telle sorte que le paramètre de descente αn est soit fixé ou bien déterminé à partir de
la condition de minimalité selon un critère de qualité. On note par fe la solution exacte du
problème Af = g (qui n’est pas nécessairement unique).
ñ La méthode itérative de Landweber :
Dans cette méthode, le paramètre αn est fixé et on a

αn = α ∈
(
0,

1
‖A‖2

)
.

ñ La méthode de la descente la plus rapide :
On choisit le paramètre αn comme étant un minimiseur de l’expression

J(fn+1) = J(fn)−α
∥∥J′fn∥∥2 +α2

∥∥AJ′fn∥∥2 =
∥∥J′fn∥∥2

2
∥∥AJ′fn∥∥2 .

Remarque 1.5.3. Si l’opérateur A−1 est continu, alors le taux de convergence de ces mé-
thodes est linéaire.

ñ La méthode du gradient conjugé :
On commence par f0 (donnée initiale fixée) et on calcule p0 = J′f0. On suppose que pn et

fn ont déjà été déterminés, avec pn = J′fn. On calcule la fonction auxiliare suivante

pn = J′fn +
∥∥J′fn∥∥2∥∥J′fn−1

∥∥2pn−1 ,

à l’étape n+ 1, donc le paramètre de descente par la formule

αn =
〈J′fn, pn〉∥∥Apn∥∥2 .

Ce qui nous donne un schéma itératif pour calculer la solution approchée :

fn+1 = fn −αnpn.
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1.6 Calcul fractionnaire

Le terme "calcul fractionnaire" fait référence à la généralisation des intégrales et des
dérivées d’ordre entier à l’ordre rationnel. Ce concept a été introduit pour la première fois
par G.W. Leibniz et G. L’Hôpital (30 septembre 1695), où ils ont discuté sur la signification
de la dérivée d’ordre 1/2 et ils ont donné quelques remarques sur sa possible existence.
Cela attira l’attention de nombreux mathématiciens sur ce sujet mais vu l’insuffisance des
outils mathématiques du calcul fractionnaire, cette théorie n’a pu être développée.

Néanmoins, au dix neuvième siècle, des développements intéressants ont été réalisés
dans le calcul fractionnaire. Par exemple, en 1812, Laplace a proposé une formulation
intégrale, qui a été utilisée plus tard par S.F. Lacroix pour définir des dérivées d’ordre
arbitraire. En 1823, Abel a été le premier à étudier un problème physique intéressant en
utilisant des techniques du calcul fractionnaire. On peut citer aussi J. Liouville (1832-1873),
B. Riemann (1847), A. K. Grunwald (1867-1872), A. V. Letnikov (1868-1872), H. Weyl (1917) et
M. Riesz (1949). Ces mathématiciens ont beaucoup contribué à l’élaboration de la théorie du
calcul fractionnaire. Pour plus de détails sur les aspects historiques de la théorie du calcul
fractionnaire, on renvoie le lecteur aux ouvrages [101, 111]. Dans la seconde moitié du
vingtième siècle, la plupart des outils pour traiter le calcul fractionnaire étant disponibles.
Le calcul fractionnaire est passé de la formulation mathématique pure, aux applications et
il a été utilisé pour modéliser de nombreux phénomènes physiques dans divers domaines
[127].

Les dérivées fractionnaires et les dérivées d’ordre entier sont des opérateurs linéaires.
Mais, les dérivées d’ordre entier sont des opérateurs locaux et les dérivées fractionnaires
sont des opérateurs non locaux. Ce qui fait d’eux un outil puissant pour la description des
effets héréditaires et mnémoniques de diverses substances, ainsi que pour la modélisation
de certains processus dynamiques.

Le calcul fractionnaire a été utilisé récemment dans divers domaines, tels que la physique,
la chimie, la biologie, l’ingénierie mécanique, le traitement du signal et l’identification des
systèmes, l’électrotechnique, la théorie du contrôle, la finance, la dynamique fractionnaire
[99, 112].
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1.6.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

On commence par la formule qui donne les primitives successives d’une fonction continue.
Soit f : [a, b]→ R une fonction continue, on sait que la primitive de f est donnée par :

I1af(x) =
∫ x
a
f(t)dt.

Pour une primitive seconde, on aura :

I2af(x) =
∫ x
a

∫ x
a
f(t)dtds =

∫ x
a
(x − t)f (t)dt.

Par itération, on obtient :

Inaf(x) =
1

(n− 1)!

∫ x
a
(x − t)n−1f(t)dt, n ∈ N∗.

En généralisant cette formule à un ordre α réel positif et en remplaçant la fonction factorielle
par la fonction Gamma, on aura la définition suivante :

Définition 1.6.1. Soit : f : [a, b]→ R une fonction continue, on définit l’intégrale fraction-
naire à gauche de Riemann-Liouville de f comme suit :

−Iαaf(x) =
1

Γ(α)

∫ x
a
(x − t)α−1f(t)dt, α ∈ R∗+.

Remarque 1.6.1. 1. l’intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville de f : [a, b]→
R est définie comme suit :

+Iαb f(x) =
1

Γ(α)

∫ b
x
(t − x)α−1f(t)dt, α ∈ R∗+.

2. Pour α = 0, on a :
I0bf(x) = I0af(x) = f(x).

3. La fonction gamma est définie comme suit :

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1dt, Re(z) > 0.

4. Pour tout z ∈ C \ Z−, on a :
Γ(z + 1) = zΓ(z),

en particulier, pour n ∈ N∗, on a : Γ(n) = (n− 1)!.

5. La fonction Bêta est donnée par :

B(z,w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0.
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6. La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma comme suit

B(z,w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z +w) , ∀z,w : Re(z),Re(w) > 0.

Exemple 1.6.1. Soit f(x) = (x − a)β où β > −1. On a

Iαaf(x) =
1

Γ(α)

∫ x
a
(x − t)α−1(t − a)βdt, a < x < b.

En effectuant le changement de variable suivant : t = a+τ(x−a), 0 ≤ τ ≤ 1 et en utilisant
la fonction Bêta, on trouve que :

Iαaf(x) =
1

Γ(α)
(x − a)α+β

∫ 1

0
(1− τ)α−1τβdt

= 1
Γ(α)

(x − a)α+βB(α,β+ 1)

= 1
Γ(α)

(x − a)α+β Γ(α)Γ(β+ 1)
Γ(α+ β+ 1)

.

= Γ(β+ 1)
Γ(α+ β+ 1

(x − a)α+β.

Théorème 1.6.1. [131] Si f ∈ L1([a, b]) avec a fini, alors Iαaf(x) existe pour presque tout
x ∈ [a, b] et on a Iαaf(x) ∈ L1([a, b]).

Proposition 1.6.1. [79]
L’opérateur Iαaf(x) est borné dans Lp([a, b]) et on a

‖Iαaf(x)‖p ≤ K‖f‖p,

pour toute f ∈ Lp([a, b]) avec 1 ≤ p ≤ +∞ et K est une constante positive.

Dans la littérature, plusieurs définitions des dérivées fractionnaires ont été proposées.
Par exemple, la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov, au sens de Riemann-
Liouville, au sens de Caputo et au sens de Riesz-Feller [112]. Même si elles sont différentes,
elles sont toutes liées les unes aux autres. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville a joué un rôle important dans les mathématique pures, tandis que la dérivée au
sens de Caputo a été introduite pour traiter des problèmes appliqués. En effet, les dérivées
de Caputo permettent l’utilisation des conditions initiales physiquement interprétables,
ce qui n’est pas admis par la dérivée au sens de Riemann-Liouville. Dans ce travail, on
s’intéresse à la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
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1.6.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.6.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α est donnée par :

Dαa f (x) = Im−α
a f (m)(x) = 1

Γ(m−α)

∫ x

a
(x − t)m−α−1f (m)(t)dt, α ∈]m− 1,m[,

avec m =
{
[α]+ 1 si α ∉ N,

α si α ∈ N.

Remarque 1.6.2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle i.e.,
Dαa K = 0.

Exemple 1.6.2. Soient α > 0 tel que n− 1 ≤ α < n et f(x) = (x − a)β où β > −1, alors On
a

Dαa f (x) = 1
Γ(n−α)

∫ x

a
(x − t)n−α−1f (n)(t)dt,

Si β ∈
{
0,1,2, ..., n− 1

}
, alors Dαa f (x) = 0. Si β > n− 1, alors :

f (n)(t) = Γ(β+ 1)
Γ(β−n+ 1)

(t − a)β−n.

En effectuant le changement de variable suivant : t = a+τ(x−a), 0 ≤ τ ≤ 1 et en utilisant
la fonction Bêta, on trouve que :

Dαa f (x) = Γ(β+ 1)
Γ(β−n+ 1)Γ(n−α)(x − a)

β−α
∫ 1

0
(1− τ)n−α−1τβ−ndt

= Γ(β+ 1)
Γ(β−n+ 1)Γ(n−α)(x − a)

β−αB(n−α,β−n+ 1)

= Γ(β+ 1)
Γ(β−n+ 1)Γ(n−α)(x − a)

β−α Γ(n−α)Γ(β−n+ 1)
Γ(β−α+ 1)

= Γ(β+ 1)
Γ(β−α+ 1)

(x − a)β−α.

Propriétés 1.6.1. [79] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo vérifie les propriétés
suivantes :

� Pour f , g ∈ C([a, b]) et λ,δ ∈ R , on a

Dαa (λf (x)+ δg(x)) = λDαa f (x)+ δDαa g(x),

i.e., Dαa est un opérateur linéaire.

� Pour α > 0, on a
Dαa
[
Iαa f (x)

]
= f (x).
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� Si Dαa f (x) = 0 alors :

f(x) =
m−1∑
i=0

ci(x − a)i.

� Pour f ∈ Cn
(
[a, b]

)
et α > 0, on a

Iαa
[
Dαa f (x)

]
= f (x)−

m−1∑
i=0

(x − a)i

i!
f (i)(x).

Corollaire 1.6.1. Soit f ∈ C1
(
[a, b]

)
. Si 0 < α < 1 et 0 < β < tel que : α+ β < 1, alors on a :

Dαa ◦Dβa f (x) = Dβa ◦Dαa f (x) = Dα+βa f (x).

En général, lorsque on résout un problème fractionnaire, on utilise la transformée de
Laplace pour trouver la solution. Dans ce qui suit, on donne la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui sera utilisée ultérieurement pour expliciter
les solutions des problèmes fractionnaires étudiés.

Définition 1.6.3. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens
de Caputo de la fonction f est donnée par :

L
[
Dαf (x)

]
= sαF(s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), (1.6.18)

avec : F(s) = L[f (x)] et n = [α]+ 1 où [ . ] représente la partie entière d’un nombre
réel.
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Problème de la chaleur avec une perturbation de
type involution

Dans ce chapitre, on étudie un problème de la chaleur non classique de nature mal posée.
La stratégie de régularisation de ce problème repose sur une variante de la méthode de
quasi-réversibilité (dite méthode de régularisation pseudo-parabolique).

2.1 Position du problème

On note par H = L2
(
(−1,1);R

)
l’espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la

norme associée :

〈u,v〉 :=
1∫
−1

u(x)v(x)dx,
∥∥u∥∥2

:=
1∫
−1

|u(x)|2dx.

Dans le rectangle Q = (−1,1)× (0, T ), on considère le problème de la chaleur suivant :

ut(x, t)−αuxx(x, t)− βuxx(−x, t) = 0, (x, t) ∈ Q, (2.1.1)

avec les conditions aux limites suivantes :

u(−1, t) = u(1, t) , ux(−1, t) = ux(1, t), t ∈ (0, T ), (2.1.2)

et la condition initiale :
u(x,0) = f(x), x ∈ (−1,1), (2.1.3)

où α est un nombre réel positif (α > 0) et β ∈ R.
Les équations faisant intervenir les termes u(σ(x), t), ux(σ(x), t) et uxx(σ(x), t) sont

appelées équations avec variables déviées, où la fonction σ est appelée la translation de
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Carleman (involution) [30, 153] est définie par :

σ : [−1,1] -→ [−1,1] avec σ(σ(x)) = x.

Les équations avec variables déviées ont été étudiées par plusieurs chercheurs pour
certains modèles mathématiques de type parabolique, hyperbolique et elliptique [7, 8, 9,
28, 29, 70, 75, 128]. Cette classe de problèmes a de nombreuses applications en ingénierie
[124, 141]. Pour ralentir la vitesse de refroidissement dans un processus de diffusion,
l’addition d’un terme d’involution peut jouer le rôle d’un régulateur de transfert (une
fonction de refroidissement) pour éviter les transformations indésirables qui peuvent se
produire et changer les caractéristiques de certains matériaux sensibles aux transitions
brutales chaud-froid. Pour plus de détails concernant le développement théorique et la
motivation physique de ces équations, on renvoie le lecteur aux références [14, 67, 68, 69,
115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 128, 149] et les monographies [30, 153].

La littérature mathématique consacrée aux problèmes inverses et problèmes mal posés
pour des modèles gouvernés par des EDP avec variables déviées, ainsi que leurs mé-
thodes de régularisation se caractérise par la rareté des travaux, et surtout les approches
numériques traitant cette catégorie de problèmes. Concernant les problèmes inverses
faisant intervenir des perturbations de type involution, on peut citer les travaux récents
[2, 6, 75, 76, 77, 124, 139, 142].

Dans [6], les auteurs ont étudié un problème inverse de source dans le cas où α = 1 et
|β| < 1. Ils ont établi des résultats sur l’existence et l’unicité des solutions recherchées
pour plusieurs cas de conditions aux limites, mais ils n’ont pas étudié la procédure de
régularisation du problème considéré.

Ce travail est une continuité de [6] et [54] 1 dans cette direction. Cette étude traite le
cas où le problème considéré est mal posé . Dans ce contexte, on propose une version
modifiée de la méthode de régularisation pseudo-parabolique introduite et développée par
Showalter [135]. Cette méthode a été utilisée pour résoudre certains problèmes mal posés
pour des équations paraboliques. Pour plus de détails, voir [3, 4, 19, 35, 46, 52, 62].

Pour cette stratégie de régularisation, on montre la convergence de la solution approchée
et on établit des estimations d’erreurs sous des hypothèses de régularité sur les données
du problème considéré.

2.2 Rappels

Dans cette section, on donne quelques définitions et théorèmes qui seront utiles ultérieu-
rement lors de l’étude du problème ainsi que dans le calcul des résultats de convergence.

Définition 2.2.1. Soit S : H → H un opérateur linéaire.

1. Hamida S. Etude de certains problèmes inverses elliptiques et paraboliques, PhD Thesis, University Badji
Mokhtar Annaba (Algeria) 2015.
Dans cette thèse, une variante de la méthode Q.B.V. a été introduite pour régulariser le problème (2.1.1).
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38 Problème de la chaleur avec une perturbation de type involution

1. On dit que S est une involution si S2 = I.
2. On dit que S est unitaire si SS∗ = S∗S = I, où S∗ est l’adjoint de l’opérateur S.

Théorème 2.2.1. [60, Critère de Vitali-Dalzell, p. 39] . Soit B = (ζ)∞n=0 une suite orthonor-
male de l’espace de Hilbert H = L2((a, b),R), où (a, b) est un intervalle borné de R. Alors, la
suite B est totale (et donc une base hilbertienne) si et seulement si :

2
(b − a)2

+∞∑
n=0

b∫
a

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

ζn(t)dt

∣∣∣∣∣∣
2

dx = 1. (2.2.4)

Lemme 2.2.1. Pour tout λ ≥ 0, on a toujours :

1− e−λ ≤ λr , ∀r ∈]0,1].

Preuve. Posons F(λ) = 1− e−λ, λ ∈ [0,1]. En utilisant le théorème de la valeur moyenne,
on peut écrire

F(λ)− F(0) = F(λ) = (λ− 0)F ′(µ) = λe−µ ≤ λ, 0 < µ < λ ≤ 1,

et de l’inégalité λ ≤ λr si λ ∈ [0,1] et 0 < r ≤ 1, on trouve que

1− e−λ ≤ λr , ∀λ ∈ [0,1] , ∀r ∈]0,1].

Maintenant si λ ≥ 1 et r > 0, on a

λr ≥ 1 ≥ 1− e−λ.

Par conséquent, on conclut que

1− e−λ ≤


λr , ∀λ ≥ 0, ∀r ∈]0,1],

λr , ∀λ ≥ 1, ∀r > 0.

�

2.3 Analyse du problème

Le problème (2.1.1),(2.1.2) et (2.1.3) peut s’écrire sous la forme
ut(x, t)+ (αI + βS)Au(x, t) = 0, 0 < t < T, x ∈ (−1,1),

u(x,0) = f(x), x ∈ [0,1],
(2.3.5)

où
A : D(A) ⊂ H -→ H, w 7 -→ Aw(x) = −wxx(x),

avec
D(A) =

{
w ∈ H2(−1,1) : w(−1) = w(1) ; wx(−1) = wx(1)

}
,

et
S : H -→ H, w 7 -→ S(w) = v, v(x) = w(−x).
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Proposition 2.3.1. L’opérateur S vérifie les propriétés suivantes :

1. S ∈ L(H).
2. SS∗ = S∗S = I.
3. S2 = I.

i.e., S est une involution unitaire.

Preuve. Montrons tout d’abord que S est borné. En effet, en posant x = −y, dx = −dy
et pour tout u ∈ H, on a :

∥∥Su∥∥2 =
1∫
−1

|u(−x)|2dx = −
−1∫
1

|u(y)|2dy =
∥∥u∥∥2. (2.3.6)

D’où S est borné et
∥∥S∥∥ = 1. D’autre part, pour tout u,v ∈ H, on a :

〈u,S∗v〉 = 〈Su,v〉 =
1∫
−1

u(−x)v(x)dx = −
−1∫
1

u(y)v(−y)dy =
1∫
−1

u(y)v(−y)dy = 〈u,Sv〉,

(2.3.7)
ce qui montre que S = S∗. La relation S2u(x) = u(x) nous permet de conclure que

S2 = I = S∗S = SS∗ et S−1 = S.

�
Considérons maintenant le problème aux valeurs propres : Au = λu, u ≠ 0,

−uxx(x) = λu(x), x ∈ (−1,1),
u(−1) = u(1),
u′(−1) = u′(1).

(2.3.8)

Si (u, λ) est un couple propre, alors on a :

λ(u,u) = (Au,u) =
1∫
−1

−uxx(x)u(x)dx = −uxu(x)
∣∣∣∣∣

1

−1

+
1∫
−1

ux(x)ux(x)dx

= − (u′(1)u(1)−u′(−1)u(−1))︸ ︷︷ ︸
=0

+
1∫
−1

|ux(x)|2dx

=
1∫
−1

|ux(x)|2dx ≥ 0,

ce qui implique que λ =ω2 ≥ 0.

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



40 Problème de la chaleur avec une perturbation de type involution

La solution générale de l’équation différentielle du problème (2.3.8) est donnée par la
combinaison :

u(x) = a cos(ωx)+ b sin(ωx).

En utilisant les conditions de périodicité suivantes u(−1) = u(1), u′(−1) = u′(1) et
l’expression précédente, on trouve que :

a cos(−ω)+ b sin(−ω) = a cos(ω)− b sin(ω) = a cos(ω)+ b sin(ω),

−ωa sin(−ω)+ωb cos(−ω) =ωa sin(ω)+ωb cos(ω) = −ωa sin(ω)+ωb cos(ω).

De ces deux formules, on déduit que : b = 0 et aω sin(ω) = 0.
Ce système homogène possède une solution non triviale si la condition suivante est remplie :

ω sin(ω) = 0.

- Pour ω = 0, on obtient ψ0(x) =
1√
2

. En effet, la solution devient u(x) = a lorsque

ω = 0 et on a

‖u‖ =
∫ 1

−1
a2dx = 2a2 = 1⇒ a = 1√

2
.

- Si sin(ω) = 0 alors : ω = kπ ; k ∈ Z∗. Dans ce cas on obtient les couples propres

λk = (kπ)2, ϕk(x) = sin(kπx), ψk(x) = cos(kπx), k = 1,2,3, ...

Proposition 2.3.2. Les éléments de l’ensemble B =
{
ϕn

}+∞
n=1
∪
{
ψm

}+∞
m=0

forment une base

orthonormée dans l’espace de Hilbert H = L2((−1,1),R) ; où

ϕn(x) = sin(nπx); n ∈ N∗,
ψm(x) = cos(mπx); m ∈ N∗,

ψ0(x) = 1√
2
, λ0 = 0,

λn = (nπ)2,
λm = (mπ)2.

Preuve. La démonstration de cette proposition est basée sur le critère de Vitalli-Dalzell
donné précédemment par le théorème (2.2.1).
En effet, il est facile de vérifier les propriétés suivantes :

1∫
−1

ϕi(x)ϕj(x) = δi,j, ∀(i, j) ∈ N∗ ×N∗ ;

1∫
−1

ψi(x)ψj(x) = δi,j, ∀(i, j) ∈ N×N ;

1∫
−1

ϕi(x)ψj(x) = 0, ∀(i, j) ∈ N∗ ×N.

De ces formules, on voit que l’ensemble B =
{
ϕn

}+∞
n=1
∪
{
ψm

}+∞
m=0

est orthonormale dans

H = L2((−1,1),R).
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Il reste à vérifier la propriété donnée par l’inégalité (2.2.4) pour conclure que B est une
base hilbertienne de l’espace de Hilbert H = L2((−1,1),R),i.e., on doit vérifier que :

2
(1+ 1)2

a0 +
+∞∑
n=1

(an + bn)

 = 1, (2.3.9)

où :

bn =
1∫
−1

 x∫
−1

sin(nπt)dt


2

dx = 3
n2π2

, a0 =
1∫
−1

 x∫
−1

1√
2
dt


2

dx = 4
3
,

an =
1∫
−1

 x∫
−1

cos(nπt)dt


2

dx = 1
n2π2

.

En remplaçant ces nombres dans l’expression (2.3.9),on trouve que :

2
(1+ 1)2

a0 +
+∞∑
n=1

(an + bn)

 = 1
2

4
3
+
+∞∑
n=1

4
n2π2

 = 1
2

4
3
+ 4
π2

+∞∑
n=1

1
n2


= 1

2

{
4
3
+ 4
π2
× π

2

6

}
= 1.

Ce qui achève la preuve de la Proposition (2.3.2). �

On sait que chaque fonction u définie sur l’intervalle [−1,1] peut être écrite sous la
forme u = ui +up, où ui est la composante impaire et up est la composante paire.
La même chose pour l’espace H = L2((−1,1),R), on a : H = Hs ⊕Hc tels que l’espace Hs
(resp. Hc) est engendré par les vecteurs propres

{
ϕn, n ≥ 1

} (
resp.

{
ψm,m ≥ 0

})
.

Remarque 2.3.1. Si on note :

Ps =
1
2
(I − S) et Pc =

1
2
(I + S),

alors on a :

I = Ps + Pc, PcPs = PsPc = 0,

Pcϕn = 0, Pcψm = ψm,

Psϕn =ϕn; Psψm = 0.

A partir de ces dernières propriétés, on conclut que Ps et Pc sont des projections orthogo-
nales, i.e., Ps(H) = Hs et Pc(H) = Hc .
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42 Problème de la chaleur avec une perturbation de type involution

Pour u,f ∈ H, on a la décomposition suivante :

u(x, t) =
+∞∑
n=1

〈u,ϕn〉ϕn︸ ︷︷ ︸
ui

+
+∞∑
m=0

〈u,ψm〉ψm︸ ︷︷ ︸
up

=
+∞∑
n=1

un(t)ϕn(x)+
+∞∑
m=0

um(t)ψm(x), (2.3.10)

et

f(x) =
+∞∑
n=1

fnϕn(x)+
+∞∑
m=0

fmψm(x). (2.3.11)

Cette décomposition nous permet de décomposer le problème (2.3.5) en deux sous-problèmes
dont la somme de leurs solutions donne la solution du problème globale. En effet, en utili-
sant les relations suivantes :

Aϕn = λnϕn, Aψm = λmψm,

Aα,βϕn = (αI + βS)Aϕn = λn(αI + βS)ϕn = λn(α− β)ϕn = (α− β)λnϕn,

Aα,βψn = (αI + βS)Aψn = λn(αI + βS)ψn = λn(α+ β)ϕn = (α+ β)λnϕn,
et en substituant les expressions (2.3.10) et (2.3.11) dans le problème (2.3.5), on obtient les
deux sous-problèmes suivants :

+∞∑
n=1

(
u′n(t)+ (α− β)λnun(t)

)
ϕn = 0, 0 < t < T,

+∞∑
n=1

un(0)ϕn =
+∞∑
n=1

fnϕn,



+∞∑
m=0

(
u′m(t)+ (α+ β)λmum(t)

)
ψm = 0, 0 < t < T,

+∞∑
m=0

um(0)ψm =
+∞∑
m=0

fmψm.

Par conséquent, on obtient la famille des équations différentielles :
u′n(t)+ (α− β)λnun(t) = 0, 0 < t < T,

un(0) = fn,
(2.3.12)


u′m(t)+ (α+ β)λmum(t) = 0, 0 < t < T,

um(0) = fm.
(2.3.13)
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Remarque 2.3.2. Pour chaque valeur fixée de n (resp.m), le problème (2.3.12) (resp. (2.3.13))
est une équation différentielle du premier ordre. En conséquence, il en résulte que chaque
problème admet une solution unique donnée sous la forme exponentielle.

Alors les solutions uniques de ces deux problèmes sont données respectivement par :

composante impaire : un(t) = e−(α−β)λntfn, n ∈ N∗,

et
composante paire : um(t) = e−(α+β)λmtfm, m ∈ N.

Définition 2.3.1. On dit que l’ensemble V ⊂ H est admissible pour le problème (2.3.5), si
pour tout f ∈ V , le problème (2.3.5) est résoluble, i.e., l’ensemble des solutions associées à
f est non vide.

On distingue ici deux cas :

• Si β ∈ [−α,α], alors le problème (2.3.5) est bien posé , de plus sa solution est donnée
par :

u(x, t) =
∑
n≥1

e−(α−β)λntfnϕn +
∑
m≥0

e−(α+β)λmtfmψm, (2.3.14)

et on a la relation de continuité suivante :

∥∥u(t, .)∥∥2 =
+∞∑
n=1

e−2(α−β)λnt|fn|2 +
+∞∑
m=0

e−2(α+β)λmt|fm|2 ≤
∥∥f∥∥2.

Ce qui montre clairement que

sup
0<t<T

∥∥u(. , t)∥∥ ≤ ∥∥f∥∥.
• Si β ∈] − ∞,−α[∪]α,+∞[, alors le problème ((2.3.5)) est mal posé, et sa solution

formelle est donnée par :

u(x, t) =
∑
n≥1

e−(α−β)λntfnϕn +
∑
m≥0

e−(α+β)λmtfmψm. (2.3.15)

On note que l’instabilité de cette solution est due aux hautes fréquences
θn = e−(α−β)λn si β ∈]α,+∞[ et θm = e−(α+β)λm dans le cas où β ∈]−∞,−α[ ; i.e.,

θn = e−(α−β)λn -→
n→+∞

+∞; β ∈]α,+∞[,

et
θm = e−(α+β)λm -→

m→+∞
+∞; β ∈]−∞,−α[.
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44 Problème de la chaleur avec une perturbation de type involution

2.3.1 Stabilité conditionnelle

Dans cette partie, on définit des nouveaux ensembles pour lesquels la solution du
problème (2.3.5) est stable.

Soit A : D(A) ⊂ H -→ H un opérateur auto-adjoint, strictement positif et à résolvante
compacte. Notons les couples propres de A par :

Aφn = λnφn, n ∈ N∗, (φi,φj) =
{

1 si i = j,
0 si i ≠ j ,

0 < υ ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ...., lim
n→∞

λn = +∞.

Pour θ ≥ 0 et ϑ ≥ 0, on définit la classe de Gevrey 2 d’ordre θ et d’indice ϑ par :

Eθϑ :=
{
h =

∑
n≥1

hnφn : ‖h‖2
θ,ϑ =

∑
n≥1

λ2θ
n e2ϑλn|hn|2 < +∞

}
.

Cet ensemble est un espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la norme :

〈u,v〉θ,ϑ =
∑
n≥1

λ2θ
n e2ϑλnunvn, u, v ∈ Eθϑ,

‖u‖2
θ,ϑ =

∑
n≥1

λ2θ
n e2ϑλn|un|2, u ∈ Eθϑ.

Définition 2.3.2. Pour β ∈]α,+∞[, θ ≥ 0, on définit l’ensemble :

Gθs =
{
h ∈ H :

∑
n≥1

e−2θ(α−β)λnT |hn|2 < +∞
}
,

et si β ∈]−∞,−α[, on pose

Gθc =
{
h ∈ H :

∑
m≥0

e−2θ(α+β)λmT |hm|2 < +∞
}
,

où hn = 〈h,ϕn〉, hm = 〈h,ψm〉.

Remarque 2.3.3. 1. L’ensemble Gθs (resp. Gθc ) est non vide. En effet, il est facile de vérifier
que {ϕn}+∞n=1 ⊂ Gθs , {ψm}+∞m=0 ⊂ Gθc .

2. Pour θ = 0, on a G0
s = Hs et G0

c = Hc .
3. Si θ2 ≥ θ1, alors Gθ2

s ⊆ Gθ1
s et Gθ2

c ⊆ Gθ1
c .

2. Pour plus de détails, voir les références :
Cao C, Rammaha MA, Titi ES. The NavierStokes equations on the rotating 2-D sphere : Gevrey regularity and
asymptotic degrees of freedom. Z. Angew. Math. Phys. 1999 ; 50, 341-360.
Foias C, Temam R. Gevrey class regularity for the solutions of the Navier-Stokes equations. J. Funct. Anal.
1989 ; 87, 359-369.
Levermore CD, Oliver M. The Complex Ginzburg-Landau Equation as a Model Problem, in "Lectures in Applied
Mathematics," Vol. 31 141-190, AMS. Providence, R.I. 1996.
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Théorème 2.3.1. Soit β ∈]α,+∞[, alors le problème (2.3.5) admet une solution unique
u ∈ C

(
[0, T ] ,H

)
si et seulement si f ∈ G1

s .

Preuve. L’unicité de la solution du problème (2.3.5) découle de l’unicité des solutions des
problèmes (2.3.12) et (2.3.13).
La propriété u ∈ C

(
[0, T ],H

)
est équivalente à sup

0≤t≤T

∥∥u(t, .)∥∥ < +∞. En effet, on a

sup
0≤t≤T

∥∥u(t, .)∥∥2 = sup
0≤t≤T

{ ∑
n≥1

e−2(α−β)λnt|fn|2 +
∑
m≥0

e−2(α+β)λmt|fm|2
}

≤
∑
n≥1

e−2(α−β)λnt|fn|2 +
∑
m≥0

|fm|2

≤
∑
n≥1

e−2(α−β)λnT |fn|2 +
∑
m≥0

|fm|2.

Comme f ∈ G1
s ,i.e.,

∑
n≥1

e−2(α−β)λnT |fn|2 < +∞, alors on déduit que :

sup
0≤t≤T

∥∥u(t, .)∥∥2 ≤
∑
n≥1

e−2(α−β)λnT |fn|2 +
∑
m≥0

|fm|2 < +∞.

�
De manière analogue, on montre le théorème suivant :

Théorème 2.3.2. Soit β ∈] −∞,−α[, alors le problème (2.3.5) admet une solution unique

u ∈ C
(
[0, T ],H

)
si et seulement si f ∈ G1

c

(
i.e.,

∑
m≥0

e−2(α+β)λmT |fm|2 < +∞
)

.

Remarque 2.3.4. En utilisant le critère de la convexité logarithmique (1.4.12), on montre
une continuité Höldérienne de la solution (2.3.15).

Remarque 2.3.5. En utilisant le développement de Fourier de u(x, t) et f(x), on peut
écrire :

u(x, t) =
∑
n≥1

e−(α−β)λntfnϕn︸ ︷︷ ︸
us(x,t)

+
∑
m≥0

e−(α+β)λmtfmψm︸ ︷︷ ︸
uc(x,t)

,

f = fc + fs =
∑
n≥1

fnϕn +
∑
m≥0

fmψm,

où us , fs sont les composantes impaires (resp. uc , fc sont les composantes paires).
Si β ∈]α,+∞[ (resp. β ∈]−∞,−α[ ), on remarque que la composante impaire us (resp. la
composante paire uc ) est la source d’instabilité.
A partir de ces remarques, on distingue deux situations particulières :

1. Si β ∈]α,+∞[ avec f = fc et si les données sont parfaitement exactes, alors la solution
est stable sur le sous-espace Hc .

2. Si β ∈] − ∞,−α[ avec f = fs et si les données sont parfaitement exactes, alors la
solution est stable sur le sous-espace Hs .
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2.4 Méthode de régularisation pseudo-parabolique

Dans cette section, on propose une méthode de régularisation du problème (2.1.1) basée
sur la correction pseudo-parabolique.
• On commence par le cas où β ∈]+α,+∞[.

Considérons le problème perturbé suivant :

Lεu = 0, (x, t) ∈ (−1,1)× (0, T ),

u(x,0) = f(x), x ∈ (−1,1),

u(−1, t) = u(1, t), t ∈ (0, T ),

ux(−1, t) = ux(1, t), t ∈ (0, T ),

(2.4.16)

où

Lεu(x, t) =
∂u
∂t
(x, t)−α∂

2u
∂x2

(x, t)− β∂
2u
∂x2

(−x, t)− ε ∂
∂t

(
∂2u
∂x2

(x, t)
)
+ ε ∂
∂t

(
∂2u
∂x2

(−x, t)
)
,

(2.4.17)
et ε est un paramètre positif (paramètre de régularisation).
On note par uε(x, t) la solution du problème (2.4.16). On sait que :

uε(x, t) =
+∞∑
n=1

uεn(t)ϕn(x)+
+∞∑
m=0

uεm(t)ψm(x).

Pour trouver la solution de ce problème perturbé, on suit les mêmes étapes utilisées
précédemment pour obtenir la solution du problème original (2.1.1).
En effet, en substituant l’expression de uε(x, t) dans la formule de Lε, on obtient les deux
sous-problèmes suivants :

+∞∑
n=1

(
(1+ 2ελn)u′εn(t)+ (α− β)λnuεn(t)

)
ϕn(x) = 0, 0 < t < T,

+∞∑
n=1

uεn(0)ϕn =
+∞∑
n=1

fnϕn,

et 

+∞∑
m=0

(
u′εm(t)+ (α+ β)λmuεm(t)

)
ψm(x) = 0, 0 < t < T,

+∞∑
m=0

uεm(0)ψm =
+∞∑
m=0

fmψm.
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Par conséquent, on obtient la famille des équations différentielles suivante :


(1+ 2ελn)u′εn(t) + (α− β)λnuεn(t) = 0, 0 < t < T,

uεn(0) = fn,
(2.4.18)

et 
u′εm(t) + (α+ β)λmuεm(t) = 0, 0 < t < T,

um(0) = fm,
(2.4.19)

où n ∈ N∗ et m ∈ N.

Si on note par uεs(x, t) (resp. uεc(x, t)) la solution du problème (2.4.18) (resp. (2.4.19)),
alors la solution uε(x, t) du problème perturbé (2.4.16) est la somme de ces deux solutions
et elle est donnée par :

uε(x, t) =
+∞∑
n=1

e−
(α−β)

1+2ελn λntfnϕn(x)︸ ︷︷ ︸
uεs(x,t)

+
+∞∑
m=0

e−(α+β)λntfmψm︸ ︷︷ ︸
uεc(x,t)

.

Théorème 2.4.1. Pour tout f ∈ H, le problème (2.4.16) admet une solution unique qui
dépend continûment de la donnée f .

Preuve.

On a trouvé que la solution du problème (2.4.16) est donnée par l’expression suivante :

uε(x, t) =
+∞∑
n=1

e−
(α−β)

1+2ελn λntfnϕn(x)+
+∞∑
m=0

e−(α+β)λntfmψm.

L’unicité de cette solution découle de l’unicité des solutions des sous-problèmes (2.4.18) et
(2.4.19).

Pour f =
+∞∑
n=1

fnϕm +
+∞∑
m=0

fmψm = fs + fc , on a

‖f‖2 =
∑
n≥1

|fn|2 +
∑
m≥0

|fm|2 = ‖fs‖2 + ‖fc‖2
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Par un simple calcul, on a :∥∥uε(x, t)∥∥2 =
∥∥uεs(x, t)∥∥2 +

∥∥uεc(x, t)∥∥2

≤
+∞∑
n=1

∣∣∣e− (α−β)
1+2ελn λnt

∣∣∣2
|fn|2 +

+∞∑
m=0

[
e−(α+β)λnt︸ ︷︷ ︸

≤1

]2
|fm|2

≤
+∞∑
n=1

∣∣∣e −(α−β)λnT1+2ελn

∣∣∣2
|fn|2 +

∑
m=0

|fm|2

≤
∑
n≥1

{
e
−(α−β)T

ε

}2
|fn|2 +

∥∥fc∥∥2

≤
∑
n≥1

{
e
−2(α−β)T

ε

}
|fn|2 +

∥∥fc∥∥2

≤ e
−2(α−β)T

ε
∑
n≥1

|fn|2 +
∥∥fc∥∥2

≤ e
−2(α−β)T

ε
∥∥fs∥∥2 +

∥∥fc∥∥2 ≤ e −2(α−β)T
ε

∥∥f∥∥2,

d’où ∥∥uε(x, t)∥∥ ≤ e −(α−β)Tε
∥∥f∥∥.

�

Théorème 2.4.2. Si β ∈]α,+∞[ et f ∈ Gs1, alors on a :

∥∥u(x, t)−uε(x, t)∥∥2 ≤
∥∥u(x, T)−uε(x, T)∥∥2 → 0, ε → 0.

Preuve. On sait que la solution du problème (2.1.1) est donnée par l’expression suivante :

u(x, t) =
+∞∑
n=1

e−(α−β)λntfnϕn(x)︸ ︷︷ ︸
partie non bornée

+
+∞∑
m=0

e−(α+β)λntfmψm︸ ︷︷ ︸
partie régulière

.

Posons
∆ε(t) = u(x, t)−uε(x, t)

=
+∞∑
n=1

{
e−(α−β)λnt − e−

(α−β)
1+2ελn λnt

}
fnϕn(x),

d’où ∥∥∆ε(t)∥∥2 =
+∞∑
n=1

{
e−(α−β)λnt − e−

(α−β)
1+2ελn λnt

}2

︸ ︷︷ ︸
G(λn)

|fn|2.
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On a :

G(λn) =
{
e−(α−β)λnt

[
1− e(α−β)λnt−

(α−β)λnt
1+2ελn

]}2

= e−2(α−β)λnt
[

1− e
2ε(α−β)λ2

nt
1+2ελn

]2

.

On sait que :
∥∥∆ε(t)∥∥2 ≤

∥∥∆ε(T)∥∥2
, alors il suffit d’estimer ∆ε(T).

En effet, on a :

∥∥∆ε(T)∥∥2 =
+∞∑
n=1

e−2T(α−β)λn
{

1− e
2T(α−β)ελ2

n
1+2ελn

}2

|fn|2,

La condition f ∈ G1
s signifie que

+∞∑
n=1

e−2T(α−β)λn|fn|2 = E2 < +∞ (série convergente), alors

pour chaque η > 0, il existe N ∈ N tel que :

+∞∑
n=N+1

e−2(α−β)λnT |fn|2 ≤
η2

2
,

ceci nous permet d’écrire ∆ε(T) sous la forme suivante :

∥∥∆ε(T)∥∥2 =
N∑
n=1

e−2(α−β)λnT
{

1− e
2(α−β)ελ2

n
1+2ελn T

}2

|fn|2︸ ︷︷ ︸
A1

+
+∞∑

n=N+1

e−2(α−β)λnT
{

1− e
2(α−β)ελ2

n
1+2ελn T

}2

|fn|2︸ ︷︷ ︸
A2

.

D’une part, on a :

A2 =
+∞∑

n=N+1

e−2(α−β)λnT
{

1− e
2(α−β)ελ2

n
1+2ελn T

}2

|fn|2 ≤
+∞∑

n=N+1

e−2(α−β)λnT |fn|2 ≤
η2

2
.

D’autre part et en utilisant le lemme (2.2.1) on peut écrire que
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A1 =
N∑
n=1

e−2(α−β)λnT
{

1− e
2(α−β)ελ2

n
1+2ελn T

}2

|fn|2

=
N∑
n=1

e−2(α−β)λnT
{

1− e
−2(β−α)ελ2

n
1+2ελn T

}2

|fn|2

≤
N∑
n=1

e−2(α−β)λnT
[

2(β−α)ελ2
n

1+ 2ελn
T
]2

|fn|2

≤
N∑
n=1

e−2(α−β)λnT
(

2(β−α)Tελ2
n

)2

|fn|2

≤
{ N∑
n=1

e−2(α−β)λnT4T 2(β−α)2ε2λ4
n

}
|fn|2

≤ 4T 2(β−α)2λ4
Nε2

{ N∑
n=1

e−2(α−β)λnT |fn|2
}

≤ 4T 2(β−α)2λ4
NE2ε2.

Il suffit de choisir ε de tel sorte que :

4T 2(β−α)2E2λ4
Nε2 ≤ η

2

2
.

Par conséquent, Il s’en suit que :∥∥∆ε(T)∥∥2 = A1 +A2 ≤ η2,

pour tout ε vérifiant : ε ≤ η
2
√

2Tλ2
N(β−α)E

, et η est un nombre réel positif arbitraire. Ceci

implique que ∥∥∆ε(T)∥∥2 → 0, ε → 0 =⇒
∥∥∆ε(t)∥∥2 → 0, ε → 0; t ∈ (0, T ).

En conclusion, on a prouvé que
sup

0<t<T

∥∥∆ε(t)∥∥ -→
ε→0

0,

ce qui achève le résultat désiré. �

Définition 2.4.1. Une famille d’opérateurs
{
Rε(t), ε > 0, t ∈ (0, T )

}
⊂ L(H) est dite famille

d’opérateurs régularisante pour le problème (2.3.5) si pour toute solution u(t), 0 ≤ t ≤ T ,
du problème (2.3.5) avec la donnée f , et pour tout δ > 0, il existe un choix ε(δ) > 0, tel que

ε(δ)→ 0, δ→ 0, (2.4.20)
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et ∥∥Rε(δ)(t)fδ −u(t)∥∥→ 0, δ→ 0, (2.4.21)

où fδ vérifie la condition suivante : ∥∥fδ − f∥∥ ≤ δ. (2.4.22)

Définition 2.4.2. On note par
{
Rε(t)

}
ε>0 la famille d’opérateurs bornés définie sur H comme

suit :
Rε(t) : H -→ H,

h = hs + hc , Rε(t)h =
∑
n≥1

e
−(α−β)λnt

1+2ελn hnϕn +
+∞∑
m=0

e−(α+β)λmthmψm,

où
hs =

∑
n≥1

hnϕn =
∑
n≥1

〈h,ϕn〉ϕn,

et
hc =

∑
m≥0

hnψm =
∑
m≥0

〈h,ψm〉ψn.

Dans ce qui suit, on montre que la famille Rε(t) est une famille d’opérateurs régularisante
pour le problème (2.1.1).

Théorème 2.4.3. Si β ∈]α,+∞[ et f ∈ G1
s , alors les deux propriétés (2.4.20)-(2.4.21) sont

vérifiées.

Preuve. On a :∥∥Rε(δ)(t)fδ −u(t)∥∥ =
∥∥Rε(δ)(t)fδ − Rε(δ)(t)f + Rε(δ)(t)f −u(t)∥∥

≤
∥∥Rε(δ)(t)fδ − Rε(δ)(t)f∥∥+ ∥∥Rε(δ)(t)f −u(t)∥∥

≤
∥∥Rε(δ)(t)∥∥∥∥fδ − f∥∥+ ∥∥Rε(δ)(t)f −u(t)∥∥

≤
∥∥Rε(δ)(t)∥∥δ+ ∥∥Rε(δ)(t)f −u(t)∥∥.

D’après ce qu’on a montré dans le théorème (2.4.2), on a :

∥∥Rε(δ) −u(t)∥∥ -→ 0, ε → 0. (2.4.23)

D’autre part, en utilisant le théorème (2.4.1) et la propriété (2.4.22), on obtient que :∥∥Rε(δ)(t)fδ −u(t)∥∥ ≤
∥∥Rε(δ)(t)(fδ − f)∥∥

≤
∥∥Rε(δ)(t)∥∥δ ≤ δe (β−α)Tε .

En choisissant

ε(δ) = (β−α)T
ln(δθ−1)

, 0 < θ < 1,
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on obtient que : ∥∥Rε(δ)(t)fδ −u(t)∥∥ -→ 0, δ -→ 0. (2.4.24)

�
Maintenant, on suppose que :

+∞∑
n=1

e−2(α−β)λnTλ2r
n |fn|2 = F2 < +∞. (2.4.25)

Théorème 2.4.4. Sous la condition (2.4.25), on a l’estimation suivante :

sup
0≤t≤T

∥∥∆ε(t)∥∥2 ≤ ∆ε(T) ≤ κε2rF2,

où 0 < r ≤ 1.

Preuve. On a :

∆ε(T) ≤
+∞∑
n=1

e−2(α−β)λnt
{
1− e

2(α−β)ελ2
n

1+2ελn T
}
|fn|2

≤
+∞∑
n=1

e−2(α−β)λnt
{
1− e

−2(β−α)ελ2
n

1+2ελn T
}
|fn|2

≤
+∞∑
n=1

e−2(α−β)λnT
[

2(β−α)ελ2
n

1+ 2ελn
T
]2r

|fn|2

≤
+∞∑
n=1

e−2(α−β)λnT (β−α)2rλ2r
n (2T)2rε2r |fn|2

≤ ε2r(β−α)2r(2T)2rF2

≤ κ F2ε2r ,

où κ = (β−α)2r(2T)2r . �
• Dans le cas où β ∈]−∞,−α[, on considère le problème perturbé suivant :

Lεv = 0, (x, t) ∈ (−1,1)× (0, T ),
v(x,0) = f(x), x ∈ (−1,1),
v(−1, t) = v(1, t), vx(−1, t) = vx(1, t), t ∈ (0, T ),

(2.4.26)

où

Lεv =
∂v
∂t
−α∂

2v
∂x2

(x, t)− β∂
2v
∂x2

(−x, t)− ε ∂
∂t

(
∂2v
∂x2

(x, t)
)
− ε ∂
∂t

(
∂2v
∂x2

(−x, t)
)
, (2.4.27)
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et ε est un paramètre positif (paramètre de régularisation).

On note par vε la solution du problème (2.4.26) qui est donnée par :

vε(x, t) =
∑
n≥1

e−(α−β)λntfnϕn +
+∞∑
m=0

e
−(α+β)λmt

1+2ελm fmψm.

De la même méthodologie que celle développée pour le cas β ∈]+α,+∞[, on montre que
vε est une approximation stable de la solution du problème mal posé (2.1.1), et on établit
aussi les mêmes résultats de convergence.

2.5 Tests numériques

Equation de la chaleur avec involution (Pseudo-parabolique
régularisation)

On prend ici, α = 1, β = 2 et β = 3. Pour le niveau du bruit, on considère un bruit fort de
taille δ = 0.1.

Pour le cas : α = 1, β = 2 et δ = 0.1, on teste deux paramètres de régularisation ε = 0.01
et ε = 0.001.

Pour le cas : α = 1, β = 2 et δ = 0.1, on teste deux paramètres de régularisation ε = 0.0001
et ε = 0.00001.

Comme donnée initiale, on prend la fonction f(x) = 2(1+ x)(1− x)+ sin(100x) et on
calcule la solution u(x, t) au point t = 0.01. Puisque la solution recherchée est donnée par
une série de Fourier, alors, pour calculer cette solution, on tronque la série et on prend
uniquement les six (06) premiers termes.
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Figure 2.1 – Pseudo-parabolic regularization method : α = 1, β = 2, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : δ = 0.1, Regularization parameter : ε = 0.01, Relative error :
ER = 0.0098
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Figure 2.2 – Pseudo-parabolic regularization method : α = 1, β = 2, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : δ = 0.1, Regularization parameter : ε = 0.001, Relative
error : ER = 0.0013
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Figure 2.3 – Pseudo-parabolic regularization method : α = 1, β = 3, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : δ = 0.1, Regularization parameter : ε = 0.0001, Relative
error : ER = 0.0867
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Figure 2.4 – Pseudo-parabolic regularization method : α = 1, β = 3, Cut-off spectral
truncation : N = 6, Noise level : δ = 0.1, Regularization parameter : ε = 0.00001, Relative
error : ER = 0.0096

Les résultats numériques obtenus pour cet exemple avec un bruit fort δ = 0.1, montrent
une certaine exactitude entre la solution recherchée et la solution approchée (régularisée)
construite par la méthode pseudo-parabolique.
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Etude d’un problème inverse de type bi-fractionnaire

La diffusion est l’un des mécanismes de transport les plus importants dans la nature.
Dans la littérature, plusieurs modèles ont été proposés pour décrire ce mécanisme dans
des milieux homogènes et hétérogènes ; parmi eux l’équation parabolique classique (EPC),
l’équation bi-parabolique (EBP) et l’équation parabolique fractionnaire (EPF). Pour le pre-
mier modèle (EPC), l’utilisation de l’opérateur de Laplace et de la dérivée du premier ordre
est la meilleure façon de décrire la diffusion canonique. Commençons par l’exemple typique
d’un problème inverse engendré par une équation parabolique dans le cadre géométrique
le plus simple :

L1u(x, t) ≡ ut(x, t)− a∆u(x, t) = 0, x ∈ (0, l) ; t ∈ [0, T ], (3.0.1)

où u(x,0) = u0 est la condition initiale inconnue qui peut être déterminée à partir de la
condition finale u(x, T) = h(x), avec a > 0 et h une fonction donnée. Ce problème est bien
connu comme étant un problème mal posé (problème de la chaleur rétrograde). En raison
de son importance physique, le problème (3.0.1) a reçu une attention considérable au cours
des soixante dernières années.

Cependant, il est bien connu que l’équation parabolique classique ne peut pas décrire
avec précision la procédure de conduction thermique, car dans la théorie mathématique
classique de la conductivité thermique, certaines conditions simplificatrices sont imposées
aux processus (voir [33, 50]). Dans le cas où on ne considère pas ces conditions, on ne peut
pas obtenir une description suffisamment correcte des processus dynamiques de transfert
de la chaleur et de la masse. Pour surmonter ces difficultés, certains nouveaux modèles
ont été proposés par [26, 27, 89] via le modèle EBP, qui est une généralisation naturelle du
modèle donné dans (3.0.1). Le modèle proposé a été donné par

Lu(x, t) ≡ α1L1u(x, t)+α2L2
1u(x, t) = 0, x ∈ (0, l) ; t ∈ [0, T ], (3.0.2)

où α1 et α2 sont des paramètres réels. Le cas α1 = 1 et α2 = 0 coincide avec le problème
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classique (3.0.1).

L’un des inconvénients majeurs des deux modèles proposés respectivement par (3.0.1)
et (3.0.2) est qu’ils ne décrivent pas adéquatement le phénomène de diffusion dans les
matériaux à mémoire, par exemple les matériaux viscoélastiques, et les milieux hétérogènes,
tels que le sol, les aquifères hétérogènes et l’écoulement des fluides souterrains.

Afin de mieux décrire le phénomène de diffusion dans des milieux hétérogènes, le modèle
(3.0.1) a été remplacé par un problème analogue en introduisant une dérivée fractionnaire.
Un modèle typique est donné par

Lαu(x, t) ≡ Dαt u(x, t)− a∆u(x, t) = 0, x ∈ (0, l) ; t ∈ [0,T], (3.0.3)

où Dαt est la dérivée fractionnaire d’ordre α. Dans cette direction, on renvoie le lecteur à
plusieurs ouvrages sur les traitements mathématiques des équations (3.0.3). On cite par
exemple [71, 17, 36, 51, 65, 92, 106, 107, 108, 66, 129, 151, 155].

Il est très intéressant de point de vue théorique et pratique d’avoir une compréhension
quantitative de la coexistence de deux diffusions fractionnaires distinctes dans le modèle
inverse bi-parabolique. En particulier de la façon dont les solutions régularisées se stabi-
lisent avec un bon contrôle de deux régimes différents. Ce sujet n’a pas encore été étudié
de façons globale dans la littérature pour des raisons de difficultés purement théoriques.
C’est la principale motivation et le centre d’intérêt du travail actuel.

Le modèle proposé dans ce chapitre est basé sur l’idée de combiner les avantages de
l’équation bi-parabolique et les avantages de l’équation parabolique fractionnaire, afin de
mieux décrire la diffusion anormale et de construire une solution stable.

3.1 Formulation du problème

On considère le problème inverse qui consiste à déterminer le terme inconnu
u(x,0) = Ψ(x) dans le problème bi-fractionnaire suivant :



Lu = (Dαt − k2∆)u(x, t)+ τ(Dαt − k2∆)2u(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u(x, t = T) = g(x), x ∈ (0, l),

Dαt u(x, t = 0) = 0, x ∈ (0, l),

u(0, t) = uxx(0, t) = 0, t ∈ [0, T ],

ux(l, t) = uxxx(l, t) = 0, t ∈ [0, T ],

(3.1.4)

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



58 Etude d’un problème inverse de type bi-fractionnaire

où 0 < T < +∞, k et τ sont des paramètres réels, g est une fonction donnée et Dαt est la
dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α définie par :

Dαt u(x, t) =
1

Γ(1−α)

∫ t
0
(t − s)−αu′(s, t)ds , 0 < α < 1.

Le problème direct bi-fractionnaire et son analyse théorique ont été étudiés dans [26], où la
condition initiale ut(x,0) classique a été remplacée par une condition initiale fractionnaire
Dαt u(x,0).

Le modèle basé sur (3.1.4) n’est pas markovien et la valeur de son état actuel dépend
de tous les états de son passé. Ainsi, contrairement à l’opérateur différentiel parabolique,
la partie fractionnaire est un opérateur non local qui conserve le passé. Cette spécificité
peut être considérée comme un remède pour la réversibilité en temps. En effet, il a été
démontré [129], que le problème de sous-diffusion rétrograde est faiblement mal posé et
le phénomène d’instabilité se produit uniquement au voisinage de l’instant initial t = 0.

Les problèmes directs pour l’équation de diffusion fractionnaire ont été largement étu-
diés ces dernières années, où un grand nombre d’études a été développé sur le principe
du maximum [94], l’existence et l’unicité des solutions [93], les méthodes opérationnelles
de résolution exacte [96, 100, 154], et d’autres comme les solutions numériques par les
méthodes des éléments finis et les méthodes des différences finies [105, 133, 155].

Cependant, pour certains problèmes pratiques, les conditions aux limites, les données
initiales, les coefficients de diffusion ou les termes sources sont inconnus, et on veut les
reconstruire à partir des mesures supplémentaires. Cette situation donne lieu à certains
problèmes inverses de diffusion fractionnaire. Les premiers articles sur ce type de pro-
blèmes inverses ont été fournis par Murio dans [106, 107, 108] pour résoudre les équations
de la chaleur fractionnaires par des méthodes de mollification. Après cela, certains travaux
ont été publiés. Dans [36], Cheng et al. ont considéré un problème inverse pour déterminer
l’ordre de la dérivée fractionnaire et le coefficient de diffusion dans une équation de dif-
fusion fractionnaire et ils ont donné un résultat d’unicité. Dans [92], Liu et al. ont résolu
un problème rétrograde pour l’équation d’évolution de diffusion fractionnaire par une
méthode de régularisation de quasi-réversibilité.

Dans ce travail, on va d’abord extraire une certaine stabilité conditionnelle pour le
problème inverse proposé, puis on applique une méthode de régularisation itérative pour
construire des solutions approchées et stables pour le problème proposé.

Il y a plusieurs nouveautés importantes dans ce travail. La première est l’utilisation des
conditions initiales fractionnaires, la seconde est que le modèle (3.1.4) est composé de
deux modèles relaxés : l’équation bi-parabolique et l’équation parabolique fractionnaire
[26]. Une autre nouveauté importante qu’on souhaite souligner dans ce travail est la nature
faiblement mal-posée du problème qui nous permet d’améliorer la qualité de toutes les
méthodes de régularisation connues dans la littérature des problèmes mal-posés.

Dans [83, 84] Kozlov et Maz’ya ont proposé une méthode itérative alternée pour ré-
soudre des problèmes aux limites engendrés par des systèmes fortement elliptiques et
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formellement auto-adjoints. Après cela, l’idée de cette méthode a été utilisée avec suc-
cès pour résoudre diverses classes de problèmes mal posés (elliptiques, paraboliques et
hyperboliques) [12, 13, 22, 151, 155].

3.2 Résultats Préliminaires

Dans cette section, on donne les ingrédients et le cadre fonctionnel qui seront utilisés
dans ce chapitre. On commence par un bref rappel sur les opérateurs quasi-contractants,
la transformée de Fourier sinus, la fonction principale du calcul fractionnaire (la fonction
de Mittag-Leffler) et on termine cette partie en introduisant quelques lemmes de base qui
seront utiles dans notre analyse.

3.2.1 Opérateurs quasi-contractants

Définition 3.2.1. Soient H un espace de Hilbert et M ∈ L(H). On dit que M est quasi-
contractant si ∥∥M∥∥ ≤ 1.

Théorème 3.2.1. ([134, Théorème 2.2]). Soit M ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint positif
avec

∥∥M∥∥ ≤ 1. Posons V0 = N(M) et V1 = N(I −M), alors on a :

lim
n→+∞

Mn = ΠV1 , lim
n→+∞

(I −M)n = ΠV0 ,

où la notation ΠV désigne la projection orthogonale sur le sous-espace fermé V .

Pour plus de details sur la théorie des opérateurs quasi-contractants, on renvoie le lecteur
à Krasnosel’skii and al. [85, P. 66].
Considérons l’équation opérationnelle

Sϕ = (I −M)ϕ = ψ , (3.2.5)

où M est un opérateur quasi-contractant.

Théorème 3.2.2. Soit M un opérateur linéaire auto-adjoint, positif et quasi-contractant
sur H. Soit ψ̂ ∈ H tel que l’équation (3.2.5) admet une solution ϕ̂. Si 1 n’est pas une valeur
propre de M , i.e., I − M est injective (V1 = N(I − M) = {0}), alors les approximations
successive

ϕn+1 = Mϕn + ψ̂, n = 0,1,2, ...

convergent vers ϕ̂ pour toute donnée initiale ϕ0 ∈ H.

Preuve. D’après les hypothèses du théorème (3.2.1), nous avons :

∀ϕ0 ∈ H, Mnϕ0 → ΠV1ϕ0 = Π{0}ϕ0 = 0. (3.2.6)
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Par induction par rapport à n, il est facile de voir que ϕn a la forme explicite suivante :

ϕn = Mnϕ0 +
n−1∑
j=0

Mjψ̂

= Mnϕ0 + (I −Mn)(I −M)−1ψ̂

= Mnϕ0 + (I −Mn)ϕ̂,

et l’équation (3.2.6) nous permet de conclure que

ϕ̂ −ϕn = Mn(ϕ0 − ϕ̂) -→ 0, n→ +∞. (3.2.7)

�

Remarque 3.2.1. Certains problèmes inverses peuvent être formulés par des équations de
Fredholm de première espèce de la forme Bϕ = ψ, où B est un opérateur compact, positif
auto-adjoint sur H. Cette équation peut être réécrite de la manière suivante :

ϕ = (I −wB)ϕ +wψ = Lϕ +wψ,

où L = (I −ωB), et ω est un paramètre positif satisfaisant ω <
1∥∥B∥∥ . Il est facile de voir

que l’opérateur L est quasi-contractant et 1 n’st pas une valeur propre de L. Il résulte du
théorème (3.2.2) que la suite

{
ϕn

}∞
n=0 converge et (I −ωB)nζ → 0, pour tout ζ ∈ H quand

n→ +∞.

3.2.2 Fonction de Mittag-Leffler et ses propriétés

Dans ce qui suit, on présente quelques définitions et lemmes qui seront utiles pour
expliciter la solution du problème (3.1.4), ainsi que les estimations de convergence découlant
de la méthode de régularisation proposée. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux
références [66, 71, 113, 112, 26, 40].

Définition 3.2.2. [26] On définit la transformée finie de Fourier sinus par rapport à la
variable x comme suit :

ûn(t) =
∫ l

0
u(x, t) sin(λnx)dx, λn =

π(2n− 1)
2l

; n > 0.

Définition 3.2.3. [112] La fonction de Mittag-Leffler de deux-paramètres est définie par :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk+ β) , z ∈ C,

où α > 0 et β ∈ R sont des paramètres arbitraires.

Propriétés 3.2.1. La fonction de Mittag-Leffler vérifie les propriétés suivantes :
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1. Si β = 1 alors la fonction de Mittag-Leffler de deux-paramètres s’écrit comme suit :

Eα,1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk+ 1)
= Eα(z) (fonction de Mittag-Leffler d’un seul paramètre).

2. On a :

Eα,1−α(z) = zEα(z)+
1

Γ(1−α).

3. Pour 0 < α < 1, λ > 0 et y > 0, on a :

DαyEα,1(−λyα) = −λEα,1(−λyα), y > 0,

et
dn

dyn
(Eα,1(−y)) = (−1)nEα,1(−y), n ∈ N.

4. Pour y > 0, on a :
Eα,1(0) = 1, lim

y→+∞
Eα,1(−y) = 0.

Lemme 3.2.1. [113] Pour 0 < α < 1, λ > 0 et y > 0, On a :

0 ≤ Eα,1(−y) < 1.

De plus Eα,1(−y) est complètement monotone, i.e.,

(−1)n
dn

dyn
Eα,1(−y) ≥ 0.

Lemme 3.2.2. [129] Pour 0 < γ0 < γ1 < 1, il existe des constantes C1,±, C2,± telles que :

C1,−
γ
ex

1
γ ≤ Eγ(x) ≤

C1,+
γ
ex

1
γ , ∀x ≥ 0,

C2,−
Γ(1− γ)

1
1− x ≤ Eγ(x) ≤

C2,+
Γ(1− γ)

1
1− x , ∀x ≤ 0, (3.2.8)

où γ ∈ [γ0, γ1].

Lemme 3.2.3. Soient 0 < α < 1, T > 0 et λ1 > 0. Pour tout λn ≥ λ1 > 0, il existe des
constantes positives C ,C dépendant de T , α et λ1 telles que :

C
λn
≤ Eα,1(−λnTα) ≤

C
λn
. (3.2.9)

Preuve. A partir du lemme (3.2.2), on sait qu’il existe des constantes C̃+, C̃− telles que :

Eα(−λnTα) ≤
C̃+

1+ λnTα
≤ C̃+
Tα

1
λn
, avec C̃+ =

C2,+
Γ(1−α)

et

Eα(−λnTα) ≥
C̃−

1+ λnTα
≥ C̃−

λn
λ1
+ λnTα

= C̃−
1
λ1
+ Tα

1
λn
, avec C̃− =

C2,−
Γ(1−α)

En posant C = C̃+
Tα

et C = C̃−
1
λ1
+ Tα

, on obtient le résultat désiré. �
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Lemme 3.2.4. [40] Pour 0 < λ < 1, on définit pk(λ) et rk(λ) par :

pk(λ) =
k−1∑
i=0

(1− λ)i,

et

rk(λ) = 1− pk(λ) = (1− λ)k.

On a :

pk(λ)λµ ≤ k1−µ, ∀0 ≤ µ ≤ 1,

rk(λ)λν ≤ θν(k+ 1)−ν ,
(3.2.10)

où

θν =


1, 0 ≤ ν ≤ 1,

νν , ν > 1.

Théorème 3.2.3. (Inégalité de Hölder). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que
1
p
+ 1
q
= 1. Pour tous x,y ∈ Rn on a :

∣∣〈x,y〉∣∣ ≤ ∥∥x∥∥p ∥∥y∥∥q,
et cette inégalité est encore valable pour p = 1 et q = ∞. Pour p = q = 2 on retrouve
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.3 Analyse du Problème

On considère le problème bi-fractionnaire suivant :



Lu = (Dαt − k2∆)u(x, t)+ τ(Dαt − k2∆)2u(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u(x, t = 0) = Ψ(x), x ∈ (0, l),

Dαt u(x, t = 0) =ϕ(x), x ∈ (0, l),

u(0, t) = uxx(0, t) = 0, t ∈ [0, T ],

ux(l, t) = uxxx(l, t) = 0, t ∈ [0, T ],

(3.3.11)
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qu’on peut l’écrire aussi sous la forme suit :

τDαt Dαt u(x, t)+ (1− 2τk2∆)Dαt u(x, t)+ k2(τk2∆2 −∆)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u(x, t = 0) = Ψ(x), x ∈ (0, l),

Dαt u(x, t = 0) =ϕ(x), x ∈ (0, l),

u(0, t) = uxx(0, t) = 0, t ∈ [0, T ],

ux(l, t) = uxxx(l, t) = 0, t ∈ [0, T ],
(3.3.12)

où (x, t) ∈ (0, l)× [0, T ), ϕ,ψ ∈ L2((0, l);R).
Pour trouver la solution du problème (3.3.12), on applique une suite de transformations

selon les étapes suivantes : transformée de Fourier sinus par rapport à la variable x,
transformée de Laplace par rapport à la variable t, transformée de Laplace inverse, et enfin
la transformée de Fourier inverse.
• Transformée de Fourier sinus :
On applique la transformée de Fourier sinus par rapport à la variable x au problème

(3.3.12), on obtient

∫ l
0

(
τDαt Dαt u(x, t)+ (1− 2τk2∆)Dαt u(x, t)+ k2(τk2∆2 −∆)u(x, t)

)
sin(λnx)dx = 0,

ou encore

τDαt Dαt ûn(t)+Dαt
l∫

0

u(x, t) sin(λnx)dx − 2τk2Dαt
∫ l

0
∆u(x, t) sin(λnx)dx︸ ︷︷ ︸

I

+τk4

∫ l
0
∆2u(x, t) sin(λnx)dx︸ ︷︷ ︸

J

−k2

∫ l
0
∆u(x, t) sin(λnx)dx︸ ︷︷ ︸

I

= 0.

En faisant une intégration par partie, on trouve que :

I = −λ2
nûn(t) et J = −λ2

nI = λ4
nûn(t).

Par conséquent, on obtient que :

τDαt Dαt ûn(t)+Dαt ûn(t)+ 2τk2λ2
nDαt ûn(t)+ τk4λ4

nûn(t)+ k2λ2
nûn(t) = 0.

Ceci implique que :

τDαt Dαt ûn(t)+
(
1+ 2τk2λ2

n
)
Dαt ûn(t)+ k2λ2

n
(
1+ τk2λ2

n
)
ûn(t) = 0, (3.3.13)
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avec ∫ l
0
u(x,0) sin(λnx)dx = ûn(0) =

∫ l
0
Ψ(x) sin(λnx)dx = wn,

et ∫ l
0
Dαt u(x,0) sin(λnx)dx = Dαt ûn(0) =

∫ l
0
ϕ(x) sin(λnx)dx = σn.

• Transformée de Laplace :
Maintenant, on applique la transformée de Laplace par rapport à la variable t à l’équation

(3.3.13), on obtient

L
[
τDαt Dαt ûn(t)+ (1+ 2τk2λ2

n)Dαt ûn(t)+ k2λ2
n(1+ τk2λ2

n)ûn(t)
]
(s) = 0, (3.3.14)

d’où

τL[Dαt Dαt ûn(t)](s)+ (1+ 2τk2λ2
n)L[Dαt ûn(t)](s)+ k2λ2

n(1+ τk2λ2
n)L[ûn(t)](s) = 0.

Posons L[ûn(t)](s) = ûn(s), on a :

L[Dαt ûn(t)](s) = sαL[ûn(t)](s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1û(k)n (0+)

= sαûn(s)− sα−1ûn(0+)

= sαûn(s)− sα−1wn,

et
L[Dαt Dαt ûn(t)](s) = L[Dαt K(t)](s)

= sαL[K(t)](s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1K(0+)

= sαL[Dαt ûn(t)](s)− sα−1Dαt ûn(0+)

= sα[sαûn(s)− sα−1wn]− sα−1σn

= s2αûn(s)− s2α−1wn − sα−1σn .

En remplaçant ces expressions dans (3.3.14), on obtient que :

τ
[
s2αûn(s)−s2α−1wn−sα−1σn

]
+(1+2τk2λ2

n)
[
sαûn(s)−sα−1wn

]
+k2λ2

n(1+τk2λ2
n)ûn(s) = 0,

d’où

τ
[
s2αûn(s)−s2α−1wn−sα−1σn+

(1
τ
+2k2λ2

n

)
[sαûn(s)−sα−1wn]+k2λ2

n

(1
τ
+k2λ2

n

)
ûn(s)

]
= 0,
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ce qui entraîne que

s2αûn(s)+sα
(1
τ
+2k2λ2

n

)
ûn(s)+k2λ2

n

(1
τ
+k2λ2

n

)
ûn(s) = s2α−1wn+sα−1σn+sα−1

(1
τ
+2k2λ2

n

)
wn,

et donc[
s2α + sα

(1
τ
+ 2k2λ2

n

)
+ k2λ2

n

(1
τ
+ k2λ2

n

)]
ûn(s) = s2α−1wn + sα−1

[
σn +

(1
τ
+ 2k2λ2

n

)
wn

]
.

Il en résulte que :

ûn(s) = A1(s)wn + B1(s)
[
σn +

(1
τ
+ 2k2λ2

n

)
wn

]
, (3.3.15)

avec

A1(s) =
s2α−1

s2α + sα( 1
τ + 2k2λ2

n)+ k2λ2
n(

1
τ + k2λ2

n)
,

B1(s) =
sα−1

s2α + sα( 1
τ + 2k2λ2

n)+ k2λ2
n(

1
τ + k2λ2

n)
.

Il est possible de représenter les expressions A1(s) et B1(s) comme une combinaison linéaire

entre
sα−1

sα + a et
s2α−1

sα + a . En effet, il est facile de vérifier les formules suivantes :

A1(s) =
τs2α−1

sα + k2λ2
n
− τs2α−1

sα + 1
τ + k2λ2

n
,

et

B1(s) =
τsα−1

sα + k2λ2
n
− τsα−1

sα + 1
τ + k2λ2

n
.

Alors il s’ensuit que :

ûn(s) =
[
τs2α−1

sα + k2λ2
n
− τs2α−1

sα + 1
τ + k2λ2

n

]
wn

+
[
τsα−1

sα + k2λ2
n
− τsα−1

sα + 1
τ + k2λ2

n

][
σn +

(1
τ
+ 2k2λ2

n

)
wn

]
.

(3.3.16)

• Transformée de Laplace inverse :
Dans cette étape, on applique la transformée de Laplace inverse par rapport à la variable

t à l’équation (3.3.16), il vient

ûn(t) = wnL−1
[
A1(s)

]
(t)+

[
σn +

(1
τ
+ 2k2λ2

n

)
wn

]
L−1

[
B1(s)

]
(t).

En utilisant les deux formules suivantes :

L
[
tβ−1Eα,β(−atα)

]
= sα−β

sα + a,
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et

L
[
tα−1Eα,α(−atα)

]
= 1
sα + a,

on trouve que :

L−1
[
A1(s)

]
(t) = τt−α

[
Eα,1−α(−k2λ2

ntα)− Eα,1−α
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]
,

L−1
[
B1(s)

]
(t) = τ

[
Eα,1(−k2λ2

ntα)− Eα,1
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]
,

d’où :

ûn(t) = τwn

[
t−αEα,1−α(−k2λ2

ntα)− t−αEα,1−α
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

+ τ
[
σn +

(1
τ
+ 2k2λ2

n

)
wn

][
Eα,1(−k2λ2

ntα)− Eα,1
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

= τσn
[
Eα,1(−k2λ2

ntα)− Eα,1
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n
)
tα
)]

+ τwn

[[
t−αEα,1−α(−k2λ2

ntα)− t−αEα,1−α
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

+
(1
τ
+ 2k2λ2

n

)[
Eα,1(−k2λ2

ntα)− Eα,1
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]]

.

D’après les propriétés de (3.2.1), on arrive à la formule suivante :

ûn(t) = τσn

[
Eα(−k2λ2

ntα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

+ τwn

[[
− k2λ2

nEα(−k2λ2
ntα)+

(1
τ
+ k2λ2

n

)
Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

+
(1
τ
+ 2k2λ2

n

)[
Eα(−k2λ2

ntα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

ntα
))]]

= τσn
[
Eα(−k2λ2

ntα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

+ wn
[
(1+ τk2λ2

n)Eα(−k2λ2
ntα)− τk2λ2

nEα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]
.
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• Transformée de Fourier inverse :

Enfin, on applique la transformée de Fourier inverse par rapport à la variable x à la
dernière équation, on trouve la solution finale de notre problème, donnée par l’expression :

u(x, t) = 2
l

∑
n≥1

[
τσn

[
Eα(−k2λ2

ntα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]

+ wn
[
(1+ τk2λ2

n)Eα(−k2λ2
ntα)− τk2λ2

nEα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]]

sin(λnx),

(3.3.17)

avec ûn(0) =
∫ l

0
Ψ(x) sin(λnx)dx = wn et Dαt ûn(0) =

∫ l
0
ϕ(x) sin(λnx)dx = σn.

Comme conséquence, la solution du problème (3.1.4) est donnée par l’expression :

u(x, t) = (R(t)Ψ)(x) = 2
l

∑
n≥1

wn

[
(1+τk2λ2

n)Eα(−k2λ2
ntα)−τk2λ2

nEα
(
−
(1
τ
+k2λ2

n

)
tα
)]

sin(λnx).

(3.3.18)
Cette solution est stable par rapport à la donnée Ψ . En effet, on a :

∥∥u(., t)∥∥2 =
∥∥R(t)Ψ∥∥2

= 4
l2
∑
n≥1

[
(1+ τk2λ2

n)Eα(−k2λ2
ntα)− τk2λ2

nEα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)]2

|wn|2

= 4
l2
∑
n≥1

|wn|2
[
χt(λn)

]2,

où

χt(λn) = (1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

ntα)− τk2λ2
nEα

(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
tα
)

≤ (1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

ntα)

≤ (1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

nTα)

≤ (1+ τk2λ2
n)

C2,+
Γ(1−α)

1
1+ k2λ2

nTα

≤
[

k2λ2
n

k2λ2
1

+ τk2λ2
n

]
C2,+

Γ(1−α)
1

k2λ2
nTα

≤
[

1

k2λ2
1

+ τ
]

C2,+
Γ(1−α)

1
Tα
=m.
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Par conséquent, on trouve que :

∥∥u(., t)∥∥2 ≤ 4
l2
∑
n≥1

m2|wn|2 =m2
1

∥∥Ψ∥∥2,

d’où ∥∥R(t)∥∥ ≤m1, oùm1 =
2m
l
. (3.3.19)

Ceci implique que le problème direct (3.3.11) est bien posé au sens de Hadamard.

3.3.1 Caractère mal posé du problème (3.1.4)

Dans cette section, on va montrer l’instabilité du problème inverse associé à l’équa-
tion(3.1.4). Ce dernier consiste à trouver Ψ = u(x,0) à partir de u(x, T) = g(x).

Notons

λn =
(2n− 1)π

2l
, en(x) =

√
2
l

sin(λnx), n ∈ N∗,

hn = 〈h, en〉 =
l∫

0

h(x)en(x)dx =
√

2
l

l∫
0

h(x) sin(λnx)dx, n ∈ N∗.

On introduit l’espace de Hilbert Hp :

Hp :=

h ∈ H = L2((0, l);R) : ‖h‖2
p =

∑
n≥1

λ2p
n |〈h, en〉

∣∣2 < +∞

 ,
muni du produit scalaire 〈., .〉p et de la norme ‖.‖p :

〈u,v〉p :=
∑
n≥1

λ2p
n unvn, ‖u‖2

p =
∑
n≥1

λ2p
n u2

n,

où un (resp. vn) est le coefficient de Fourier d’ordre n de u (resp. v) relativement à la base
Hilbertienne (en)n≥1 :

un = 〈u, en〉 =
l∫

0

u(x)en(x)dx =
√

2
l

l∫
0

u(x) sin(λnx)dx,

vn = 〈v, en〉 =
l∫

0

v(x)en(x)dx =
√

2
l

l∫
0

v(x) sin(λnx)dx.
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En tenant compte de l’expression de la solution donnée par (3.3.17) et la condition
supplémentaire u(x, T) = g(x), on obtient l’équation vectorielle :

u(x, T) = R(T)Ψ = 2
l

∑
n≥1

wn
[
(1+ τk2λ2

n)Eα(−k2λ2
nTα)− τk2λ2

nEα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
)]
en(x)

=
∑
n≥1

gnen(x) = g(x),

et par identification, on trouve

wn =
gn

(1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

nTα)− τk2λ2
nEα

(
−
(

1
τ + k2λ2

n

)
Tα
) , n ∈ N∗. (3.3.20)

Ce qui nous donne :

Ψ(x) =
√

2
l

∑
n≥1

[
gn

(1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

nTα)− τk2λ2
nEα

(
−
(

1
τ + k2λ2

n

)
Tα
)] sin(λnx).

Pour simplifier le calcul, on note

Ψ(x) =
√

2
l

∑
n≥1

χ1(λn)gn sin(λnx) = R−1(T)g(x). (3.3.21)

En utilisant les propriétés de la fonction Eα(−y), y > 0, on montre que

χ1(λn) =
1

χT (λn)
= 1

(1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

nTα)− τk2λ2
nEα

(
−
(

1
τ + k2λ2

n

)
Tα
) -→
n→+∞

+∞.

Preuve. On a

λn =
π(2n− 1)

2l
-→

n→+∞
+∞.

D’après le lemme (3.2.3), on sait que Eα(−x) ≈
1
x

, ce qui nous permet d’écrire

χT (λn) = (1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

nTα)− τk2λ2
nEα

(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
)

≈ (1+ τk2λ2
n)

1
λ2
n
− τk2λ2

n
1
λ2
n

≈ 1
λ2
n
-→ 0, n -→ +∞.

Ainsi,

χ1(λn) =
1

χT (λn)
-→

n→+∞
+∞.

�
Ce qui implique que le problème inverse associé au problème (3.1.4) est mal posé au sens
de HADAMARD.
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3.3.2 Stabilité conditionnelle

Dans ce qui suit, on donne une condition de stabilité conditionnelle du problème en
question.

Théorème 3.3.1. Si Ψ(.) = u(.,0) ∈ Hp, p > 0, i.e.,

‖Ψ‖2
p =

∑
n≥1

λ2p
n
∣∣〈Ψ , en〉∣∣2 ≤ E2 < +∞,

alors on a la continuité Höldérienne suivante :∥∥Ψ∥∥ ≤ (C1

) p
p+2E

2
p+2
∥∥g∥∥ p

p+2 ,

où C1 est une constante positive.

Preuve. De la formule (3.3.21), on a :

∥∥Ψ∥∥2 = 2
l

∑
n≥1

|wn|2 =
2
l

∑
n≥1

(
|gn|
χT (λn)

)2

.

On applique l’inégalité de Hölder donnée par le théorème (3.2.3), en posant r = p + 2
2

et

s = p + 2
p

de tel sorte que
1
r
+ 1
s
= 1, on obtient :

∥∥Ψ∥∥2 ≤ 2
l

[∑
n≥1

g2
n

χp+2
T (λn)︸ ︷︷ ︸
I

] 2
p+2(∑

n≥1

g2
n

) p
p+2 ,

où

I =
∑
n≥1

g2
n

χp+2
T (λn)

=
∑
n≥1

g2
n

χT (λn)pχT (λn)2
=
∑
n≥1

w2
n

1
χT (λn)p

,

et

χT (λn) = (1+ τk2λ2
n)Eα(−k2λ2

nTα)− τk2λ2
nEα

(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
)

= Eα(−k2λ2
nTα)+ τk2λ2

n

(
Eα(−k2λ2

nTα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
))
≥ 0.

On sait d’après le lemme (3.2.1) que Eα(−k2λ2
nTα) ≥ 0 et que la fonction Eα(−η) est

décroissante. Comme k2λ2
nTα ≤

(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα, il en résulte que

Eα(−k2λ2
nTα) ≥ Eα

((
− 1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
)
,
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et donc

Eα(−k2λ2
nTα)− Eα

((
− 1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
)
≥ 0.

Comme conséquence, on a

χT (λn) = Eα(−k2λ2
nTα)︸ ︷︷ ︸

≥0

+τk2λ2
n

(
Eα(−k2λ2

nTα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
))

︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0.

D’où,

χT (λn) = Eα(−k2λ2
nTα)+ τk2λ2

n

(
Eα(−k2λ2

nTα)− Eα
(
−
(1
τ
+ k2λ2

n

)
Tα
))

≥ Eα(−k2λ2
nTα) ≥

C2,−
Γ(1−α)

1
1+ k2λ2

nTα

≥ C2,−
Γ(1−α)

1
k2λ2

n

k2λ2
1

+ k2λ2
nTα

≥ C2,−
Γ(1−α)

1

k2λ2
n

(
1

k2λ2
1

+ Tα
)

≥ C2,−
Γ(1−α)

1
1

k2λ2
1

+ Tα︸ ︷︷ ︸
C

1
k2λ2

n
,

ce qui implique que
1

χT (λn)
≤ k2λ2

n

C
.

Il s’ensuit que

I ≤
(

k2

C

)p ∑
n≥1

Ψ2
nλ2p

n︸ ︷︷ ︸
‖Ψ‖2

p

.

Ainsi, on obtient l’estimation de continuité :

∥∥Ψ∥∥2 ≤ 2
l

[(k2

C

)p∥∥Ψ∥∥2
p

] 2
p+2∥∥g∥∥ 2p

p+2 ≤ 2
l

[k2

C

] 2p
p+2

︸ ︷︷ ︸
C1

E
4
p+2
∥∥g∥∥ 2p

p+2 = (C1)E
2
p+2
∥∥g∥∥ p

p+2 ,
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avec C1 =
√

2
l

[k2

C

] p
p+2

. �

Donc, le problème inverse associé au problème (3.1.4) est conditionnellement bien posé
sur l’ensemble Hp, p > 0.

3.4 Méthode de régularisation itérative de Kozlov-Mazya

Dans cette section on applique la méthode itérative de Kozlov-Maz’ya pour construire
une solution approchée stable du problème mal posé (3.1.4).

3.4.1 Déscription de la méthode

L’algorithme itératif pour résoudre le problème (3.1.4) commence par un choix arbitraire
de ψ0. La première approximation u0(t) est la solution du problème direct suivant :



Lu0(t) = (Dαt − k2∆)u0(t)+ τ(Dαt − k2∆)2u0(t) = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u0(x, t = 0) = Ψ0(x), x ∈ (0, l),

Dαt u0(x, t = 0) = 0, x ∈ (0, l),

u0(0, t) = u0
xx(0, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u0
x(l, t) = u0

xxx(l, t) = 0 t ∈ [0, T ].

(3.4.22)

Une fois que la paire (uk,Ψk) est construite, on définit Ψk+1 par

Ψk+1 = Ψk −ω
(
uk(T)− g

)
, (3.4.23)

où ω (paramètre de relaxation) vérifie la condition

0 < ω < ω∗ = 1∥∥K∥∥ ,
avec

∥∥K∥∥ = ∥∥R(T)∥∥ ≤ m1, et R(.) est l’opérateur résolvant associé au problème (3.1.4)
donné par (3.3.18).
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Finalement, l’itération uk+1 s’obtient en résolvant le problème :

Luk+1(t) = (Dαt − k2∆)uk+1(t)+ τ(Dαt − k2∆)2uk+1(t) = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

uk+1(x, t = 0) = Ψk+1(x), x ∈ (0, l),

Dαt uk+1(x, t = 0) = 0, x ∈ (0, l),

uk(0, t) = ukxx(0, t) = 0, t ∈ [0, T ]),

ukx(l, t) = ukxxx(l, t) = 0, t ∈ [0, T ].
(3.4.24)

On pose G = I −ωK. Si on itère l’expression dans (3.4.23) et en tenant compte de

uk(T) = R(T)Ψk = KΨk, K−1g = R−1(T)g = u(0),

on obtient :

Ψk = Ψk−1 −ω(KΨk−1 − g),

= (I −ωK)Ψk−1 +ωg

= GkΨ0 +ω
k−1∑
i=0

Gig

= GkΨ0 +ω(I −Gk)(I −G)−1g

= GkΨ0 +ω(I −Gk)(ωK)−1g

= GkΨ0 + (I −Gk)K−1g,

⇒ Ψk = GkΨ0 + (I −Gk)u(0),

⇒ Ψk −u(0) = Gk(Ψ0 −u(0))

⇒ R(t)(Ψk −u(0)) = uk(t)−u(t) = R(t)Gk(Ψ0 −u(0)).

Proposition 3.4.1. L’opérateur G = I−wK est auto-adjoint et quasi-contractant sur H. De
plus, 1 n’est pas une valeur propre de G.

Remarque 3.4.1. Soit k ∈ N∗, on a :

∥∥G∥∥ ≤ 1 ⇒
∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

Gi
∥∥∥∥∥ ≤

k−1∑
i=0

∥∥Gi∥∥ ≤ k.
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Théorème 3.4.1. Soient Ψ0 un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et
uk la k-iéme solution approchée. Alors on a :

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(., t)−uk(., t)∥∥ -→
k→+∞

0.

Preuve.

1. Pour t = 0, on a : ∥∥u(0)−uk(0)∥∥ = ∥∥R(0)Gk(Ψ0 −u(0))
∥∥.

Comme R(0) = 1 et en utilisant le théorème (3.2.2), on conclut que :∥∥u(0)−uk(0)∥∥ = ∥∥Gk(Ψ0 −u(0))
∥∥ -→
k→+∞

0. (3.4.25)

2. Pour t > 0, de même, d’après le théorème (3.2.2) et l’estimation (3.3.19), on a :∥∥u(t)−uk(t)∥∥ =
∥∥R(t)Gk(Ψ0 −u(0))

∥∥
≤

∥∥R(t)∥∥∥∥Gk(Ψ0 −u(0))
∥∥

≤ m1

∥∥Gk(Ψ0 −u(0))
∥∥︸ ︷︷ ︸

-→
k→+∞

0

-→
k→+∞

0.

(3.4.26)

De (3.4.25) et (3.4.26), on conclut que :

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)−uk(t)∥∥ -→
k→+∞

0.

�
En général, la solution exacte u(.,0) = Ψ ∈ H doit satisfaire une condition de régularité

dite condition de source, sinon la convergence de la méthode de régularisation peut être
lente. Afin d’accélérer la méthode de régularisation, on impose la condition de source
suivante : (

Ψ0 −u(.,0)
)
∈ Hγ , γ > 1.

Théorème 3.4.2. Soient Ψ0 un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et
uk la k-ième solution approchée. Si (Ψ0 −u(0)) ∈ Hγ , i.e.,∑

n≥1

λ2γ
n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2 ≤ E2 < +∞,

alors le taux de convergence de cette méthode est donné par :

∥∥u(t)−uk(t)∥∥ ≤ β E
(k+ 1)

γ
2

-→
k→+∞

0,

où β est une constante positive.
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Preuve.

1. Pour t = 0, on a :∥∥u(0)−uk(0)∥∥2 =
∥∥R(0)Gk(Ψ0 −u(0))

∥∥2

≤
∥∥R(0)∥∥2‖Gk(Ψ0 −u(0))‖2

≤ 4
l2
∑
n≥1

λ−2γ
n λ2γ

n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2
{
1−ωχT (λn)

}2k
.

On pose

φ(λn) =
{
1−ωχT (λn)

}k
≤
{
1−ωEα(−k2λ2

nTα)
}k
,

il en résulte que :∥∥u(0)−uk(0)∥∥2 ≤ 4
l2
∑
n≥1

λ−2γ
n λ2γ

n |〈Ψ0 −u(0), en〉|2
{
1−ωEα(−k2λ2

nTα)
}2k
,

avec 0 < ωEα(−k2λ2
nTα) < 1.

En effet, on sait que 0 < ω < ω∗ = 1∥∥K∥∥ = 1∥∥R(T)∥∥ et on a :

‖u(x, T)‖ = ‖R(T)Ψ‖ =
∑
n≥1

|wn|
[
χT (λn)

]
,

où

χT (λn) ≥ Eα(−k2λ2
nTα)⇒ ‖R(T)‖ ≥ Eα(−k2λ2

nTα)⇒ w <
1

‖R(T)‖ ≤
1

Eα(−k2λ2
nTα)

.

Il s’ensuit que

0 < ωEα(−k2λ2
nTα) <

Eα(−k2λ2
nTα)

Eα(−k2λ2
nTα)

= 1.

En utilisant les deux lemmes (3.2.4) et (3.2.3), on peut écrire :∥∥u(0)−uk(0)∥∥2 ≤ 4
l2
∑
n≥1

r 2
k (λ)λ

−2γ
n λ2γ

n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2

≤ 4
l2
∑
n≥1

r 2
k (λ)

(
C

Eα(−k2λ2
nTα)

)−γ
λ2γ
n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2

≤ 4
l2

(
C−1

ω

)γ∑
n≥1

(
rk(λ)

(
ωEα(−k2λ2

nTα)︸ ︷︷ ︸
λ

) γ
2

)2
λ2γ
n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2

≤ 4
l2
(C−1

ω

)γ(
θ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

)2∥∥Ψ0 −u(0)
∥∥2
γ

≤
(

2
l

(C−1

ω

) γ
2

)2

E2
(
θ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

)2
,
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d’où : ∥∥u(0)−uk(0)∥∥ ≤ 2
l

(C−1

ω

) γ
2 Eθ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

≤ L
E

(k+ 1)
γ
2

-→
k→+∞

0,

(3.4.27)

avec L = θ γ
2

2
l

(C−1

ω

) γ
2
.

2. Pour t > 0, on a :∥∥u(t)−uk(t)∥∥2 =
∥∥R(t)Gk(Ψ0 −u(0))

∥∥2

≤
∥∥R(t)∥∥2∥∥Gk(Ψ0 −u(0))

∥∥2

≤ m2
1

4
l2
∑
n≥1

λ−2γ
n λ2γ

n
∣∣〈Ψ0 −u(0),φn〉

∣∣2
{
1−ωχT (λn)

}2k
.

On suit la même démarche que celle employée dans le premier cas et en utilisant les
deux lemmes (3.2.4) et (3.2.3), on obtient que :∥∥u(t)−uk(t)∥∥2 ≤ m2

1

4
l2
∑
n≥1

r 2
k (λ)λ

−2γ
n λ2γ

n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2

≤ 4m2
1

l2
(
C−1

ω

)γ∑
n≥1

(
rk(λ)(ωEα(−k2λ2

nTα)︸ ︷︷ ︸
λ

)
) γ

2
)2
λ2γ
n
∣∣〈Ψ0 −u(0), en〉

∣∣2

≤ 4m2
1

l2
(C−1

ω

)γ(
θ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

)2∥∥Ψ0 −u(0)
∥∥2
γ

≤ 4m2
1

l2

((C−1

ω

) γ
2

)2

E2
(
θ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

)2
,

d’où ∥∥u(t)−uk(t)∥∥ ≤ 2m1

l

(C−1

ω

) γ
2 Eθ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

≤ M E
(k+ 1)

γ
2

-→
k→+∞

0,

(3.4.28)

avecM= θ γ
2

2m1

l

(C−1

ω

) γ
2
.

De (3.4.27) et (3.4.28), on conclut le résultat désiré. �

Théorème 3.4.3. Soient 0 < ω < ω∗, Ψ0 ∈ H un élément arbitraire de la méthode itérative
proposée et uk (resp. ukδ) est la k-ième approximation pour la donnée exacte g (resp. perturbée
gδ) telle que : ∥∥g − gδ∥∥ ≤ δ.
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Sous la condition Ψ0 −u(0) ∈ Hγ , alors on a l’estimation d’erreur :

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)−ukδ(t)∥∥ ≤ J(k, δ).
Preuve.

1. Pour t = 0, on a :∥∥u(0)−ukδ(0)∥∥ ≤ ∥∥u(0)−uk(0)∥∥︸ ︷︷ ︸
∆1

+
∥∥uk(0)−ukδ(0)∥∥︸ ︷︷ ︸

∆2

,

avec
∆1 =

∥∥u(0)−uk(0)∥∥ ≤ sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)−uk(t)∥∥
≤ L

E
(k+ 1)

γ
2
,

et
∆2 =

∥∥uk(0)−ukδ(0)∥∥ = ∥∥R(0)(Ψk − Ψkδ )∥∥
=

∥∥∥ωk−1∑
i=0

Gi(g − gδ)
∥∥∥

≤
∥∥∥ωk−1∑

i=0

Gi(g − gδ)
∥∥∥

≤ ωδk.

Par conséquent :

∥∥u(0)−ukδ(0)∥∥ ≤ L E
(k+ 1)

γ
2
+ωδk = J(k, δ).

avec : L = θ γ
2

2
l

(C−1

ω

) γ
2 .

2. Pour t > 0, on a :∥∥u(t)−ukδ(t)∥∥ ≤ ∥∥u(t)−uk(t)∥∥︸ ︷︷ ︸
∆1

+
∥∥uk(t)−ukδ(t)∥∥︸ ︷︷ ︸

∆2

,

où
∆1 =

∥∥u(t)−uk(t)∥∥ ≤ sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)−uk(t)∥∥
≤ M E

(k+ 1)
γ
2
,
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et
∆2 =

∥∥uk(t)−ukδ(t)∥∥ = ∥∥R(t)(Ψk − Ψkδ )∥∥
=

∥∥∥ωR(t)k−1∑
i=0

Gi(g − gδ)
∥∥∥

≤ m1

∥∥∥ωk−1∑
i=0

Gi(g − gδ)
∥∥∥

≤ m1ωδk.

Donc ∥∥u(t)−ukδ(t)∥∥ ≤M E
(k+ 1)

γ
2
+m1ωδk = J(k, δ).

avec :M= θ γ
2

2m1

l

(C−1

ω

) γ
2 .

Si on choisit k = k(δ) tel que ωkδ →
δ→0

0, alors

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)−ukδ(t)∥∥ -→
k→+∞

0.

�

3.5 Tests numériques

Equation bi-fractionnaire (Méthode itérative KM)

Dans cet exemple, on fixe les paramètres du problème comme suit : (0, l) = (0, π), τ =
1, k = 1, T = 1 et α = 0.5.

Comme données, on prend la donnée finale u(x, T) =
√

2
π

sin(x), on trouve la donnée

initiale (exacte)

u(x,0) =
(

1
2E0.5(−1)− E0.5(−2)

)√
2
π

sin(x).
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Figure 3.1 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : r = 0.5, Relative error : ER = 0.0095
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Figure 3.2 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : r = 1, Relative error : ER = 0.0024
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x

u
(x
,0
)
=

f
(x
)

Approximate solution by KM iterative method, noise level = 0.1

 

 

exact solution
approximate solution

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1

2

3

4

5

6

7
x 10

−3 Error = |exact solution−approximate solution|

Figure 3.3 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : r = 1.5, Relative error : ER = 0.0039
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Figure 3.4 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 6, Preconditioner parameter : r = 2, Relative error : ER = 0.0053

Les résultats numériques pour cet exemple avec un bruit fort δ = 0.1, montrent bien que
les solutions approchées (régularisées) coincident avec la solution exacte.
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Régularisation d’un problème elliptique généra-
lisé

4.1 Formulation du problème

On note par L(H) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H.
Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur strictement positif, auto-adjoint et à résolvante
compacte, où H est un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire (. , .) et de la
norme

∥∥ . ∥∥. Les vecteurs propres associés aux valeurs propres réelles de l’opérateur A sont
notés par le couple propre (φn, λn) :

Aφn = λnφn, n ∈ N∗, (φi,φj) =
{

1 si i = j,
0 si i ≠ j ,

0 < υ ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ...., lim
n→∞

λn = +∞.

On considère le problème suivant [22] :
∂2
yu−Au = 0, 0 < y < +∞,
u(0) = f ,
u(+∞) = 0,

(4.1.1)

où f est la fonction inconnue qu’on veut déterminer en utilisant la donnée supplémentaire
suivante :

u(L) = g ∈ H, 0 < L < +∞. (4.1.2)

Un exemple de l’équation (4.1.1)-(4.1.2) est le problème aux limites associé à l’équation
de Laplace définie sur la bande infinie (0,+∞)× (0,1), où l’opérateur A est donné par

Au(y,x) = −uxx(y,x), D(A) = H1
0(0,1)∩H2(0,1) ⊂ H = L2(0,1).
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Dans ce cas, l’équation (4.1.1) prend la forme suivante :
uyy(y,x)+uxx(y,x) = 0, x ∈]0,1[, y ∈]0,+∞[,
u(y,0) = 0 = u(y,1), y ∈]0,+∞[,
u(0, x) = f(x), x ∈]0,1[,
u(+∞, x) = 0, x ∈]0,1[,

(4.1.3)

où f(x) est la fonction inconnue à déterminer à partir de la donnée interne :

u(L,x) = g(x), 0 < L < +∞. (4.1.4)

Le problème de trouver (u(x),u(0)) dans (4.1.1) - (4.1.2) est bien connu comme étant
un problème mal posé au sens de HADAMARD ; c’est-à-dire que la solution ne dépend pas
continûment des données. En raison de l’importance de ce modèle, il existe de nombreuses
méthodes numériques différentes dans la littérature. Pour plus de détails, on renvoie le
lecteur à [16, 56].

Au cours des deux dernières décennies, un grand nombre de publications ont montré
que les modèles de diffusion anormale, dans lesquels la variance quadratique moyenne
croît plus rapidement (super-diffusion) ou plus lentement (sous-diffusion) que dans un
processus gaussien dans certaines situations, peuvent offrir une bonne modélisation (voir
[15, 98, 100, 137]) pour la physique et les applications pratiques.

Le modèle étudié dans ce chapitre sera assez différent de (4.1.1)- (4.1.2) ; on cherche à
remplacer l’équation elliptique classique dans le problème (4.1.1) par un opérateur de sous-
diffusion fractionnaire dans lequel la dérivée spatiale ∂2

yu devient Dαy Dαy u où 0 < α < 1.
Par conséquent, on s’intéresse au modèle mathématique suivant :

Dαy Dαy u−Au = 0, 0 < y < +∞,
u(0) = f ,
u(+∞) = 0.

(4.1.5)

Le but est de trouver (u(y),u(0)) satisfaisant (4.1.5)- (4.1.2), où f est la condition aux
limites inconnue à déterminer à partir des données internes (4.1.2).
On peut trouver en pratique ce problème dans les études hydrologiques, le paramètre α est
utilisé pour caractériser l’hétérogénéité du milieu poreux [37]. Théoriquement, ce paramètre
peut être déterminé à partir d’un problème d’optimisation stochastique, mais souvent dans
la pratique il est déterminé à partir d’une analyse de données expérimentales [58, 57].

La notation Dαy représente l’opérateur de dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo
d’ordre α ∈ (0,1), pour les fonctions différentiables, défini par :

Dαyu(y,x) =
1

Γ(1−α)

∫ y
0
(y − s)−αu′y(s, x)ds,

La dérivée fractionnaire a été étudiée de manière approfondie par M.M. Djrbashyan, dans
son livre de 1966 (en russe) [42] ; une traduction anglaise de celui-ci est parue en 1993
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[41]. En 1967, le géophysicien Michel Caputo [32] a utilisé cette version de la dérivée
fractionnaire comme un outil pour comprendre les phénomènes sismologiques, et plus
tard avec Francesco Mainardi en viscoélasticité, où l’effet mémoire de ces dérivées était
crucial [31]. Comme livre de base lié aux dérivées fractionnaires, on renvoie le lecteur à
[11].

Une question intéressante est de savoir comment la physique non locale derrière les
processus de diffusion anormaux influencera le comportement et les propriétés des pro-
blèmes inverses, tels que l’unicité, la stabilité et le degré de l’instabilité. Ce degré est
particulièrement important pour l’élaboration de procédures pratiques de reconstruction
numérique. Outre leur importance appliquée dans la modélisation, il existe une autre moti-
vation pour l’étude des équations fractionnaires, et en particulier leur inversion. En effet, il
y a quelques différences fondamentales entre les équations elliptiques et les équations de
sous-diffusion. La plus importante de celles-ci de notre point de vue est le comportement
de la solution de (4.1.1)- (4.1.2) qui est exponentiel dans l’espace et ceci conduit à un pro-
blème fortement mal posé (problème rétrograde), contrairement à la solution du problème
(4.1.5) qui possède une décroissance polynomiale, et qui produit un problème rétrograde
faiblement mal posé .

Parallèlement à ce qu’on a dit dans le chapitre 2, il y’a des données manquantes pour
certains problèmes pratiques que l’on veut déterminer par des mesure supplémentaires
qui donneront lieu à certains problèmes inverses de diffusion fractionnaire. Pour plus de
détails sur le sujet, on renvoie le lecteur à [10, 71, 63, 66, 74, 92, 36, 110, 143, 145, 146,
147, 156].

Ce travail est une continuité du travail développé par notre groupe de recherche [22] en
remplaçant la dérivée classique par la dérivée fractionnaire d’ordre α ∈ (0,1).

Il est important de noter ici que le premier travail consacré aux problèmes mal posés
gouvernés par des équations elliptiques généralisées a été récemment développé dans le
travail [144]. Pour une étude récente sur les équations elliptiques généralisées bien posées,
on renvoie le lecteur à [148].

L’utilisation d’une méthode itérative a l’avantage de permettre de prendre facilement en
compte toute contrainte physique directement dans le schéma itératif, et aussi la simplicité
de la mise en oeuvre pour les opérateurs linéaires et non linéaires. Un inconvénient possible
de ce type de méthodes est le grand nombre d’itérations qui intervient pour atteindre la
convergence. Pour ces raisons, on a décidé dans ce travail d’envisager une version précon-
ditionnée de l’algorithme de Kozlov-Mazya. Cette méthode a été utilisée avec succès pour
résoudre diverses classes de problèmes mal posés (elliptique, parabolique, biparabolique,
hyperbolique et fractionnaire) [13, 22, 89, 43, 151, 155, 157].

Pour le cas simple, i.e., lorsque les couples propres de l’opérateur A sont faciles à calculer,
on propose une autre méthode de régularisation basée sur la méthode de troncature
spectrale.
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4.2 Résultats préliminaires

Les résultats qu’on va utiliser le long de ce chapitre sont les mêmes notions qu’on a défini
précédemment dans le chapitre 2. Pour faciliter la lecture, on rappelle le résultat suivant
qui sera utilisé par la suite.

Lemme 4.2.1. [71] (Estimation uniforme de la fonction de Mittag-Leffler). Pour tout 0 <
α < 1, et pour tout y ∈ R+, on a l’estimation :

1
1+ c1(α)y

≤ Eα(−y) ≤
1

1+ c2(α)y
, (4.2.6)

avec des constantes optimales données par

c1(α) = Γ(1−α), c2(α) = Γ(1+α)−1. (4.2.7)

En utilisant (4.2.6), on obtient les estimations suivantes :

τ1

λ
≤ Eα(−λLα) ≤

τ2

λ
, ∀λ ≥ λ1 > 0, (4.2.8)

avec

τ1 := 1

λ−1
1 + c1(α)Lα

, τ2 := 1
c2(α)Lα

. (4.2.9)

On introduit le théorème suivant :

Théorème 4.2.1. (Théorème généralisé de Picard) [Prilepko, [114], p. 502]. Soient H un
espace de Hilbert et S un opérateur linéaire non borné, auto-adjoint positif sur H, et
Θ : σ(S) -→ R une fonction continue, telle que :

Θ(S) =
+∞∫
0

Θ(λ)dEλ ∈ L(H),

où σ(S) est le spectre de S et {Eλ, λ ≥ 0} est la représentation spectrale de l’identité
associée à S.

Soit Z(Θ) = {λ ∈ σ(S) : Θ(λ) = 0} l’ensemble des zéros de la fonction caractéristique
Θ(λ), qu’on suppose de mesure nulle au sens de Lebesgue (vide ou au plus dénombrable),
alors l’équation :

Θ(S)u = v,

est correctement solvable si et seulement si :

1. Z(Θ)∩ σ(S) = � (Unicité).

2.

+∞∫
0

1
|Θ(λ)|2d

∥∥Eλv∥∥2 < +∞ (Existence ).
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On introduit l’échelle de Hilbert {Hs , s ∈ R} induite par A comme suit :

Hs = D(As) =
{
h ∈ H :

∥∥h∥∥2
Hs =

+∞∑
n=1

λ2s
n |(h,φn)|2 < +∞

}
.

Es =
{
h ∈ H :

+∞∑
n=1

1

E2s
α
(
− Lα

√
λn
)|(h,φn)|2 < +∞}.

Soient 0 < θ1 < θ2 et 0 < θ3 < θ4, alors on a les inclusions topologiques suivantes :

Hθ2 ⊂ Hθ1 ⊂ H0 = H ⊂ H−θ3 ⊂ H−θ4 .

Remarque 4.2.1.

1. Pour s > 0, l’espace de Hilbert H−s est le dual topologique de Hs , i.e.,

H−s = (Hs)′.

2. Du lemme (4.2.1), on déduit que
1

Eα(−
√
λnLα)

≈
√
λn et par conséquent, on a

H
s
2 = Es .

4.3 Analyse du problème

4.3.1 Caractère mal posé du problème

On considère le problème direct suivant
Dαy Dαy u−Au = 0, 0 < y < +∞,
u(0) = f ,
u(+∞) = 0.

(4.3.10)

En utilisant le développement de Fourier, on peut écrire :

u(y) =
+∞∑
n=1

un(y)φn,

f =
+∞∑
n=1

fnφn =
+∞∑
n=1

un(0)φn ,

u(+∞) =
+∞∑
n=1

un(+∞)φn = 0.
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En substituant ces dernières formules dans le problème (4.3.10), on obtient la famille des
problèmes : 

Dαy Dαy un − λnun = 0, 0 < y < +∞,
un(0) = fn,
un(+∞) = 0.

(4.3.11)

Pour trouver la solution de ce problème, on applique la méthode citée dans l’article [148, p.
1245, Pb. (4.5)-(4.7)].

Considérons l’équation différentielle :

DαyDαyX(y)− a2X(y) = (DαyX(y)− aX(y))(DαyX(y)+ aX(y)) = 0, (4.3.12)

où a > 0, 0 < α < 1, y ∈ R.
Il est bien connu que la solution fondamentale de l’équation différentielle 1

(DαyX(y)+ aX(y)) = 0,

est donnée par l’expression X(y) = Eα(ayα). Pour l’équation différentielle

(DαyX(y)− aX(y)) = 0,

sa solution fondamentale est donnée par X(y) = Eα(−ayα).
L’ensemble {Eα(−ayα), Eα(ayα)} est un système fondamental pour (4.3.12), d’où, la solu-
tion générale de (4.3.12) est donnée par l’expression

X(y) = c1Eα(−ayα)+ c2Eα(ayα), c1, c2 ∈ R. (4.3.13)

En vertu de (4.3.13), la solution générale un(y) sera donnée par la formule

un(y) =
[
c1Eα

(√
λnyα

)
+ c2Eα

(
−
√
λnyα

)]
fn.

En utilisant les conditions aux limites et les propriétés de la fonction de Mittag-Leffler
(3.2.1), on trouve que c1 = 0 et c2 = 1. En effet, on a :

un(+∞) = lim
y→+∞

Eα
(√
λnyα

)
= +∞ ⇒ c1 = 0,

d’où un(y) devient

un(y) = c2Eα
(
−
√
λnyα

)
fn.

En injectant y = 0, on trouve que

un(0) = c2Eα
(
0
)
fn = fn ⇒ c2 = 1.

1. Kilbas AA, Srivastava HM, Trujillo JJ. Theory and applications of fractional differential equations. North-
Holland Mathematics Studies, 204. Elsevier Science B.V., Amsterdam, 2006.
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Donc la solution du problème (4.3.11) est donnée par la formule suivante :

un(y) = Eα
(
−
√
λnyα

)
fn, (4.3.14)

il en résulte que la solution du problème (4.3.10) est donnée par :

u(y) =
∑
n≥1

Eα
(
−
√
λnyα

)
fnφn = Sα(y)f , (4.3.15)

où Sα(y) = Eα
(
−
√
Ayα

)
est une fonction continue définie par la diagonalisation spectrale

de A.

Théorème 4.3.1. Pour tout f ∈ H, le problème (4.3.10) admet une solution unique généralisée
donnée par l’expression (4.3.15), de plus, on a l’estimation de stabilité :

sup
y≥0

∥∥u(y)∥∥ = sup
y≥0

∥∥Sα(y)f∥∥ ≤ ∥∥f∥∥. (4.3.16)

Preuve. En effet, d’après la propriété de la fonction de Mittag-Leffler (lemme (3.2.1)), on a

∥∥Sα(y)f∥∥2 =
∑
n≥1

Eα
(
−
√
λnyα

)2

|fn|2

≤
∑
n≥1

|fn|2 =
∥∥f∥∥2.

�
Le problème inverse proposé consiste à déterminer u(0) = f à partir de la condition

supplémentaire u(L) = g. D’où, le problème est équivalent à l’équation opérationnelle
suivante :

u(L) = Sα(L)f = Eα
(
−
√
ALα

)
f =

∑
n≥1

Eα
(
−
√
λnLα

)
fnφn = g =

∑
n≥1

gnφn, (4.3.17)

ce qui donne

fn =
gn

Eα
(
−
√
λnLα

) , f = ∑
n≥1

gn
Eα
(
−
√
λnLα

)φn. (4.3.18)

En substituant (4.3.18) dans la solution du problème (4.3.10) donnée par (4.3.15), on obtient :

u(y) = Rα(y)g =
∑
n≥1

Eα
(
−
√
λnyα

)
Eα
(
−
√
λnLα

) gnφn. (4.3.19)

La représentation (4.2.6), on a :

1

1+ c1(α)Lα
√
λ
≤ Eα

(
−Lα

√
λ
)
≤ 1

1+ c2(α)Lα
√
λ
, λ ≥ λ1, (4.3.20)
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1+ c2(α)Lα
√
λ ≤ 1

Eα
(
−Lα

√
λ
) ≤ 1+ c1(α)Lα

√
λ, λ ≥ λ1, (4.3.21)

1

1+ c1(α)yα
√
λ
≤ Eα

(
−yα

√
λ
)
≤ 1

1+ c2(α)yα
√
λ
, λ ≥ λ1, y ≥ ε > 0, (4.3.22)

ceci implique que

1+ c2(α)Lα
√
λ

1+ c1(α)yα
√
λ
≤
Eα
(
−
√
λnyα

)
Eα
(
−
√
λnLα

) ≤ 1+ c1(α)Lα
√
λ

1+ c2(α)yα
√
λ
. (4.3.23)

En posant

A(λ) = 1+ c1(α)Lα
√
λ

1+ c2(α)yα
√
λ
.

Il est facile de voir que

sup
λ≥λ1

A(λ) ≤ M(α) = c1(α)
c2(α)

(
L
y

)α
. (4.3.24)

De cette dernière inégalité, on déduit que

∥∥Rα(y)∥∥ = M(α) = c1(α)
c2(α)

(
L
y

)α
, (4.3.25)

∥∥Rα(y)∥∥ = M(α) = c1(α)
c2(α)

(
L
y

)α
≤ 1, y ≥ L, (4.3.26)

et ∥∥Rα(y)∥∥ ≤ κ(ε, L,α) = c1(α)
c2(α)

(
L
ε

)α
, 0 < ε ≤ y < L. (4.3.27)

Par conséquent
∀y ≥ ε > 0,

∥∥Rα(y)g∥∥ ≤ M(α)∥∥g∥∥. (4.3.28)

A partir de cette estimation, on remarque que :

ñ u(y) est stable sur l’intervalle [L,+∞[ et on a sup
y∈[L,+∞[

∥∥u(y)∥∥ ≤ ∥∥g∥∥ ;

ñ u(y) est stable sur [ε, L], ε > 0 et on a
∥∥u(y)∥∥ ≤ κ(ε, L,α)∥∥g∥∥ ;

ñ u(y) est instable sur [0, ε[. Ceci découle des hautes fréquences

ωn =
1

Eα
(
−
√
λnLα

) -→ +∞
n→+∞

,
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et
lim
y -→0

u(y) =
∑
ωngnφn.

En effet, comme
√
λnLα -→ +∞

n→+∞
, alors d’après la propriété 4 citée dans (3.2.8), on a :

lim
n→+∞

Eα
(
−
√
λnLα

)
= 0,

ce qui montre que
ωn -→ +∞

n→+∞
.

4.3.2 Stabilité du problème (4.1.5)

Corollaire 4.3.1. L’équation opérationnelle (4.3.17) est correctement résoluble (existence et
unicité) si et seulement si g ∈ H 1

2 .

Théorème 4.3.2. Pour tout g ∈ H 1
2 , le problème (4.1.5) admet une solution généralisée

donnée par :

u(y) = Rα(y)g =
∑
n≥1

Eα
(
−
√
λnyα

)
Eα
(
−
√
λnLα

) gnφn. (4.3.29)

De plus, on a les estimations de stabilité suivantes :

sup
L≤y≤+∞

∥∥u(y)∥∥ ≤ ∥∥g∥∥. (4.3.30)

sup
ε≤y≤L

∥∥u(y)∥∥ ≤ c1(α)
c2(α)

(
L
ε

)α ∥∥g∥∥, ε > 0. (4.3.31)

Maintenant, on suppose que u(0) = f ∈ H θ
2 , θ > 0.

Remarque 4.3.1. Remarquons que∥∥A θ
2u(0)

∥∥2 =
∑
n≥1

λθnf 2
n ≈

∑
n≥1

λ(θ+1)
n |gn|2 < +∞ ⇐⇒ g ∈ H

θ+1
2 .

Théorème 4.3.3. Soit u(0) = f ∈ H
p
4 , p > 0. Si

∥∥f∥∥
H
p
4
≤ E, alors

∥∥f∥∥ ≤ ME 2
p+2
∥∥g∥∥ p

p+2 ,

où M est une constante positive.

Preuve. En utilisant l’inégalité d’Hölder, on peut écrire que

∥∥f∥∥2 =
∑
n≥1

|fn|2 =
∑
n≥1

(
|gn|

Eα(−Lα
√
λn)

)2

≤ (Y1)
p
p+2 (Y2)

2
p+2 ,
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où

Y2 =
∑
n≥1

|gn|2, (4.3.32)

et

Y1 =
∑
n≥1

|gn|2

Ep+2
α

(
− Lα

√
λn
) = ∑

n≥1

|fn|2
1

Epα
(
− Lα

√
λn
) . (4.3.33)

En utilisant l’inégalité (4.3.20), la quantité Y1 peut être estimée comme suit

Y1 ≤ c3(p, L,α)
∑
n≥1

λ
p
2
n |fn|2 = c3(p, L,α)

∥∥f∥∥2
p
4
, (4.3.34)

où c3(p, L,α) =
(

1
1+ c2(α)Lα

)p
. De (4.3.32) et (4.3.34), on trouve que

∥∥f∥∥2 ≤
{
c3(p, L,α)

∥∥f∥∥2
p
4

} 2
p+2
{∥∥g∥∥2

} p
p+2 ≤ M2E

4
p+2
∥∥g∥∥ 2p

p+2 , (4.3.35)

avec M =
(
c3(p, L,α)

) 1
p+2 . �

4.4 Méthodes de régularisation

Dans cette section on applique la méthode de troncature spectrale et la méthode itérative
de Kozlov-Maz’ya pour construire des solutions approchées stables pour le problème mal
posé en question.

4.4.1 Méthode de troncature spectrale

La manière standard de stabiliser un problème mal posé est d’éliminer les hautes fré-
quences et de considérer la solution tronquée comme une approximation de la solution
instable.

Définition 4.4.1. Pour N > 0, la solution régularisée du problème (4.3.10) est donnée par :

fN =
∑
n≤N

[
1

Eα
(
− Lα

√
λn
)]gnφn, (4.4.36)

uN(y) =
∑
n≤N

[
Eα
(
−yα

√
λn
)

Eα
(
− Lα

√
λn
) ]gnφn. (4.4.37)

Remarque 4.4.1. Si le paramètre N est suffisamment grand, fN est proche de la solution
exacte f . D’autre part, si le paramètre N est fixé, fN est bornée. Le nombre entier positif N
joue le rôle du paramètre de régularisation.
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Remarque 4.4.2. Comme∥∥u(y)−uN(y)∥∥ = ∥∥S(y)(f − fN)∥∥ ≤ ∥∥f − fN∥∥,
alors pour g ∈ H 1

2 ,
∥∥(f − fN)∥∥→ 0, N → +∞ ; ceci implique que∥∥u−uN∥∥+∞ ≤ ∥∥f − fN∥∥ -→ 0, N → +∞.

En effet, on a :

∥∥u(y)−uN(y)∥∥ =
∥∥S(y)(f − fN)∥∥ = ∑

n≥N+1

E2
α
(
−yα

√
λn
)

E2
α
(
− Lα

√
λn
) |gn|2

≤
∑

n≥N+1

1

E2
α
(
− Lα

√
λn
)|gn|2

≤
∑

n≥N+1

(√
λn
C

)2

|gn|2

≤
(

1
C

)2 ∑
n≥N+1

(√
λn
)2
|gn|2 -→ 0

N→+∞
.

D’où ∥∥u−uN∥∥∞ = sup
y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−uN(y)∥∥ -→ 0, N → +∞.

Puisque les données g viennent en général de l’expérience et ne sont pas connues de
manière exacte, alors on suppose qu’on a des données entachées du bruit gδ proches des
données g telles que

∥∥g − gδ∥∥ ≤ δ, où δ désigne le niveau de bruit.
Soit (f δN , uδN) la solution régularisée du problème (4.1.5)-(4.1.2) avec les données pertur-

bées gδ :

f δN =
∑
n≤N

gδn
Eα
(
−
√
λnLα

)φn, gδn = (gδ,φn). (4.4.38)

uδN(y) =
∑
n≤N

Eα
(
−
√
λnyα

)
Eα
(
−
√
λnLα

) gδnφn. (4.4.39)

Pour établir les estimations d’erreurs, on suppose que la solution recherchée satisfait la
condition de régularité supplémentaire suivante :

∥∥A r
2f
∥∥2 ≤ E2 ⇐⇒

+∞∑
n=1

λrn
1

E2
α(−Lα

√
λn)
|gn|2 ≤ E2 < +∞, (4.4.40)

où E > 0 est une constante donnée, et r est un réel positif.
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Remarque 4.4.3. Soient f1,N et f2,N les solutions régularisées associées respectivement aux
données exactes g1 and g2, alors on a :∥∥f2,N − f1,N

∥∥2 =
∑
n≤N

1

E2
α(−Lα

√
λn)
|g2,n − g2,n|2 ≤

1

E2
α(−Lα

√
λN)

∥∥g2 − g1

∥∥2

≤
(√
λN
C

)2∥∥g2 − g1

∥∥2.

Le résultat principal de cette méthode est le suivant :

Théorème 4.4.1. Soient f δN la solution régularisée donnée par (4.4.38), et f la solution exacte

donnée par (4.3.18). Si
∥∥A r

2f
∥∥ ≤ E, r > 0, et si on choisit N tel que

√
λN ≈

θ
L
δ
−1
2 , 0 < θ < 1,

alors on a l’estimation d’erreur suivante :

∥∥f − fNδ∥∥ ≤
[

1√
λN

]r
E + λN

C
δ. (4.4.41)

Preuve. On sait que ∥∥f − f δN∥∥2 ≤
∥∥f − fN∥∥2︸ ︷︷ ︸

∆1

+
∥∥fN − f δN∥∥2︸ ︷︷ ︸

∆2

.

Par des calculs directs, on trouve que

∆2
2 =

∥∥fN − f δN∥∥2 ≤
∑
n≤N

1

E2
α(−Lα

√
λn)
|gn − gδn|2

≤
[√
λN
C

]2

δ2,

ce qui implique que

∆2 ≤
√
λN
C
δ.

D’autre part, on a

∆2
1 =

∥∥f − fN∥∥2 =
+∞∑

n=N+1

1

E2
α(−Lα

√
λn)
|gn|2

=
+∞∑

n=N+1

√
λ2r
n√
λ2r
n

1

E2
α(−Lα

√
λn)
|gn|2

≤
(

1√
λN+1

)2r +∞∑
n=N+1

λrn
1

E2
α(−Lα

√
λn)
|gn|2
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ce qui implique que

∆1 ≤
(

1√
λN

)r
E.

Par conséquent ∥∥f − f δN∥∥ ≤
[

1√
λN

]r
E +

√
λN
C
δ.

En choisissant
√
λN ≈

θ
L
δ
−1
2 ,0 < θ < 1, on obtient que

∥∥f − f δN∥∥ ≤
(
L
θ

)r
δ
r
2E + θ

LC
δ

1
2 .

�
Finalement, à partir des expressions (4.3.17)) et (4.4.41), on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.1. Soient uδN la solution régularisée donnée par (4.4.39), et u la solution exacte

donnée par (4.3.19). Si
∥∥A r

2f
∥∥ ≤ E, r > 0, et si on choisit

√
λN ≈

θ
L
δ
−1
2 ,0 < θ < 1, alors on a :

∥∥u−uδN∥∥∞ = sup
y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−uδN(y)∥∥ ≤ ∥∥fN − f δN∥∥ ≤
(
L
θ

)r
δ
r
2E + θ

LC
δ

1
2 . (4.4.42)

Preuve. On sait que ∥∥u−uδN∥∥2
∞ = sup

y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−uδN(y)∥∥2,

et on a ∥∥u(y)−uδN(y)∥∥2 ≤
∥∥u(y)−uN(y)∥∥2︸ ︷︷ ︸

Λ1

+
∥∥uN(y)−uδN(y)∥∥2︸ ︷︷ ︸

Λ2

.

D’une part, de la remarque (4.4.2) on a :

Λ1 =
∥∥u(y)−uN(y)∥∥2

-→ 0, N → +∞,

et d’autre part, d’après les propriétés de la fonction de Mittag-leffler (3.2.1) et le théorème
(4.4.1), on a

Λ2 =
∥∥uN(y)−uδN(y)∥∥2 =

∑
n≤N

E2
α

(
−yα

√
λn
)
|fn − f δn |2

≤
∑
n≤N

E2
α

(
−yα

√
λn
)
|fn − f δn |2 =

∥∥f − f δN∥∥

≤
[

1√
λN

]r
E +

√
λN
C
δ.
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Il s’ensuit que ∥∥u(y)−uδN(y)∥∥ ≤ Λ1 +Λ2 ≤
[

1√
λN

]r
E +

√
λN
C
δ,

d’où on obtient le résultat désiré avec
√
λN ≈

θ
L
δ
−1
2 ,0 < θ < 1. �

4.4.2 Méthode itérative de Kozlov Maz’ya

Dans cette section, on donne une approximation stable de la solution du problème mal
posé (4.1.5)-(4.1.2) en utilisant une méthode itérative de type Kozlov-Maz’ya. En 1990,
Kozlov et Maz’ya ont proposé la méthode itérative alternée [83] pour résoudre certains
problèmes mal posés ainsi que le problème de Cauchy pour des opérateurs fortement
elliptiques auto-adjoints avec des données manquantes sur une partie de la frontière. Ces
algorithmes préservent les équations différentielles et chaque étape nécessite la résolution
de deux problèmes bien posés pour l’équation différentielle d’origine.

� Description de la méthode :
L’algorithme itératif pour résoudre le problème mal posé (4.1.5)-(4.1.2) commence par le

choix de l’élément arbitraire f0 ∈ H . La première approximation u0(y) est la solution du
problème direct (bien posé) suivant :

Dαy Dαy u0(y)−Au0(y) = 0, 0 < y < +∞,
u0(0) = f0,
u0(+∞) = 0.

(4.4.43)

Une fois la paire (uk, fk) est construite, on définit

fk+1 = fk −ω
(
uk(L)− g

)
, (4.4.44)

où 0 < ω < ω∗ = 1∥∥K∥∥ avec

∥∥K∥∥ = sup
n

(
Eα(−Lα

√
λn)

)
≤ Eα(−Lα

√
λ1) < 1. (4.4.45)

Enfin, uk+1 s’obtient en résolvant le problème :
DyDαy uk+1(y)−Auk+1(y)0, 0 < y < +∞,
uk+1(0) = fk+1,
uk+1(+∞) = 0.

(4.4.46)

Posons G = I −ωK. Si on itère l’algorithme (4.4.44), on obtient :

fk = Gkf0 + (I −Gk)u(0),

fk −u(0) = Gk(f0 −u(0)),
uk(y)−u(y) = Sα(y)Gk(f0 −u(0)).
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Proposition 4.4.1. L’opérateur G = I −ωK est auto-adjoint et quasi-contractant sur H (1
n’est pas une valeur propre de G). De plus, pour k ∈ N∗, on a∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

Gi
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

k−1∑
i=0

∥∥Gi∥∥ ≤ k.
Théorème 4.4.2. Soient f0 ∈ H un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus
et uk la k-ième solution approchée. On a :

sup
y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−uk(y)∥∥ -→
k→+∞

0.

Preuve. Il découle immédiatement du théorème (3.2.2) et l’estimation (4.4.45) que∥∥u(y)−uk(y)∥∥ =
∥∥Sα(y)Gk(f0 −u(0))

∥∥
≤

∥∥Sα(y)∥∥∥∥Gk(f0 −u(0))
∥∥

≤
∥∥Gk(f0 −u(0))

∥∥︸ ︷︷ ︸
-→

k→+∞
0

-→
k→+∞

0.

(4.4.47)

�

Théorème 4.4.3. Soient f0 un élément quelconque du processus itératif proposé ci-dessus et
uk la k-iéme solution approchée. Si (f0 −u(0)) ∈ Hγ/4, γ > 0, alors le taux de convergence
de cette méthode est donnée par :

∥∥u(y)−uk(y)∥∥ ≤ κ E
(k+ 1)

γ
2

-→
k→+∞

0. (4.4.48)

Preuve. On a∥∥u(y)−uk(y)∥∥2 =
∥∥S(y)Gk(f0 −u(0))

∥∥2

≤
∥∥S(y)∥∥2∥∥Gk(f0 −u(0))

∥∥2

≤
∑
n≥1

λ−
γ
2

n λ
γ
2
n
∣∣(f0 −u(0),φn)

∣∣2
{
1−ωEα(−yα

√
λn)

}2k
.

On pose rk(µn) = (1− µn)k, où

0 ≤ µn =ωEα(−Lα
√
λn) < 1,

et en tenant en compte que

(
1−ωEα(−yα

√
λn)

)k ≤ (1−ωEα(−Lα√λn))k,
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alors on peut écrire∥∥u(y)−uk(y)∥∥2 ≤
∑
n≥1

λ−
γ
2

n λ
γ
2
n|(f0 −u(0),φn)|2

{
1−ωEα(−Lα

√
λn)

}2k
.

Maintenant, en utilisant le lemme (3.2.4) et l’inégalité (4.2.8), on a :∥∥u(y)−uk(y)∥∥2 ≤
∑
n≥1

r 2
k (µn)λ

− γ2
n λ

γ
2
n
∣∣(f0 −u(0),φn)

∣∣2

≤
∑
n≥1

r 2
k (µn)

(
τ1

Eα(−
√
λnLα)

)−γ
λ
γ
2
n
∣∣(f0 −u(0),φn)

∣∣2

≤
(τ−1

1

ω

)γ∑
n≥1

(
rk(µn)

(
ωEα(

√
λnLα)︸ ︷︷ ︸

µn

) γ
2
)2
λ
γ
2
n
∣∣(f0 −u(0),φn)

∣∣2

≤
(τ−1

1

ω

)γ(
θ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

)2∥∥f0 −u(0)
∥∥2

H
γ
4

≤
((τ−1

1

ω

) γ
2

)2

E2
(
θ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

)2
.

D’où ∥∥u(y)−uk(y)∥∥ ≤
(τ1

ω

) γ
2Eθ γ

2
(k+ 1)

−γ
2

≤ κ
E

(k+ 1)
γ
2

-→
k→+∞

0,

(4.4.49)

avec κ = θ γ
2

(τ−1
1

ω

) γ
2
.

�

Théorème 4.4.4. Soient 0 < ω < ω∗ et f0 ∈ H un élément arbitraire de la méthode itérative
proposée et uk (resp. ukδ) la k-ième approximation associée à la donnée exacte g (resp.
perturbée gδ) telle que

∥∥g − gδ∥∥ ≤ δ. Alors sous la condition f0 −u(0) ∈ Hγ/4, on a

sup
y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−ukδ(y)∥∥ ≤ Θ(k, δ) = κ E
(k+ 1)

γ
2
+ωδk. (4.4.50)

Preuve. On a ∥∥u(y)−ukδ(y)∥∥ ≤ ∥∥u(y)−uk(y)∥∥︸ ︷︷ ︸
∆1

+
∥∥uk(y)−ukδ(y)∥∥︸ ︷︷ ︸

∆2

,

avec
∆1 =

∥∥u(y)−uk(y)∥∥ ≤ sup
y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−uk(y)∥∥
≤ κ

E
(k+ 1)

γ
2
,
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et

∆2 =
∥∥uk(y)−ukδ(y)∥∥ = ∥∥Sα(y)Gk(f k − f kδ )∥∥

=
∥∥∥ωSα(y)k−1∑

i=0

Gi(g − gδ)
∥∥∥

≤
∥∥∥ωk−1∑

i=0

Gi(g − gδ)
∥∥∥ ≤ kωδ.

Il en résulte que ∥∥u(y)−ukδ(y)∥∥ ≤ κ E
(k+ 1)

γ
2
+ωδk. (4.4.51)

Si on choisit k = k(δ) tel que ωkδ →
δ→0

0, alors

sup
y∈[0,+∞[

∥∥u(y)−ukδ(y)∥∥ -→
k→+∞

0.

�

Remarque 4.4.4. Pour accélérer la méthode itérative proposée, on utilise une variante
préconditionnée de cette méthode [43, 138], qui est décrite comme suit :

fk+1 = fk −ωS
(
uk(L)− g

)
, (4.4.52)

où S = A−r est le conditionneur, et r ≥ 0. Le paramètre de relaxation ω est choisi de façon
qu’ il vérifie l’inégalité suivante :

0 < ω < ω∗ = 1∥∥SEα(−Lα√A)∥∥ .
En utilisant les mêmes techniques pour établir le Théorème (4.4.3), on montre le théorème

suivant.

Théorème 4.4.5. Soient 0 < ω < ω∗ et f0 ∈ H un élément arbitraire de la méthode itérative
proposée et uk la k-ième approximation. Si (f0 − u(0)) ∈ H

r
2 , r > 0, alors le taux de

convergence de la méthode préconditionnée est donnée par :

∥∥u(y)−uk(y)∥∥ ≤ C
(1+ k) r

2r+1
, (4.4.53)

où C = θ r
2r+1

( 1
τ1ω

) r
2r+1E.

U. Annaba D. LMD Sassane Roumaissa



98 Régularisation d’un problème elliptique généralisé

4.5 Tests numériques

Problème elliptique généralisé (Méthode itérative KM)

Dans cette partie, on donne un exemple numérique pour illustrer la faisabilité et l’effica-
cité de la méthode proposée. On prend des exemples académiques simples pour simplifier
la tâche du calcul au logiciel MATLAB et on utilise la fonction-Matlab ml(z,alpha,beta,gama)
programmée par R. Garrappa (Numerical evaluation of two and three parameters). Home-
page : http ://www.dm.uniba.it/Members/garrappa.

On considère le problème inverse suivant
DαyDαyu(x,y)+uxx(x,y) = 0, x ∈ (0, π), y ∈ (0,+∞), α = 1

2
,

u(0, y) = u(π,y) = 0, y ∈ (0,+∞),
u(x,0) = f(x),u(x,+∞) = 0, x ∈ [0, π],

(4.5.54)

où f(x) est la condition inconnue et u(x,1) = g(x) est la condition supplémentaire.
On sait que

A = − ∂
2

∂x2
, D(A) = H1

0(0, π)∩H2(0, π) ⊂ H = L2(0, π),

est un opérateur auto-adjoint, positif et à résolvante compacte (A est diagonalisable). Ces
couples propres (λn,φn) sont donnés par

λn = n2, φn(x) =
√

2
π

sin(nx), n ∈ N∗.

Dans ce qui suit, on considère un exemple qui a une solution exacte
(
u(x,y), f (x)

)
.

Si u(x,0) = 1
E 1

2
(−1)

√
2/π sin(x), alors u(x,y) =

√
2
π

E 1
2
(−√y)
E 1

2
(−1)

sin(x) est la solution

exacte du problème (4.5.54). Par conséquent, on a g(x) = u(x,1) =
√

2
π

sin(x).

En ajoutant une perturbation aléatoire (obtenue par la commande de Matlab randn)aux
données, on obtient le vecteur gδ :

gδ = g + ε randn(size(g)),

où ε indique le niveau de bruit des données, la fonction "randn(.)" génère des valeurs
aléatoires normalement distribuées dont la moyenne est égale à 0, la variance σ 2 = 1, et
l’écart-type σ = 1. "randn(size(g))" renvoie un tableau d’entrées aléatoires de la même taille
que g. La taille de l’erreur δ est mesurée au sens de l’erreur quadratique moyenne (EQM)
par

δ =
∥∥gδ − g∥∥∗ =

 1
M + 1

M+1∑
i=1

(
g(xi)− gδ(xi)

)2

1/2

.
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L’erreur relative ER(f ) est donnée par

ER(f ) =
∥∥f δk − f∥∥∗∥∥f∥∥∗ . (4.5.55)

Dans ce cas, la formule de (4.3.18) prend la forme

f δ(x) = u(x,0) = 2
π

+∞∑
n=1

1
E 1

2
(−n)

 π∫
0

gδ(x) sin(nx)dx

 sin(nx). (4.5.56)

En utilisant la méthode de différence finie centrale avec un pas h = π
N + 1

pour approcher

la première dérivée ux et la deuxième dérivée uxx, on obtient le problème semi-discret
suivant (equation différentielle ordinaire) :

DαyDαy(xi, y)−Ah(xi, y) = 0, xi = ih, i = 1, . . . N, y ∈ (0,+∞), α = 1
2
,

u(x0 = 0, y) = u(xN+1 = π,y) = 0, y ∈ (0,+∞),
u(xi,0) = f(xi),u(xi,+∞) = 0, xi = ih, i = 1, . . . N,

(4.5.57)

avec Ah est la matrice de discrétisation associée à l’opérateur A = − d
2

dx2
:

Ah =
1
h2

Tridiag(−1,2,−1) ∈MN(R),

est une matrice symétrique définie positive. On suppose que les erreurs de discrétisation
sont faibles par rapport à l’incertitude δ ; et que Ah est une bonne approximation de

l’opérateur différentiel A = − d
2

dx2
, dans le sens que le caractère non-borné se reflète par la

grande norme de Ah. Les couples propres (µk, ek) de Ah sont donnés par

µk = 4
(
N + 1
π

)2

sin2
(

kπ
2(N + 1)

)
, ek =

(
sin

(
jkπ
N + 1

))N
j=1
, k = 1 . . . N.

L’approximation itérative discrète de (4.5.57) prend la forme suivante :

f δk (xj) = (I −ωA−rh E 1
2

√
(Ah))kf0(xj)+ω

k−1∑
i=0

(I −ωA−rh E 1
2
(
√
Ah))iA−rh g

δ(xj), (4.5.58)

pour j = 1 . . . N = 1000, k = 1,2,3 . . .. Pour simplifier les calculs, on prend f0 = 0.
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Figure 4.1 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 15, Preconditioner parameter : r = 0.5, Relative error : ER = 0.0231
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Figure 4.2 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.01, k = 15, Preconditioner parameter : r = 0.5, Relative error : ER = 0.0032
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Figure 4.3 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 15, Preconditioner parameter : r = 1, Relative error : ER = 0.0085
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Figure 4.4 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.01, k = 15, Preconditioner parameter : r = 1, Relative error : ER = 0.0052
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Figure 4.5 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.1, k = 15, Preconditioner parameter : r = 2, Relative error : ER = 0.0028
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Figure 4.6 – Preconditioning KM iteration method : Number of iterations : Noise level :
δ = 0.01, k = 15, Preconditioner parameter : r = 2, Relative error : ER = 0.0020

Les résultats numériques (figures 4.3, 4.4 : r = 1, 4.5, 4.6 : r = 2) sont satisfaisants. Même
avec un niveau de bruit agressif δ = 0.1, les solutions numériques sont toujours proches
de la solution exacte. Dans le cas où r = 0.5 (figues 4.1, 4.2), la méthode est sensible et
les résultats numériques obtenus peuvent être améliorés pour certains choix optimaux de
paramètres N , k, ω, r et δ.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, des méthodes de régularisation pour certaines classes d’équations
de diffusion relaxée avec arguments déviés ont été développées. Dans ce contexte, deux
stratégies de régularisation ont été développées. La première procédure repose sur un
schéma itératif avec conditionnement appliqué à deux problèmes de diffusion relaxée
(équation elliptique généralisée, équation bi-fractionnaire) et la deuxième procédure est
une variante de la méthode de quasi-réversibilité, connue sous le nom "régularisation
pseudo-parabolique" appliquée à une classe de problèmes paraboliques avec arguments
déviés.

Comme perspectives, on projette de développer un choix du paramètre de régularisation
basé sur une stratégie à posteriori accompagnée par des tests numériques. On souhaite
aussi essayer d’autres méthodes, comme la méthode de projection de Krylov, et faire une
étude comparative entre ces trois approches de régularisation.

On projette d’étudier des exemples définis sur des géométries de R3 en utilisant des outils
sophistiqués, comme les éléments finis et d’autres techniques d’approximation numérique.

Il est intéressant aussi d’étudier le problème elliptique généralisé suivant :
Dαy Dβy u−Au = 0, 0 < y < +∞,
u(0) = f ,
u(+∞) = 0,

où 0 < α,β < 1.
On se propose d’utiliser les fonctions de Mittag-Leffer à deux paramètres et la fonction

de Wright pour explorer cette piste d’approche dans l’étude de ce problème.
De manière analogue, il est intéressant d’étudier le problème inverse fractionnaire avec

deux paramètres :

Lα,β = τ1(Dαt − a1∆)+ τ2(D
β
t − a2∆)+ µ(Dαt − a1∆)(D

β
t − a2∆),

et de regarder l’influence de ces deux paramètres sur le caractère d’instabilité.
Ces questions sont un peu difficiles, mais elles méritent d’être étudiées, parce que, ces

modèles peuvent être considérés comme des approximations (modèles presque réversibles)
de certains modèles classiques, lorsque α -→ 1 et β -→ 1. Cette motivation est inspirée des
travaux récents :

[Réf.1] B. Kaltenbacher and W. Rundell, Regularization of a backwards parabolic equation
by fractional operators, Inverse Probl. Imaging, 2019 ; 13(2), 401–430.

[Réf.2] G. Floridia, Zhiyuan Li, M. Yamamoto, Well-posedness for the backward problems in
time for general time-fractional diffusion equation, arXiv :submit/3019468 [math.AP] 26 Jan
2020.
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