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Etude Théorique et Numeérique de Quelques
Problémes de la Mécanique d’élasticité

Résumé

Le sujet de cette thése est la modélisation, ’analyse et la simulation de certains prob-
lemes de contact en mécanique des solides dans le cadre de 1’élasticité linéaire en petites
déformations.

Notre contribution est d’élargir ’application de la méthode des volumes finis souvent
utilisée pour 'approximation des problémes de la mécanique des fluides et de démontrer

une voie permettant de I’appliquée dans le domaine de la mécanique des solides.
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d’Erreur, Elasticité.

La Classification Mathématiques par Matiéres 2010 (AMS): 65M08 , 74M15,
T4FXX, 62N02.

iii



Theorical and Numerical Study of some
Problems in elasticity Mechanics

Abstract

The subject of this thesis is the modeling, analysis and simulation of some contact

problems in solid mechanics within the framework of linear elasticity in small strains.

Our contribution is to broaden the application of the finite volume method often
used for the approximation of the problems of fluid mechanics and to demonstrate a way
allowing it to be applied in the field of solid mechanics.

Keywords: Contact Problem, Solid Mechanics, Finite Volume, Error Estimate, Elas-
ticity.
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Introduction générale

L’étude des phénomeénes de la mécanique des solides est un domaine treés actif de recherche
a cause de ses diverses applications dans la science de 'ingénierie. On peut citer, en archi-
tecture, lorsqu’on étudie les structures en béton, dans les procédés géologiques comprenant
les phénomeénes naturels par exemple certains reliefs montagnaux, mouvement rapide des
végétaux, etc...

Les problemes de contact, avec ou sans frottement,entre deux matériaux déformables
ou entre un matériau déformable et une fondation rigide abondent en industrie et dans
la vie quotidienne. Le contact du sabot de frein avec le disque, de la chemise avec le
piston, des pneus d’une voiture avec le sol, I’enfoncement progressif d’une personne dans
un fauteuil et le contact entre les plaques tectoniques,sont des exemples courants. Vu
I'importance de ces phénomeénes physiques, des efforts considérables ont été consacrés a
I’étude de ces problémes de contact. La littérature mathématique consacrée a 1’étude des
problémes de contact est assez récente. La raison réside dans le fait que, accompagné de
phénomeénes physiques et de surfaces complexes, les processus de contact sont modélisés
par des problémes aux limites non-linéaires, trés difficiles. L’une des premiéres publica-
tions mathématiques concernant ce sujet est celle de Signorini [70], ou le probléme de
contact sans frottement entre un matériau élastique linéaire et une fondation rigide est
formulé. Il s’ensuit le travail de Fichera [31], ou le probléme de Signorini a été résolu en
utilisant quelques arguments sur les inéquations variationnelles de type elliptique. Mais
on peut dire sans aucun doute que I’étude mathématique des problémes de contact a

commencé avec le livre de Duvaut et Lions [25], dans lequel on trouve la formulation vari-
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ationnelle de plusieurs problémes de contact ainsi que des résultats d’existence et d’unicité
mais dans le cas linéaire.

Dans cette thése, on considére un probléme modéle de contact sans frottement. Notre
discrétisation est basée sur la méthode des volumes finis qui au cours des années récentes
a été largement utilisée dans le contexte de la mécanique des fluides da & les propriétes
de conservation, mais dans le domaine de la mécanique des solides cette méthode semble
difficile & appliquer malgré que d’autre méthodes et approches ont été utilisées telles que:
la méthode des éléments finis mixtes [38],[37], la méthode des éléments volumes finis
étendue (XMEV) [32] ect...

Il est aussi primordial de souligner que la plupart de ces méthodes sont faciles & mettre
en ceuvre sur des maillages non conformes ou non structurés; pour plus de détails, voir
[27].

En effet, on s’appuie sur ces travaux antérieurs pour discrétiser notre probléme.

Cette these est composée de trois chapitres, le premier est une synthése bibliographique
sur les problémes de la mécanique des solides en passant par leur histoire vers quelques
notions préliminaire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la méthode des volumes finis avec une analyse
détaillée.

Nos résultats sont présentés dans le dernier chapitre ot on a pu approximer le probléme
de contact modele par la méthode des volumes finis, aussi on a pu démontrer I’existence
et I'unicité de la solution discréte ainsi que la stabilité de cette solution.

Un autre apport de nos résultats est ’estimation d’erreur a priori établi dans le méme
chapitre. Et on termine ce chapitre par des résultats numériques.

Notre but n’est qu’élargir 'application de telle méthode dans le domaine de la mé-

canique des solides.



CHAPITRE

1 Historique et

Préliminaire

Ce chapitre contient un apergu historique sur la mécanique des solides ainsi 'importance
de cette discipline dans la révolution technologique. Outre, on va introduire des notions
préliminaires utiles dans 1’étude de ces problémes.

On commence par introduire les équations modélisant le probléme de contact unilatéral
avec frottement en élasticité d’une maniére chronologique. Du fait du grand nombre de
recherches sur ce sujet, depuis de nombreuses décennies et de la disparité des théories, la
revue bibliographique ne se veut pas exhaustive.

Dans ce qui suit les lettres en gras ( par exemple u,v) désignent les vecteurs, alors
que les lettres capitales (par exemple V, K,....) représentent des ensembles fonctionnels
concernant les champs de vecteurs. Comme d’habitude, on note par (L%(.))" et par
(H* ()", s € R, d=T,3, les espaces de Lebesgue et Sobolev en dimension un, deux ou
trois (voir [4] pour la définition de (H*(.))*, s € R ). La norme usuelle de (H* (D))
(norme duale si s < 0) est notée par |||, ;, et on garde la méme notation pourd =1, d = 2

ou d = 3. Pour simplifier, la norme de (L? (D)) est notée par .||, pour d =1 et d=2.



1.1. Histoire de la mécanique des solides

1.1 Histoire de la mécanique des solides

La partie de la physique qui est la plus ancienne et la plus simple et qui par conséquent,
est considérée comme le fondement de la compréhension de beaucoup d’autres parties de
cette science, a pour objet ’étude du mouvement et de I’équilibre des masses. Elle porte
le nom de "Mécanique".

Cette branche de la physique dont le bagage de principes est a la fois le plus restreint
en volume et le plus riche en connaissances utiles.

L’histoire de la Mécanique est I'une des branches les plus importantes de I’histoire de
la science. Deés les époques les plus reculées, ’homme a cherché a fabriquer des outils
et des mécanismes lui permettant d’augmenter sa puissance d’action ou de se défendre
contre les dangers qui le menacaient. Et ainsi, plus ou moins implicitement, il était amené
a se poser des problémes de Mécanique : aussi voyons-nous dés I’Antiquité les premiers
savants réfléchir sur ces problémes et en aborder plus ou moins heureusement la solution.

[’étude du mouvement des astres qui, des patres Chaldéens aux grands astronomes
Grecs et hellénistiques, fut I'une des premiéres préoccupations de 'humanité pensante, fut
aussi I'un des chemins qui, aprés bien des détours, conduisérent a la découverte des véri-
tables lois de la Dynamique. Comme on le sait, si les principes de la statique furent déja
correctement pressentis par les savants antiques, ceux de la dynamique longtemps voilés
par les fausses conceptions de I’école aristotélicienne n’ont commencé a se faire jour qu’a la
fin du moyen age et au début de I’ére moderne. Puis ce fut le rapide développement de la
Meécanique apres les mémorables travaux de Képler, de Galilée, de Descartes, d’'Huygens
et de Newton, la codification de ses lois par des hommes comme Euler, Lagrange, Laplace,
I'immense développement de ses diverses branches et le nombre sans cesse croissant de
ses applications au XIXe et au XXe siécle ot la notion de mécanique englobait aussi bien
I’étude scientifique des corps en mouvement que la théorie des machines.

Les principes de la Mécanique étant parvenus a un tel degré de perfection qu’il y a une
cinquantaine d’années, on pouvait croire leur évolution pratiquement terminée. C’est alors
qu’ont apparu successivement deux prolongements inattendus de la Mécanique classique :

la Mécanique relativiste d’une part, la Mécanique quantique et ondulatoire d’autre part.
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Elles ont trouvé leur origine dans la nécessité d’interpréter des phénomenes électromagné-
tiques trés délicats ou de rendre compte des processus observables a 1’échelle des atomes.
Tandis que la Mécanique relativiste, tout en bouleversant nos notions habituelles d’espace
et de temps, ne fait pour ainsi dire que compléter et couronner I'ceuvre de la Mécanique
classique, la Mécanique quantique et ondulatoire nous apporte des idées beaucoup plus
radicalement nouvelles et nous force & renoncer a la continuité et au déterminisme absolu
des phénomeénes élémentaires.

Mécanique relativiste et Mécanique quantique forment aujourd’hui les deux pointes
extrémes des progrées de nos connaissances sur ’ensemble des phénomenes mécaniques.

Dresser un bilan de I’évolution de la Mécanique depuis ses origines jusqu’a I’époque
actuelle constitue un gros challenge. Pour cela, on va se diriger vers une partie bien précise
de la mécanique appelée : Mécanique des solides.

La mécanique du solide s’intéresse aux objets que 'on ne peut réduire en un point
matériel. Cela permet notamment de décrire et modéliser les rotations de l'objet sur
lui-méme.

L’objet est lui-méme composé de points matériels, que ce soit des points discrets par
exemple un assemblage de boules reliées par des baguettes de masse négligeable, chaque
boule pouvant étre modélisée par un point matériel ou un ensemble continu de points.

La mécanique du solide est donc une branche de la mécanique traitant du comporte-
ment des mécanismes constitués de piéces rigides en général, et parfois déformables.

L’objectif principal étant la détermination des performances d’un systéme en vue
d’établir un dimensionnement adapté a 1'usage envisagé, ou la validation de ces grandeurs.

En général, on suppose le solide indéformable ; dans le cas de la déformation, on se
mene a un autre domaine de la mécanique appelé : la mécanique des milieux continus.

La mécanique des milieux continus est le domaine de la mécanique qui s’intéresse a la
déformation des solides et & 1’écoulement des fluides. Le tableau 1.1 suivant indique les

divers domaines couverts par la mécanique des milieux continus.
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Table 1.1: Mécanique des milieux continus

Elasticite
Déformation
élastique ou Resistance
des materiaux Déformation
Mécanigue plastique
des . )
milieux Rheologie
continus Fluides non
newtoniens

Mecanigue des fluides

Fluides newtoniens

Différence entre solide et fluide

On différencie entre un solide et un fluide par : [3]

Un fluide: "qui n’est ni solide, ni épais, qui coule aisément".

Un solide: "qui a de la consistance, qui n’est pas liquide".

La base de la mécanique des milieux continus est 1’étude des déformations et des
phénomeénes associés a une transformation d’un milieu. L’hypothése des milieux continus
consiste a considérer des milieux dont les propriétés caractéristiques, c’est-a-dire celles
qui nous intéressent: densité, élasticité, etc... sont continues. Une telle hypothése per-
met d’avoir recours aux outils mathématiques reposant sur les fonctions continues et/ou
dérivables.

Des hypothéses supplémentaires peuvent éventuellement étre faites ; ainsi un milieu
continu peut étre :

° homogeéne : ses propriétés sont les mémes en tout point ;

° isotrope : ses propriétés ne dépendent pas du repére dans lequel elles sont ob-
servées ou mesurées.

De nombreux matériaux utilisés dans I'industrie sont a la fois homogenes et isotropes
(métaux usinés ou bruts de fonderie). Cependant, de nombreux matériaux ne sont pas

isotropes (toles laminées, pieces forgées, pieces tréfilées, etc.) ; par ailleurs, 'utilisation
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de plus en plus fréquentes des matériaux composites a amené a étudier les milieux qui
ne sont ni homogenes (sandwiches), ni isotropes (fibres de verre, de carbone ou de kevlar
maintenues dans une résine) mais pour lesquels ’hypothése de continuité (tout au moins
par morceaux) reste valable.

La notion de déformation sert & quantifier de quelle maniére les longueurs ont été
dilatées ou compressées et les angles ont changé dans le milieu.

Une maniére simple pour chercher a quantifier la déformation, est de regarder ’allongement
relatif d’un segment dans le solide, ou la variation d’angle entre deux directions.

Pour 'allongement relatif €, encore appelé déformation

Al 1-1
_ 2 1.1.1
Lk (1.1.1)

€

lo étant la longueur initiale et Al I'allongement ; € est sans unité.

On pourra remarquer que lors d’une sollicitation en traction, € est positif, et que lors
d’une compression, il est négatif.

Cette notion introduite ici est « globale » en cela que ’on regarde ’allongement relatif
pour un segment de longueur [ .

Pour introduire une notion locale, il faut considérer la limite de I’allongement relatif

lorsque la longueur du segment tend vers O :

e =lim— (1.1.2)

On se rend alors compte que la notion d’allongement relatif est assez pauvre, car
au coeeur du volume d’un solide, on peut considérer une infinité de directions pour les
segments. Cette notion est cependant suffisante pour appréhender I’étude des poutres.

Les sollicitations sont quantifiées par la notion de contrainte o , qui est 'effort sur-
facique exercé sur une partie de la piéce en un point par le reste de la piéce. Cette
contrainte, si on la suppose uniforme dans la section, peut s’assimiler & la contrainte

moyenne :

(1.1.3)
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ou F représente les forces surfaciques et S une partie du solide. Alors o est homogene
a une pression et est exprimé en mégapascals (MPa) ou en newtons par millimétre carré
(N/mm?).

Le fait d’utiliser € et o permet d’écrire des lois locales et non globales, on peut alors
écrire I'équilibre de chaque point du milieu et décrire son comportement (loi liant la
contrainte et la déformation).

Le matériau est caractérisé par des coefficients d’élasticité, qui représentent la difficulté
a déformer ; le principal est le module de Young F, lié a la contrainte et la déformation

par la loi de Hooke :

o= F.e (1.1.4)

E est homogeéne & une pression et est exprimé en mégapascals (MPa), gigapascals
(GPa) ou en kilonewtons par millimetre carré (kN/mm?).

D’un point de vue microscopique, 1’état solide est I’état de la matiére dans lequel les
molécules sont fortement liées les unes aux autres, et caractérisé a 1’échelle macroscopique

par un volume et une forme déterminés, constants en ’absence de toute force extérieure.

Corps solide

Un corps S est dit solide si les distances mutuelles de tous ses éléments matériels restent
constantes. Cette notion doit étre considérée comme une modélisation de la réalité

physique: un corps dans I’état solide est toujours déformable.

Qu’est-ce que I’élasticité 7

La mécanique des corps solides déformables par opposition & la mécanique des corps indé-
formables s’appelle la mécanique d’élasticité. Cette derniére étudie la réponse d’un corps
solide a des forces ou moments appliqués et s’intéresse exclusivement a la déformation.

Par contre, la mécanique du solide indéformable étudie la translation et la rotation.
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FIG.1.1. Déformation d’un corps élastique soumis a une contrainte.

On distingue deux catégories d’élasticité: linéaire et non linéaire. Dans tout ce travail

de theése, on s’intéresse a 1’élasticité linéaire.

1.2 Contact et frottement en mécanique des solides

Les phénomeénes de contact impliquant des corps déformables abondent dans I'industrie,
notamment dans les structures mécaniques, ils sont variés, fortement non linéaires et
complexes. La problématique du contact est essentiellement de savoir comment réagissent
les structures lorsqu’elles subissent ces forces. Le caractére de ce contact peut jouer un role
fondamental dans le comportement de la structure, sa déformation, son mouvement,.....
Les problémes de contact étant non linéaires, la modélisation des phénomeénes de contact
pose des difficultés.

[’approximation numérique de problémes de contact avec frottement se produisant en
mécanique des structures est généralement traité avec la méthode des éléments finis (voir
[14],[13],]69],[66]). En effet, elle est facile & implémenter en pratique et elle est aussi précise
d’un point de vue théorique. Une étude détaillée de plusieurs méthodes par éléments finis
mixtes pour le probléme de contact sans ou avec frottement peut étre trouvé dans [69].

L’analyse numérique et la convergence ont été étudiées dans [73].
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Il existe diverses formulations spécifiques de problémes de contact fournissant la base
pour une méthode d’analyse numérique. On va présenter dans un premier temps le prob-
leme du contact avec frottement dans le cadre de I’élasticité linéaire. Aprés quelques
rappels sur le probléme d’élasticité, on introduira les conditions de contact puis de frot-

tement par différentes lois.

1.2.1 Probléme de 1’élasticité linéarisée

Nous nous limitons au cas d’un solide élastique frottant sur une surface rigide plane
immobile pour simplifier la présentation. L’introduction de géométries plus complexes
fait apparaitre des problémes délicats dans la détermination de la surface de contact.
Soit  C R? un domaine polygonal borné représentant la configuration de référence
d’un corps élastique. Les ensembles I'p, I'y et I'c forment une partition disjointe de
la frontiére réguliere 0S). Le corps est soumis a des forces volumiques, par exemple son
poids. Le champ de déplacement est connu sur la partie de mesure non nulle I'p.On
peut par exemple supposer que le solide est encastré sur ['p. La partie I'y est soumise a
une condition de Neumann. La partie restante I'c est la "zone de contact" avec ou sans

frottement entre le corps et une fondation rigide plane.

)

Ry g,

FIG.1.2. Description du domaine 2.
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La loi de comportement de I’élasticité linéaire reliant le tenseur des contraintes o (u)

et le tenseur des déformations linéarisées ¢ (u) = 1 (Vu + V'u) est :

o (u) = Ae (u) (1.2.1)

Notons par v = (u;);,, le vecteur déplacement, a;;,;, les composantes du tenseur de

Hooke A du quatriéme ordre et par o = (0;), <i<o le tenseur de contraintes tel que :

oij (u) = aijhkg—zz, i,j,h, k€ {1,2} (1.2.2)
ou on adopte la convention de sommation des indices répétés. Les fonctions a;jnr € L™ (Q2)
représentent les propriétés élastiques du matériau. On suppose que A est symétrique :
Qijhk = Qjihk = Qhkigj-

Un résultat important est 'inégalité de Korn :[35]

Théoréme 1.2.1 Soit Q un domaine régulier borné de R™ de classe C'. Il existe une
constante C > 0 ne dépendant que de Q telle que, pour toute fonction v € (H' (Q2))", on

a .’ L

o]l =C (/Q (e (v).(v)) 2+ HvH?z> 2 (1.2.3)
et le produit scalaire est toujours noté par (.,.). Lorsque I'p est de mesure nulle, des
difficultés supplémentaires apparaissent (voir [14] et [15]). On supposera par la suite que
I'p a une mesure superficielle non nulle. On a alors le résultat suivant qui découle de
l'inégalité de Korn d’ot découle deux propriétés du tenseur de déformation qui sont la

coercivité et la symétrie.

Lemme 1.2.1
Q un domaine borné de R"™ de classe C'. Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que

de §Q telle que :
/Q(g (v) £ (v) d2 > C o]l (1.2.4)

pour tout v dans Vo = {v € (H' ()" tel que v =0 sur I'p}. Ainsila condition d’ellipticité
de A a lieu : Ja > 0 tel que :
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

Wijhk&ij&nr = ‘5|27 VEi; =& (1.2.5)

De plus le tenseur de déformation est diagonalisable c’est a dire qu’en chaque point, il
existe une base dans laquelle seuls les éléments diagonaux sont non nuls. Aussi, la trace

du tenseur de déformation est invariante par changement de base d’oti on a
trace e (u)] = divu (1.2.6)

Pour simplifier, le corps est encastré sur I'p. Pour un probléme d’élasticité sans contact

ni frottement, le déplacement u :  — R? du corps satisfait aux équations suivantes :

(

dive (u)+ f=0 dans €
o(u) = Ae (u dans 2
) ) (1.2.7)
u=20 sur I'p
| o (uyn=yg sur I'y
ot f = (fi,f2) € (L*(Q))” représente la densité des forces volumiques

(poids), g = (g1,92) € (L? (I“N))2 désigne les forces surfaciques imposées sur I'y , n =
(n1,n2) est la normale unitaire sortante de §2 sur 92, o : 2 — Sy o Sy désigne I'espace
des tenseurs symétriques du second ordre, le tenseur linéarisé des déformations € (u) et div
représente 'opérateur divergence des fonctions a valeurs vectorielles. La premiére équation
correspond a I’équation d’équilibre a laquelle on ajoute la relation de comportement et les
conditions de Dirichlet et Neumann.

Afin d’introduire les équations sur la zone de contact, on choisit pour vecteur unitaire
tangentiel ¢ = (—ng, ny). Sur I'c, on décompose le déplacement et le vecteur de contraintes

en composantes normale et tangentielle comme suit :

u=un+ut et o(u)yn= o,(u)n+ o, (u)t (1.2.8)

pour donner un sens a la décomposition précédente, on suppose que I'¢ est de régularité
C'. On suppose aussi qu’il n’y a pas de distance initiale entre le solide et la fondation

rigide sur ['c.
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

Les relations d’interaction dans la direction normale sont associées au probléme de
contact unilatéral et celles dans la dierction tangentielle au probleme de frottement. Pour
étudier l'interaction dans la direction normale, on s’intéresse d’abord au cas du contact

unilatéral sans frottement.

1.2.2 Conditions de contact

La littérature mathématique dédiée a I’étude des phénomeénes de contact est assez récente.
C’est en 1933 que Signorini pose le probléme général de I’équilibre d’un corps élastique
en contact sans frottement sur une fondation rigide. Les conditions de contact unilatéral
ont été formulées par Signorini [70] en 1959. Il s’ensuit le travail de Fichera [31] en
1964 ou le probléme de Signorini a été résolu en utilisant des arguments des inéquations
variationnelles de type elliptique. Le probléme de contact unilatéral sans frottement
montre la non-linéarité sur le bord correspondant a la non-pénétration des matériaux sur la
zone de contact ce qui meéne a une inégalité variationnelle du premier ordre. Fichera donne
la preuve de I'existence et de la régularité d’une solution faible et discute le probléme de
'unicité. Dans [6], une synthése concernant le cas d’un solide déformable en contact avec
un socle rigide est présentée. Duvaut et Lions [24] présentent la formulation variationnelle
de plusieurs problémes de contact accompagnée des résultats d’existence et d’unicité.
Ciarlet et Necas (1984, 1987) ont aussi traité le cas sans frottement. la condition de

contact unilatéral est exprimée par la relation de complémentarité suivante :

u, <0, on (u) <0, on (u)u, =0 (1.2.9)

Cette condition exprime qu’en cas de contact c’est le corps qui se déforme et qu’il ne
peut y avoir d’interpénétration entre le solide et la fondation. De plus, la réaction du
support sur le solide est dirigée vers l'intérieur du solide. Si le point est en contact alors
up, =0 et 0, (u) <0 et si le point quitte la fondation o, (u) = 0 et u,, < 0, ce qui établit
le graphe de la loi de contact unilatéral. On voit sur ce graphe (FIG.1.3) la trés forte

non-linéarité de la loi.
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

L’absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :

o (1) = 0, (1.2.10)

Cette facon de voir le contact implique que la force de contact tangentielle est nulle
dans la zone de contact. On est dans le cas d’un glissement parfait. Néanmoins cette force
tangentielle est non nulle dans la plupart des contacts réels. On introduit alors des lois
complémentaires, les lois de frottement qui relient la composante tangentielle aux autres

variables du systéme.

G, (u)

Y

1

FIG.1.3. Les conditions de contact.[21],[53]

1.2.3 Conditions de frottement

Les premiers travaux sur le frottement ont été réalisés par Léonard de Vinci au début du
XVIme sigcle. Il donne ainsi la premiére valeur (0.25) du coefficient de proportionnalité
entre la force de frottement et le poids du corps. La compréhension des mécanismes
entrant en jeu est restée trés lacunaire et il faut attendre deux siécles pour qu’Amontons
(1699) et Coulomb (1785) reprennent et développent les études de Léonard de Vinci en
énoncant les premiéres lois de frottement[61]. Historiquement, G. Amontons proposa

une loi de proportionnalité entre les composantes normale et tangentielle des contraintes.
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

Coulomb confirme les lois d’Amontons a partir d’expériences. On n’abordera pas ici les
lois de frottement dynamique développées par Euler grace & des expériences de solides
glissant sur un plan incliné. Les travaux de Bowden et Tabor [18] font une synthése et
ameéliorent les résultats obtenus sur I'analyse du frottement.

Plusieurs lois de frottement existent. Nous allons énoncer quelques lois associés aux
phénomeénes de contact et de frottement dans le cadre d’un contact entre un corps dé-
formable et une fondation rigide. En considérant le frottement additionné au probléme
de contact, des non-linéarités supplémentaires doivent étre prises en compte. Enongons

tout d’abord la plus simple.

Frottement de Tresca

La plus simple (en apparence) est la loi de Tresca. Dans [24], le frottement a été rajouté
aux problémes de contact et le probléme a été écrit sous forme d’un probléme de minimi-
sation de fonctionnelle quadratique dans le cas d’un frottement de Tresca. Les conditions

de frottement de Tresca [7] sont :

si u = 0, los (u)] <'s, (1.2.11)

st w # 0, oy (u) = —s—

ou s € L*(T'c), s > 0 désigne le seuil de glissement fixe qui est supposé connu
et qui ne dépend pas de la contrainte normale. Le graphe de cette loi est tracé dans la
Fig 1.4. Le fait que la contrainte normale n’apparaisse pas dans la limite de glissement
limite 'utilisation de cette loi. Le probléme est plutét réservé aux applications ou la
contrainte tangentielle est connue sur le bord de frottement. Le probléme de contact avec

le frottement de Tresca admet une solution unique.
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

O, (u)
On

FIG.1.4. Représentation de la loi de Tresca.[21],[53]

Frottement de Coulomb

Pour décrire la dépendance du seuil s & l'intensité des efforts normaux, on utilise
une loi de Tresca dont le seuil s est proportionnel & Ieffort normal. Il s’agit de la loi de
Coulomb. La loi a été développée au départ sur des modeéles avec des solides rigides puis
ensuite sur des corps déformables avec notamment les travaux de Duvaut-Lions [24],[25]
sur les inégalités variationnelles. En notant p le coefficient de frottement qui dépend des

matériaux en présence (p > 0), la condition de frottement de Coulomb est :

st u = 0, ot (u)] < —oy, (u) p, (1.2.12)
: u
st u # 0, oy (u) = o, (u) ,uﬁ
¢

Cette condition représente deux situations physiques qui sont I’adhérence quand u; = 0
et le glissement quand u; # 0. En effet, quand le multiple du module de la composante
normale est atteint, le corps peut glisser dans la direction de la composante tangentielle.
Le coefficient de frottement est le rapport maximal entre force tangentielle et force normale
au point de contact. Le lieu géométrique de 'extrémité du vecteur force de contact a la
forme d’un coéne dont I'ouverture dépend du coefficient de frottement : il s’agit du cone

de Coulomb. L’enveloppe de ce cone est la surface de seuil de glissement.
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

Il existe plusieurs lois dérivées intégrant un coefficient de frottement u variable (par

exemple par rapport au déplacement tangentiel).

o)

F|Ur:‘. “”

U

—plon(w)]

FIG.1.5. Représentation de la loi de Coulomb.[21],[53]

Remarque 1.2.1

=20, on obtient o, (u) =0 sur I'c . Il s’agit du cas sans frottement.

Frottement avec déflection ou compliance normale

Ces lois ont été initiées par J.-T. Oden et J.-A.-C. Martins [56] et [57] en 1985. Ils
proposent une loi de frottement qui inclue une non-proportionnalité entre la force normale
et la force tangentielle de frottement et prend en compte I’écrasement normal entre le corps
et la fondation en se basant sur les études expérimentales de [19].

Dans cette sous-section, On considere un corps élastique qui occupe une région 2 de
R™(n = 2,3) . Le corps est fixe sur une partie I'p du bord 02 = I'p UT'¢ , peut entrer en
contact avec la fondation réactive sur la partie I'c et est soumis & des forces volumiques
f € (L?(Q))". Sur la surface de contact on utilise une condition de compliance normale.
Le probleme de contact et frottement avec compliance normale en élasto-statique est
de trouver le champ de déplacement u satisfaisant les équations auxquelles on ajoute la

relation de comportement :
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1.2. Contact et frottement en mécanique des solides

div o(u)+f = 0 dans Q (1.2.13)

v = 0 sur I'p

Alors les conditions de compliance normale avec frottement sur I'c sont :

on (u) = —cn (un) 1™
si u=0, o ()] <ep(un))” (1.2.14)
mr u;

si u#0, o(u)=cr(un)y e

ot (.), désigne la partie positive. Ainsi (u,), représente la pénétration du corps dans
la fondation. les constantes my > 1, my > 1 ainsi que les coefficients de compliance
positifs cy et ¢ dans L™ (I'¢) désignent des parameétres d’interface caractérisant le com-
portement vis & vis du contact entre le corps et la fondation rigide. Les équations aux

dérivées partielles associées [17] présentent de nombreuses difficultés mathématiques qui

demeurent irrésolues.

Gl‘il (u)

FIG.1.6. Représentation des conditions de contact pour le modéle avec compliance

normale.[21],[53]

Remarque 1.2.2
cas my = myp correspont au modéle de frottement de Coulomb ot le coefficient de frot-

tement vaut <& .
CN
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1.3. Espaces fonctionnelles

1.3 Espaces fonctionnelles

Le but de cette section est de rappeler quelques notions sur les espaces fonctionnelles [19].

1.3.1 Notations vectorielles

Dans cette section, ) est un domaine polygonal borné dans R?, ayant une frontiére assez
réguliére.

Le gradient d'une fonction scalaire u : R — R est un vecteur défini par

o, < ou )
Ox; 1<i<d

et celui d'une fonction vectorielle u : R — R? est une matrice donnée par

Ox; 1<i,j<d

La divergence d'une fonction scalaire u : R? — R est un scalaire donné par

¢ ou
Vo=
=1
La divergence d'une fonction vectorielle v : R — RY est un scalaire défini par
d
ou;
Vo= ‘
2 7

i=1

et celle d'une matrice A : R? — R%*? est un vecteur donné par

. Day;
=1 " ) 1<i<a

Le Laplacien d'une fonction scalaire u : R — R est représenté par

d
0%u

AU = VVU = £ 8_33?

Par conséquent, pour une fonction vectorielle v = (u;), <i<ds O 2
Au = (A“i)gigd

Le produit scalaire entre deux vecteurs u et v est donné par

d
u.v = E U;V;
i=1
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1.3. Espaces fonctionnelles

1.3.2 Espaces de Sobolev

L’espace vectoriel L? (€2) est espace des fonctions carré intégrables

Q) =<Su:Q—R:uest mesurable:/u2da:<oo

Q

c’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(U V) p2q) = /uvdw

Q

et de la norme

1
leall gy = (1 0) gy = / wds
Q

On étend ces définitions pour des fonctions vectorielles v = (u;); ;<4 €t v = (Vi)1;<4

1
d 2
2
(Uav)m(g) = /“-Udl’ ) ||U||L2(Q) = (Z Hui”L2(Q)>
=1

Q

On introduit 'espace de Sobolev

H™(Q) = {ue L*(Q),D € L*(Q),V0 < |a| < m}

d

ol D% est la dérivée au sens des distributions d’ordre |a| = Y a;, a = (aq, ..., ay) € N¢
i=1

définie par

ol
voeD(Q) D :_1lal/ __9%
6eD®) D)= ()" [u() g
Q
et si u est assez réguliére, on peut écrire
olely

qui est la dérivée usuelle.

En particulier, on a

ou
L2(Q).i=1,...d
81,7/6 ( )72 ) ) }

Pu  Pu  0*u
L?(Q
P02 0x101y’ 022 € L )}

H'(Q) = {uel?*()),

{
H*(Q) = {ueHl(Q)
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1.3. Espaces fonctionnelles

Le produit scalaire associé a I'espace H™ ({2) est

(u,v)Hm(Q)—/ Z D*uDvdx

o 0<lal<m

La norme associée a ’espace H™ () est

(SIS

a, |12
||U||Hm(sz) - Z D U||L2(Q)

0<|ar|<m

et la semi-norme associée est

NI

« 2
’U‘Hm(n) = Z D UHL2(Q)

|a|=m
Théoréme 1.3.1 (de trace)

Soit Q0 un domaine borné avec un bord polygonal OS2. Il existe des opérateurs surjectifs

de trace définis par

1
Yo : H? (2) — H* 2 (092)  pour s > 3

telles que

VuECl(ﬁ), Volb = U |0

ot n est le vecteur normal extérieur a OS2.
Par conséquent, si u € H' (), sa trace you € H2 (99), qui vérifie
H' (99Q) C H2 (0Q) C L2 (09Q)

Dans ce cas, v,u peut ne pas étre définie.
Cette application 7, se prolonge par continuité en une application linéaire continue de
H' (Q) dans L? (02), notée encore 7,. En particulier, il existe une constante ¢ > 0 telle

que, pour toute fonction v € H' (), on a

lull 2200y < cllvllmq

De méme, 'application v, se prolonge par continuité en une application linéaire con-
tinue de H?(Q) dans L? (0f2), notée encore ~,. En particulier, il existe une constante

¢ > 0 telle que, pour toute fonction v € H?(Q), on a
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1.3. Espaces fonctionnelles

du

o < c|lull g2

Théoréme 1.3.2 (Formule de Green généralisée) [2]

L2(69)

donné un domaine borné ) et n le vecteur normal extérieur a OS2, on a pour tout u €

H?*(Q) etve H (Q)
—/ (V.FVu)vdx = /FVU.Vvd:U - /FVu.mida (1.3.1)

Q Q 0N

ou F est une fonction matricielle. En particulier, si F' = 1

—/Au.vd:p = /Vu.Vvdm — /Vu.m;da
Q Q 80

Rappelons que cette formule a été établie pour des fonctions de D (ﬁ) [67], et grdce a la
densité de D () dans H' (), on obtient cette formule pour des fonctions u € H* () et
ve H (Q).

Pour plus de détails sur ces espaces fonctionnels on réfere a [19].
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CHAPITRE

2 Analyse mathématique
d’un probléme de contact

sans frottement

Nous considérons dans ce chapitre un probléme de contact sans frottement entre un
matériau déformable et une fondation rigide. Nous supposons que le processus est statique
et la loi de comportement de ce matériau est élastique linéaire.

Dans ce chapitre, on va décrire le modele mathématique du probléme mécanique en-
suite on dérive sa formulation variationnelle et on prouve l'existence et 'unicité de la

solution faible. La preuve est basée sur le théoréme de Lax-Milgram.

2.1 Position du probléme mécanique

Considérons un matériau élastique dont les particules occupent un domaine régulier €2 C
R% (d = 2 o 3), dont le bord 99 est partitionné en trois parties mesurables disjointes
Iy, Ty et T'3 tels que mes(T'y) > 0.

Le matériau est encastré sur la portion I'y, des tractions superficielles de densité F;
agissent sur I's et des forces volumiques de densité f agissent & l'intérieur du matériau.

Nous supposons que les forces et les réactions changent lentement avec le temps de sorte
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2.1. Position du probléme mécanique

que 'accélération du systéme soit négligeable. Le matériau est entré en contact sans
frottement avec une fondation rigide le long de I's de plus les conditions de contact sont

celles de Signorini (voir FIG.2.1):

[/
T

SR
1 0 '

Materiau élastique

FIG.2.1. Présentation du probléme mécanique.

Avec ces conditions, le probléme mécanique peut étre formulé de la facon suivante:
Probléme (P): Trouver le champ des déplacements u : Q@ — R? du corps qui

satisfait les équations suivantes :

—divo (u) = f dans (2.1.1)

o (u) = Ae (u) dans Q (2.1.2)

u=0 sur I' (2.1.3)

o(u)n=F surly (2.1.4)

u, <0, o, (u) <0, on (W) u, =0 sur 'y (2.1.5)
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2.1. Position du probléme mécanique

L’équation (2.1.1) est ’équation d’équilibre, (2.1.2) est la loi de comportement qui
lie les contraintes et les déplacements, (2.1.3) indique que le matériau est encastré sur
la partie I'1, (2.1.4) indique que des tractions superficielles F s’appliquent sur I's; Les
conditions (2.1.5) représentent les conditions de contact de Signorini.

n: est le vecteur normal unitaire extérieur a 052.

Uy: est la composante normale du déplacement.

0,: est la composante normale de la contrainte.

2.1.1 Formulation variationnelle

On se place sous des hypothéses de régularité suffisante pour les fonctions considérées,
c’est a dire, en pratique dans le cadre des espaces de Hilbert ( fonctions a carré sommable
et de dérivée a carré sommable).

Nous introduisons le convexe V' qui est ’espace des déplacements admissibles, c’est
a dire compatibles avec les liaisons (conditions aux limites et conditions unilatérales) tel
que:

V ={ve M/v, <0 sur I's} (2.1.6)

avec

M= {v e [H (2)]” Jv =0 sur rl} (2.1.7)

La forme variationnelle du probléme continu (P) s’écrit alors sous la forme d’une

inéquation variationnelle comme suit

trouver u € V tel que:

(PV)
a(u,v—u)>l(v—u), VYoeV
a(u,v) = S{a (u)e (v)dx (2.1.8)
= S{Aijklsij (u) egy (v) dz, Yu,v €V (2.1.9)
et
l(v) = [fvdz+ [Fuds (2.1.10)

Q I
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2.1. Position du probléme mécanique

C’est I’élimination des efforts de contact qui transforme 1’équation variationnelle en

inéquation puisque ceux-ci sont caractérisés par des inégalités.

Démonstration de I’équivalence

Implicationl : u solution de (P) = u solution de (PV’)

En multipliant I’équation (2.1.1) par v — u, Vv € V et en intégrant sur 2, on obtient

Vve\/,s{diva(u)(v—u)dx:—S{f(v—u)da:

En utilisant la formule de Green, on trouve

fa(u)n(v—u)dS—g{a(u)V(v—u)dx:—bff(v—u)das

r
Si on pose
a(u,v—u) = f{a(u)V(v—u)dm
= g{Ae(u)e(v—u)dw
Alors, on a

a(u,v—u):i[a(u)n(v—u)dS—l—hff(v—u)dx

(2.1.11)

(2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)

et comme I' = T’y UT,U T's, on décompose [o (u)n (v —u)dS de la maniére suivante

T

Jow)n(w—u)dS= [o(u)n(v—u)dS+ [o(u)n(v—u)dS+ [o(u)n(v—u)dS

r T Iy T's

avec

ueV
o [o(u)n(v—u)dS =0 car — u=v=0surI}.
I veV

. Ffa(u)n(v—u)dS:fF(v—u)ds car o (u)n = F surI's.

T2

(2.1.15)

e Comme o (u) = o, (u)n + o, (u) sur I's et le probléme est sans frottement c’est a

dire o4 (u) = 0 et par I'hypothese donnée par (2.1.5), on a [o (u)n (v —u)dS > 0.

I's
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2.1. Position du probléme mécanique

D’ou
a(u,v—u)>1l(v—u), YuveV (2.1.16)
avec
l(v—u)= [F@w—u)dS— [f(v—u)dx (2.1.17)
I Q

Implication2 : u solution de (PV) = u solution de (P)
Soit
Vu,vo e Viia(u,v—u) >1(v—u) (2.1.18)

Utilisant la formule de Green, on a
[dive (u) (v —u)dz+ [o(u)n(v—u)dS— [F (v—u)dS— [f(v—u)dx >0 (2.1.19)
Q r Iy Q

e on choisit v = u + ¢ o p € (D (Q))*.

@ est & support compact donc les intégrales de contour sont nulles, d’ot

[divo (u) pdz = — [ fedz, p.p ¢ (2.1.20)
0 0

v =1u+ ¢ est négatif
en effet : 7 s
v=u— @ est positif

ce qui implique que
divo (u) = —f dans 2 (2.1.21)

. v=wu sur I -
e on choisit d’ou

v=uxtye sur I

Jo(w)npdS = [FedS, pp ¢ (2.1.22)
FQ F2
ce qui entraine
o(u)n=F sur Iy (2.1.23)

Il reste

Jon () (v, —u,)dS >0

I's
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2.1. Position du probléme mécanique

e on choisit v, = 0, donc

Jon (u) u,dS <0 (2.1.24)
T's
e on choisit v, = 2u,,, alors
Jon (u) u,dS >0 (2.1.25)
I's
D’aprés (2.1.24) et (2.1.25), on a
Jou (u) u,dS =0 (2.1.26)
I's
d’ou
on(u).u, =0 p.p (2.1.27)
et
Vo, <0, [o, (u).v,dS >0 (2.1.28)
Is
ce qui implique que
on(u) <0p.p (2.1.29)

d’ou, on établit I’équivalence entre le probléme continu (P) et le probléme variationnel
(PV).
On peut se rapporter aux références [62] et [63] pour I’établissement rigoureux de

I'équivalence des problémes (P) et (PV).

2.1.2 Existence et unicité de la solution faible

On se réffere a [62] et [63] pour le détails de la démonstration.
Pour 'étude de 'éxistence et 'unicité de la solution faible on utilise le théoréme de

Lax-Milgram , cependant on a :

e Pour la continuité des deux formes on utilise I'inégalité de Cauchy Schwartz.

e Pour la coersivité on utilise I’hypothése de stabilité du tenseur d’élasticité qui est

un résultat de I'inégalité de Korn donnée dans le lemme 1.2.1.
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2.2 Le probléme modéle

Nous considérons dans cette section un contact unilatéral d’'un corps solide occupant un

domaine 2 C R?, d = 2 ou 3, avec une fondation rigide qui satisfait les équations suivantes

—div[a(z) Vu] = f dans 2 (2.2.1)
w=0 sur I, (2.2.2)
a(z)Vun =0 surI'y (2.2.3)
u> o
a(x)Vun>p sur I's (2.2.4)

(u—a)(a(z) Vun—5) =0
Sous les hypotheéses suivantes :

1. Q est un sous ensemble de polygone ouvert borné de R%, d = 2 ou 3.

2. La frontiére 02 de ) est décomposée de trois parties vides disjointes I'y,I's et I's,

tel que T'; UTL,U T's = 09.
3. f€L*(Q), n est la normale unitaire extérieure a 9.
4. a e R_et f € R.

5. Sous les hypothéses précédentes, on donne des hypothéses sur a :

e a est une fonction C' par morceaux de Q vers R tel que pour tout z € Q , a (z)

est une matrice symétrique.

o Il existe ap, ao € R% tel que ag < a(x)£.£ < ax presque pour tout = € €2 et pour

tout & € R,
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2.2. Le probléme modéle

L’idée de prendre Ao (u)=a (z) Vu est dit & [77] ou il ont analysé le méme modeéle
avec la méthode d’éléments volumes finis; ce qui nous a mené a prendre la méme équation
d’équilibre avec certaines hypotheéses afin de pouvoir approximer le probléme de contact
par la méthode de volumes finis. Dans le sens mécanique c’est la propriété de diagonali-
sation du tenseur de déformation.

Dans tous ce qui suit le probléme défini par ((2.2.1) — (2.2.4)) est noté par (PM).

2.2.1 Formulation variationnelle

Afin d’écrire la formulation variationnelle, on doit spécifier d’abord les espaces fonctionnels
de la solution faible.
Soit
Vo ={ve M/v>asurI's} (2.2.5)

avec

M = {v e [H' (Qﬂ2 Jv =0 sur 1"1} (2.2.6)

Multipliant I’équation (2.2.1) par v € V,, puis intégrant sur 2, on obtient
— [div]a(z) Vu]vdx = [ fodz,Yu €V, (2.2.7)
Q Q
Utilsant la formule de Green, on peut écrire

Ja(z) Vu.Vudz = ffvdx + fa ) Vu.n.vds (2.2.8)
QO

et comme [a(z Vunvds—fa ) Vunds + [a(x) Vunods + [a(z) Vun.ods
r ) I's
avec u vérifiant les conditions (2.2.2) — (2.2.4), alors la formulation variationnelle du

probléme modele (PM) s’écrit sous forme d’inéquation variationnelle comme suit :

trouver u € V, tel que:

fa Vquda:>ffvdx+fﬁvds

Is

(PMV)

avec

a(u,v) = Sj;a (x) Vu.Voudx (2.2.9)
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2.2. Le probléme modéle

et
l(v) = [fodx+ [B.vds (2.2.10)
0 I

2.2.2 Existence et unicité de la solution faible

Pour I’étude d’existence et d’unicité de la solution faible on utilise le theoréme de Lax-
Milgram.

cependant, démontrons la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a (u, v) ainsi
que la continuité de la forme linéaire [ (v) .

Continuité de a (., .) :

On cherche a majorer |a (u,v)|, d’ou

la(u,v)| < |[a(z) Vu.Vodz (2.2.11)
Q
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
1 1
la (u,v)| < (a(z) Vuldr)® (Vodr)® (2.2.12)
Sous les hypotheéses 5 de la section 2.2, on déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que
la (u, 0)] < [ull g1 gy 1] 10 (2.2.13)
d’ou la continuité de la forme bilinéaire a (u, v) .
Continuité de [ (.) :
On cherche a majorer |/ (v)|, donc
L (v)| = | [ fvdx + [B.vds (2.2.14)
Q I's
En utilsant I'inégalité triangulaire, on a
L ()] < |[ fodx| + | [ B.vds (2.2.15)
Q I's

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

-

1 (v)] < (gf%m)é (S{vzdaj>é + 18| (fvzd:c>2 (2.2.16)

I's
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2.2. Le probléme modéle

Alors
@) < 11l g2y 0l gy + 181 10 e (2.2.17)

Utilsant le théoréme de trace et I'inégalité de Poincaré, on aboutit a
()] < er[[oll grq) (2.2.18)

tel que ¢; dépend de || f[| ;2(q) et 5]
Coercivité de a (., .) :
Sous I'hypothese qu'il existe ag € R tel que a (x)£.£ > ag presque pour tout = € €2

et pour tout & € RY, alors en déduit que
a(u,u) = [a(z)Vulde
Q
2
> ao|[ull 3

d’ou la coercivité de la forme a (u,v) .
D’aprés la théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution unique du probléme vari-

ationnel (PMV).

Lemme 2.2.1 Toute solution du probléme (PM) est solution du probléme (PMYV') et

nversement.

Preuve. Pour la preuve, on procéde par le méme raisonnement de la démonstration

de I’équivalence donné dans la sous-section 2.1.1. m
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CHAPITRE

La méthode des volumes

finis

En analyse numérique, la méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre numérique-
ment des équations aux dérivées partielles, comme la méthode des différences finies et
celle des éléments finis.

Contrairement & la méthode des différences finies qui met en jeu des approximations
des dérivées, les méthodes des volumes finis et des éléments finis exploitent des approxi-
mations d’intégrales. Toutefois, la méthode des volumes finis se base directement sur la
forme dite forte de ’équation a résoudre, alors que la méthode des éléments finis se fonde
sur une formulation variationnelle de I’équation (on parle aussi de formulation faible).

L’équation aux dérivées partielles est résolue de maniére approchée a I’aide d’un mail-
lage constitué de volumes finis qui sont des petits volumes disjoints en 3D (des surfaces
en 2D, des segments en 1D) dont la réunion constitue le domaine d’étude. Les volumes
finis peuvent étre construits autour de points d’un maillage initial, mais ce n’est pas une
nécessité.

Les méthodes de volumes finis ont été initialement mises au point pour des lois de
conservation hyperboliques, mais des développements récents permettent & présent de les
utiliser pour des équations elliptiques et paraboliques.

Ces équations aux dérivées partielles contiennent des termes de divergence. En util-

isant le théoréme de flux-divergence, les intégrales de volume d’un terme de divergence
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3.1. Les principes des volumes finis pour les lois de conservation générales

sont transformées en intégrales de surface et ces termes de flux sont ensuite évalués aux
interfaces entre les volumes finis. On utilise une fonction de flux numérique pour éla-
borer une approximation des flux aux interfaces. Puisque le flux entrant dans un volume
donné est égal au flux sortant du volume adjacent, ces méthodes sont conservatives, donc
parfaitement adaptées a la résolution de lois de conservation.

Un autre avantage de la méthode des volumes finis est qu’elle est facilement utilisable
avec des maillages non structurés car en matiére de discrétisation des lois de conservation,
sa formulation ne tient aucun compte de la complexité du maillage. En revanche, les
caractéristiques géométriques du maillage peuvent jouer un roéle prépondérant lorsque des
flux diffusifs entrent en jeu.

Présentons la méthode plus précisément sur des exemples simples, puis décrivons la

discrétisation des lois de conservation générales.

3.1 Les principes des volumes finis pour les lois de
conservation générales

En physique, une loi de conservation exprime qu’une propriété mesurable particuliere d’'un
systéme physique reste constante au cours de ’évolution de ce systéme. Certaines lois de

conservation n’ont jamais été mises en défaut :

conservation de 1’énergie (y compris I’énergie de masse en relativité) .
- conservation de la quantité de mouvement .

- conservation du moment angulaire.

- conservation de la charge électrique.

- conservation de la charge de couleur.

- conservation du flux magnétique.

- conservation du nombre baryonique.

- conservation du nombre leptonique.

34



3.1. Les principes des volumes finis pour les lois de conservation générales

On s’intéresse dans ce chapitre aux lois de conservation, dont la forme générale est la

suivante :

%—l—divJ:f;‘v’(:v;t)EQX]RJr (3.1.1)

a laquelle on ajoute des conditions aux limites et des conditions initiales, et ol
p la densité est 'inconnue , J le flux associé , f le terme source, 2 C R? d = 2 ou 3.
De plus, J est de la forme suivante : J = F' (¢, z, p, Vp). On citera par exemple :

Le flux de convection / transport : J = v (x;t) g (p), ou :

o v(z;t) € R4, d =2 ou 3, le champ de vecteur donné.
e f:R—R.

Le flux de diffusion : J = —k (z;t) Vp, ou :

k (x;t) € R dans le cas classique.

k(x;t) € My (R) (matrice d x d) dans certains cas, comme on va proposer dans notre
probléme modéle.

Le flux de convection et diffusion : J = v (z;t) g (p) — k (x;t) Vp.

Grace au travail du physicien, le probléme peut étre résolu en introduisant des lois de
comportement qui concernent p, J et f avec un scalaire ou un vecteur inconnu u (z,t),
fonction de la variable d’espace = et du temps t.

La discrétisation par la méthode de volumes finis peut se faire en temps qu’en espace.
Pour cela; on se donne un exemple pour décrire les principes de la méthode.

L’équation (3.1.1) peut étre vue comme ’expression de la conservation de p dans un
domaine infinitésimal; il est formellement équivalent a 1’équation :

gp (w5ty) dx — 1{'0 (z;t1) dx —|—:f28[(J (z;t) ng (z) dy (x) dt (3.1.2)

— {1 w3t) dodt

t1 K

Pour tout sous ensemble K et pour tous les temps t; et ta, ou 1y (z) est le vecteur

normal unitaire & JK au point z extérieur a K. L’équation (3.1.2) exprime la loi de
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3.1. Les principes des volumes finis pour les lois de conservation générales

conservation dans le sous ensemble K entre t; et t,. Dans tous ce qui suit, dz est le
symbole d’intégration pour la mesure de Lebesgue de dimension d en R? et dvy est le
symbole d’intégration de la dimension (d — 1) sur la frontiére considérée.

Dans la formulation (3.1.2), la loi de conservation (3.1.1) est intégrée sur un intervalle
de temps [t1,t2] et un volume de controle K d’espace.

On peut également faire une intégration spaciale est ce en approchant la dérivée tem-
porelle par un schéma de différences finies avec le schéma d’Euler explicite (des schémas
implicites et d’ordre supérieur peuvent également étre utilisés).

Afin de réaliser une discrétisation en espace par volumes finis de 1’équation (3.1.1), un
maillage 7 du domaine  C R? sur lequel la loi de conservation est étudiée, est introduit.
Le maillage est tel que = KLEJTF, ou I'élément K de 7 est un sous ensemble ouvert de
Q2 et s’appelle un volume de controle. Des hypothéeses sur les mailles seront nécessaires
pour la définition des schémas; ils dépendent également du type d’équation & discrétiser.

Pour les schémas de volumes finis considérés, les inconnues discrétes au temps t,, sont
désignées par u"(K), K € 7. La valeur u"(K) est une approximation de u sur le volume
de controle K & l'instant t,,. Le principe de base de la méthode classique des volumes
finis est d’intégrer ’équation (3.1.1) sur chaque volume de controle K du maillage 7. On
obtient une loi de conservation sous une forme non locale (liée a I’équation (3.1.2)) écrite

pour le volume de contrdle K. En utilisant la discrétisation du temps d’Euler, cela donne

(n+1) — pn)

P (x)h e (x) de+ [ J(z;t,)ng (x)dy(z) = [f(z;t,)dx (3.1.3)
K K K

La derniére étape pour définir le schéma des volumes finis est donc ’approximation du

«flux» J (x;t,) ng (x) sur chaque 0K de chaque volume de controle K qui est approché
par une certaine quantité F[(?)L, ou K,L €T tel que K\L=KnNL.
Les deux caractéristiques importantes de la méthode des volumes finis sont :

1. La conservativité, c’est-a-dire Fi(f )L = — ,En[)( pour tout K,L € 7T et pour tout

n € N.

2. La consistence de 'approximation de J (z;t,) 7y (x) qui est définie pour chaque

type de relation entre J et les inconnues. ( Pour plus de détails voir [27])
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3.2 Maillages et schémas

Dans cette section, on va présenter les schémas de volumes finis pour certains exemples

académique en une dimension et en deux dimensions.

3.2.1 Formulation du schéma volumes finis en 1D

Considérons le probleme de Dirichlet suivant

u(0) =0 (3.2.1)

Si f € C(]0;1],R), il existe une solution unique u € C? ([0; 1], R) du probléme (3.2.1).
Notons que I’équation —u,, = f peut étre écrite sous la forme div J = f avec J = —u,.
Pour calculer la solution approchée de cette équation, définissons un maillage noté 7,
de l'intervalle [0; 1] constitué de: N volumes de controle noté K; ,i =1,..., N et N points

de [0; 1], notés x;,i = 1,..., N, vérifiant les hypothéses suivantes:

Définition 3.2.1 (Maillage admissible en 1-D): Un maillage admissible de [0;1] noté T
est donné par une famille (Ki>z‘:1,...,N , N € N* tel que K; = [x;_1;x;11] et par une famille

(£2)o, o tel que

To =2 :0<x1<x%<...<:L‘,L-_%<xi<xi+%<...<a7N<a:N+%:mN+1:1

1
2

avec

hi = xi—x;_1,hf =z, —xi=1,..,N
hH% = Tipy1 — 3,0 =0,...,N
h_ = T —iCi,l,Z' = 1,,N—|— 1

size(T) = h=max{h;,i=1,..,N}
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3.2. Maillages et schémas

Comme dans I’équation (3.1.3) , en intégrant la premiére équation de (3.2.1) sur chaque

volumes de controle K;, on a
—Uy (miJr%) + Uy (%‘7%) = [f(x)dz (3.2.2)

En approximant —u, (mz n ) par différence finis progressive, on obtient I’approximation

1
2
du flux suivante

Uit1 — U
Fop=—=3—"
2 h
it

i=1,..,N—-1 (3.2.3)

Cette approximation est consistente c’est a dire si f € C'([0;1],R), alors

Fii1= u <mi+}3 —u(w) _ —u, (%L%) +0(h) (3.2.4)
i«‘r?
avec 0 (h) < Ch,C € R,.

En utilisant les conditions aux bords et par intégration numérique on obtient une

approximation de [ f (x)dz, d’ou le schéma volumes finis du probléme (3.2.1) est donné

K;
par
avec
1 .
fi=—[f(x)de,i=1,...N (3.2.6)
E%:—WE_W,:LWN—l (3.2.7)
it3
Uy
Fhn=—-—— 3.2.8
1= (3.28)
b
un
Fyii=— 2.
N-i-% hN+% (3 9)
Ug = UN+1 = 0 (3210)
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Le schéma numérique (3.2.5) — (3.2.10) peut étre écrit sous forme matricielle AU = B,

avec U = (u, ug, ...,uy)’ et B = (By, B, ..., By)" tel que

1 W o
(AU), = (—“”hl Yy “’h o 1) i=1,.,N (3.2.11)
1
(B), = h—ff(x) de,i=1,...,N (3.2.12)
iK;

3.2.2 Formulation du schéma volumes finis en 2D

Selon le domaine €2 on peut définir le maillage structuré ou non strucuré.
Si 2 est un rectangle ou un parallélépipéde, alors les volumes de controle sont soit
rectangulaire ou parallélépipédiques. Dans ce cas, le schéma volumes finis unidimensionnel

peut facilement étre généralisé.

Soit 2 =1[0;1] x [0;1] et f € C*(Q,R). On considére le probléme suivant

—Au (z,y) = f(z,y), (z,y) € Q

3.2.13
u(z,y) =0, (z,y) € 0N (3:2.13)

Soit T = (Kij)iy . nyije1...n, - V1, N2 € N* un maillage admissible de 2 qui satisfait

les hypothéses suivantes :

Ny Ny
e Soit Ny, Ny € N*, hy,....hy, > 0.k, ky, > 0 tel que Y hy = 1, k; = 1 et
=1

=1 7
h() = hN1+1 = 07 k() = ka2+1 - 0

+ ki Unya1 = 1> et Kij = [ @] X [yj-15y541] -

:0<x1<x%<...<:ﬁi_%<a:i<:1:i+%<...<$N1<le+%:$N1+1:1

:O<y1<y%<...<yj7%<yj<yj+%<...<yN2<yN2+%:yN2H:1
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e Soit x;; = (x;,y;) pour i =1,...,Ny;j =1, ..., Ny; on pose

- _ + _ — -
h; = Jﬁi—l’i,%,hi —xi+%—xi,hi+% =2iy1 — Tt =0,..., Ny
T = - + — — i — s ] =
ko= gk = -k = -0 =0, N

size(T) = h=max{(h;,i=1,..,N1),(kj,j=1,..,N3)}

En intégrant la premiére équation de (3.2.13) sur chaque volumes de contrdle K ;, on

Yi_} vi_i
— [ uy, (m,yj+1)dx+ Uy (x,yj 1)dx
T 1 T 1
= [ f(=zy)dzdy
Kiyj

En approximant les dérivées par différences finis, le schéma volumes finis peut s’écrire

comme suit

F’H—%J - F’i—%u' + F;,]_;'_l - F;,j—% = h@jfu 1= 1,... Nl,j = ]_, ceny Ng (3214)
avec
h,;’j = hz X /{Zj (3215)
1
fog = 7 [ [ @) dedy,i =1,...Nisj = 1,..., N, (3.2.16)
4,] K;
k; . .
F;H-%,j = _h_ (Ui+1,j - ui,j) , 0= 1, ...,Nl - 1,] = 1, ...,NQ (3217)
it
hi , ,
Fijps == (g —uig) i =1 Nizj =1, Ny — 1

Uy
J—— 2.1
L= (32.18)
2
Fyy1 = —hlﬁl (3.2.19)
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Upj = UNy+1,j = Ui0 = Ui, Np+1 = 0 (3.2.20)

Le cas ot © C R d = 2 ou 3 est un domaine non structuré, on va le prendre en

considération dans le chapitre 4.
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CHAPITRE

4 Analyse Numérique du

probléme discrét associé

de Signorini

Ce chapitre est consacré a ’analyse du modéle discret associé au probléme de Signorini ot
on a proposé pour la discrétisation la méthode des volumes finis dans tout le domaine (2.
Notre but est de prouver I'existence et d’unicité aussi démontrer la stabilité de la solution

discréte. Ce travail a fait I'objet de larticle [34].

4.1 Définitions et notations

Dans ce qui suit, on suppose que la partie de contact du solide avec 1'obstacle rigide est

Ic.

Définition 4.1.1 Un maillage admissible de Q) au sens des volumes finis, noté par T
est donné par une famille finie de " volumes de contréle”, qui sont un sous-ensemble de
plygones convexes ouverts disjoints de 2, une famille finie de sous-ensembles disjoints )
contenus dans des hyperplans de R?, notés £ (ce sont les cotés des volumes de controle),
avec une mesure dimensionnelle strictement positive (d — 1) et une famille de points de

Q noté P satisfaisant les propriétés suivantes:
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(i) La fermeture de I'union de tous les volumes de contréle est 2.

(ii) Pour tout K € 7, il existe un sous-ensemble Ex de & tel que K = K\ K = U,cg,.0
et UxerEx = €.

(iii) Pour tout (K, L) € 72 avec K # L, la mesure de Lebesgue dimensionnelle (d — 1)
de KN Lest0ouKNL=a pour certains o € £, qu’on note dans tous ce qui suit par
K\ L.

(iv) La famille P = (k) xo7 est telle que zx € K (pour tout K € 7) et si K et L
sont deux volumes de controle voisins, on suppose que xx # xy, et la droite Dk ;, passant
par T et xp est supposée orthogonale K \ L.

(v) Pour tout o € & tel que o C 09, il existe i € {1,2,3} tel que 0 C T; avec
[ UL, uT; =09,

(vi) Pour tout o € & tel que o C 012, soit K un volume de controle tel que o € Ex et
soit Dk, la droite passant par xx et orthogonale a o; ensuite y, = Dk, N 0.

(vii) Pour tout K € T la restriction a|x de la fonction a & un volume de controle
donné K appartient a C* (F) .

De plus, si a est une fonction C' par morceaux de Q vers R?*? les conditions
d’orthogonalité (iv) et (vi) doivent étre modifiées en:

(iv) Pour tout K € T/s0it ax la valeur moyenne de a dans K, c’est a dire

ag = ﬁ/a (x)dx (4.1.1)

L’ensemble 7 est tel quil existe une famille de points P = (k) tel que g =
mUESKDK,U,a S F

Ol Dk, est la droite perpendiculaire a o par rapport au produit scalaire induit par
ax' tel que DxooaNDroa # 0 sioc =K\ L Etsioc=K\L, soit y, = Droal
0(=DpyaN0o) et supposons que Tx # Tf,.

(vi) Pour tout o € .44, soit K un volume de controle tel que o € Ex et soit Di, la
droite passant par z et orthogonale & o par rapport au produit scalaire induit par a[}l;

alors il existe y, € 0 N Dk, 4; €t 801t g = g (Ys) -

1. Soit mes(7 )=sup{diam (K),K € T}.
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2. Pour tout K € T et 0 € £, m (K) est la mesure de Lebesgue de dimension d de K

et m(o) est la mesure de Lebesgue de dimension (d — 1) de o.

3. L’ensemble des arétes intérieures (resp. délimitées) est noté par &, (resp. Eeut),
c'est-a-dire &y = {0 € £;0 C 0N}.L’ensemble des voisins de K est noté N(K),
c’est-a-dire N (K) = {L €T;doeék:0o zfﬁf}.

4. Si 0 = K \ L, on note par d, ou dr\r la distance Euclidienne entre xx et xp.Si
o € Ex N &Eqp, on note par d,la distance Euclidienne entre zx et y,. Pour tout
volume de controle K et tout aréte o € £k, on note par di ,la distance entre zx et

g.

m(o)
do -

5. Pour tout o € &£; la transmissivité & travers o est définie par 7, =

Définition 4.1.2 Soit Q un sous-ensemble polygonal ouvert borné de R | d =2 ou 3, et
T un maillage de volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1. Nous définissons
X (T) comme l’ensemble de fonctions de Q7 = KLéTK U (Ugcrso) vers R qui sont con-
stantes sur chaque volume de controle K du maillage et sur chaque aréte de E..y qui est

wnclus dans T's.

Définition 4.1.3 Soit Q un sous-ensemble polygonal ouvert borné de R ,d =2 ou 3, et
T un maillage de volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1. Nous définissons
Uopérateur v de X (T) vers L? (09) tel que: soit u € X (T), soit ux la valeur de u dans

le volume de controle K et u, la valeur de u sur l’aréte o, pour o C I's; d’ou

v(u) =u, sur o, st o CIy
v(u) =ux sur o, si 0 CTyet o€k (4.1.2)
y(u)=0 sur o, si oCIy

Définition 4.1.4 Soit Q un sous-ensemble polygonal ouvert borné de R? ,d = 2 ou 3 et
T un maillage de volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1. Pour v € X (7))

la norme discréte Hy est définie par

||U||1,T = (Z To (DJU)2> (4.1.3)

el

N|=
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4.2. Schéma numérique

avec )
|Dou| = |uxg —ug| si 0 € Eppyo=K\ L
Dyu=—ug si o CI'y,0€€&
. ' . (4.1.4)
D,u=0 st oClIy

Dou=u, —ug st oClz o€l

\

Lemme 4.1.1 Soit Q un sous-ensemble polygonal ouvert borné de R ,d = 2 ou 3 et T

un maillage de volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1 et u € X (T), alors
[ull p2qy < diam () |Jull; 7 (4.1.5)

Lemme 4.1.2 Soit Q un sous-ensemble polygonal ouvert borné de R ,d =2 ou 3, et T
un maillage de volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1. Soit ux la valeur
de u dans le volume de controle K et u, la valeur de u sur l'aréte o, pour o C I's. Soit
v (u) € L? (09Q) (voir définition 4.1.3), il existe une constante C' qui dépend seulement de
Q, tel que

Iy ()l z2omy < € (Il + 0 (4.0.6)

4.2 Schéma numérique

4.2.1 Schéma de volumes finis

Pour obtenir le schéma de volumes finis du probléme modéle, intégrant la premiére équa-
tion du probléme (PM) sur chaque volume de contrdle K et en approximant la dérivée
normale sur chaque cellule du maillage par des différences finies, en tenant compte des

conditions sur frontiére du probléme (PM ), le schéma de volume fini obtenu est le suivant

> Fro=m(K) fx (4.2.1)
o€k

1
fk="—"r () K/ f(z)dx (4.2.2)

et Fix, est défini sur les arétes internes et sur la frontiére comme suit
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4.3. Existence et unicité de la solution discréte

e s arétes internes:

Fro=—7o(up—ug) si 0€&u,0=K\L (4.2.3)

avec

OK AL, o 3
0K odr o0 o dK o 51 Yo 7& Tk et Yo ?é L (424)

CLI{7 . _
dKa si Yo #rx et Yy, =1xp
,o

[ m@

m (o)

e Les arétes du bords:

—To(Ug —ug) Si0EEu,0 €&k

FU:TUU ,\V/UCF7UE(€
Fi,= K’ “ po oK (4.2.5)
FKJ:O ,\V/O'CFQ,O'GEK

FK,U:_TO'(uO'_uK) ,VO'CF3,O'€(€K

\

avec
To =m (o) OKo (4.2.6)
dK,O‘
Uy > a,Vo C I's (4.2.7)
—Fx,>m (o) B,Vo C T3 (4.2.8)
FKO‘
(uy — ) (m(a) + 6) 0,Vo C I's (4.2.9)

4.3 Existence et unicité de la solution discréte

Pour montrer Pexistence et I'unicité de U = ((ux)per s (Uo)ycr,) OO Uk €t u, satisfont

les équations (4.2.1) — (4.2.9), nous donnons une formulation variationnelle équivalente.

Lemme 4.3.1 Sous les hypothéses 1-5 (chapitre 2, section 2), soit T un maillage de
volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1; et soit ur € X (7T) défini par ur =

ug presque pour tout x € K, pour tout K € T et par ur (x) = u, presque pour tout x € o,
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4.3. Existence et unicité de la solution discréte

pour tout 0 € Egpy,0 C I's. Alors ((UK)KGT , (u(,)o_crs) est solution du probléeme défini par

(4.2.1) — (4.2.9) si et seulement si ur est solution du probléme suivant

ur e Kr={ve X(7),stw, >a,Vo CTs} tg:

A(ur,v —ur) > L(v—ur) Vv e Kr

(4.3.1)

avec
A(u,v) = Z To (ux —ur) (v —vg) + Z To (Do) (Dyv) Yu,v € Kz (4.3.2)
o=K\LEEins T€Eeat

et
L(u)= Z Busm (o) + Z m(K) frux Yu € Kt (4.3.3)

oCl's KeT
Ou 7, est définit par (4.2.4).

Preuve. Soit uzr € X (7) (voir Définition 4.1.2) définie par uzr = ugx pour x € K,
pour tout K € T et par uz (x) = u, pour = € o, pour tout o € .y, 0 C 3.

Supposons que ((ux)xer s (Uo),cr,) satisfait le probleme défini par (4.2.1) — (4.2.9),
et supposins que fx = 0, montrons que ur satisfait le probléme (4.3.1).

Il est claire que ur € Kz. Soit v € K7, multiplions (4.2.1) par (vx — ug) et faisons la

somme sur K , on trouve

Z Z FKJ (UK — uK) =0 (434)

KeT o€k
ce qui donne
A(ur,v—ur)= > 74 (Dyur) (v, — u,) (4.3.5)
O’Ggemt,a'crg,
montrons que
> 1o (Dour) (Vs —ug) > L(v—ur). (4.3.6)
Oegezt,Ucrg

Soit 0 € Ep,0 C '3 et K €T tel que 0 € g, alors

_FK,O' (/UU' - ua) = (_FK,U - m(a) ﬂ) (UU - Oé) + (_FK,U - m(a) 6) (CY - uO’)
1 (0) B (v — ) (437

utilisant 1’équation (4.2.9), on obtient

(—Fko—m(o)B)(a—u,) =0 (4.3.8)
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4.3. Existence et unicité de la solution discréte

et
(—Fro —m (o) B) (V5 — @) > 0 (4.3.9)

Cependant,Vo € £.,4,0 C '3, on a
To (Dour) (Ve — ug) > m (o) (vy — Uy) (4.3.10)

Il s’ensuit que uz satisfait le probleme (4.3.1).
Maintenant supposons que ur € X (7) satisfait le probléme (4.3.1).
Montrons que ((ux)ger » (o) cp,) st solution du probléme (4.2.1) — (4.2.9).
Premiérement, soit Ky € 7 et montrons que

> Frpo =0 (4.3.11)

O’ESKO

Pour cela, soit v = ur £ w,v € K7 avec w € X (7) tel que

UJK():l

VK € T,K # K,

WK = 0
et w, =0,Vo € g € Epp,o C 1.
Si on prend v = ur + w (respectivement v = ur — w) dans (4.3.1), on obtient
A (ur,w) > 0 (respectively A (ur,w) < 0).
Donc, A (ur,w) = 0.

Ce qui implique que
A(ur,w) = Z Fr,o =0

0’65}(0
Aussi, si ur € K7 il est claire que uz satisfait les équations (4.2.1) — (4.2.9).

D’autre part, vérifions que ur satisfait (4.3.1).

Soit 0¢ € Eert N Ex,00 C I'g et soit v = ur + w,v € K7 avec w € X (7) tel que
wg =0,VK €T et

Voo CI'3,00# 0
En substituant v dans 'inéquation (4.3.1), on aboutit a

Tog (qu - uK) > ﬁm (00)
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4.3. Existence et unicité de la solution discréte

Soit Ty, = {0 € Eeut,0 CT3tqu, > a},00 € Ty, et soit v = ur — pw, v € K7 avec
w € X (7T) tel que wg =0,VK € T et

Wy = 1
Vo € Eep,0 C 3,0 # 0y
we =0

ou [ = Ug, — .

En remplagant v dans (4.3.1) , on obtient
Too (U’Uo - UK) > pm (00)

d’ou, on conclut que

Tog (uoo - uK) = ﬂm (00)

On va utiliser ce lemme pour établir ’existence et 1'unicité.

Proposition 4.3.1 (Ezistence, Unicité et Stabilité): Sous les hypothéses 1-5, soit T un
maillage de volume fini admissible au sens de la définition 4.1.1; il existe une solution
unique ((uK)KeT , (ug)acps) du probléme défini par (4.2.1) — (4.2.9). cependant, on peut
définir ur € X (T) par ur = ug presque pour tout x € K, pour tout K € T et par
ur (z) = u, presque pour tout x € o, pour tout o € Eepy, 0 C '3 Il existe ¢ > 0 qui dépend
de Q, f et 5 tel que

lurly r < e et urllaq < ¢ (1.3.12)

ot ||.||, ;- est définit par la définition 4.1.4.

Preuve. Etape 1 (Existence et unicité)

La forme bilinéaire A définie par (4.3.2) et la forme linéaire L définie par (4.3.3) sont
continues dans l'espace de Hilbert X (7).

Aussi A (ur,ur) = ||uTHfT , Yur € X (7).

Alors par le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution unique u7 du probléme
(4.3.1).

Et on utilisant le résultat du lemme 4.3.1, on montre qu’il existe une solution unique

49



4.3. Existence et unicité de la solution discréte

((ug) jeer » (ua)acrg) du probléme décrit par (4.2.1) — (4.2.9).
FEtape 2 (Stabilité)
Maintenant, montrons les inégalités (4.3.12). Soit uz une solution de (4.3.1). En

prenant v = 0, on a

luzll; 7 < L (ur) (4.3.13)

et d’aprés I’équation (4.3.3), utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

> Busm(o)

0€Eeqxt,0CI's

IL (ur)| < + (4.3.14)

Zm(K) JruK

KeT

Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

< |8 ( > uim (0))

Uegezt 70'CF3

N[

Z Pusm (o)

Uegezt 70'CP3

( Y oom (a)> (4.3.15)

O'egezt 7U'CF3

et

Z m (K) fruk

KeT

< (Zm(K)u%) (Z m (K) f12<> (4.3.16)

KeT KeT

Alors, on obtient

ST Bugm(o)] < 18] v/m (Ts) |y (ur) oy (4.3.17)

O'Egc;vt 70'CF3

Zm(K) frur

KeT

< Null 2oy 11 2@ (4.3.18)

Par les résultats des lemmes 4.1.1 et 4.1.2, on trouve
L (ur)| < cllurlly 7 (4.3.19)
Utilsant le lemme 4.1.1 (Inégalité de Poincaré discrete), on a

Jurll 2y < ¢ (4.3.20)
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4.4. Estimation d’erreurs

4.4 Estimation d’erreurs

Théoréme 4.4.1 Sous les hypothéses 1-5, soit T un maillage de volume fini admissible au
sens de la définition 4.1.1; admettons qu’il existe une solution unique ((UK)KeT , (ug)gcr3)
du probléeme définit par (4.2.1) — (4.2.9). Soit \ = géllggelgi#&() et ur € X(7T) défini
par ur (x) = ug presque pour tout x € K, pour tout K € T et par ur (z) = u, presque
pour tout x € o, pour tout 0 € Egpy,0 C I'z oﬂ((uK)KGT,(uU)UCrS) est la solution du
probléme donnée par (4.2.1) — (4.2.9).

Supposons que la solution variationnelle unique du probléme (PM ) satisfait uw € H* (Q).
Pour chaque K € T, soit ex = u(xg) — ug et pour chaque o € Eqpy tel que o C I's soit
eo = U (Ys) —u, et ex € X(T) définit par er (x) = ex presque pour tout x € K, pour tout
K €T et par er (x) = e, presque pour tout x € o, pour tout 0 € Eeyy, 0 C I's.

Alors, il existe C' € R qui dépend de u, 3, X\, \1, Ao, f et 1 tel que

lerll, 7 < C mes(T) (4.4.1)

ler |2y < Cmes (T) (4.4.2)

ot mes (T) = supdiam(K) et A\, \s € Ry satisfont
KeT

A (mes (T)) < m(K) < Ay (mes (T))? (4.4.3)
Ames (T) < m(o) < Agmes (T)

Ames (T) < d, < dames (T)

Preuve. Soit ur € X(7) définie dans €2 par ur (r) = ug presque pour tout z € K,
pour tout K € 7 and by ur (x) = u, presque pour tout x € o, pour tout o € Eepp,0 C I'3
ou((ur)ger - (Uo),cr,) €st solution du probleme discrét (4.2.1) — (4.2.9).

Donc pour tout K € 7, nous définissons le flux de diffusion exacte par FKJ ot Fr, =

—/a (z) Vu (v) ng ,dvy (), et supposons que pour tout K € 7, Z m (K) fx = 0.
o KeT
Alors, on a

Y Fio=0 (4.4.4)
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4.4. Estimation d’erreurs

Soit Fj , définie par

(
FI*(,U:_TO'(U(QZL)_U(ZEK)) iergint,U:K\L

Fr =1,u(x ,VocCcTy,0€eé&
Koo (@) ! . (4.4.5)
Fr,=0 VYo CTy0€ &k

| Fr,= 7o (uly) —ulex)) Vo CTyocéx

Cependant, 'erreur de consistence sur le flux de diffusion peut étre définit comme suit

Rico = — = (Fo — Ff,) (4.4.6)

Supposons que la solution variationnelle unique u du probléme (P M) appartient & H? ()
et grace a la régularité de u. Alors, il existe Cy € Ry qui dépend seulement del| D?ul| ;»q » A

et Ay tel que
m (0)dy |Ri.o|> < Cy (size (T))?, YK € T Vo € &k (4.4.7)

Substituons (4.2.1) dans I'équation (4.4.4), et utilisons (4.4.6) et la régularité de u nous
donne

> (Fico = Ficr) == D m(0) Rac, (143)

o€EK o€l

Soit Hg, = Ff , — Pk o tel que

¢

HK,JZ_TU<€L_€K) ifae&-m,azK\L
Hyo=7oex ,YoCT1,0€&
" " heTE (4.4.9)
Hg,=0 ,Yo CTly,0€ &k

HK,U = Ts (60_6[() ,VO' C Fg,O’ EEK

Multiplions I’équation (4.4.8) par e, faisons la somme pour K € 7, et grace a la propriété
de conservativité¢ de Hgx , oo Hx, = —Hp, pour tout o € & tel que 0 = K\ L , alors

lerlli7 == > Hkotot+ » Y m(0)Rgqe, (4.4.10)

0€Eeqt,0CI'3 KeT o€k

ot |ler||, s est définit par (4.1.3) — (4.1.4).
En réordonnant les termes de ’équation (4.4.10), et utilisant aussi la proprieté de

consevativité de Hg ,, on a pour tout o € &, tel que 0 = K \ L
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lerlli 7 < Z Z (—Hgo —m(0) Rgo)eo + (4.4.11)

KeT 0€€est,0CI'3

Zm ) | Rk o] | Doer]

o€l

Maintenent, utilisant le fait que
<_HK,U -m (0) RK,U) o = (FK,J - FKJ) (4412)

et utilisant la derniére équation du probléme (PM) et (4.2.9), on obtient

(—Hro—m(0) Rro)es = (Fro+m(o)p)(u(y,) —a) (4.4.13)
+ (Fro +m(0)B) (o — ug)
+f( (€) N oy () = B) (u(yo) — a)
(00 V() oty ) = ) (0 )

introduisant les conditions de Signorini citées dans le probleme (PM) et par (4.2.7) —

(4.2.9), I'équation pécédente devient

(—Hg,o —m(0) Rio)e <f( (@) g oy (2) = B) (u(yo) —a)  (4.4.14)

Siu # a sur o, pour une arréte donnée o, alors a (z) Vu () ng ,dv (x) = 0 sur o, donc
(_HK,J —m (O') RK,J) (5 < 0 (4415)

et si u # « sur un ensemble d’arrétes o de mesure non nulle, alors par la régularité de
u, il existe Cy > 0 qui dépent seulemnt de D?u, u et 3 tel que
> Y (=Hko—m(0)Rk,)e, < Com (I's) (size (T)) (4.4.16)
KeT O'Ggezt,o'cpgg
Utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz et la derniére inégalité, on obtient ’estimation

suivante

N

lerll} 7 < <Zm )dy |Rico|” | Dy eT|> (Zmd(:> |DaeT|2) (4.4.17)

oe€ ocel

+Cs (size (T))?
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Utilisant I'inégalité (4.4.7), il existe Cy > 0 qui dépent seulemnt de u, A, A, g et €,
tel que

||eT||iT < Cysize(T) HeTHLT + C5 (size (T))2 (4.4.18)

Utilsant 'inégalité de Young, il existe C' > 0 dépendant uniquement de u, 3, A, A1, Ao

et Q, tel que
lerll, < Csize(T) (4.4.19)

En utilisant Lemme 4.1.1, on aboutit directement &

lerl 2y < C size(T) (4.4.20)

4.5 Résultat numérique

4.5.1 Test numérique

Pour satisfaire I’étude théorique, on considére le probléme suivant

;

—div|a (z) Vu] = f dans ()
u=0 surl}
a(x)Vun =0 sur I'
! (z) Vun ? (4.5.1)
uU> o

a(z)Vun > 5 sur I'
(14— a) (a () Vun — 6) =0

avec 2 =10, z,,[ X |0,yn[, la frontiere 02 de € est décomposée de trois partie non

vide disjointes I'y, 'y et I's tel que
I ={(z,y) €Q tqz =0}

Iy = {(x,y) eN th:xm}u{(x,y) e tqy:ym}

Is = {(x,9) €Q tqy =0}
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a,B€R, feL? (), n est la normale unitaire & 90 extérieur a €.
Pour certain a, f < 0, u satisfait le probléeme (4.5.1) avec f € C (ﬁ) )

La fonction f et la matrice a () sont choisit tel que le probléme (4.5.1) ait une solution

u qui satisfait
1L ueC?(Q).
2. u(x,0) > a,a(x) Vu(z,0).n= [,V € [0, “”Tﬂ )
3. u(z,0) = a,a(z) Vu(z,0).n > B,Va € [Z2, 1, .

4. a(z)Vu(x,y).n=0,Vr €.

4.5.2 schéma numérique

Soit 7 un maillage admissible au sens de la définition 4.1.1; on choisit xz,, au centre de

volume de controle K € 7 et supposons que chaque volume de controle est rectangulaire.

Le schéma de volumes finis du probléme (4.5.1) est donnée comme suit

ZFK,O’:m(K)fK7 VK eT

ocefk

1
fKZm!f(x)dl‘

avec

e [Les arrétes internes

Fro=—T,(up —ug) si 0€&u,o=K\L

AK oQL o
aK,adL,a+aL,adK,a

siy, #xg et Yy, # 1L

avec T, =m (o)

OK o

et TUIm<O')dK si Yo ZxKg et Yy, =y

e Les arrétes au bords

(
Fro=-Ts(uy —ug) sio €&y ,0 €k

_ 0K o
avec T, =m(0) T
Fro,=T1oux ,Vo CI'1,0€ &k

FKJ:O ,VUCFQ,UESK

FK,U:_Ta'(uo'_U/K) ,VUCF3,U€€K

\
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Uy > a,Vo C Iy (4.5.6)
—Fgo,>m(o)B,VYo C T (4.5.7)
FKO'
— 2 — 4. .
(uy — @) (m ) + ﬂ) 0,Vo C I's (4.5.8)

Pour le calcul de la solution U = ((ux) e » (o) ,cp,) du probléeme (4.5.2) — (4.5.8),
on propose de construire un algorithme itératif qui converge vers la solution U.

Pour cela, on va décomposé l'ensemble {o € E.,,0 C '3} en deux ensembles dis-
joints &, et & avec &, = {0 € &, 0 Cl3tqu, =aet — Fx, >m(o) [} et & =
{o0 €&ut,o0 CT3tqu, > et Fx, =—m(o)[}.

Alors, le probléme (4.5.2) — (4.5.8) est équivalent au probléme composé par (4.5.2) —
(4.5.5) et

Uy =, Yo €&, (4.5.9)

Fro,=—-m(0o)f, Yo €& (4.5.10)
L’algorithme détermine &, et 3 par les étapes suivantes :
e Tnitialisation : £ = {0 € Eestyo C T3} et 5[(30) = 0.

e Etape (j) : on suppose que les ensembles 59) et f,éj) sont connus. Soit UU) =

((u%)) ) (ugj )) > la solution du probléme composé par (4.5.2) — (4.5.5) et
KeT oCI's

ud) = a, Vo€ &Y (4.5.11)
FY = —m(0)B, Yo e &Y (4.5.12)

e On définit 7 et é’é‘j ™ comme suit :
- Pour tout o € £, si —Fg,>m (o) alors o € YUY ginon ¢ € (c/-éjJrl)‘

- Pour tout ¢ € Séj), si uY) > « alors o € géjﬂ) sinon o € EVHY.
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e S’il existe j tel que —Fk, > m (o) 8,Vo € Y et uy) > a,Vo € Séj) la méthode
converge, d'ott E¢ Y = Eéj),géjﬂ) = Eéj), yu+th = gy,

e Cependant, on définit £, = g et Es = Sg) et U=UU),

Alors U est 'unique solution du probléme (4.5.2) — (4.5.8). ( Pour la démonstration

de la convergence voir [30],[36]).

La figure 4.1 présente le solide dans I’état statique.

FI1G.4.1. Présentation du solide avant déformation.
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érique

2

4.5. Résultat num

i-dessus présente la solution u et la trace de u sur I's.

7

2.

esenres C

Les figures pr

|

o

(&an=z

L

Y (z,y) € .

I

FI1G.4.2. z = u(x,y)

La figure 4.2 représente une configuration du solide déformé.
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FIG.4.3. z = u(z,0)

La figure 4.3 illustre la déformation sur I’axe des x, ol on remarque que la solution les

tif.

valeur de la solution v dépend de « qui est néga
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Conclusions et

perspectives

Conclusions

On a considéré un probleme de la mécanique d’élasticité qui correspond au contact
sans frottement d’un corps solide avec une fondation rigide dit le probléeme de Signorini
et on a proposé la méthode de volumes finis pour le discrétiser. Une premiere partie de
notre travail est de donné des hypothéses sur le probleme modele pour prouver 1’existence
et I'unicité de la solution. Un deuxiéme point de notre plan de travail est de pouvoir
réaliser un schéma numeérique fiable pour valider nos résultats théoriques.

On conclut que:

1. Un résultat d’existence et d’unicité de la solution discréte du probléme modele
(chapitre 4, section 3) a été prouvé et a fait 'objet de [34]. Ce résultat nous a validé

que le choix de cette méthode est suffisant.
2. Des estimations d’erreur ont été démontrées (chapitre 4, section 4), [34].

3. Ces résultats ont été validés par des simulations numériques (FIG.(4.1 - 4.2)).
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Perspectives
Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir plusieurs pistes de recherche.
De nombreuses questions peuvent étre posées. Tout d’abord au sujet du modele considéré

et des résultats obtenus.

e Peut-on étendre ces résultats au cas général, par exemple le modeéle classique de

Signorini, le probléme de contact avec frottement, etc...

e On espére améliorer les résultats numériques en prenant en comptes des schémas

numériques plus adaptés au géométries des domaines physiques.

e On propose d’établir les résultats d’existence et d’unicité de la solution discréte du
probléme modeéle avec frottement en utilisant la méthode des éléments volumes finis.

Aprés faire une comparaison entre les résultats obtenus.

60



Annexe

Code de calcul

Programme principale
pasbon=1;

iter=0;

format long;

clc;

while pasbon & iter<8
iter=iter+1;

clear n p u Uafr xafr U x y t pp M F u0ab uOcd pasbonl pasbon2
alpha=-4*rand;
beta=4*rand-2;

clf;

p=80;

f=-90;
h=L/n;

m_ sigma=h;
dk sigma=h;

tau_sigma=a*(m_sigma/dk sigma);
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Annexe

[M,pp|=grandematrice(n,p);
M=-tau_sigma*M;

for i=1:n-1
M(i*n,i*n+1)=0;
M(i*n+1,i*n)=0

I

end

F=cotedroit(n,pp,h,f;m sigma,tau_sigma,beta,alpha);
u=zeros(n"2,1);

u=M\F;

b=(1:2:(2%n-1))’/(2n);

x=t;

Y=

U=reshape(u,[n,n]);

ulab(:)=;
ulab(:)=-2%ones(1:pp+1,1)*beta/tau_sigma+u(1l:pp+1,1);
pasbonl=any(u0ab(:)==alpha);
u0cd(:)=alpha*ones(n-pp-1,1);
pasbon2=any(-2*tau_sigma*u0cd(:)-u(pp+2:n,1)==beta);
pasbon=""(pasbon1*pasbon2);

end

Zs=surf(x,y,U,’FaceAlpha’,0.5,’FaceColor’'w’);
Uafr=[u0ab,u0cd;U];

yafr=t(1n+1);
Zs=surf(x,yafr,Uafr,’FaceAlpha’,0.5,"FaceColor’,’w’);
iter

pasbon

alpha

beta

Z1=plot(x,Uafr(1,:),’b’);
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Annexe

xlabel(’x’);

ylabel("y’);

zlabel("u_ {xy}’);

hold on

Z2=plot(yafr,Uafr(:,1),’b’);

Y%mnouvelle solution

UU=[0,U(1,:) U(1,n);zeros(n,1) U U(:,n);0,U(n,:) U(n,n)];
clear t x y

t=(1:2:(2%n-1))"/(2%n);

x=[0 5t ;1];

y=x;

Zs=surf(x,y,UU,’FaceAlpha’,0.5,'FaceColor’,’w’);

Y%save my _datab0.out UU -ASCII

Calcul de la matrice de rigidité

function [M,pp]=grandematrice(n,varargin)

if (nargin==2)

pl = varargin{1} ;

end

%n est la taille de la petite matrice

%]la matrice grande M sera de taille n°2 x n~2

Yovarargin si specifié est pl le nombre de matrice B et p2 sera calculé apres
%n1 est n-1 si n est impair

nl=n-(mod(n,2));

%p est le nombre de matrice B et C en cas ou pl est faux ou non specifie
p=nl/2-1;

if p1>n-3

pl=p;

end

a=-7/2%ones(n,1);
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Annexe

a(1)=-5/2;
a(n)=-5/2;

b=-4*ones(n,1);

d=-3%ones(n,1);

d(1)=-5/2;

d(n)=-2;

%m est la taille de la matrice des 1 tridiag
m=n"2-1;

%o est la taille de la matrice des n tridiag
o=n"2-n;

A=diag(a);

D=diag(d);

bl=repmat(b,pl);

B=diag(b1(:,1));

p2=n-2-pl;

cl=repmat(c,p2);

C=diag(c1(:,1));
M=blkdiag(A,B,C,D)+diag(ones(m,1),1)+diag(ones(m,1),-1)+diag(ones(o,1),n)+diag(ones(o,1),-

pp=pl;

end

Calcul du travail des charges

function F=cotedroit(n,pl,h,f;m sigma,tau_sigma,beta,alpha)
f1=h"2*f;

f2=(h/2)*beta,;
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Annexe

f3=1/2*tau_sigma*alpha;
nl=n-(mod(n,2));
a=f1*ones(n,1);
c=a;
a(1)=a(1)+{£2;
b=a;

c(1)=f1+4£3;

d=c;
Bl=repmat(b,pl);
b1=B1(:,1);
p2=n-2-pl;
Cl=repmat(c,p2);
c1=C1(:,1);
F=[a;bl;cl;d];
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