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Résumé
Dans la première partie, nous étudions un système quadratique dans R5, en utili-

sant la théorie de moyennisation du second ordre pour obtenir le nombre maximum

de cycles limites recherché par zero-Hopf bifurcation à l’origine.

Dans la deuxième partie de cette thése, nous étudions le système quadratique mais

dans R4 pour obtenir le nombre maximum de cycles limites qui se produit par bifurca-

tion de Hopf à l’origine, en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre trois.

Dans la troisième partie, nous étudions les cycles limites et leur stabilité des sys-

tèmes de Kolmogorov dans le plan, de la forme

ẋ = xf(x, y), ẏ = yg(x, y), (1)

où f et g sont des polynômes de degré supérieur à 1.

En utilisant la théorie de la moyennisation du second ordre, nous fournissons les

conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’un cycle limite bifurquant d’un

point d’équilibre zero-Hopf bifurcation des systèmes polynomiaux de Kolmogorov de

degré arbitraire de dimension 2.

Mots-clés : Bifurcation de Hopf, Cycle limite, Système différentiel de Kolmogorov,

Théorie de moyennisation.



Abstract
In this thesis, we first study another differential system but this time in R5 using the

averaging theory of second order to get the maximum number of limit cycles which

bifurcate by a Hopf bifurcation from the origin.

Secondly, we study the quadratic differential system in R4 to get the maximum num-

ber of limit cycles wich bifurcate by a Hopf bifurcation from the origin via averaging

theory of the third order.

Thirdly, we study the limit cycles and their stability of Kolmogorov systems in the

plan, of the forme :

ẋ = xf(x, y), ẏ = yg(x, y), (1)

where f and g are polynomials of degree large then 1.

By using the averaging theory of second order, we prove the necessary and sufficient

conditions for the existence of the limit cycle bifurcating from a hopf equilibrium of

2–dimensional polynomial Kolmogorov systems of arbitrary degree.

Key-words : Averaging theory, Hopf bifurcation, Limit cycle, Polynomial Kolmogo-

rov system.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie des systèmes dynamiques joue un rôle essentiel en mathématique. Gé-

néralement, un système dynamique est représenté par des équations différentielles.

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions et leurs

dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de la dif-

férentiation auquel l’une des fonctions a été soumise. Les équations différentielles sont

importantes pour la modélisation des systèmes physiques, mécaniques, chimiques,

biologiques ou économiques. Cette notion est apparue chez les mathématiciens à la

fin du 17éme siècle.

Un des principaux problèmes de la théorie des équations différentielles dynamiques

est l’étude des orbites périodiques, leurs existences, leurs nombres et leurs stabilités.

Un cycle limite d’une équation différentielle est une orbite périodique isolée dans l’en-

semble de toutes les orbites périodiques de l’équation différentielle. Les cycles limites

ont été introduits en 1881 par H.Poincaré dans son mémoire "Sur les courbes définies

par une équation différentielle". Poincaré s’est intéressé à l’étude qualitative des solu-

tions des équations différentielles.

Un des plus importants théorèmes de la dynamique non linéaire est le théorème de

Poincaré Bendixon qui confirme que dans une région compacte et bornée du plan, une

trajectoire d’un système planaire converge vers un cycle limite ou un point critique.

A la fin de 1920, Liénard, Andronov et Van der pol ont déterminé qu’une trajectoire

fermée d’une oscillation dans un circuit de tube vide était un cycle limite. De plus,
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Chapitre 0 Introduction générale

le statisticien Lotka et le mathématicien italien Volterra élaborèrent un modèle qui

décrit des systèmes cohabitant un prédateur et sa proie. Ce modèle est constitué d’une

équation différentielle qui traduit l’évaluation des populations de chaque espèce.

Le mathématicien D. Hilbert présenta le problème numéro 16. Ce problème est de

savoir la position et le nombre maximal des cycles limites d’un système différentiel de

degré n, on note par H(n) ce nombre maximal.

En 1923 Dulac proposa une démonstration montrant que H(n) de cycles limites est

fini dans tous les cas, sauf dans un point d’accumulation à infinité.

En 1985 Ilyashenko a décelé une erreur dans le travail de Dulac. Quelques années

plus tard la résolution de ce problème de Dulac ne vint que lorsque Ilyashenko en 1991

puis Ecalle en 1992 montrérent d’une façon indépendante les affirmations de Dulac.

Le centenaire d’après, V.I.Arnold a invité plusieurs mathématiciens pour choisir

une liste des problèmes importants. En 1997 à l’occasion du soixantième anniversaire

d’Arnold, Steve Smale a proposé 18 problèmes mathématiques parmi eux le 16ème

problème qui correspond au 13ème problème de Hilbert.

Les chercheurs considèrent une classe spéciale d’équations différentielles : le sys-

tème de Liénard ẋ = y − F (x),

ẏ = −G(x),

(2)

où F (x) et G(x) sont deux polynômes de degré m et n respectivement, et H(m,n) le

nombre maximal des cycles limites qui peuvent exister simultanément pour le système

(2)

• En 1928 l’ingénieur Liénard a établi un théorème d’existence et d’unicité d’une so-

lution périodique pour le système (2). Liénard montra que si G(x) = x et si F (x)

est une fonction continue et impaire, qui a une unique racine positive en x = a et

qui est strictement croissante pour x ≥ a, alors le système (2) possède un unique

cycle limite.

• En 1975, Rychkov [64] a montré que si le polynôme F (x) = a1x+ a3x
3

+ a5x
5 et si de
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Chapitre 0 Introduction générale

plus G(x) = x, alors le système (2) a au plus deux cycles limites.

• En 1977, Lins, De Melo et Pugh [41] ont montré, que si m = 3 et n = 1, alors il existe

unique cycle limite, sous certaines conditions. De plus ils ont conjecturé que si

G(x) = x, alors il y a au plus E
(
m−1

2

)
cycles limites (E(x) est la partie entière du

réel x). Mais cette conjecture est fausse pour n ≥ 6.

• En 1981, Zhang [74] a étudié le résultat de Rychkov (1975) à des fonctions non poly-

nômiales :

- si G(x) = x, et F (x) est continue ;

- si la dérivée de F (x), noté f(x), est continue et paire et a deux racines positives

a1, a2 telle que a1 < a2 avec F (a1) > 0, et F (a2) < 0 ;

- si f(x) est strictement croissante pour x > a2.

Alors le système (2) a au plus deux cycles limites.

• En 1983, Xianwu [72] a montré la conjecture pour le cas m = 4 et n = 1.

• En 1990, Dumortier et Rousseau [26] ont prouvé que H(3, 1) = 1.

• En 1997, Duman et Li [25] ont prouvé que H(2, 2) = 1.

• En 2001, Perko ont démontré que si F (x) = εΣ2n+1
i=1 aix

i pour ε suffisamment petit le

système (2) peut avoir au plus n cycles limites.

• En 2002, Wang et Jing [71] ont prouvé que H(3, 2) = 3.

• En 2012, Li. Chengzhi et J. Llibre [17] ont prouvé que H(1, 3) = 1.

Il y a beaucoup de chercheurs qui essaient de trouver des valeurs minimales deH(m,n)

en ne considérant que des cycles limites de petite amplitude qui seraient crées par

bifurcation de Hopf autour d’un point d’équilibre. Ils ont trouvé ce nombre maximum

de cycles limites locaux noté Ĥ(m,n) de cycles limites locaux appelés cycles limites de

faible amplitude.

Le terme de bifurcation a été introduit en 1892 par Poincaré [62] pour décrire les

changements qualitatifs des points d’èquilibres d’une équation obtenue selon une faible

variation d’un paramétre. Ensuite, elle a été étudiée par Andronov et Witt [6] et leurs

collègues à partir de 1930.

Dans cette thèse, on s’intéresse à un type de bifurcation locale qui est la bifurcation de

4
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Hopf. Cette dernière est valable pour des systèmes d’ordre supérieur ou égal à deux.

Avec cette considération, effectivement plusieurs chercheurs ont obtenu de nombreux

résultats. Citons ceux correspondant au système de Liénard généraliséẋ = y,

ẏ = −g(x)− f(x)y,

(3)

où f et g sont deux polynômes de degré n et m respectivement.

Blows, Lloyd [9] en 1984 et Lynch [56, 57] (1988, 1995) ont montré que

- Si g est impair alors Ĥ(m,n) =
[
n
2

]
.

- Si f est pair alors Ĥ(m,n) = n, quelque soit g.

- Si f est impair alors Ĥ(m, 2n+ 1) =
[

(m−2)
2

]
+ n.

- Si g(x) = x+ ge(x) où ge est pair, alors Ĥ(2m, 2) = m.

• En 1998, Gasull et Torregrosa [32] ont amélioré certains résultats et ont obtenu une

borne supérieure pour Ĥ(7, 6), Ĥ(6, 7), Ĥ(7, 7) et Ĥ(4, 20).

• En 1999, Christopher et Lynch [18, 58] ont montré que

• Ĥ (m, 2) =

[
(2m+ 1)

3

]
.

• Ĥ (2, n) =

[
(2n+ 1)

3

]
.

• Ĥ (m, 3) = 2

[
(3m+ 2)

8

]
, pour tout 1 < m ≤ 50, avec m ∈ N.

• Ĥ (3, n) = 2

[
(3n+ 2)

8

]
, pour tout 1 < n ≤ 50, avec n ∈ N.

• Ĥ (4, k) = Ĥ (k, 4) , pour k = 6, 7, 8, 9 et Ĥ (5, 6) = Ĥ (6, 5).

• En 2006, Yu et Han [73] ont prouvé que Ĥ(m,n) = Ĥ(n,m) pour n = 4,

m = 10, 11, 12, 13; n = 5,m = 6, 7, 8, 9;n = 6,m = 5, 6, (voir aussi Llibre [52] pour

un tableau avec toutes les valeurs spécifiques).

Cependant, certains chercheurs furent intéressés au nombre maximum de cycles

limites noté H̃(m,n) appelé "Medium limit cycles".

En 2009, J. Llibre, A.C.Meureu et M.A.Teixeira. [52] ont réussi à obtenir des bornes

inférieures pour le nombre de cycles limites pour m,n ≥ 1 du système suivant :
ẋ = y,

ẏ = −x−
∑
k≥1

εk(fkn(x)y + gkn(x)),
(4)

5
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et selon ces estimations, ils ont trouvé que H̃k(m,n) ≤ Ĥ(m,n) pour k = 1, 2, 3 pour

des valeurs dans lesquelles Ĥ(m,n) sont connus, où H̃k(m,n)est une borne inférieure

de H(m,n) (c-á-d le nombres maximum de cycles limites).

La théorie de moyennisation est l’une des plus importantes théories perturbatives

utilisée actuellement dans l’étude des cycles limites des systèmes dynamiques. C’est

une théorie classique qui donne des conditions pour lesquelles les points singuliers du

système moyenné fournissent des cycles limites pour des systèmes différentiels ayant

un centre. Elle s’applique aux systèmes de la forme ẋ = εf(t, x), où ε est suffisamment

petit et f(t, x) est T -périodique en la première variable.

Les contributions théoriques essentielles de la théorie de moyennisation ont été éta-

blies en 1930 par Krylov et Bogoliubov [11]. En 1937, cette théorie a permis de trouver

le premier ordre de la solution d’équations différentielles non linéaires, telles qu’un os-

cillateur linéaire perturbé par une force extérieure. Ensuite, elle est reformulée en 1945

par Bogoliubov [10], et par Bogoliubov et Mitropolsky en 1961 [12]. En 1966, Roseau

[63] donna une démonstration basée sur le lemme de Gronwall. Une étape importante

a été franchie ensuite par Krylov et Bogoliubov qui ont traité le cas quasi-périodique.

Pour plus de précision voir le livre de Sanders, Verhulst [66].

Buică et Llibre [13], en 2004, se sont intéressés aussi au problème de la recherche

des solutions périodiques pour des systèmes différentiels perturbés. Ils ont réussi à in-

troduire une nouvelle approche pour ce problème. En effet, pour montrer ce résultat,

ils ont remplacé le thèorème des fonctions implicites par la thèorie du degré de Brou-

wer en utilisant des méthodes topologiques pour résoudre des équations d’opérateurs

équivalant à ce problème, sachant que ces équations d’opérateurs peuvent avoir une

dimension finie ou infinie. De plus, ils ont donné pour la première fois un résultat sur

la moyennisation d’ordre trois pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2013, Giné, Grau et Llibre [33], dans un travail récent ont introduit la moyenni-

sation d’ordre arbitraire k pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2014, Llibre, Novaes et Teixeira [51], ont prèsenté un résultat général qui est

la théorie de moyennisation pour la recherche des solutions périodiques d’ordre arbi-

6
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traire k pour des équations différentielles continues de dimension n..

Dans ce travail, on s’intéresse à l’étude des cycles limites pour trois types des sys-

tèmes différentiels non linéaires, dit en anglais, comme suit :

i) 5-dimensional Zero-Hopf bifurcation of quadratic homogeneous nonlinea-

rities via averaging theory.

ii) 4-dimensional zero-Hopf bifurcation via averaging theory.

iii) Periodic orbits bifurcating from a Hopf equilibrium of 2-dimensional poly-

nomial Kolmogorov systems of arbitrary degree.

On a étudié le nombre maximum de cycles limites pour le premier type ainsi que le

nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour le deuxième type.

On a fourni les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’un cycle limite

pour le troisième type.

Enfin, on a utilisé la théorie de moyennisation. Cette théorie permet de prouver

l’existence des solutions périodiques pour les systèmes périodiques.

Cette thèse est scindée en cinq chapitres :

Dans le premier chapitre, quelques notions de base pour l’étude qualitative des sys-

tèmes dynamiques et des équations différentielles ordinaire sont présentées. On rap-

pellera ainsi des définitions comme celles : le système dynamique, flot, les points cri-

tiques et leurs natures, la linéarisation des systèmes différentiels non linéaire au voi-

sinage des points d’équilibre, d’un portrait de phase, d’une orbite périodique, d’un

cycle limite ainsi que des théorèmes fondamentaux sur l’existence et la non-existence

des cycles limites. On fera aussi un rappel succinct sur la bifurcation de Hopf.

Dans le second chapitre, on présentera une introduction sur la théorie de moyennisa-

tion du premier, second et troisième ordre. Cette théorie a permis ces dernières années

de faire un pas très important dans l’étude des cycles limites.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l’existence de cycles limites issue d’une bi-

furcation zero-Hof d’un point équilibre nul pour un système différentiel polynomial

dans R5 avec des non-linéarités homogènes quadratiques en utilisant la théorie de la

moyennisation du premier et du second ordre. Nous traitons ce système pour montrer

7
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qu’il a quatre cycles limites à l’aide de la théorie de moyennisation d’ordre un, et 27

cycles pour le second ordre. De plus nous donnons un exemple pour lequel ce nombre

est atteint. cet travail est soumis pour publication sous l’intitulé" 5-dimensional Zero-

Hopf bifurcation of quadratic homogeneous nonlinearities via averaging theory".

Dans le quatrième chapitre, on s’intéresse à l’étude de la bifurcation de Hopf qui se

produit à l’origine d’un système quadratique dans R4. Dans cette étude, on montre

l’existence de deux cycles limites, de neuf cycles limites et de 25 cycles limites si on uti-

lise respectivement la théorie de moyennisation d’ordre un, deux et trois. De plus nous

donnons un exemple pour lequel ce nombre est atteint dans le cas du second ordre.

Cette étude a fait l’objet d’une publication intitulée :"4-dimensional zero-Hopf bifurcation

of quadratic polynomial differential system, via averaging theory of third order". au journal

"Dynamical and control systems(2020)".

Dans le dernier chapitre, nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes

d’existence des cycles limites pour les systèmes de Kolmogorov dans le plan de degré

arbitraire, en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre. Cette étude a fait

l’objet d’une publication intitulée :" Periodic orbits bifurcating from a Hopf equilibrium of

2–dimensional polynomial Kolmogorov systems of arbitrary degree". au journal "Chaos, Soli-

tons and Fractals (2020)"
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CHAPITRE

1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.1 Systèmes dynamiques

Définition 1.1 Un système dynamique sur Rn est une application

U : R× Rn → Rn telle que

1) U(., x) : R→ Rn est continue.

2) U(t, .) : Rn → Rn est continue.

3) U(0, x) = x.

4) U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)), ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn.

Exemple 1.1 Soit le système linéaire ẋ = Ax,

x(0) = x0,

(1.1)

où x ∈ Rn, t ∈ R et A est une matrice constante.

9
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Soit x(t) = etAx0 une solution du système (1.1). Il est simple de vérifier que cette solution

engendre un système dynamique U(t, x) = etAx sur Rn.

Définition 1.2 Un système dynamique U sur Rn est linéaire si :

U(t, αx+ βy) = α U(t, x) + β U(t, y),

pour tout x, y ∈ Rn, t ∈ R et α, β ∈ R.

1.2 Notion du flot

On représente la notion du flot pour deux types de systèmes d’équations différen-

tielles.

Définition 1.3 L’ensemble des applications etA : Rn −→ Rn est appelé le flot du système (??).

Définition 1.4 Si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles non nulles alors le flot

etA : Rn −→ Rn est dit hyperbolique et dans ce cas le système (??) est dit système linéaire

hyperbolique.

1.2.1 Systèmes d’équations différentielles non linéaires

Soit le système non linéaire

ẋ = f(x), x ∈ Rn.

On note par I(x0) l’intervalle maximum d’existence de la solution Φ(t, x0) du problème

à valeur initiale

ẋ = f(x), x ∈ Rn,

x(0) = x0.

(1.2)

Définition 1.5 Soit E un sous ensemble ouvert dans Rn et f ∈ C1(E), et soit pour x0 ∈ E

la solution Φ(t, x0) du problème (1.2) définie sur I(x0). Alors pour t ∈ I(x0), l’ensemble des

applications Φt définit par

Φt(x0) = Φ(t, x0),

est appelé le flot du système différentiel (1.2).
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1.3 Théorie des systèmes différentiels non linéaires au-

tonomes

Dans cette section, on considère le système non linéaire autonome

ẋ = f(x), x ∈ Rn. (1.3)

1.3.1 Point critique et linéarisation

Définition 1.6 (Point critique). On appelle point critique (ou point d’équilibre et aussi un

point singulier) du système (1.3), tout point x0 ∈ Rn vérifiant :

f(x0) = 0.

Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

Définition 1.7 Un point critique x = a du système (1.3) est appelé attracteur positif s’il existe

un voisinage Va de a tel que si :

x(t0) ∈ Va =⇒ lim
t−→+∞

x(t) = a.

Si cette implication est satisfaite quand t −→ −∞, alors x = a est appelé attracteur négatif.

Définition 1.8 (Linéarisation). Considérons le système non linéaire (1.3).

Le système

ẋ = Ax, (1.4)

oú

A = Df(x0) =
∂fi
∂xj

(x0), 1 ≤ i, j ≤ n,

est appelé le système linéarisé de (1.3) en x0.

Exemple 1.2 Soit le système ẋ = x2 − y2 + 4,

ẏ = y.

(1.5)

alors les points critiques sont (2, 0) et (−2, 0) .

Les matrices jacobiennes associée à (1.5)
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1) Au point (2, 0)

Df(2, 0) =

 4 0

0 1

 .

le système linéarisé est donné par : Au point (2, 0)ẋ = 4x,

ẏ = y,

.

2) Au point (−2, 0)

Df(0,−2) =

 0 4

0 1

 .

le système linéarisé est donné par : ẋ = −4x,

ẏ = y,

On a utilisé la linéarisation pour étudier la nature des points critiques.

Définition 1.9 On appelle point critique hyperbolique de (1.3), tout point critique x0 tel que

aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne Df(x0) n’a de partie réelle nulle.

1.3.2 Classification et nature des points critiques

Définition 1.10 On considère le système :

ẋ = f(x), x ∈ Rn,

et soit x0 son point critique.

• Le point critique x0 est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = Df(x0) a au moins une

valeur propre avec une partie réelle positive, ou au moins une valeur propre avec une

partie réelle négative.

• Le point x0 est dit puits ("sink") si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont

des parties réelles négatives.

• Le point x0 est dit source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des

parties réelles positives.
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Exemple 1.3 Soit le système non linéaire autonomeẋ = −3x− y2,

ẏ = 3x4 − y.
(1.6)

Le système (1.6) a un seul point d’équilibre qui est l’origine (0, 0), et le système linéarisé en ce

point est  ẋ

ẏ

 =

 −3 0

0 −1

 x

y

 .

Ce système a deux valeurs propres réelles négatives λ1 = −3 et λ2 = −1. Alors le point

d’équilibre (0, 0) est un nœud stable.

Pour un système plan à coefficients constants

ẋ = Ax, x ∈ R2,

où A est une matrice carré constante, l’origine (0, 0) est le seul point critique. Considé-

rons λ1 et λ2 les valeurs propres de la matrice A. On distingue les différents cas selon

les valeurs propres λ1 et λ2 :

(1) Si λ1, λ2 6= 0 sont réelles et de signes différents, l’origine est une selle et est toujours

instable.

(2) Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe, alors on a trois cas :

— Si λ1 ≤ λ2 < 0, l’origine est un noeud stable.

— Si λ1 ≥ λ2 > 0 , l’origine est un noeud instable.

— Si λ1 = λ2 = λ, l’origine est un noeud propre ; il est stable si λ < 0

et instable si λ > 0.

(3) Si λ1 et λ2 sont complexes conjuguées, alors l’origine est un foyer. Il est stable si

Re(λ1,2) < 0 et instable si Re(λ1,2) > 0 .

(4) Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors l’origine est un centre, il est stable mais pas

asymptotiquement stable.
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1.3.3 Plan et portrait de phase

Définition 1.11 Soit le système planaireẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),

(1.7)

où P et Q sont des polynômes en x et y à coefficients réels de degré d.

Les solutions (x(t), y(t)) du système (1.7) représentent dans le plan (x, y) des courbes appe-

lées orbites .

Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la figure complète des orbites

de ce système ainsi que ses points critiques représentée dans le plan (x, y) s’appelle portrait de

phase, et le plan (x, y) est appelé plan de phase.

1.3.4 Orbites périodiques et cycles limites

Soit le système différentiel

ẋ = f(x), x ∈ Rn. (1.8)

Définition 1.12 (Orbite périodique). Une orbite périodique est une trajectoire fermée φ(t, x)

du système (1.8) vérifiant

φ(t+ T, x) = φ(t, x).

Le plus petit T > 0 qui vérifie cette égalité est appelé période.

Proposition 1.1 Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Définition 1.13 (Cycle limite). Pour un système plan, un cycle limite est une orbite pério-

dique fermée isolée dans l’ensemble des orbites périodiques.

Définition 1.14 (Amplitude). L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la

norme de la variable x du cycle limite.

Théorème 1.1 (Stabilité des cycles limites). La courbe C étant la trajectoire correspon-

dante au cycle limite, et soit toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s’en-

roulant en spirales autour de C pour t −→ ±∞.

14



Chapitre 1 Généralité

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont refoulées de C.

Exemple 1.4 Soit le système ẋ = −3x− y + 3x(x2 + y2),

ẏ = x− 3y + 3y(x2 + y2).

(1.9)

En coordonnées polaires x = r cos(t) et y = r sin(t) avec r > 0, le système (1.9) devient

ainsi : ṙ = −3r(1− r2),

θ̇ = 1,

d’où

ṙ = 0 =⇒ r = 0 ou r = ±1.

Comme r > 0, on n’accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la solution

périodique (x(t), y(t)) = (cos(t+ θ0), sin(t+ θ0)), avec θ(0) = θ0.

Dans le plan de phase, il y a un seul cycle limite instable d’équation x2 + y2 = 1 et d’amplitude

r = 1.

FIGURE 1.1 – Cycle limite du systéme (1.9).

15



Chapitre 1 Généralité

Proposition 1.2 (Cycle limite hyperbolique). Supposons que le système (1.7) a une orbite

périodique (x(t), y(t)) de période T . Soit l’exposant caractéristique donné par

S =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
)(x(t), y(t))dt (1.10)

Si S > 0 (respectivement S < 0), alors l’orbite périodique (x(t), y(t)) est un cycle limite

instable (respectivement stable). L’orbite périodique (x(t), y(t)) est dite un cycle limite hyper-

bolique si S 6= 0.

Exemple 1.5 Soit le système ẋ = −y + 2x(1− x2 − y2),

ẏ = x+ 3y(1− x2 − y2).

(1.11)

En coordonnées polaires, x = r cos(t), y = r sin(t) avec r > 0, le système (1.11) devient :ṙ = 2r(1− r2),

θ̇ = 1,

d’oú

ṙ = 0 =⇒ r = 0 ou r = ±1.

pour r = 1 on a

γ(t) = (cos(t), sin(t)).

alors



S =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
)(cos(t), sin(t))dt,

=

∫ 2Π

0

(4− 8 cos(t)2 − 8 sin(t)2)dt,

=

∫ 2Π

0

−4dt,

= −8Π < 0,

Donc, le ststème (1.11) a un cycle limite hyperbolique γ(t) = (cos(t), sin(t)) qui est stable.
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FIGURE 1.2 – Cycle limite du système (1.11) .

1.3.5 Existence et unicité de la solution

Soit D un ouvert de Rn , t0 < t < t0 + T , x ∈ D et f(t, x) ∈ Rn.

Définition 1.15 On dit que la fonction f(t, x) est Lipschitzienne par rapport à x si ∃ K > 0

telle que :

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ K ‖x1 − x2‖ ,∀(t, x1), (t, x2) ∈ [t0 − a, t0 + a]×D.

La constante K est appelée constante de Lipschitz.

Théorème 1.2 On considère le problème à valeur initiale :

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0,

où x ∈ D ⊂ Rn, t0 < t < t0 + T , et on suppose que

1. f(t, x) est continue par rapport à t et x sur G = [t0, t0 + T ]×D ;

2. f(t, x) satisfait la condition de Lipschitz en x.

Alors le problème á valeur initiale admet une solution unique.
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1.3.6 Existence et non-existence des cycles limites

Soit X un champ de vecteurs de classe Ck, sur U un ouvert de Rn, donné par l’ap-

plication X : U −→ Rn de classe Ck

X : x = (x1, · · · , xn) 7−→ (f1(x), · · · , fn(x)) . (1.12)

On lui associe le système différentiel

ẋi = fi (x1, · · · , xn) , i = 1, · · · , n, (1.13)

où les fonctions x = (x1, ..., xn) 7−→ fi(x) (appelées composantes du champ de vecteurs

X) sont des fonctions de classe Ck sur l’ouvert U .

Définition 1.16 L’orbite γ du champ de vecteurs X passant par le point x0 est la courbe dif-

férentiable formée des points x(t) de U donnés par la solution Φ(x0, t) du système (1.13) avec

la donnée initiale x0. Cette courbe est orientée selon le sens de variation de t. On distingue

éventuellement l’orbite positive γ+(x0) = {Φ(x0, t), t ≥ 0} et l’orbite négative γ−(x0) =

{Φ(x0, t), t ≤ 0} passant par le point x(0) = x0.

Théorème 1.3 [60](Poincaré-Bendixson). Soit le système plan suivantẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y).
(1.14)

Supposons que f et g sont des fonctions de classeC1 surE, oùE est un sous ensemble ouvert de

R2, le système (1.14) a une orbite γ telle que l’orbite positive γ+(p) = {Φ(p, t), t ≥ 0} passant

par le point p est contenue dans un sous ensemble compact F de E. Alors on est dans l’un des

trois cas suivants :

• Soit γ+(p) tend vers un point d’équilibre.

• Soit γ+(p) tend vers une orbite périodique.

• Soit γ+(p) est une orbite périodique.

Si F contient de points critiques, alors il existe une orbite périodique du système

(1.14).
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Théorème 1.4 [60] (Critère de Bendixson). Soient le système planẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

et F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2. Si la divergence du

champ de vecteur F (notée divF ) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans

E, alors ce système n’a aucune orbite fermée entièrement contenue dans E.

Exemple 1.6 Considérons le système suivantẋ = 2xy − 2y4,

ẏ = x2 − y2 − x2y3.

Soit F = (2xy − 2y4, x2 − y2 − x2y3)
T . On calcule la divergence du champ de vecteur F , on

obtient

divF =
∂

∂x

(
2xy − 2y4

)
+

∂

∂y

(
x2 − y2 − x2y3

)
= 2y − 2y − 3x2y2 = −3x2y2 < 0.

D’où, d’aprés le critère de Bendixson ce système n’a aucun cycle limite dans R2.

Théorème 1.5 (Critére de Dulac). Soit F = (f, g)T ∈ C1(E) oú E est une région sim-

plement connexe dans R2. S’il existe une fonction B ∈ C1(E) telle que div(BF ) est non

identiquement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le systèmeẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

n’admet aucune orbite fermée entiérement contenue dans E.

preuve : (voirn[60])

Soit le système suivant ẋ = y,

ẏ = −ax− by + αx2 + βy2.
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On doit vérifier la non-existence de cycle limite pour ce dernier système.

SoitB(x, y) = be−2βx et F = (y,−ax− by + αx2 + βy2)
T , calculant la divergence deBF ,

on obtient le résultat suivant

div (BF ) =
∂

∂x

(
be−2βxy

)
+

∂

∂y
be−2βx

(
−ax− by + αx2 + βy2

)
= −2βbe−2βxy − b2e−2βx + 2βbe−2βxy = −b2e−2βx < 0.

Donc, il n’existe pas de cycle limite pour ce système.

1.4 Bifurcation de Hopf

Les systèmes d’équations différentielles qui dépendent de paramètres peuvent avoir

un changement du comportement qualitatif de ces derniers à cause du choix de para-

mètres et aussi des différents comportements asymptotiques en fonction des valeurs

de leurs paramètres ; par exemple, ils peuvent tendre vers un cycle limite. Donc, il y

a des valeurs pour lesquelles on observe que le comportement du système passe d’un

état qualitatif à un autre. Ainsi, ce changement d’état qualitatif est une "bifurcation" et

la valeur du paramètre associe est appelée "valeur de bifurcation".

Il existe deux types de bifurcations : les bifurcations locales et les bifurcations glo-

bales dues aux collisions. Alors, les bifurcations "locales" paraissent à partir d’une col-

lision de deux objets. Ces bifurcations peuvent être identifiées lors d’une linéarisation

du système au voisinage de la solution. De plus, dans ce cas le critère de détection uti-

lisé s’intéresse aux valeurs propres du jacobien. Par contre, les bifurcations "globales"

correspondent à la collision de deux variétés. Elles sont appelées globales car les linéa-

risations locales au voisinage de la solution ne seront d’aucune aide. Notons que ces

bifurcations, ne sont pas abordées dans cette thèse.

Dans cet travail, on s’intéresse à une bifurcation locale appele la bifurcation de Hopf.

Cette bifurcation qui cause l’apparition d’un cycle limite avec une amplitude infinitési-

male, mais une période finie, n’existe que pour des systèmes d’ordre supérieur ou égal

à deux.

Définition 1.17 Soit le système d’équations différentielles suivant :

ẋ = f(x, µ), f : Rn × R −→ Rn.
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On dira qu’il y a une bifurcation en µ∗, si une valeur µ arbitrairement "proche" de µ∗, il existe

une dynamique qualitativement différente de celle en µ∗.

Considrant l’exemple du système linéaire suivantẋ1 = µx1 + x2,

ẋ2 = −x1 + µx2.

Ce système donne un point d’équilibre stable pour µ < 0, une famille de cercles pour

µ = 0 et un point d’équilibre instable pour µ > 0. On dit que le paramètre µ = 0 dans

cet exemple est une valeur de bifurcation. µ est la partie réelle de deux valeurs propres

complexes conjuguées λ1,2 = µ ± i de la matrice définissant le système précédent.

Quand ce paramètre change de signe le système change de stabilité et passe de stable

à instable.

La théorie de la bifurcation de Hopf s’intéresse à des systèmes différentiels de la

forme suivante

ẋ = f(x, µ), x ∈ Rn, µ ∈ R, (1.15)

où µ est un paramètre réel.

Théorème 1.6 (Thèorème de Poincaré-Andronov-Hopf dans R2)

Soit le système planaire ẋ = f(x, y, µ),

ẏ = g(x, y, µ),
(1.16)

où µ est un paramètre réel.

Supposons que (x, y) = (x0, y0) est un point d’équilibre qui dépend de µ. Soit λ (µ) , λ̄ (µ) =

α(µ)± iβ(µ) les valeurs propres du système linéarisé de (1.16) au voisinage de ce point d’équi-

libre. Supposons que pour µ = µ∗, les conditions suivantes sont satisfaites

1. α(µ∗) = 0, β(µ∗) = ω 6= 0, où sgn(ω) = sgn
[
(∂g/∂x)

∣∣
µ=µ∗

(x0, y0)
]

(condition de non

hyperbolicité ).

2.
∂α(µ)

∂µ

∣∣∣
µ=µ∗

= d 6= 0 (condition de transversalité).

3. a 6= 0, les coefficient de généricité sont donnés par

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16ω
(fxy (fxx + fyy)− gxy (gxx + gyy)

−fxxgxx + fyygyy), où fxy = (∂2f/∂x∂y)
∣∣
µ=µ∗

(x0, y0),etc..., (condition de généricité).
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Alors, un cycle limite bifurque du point d’équilibre pour µ > µ∗ si ad < 0, ou bien pour

µ < µ∗ et si ad > 0.

De plus, le point d’équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ∗ (resp µ < µ∗) et instable pour

µ < µ∗ (resp µ > µ∗) si d < 0 (resp d > 0).

Le cycle limite est stable (resp instable) si le point d’équilibre est instable (resp stable) au-

tour de µ∗ où les solutions périodiques existent. L’amplitude du cycle limite augmente comme√
|µ− µ∗| lorsque leur période tends vers

2π

|ω|
quand µ −→ µ∗.

La bifurcation est dite bifurcation de Hopf super-critique si le cycle limite est stable et bi-

furcation de Hopf sous-critique s’il est instable.

Preuve : (voir[67]) Ce thèorème est prouvé en dimension quelconque arbitraire.

On considère le système non linéaire suivant :ẋ = µx+ y − x3 − xy2,

ẏ = −x+ µy − x2y − y3.
(1.17)

Ce dernier admet admet un point d’équilibre unique qui est l’origine. Ce système est

composé de deux parties : une partie linéaire et une partie non linéaire. Le système

linéarisé au voisinage de l’origine estẋ = µx+ y,

ẏ = −x+ µy.

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculées au point d’équilibre (0, 0)

sont complexes conjuguées et égales à λ1,2 = µ± i. La partie réelle des valeurs propres

est α(µ) = µ, et la partie imaginaire est β(µ) = ±1. On a α(µ) = 0 ⇐⇒ µ∗ = 0,

sgn(ω) = sgn[−1], β(µ∗) = −1 = ω 6= 0,
∂α

∂µ

∣∣∣
µ∗=0

= 1 = d 6= 0 et a = −1.

Donc, on a une bifurcation de Hopf et la valeur de la bifurcation est µ∗ = 0.

D’après le Thèorème (1.6), on a ad = −1 < 0, donc il existe un cycle limite pour µ > 0.

Comme d = 1 > 0, l’origine est stable pour µ < 0 et instable pour µ > 0.

Pour µ > 0 le cycle limite est stable d’amplitude
√
µ. On dit alors qu’on a une bifurca-

tion de Hopf super-critique .

En passant en coordonnées polaires, on peut confirmer ce résultat.
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En effet, pour x = r cos(θ), y = r sin(θ) le système (1.17) devientṙ = r
(
µ− r2

)
,

θ̇ = −1.

La deuxième équation admet comme solution θ(t) = −t+ θ(0).

Pour µ ≤ 0, ṙ < 0 =⇒ r(t)↘ donc l’origine est un foyer stable. Voir la figure (1.3) et la

figure (1.4).

FIGURE 1.3 – Portrait de phase pour µ = −0.2.

FIGURE 1.4 – Portrait de phase pour µ = 0.
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Pour µ > 0, l’origine est un foyer instable entouré d’un cycle limite stable

Γ =
√
µ (cos θ, sin θ)T d’amplitude

√
µ. Voir la figure (1.5).

FIGURE 1.5 – Portrait de phase pour µ = 0.01.

On voit que ce cycle limite est apparu pour µ > 0, donc on a une bifurcation de

Hopf super-critique.

1.5 Théorème de Bezout

Soient Pj , j = 1..n des polynômes de variables (x1, ..., xd) de degré di, où i = 1..d.

Considérons le système polynomial suivant



P1(x1, x2, ..., xd) = 0,

P2(x1, x2, ..., xd) = 0,

.

.

.

Pn(x1, x2, ..., xd) = 0,

(1.18)

où (x1, x2, ..., xd) ∈ Rd.

Si le nombre de solutions de ce système est fini, alors il est borné par d1 × d2 × ...× dd.
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CHAPITRE

2

THÉORIE DE MOYENNISATION

2.1 Théorie de moyennisation dans le cas périodique

On considère le problème à valeur initiale

ẋ = εf(t, x) + ε2g(t, x, ε), x(0) = x0. (2.1)

Supposons que f(t, x) est T -périodique en t et on introduit la moyenne

f 0(y) =
1

T

∫ T

0

f(t, y) dt. (2.2)

Considèrons le problème á valeur initiale pour l’équation moyennée

ẏ = εf 0(y), y(0) = x0. (2.3)

Théorème 2.1 [69] Considérons les problémes aux valeurs initiales (2.1) et (2.3) avec x, y, x0 ∈

D ⊂ Rn, t ≥ 0. Supposons que

a. f, g et Dxf sont continues et bornées par une constante indépendante de ε dans

[0,+∞)×D.
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b. g est Lipschitzienne en x ∈ D.

c. f(t, x) est T -périodique en t, où T est indépendante de ε.

d. y(t) ∈ D pendant un temps d’échelle
1

ε
.

Alors, on a x(t)− y(t) est de l’ordre O(ε) pendant un temps d’échelle 1/ε.

Preuve, (voir [69]).

On considère l’équation de Mathieu

ẍ+ (1 + 2ε cos(2t))x = 0, (2.4)

avec les valeurs initiales x(0) = x0 et ẋ(0) = 0.

On effectue le changement de variablesx(t) = y1(t) cos(t) + y2(t) sin(t),

ẋ(t) = −y1(t) sin(t) + y2(t) cos(t),
(2.5)

on obtient alors le systèmeẏ1 = 2ε sin(t) cos(2t) (y1 cos(t) + y2 sin(t)) , y1(0) = x0,

ẏ2 = −2ε cos(t) cos(2t) (y1 cos(t) + y2 sin(t))) , y2(0) = 0.
(2.6)

Remarquons que le membre droite du système (2.6) est 2π-périodique en t, donc nous

avons le système moyenné 
ẏ10 = −1

2
εy20,

ẏ20 = −1

2
εy10.

(2.7)

En résolvant le système moyenné (2.7), on obtient les solutions
y10(t) =

1

2
x0e
− 1

2
εt +

1

2
x0e

1
2
εt,

y20(t) =
1

2
x0e
− 1

2
εt − 1

2
x0e

1
2
εt.

L’approximation de x(t) au temps d’échelle 1/ε est

xa(t) =
1

2
x0e
− 1

2
εt (cos(t) + sin(t)) +

1

2
x0e

1
2
εt (cos(t)− sin(t)) .
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2.1.1 Théorie de moyennisation du premier ordre

On considère le système différentiel

ẋ = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.8)

où x ∈ D ⊂ Rn, D est un domaine borné et t ≥ 0.

Supposons que F (t, x) et R(t, x, ε) sont des fonctions T -périodiques en t. Le système

moyenné associé au système (2.8) est

ẏ = εf 0(y), y(0) = x0, (2.9)

où

f 0(y) =
1

T

∫ T

0

F (s, y) ds. (2.10)

Théorème 2.2 [66] Soit le système (2.8). On suppose que F,R,DxF,D
2
xF et DxR sont conti-

nues et bornées par une constante M dans [0, ε)×D avec −ε0 < ε < ε0. Supposons aussi que

F et R sont T -périodiques en t, où T est indépendante de ε. Alors :

(a) Si p est un point critique pour le système (2.9) tel que

det
(
Dxf

0(p)
)
6= 0. (2.11)

Alors pour |ε| suffisamment petit, il existe une solution T -périodique x(t, ε) du système

(2.8) telle que x(0, ε) −→ p quand ε −→ 0.

(b) Si le point critique y = p du système moyenné (2.9) est hyperbolique, alors pour |ε| > 0

suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t, ε) du système (2.8) est

unique, hyperbolique et de même stabilité que p.

Preuve. Voir [66].

L’équation de Van Der Pol.

Soit

ẍ+ x = ε
(
1− x2

)
ẋ, (2.12)

où ε > 0 suffisamment petit.

L’équation (2.12) peut s’écrire sous la forme suivanteẋ = y,

ẏ = −x+ ε
(
1− x2

)
y.

27



Chapitre 2 Généralité

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, ce système

devient de la forme ṙ = εr sin2(θ)
(
1− r2 cos2(θ)

)
,

θ̇ = −1 + ε cos(θ) sin(θ)
(
1− r2 cos2(θ)

)
.

(2.13)

Le système (2.13) est équivalent à

dr

dθ
= −εr

(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2(θ) +O(ε2). (2.14)

On note que l’équation (2.14) est sous la forme standard (2.8) pour appliquer la théorie

de moyennisation si on prend

x = r, t = θ, T = 2π et F (t, x) = −r
(
1− r2 cos(θ)2

)
sin2(θ).

On calcule l’équation (2.10), on obtient

f 0(r) = − 1

2π

∫ 2π

0

r
(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2 θdθ =

1

8
r
(
r2 − 4

)
.

f 0(r) a une unique racine positive r = 2. Puisque (df 0/dr) (2) = 1, par l’hypothèse

(a) du théorème l’équation de Van Der Pol (2.12) a pour |ε| 6= 0 une orbite périodique

d’amplitude r = 2 du système non perturbé avec ε = 0. De plus, puisque (df 0/dr) (2) =

1 > 0 par l’hypothèse (b) du théorème, ce cycle limite est instable. Voir la figure (2.1).

FIGURE 2.1 – Cycle limite instable de l’équation (2.12) pour ε = 0.01.
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Soit le système 
ẋ = −y + ε

(
−x+ xy + z2

)
,

ẏ = x+ ε (−y + yz) ,

ż = ε
(
x2 + yz − 1

)
,

(2.15)

où ε > 0 suffisamment petit.

En coordonnées cylindriques x = r cos(θ), y = r sin(θ) et z = z, le système (2.15)

devient 

dr

dt
= ε

(
r2 cos2(θ) sin(θ) + cos(θ)z2 − r + rz − rz cos2(θ)

)
,

dθ

dt
= 1 +

1

r
ε
(
rz cos(θ) sin(θ)− sin(θ)z2 + cos3(θ)r2 − r2 cos(θ)

)
,

dz

dt
= ε

(
r2 cos2(θ) + rz sin(θ)− 1

)
.

Pour écrire le système (2.15) sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyen-

nisation, on considère θ comme nouvelle variable indépendante, d’où


dr

dθ
= ε

(
r2 cos2(θ) sin(θ) + cos(θ)z2 − r + rz − rz cos2(θ)

)
,

dz

dθ
= ε

(
r2 cos2(θ) + rz sin(θ)− 1

)
.

(2.16)

Le système (2.16) est de la forme
dr

dθ
= εF1(r, θ, z) +O(ε2),

dz

dθ
= εF2(r, θ, z) +O(ε2),

où F1, F2 sont périodiques de période 2π.

Calculons maintenant le système moyenné, on obtient
f1(r, z) =

1

2π

∫ 2π

0

F1(r, θ, z)dθ =
1

2
r (z − 2) ,

f2(r, z) =
1

2π

∫ 2π

0

F2(r, θ, z)dθ =
1

2
r2 − 1.

(2.17)

On résout le système (2.17), on obtient les deux racines

(r1, z1) =
(√

2, 2
)
, (r2, z2) =

(
−
√

2, 2
)
.

Comme r > 0, la solution
(√

2, 2
)

c’est la seule qui fournit un cycle limite. On vérifie

maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

D(r1, z1) = det

 1

2
z − 1

1

2
r

r 0

∣∣∣
(r1,z1)=(

√
2,2)

= −1 6= 0.
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D’après le théorème, le système (2.15) a pour |ε| suffisamment petit un seul cycle limite.

Le point singulier (r1, z1) =
(√

2, 2
)

du système moyenné (2.17) est hyperbolique, donc

le cycle limite est de même stabilité que (r1, z1) =
(√

2, 2
)
. Les valeurs propres ±1

de Dr,zf
0 sont de signes différents, alors le point singulier est un point selle qui est

toujours instable. Donc, le cycle limite est instable. Voir la figure (2.2).

FIGURE 2.2 – Cycle limite instable du système (2.15) pour ε = 0.001.

2.1.2 Théorie de moyennisation du second ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions

de certains systèmes différentiels périodiques.

Théorème 2.3 [66] On considère les deux problèmes de Cauchy

ẋ = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3G(t, x, ε), x(0) = x0, (2.18)

et

ẏ = εf 0(y) + ε2
[
f 10(y) + g0(y)

]
, y(0) = x0, (2.19)

où F1, F2 : [0,+∞) × D −→ Rn, G : [0,+∞) × D × [0, ε0] −→ Rn sont des fonctions

continues T -périodique en la première variable t, et D un ouvert de Rn. f 0, f 10 et g0 sont des

fonctions moyennées correspondantes á F1, F2 et G respectivement.

Soit

f1(t, x) =
∂F1

∂x
y1(t, x)− ∂y1

∂x
f 0(x),
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où

y1(t, x) =

∫ t

0

[
F1(s, x)− f 0(x)

]
ds+ z(x),

et z(x) est une fonction différentiable de moyenne nulle. Supposons que

(a)
∂F1

∂x
, F2 et G sont Lipschitziennes relativement à x et continues dans leur domaine de

définition.

(b) |G(t, x, ε)| est bornée par une constante M positive dans
[
0, M

ε

)
×D × (0, ε0].

(c) T est indépendante de ε.

(d) y(t) ∈ D pendant un temps d’échelle
1

ε
.

Alors

x(t) = y(t) + εy1(t, y(t)) +O(ε2),

pendant un temps d’échelle
1

ε
.

Corollaire 2.1 Si les hypothèses du théorème [66] sont satisfaites, et de plus

f 0(y) = 0.

Alors

1. Si p est un point d’équilibre du système moyenné (2.19) tel que

∂

∂y

(
f 10(y) + g0(y)

)
y=p
6= 0, (2.20)

alors, il existe une solution T -périodique φ(t, ε) du système (2.18) telle que φ(0, ε) −→ p quand

ε −→ 0.

2. Si (2.20) est négative, la solution périodique φ(t, ε) du système (2.18) est asymptotique-

ment stable pour ε suffisamment petit. Si (2.20) est positive, cette solution est instable.

Exemple 2.1 Considérons le systèmeẋ = −y + ε
(
x2 − 4xy

)
,

ẏ = x+ ε2
(
y2x+ y5x− 2y + 6y3 − y5

)
.

(2.21)
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En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, on obtient

ṙ = ε(−4r2 cos2(θ) sin(θ) + r2 cos3(θ)) + ε2(r3 cos(θ) sin(θ)− r3 sin(θ) cos3(θ)

+ 2r cos2(θ)− r6 cos7(θ) + r5 cos6(θ)− 2r + 6r3 + r6 cos(θ)− r5 − 3r6 cos3(θ)

+ 3r5 cos2(θ)− 12r3 cos2(θ) + 3r6 cos5(θ)− 3r5 cos4(θ) + 6r3 cos4(θ)),

θ̇ = 1 + ε(4r cos(θ)− 4r cos3(θ)− r cos2(θ) sin(θ)) + ε2(− cos(θ)r4 sin(θ)

+ sin(θ)r5 cos6(θ)− 6 sin(θ) cos3(θ)r2 + sin(θ)r5 cos2(θ)− 2 cos(θ) sin(θ)

− 2 sin(θ)r5 cos4(θ)− cos4(θ)r2 − sin(θ) cos5(θ)r4 + r2 cos2(θ) + 2 sin(θ) cos3(θ)r4

+ 6r2 cos(θ) sin(θ)).

Considérons maintenant θ comme la variable indépendante, on obtient

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) +O(ε3), (2.22)

où

F1(r, θ) = −4r2 cos2(θ) sin(θ) + r2 cos3(θ),

F2(r, θ) = 15r3 sin(θ) cos3(θ)− 15r3 cos(θ)5 sin(θ) + r3 cos(θ) sin(θ) + r6 sin2(θ) cos5(θ)

− r5 sin2(θ) cos4(θ)− 8r3 cos4(θ) sin2(θ)− 2r6 sin2(θ) cos3(θ) + 2r5 sin2(θ) cos2(θ)

− 6r3 sin2(θ) cos2(θ) + r6 sin2(θ) cos(θ)− r5 sin2(θ)− 2r sin2(θ) + 6r3 sin2(θ).

En appliquant maintenant le théorème, on calcule la fonction moyennée

f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(r, θ)dθ = 0.

On peut passer á la théorie de moyennisation d’ordre deux, on calcule

∂F1

∂r
(r, θ) = −8r cos2(θ) sin(θ) + 2r cos3(θ),

ensuite ∫ θ

0

F1(r, s)ds = −4

3
r2 +

4

3
r2 cos3(θ) +

1

3
r2 cos2(θ) sin(θ) +

2

3
r2 sin(θ).

Ainsi,

f 10(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
∂F1

∂r
(r, θ) ·

∫ θ

0

F1(r, s)ds+ F2(r, θ)

]
dθ

= r

(
− 5

16
r4 +

7

4
r2 − 1

)
.

(2.23)
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Pour trouver les cycles limites, on résout l’équation (2.23) et on obtient deux racines positives

r1 = 1
5

√
(70 + 10

√
29), r2 = 1

5

√
(70− 10

√
29).

Comme
d

dr
f 10(r) = −25

16
r4 +

21

4
r2 − 1.

D’où
d

dr
f 10(r1) = −13.33923079 6= 0,

et
d

dr
f 10(r2) = 1.739230730 6= 0.

Donc il existe deux cycles limites, et d’après l’hypothèse (2) du corollaire on a
d

dr
f 10(r1) = −13.33923079 < 0 et

d

dr
f 10(r2) = 1.739230730 > 0. Alors, le premier cycle

limite est stable d’amplitude r1 = 1
5

√
(70 + 10

√
29) et le deuxième cycle limite est instable

d’amplitude r2 = 1
5

√
(70− 10

√
29) pour ε suffisamment petit. Voir la figure (2.3) et la figure

(2.4).

FIGURE 2.3 – Deux cycles limites du système (2.21) pour ε = 0.001.

2.2 Théorie de moyennisation suivant le degré de Brou-

wer

Dans cette section, on s’intéresse à la théorie de moyennisation pour la recherche

des solutions périodiques d’un système différentiel suivant le degré de Brouwer.
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FIGURE 2.4 – Deux cycles limites du système (2.21) pour ε = 0.18.

2.2.1 Rappels sur le degré de Brouwer

Définition 2.1 (Degré de Brouwer). Soit D un sous ensemble ouvert de Rn et V un sous

ensemble ouvert borné de Rn tel que V ⊂ D, et soit f : V̄ × [−ε0, ε0] −→ Rn une fonction telle

que 0 /∈ f(∂V, ε) pour un certain ε. Nous appelons dB(f(., ε), V, 0) le degré de Brouwer de la

fonction f(., ε) par rapport à l’ensemble V et le point 0.

Proposition 2.1 Si dB(f(., ε), V, 0) 6= 0 alors l’équation f(., ε) = 0 a une solution dans V .

Définition 2.2 (Voir [55]) (Degré de Brouwer pour des fonctions de classe C1).

Soit g ∈ C1(t), V̄ ⊂ D et Zg = {z ∈ V : g(z) = 0} . Supposons aussi que Jg(z) 6= 0 pour

tout z ∈ Zg où Jg(z) est le déterminant jacobien de g en z. Ce qui assure que Zg est fini, alors

dB(g, V, 0) =
∑
z∈Zg

sign (Jg(z)) .

Remarque 2.1 Soit g : D −→ Rn une fonction de classe C1, avec g(a) = 0, où D est un

ouvert de Rn et a ∈ D. Si Jg(a) 6= 0, il existe un voisinage V de a tel que g(z) 6= 0 pour tout

z ∈ V̄ \ {a} et on a

dB (g, V, 0) ∈ {−1, 1} .
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2.2.2 Théorie de moyennisation d’ordre un, deux et trois dans Rn

Théorème 2.4 [51] On considère le système différentiel

ẋ(t) = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x) + ε4R(t, x, ε), (2.24)

où F1, F2, F3 : R × D → Rn, R : R × D × (−εf , εf ) → Rn sont des fonctions continues,

T -périodiques en la première variable, et D un sous ensemble ouvert de Rn.

Supposons que les hypothèses suivantes sont vérifiées.

(i) F1(t, .) ∈ C2(D), F2(t, .) ∈ C1(D) pour tout t ∈ R. F1, F2, F3, R,D
2
xF1, DxF2 sont

localement Lipschitziennes par rapport à x, et R est deux fois différentiable par rapport à

ε.

On définit Fk0 : D −→ Rn pour k = 1, 2, 3, de manière suivantes :

F10(z) =
1

T

∫ T

0

F1(s, z) ds,

F20(z) =
1

T

∫ T

0

[DzF1(s, z).y1(s, z) + F2(s, z)] ds,

F30(z) =
1

T

∫ T

0

[
1

2
y1(s, z)T

∂2F1

∂z2
(s, z)y1(s, z) +

1

2

∂F1

∂z
(s, z)y2(s, z)

+
∂F2

∂z
(s, z)(y1(s, z)) + F3(s, z)] ds,

où

y1(s, z) =

∫ s

0

F1(t, z) dt,

et

y2(s, z) =

∫ s

0

[
∂F1

∂z
(t, z)

∫ t

0

F1(r, z)dr + F2(t, z)

]
dt.

(ii) Pour V ⊂ D un sous ensemble ouvert et pour chaque ε ∈ (−εf , εf )\{0}, il existe aε ∈ V

telle que

F10(aε) + εF20(aε) + ε2F30(aε) = 0 et dB(F10 + εF20 + ε2F30, V, aε) 6= 0.

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T -périodique ϕ(·, ε) du système

(2.24) telle que ϕ(0, ε) = aε.
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L’expression dB(F10 + εF20 + ε2F30, V, aε) 6= 0 signifie que le degré de Brouwer de la

fonction F10 + εF20 + ε2F30 : V → Rn au point d’équilibre aε est non nul.

Si F10 est non nulle. Alors les racines de F10 + εF20 + ε2F30 sont principalement les

racines de F10 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas le résultat précédent est celui de

la Théorie de moyennisation d’ordre un.

Si F10 est nulle et F20 est non nulle. Alors les racines de F10 + εF20 + ε2F30 sont

principalement les racines de F20 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas le résultat

précédent est celui de la Théorie de moyennisation d’ordre deux.

Si F10 et F20 sont nulles et F30 est non nulle. Alors les racines de F10 + εF20 + ε2F30

sont principalement les racines de F30 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas le résultat

précédent est celui de la Théorie de moyennisation d’ordre trois.

Notons que l’hypothèse (i) du Théorème (2.3) affirme l’existence et l’unicité de la

solution pour chaque problème à valeur initiale sur l’intervalle [0, T ], (voir [13]). d’où,

pour chaque z ∈ D on note par x(., z, ε) la solution du (2.24) avec la valeur initiale

x(·, z, ε) = z.

On considère la fonction ξ : D × (−εf , εf ) −→ Rn définit par

ξ(z, ε) =

∫ T

0

(
εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x) + ε4R(t, x, ε)

)
dt.

Pour chaque z ∈ D, on a

x (T, z, ε)− x (0, z, ε) = ξ (z, ε) .

De plus, la fonction ξ peut s’écrire sous la forme

ξ (z, ε) = εF10(z) + ε2F20(z) + ε3F30(z) +O(ε4),

où F10, F20 et F30 sont définies dans le théorème 2.3.1, et O(ε4) est une fonction bornée

sur chaque sous ensemble compact de D × (−εf , εf ) multiplié par ε4.

La stabilité des cycles limites associés à la racine simple aε est déterminée suivant les

valeurs propres de la matrice jacobienne de ξ(z, ε) évaluées en aε et d’après le théorème

3.5.1 de [66], on sait que le cycle limite associé à la racine aε de F30 quand F10 = 0 et

F20 = 0 est donné par l’expression

x(t, aε, ε) = aε + εy1(t, aε) + ε2y2(t, aε) +O
(
ε3
)
. (2.25)
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Exemple 2.2 On considère le systèmeẋ = y − ε(x2 − 2x4),

ẏ = −x− ε3(x2 + y − y3).
(2.26)

En coordonnées polaires (r, θ) avec x = r cos(θ), y = r sin(θ), r > 0, le système (2.26)

devient 

ṙ = ε(−r2 cos3(θ) + 2r4 cos5(θ)) + ε3(− sin(θ)r2 cos2(θ)− r + r3

− 2r3 cos2(θ) + r cos2(θ) + r3 cos4(θ)),

θ̇ = −1 + ε(−2 sin(θ)r3 cos4(θ) + sin(θ)r cos2(θ)) + ε3(cos(θ)×

r2 sin(θ)− sin(θ)r2 cos3(θ)− cos(θ) sin(θ)− r cos3(θ)).

(2.27)

En considèrant θ comme nouvelle variable, le système (2.27) devient

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) + ε3F3(r, θ) +O(ε4), (2.28)

où

F1(r, θ) = r2 cos3(θ)− 2r4 cos5(θ),

F2(r, θ) = 4 sin(θ) cos9(θ)r7 − 4 sin(θ) cos7(θ)r5 + sin(θ) cos5(θ)r3,

F3(r, θ) = sin(θ)r2 cos2(θ)− 8r10 cos13(θ) sin2(θ) + 12r8 cos11(θ) sin2(θ)

− 6r6 cos9(θ) sin2(θ) + r4 cos7(θ) sin2(θ) + r3 sin2(θ) cos2(θ)

− r3 sin2(θ) + r sin2(θ).

Premièrement, on calcule

f1(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(r, θ)dθ = 0,

ensuite on doit calculer f2 et pour cela, on calcule l’expression
∂F1

∂r
(r, θ)

∫ θ
0
F1(r, t)dt, et on

obtient

∂F1

∂r
(r, θ)

∫ θ

0

F1(r, t)dt = r(2 cos3(θ)− 8r2 cos5(θ)) · (r
2

3
sin(θ) cos2(θ)

+
2r2

3
sin(θ) + r4(−2

5
cos4(θ) sin(θ)

− 8

15
cos2(θ) sin(θ)− 16

15
sin(θ))).

D’où

f2(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
∂F1

∂r
(r, θ) ·

∫ θ

0

F1(r, t)dt+ F2(r, θ)

]
dθ = 0.
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Maintenant, en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois et pour cela, on calcule la

fonction moyennée suivante

f3(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
1

2

∂2F1

∂r2
(r, θ) · (y1(r, θ))2 +

1

2

∂F1

∂r
(r, θ) · y2(r, θ)

+
∂F2

∂r
(r, θ) · y1(r, θ) + F3(r, θ)]dθ,

où

y1(r, θ) =

∫ θ

0

F1(r, s)ds,

y2(r, θ) =

∫ θ

0

[
∂F1

∂r
(r, s) ·

∫ s

0

F1(r, t)dt+ F2(r, s)

]
ds.

On calcule d’abord
1

2

∂2F1

∂r2
(r, θ) · (y1(r, θ))2 = (cos3(θ)− 12r2 cos5(θ)) · (1

3
sin(θ)r2 cos2(θ)

+
2

3
r2 sin(θ)− 2

5
r4 cos4(θ) sin(θ)

− 8

15
r4 cos2(θ) sin(θ)− 16

15
r4 sin(θ))2,

ensuite, on calcule
1

2

∂F1

∂r
(r, θ) · y2(r, θ) = (

1

2
(2r cos3(θ)− 8r3 cos5(θ))) · (602

225
r7 − 38

15
r5 +

11

18
r3

− 18

25
r7 cos1 0(θ) +

14

15
r5 cos8(θ)− 8

15
r7 cos8(θ)

− 5

18
r3 cos6(θ)− 64

45
r7 cos6(θ) +

16

15
r5 cos6(θ)

+
8

15
r5 cos4(θ)− 1

3
r3 cos4(θ)),

et
∂F2

∂r
(r, θ) · y1(r, θ) = (28 sin(θ) cos9(θ)r6 − 20 sin(θ) cos7(θ)r4

+ 3 sin(θ) cos5(θ)r2) · (r
2

3
sin(θ) cos2(θ) +

2

3
r2 sin(θ)

− 2

5
r4 cos4(θ) sin(θ)− 8

15
r4 cos2(θ) sin(θ)− 16

15
r4 sin(θ)).

Pour trouver les cycles limites, on résout l’équation

f3(r) =
1

2
r

(
1− 3

4
r2

)
= 0. (2.29)

L’équation (2.29) a une seule racine positive r = 2
3

√
3. Selon le théorème, pour avoir un cycle

limite on doit vérifier que
d

dr
f3(r)

∣∣∣
r= 2

3

√
3

= −1 6= 0, ce qui est fait.

On conclut que le système (2.26) a un seul cycle limite d’amplitude r = 2
3

√
3. Voir la figure

(2.5).
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FIGURE 2.5 – Cycle limite du système (2.26) pour ε = 0.001.
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CHAPITRE

3

BIFURCATION DE HOPF POUR UN

SYSTÈME DIFFÈRENTIEL

QUADRATIQUE EN DIMENSION 5

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie de moyennisation d’ordre deux à un

système différentiel polynomial quadratique dans R5 afin d’ étudier la bifurcation de

Hopf qui se produit à l’origine pour ce type de système. On prouve qu’au plus 27

cycles limites peuvent apparatre par bifurcation de Hopf d’un point d’équilibre ayant

5 valeurs propres trois sont des zero et deux sont des imaginairesb pures. En plus,

on donne un exemple d’un système différentiel polynomial quadratique pour lequel

exactement 27 cycles limites bifurquent de l’origine.
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3.1 Nombre maximum de cycles limites obtenus par bi-

furcation de Hopf pour un système différentiel qua-

dratique dans R5 par la théorie de moyennisation d’ordre

deux

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier l’existence de cycles limites qui peuvent

bifurquer à partir d’un équilibre zéro-Hopf d’un système différentiel polynomial dans

R5 avec des non-linéarités quadratiques en utilisant la théorie de moyennisation.

Dans la référence [45], les auteurs ont étudié la bifurcation de Hopf en dimension

n > 2, en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Ils ont prouvé

qu’au moins 2n−3 cycles limites peuvent bifurquer à partir d’une singularité avec des

valeurs propres ±bi et n − 2 zéros. Ils ont prouvé pour la première fois que le nombre

de cycles limites bifurqués dans une bifurcation de Hopf peut grandir de manière ex-

ponentielle avec la dimension du système, (on se référer à [59]).

Dans la référence [28], les auteurs ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans R4 avec un

polynôme cubique de dimension 4. Ils ont montré qu’il y a 9 cycles limites bifurquant

de l’origine en appliquant la théorie de la moyennisation du second ordre.

Dans [50], les auteurs ont étudié la bifurcation de zero-Hopf produisant des systèmes

différentiels polynomiaux dans R3 avec des non-linéarités homogènes quadratiques et

ils ont montré qu’il y a 3 cycles limites.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à étudier la bifurcation zéro-Hopf pour

des champs de vecteurs polynomiaux quadratiques dans R5 en utilisant la théorie de

la moyennisation du premier et second ordre.

Nous allons étudier la bifurcation de zero-Hopf à l’origine des coordonnées de sys-
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tèmes différentiels polynomiaux quadratiques dans R5.

ẋ = (a1ε+ a2ε
2)x− (b+ b1ε+ b2ε

2)y +
2∑
j=0

εjXj(x, y, z, u, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2)x+ (a1ε+ a2ε

2)y +
2∑
j=0

εjYj(x, y, z, u, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2)z +

2∑
j=0

εjZj(x, y, z, u, w),

u̇ = (B1ε+B2ε
2)u+

2∑
j=0

εjUj(x, y, z, u, w),

ẇ = (A1ε+ A2ε
2)w +

2∑
j=0

εjWj(x, y, z, u, w),

(3.1)

où

Xj(x, y, , z, u, w) = aj0x
2 + aj1xy + aj2xz + aj3xu+ aj4xw + aj5y

2 + aj6yz

+aj7yu+ aj8yw + aj9z
2 + aj10zu+ aj11zw + aj12u

2

+aj13uw + aj14w
2.

Yj(x, y, z, u, w), Zj(x, y, z, u, w), Uj(x, y, z, u, w) et Wj(x, y, z, u, w) ont la même expres-

sion que Xj(x, y, z, u, w) en remplaçant aji respectivement par bji, cji pour j = 0, 1, 2

et i = 0, 1, . . . , 14. Les coefficients aij, bij, cij, a1, a2, b, b1, b2, c1, c2, B1, B2, A1, A2 sont des

paramètres avec b 6= 0. Notons que le système (3.1) pour ε = 0 à l’origine a des valeurs

propres ±bi, 0, 0, 0. Donc pour ε = 0 une bifurcation de zero- Hopf peut se produire.

D’après [45], nous savons qu’au moins 25−3 = 4 cycles limites peuvent bifurquer

à partir de l’origine du système différentiel polynomial quadratique (3.1) pour ε 6= 0

suffisamment petit. Ici, nous améliorons ce résultat en prouvant qu’au moins 27 cycles

limites peuvent naître d’une bifurcation de zero- Hopf à partir de l’origine du système

(3.1). Notre résultat principal est

Théorème 3.1 le système (3.1) admet :

(a) Au plus 4 cycles limites bifurquent de l’origine de système (3.1) quand ε = 0, en ap-

pliquant la théorie de la moyennisation du premier ordre, et cette borne supérieure est

atteinte.
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(b) Au plus 27 cycles limites bifurquent de l’origine du système (3.1) quand ε = 0, en ap-

pliquant la théorie de la moyennisation du second ordre, et cette borne supérieure est

atteinte.

Preuve de l’affirmation (a) du Théorème (3.1) Nous redimensionnons d’abord les va-

riables (x, y, z, u, w) en faisant le changement de variables (x, y, z, u, w) = (εX, εY, εZ, εU, εW ).

Deuxièmement, nous passons aux coordonnées cylindriques en faisant (X, Y, Z, U,W ) =

(ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ, ζ), et troisièmement, nous prenons l’angle θ comme nouvelle va-

riable indépendante. Le système (3.1) prend la forme normale pour appliquer la thèorie

de la moyennisation. Ainsi par rapport aux variables (ρ, η, ξ, ζ) le système (3.1) sécrit

dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F21(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3),

dη

dθ
= εF12(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F22(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3),

dξ

dθ
= εF13(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F23(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3)

dζ

dθ
= εF14(θ, ρ, η, ξ, ζ) + ε2F24(θ, ρ, η, ξ, ζ) +O(ε3)

.

(3.2)

Prenons

x = (ρ, η, ξ, ζ),

t = θ,

F1(t, x) = (F11(θ, ρ, η, ξ, ζ), F12(θ, ρ, η, ξ, ζ), F13(θ, ρ, η, ξ, ζ), F14(θ, ρ, η, ξ, ζ)),

F2(t, x) = (F21(θ, ρ, η, ξ, ζ), F22(θ, ρ, η, ξ, ζ), F23(θ, ρ, η, ξ, ζ), F24(θ, ρ, η, ξ, ζ)),

et T = 2π,ainsi le système (3.2) équivaut au système (2.1).

Pour i = 1, 2, 3, 4 et de (2.2) posons f1 = (f11, f12, f13, f14) où

f1i(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2π

∫ 2π

0

F1i(θ, ρ, η, ξ, ζ)dθ.
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En calculant les fonctions moyennées du premier ordre, on obtient

f11(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2b
(ρ(2a1 + (a02 + b06)η + (a03 + b07)ξ + (a04 + b08)ζ)) = 0,

f12(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2b
((c00 + c05)ρ2 + 2c09η

2 + 2c012ξ
2 + 2c014ζ

2 + 2(c1

+c011ζ + c010ξ)η + 2c013ξζ) = 0,

f13(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2b
((B00 +B05)ρ2 + 2B09Zη

2 + 2B012ξ
2 + 2B014ζ

2 + 2(B1

+B013ζ +B010η)ξ + 2B011ηζ) = 0,

f14(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2b
((A00 + A05)ρ2 + 2A09η

2 + 2A012ξ
2 + 2A014ζ

2 + 2(A1

+A013ξ + A011Z)ζ + 2A010ηζ) = 0.

(3.3)

résolvons le système (3.3) par rapport à ρ, η, ξ et ζ où ρ > 0, η, ξ et ζ sont réels. Tout

d’abord, résolvons f11 = 0 par rapport à η, ceci donne

η =
−2a1 − (a03 + b07)ξ − (a04 + b08)ζ

a02 + b06

substituons cette dernière expression de η dans f22, f23 et f24, nous obtenons alors

g1 =
[U1ρ

2 + U2ξ
2 + U3ζ

2 + U4ξζ + U5ξ + U6ζ + U7]

2b(a02 + b06)2
,

g2 =
[V1ρ

2 + V2ξ
2 + V3ζ

2 + V4ξζ + V5ξ + V6ζ + V7]

2b(a02 + b06)2
,

g3 =
[W1ρ

2 +W2ξ
2 +W3ζ

2 +W4ξζ +W5ξ +W6ζ +W7]

2b(a02 + b06)2
,
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où

U1 = (c00 + c05)(a02 + b06)2,

U2 = 2c012(a02 + b06)2 + 2c09(a03 + b07)2 − 2c010(a03 + b07)(a02 + b06),

U3 = 2c014(a02 + b06)2 + 2c09(a04 + b08)2 − 2c011(a04 + b08)(a02 + b06),

U4 = 2c013(a02 + b06)2 + 4c09(a03 + b07)(a04 + b08)− 2c011(a03 + b07)

(a02 + b06)− 2c010(a04 + b08)(a02 + b06),

U5 = 8a1c09(a03 + b07)− 2(a03 + b07)c1(a02 + b06)− 4a1c010(a02 + b06),

U6 = 8a1c09(a04 + b08)− 2(a04 + b08)c1(a02 + b06)− 4a1c011(a02 + b06),

U7 = 8a2
1c09 − 4a1c1(a02 + b06),

V1 = (B00 +B05)(a02 + b06),

V2 = 2B012(a02 + b06)2 + 2B09(a03 + b07)2 − 2B010(a03 + b07)(a02 + b06),

V3 = 2B014(a02 + b06)2 + 2B09(a04 + b08)2 − 2B011(a04 + b08)(a02 + b06),

V4 = 2B013(a02 + b06)2 + 4B09(a03 + b07)(a04 + b08)− 2B011(a03 + b07)

(a02 + b06)− 2B010(a04 + b08)(a02 + b06),

V5 = 8a1B09(a03 + b07) + 2(a03 + b07)B1(a02 + b06)− 4a1B010(a02 + b06),

V6 = 8a1B09(a04 + b08)− 4a1B011(a02 + b06),

V7 = 8a2
1B09,

W1 = (A00 + A05)(a02 + b06),

W2 = 2A012(a02 + b06)2 + 2A09(a03 + b07)2 − 2A010(a03 + b07)(a02 + b06),

W3 = 2A014(a02 + b06)2 + 2A09(a04 + b08)2 − 2A011(a04 + b08)(a02 + b06),

W4 = 2A013(a02 + b06)2 + 4A09(a03 + b07)(a04 + b08)− 2A011(a03 + b07)

(a02 + b06)− 2A010(a04 + b08)(a02 + b06),

W5 = 8a1A09(a03 + b07)− 4a1A010(a02 + b06),

W6 = 8a1A09(a04 + b08) + 2A1(a02 + b06)2 − 4a1A011(a02 + b06),

W7 = 8a2
1A09,

et

(a02 + b06) 6= 0.

Comme les coefficients du système g1 = 0, g2 = 0 et g3 = 0 sont indépendants, ils
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doivent être sélectionnés de manière à ce que le nombre de solutions réelles fournies

par le théorème de Bezout soit 8. Puisque ce système dépend de ρ2, nous pouvons ob-

tenir 4 vraies solutions où ρ > 0. En supposant que le déterminant de la matrice jaco-

bienne évaluée en ces 4 solutions est non nul, alors il y a 4 cycles limites qui bifurquent

à partir de l’origine quand ε → 0. Donnons maintenant un exemple du résultat (a) du

théorème 3.1 ayant 4 cycles limites qui bifurquant à partir d’une bifurcation zéro-Hopf.

Exemple 3.1 Considérons le système différentiel polynomial quadratique suivant :
dx

dt
= −3

2

√
10εx− y + x2 + xz + xw − y2 + ε(x2 + xu

−y2 + z2 + zu− zw + u2),

dy

dt
= x+

3

2

√
10εy + x2 + 5yu+ ε(2xy + zu),

dz

dt
= 6

√
10εz − 2y2 + z2 + 2zw − 3u2 + w2 + ε(2xy + zu),

du

dt
= ε2u+ x2 + y2 +

27

10

√
10zw + u2 +

27

2

√
10uw − εxz,

dw

dt
= −6

5

√
10εx+ x2 + y2 +

1

5
z2 + 2zu+

27

10

√
10zw + 5u2

+
27

2

√
10uw − 1

5
w2 + εy2.

(3.4)

Les valeurs propres du point singulier (0, 0, 0, 0, 0) du système (3.4) sont −3ε

2

√
10 ± i,

−6

5

√
10ε, 6

√
10ε et ε2.

Tout d’abord, faisons le changement de variables (x, y, z, u, w) = (εX, εY, εZ, εU, εW ). En-

suite, on passe aux coordonnées cylindriques (X, Y, Z, U,W ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ, ζ). Pre-

nons θ comme nouvelle variable indépendante et calculons les fonctions moyennées f1i(ρ, Z, U,W )

avec i = 1..4. Nous obtenons

f11(ρ, η, ξ, ζ) =
ρ

2
[3
√

10 + η + ζ + 5ξ] = 0,

f12(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2
[−2ρ2 + 2η2 − 6ξ2 + 4ηζ + 2ζ2 + 12

√
10η] = 0,

f13(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2
[2ρ2 + 27

√
10ξζ + 2ξ2 +

27

5

√
10ηζ] = 0,

f14(ρ, η, ξ, ζ) =
1

2
[2ρ2 + 4ηξ + 27

5

√
10ηζ + 2

5
η2 + 27

√
(10)ξζ + 10ξ2 − 2

5
ζ2 − 12

5

√
10ζ] = 0.

(3.5)

résolvons f11(ρ, η, ξ, ζ) = 0 par rapport à η, ceci donne

η = −3
√

10− ζ − 5ξ.
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On remplace η dans les autres fonctions moyennées, on obtient

g1 = −ρ2 + 22ξ2 − 6
√

10ζ − 90 = 0,

g2 = ρ2 − 27

10

√
10ζ2 + ξ2 − 81ζ = 0,

g3 = ρ2 − 27

10

√
10ζ2 − 81ξ + 18 = 0.

En résolvons ce dernier système par rapport aux variables ρ, ξ et ζ avec ρ > 0, on obtient

(ρ∗1, η
∗
1, ξ
∗
1 , ζ
∗
1 ) = (

1

3

√
3564 + 60.10

1
4 − 6

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225− 3

√
10,

+
1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90− 2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10− 15

√
2,

3
√

2,− 1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90− 2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10),

(ρ∗1, η
∗
1, ξ
∗
1 , ζ
∗
1 ) = (

1

3

√
3564 + 60.10

1
4 + 6

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225,−3

√
10

+
1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90 +

2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10− 15

√
2,

3
√

2,− 1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90 +

2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10),

(ρ∗1, η
∗
1, ξ
∗
1 , ζ
∗
1 ) = (

1

3

√
3564 + 60.10

1
4 − 6

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225,−3

√
10

+
1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90− 2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10− 15

√
2,

− 3
√

2,− 1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90− 2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10),

(ρ∗1, η
∗
1, ξ
∗
1 , ζ
∗
1 ) = (

1

3

√
3564 + 60.10

1
4 + 6

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225,−3

√
10

+
1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90 +

2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10− 15

√
2,

− 3
√

2,− 1

60
(
20

3
.10

1
4 + 90 +

2

3

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225)

√
10),

Le calcule de

Di = det(
∂(f21, f22, f23, f24

∂(ρ, η, ξ, ζ)
|ρ∗,η∗,ξ∗,ζ∗), i = 1, 2, 3, 4.
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on a

D1 = 44064
√

2.10
1
4 − 13776

√
20− 48

√
2.10

1
4

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225

− 7128

5

√
2

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225 + 43740

√
2− 240

√
2.10

3
4 + 24

√
2

√
10

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225),

D2 = 44064
√

2.10
1
4 − 13776

√
20 + 48

√
2.10

1
4

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225

+
7128

5

√
2

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225 + 43740

√
2− 240

√
2.10

3
4 − 24

√
2

√
10

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225),

D3 = −44064
√

2.10
1
4 + 13776

√
20 + 48

√
2.10

1
4

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225

+
7128

5

√
2

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225− 43740

√
2 + 240

√
2.10

3
4 − 24

√
2

√
10

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225),

D4 = −44064
√

2.10
1
4 + 13776

√
20− 48

√
2.10

1
4

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225

− 7128

5

√
2

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225− 43740

√
2 + 240

√
2.10

3
4 + 24

√
2

√
10

√
100
√

10 + 12420.10
1
4 + 18225).

puisque, Di 6= 0 il existe 4 solutions périodiques (ρi(θ, ε), ηi(θ, ε), ξi(θ, ε), ζi(θ, ε)) bifurquant

de l’origine quand ε = 0, tel que

(ρi(θ, ε), ηi(θ, ε), ξi(θ, ε), ζi(θ, ε)) = (ρ∗i (0, ε), η
∗
i (0, ε), ξ

∗
i (0, ε), ζ

∗
i (0, ε))

et qui sont isolées. Il existe donc 4 cycles limites.

Preuve de l’affirmation (b) du théorème (3.1)

Pour passer la moynnisation du second ordre, il faut rendre la fonction moyennée du

premier ordre identique à zéro. Alors nous devons prendre

a04 = −b08, a02 = −b06, a03 = −b07, a1 = 0,

c014 = c011 = c013 = c09 = c010 = c012 = c1 = 0, c00 = −c05,

A1 = A014 = A011 = A013 = A09 = A010 = A012 = 0, A00 = −A05,

B014 = B011 = B013 = B09 = B010 = B012 = B1 = 0, B00 = −B05.
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En substituant ces coefficients dans les fonctions F1i et F2i où i = 1..4,et en calculant les

secondes fonctions moyennées, on obtient :

f21 =
ρ

8b2
(I1ρ

2 + I2ηξ + I3ξζ + I4ηζ + I5η + I6ξ + I7ζ + I8ζ
2 + I9η

2 + I10ξ
2 + I11),

f22 =
1

2b2
(J1ζ

3 + J2ξ
3 + J3η

3 + J4ηξζ + J5ρ
2ξ + J6ρ

2ζ + J7ρ
2η + J8ζ

2η

+J9η
2ζ + J10η

2ξ + J11ξ
2ζ + J12ζ

2ξ + J13ξ
2η + J14ξζ + J15ηζ

+J16ηξ + 2c112bξ
2 + 2bc19η

2 + 2bc114ζ
2 + 2bc2η + b(c10 + c15)ρ2),

f23 =
−1

2b2
(K1ζ

3 +K2ξ
3 +K3η

3 +K4ηξζ +K5ρ
2ξ +K6ρ

2ζ +K7ρ
2η

+K8ζ
2η +K9η

2ζ +K10η
2ξ +K11ξ

2ζ +K12ζ
2ξ +K13ξ

2η

−b(B10 +B15)ρ2 − 2bB111ηζ − 2bB110ηξ − 2bB113ξζ − 2bB112ξ
2

−2bB19η
2 − 2bB2ξ − 2bB114ζ

2),

f24 =
−1

2b2
(M1ζ

3 +M2ξ
3 +M3η

3 +M4ηξζ +M5ρ
2ξ +M6ρ

2ζ +M7ρ
2η

+M8ζ
2η +M9η

2ζ +M10η
2ξ +M11ξ

2ζ +M12ζ
2ξ +M13ξ

2η

−b(A10 + A15)ρ2 − 2bA19η
2 − 2bA114ζ

2 − 2bA2ζ − 2bA112ξ
2

−2bA19η
2 − 2bA110ηξ − 2bA113ξζ − 2bA111ηζ),

où les coefficients Ii, Jj et Mj avec i = 1..15 et j = 0..13 sont grands et prennent un

grand espace.

Enésolvant la fonction f21 = 0 par rapport à ρ2, on a

ρ2 = −(I1ρ
2 + I2ηξ + I3ξζ + I4ηζ + I5η + I6ξ + I7ζ + I8ζ

2 + I9η
2 + I10ξ

2 + I11)

I1

.

En substituant cette dernière dans les fonctions f2i avec i = 2..4, on obtient

g1 = I11ζ
3 + I12ξ

3 + I13η
3 + I14η

2ξ + I15ξ
2ζ + I16ηξζ + I17ηξ + I18ξ

2

+ I19ξζ + I20ξζ
2 + I21ηξ

2 + I22ηζ
2 + I23ηζ + I24ζ

2 + I25ζ + I26η
2ζ

+ I27η
2 + I28η + I29ξ + I30,

g2 = J11ζ
3 + J12ξ

3 + J13η
3 + J14η

2ξ + J15ξ
2ζ + J16ηξζ + J17ηξ + J18ξ

2

+ J19ξζ + J20ξζ
2 + J21ηξ

2 + J22ηζ
2 + J23ηζ + J24ζ

2 + J25ζ + J26η
2ζ

+ J27η
2 + J28η + J29ξ + J30,

g3 = M11ζ
3 +M12ξ

3 +M13η
3 +M14η

2ξ +M15ξ
2ζ +M16ηξζ +M17ηξ +M18ξ

2

+M19ξζ +M20ξζ
2 +M21ηξ

2 +M22ηζ
2 +M23ηζ +M24ζ

2 +M25ζ +M26η
2ζ

+M27η
2 +M28η +M29ξ +M30,
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où Ii, Ji et Mi, avec i = 11..30, sont de grands coefficients dépendant des coefficients

du système (3.1). Puisque ces coefficients sont indépendants en appliquant le théorème

de Bezout, nous obtenons 27 solutions périodiques.

Nous donnons maintenant un exemple de système différentiel polynomial avec des

champs de vecteurs quadratiques qui ont 27 cycles limites.

Exemple 3.2

ẋ = −1

4
ε2x− y − 5

8
xy − 1

2
xw − yz − 1

2
yu+ yd+ z2 + uw

+ ε(xy − 1

4
xz − 1

8
xu) + ε2(x2 + xu− zu+ uw),

ẏ = x− 1

4
ε2y +

5

8
xy + xz − xw +

1

2
yu+ z2 − uw

+ ε(xy − 1

8
yu− 1

4
yw) + ε2(xu− 2zu+ uw),

ż = 2ε2z +
1

4
xz − 1

4
yz + ε(−xz +

3

2
z2) + ε2(−x2 − xu− 2zu), (3.6)

u̇ =
7

4
ε2u− x2 − 1

8
xu+

1

4
xw + y2 +

1

8
yu+

1

4
yw + ε(−xy +

1

4
u2 +

1

4
uw)

+ ε2(−2x2 + xu+ zu),

ẇ = 3ε2w + xy +
1

8
xu− 1

8
xw +

1

8
yu+

1

8
yw + ε(

1

4
zw − 1

4
uw

+
1

4
w2) + ε2(−yw + z).

En utilisant la théorie de la moyennisation du second ordre, nous obtenons les fonctions moyennes

du seconde ordre suivantes

f21(%, η, ξ, ζ) = −1

8
%(−%2 + 2 + ζ + ξ + η2 + ξ2 + η + 2ζ2)

f22(%, η, ξ, ζ) = −1

2
η(−3η + η2 − 4)

f23(%, η, ξ, ζ) =
1

4
ξ(ζ + η2 + 2ζ2 + ξ + 7− %2)

f24(%, η, ξ, ζ) =
1

4
ζ(−ξ + 12 + ζ + η + η2 + ξ2 − %2). (3.7)

Résolvons le système (3.7) par rapport aux variables %, η, ξ et ζ avec % > 0, obtenons les pro-
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chaines 27 solutions

(%∗1, η
∗
1, ξ
∗
1 , ζ
∗
1 ) = (

√
2, 0, 0, 0),

(%∗2, η
∗
2, ξ
∗
2 , ζ
∗
2 ) = (

√
12 +

√
5, 0, 0,

√
5),

(%∗3, η
∗
3, ξ
∗
3 , ζ
∗
3 ) = (

√
12−

√
5, 0, 0,−

√
5),

(%∗4, η
∗
4, ξ
∗
4 , ζ
∗
4 ) = (

√
7 +
√

5, 0,
√

5, 0),

(%∗5, η
∗
5, ξ
∗
5 , ζ
∗
5 ) = (

√
7−
√

5, 0,−
√

5, 0),

(%∗6, η
∗
6, ξ
∗
6 , ζ
∗
6 ) = (

√
2,−1, 0, 0),

(%∗7, η
∗
7, ξ
∗
7 , ζ
∗
7 ) = (

√
22, 4, 0, 0),

(%∗8, η
∗
8, ξ
∗
8 , ζ
∗
8 ) = (

√
24, 4, 1, 0),

(%∗9, η
∗
9, ξ
∗
9 , ζ
∗
9 ) = (

√
22, 4,−1, 0),

(%∗10, η
∗
10, ξ

∗
10, ζ

∗
10) = (

√
34, 4, 1, 2),

(%∗11, η
∗
11, ξ

∗
11, ζ

∗
11) = (

√
30, 4, 1,−2),

(%∗12, η
∗
12, ξ

∗
12, ζ

∗
12) = (

√
12 +

√
5,−1, 0,

√
5),

(%∗13, η
∗
13, ξ

∗
13, ζ

∗
13) = (

√
12−

√
5,−1, 0,−

√
5),

(%∗14, η
∗
14, ξ

∗
14, ζ

∗
14) = (

√
32 +

√
5, 4, 0,

√
5),

(%∗15, η
∗
15, ξ

∗
15, ζ

∗
15) = (

√
32−

√
5, 4, 0,−

√
5),

(%∗16, η
∗
16, ξ

∗
16, ζ

∗
16) = (

√
34 +

√
6, 4,−1,

√
6),

(%∗17, η
∗
17, ξ

∗
17, ζ

∗
17) = (

√
34−

√
6, 4,−1,−

√
6),

(%∗18, η
∗
18, ξ

∗
18, ζ

∗
18) = (

√
8 +
√

6,−1,
√

6, 0),

(%∗19, η
∗
19, ξ

∗
19, ζ

∗
19) = (

√
8−
√

6,−1,−
√

6, 0),

(%∗20, η
∗
20, ξ

∗
20, ζ

∗
20) =

(√
17−

√
5 +

√
5−
√

5, 0,
√

5,
√

5−
√

5

)
,

(%∗21, η
∗
21, ξ

∗
21, ζ

∗
21) =

(√
17−

√
5−

√
5−
√

5, 0,
√

5,−
√

5−
√

5

)
,

(%∗22, η
∗
22, ξ

∗
22, ζ

∗
22) =

(√
17 +

√
5 +

√
5 +
√

5, 0,−
√

5,
√

5 +
√

5

)
,

(%∗23, η
∗
23, ξ

∗
23, ζ

∗
23) =

(√
17 +

√
5−

√
5 +
√

5, 0,−
√

5,−
√

5 +
√

5

)
,

(%∗24, η
∗
24, ξ

∗
24, ζ

∗
224) =

(√
18−

√
6 +

√
5−
√

6,−1,
√

6,
√

5−
√

6

)
,

(%∗25, η
∗
25, ξ

∗
25, ζ

∗
25) =

(√
18−

√
6−

√
5−
√

6,−1,
√

6,−
√

5−
√

6

)
,

(%∗26, η
∗
26, ξ

∗
26, ζ

∗
26) =

(√
18 +

√
6 +

√
5 +
√

6,−1,−
√

6,
√

5 +
√

6

)
,
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(%∗27, η
∗
27, ξ

∗
27, ζ

∗
27) =

(√
18 +

√
6−

√
5 +
√

6,−1,−
√

6,−
√

5 +
√

6

)
.

Les déterminants

Di = det

(
∂(f21, f22, f23, f24)

∂(ρ, η, ξ, ζ)

∣∣∣∣
(ρ,η,ξ,ζ)=(ρ∗,η∗,ξ∗,ζ∗)

)
(3.8)

évalué respectivement en (ρ∗i , η
∗
i , ξ
∗
i , ζ
∗
i ) avec i = 1..27 sont égales :

25

8
, −75

2
± 25

8

√
5, −75

4
∓

5

4

√
5, −75

16
, −275

8
, 60,

165

2
, −170, −150,

225

4
∓ 75

16

√
5, 100∓ 25

8

√
5, −255± 15

2

√
6,

255

8
±

45

16

√
6, ±5

4

√
5

√
5−
√

5 +
225

2
− 55

2

√
5∓ 25

4

√
5−
√

5, ∓5

4

√
5

√
5 +
√

5 +
225

2
+

55

2

√
5∓

25

4

√
5 +
√

5, ∓15

8

√
6

√
5−
√

6− 180 +
345

8

√
6± 75

8

√
5−
√

6, ±15

8

√
6

√
5 +
√

6− 180−
345

8

√
6± 75

8

√
5 +
√

6, . Puisque tous ces déterminants sont différents de zéro, il y a 27 cycles

limites.
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CHAPITRE

4

BIFURCATION DE HOPF POUR UN

SYSTÈME DIFFÈRENTIEL

QUADRATIQUE EN DIMENSION 4

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie de moyennisation d’ordre trois à un

système différentiel polynomial quadratique dans R4 pour étudier la bifurcation de

Hopf qui se produit à l’origine pour ce type de système. On prouve qu’au plus 25

cycles limites peuvent bifurquer par bifurcation de Hopf d’un point d’équilibre ayant

des valeurs propres de la forme ±bi et (0, 0). De plus, on donnera un exemple d’un

système différentiel polynomial quadratique pour lequel exactement 9 cycles limites

bifurquent de l’origine par la méthode de moyennisation de second ordre. Cette étude

a fait l’objet d’un article publié dans le journal "Dynamical and Control Systems (2020) ".
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4.1 Nombre maximum de cycles limites obtenus par bi-

furcation de zero-Hopf pour un système différentiel

quadratique dans R4 par la théorie de moyennisation

d’ordre trois

MAXIMUM DE CYCLES LIMITES OBTENUS PAR BIFURCATION DE HOPF

On étudie dans ce chapitre la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs

dans R4. On s’intéresse à l’étude du nombre maximum de cycles limites obtenus par

une bifurcation de zero-Hopf autour de l’origine d’un système quadratique dans R4.

En général, la bifurcation de zero-Hopf est étudiée pour des points singuliers ayant

des valeurs propres de la forme α(ε) ± β(ε)i avec α(0) = 0 et α′(0) 6= 0. La bifurcation

de Hopf des cycles limites a été considérée par plusieurs auteurs, voir [34, 35, 37].

Dans notre travail, on considère des systèmes différentiels polynomiaux quadratiques

dans R4, dont la partie linéaire du point d’équilibre à l’origine (0, 0, 0, 0) a des valeurs

propres de la forme (a1ε + a2ε
2 + a3ε

3) ± i(b + b1ε + b2ε
2 + b3ε

3), c1ε + c2ε
2 + c3ε

3 et

d1ε+ d2ε
2 + d3ε

3, où ε est un petit paramètre.

Le système étudié est de la forme

ẋ = (a1ε+ a2ε
2 + a3ε

3)x− (b+ b1ε+ b2ε
2 + b3ε

3)y +
2∑
j=0

εjXj(x, y, z, w),

ẏ = (b+ b1ε+ b2ε
2 + b3ε

3)x+ (a1ε+ a2ε
2 + a3ε

3)y +
2∑
j=0

εjYj(x, y, z, w),

ż = (c1ε+ c2ε
2 + c3ε

3)z +
2∑
j=0

εjZj(x, y, z, w),

ẇ = (d1ε+ d2ε
2 + d3ε

3)w +
2∑
j=0

εjWj(x, y, z, w),

(4.1)

où
Xj(x, y, z, w) = aj0x

2 + aj1xy + aj2xz + aj3xw + aj4y
2

+ aj5yz + aj6yw + aj7z
2 + aj8zw + aj9w

2,

Yj(x, y, z, w), Zj(x, y, z, w) et Wj(x, y, z, w) ont la même expression que Xj(x, y, z, w) en

remplaçant aji respectivement par bji, cji et dji pour j = 0, 1, 2 et i = 0, 1, . . . , 9. Les co-
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efficients aij, bij, cij, dij, a1, a2, a3, b, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 sont des paramètres réels

avec b 6= 0.

L’objectif de cette partie, consiste á utiliser la théorie de moyennisation d’ordre trois,

pour étudier la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs dans R4. On obtient

un résultat sur le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent de l’origine du

système différentiel polynomial quadratique (4.1).

Notre résultat est le suivant

Théorème 4.1 En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois, on obtient 25

cycles limites bifurquant de l’origine du système (4.1) quand ε = 0.

Preuve

En posant (x, y, z, w) = (εX, εY, εZ, εW ) et en passant aux coordonnées cylindriques

(X, Y, Z,W ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, η, ξ), et de plus, en considérant θ comme une nouvelle

variable indépendante, le système (4.1) devient

dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, η, ξ) + ε2F21(θ, ρ, η, ξ) + ε3F31(θ, ρ, η, ξ) +O(ε4),

dη

dθ
= εF12(θ, ρ, η, ξ) + ε2F22(θ, ρ, η, ξ) + ε3F32(θ, ρ, η, ξ) +O(ε4),

dξ

dθ
= εF13(θ, ρ, η, ξ) + ε2F23(θ, ρ, η, ξ) + ε3F33(θ, ρ, η, ξ) +O(ε4),

(4.2)

où

x = (ρ, η, ξ),

t = θ,

F1(t, x) = (F11(θ, ρ, η, ξ), F12(θ, ρ, η, ξ), F13(θ, ρ, η, ξ)),

F2(t, x) = (F21(θ, ρ, η, ξ), F22(θ, ρ, η, ξ), F23(θ, ρ, η, ξ)),

F3(t, x) = (F31(θ, ρ, η, ξ), F32(θ, ρ, η, ξ), F33(θ, ρ, η, ξ)),

et T = 2π. Le système (4.2) obtenu est sous la forme standard relativement la théorie

de moyennisation.

Appliquons la théorie de moyennisation d’ordre un et commençons par calculer la

fonction moyennée suivante

f1i(ρ, ξ) =
1

2π

∫ 2π

0

F1i(θ, ρ, ξ)dθ,
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pour i = 1, 2, 3. On obtient
f11(ρ, η, ξ) =

1

b
(ρ(2a1 + (a03 + b06)ξ + (a02 + b05)η)) = 0,

f12(ρ, η, ξ) =
1

b
((c00 + c04)ρ2 + 2(c09ξ

2 + η(c1 + c08ξ + c07η))) = 0,

f13(ρ, η, ξ) =
1

b
((d00 + d04)ρ2 + 2(ξ(d1 + d09ξ) + d08ξη + d07η

2)) = 0.

(4.3)

Ce système a deux racines positives simples induisent, pour le système (4.3) deux

cycles limites qui bifurquant de l’origine.

Pour appliquer la théorie de moyennisation d’ordre deux, on annule (f11(ρ, η, ξ, ), f12(ρ, , η, ξ), f13(ρ, η, ξ, ))

et pour ceci on considère

a1 = d1 = c1 = 0, b06 = −a03, b05 = −a02, c09 = c08 = c07 = 0,

d04 = −d00, d09 = d08 = d07 = 0, c04 = −c00.

Ensuite, on calcule l’expression suivante
∂F11

∂ρ

∂F11

∂η

∂F11

∂ξ
∂F12

∂ρ

∂F12

∂η

∂F12

∂ξ
∂F13

∂ρ

∂F13

∂η

∂F13

∂ξ

 .


∫ s

0
F11(θ, ρ, η, ξ)dθ∫ s

0
F12(θ, ρ, η, ξ)dθ∫ s

0
F13(θ, ρ, η, ξ)dθ

+


F21(s, ρ, η, ξ)

F22(s, ρ, η, ξ)

F23(s, ρ, η, ξ)

 .

On intègre cette expression entre 0 et 2π et on la divise par 2π, on obtient le système

suivant

f21(ρ, η, ξ) =
ρ

8b2
(U0 + U1ρ

2 + U2ξ + U3ξ
2 + U4η + U5ξη + U6η

2),

f22(ρ, η, ξ) =
1

2b2
(V0ρ

2 + V1ρ
2ξ + V2ξ

2 + V3ξ
3 + V4η + V5ρ

2η

+ V6ξη + V7ξ
2η + V8η

2 + V9ξη
2 + V10η

3),

f23(ρ, η, ξ) =
1

2b2
(W0ρ

2 +W1ξ +W2ρ
2ξ +W3ξ

2 +W4ξ
3 +W5ρ

2η

+ W6ξη +W7ξ
2η +W8η

2 +W9ξη
2 +W10η

3),

(4.4)

où

U0 = 8a2b,

U1 = a00a01 +a01a04−2a00b00− b00b01 +2a04b04− b01b04 +a05c00 + b02c00−a02c01 +a06d00 +

b03d00 − a03d01,
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U2 = 4b(a13 + b16),

U3 = 4(a01a09 + 2a09b04 − 2a00b09 − b01b09 + b08c03 − a08c06 + 2b09d03 − 2a09d06),

U4 = 4b(a12 + b15),

U5 = 4(a01a08 + 2a08b04 − 2a00b08 − b01b08 + b08c02 + 2b07c03 − a08c05 − 2a07c06 + 2b09d02 +

b08d03 − 2a09d05 − a08d06),

U6 = 4(a01a07 + 2a07b04 − 2a00b07 − b01b07 + 2b07c02 − 2a07c05 + b08d02 − a08d05),

et

V0 = b(c10 + c14),

V1 = −(a06c00 + b03c00−a03c01 + b00c03 + b04c03− c03c05−a00c06−a04c06 + c02c06− c06d03 +

c03d06),

V2 = 2bc19,

V3 = −2(b09c03 − a09c06),

V4 = 2bc2,

V5 = −(a05c00 + b02c00 − a02c01 + b00c02 + b04c02 − a00c05 − a04c05 − c06d02 + c03d05),

V6 = bc18,

V7 = −2(b09c02 + b08c03 − a09c05 − a08c06),

V8 = 2bc17,

V9 = −2(b08c02 + b07c03 − a08c05 − a07c06),

V10 = −2(b07c02 − a07c05),

et
W0 = b(d10 + d14),

W1 = 2bd2,

W2 = −(a06d00 + b03d00 − a03d01 + c06d02 + b00d03 + b04d03 − c03d05 − a00d06 − a04d06),

W3 = 2bd19,

W4 = −2(b09d03 − a09d06),

W5 = −(a05d00 + b02d00 − a02d01 + b00d02 + b04d02 + c05d02 − a00d05 − a04d05 − c02d05 + d03d05 − d02d06),

W6 = 2bd18,

W7 = −2(b09d02 + b08d03 − a09d05 − a08d06),

W8 = 2bd17,

W9 = −2(b08d02 + b07d03 − a08d05 − a07d06),

W10 = −2(b07d02 − a07d05)η3.

Donc, à partir de la première équation du système (4.4) et en évitant les solutions avec
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ρ = 0, on isole ρ2 et on le substitue dans f2i(ρ, η, ξ) = 0 pour i = 2, 3. Ainsi on obtient

les deux équations suivantes g21 = C0 + C1η + C2ξ + C3η
2 + C4ηξ + C5ξ

2 + C6η
3 + C7η

2ξ + C8ηξ
2 + C9ξ

3,

g22 = D0 +D1η +D2ξ +D3η
2 +D4ηξ +D5ξ

2 +D6η
3 +D7η

2ξ +D8ηξ
2 +D9ξ

3,

où Ci et Di pour i = 0, · · · , 9 sont des constantes réels.

C0 =
−V0U0

U1

,

C1 =
−V0U4 − V5U0 + V4U1

U1

,

C2 =
−V0U2 − V1U0

U1

,

C3 =
−V0U6 − V5U4 + V8U1

U1

,

C4 =
V6U1 − V0U5 − V1U4 − V5U2

U1

,

C5 =
−V0U3 − V1U2 + V2U1

U1

,

C6 =
−V5U6 + V10U1

U1

,

C7 =
−V1U6 − V5U5 + V9U1

U1

,

C8 =
−V1U5 − V5U3 + V7U1

U1

,

C9 =
−V1U3 + V3U1

U1

,

et

D0 =
−W0U0

U1

,

D1 =
−W0U4 −W5U0

U1

,

D2 =
−W0U2 −W2U0 +W1U1

U1

,

D3 =
−W0U6 −W5U4 +W8U1

U1

,

D4 =
W6U1 −W0U5 −W2U4 −W5U2

U1

,

D5 =
−W0U3 −W2U2 +W3U1

U1

,

D6 =
−W5U6 +W10U1

U1

,

D7 =
−W2U6 −W5U5 +W9U1

U1

,

D8 =
−W2U5 −W5U3 +W7U1

U1

,

D9 =
−W2U3 +W4U1

U1

.
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Puisque tous les coefficients des deux équations g21(η, ξ) = 0 et g22(η, ξ) = 0 sont indé-

pendants, ils peuvent être choisis de manière arbitraire. D’après le théorème de Bezout,

le système g21(η, ξ) = 0, g22(η, ξ) = 0 a neuf racines réelles, et le système (4.4) a neuf

racines réelles avec ρ > 0.

Exemple 4.1 Considèrons le système différentiel polynomial quadratique dans R4

dx

dt
= −2ε2x− y − x2 + yz + 2xz − 2xw − yw +

1

2
zw

+ ε(z2 − xz + xw) + ε2(x2 − yz),

dy

dt
= −2ε2y + x− 2yz + xz + xw + 2yw + zw + ε(xy − yz + yw)

+ ε2(xz + yw),

dz

dt
= 12ε2z − 2x2 − 2y2 − 2xz − 4xw + ε(x2 − y2 + 8z2 − 2zw) + ε2z2,

dw

dt
= 24ε2w + 2x2 − 2y2 + 2xy − 2xz − 2xw + ε(−2w2 − 2zw)

+ ε2(x2 + xw).

(4.5)

Le système (5.11) a un seul point critique qui est l’origine (0, 0, 0, 0), et les valeurs propres en

ce point sont −2ε2 ± i , 12ε2 et 24ε2. En utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux

pour le système (5.11) et on aura


f21(ρ, η, ξ) = ρ(−2− η + ξ − η2 − 2ξ2 + ρ2 − ηξ) = 0,

f22(ρ, η, ξ) = 12η + 8η2 − 2ηξ + 4ξ2η + 2ξη2 − 2ρ2η = 0,

f23(ρ, η, ξ) = 24ξ − 2ξ2 − 2ηξ + 2ξ2η + 2ξη2 − 2ρ2ξ = 0.

(4.6)

Maintenant pour déterminer les cycles limites, on résout le système (4.6), et on obtient

P1 =
(√

2, 0, 0
)
, P2 =

(√
12−

√
5, 0,
√

5

)
, P3 =

(√
12 +

√
5, 0,−

√
5

)
,

P4 =
(√

22, 4, 0
)
, P5 =

(√
27, 4, 1

)
, P6 =

(√
14− 2

√
6,−1,

√
6

)
,

P7 =

(√
14 + 2

√
6,−1,−

√
6

)
, P8 =

(√
2,−1, 0

)
, P9 =

(√
21, 4,−1

)
.
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On vérifie que le déterminant

D(ρ̄, η̄, ξ̄) = det



−2− η̄ + ξ̄ − η̄2

−2ξ̄2 + 3ρ̄2 − η̄ξ̄ ρ̄(−1− 2η̄ − ξ̄) ρ̄(1− 4ξ̄ − η̄)

−4ρ̄η̄ 12 + 16η̄ − 2ξ̄ + 4ξ̄2 + 4ξ̄η̄ − 2ρ̄2 −2η̄ + 8ξ̄η̄ + 2η̄2

−4ρ̄ξ̄ −2ξ̄ + 2ξ̄2 + 4ξ̄η̄ 24− 4ξ̄ − 2η̄ + 4ξ̄η̄

+2η̄2 − 2ρ̄2


,

calculé en ces racines est non nul.

Ceci nous donne

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P1

= 640 6= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P23

= −7680± 640
√

5 6= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P4

= −7040 6= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P5

= 17280 6= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P67

= 13440± 1920
√

6 6= 0, det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P8

= −960 6= 0,

det

(
∂(f11, f12, f13)

∂(ρ, η, ξ)

)∣∣∣∣
P9

= 13440 6= 0.

Donc, le système (5.11) a exactement neuf cycles limites qui bifurquent de l’origine.

Le travail qui suit, et qui représente à notre contribution principale, a pour

d’étudier les cycles limites en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois.

Pour ce faire, on annule le système moyenné du second ordre (f21(ρ, η, ξ), f22(ρ, η, ξ), f23(ρ, η, ξ)),

et on pose

a2 = c2 = d2 = 0, a00 = a04 = a07 = a08 = a09 = 0, a05 = −b02, a13 = −b16,

b07 = b08 = b09 = 0, a06 = −b03, a06 = −b03, b00 = −b04, a12 = −b15,

c01 = c03 = c06 = 0, d01 = d02 = d05 = 0, c14 = −c10, d14 = −d10.

c17 = c18 = c19 = 0, d17 = d18 = d19 = 0.
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Pour appliquer la théorie de moyennisation d’ordre trois, on calcule d’abord les trois

quantités suivantes :

1

2


(
y11(s, ρ, η, ξ) y12(s, ρ, η, ξ) y13(s, ρ, η, ξ)

)
.


∂2F11

∂ρ2

∂2F11

∂ρ∂η

∂2F11

∂ρ∂ξ
∂2F11

∂η∂ρ

∂2F11

∂η2

∂2F11

∂η∂ξ
∂2F11

∂ξ∂ρ

∂2F11

∂ξ∂η

∂2F11

∂ξ2

 .


y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)


+

1

2


(
∂F11

∂ρ

∂F11

∂η

∂F11

∂ξ

)
.


y21(s, ρ, η, ξ)

y22(s, ρ, η, ξ)

y23(s, ρ, η, ξ)


+

(
∂F21

∂ρ

∂F21

∂η

∂F21

∂ξ

)
.


y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)



+ F31(s, ρ, η, ξ),

et

1

2


(
y11(s, ρ, η, ξ) y12(s, ρ, η, ξ) y13(s, ρ, η, ξ)

)
.


∂2F12

∂ρ2

∂2F12

∂ρ∂η

∂2F12

∂ρ∂ξ
∂2F12

∂η∂ρ

∂2F12

∂η2

∂2F12

∂η∂ξ
∂2F12

∂ξ∂ρ

∂2F12

∂ξ∂η

∂2F12

∂ξ2

 .


y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)


+

1

2


(
∂F12

∂ρ

∂F12

∂η

∂F12

∂ξ

)
.


y21(s, ρ, η, ξ)

y22(s, ρ, η, ξ)

y23(s, ρ, η, ξ)


+

(
∂F22

∂ρ

∂F22

∂η

∂F22

∂ξ

)
.


y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)



+ F32(s, ρ, η, ξ),
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et

1

2


(
y11(s, ρ, η, ξ) y12(s, ρ, η, ξ) y13(s, ρ, η, ξ)

)
.


∂2F13

∂ρ2

∂2F13

∂ρ∂η

∂2F13

∂ρ∂ξ
∂2F13

∂η∂ρ

∂2F13

∂η2

∂2F13

∂η∂ξ
∂2F13

∂ξ∂ρ

∂2F13

∂ξ∂η

∂2F13

∂ξ2

 .


y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)


+

1

2


(
∂F13

∂ρ

∂F13

∂η

∂F13

∂ξ

)
.


y21(s, ρ, η, ξ)

y22(s, ρ, η, ξ)

y23(s, ρ, η, ξ)


+

(
∂F23

∂ρ

∂F23

∂η

∂F23

∂ξ

)
.


y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)



+ F33(s, ρ, η, ξ),

où
y11(s, ρ, η, ξ)

y12(s, ρ, η, ξ)

y13(s, ρ, η, ξ)

 =


∫ s

0
F11(θ, ρ, η, ξ)dθ∫ s

0
F12(θ, ρ, η, ξ)dθ∫ s

0
F13(θ, ρ, η, ξ)dθ

 ,


y21(s, ρ, η, ξ)

y22(s, ρ, η, ξ)

y23(s, ρ, η, ξ)

 =


∫ s

0




∂F11

∂ρ
∂F11

∂η
∂F11

∂ξ

∂F12

∂ρ
∂F12

∂η
∂F12

∂ξ

∂F13

∂ρ
∂F13

∂η
∂F13

∂ξ

 ·

∫ t

0
F11(θ, ρ, η, ξ)dθ∫ t

0
F12(θ, ρ, η, ξ)dθ∫ t

0
F12(θ, ρ, η, ξ)dθ

+


F21(t, ρ, η, ξ)

F22(t, ρ, η, ξ)

F23(t, ρ, η, ξ)


 dt

 .

Ensuite, en intègrant ces trois quantités entre 0 et en 2π et divisant par 2π, on obtient

le système moyenné



f31(ρ, η, ξ) =
1

8b3
ρ(8a3b

2 + A1η + A2ξ + A3ξ
2 + A4η

2 + A5ηξ

+ A6ρ
2 + A7ρ

2η + A8ρ
2ξ),

f32(ρ, η, ξ) =
1

8b3
(8c3ηb

2 +B1ρ
2ξ +B2ρ

2η +B3η
2 +B4ξ

2 +B5η
4

+ B6ηξ +B7ρ
2ηξ +B8ρ

2 +B9η
3 +B10ρ

2η2 +B11ηξ
2 +B12η

2ξ),

f33(ρ, η, ξ) =
1

8b3
(8d3ξb

2 +K1ηξ +K2ρ
4 +K3ρ

2η +K4ρ
2ηξ +K5ρ

2ξ2

+ K6η
2ξ +K7ηξ

2 +K8ξ
2 +K9η

2 +K10ρ
2ξ +K11ξ

3 +K12ρ
2),

(4.7)
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où

A1 = 4(b25b
2 + a22b

2),

A2 = 4(b26b
2 + a23b

2),

A3 = −4b19b01b+ 4a19a01b+ 8d03b19b− 8d06a19b+ 8b04a19b,

A4 = −4b17b01b+ 4a17a01b+ 8c02b17b− 8c05a17b+ 8b04a17b,

A5 = −4a18c05b+ 4b18c02b+ 4d03b18b− 4d06a18b+ 8b04a18b+ 4a18a01b− 4b18b01b,

A6 = d00a16b+ d00b13b− a02c11b+ c00b12b+ a14a01b+ 2a14b04b+ 2b04a10b+ a10a01b

− b14b01b− b10b01b− a03d11b+ c00a15,

A7 = a02c
2
05 − a02c

2
02 + a02a

2
01 − a02b

2
01 + c05b01b02 + 2a02a01b04 + 2a02c02b01

− 2a02c05b04 − 2a02c05a01 − a01c02b02 − 2b02c02b04,

A8 = −a03d
2
03 + a03d

2
06 + a03a

2
01 − a03b

2
01 + d06b01b03 + 2a03a01b04 + 2a03d03b01

− 2a03d06b04 − 2a03d06a01 − a01d03b03 − 2b03d03b04,

et

B1 = −4b13c00b− 4a16c00b− 4c02c16b+ 4c13c05b+ 4a03c11b+ 4d03c16b− 4d06c13b,

B2 = −4b12c00b− 4a15c00b+ 4c05a10b− 4b14c02b− 4b10c02b+ 4a02c11b+ 4c05a14b,

B3 = 8c27b
2,

B4 = 8c29b
2,

B5 = −c00c
2
02 + c00c

2
05 + b01c00c02 − a01c00c05,

B6 = 8c28b
2,

B7 = 4d06b03c02 − 4a03b01c02 + 4a03c02d03 + 4a03a01c05 − 4a03d06c05 − 4b03c05d03,

B8 = 4c20b
2 + 4c24b

2,

B9 = 8a17c05b− 8b17c02b,

B10 = 4a02c
2
02 − 4a02c

2
05 − 4b01c02a02 + 4a01a02c05,

B11 = 8a19c05b− 8b19c02b,

B12 = 8a18c05b− 8b18c02b,
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et

K1 = 8d28b
2,

K2 = −d00d
2
03 + d00d

2
06 + b01d00d03 − a01d00d06,

K3 = −4b12d00b− 4a15d00b− 4d03d15b+ 4d12d06b+ 4a02d11b+ 4c02d15b− 4c05d12b,

K4 = −4d06b02c02 + 4a02d03c02 + 4a01a02d06 + 4b02d03c05 − 4a02d06c05 − 4b01a02d03,

K5 = 4a03d
2
03 − 4a03d

2
06 − 4b01d03a03 + 4a01a03d06,

K6 = 8a17d06b− 8b17d03b,

K7 = 8a18d06b− 8b18d03b,

K8 = 8d29b
2,

K9 = 8d27b
2,

K10 = −4b13d00b− 4a16d00b+ 4d06a10b− 4b14d03b− 4b10d03b+ 4a03d11b+ 4d06a14b,

K11 = 8a19d06b− 8b19d03b,

K12 = 4d20b
2 + 4d24b

2.

Pour trouver les cycles limites, on résout le système
f31(ρ, η, ξ) = 0,

f32(ρ, η, ξ) = 0,

f33(ρ, η, ξ) = 0.

(4.8)

En résolvant la première équation par rapport á ρ, en considèrant ρ > 0, on obtient les

deux solutions

ρ2 = −A4η
2 + A3ξ

2 + A1η + A2ξ + A5ηξ + 8a3b2

A6 + A8ξ + A7η
.

En remplaçant ρ2 dans f3i(ρ, η, ξ) = 0 pour i = 2, 3, on obtient le système suivant

g31 =
1

8(A6 + A7η + A8ξ)2b3
(I0 + I1ξη + I2η

2ξ + I3ηξ
2 + I4η

2 + I5η
4 + I6ξ

2 + I7ξ
4

+ I8η
3 + I9η

5 + I10η + I11ξ
3 + I12η

2ξ2 + I13η
3ξ + I14ηξ

3 + I15ξ + I16η
3ξ2

+ I17ηξ
4 + I18η

4ξ + I19η
2ξ3),

g32 =
1

8(A6 + A7η + A8ξ)2b3
(J0 + J1ξη + J2ηξ

2 + J3η
2ξ + J4η

3 + J5ξ
3 + J6η

2ξ2

+ J7η
2 + J8η

4 + J9ξ
4 + J10ξ

5 + J11η
4ξ + J12η

2ξ3 + J13η
3ξ2 + J14ηξ

4

+ J15ξ
2 + J16η + J17ξ + J18η

3ξ + J19ηξ
3),
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où

I0 = 64B5a
2
3b

4 − 8B8a3b
2A6,

I1 = 16c3b
2A6A8 − 8B1a3b

2A7 − 8B2a3b
2A8 + 16B5a3b

2A5 − 8B7a3b
2A6 +B6A

2
6

− B1A1A6 + 2B5A1A2 −B2A2A6 −B8A1A8 −B8A2A7 −B8A5A6,

I2 = 16c3b
2A7A8 − 8B7a3b

2A7 − 8B10a3b
2A8 +B12A

2
6 −B10A2A6 −B1A1A7

− B1A4A6 −B2A1A8 −B2A2A7 −B2A5A6 + 2B3A6A8 + 2B5A1A5 + 2B5A2A4

+ 2B6A6A7 −B7A1A6 −B8A4A8 −B8A5A7,

I3 = 8c3b
2A2

8 − 8B7a3b
2A8 +B11A

2
6 −B1A1A8 −B1A2A7 −B1A5A6 −B2A2A8

− B2A3A6 + 2B4A6A7 + 2B5A1A3 + 2B5A2A5 + 2B6A6A8 −B7A2A6 −B8A3A7

− B8A5A8,

I4 = B3A
2
6 +B5A

2
1 −B2A1A6 −B8A1A7 −B8A4A6 + 16c3b

2A6A7 − 8B2a3b
2A7

+ 16B5a3b
2A4 − 8B10a3b

2A6,

I5 = B3A
2
7 +B5A

2
4 −B2A4A7 + 2B9A6A7 −B10A1A7 −B10A4A6,

I6 = B4A
2
6 +B5A

2
2 −B1A2A6 −B8A2A8 −B8A3A6 − 8B1a3A8b

2 + 16B5a3b
2A3,

I7 = B4A
2
8 +B5A

2
3 −B1A3A8,

I8 = B9A
2
6 + 8c3b

2A2
7 −B2A1A7 −B2A4A6 + 2B3A6A7 + 2B5A1A4 −B8A4A7

− B10A1A6 − 8B10a3A7b
2,

I9 = B9A
2
7 −B10A4A7,

I10 = 8c3b
2A2

6 −B8A1A6 − 8B2a3A6b
2 + 16B5a3A1b

2 − 8B8a3A7b
2,

I11 = −B1A2A8 −B1A3A6 + 2B4A6A8 + 2B5A2A3 −B8A3A8,

I12 = B3A
2
8 +B4A

2
7 +B5A

2
5 −B1A4A8 −B1A5A7 −B2A3A7 −B2A5A8 + 2B5A3A4

+ 2B6A7A8 −B7A1A8 −B7A2A7 −B7A5A6 −B10A2A8 −B10A3A6 + 2B11A6A7

+ 2B12A6A8,

I13 = B6A
2
7 −B1A4A7 −B2A4A8 −B2A5A7 + 2B3A7A8 + 2B5A4A5 −B7A1A7

+ 2B9A6A8 −B7A4A6 −B10A1A8 −B10A2A7 −B10A5A6 + 2B12A6A7,

I14 = B6A
2
8 −B1A3A7 −B1A5A8 −B2A3A8 + 2B4A7A8 + 2B5A3A5 −B7A2A8

− B7A3A6 + 2B11A6A8,
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I15 = −B8A2A6 − 8B1a3A6b
2 + 16B5a3A2b

2 − 8B8a3A8b
2,

I16 = B9A
2
8 +B11A

2
7 −B7A4A8 −B7A5A7 −B10A3A7 −B10A5A8 + 2B12A7A8,

I17 = B11A
2
8 −B7A3A8,

I18 = B12A
2
7 −B7A4A7 −B10A4A8 −B10A5A7 + 2B9A7A8,

I19 = B12A
2
8 −B7A3A7 −B7A5A8 −B10A3A8 + 2B11A7A8,
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et

J0 = 64K2a
2
3b

4 − 8K12a3b
2A6,

J1 = 16d3b
2A6A7 − 8K3a3b

2A8 − 8K4a3b
2A6 + 16K2a3b

2A5 − 8K10a3b
2A7

+ K1A
2
6 −K3A2A6 + 2K2A1A2 −K10A1A6 −K12A1A8 −K12A2A7 −K12A5A6,

J2 = 16d3b
2A7A8 − 8K4a3b

2A8 − 8K5a3b
2A7 +K7A

2
6 −K3A2A8 −K3A3A6

− K4A2A6 −K5A1A6 −K10A1A8 −K10A2A7 + 2K1A6A8 + 2K2A1A3 + 2K2A2A5

+ 2K8A6A7 −K10A5A6 −K12A3A7 −K12A5A8,

J3 = 8d3b
2A2

7 − 8K4a3b
2A7 +K6A

2
6 −K3A1A8 −K3A2A7 −K3A5A6 −K4A1A6

− K10A1A7 + 2K1A6A7 + 2K2A1A5 + 2K2A2A4 + 2K9A6A8 −K10A4A6

− K12A4A8 −K12A5A7,

J4 = −K3A1A7 −K3A4A6 + 2K9A6A7 + 2K2A1A4 −K12A4A7,

J5 = K11A
2
6 + 8d3b

2A2
8 −K5A2A6 −K10A2A8 + 2K2A2A3 + 2K8A6A8 −K10A3A6

− K12A3A8 − 8K5a3A8b
2,

J6 = K2A
2
5 +K8A

2
7 +K9A

2
8 −K3A3A7 −K3A5A8 −K4A1A8 −K4A2A7 + 2K1A7A8

+ 2K2A3A4 −K4A5A6 −K5A1A7 −K5A4A6 −K10A4A8 −K10A5A7 + 2K6A6A8

+ 2K7A6A7,

J7 = K2A
2
1 +K9A

2
6 −K3A1A6 −K12A1A7 −K12A4A6 − 8K3a3A7b

2 + 16K2a3b
2A4,

J8 = K2A
2
4 +K9A

2
7 −K3A4A7,

J9 = K8A
2
8 +K2A

2
3 −K5A2A8 + 2K11A6A8 −K5A3A6 −K10A3A8,

J10 = K11A
2
8 −K5A3A8,

J11 = K6A
2
7 −K4A4A7,

J12 = K6A
2
8 +K11A

2
7 −K4A3A7 −K4A5A8 −K5A4A8 −K5A5A7 + 2K7A7A8,

J13 = K7A
2
7 −K4A4A8 −K4A5A7 −K5A4A7 + 2K6A7A8,

J14 = K7A
2
8 −K4A3A8 −K5A3A7 −K5A5A8 + 2K11A7A8,

J15 = K2A
2
2 +K8A

2
6 −K10A2A6 −K12A2A8 −K12A3A6 + 16d3b

2A6A8 − 8K5a3b
2A6

+ 16K2a3b
2A3 − 8K10a3b

2A8,

J16 = −K12A1A6 − 8K3a3A6b
2 + 16K2a3A1b

2 − 8K12a3A7b
2,

J17 = 8d3b
2A2

6 −K12A2A6 − 8K10a3A6b
2 + 16K2a3A2b

2 − 8K12a3A8b
2,

J18 = K1A
2
7 −K3A4A8 −K3A5A7 −K4A1A7 + 2K6A6A7 + 2K9A7A8 −K10A4A7

− K4A4A6 + 2K2A4A5,

J19 = K1A
2
8 −K3A3A8 −K4A2A8 −K4A3A6 + 2K2A3A5 + 2K7A6A8 −K5A1A8

+ 2K11A6A7 −K5A2A7 −K5A5A6 −K10A3A7 −K10A5A8 + 2K8A7A8.
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Comme tous les coefficients des deux équations g31(η, ξ) = 0 et g32(η, ξ) = 0 sont in-

dépendants, ils peuvent être choisis de manière arbitraire. Par le théorème de Bezout,

le système g31(η, ξ) = 0, g32(η, ξ) = 0 a 25 racines réelles, et donc le système (4.7) a au

plus 25 racines réelles avec ρ > 0.
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CHAPITRE

5

CYCLE LIMITE BIFURQUANT D’UN

POINT D’ÉQUILIBRE D’UN SYSTÈME

DE KOLMOGOROV DE DEGRÉE

ARBITRAIRE

Dans ce chapitre, nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes pour

l’existante de cycles limites pour des systèmes de Kolmogorov planaire de degré arbi-

traire de la forme :

ẋ = xf(x, y), ẏ = yg(x, y), (5.1)

oú f et g sont des polynômes de degré supérieur á 1.

Ceci en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux. Cette étude a fait l’objet

d’un article publié dans le journal "Chaos, Solitons and Fractals (2020) ".
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5.0.1 Introduction

La bifurcation de Hopf a été étudiée dans [22, 43] pour certaines classes particu-

lières des systèmes différentiels polynomiaux de Kolmogorov de dimension 3 et en

dimension 2, il partielle dans [3, 48]. L’objectif de cette étude est de caractériser la

bifurcation générique de Hopf des systèmes différentiels polynomiaux de Kolmogo-

rov en dimension deux. Plus précisément, nous fournissons des conditions suffisantes

pour l’existence d’une bifurcation de zerp-Hopf et les estimations de la taille de l’orbite

périodique qui bifurque pour contrôler le type de stabilité ou d’instabilité.

Un système différentiel polynomial

ẋ =
dx

dt
= P (x, y), ẏ =

dy

dt
= Q(x, y),

en R2 est de degré n si le maximum des degrés des polynômes P et Q est n. Un po-

lynôme de champ vecteur quadratique X = (P,Q) avec x un facteur de P et y un

facteur de Q est un système de Lotka-Volterra. Alors qu’un polynôme de champ vec-

teur n–degré X = (P,Q) avec x un facteur de P et y un facteur de Q est un système de

Kolmogorov.

Les systèmes Lotka–Volterra ont été initialement considéré, indépendamment par

Alfred J. Lotka en 1925 [44] et par Vito Volterra en 1926 [70], comme modèle pour

l’étude des interactions entre deux espèces. Plus tard, Kolmogorov [38] en 1936 a étendu

ces systèmes pour une dimension arbitraire et de dergré arbitraire. Ces types de sys-

tèmes sont maintenant appelés systèmes de Kolmogorov.

De nombreux phénomènes naturels peuvent être modélisés par les systèmes de Kol-

mogorov, comme l’évolution dans le temps des espèces en conflit en biologie [46], ré-

actions chimiques [29], hydrodynamique [14], économie [65], le couplage des ondes

dans le laser physique [39], l’évolution des électrons, des ions et des neutres espèces en

physique des plasmas [42], intégrabilité [2], etc.

Nous étudions ici les systèmes polynomiaux de Kolmogorov dans le plan, c’est-à-

dire les systèmes différentiels de la forme

ẋ = xf(x, y), ẏ = yg(x, y), (5.2)

où f et g sont des polynômes de degré supérieur à 1. En fait, nous nous intéressons
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à l’existence, dans le quadrant positif du plan de cycles limites des systèmes de Kol-

mogorov , et par conséquent entourant certains points d’équilibre (voir par exemple

Théorème 1.31 de [23]) qui se trouvent dans le quadrant positif. Rappelons qu’un cycle

limite d’un système de Kolmogorov est une solution périodique du système (5.2) isolée

dans l’ensemble de toutes les solutions périodiques de (5.2). En général, la détection de

l’existence de cycles limites est un problème difficile.

Un point d’équilibre de Hopf d’un système différentiel dans R2 est un point d’équi-

libre dont la partie linéaire a des valeurs propres imaginaires pures ±ωi avec ω 6= 0.

Ici, une bifurcation de Hopf signifie que certains cycles limites bifurquent d’un point

d’équilibre de Hopf lorsqu’un paramètre d’un système différentiel varie, mais dans

la littérature, une bifurcation de Hopf n’a pas toujours cette signification, voir par

exemple [1].

Notre objectif est de fournir les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence

d’un cycle limite bifurquant d’un point équilibre de Hopf d’un système "2–dimensional

polynomial Kolmogorov" de degré arbitraire, en utilisant la théorie de la moyenne du

second ordre. Nous prouvons également la stabilité du petit cycle limite qui naît dans

la bifurcation de Hopf, et donnons une estimation de la taille en fonction du paramètre

de la bifurcation.

Nous translatons un point d’équilibre (a, b) du quadrant positif au point (1, 1) en

effectuant le redimensionnement (x, y) → (x/a, y/b), et obtenons que tout système de

Kolmogorov dans le plan de degré 2, c’est-à-dire tout système de Lotka–Volterra peut

s’écrire

ẋ = x(a1(x− 1) + a2(y − 1)), ẏ = y(b1(x− 1) + b2(y − 1)). (5.3)

Il s’agit d’un système différentiel polynomial quadratique avec deux lignes droites

invariantes, nous savons que de tels systèmes différentiels(voir Bautin [68]) n’ont pas

de cycles limites, (on peut aussi consulter la référence([16]), section 5 pour la preuve

de Bautin).

Un système de Kolmogorov ayant un point d’équilibre dans le quadrant positif
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peut-être écrit comme

ẋ = x
(
a1(x− 1) + a2(y − 1) + a3(x− 1)2 + a4(x− 1)(y − 1) + a5(y − 1)2

)
,

ẏ = y
(
b1(x− 1) + b2(y − 1) + b3(x− 1)2 + b4(x− 1)(y − 1) + b5(y − 1)2

)
,

(5.4)

si son degré est 3, et il peutêtre écrit comme

ẋ = x
(
a1(x− 1) + a2(y − 1) + a3(x− 1)2 + a4(x− 1)(y − 1) + a5(y − 1)2+

a6(x− 1)3 + a7(x− 1)2(y − 1) + a8(x− 1)(y − 1)2 + a9(y − 1)3 + h.o.t.
)
,

ẏ = y
(
b1(x− 1) + b2(y − 1) + b3(x− 1)2 + b4(x− 1)(y − 1) + b5(y − 1)2+

b6(x− 1)3 + b7(x− 1)2(y − 1) + b8(x− 1)(y − 1)2 + b9(y − 1)3 + h.o.t.
)
,

(5.5)

si son degré est supérieur à 3, où h.o.t. désigne les termes d’ordre supérieur en x− 1 et

y− 1, c’est-à-dire des conditions d’ordre au moins quatre en les variables x− 1 et y− 1.

5.0.2 Résutats principaux

Proposition 5.1 Soit ω un nombre réel positif et b1 6= 0. Un système de Kolmogorov (5.4) ou

(5.5) a un point d’équilibre de Hopf en (1, 1) avec des valeurs propres ±ωi (ici i =
√
−1) si et

seulement si

a1 = −b2, a2 = −b
2
2 + ω2

b1

.

Le polynôme caractéristique de la partie linéaire du système Lotka-Volterra (5.4) au

point d’équilibre (1, 1). est

p(λ) = λ2 − (a1 + b2)λ+ a1b2 − a2b1.

En posant que p(λ) = λ2 + ω2 , on obtient le système

a1 + b2 = 0, a1b2 − a2b1 = ω2.

En résolvant ce système, nous obtenons la famille de points déquilibres zéro-Hopf dé-

crit dans la proposition 5.1. Ceci complète la preuve.

Nous définissons les quantités

A = −2a2
3b1b

3
2 − 2a2

3b1b2ω
2 + 3a3a4b

2
1b

2
2 + a3a4b

2
1ω

2 − 2a3a5b
3
1b2 + a3b

2
1b

3
2 + a3b

2
1b2ω

2 +

a3b1b
4
2 + a3b1b

3
2b4 + 3a3b1b

2
2ω

2 + a3b1b2b4ω
2 + 2a3b1ω

4 − 2a3b
4
2b3 − 4a3b

2
2b3ω

2 − 2a3b3ω
4 −
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a2
4b

3
1b2 + a4a5b

4
1 − a4b

3
1b

2
2 − a4b

3
1b2b5 − a4b

2
1b

3
2 − a4b

2
1b2ω

2 + a4b1b
3
2b3 + a4b1b2b3ω

2 + a5b
4
1b2 +

2a5b
4
1b5 + a5b

3
1b

2
2 − a5b

3
1b2b4 + b3

1b
2
2b5 + 2b3

1b2b
2
5 + 2b3

1b5ω
2 − b2

1b
3
2b4 + b2

1b
3
2b5 − 3b2

1b
2
2b4b5 −

b2
1b2b4ω

2 + b2
1b2b5ω

2− b2
1b4b5ω

2 + b1b
4
2b3− b1b

4
2b4 + 2b1b

3
2b3b5 + b1b

3
2b

2
4 + b1b

2
2b3ω

2− b1b
2
2b4ω

2 +

2b1b2b3b5ω
2 + b1b2b

2
4ω

2 + b5
2b3 − b4

2b3b4 + 2b3
2b3ω

2 − 2b2
2b3b4ω

2 + b2b3ω
4 − b3b4ω

4, et

C = A+ b1ω
2
(
3a6b

2
2 + 3a6ω

2 − 2a7b1b2 + a8b
2
1 + 3b2

1b9 − 2b1b2b8 + b2
2b7 + b7ω

2
)
.

Théorème 5.1 Considérons les systèmes de Kolmogorov (5.4) ou (5.5) avec

a1 = −b2 + ε2B, a2 = −b
2
2 + ω2

b1

, (5.6)

avec ω > 0, b1 6= 0 et ε un petit paramètre (le paramètre de bifurcation).

(a) Le système (5.4) a un cycle limite (x(t, ε), y(t, ε)) bifurquant d’un point d’équilibre de

Hopf (1, 1), quand ε = 0, si et seulement si b1AB < 0. Ce cycle limite est stable si B > 0

et instable si B < 0. De plus

(x(0, ε), y(0, ε)) =

(
1 +O(ε2), 1− ε b1ωr

∗

b2
2 + ω2

+O(ε2)

)
, (5.7)

où

r∗ = 2ω

√
−b1B(b2

2 + ω2)

A
.

Voir ce cycle limite bifurqué dans la figure 5.1.

FIGURE 5.1 – Cycle limite stable pour le système (5.4).

Pour le système (5.4) les valeurs des paramètres sont a3 = a4 = a5 = b1 = b2 = b3 =

b4 = b5 = ω = B = 1 et ε = 1/50.
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(b) Le système (5.5) a un cycle limite (x(t, ε), y(t, ε)) bifurquant d’un point d’équilibre de

Hopf (1, 1), quand ε = 0, si et seulement si b1CB < 0. Ce cycle limite est stable si B > 0

et instable si B < 0. De plus, l’égalité (5.7) est vérifié. Voir ce cycle limite bifurqué dans

la figure 5.2.

FIGURE 5.2 – Cycle limite instable pour le système (5.5).

Pour le système (5.5) les valeurs des paramètres sont B = −1, a6 = a7 = a8 = b7 = b8 =

b9 = 1 et a9 = a10 = a11 = a12 = a13 = a14 = b6 = b10 = b11 = b12 = b13 = b14 = 0.

Le théorème 5.1 est prouvé dans la preuve 5.0.2 en utilisant la théorie de moyennisa-

tion du second ordre. Un bref résumé de la théorie du moyennisation, necessaire pour

prouver le théorème 5.1 est donné dans la sous-section 2.1.2.

Notons que le Théorème 5.1 fournit des conditions suffisantes pour qu’un cycle li-

mite bifurque à partir d’un point d’équilibre de Hopf localisé dans le quadrant positif

d’un système de Kolmogorov planaire de degré arbitraire, et que (5.7) donne une es-

timation de la taille du petit cycle limite qui bifurque du point d’équilibre (1, 1) en

fonction du paramètre de bifurcation ε.

Nous prouverons qu’une orbite périodique bifurque du point d’équilibre zéro-Hopf

(1, 1) du système de Kolmogorov (5.4) pour les paramètres du système (5.4) indiqués

dans la proposition 5.1.

Perturbons le système (5.4) avec les paramètres donnons dans (5.6), et translons le

point d’équilibre (1, 1) á l’origine en effectuant le changement de variables x = X +
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1, y = Y + 1. Le système (5.4) devient

Ẋ =
1

b1

(1 +X) ((Bε2 − b2)b1X − (b2
2 + ω2)Y + a3b1X

2 + a4b1XY + a5b1Y
2) ,

Ẏ = (1 + Y ) (b1X + b2Y + b3X
2 + b4XY + b5Y

2) .
(5.8)

Afin de simplifier l’application de la théorie de la moyennisation, en calculant la bifur-

cation de Hopf, nous écrivons la partie linéaire de système (5.8) avec ε = 0 au point

d’équilibre (0, 0) dans sa forme normale jordanienne réelle, c’est-à-dire dans la forme 0 −ω

ω 0

 .

Ensuite, en faisant le changement de variables u

v

 =

 −b2

ω
−b

2
2 + ω2

b1ω

1 0


 X

Y

 ,

dont l’inverse est  X

Y

 =

 0 1

− b1ω

b2
2 + ω2

− b1b2

b2
2 + ω2


 u

v

 ,

Le système différentiel (5.8) avec les nouvelles variables (u, v) sécrit

u̇ = − 1

b1ω(b2
2 + ω2)2

(
(a5b

3
1b

3
2 − a4b

2
1b

4
2 + a3b1b

5
2 + b6

2b3 − b1b
5
2b4 + b2

1b
4
2b5)v2 + (a5b

3
1b

3
2

−a4b
2
1b

4
2 + a3b1b

5
2 − b1b

5
2b3 + b2

1b
4
2b4 − b3

1b
3
2b5)v3 + (2a5b

3
1b

2
2 − a4b

2
1b

3
2 + b2

1b
4
2 + b1b

5
2

−b1b
4
2b4 + 2b2

1b
3
2b5)uvω + (2a5b

3
1b

2
2 − a4b

2
1b

3
2 − b1b

4
2b3 + 2b2

1b
3
2b4 − 3b3

1b
2
2b5)uv2ω+

(a5b
3
1b2 + b2

1b
3
2 + b2

1b
2
2b5)u2ω2 + b1b

4
2vω

2 + (a5b
3
1b2 + b2

1b
2
2b4 − 3b3

1b2b5)u2vω2+

(−a4b
2
1b

2
2 + 2a3b1b

3
2 − b2

1b
3
2 + 3b4

2b3 − 2b1b
3
2b4 + b2

1b
2
2b5)v2ω2 + (−a4b

2
1b

2
2 + 2a3b1b

3
2

−2b1b
3
2b3 + b2

1b
2
2b4)v3ω2 − b3

1b5u
3ω3 + (−a4b

2
1b2 + 2b1b

3
2 − 2b1b

2
2b4 + 2b2

1b2b5)uvω3

+(2b2
1b2b4 − a4b

2
1b2 − 2b1b

2
2b3)uv2ω3 + (b2

1b2 + b2
1b5)u2ω4 + 2b1b

2
2vω

4 + b2
1b4u

2vω4

+(a3b1b2 − b2
1b2 + 3b2

2b3 − b1b2b4)v2ω4 + (a3b1b2 − b1b2b3)v3ω4 + (b1b2 − b2
1−

b1b4)uvω5 − b1b3uv
2ω5 + b1vω

6 + b3v
2ω6
)
− ε2 1

ω
Bb2v(1 + v),

v̇ =
(1 + v)

(b2
2 + ω2)2

(
(a5b

2
1b

2
2 − a4b1b

3
2 + a3b

4
2)v2 + b4

2uω + (2a5b
2
1b2 − a4b1b

2
2)uvω + ω2

a5b
2
1u

2 + (−a4b1b2 + 2a3b
2
2)v2ω2 + 2b2

2uω
3 − a4b1uvω

3 + a3v
2ω4 + uω5

)
+ε2Bv(1 + v).

(5.9)
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Effectuer le scaling des variables (u, v) = (εU, εV ). Le système (5.9) devient

U̇ = −V ω − ε 1

b1ω(b2
2 + ω2)2

(
(a5b

3
1b

3
2 − a4b

2
1b

4
2 + a3b1b

5
2 + b6

2b3 − b1b
5
2b4 + b2

1b
4
2b5)V 2

+(2a5b
3
1b

2
2 − a4b

2
1b

3
2 + b2

1b
4
2 + b1b

5
2 − b1b

4
2b4 + 2b2

1b
3
2b5)UV ω + (a5b

3
1b2 + b2

1b
3
2+

b2
1b

2
2b5)U2ω2 + (−a4b

2
1b

2
2 + 2a3b1b

3
2 − b2

1b
3
2 + 3b4

2b3 − 2b1b
3
2b4 + b2

1b
2
2b5)V 2ω2+

(−a4b
2
1b2 + 2b1b

3
2 − 2b1b

2
2b4 + 2b2

1b2b5)UV ω3 + (b2
1b2 + b2

1b5)U2ω4 + (a3b1b2−

b2
1b2 + 3b2

2b3 − b1b2b4)V 2ω4 + (−b2
1 + b1b2 − b1b4)UV ω5 + b3V

2ω6
)

+ ε2 1

ω(b2
2 + ω2)2(

−Bb5
2V + (−a5b

2
1b

3
2 + a4b1b

4
2 − a3b

5
2 + b5

2b3 − b1b
4
2b4 + b2

1b
3
2b5)V 3 − (2a5b

2
1b

2
2

−a4b1b
3
2 − b4

2b3 + 2b1b
3
2b4 − 3b2

1b
2
2b5)UV 2ω − 2Bb3

2V ω
2 − (a5b

2
1b2 + b1b

2
2b4−

3b2
1b2b5)U2V ω2 + (a4b1b

2
2 − 2a3b

3
2 + 2b3

2b3 − b1b
2
2b4)V 3ω2 + b2

1b5U
3ω3 + (a4b1b2

+2b2
2b3 − 2b1b2b4)UV 2ω3 −Bb2V ω

4 − b1b4U
2V ω4 + (b2b3 − a3b2)V 3ω4 + b3UV

2ω5
)

+O(ε3),

V̇ = Uω + ε
1

(b2
2 + ω2)2

(
(a5b

2
1b

2
2 − a4b1b

3
2 + a3b

4
2)V 2 + (2a5b

2
1b2 − a4b1b

2
2 + b4

2)UV ω

+a5b
2
1U

2ω2 + (−a4b1b2 + 2a3b
2
2)V 2ω2 + (−a4b1 + 2b2

2)UV ω3 + a3V
2ω4 + UV ω5

)
+ε2 1

(b2
2 + ω2)2

V
(
Bb4

2 + (a5b
2
1b

2
2 − a4b1b

3
2 + a3b

4
2)V 2 + (2a5b

2
1b2 − a4b1b

2
2)UV ω

+2Bb2
2ω

2 + a5b
2
1U

2ω2 + (−a4b1b2 + 2a3b
2
2)V 2ω2 − a4b1UV ω

3 +Bω4 + a3V
2ω4) +O(ε3).

(5.10)

Nous devons passer aux coordonnées polaires pour introduire l’angle θ que nous pren-

drons par la suite comme nouvelle variable indépendante afin que le système différen-

tiel (5.10) devienne périodique en θ et que nous puissions appliquer la théorie de la
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moyennisation, où (r, θ) sont définis par U = r cos θ et V = r sin θ, et nous obtenons

ṙ = −ε 1

b1ω(b2
2 + ω2)2

r2
(
b2

1ω
2(a5b1b2 + (b2 + b5)(b2

2 + ω2)) cos3 θ − b1ω(a5b
2
1(−2b2

2 + ω2)

+(b2
2 + ω2)(a4b1b2− (b2 − b4)(b2

2 + ω2) + b1(−b2
2 − 2b2b5 + ω2))) cos2 θ sin(θ) + (a5b

3
1b2

(b2
2 − 2ω2) + (b2

2 + ω2)(b4
2b3 − b1b

3
2b4 + b2

1b
2
2b5 − b2

1b2ω
2 − b1b

2
2ω

2 + 2b2
2b3ω

2 − b1b2b4ω
2

−b1ω
4 + b3ω

4 + a4b
2
1(−b2

2 + ω2) + a3b1b2(b2
2 + ω2))) cos θ sin θ2 − b1ω(a5b

2
1b

2
2+

(b2
2 + ω2)(−a4b1b2 + a3(b2

2 + ω2))) sin3 θ
)

+ ε2 1

ω(b2
2 + ω2)2

(
b2

1b5r
2ω3 cos(θ)4 − b1r

2

ω2(a5b1b2 + b4b
2
2 − 3b1b2b5 + b4ω

2) cos3 θ sin θ + r2ω(b4
2b3 − 2b1b

3
2b4 + 3b2

1b
2
2b5 + 2b2

2

b3ω
2 − 2b1b2b4ω

2 + b3ω
4 + a5b

2
1(−2b2

2 + ω2) + a4b1b2(b2
2 + ω2)) cos2 θ sin2 θ + ω sin2 θ

(B(b2
2 + ω2)2 + r2(a5b

2
1b

2
2 + (b2

2 + ω2)(−a4b1b2 + a3(b2
2 + ω2))) sin2 θ)− cos θ sin θ(Bb2

(b2
2 + ω2)2 + r2(a5b

2
1b2(b2

2 − 2ω2) + a4b1(−b4
2 + ω4) + b2(−b4

2b3 + b1b
3
2b4 + b1b2b4ω

2 − b3ω
4

+a3(b2
2 + ω2)2 − b2

2(b2
1b5 + 2b3ω

2))) sin2 θ)
)

+O(ε3),

θ̇ = ω + ε
1

b1ω(b2
2 + ω2)2

r
(
a5b

3
1ω

3 cos3 θ + b1ω
2(3a5b

2
1b2 − (a4b1 − b1b2 − b2

2 − b1b5 − ω2)(b2
2+

ω2)) cos2 θ sin θ + b1ω(3a5b
2
1b

2
2 + (b2

2 + ω2)(−2a4b1b2 + b1b
2
2 + b3

2 − b2
2b4 + 2b1b2b5 − b1ω

2

+b2ω
2 − b4ω

2 + a3(b2
2 + ω2))) cos θ sin2 θ + (a5b

3
1b

3
2 + (b2

2 + ω2)(−a4b
2
1b

2
2 + b4

2b3 − b1b
3
2b4

+b2
1b

2
2b5 − b2

1b2ω
2 + 2b2

2b3ω
2 − b1b2b4ω

2 + b3ω
4 + a3b1b2(b2

2 + ω2))) sin3 θ
)

+ ε2 1

2ω(b2
2 + ω2)2

sin θ
(
ω cos θ + b2 sin θ)((b2

2 + ω2)(2B(b2
2 + ω2) + r2(a5b

2
1 − a4b1b2 + a3b

2
2 − b2

2b3 + b1b2b4

−b2
1b5 + a3ω

2 − b3ω
2))− r2(a3b

4
2 − b4

2b3 + b1b
3
2b4 − b2

1b
2
2b5 + 2a3b

2
2ω

2 − 2b2
2b3ω

2 + b1b2b4ω
2+

b2
1b5ω

2 + a3ω
4 − b3ω

4 + a5b
2
1(b2

2 − ω2)− a4b1b2(b2
2 + ω2)) cos(2θ) + b1r

2ω(2a5b1b2 + b2
2b4−

2b1b2b5 + b4ω
2 − a4(b2

2 + ω2)) sin(2θ)
)

+O(ε3).

(5.11)

Considérons maintenant θ comme une nouvelle variable indépendante, ainsi le sys-

tème (5.11) devient sous la forme standard pour appliquer la théorie de la moyennei-
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sation

ṙ = −ε 1

b1ω2(b2
2 + ω2)2

r2
(
b2

1ω
2(a5b1b2 + (b2 + b5)(b2

2 + ω2)) cos3 θ − b1ω(a5b
2
1(−2b2
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2

−b1ω
4 + b3ω

4 + a4b
2
1(−b2

2 + ω2) + a3b1b2(b2
2 + ω2))) cos θ sin2 θ − b1ω(a5b

2
1b

2
2 + (b2

2+

ω2)(−a4b1b2 + a3(b2
2 + ω2))) sin3 θ

)
+ ε2

( 1

b2
1ω

4(b2
2 + ω2)4)

r3
(
b2

1ω
2(a5b1b2 + (b2 + b5)

(b2
2 + ω2)) cos3 θ − b1ω(a5b

2
1(−2b2

2 + ω2) + (b2
2 + ω2)(a4b1b2 − (b2 − b4)(b2

2 + ω2) + b1

(−b2
2 − 2b2b5 + ω2))) cos2 θ sin θ + (a5b

3
1b2(b2

2 − 2ω2) + (b2
2 + ω2)(b4

2b3 − b1b
3
2b4 + b2

1b
2
2b5

−b2
1b2ω

2 − b1b
2
2ω

2 + 2b2
2b3ω

2 − b1b2b4ω
2 − b1ω

4 + b3ω
4 + a4b

2
1(−b2

2 + ω2) + a3b1b2(b2
2+

ω2))) cos θ sin2 θ − b1ω(a5b
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2
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2
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2
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2 − b4ω
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3
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3
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2
1b

2
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2b3 − b1b
3
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1b
2
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1b2
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2b3ω
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)
+

1

ω2(b2
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r
(
b2

1b5r
2ω3

cos4 θ − b1r
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2b4 − 3b1b2b5 + b4ω
2) cos3 θ sin θ + r2ω(b4

2b3 − 2b1b
3
2b4+

3b2
1b

2
2b5 + 2b2

2b3ω
2 − 2b1b2b4ω

2 + b3ω
4 + a5b

2
1(−2b2

2 + ω2) + a4b1b2(b2
2 + ω2)) cos2 θ sin2 θ

+ω sin2 θ(B(b2
2 + ω2)2 + r2(a5b

2
1b

2
2 + (b2

2 + ω2)(−a4b1b2 + a3(b2
2 + ω2))) sin2 θ)− cos θ

sin θ(Bb2(b2
2 + ω2)2 + r2(a5b

2
1b2(b2

2 − 2ω2) + a4b1(−b4
2 + ω4) + b2(−b4

2b3 + b1b
3
2b4 + b1b2b4

ω2 − b3ω
4 + a3(b2

2 + ω2)2 − b2
2(b2

1b5 + 2b3ω
2))) sin2 θ)2

))
+O(ε3).

(5.12)

En appliquant la théorie de la moyennisation décrite dans la sous-section 2.1.2 pour le

système différentiel (5.12), en utilisant la notation de cette sous-section c-à-d 2.1.2 on

a t = θ, T = 2π, x = r. Il faut immédiatement vérifier que le système (5.12) satisfait à

toutes les hypothéses de la théorie de la moyennisation, et nous obtenons

f1(r) = 0,

f2(r) =
1

8b1ω3(b2
2 + ω2)

r(4b1Bω
2(b2

2 + ω2) + Ar2).

f2(r) = 0 a une unique solution positive

r∗ = 2ω

√
−b1B(b2

2 + ω2)

A
.

La dérivée de f2(r) en r∗ est égale Ar∗/(4b1ω
3(b2

2 + ω2). Par conséquent, on en déduit,

de la sous-section 2.1.2 que le cycle limite est stable si B > 0, et instable si B < 0.
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En revenant aux variables x, y,on obtient l’expression (5.7). Ceci compléte la preuve de

l’énoncé (a) du théorème.

En suivant, pour le système (5.5), les mêmes étapes que celles effectuées pour le

système (5.4),on obtient que les fonctions moyennées f1 et f2 égales

f1(r) = 0,

f2(r) =
1

8b1ω3(b2
2 + ω2)

r(4b1Bω
2(b2

2 + ω2) + Cr2).

L’équation f2(r) = 0 a une unique solution positive

r∗ = 2ω

√
−b1B(b2

2 + ω2)

C
,

et la dérivée de f2(r) en r∗ est égale Cr∗/(4b1ω
3(b2

2 + ω2), par consequent, les résultats

de (b) sont similaires ceux de (a).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

L’objectif de ces trois travaux que nous avons effectués dans cette thèse porte sur

l’étude de l’existence et du nombre maximum de cycles limites pour des systèmes dy-

namiques non linéaires.

La théorie de moyennisation était un outil très important, qui nous a permis de

trouver les résultats. Présent cette théorie a été utilisée beaucoup ces dernières années

pour l’étude des cycles limites des systèmes perturbés.

Dans le premier travail, on a étudié un système quadratique dans R5 en utilisant

la théorie de moyennisation d’ordre deux et on a montré un résultat sur le nombre

maximum de cycles limites de faible amplitude obtenu par une bifurcation de Hopf

autour de l’origine et on a trouvé qu’il y a au plus 27 cycles limites. De plus, on a aussi

donné un exemple de systèmes ayant 27 cycles limites, où la borne est atteinte.

Dans le second travail, on a étudié un système quadratique dans R4 et on a montré

un résultat sur le nombre maximum de cycles limites obtenu par une bifurcation de

Hopf autour de l’origine pour ce type de système. L’utilisation de la théorie de moyen-

nisation d’ordre trois, a permis de trouver qu’il y a au plus 25 cycles limites.

L’intérêt du troisième travail concerne l’étude des systèmes de Kolmogorov pour

lequel nous avons fourni les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’un
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cycle limite bifurquant d’un point équilibre de Hopf des systèmes de Kolmogorov po-

lynomiaux de degré arbitraire de dimension 2. Nous avons également fourni une esti-

mation du petit cycle limite bifurquant et nous avons caractérisé la stabilité de ce cycle

limite.

Nous entendons continuer nos recherche sur l’existence des cycles limites des sys-

tème de Lotka Volterra, en utilisant la théorie de la moyennisation d’ordre trois.

Nous notons que les calculs dans cette thèse ont été faits par le logiciel mathéma-

tique Maple.

81



BIBLIOGRAPHIE

[1] B. ALARCÓN AND R. RABANAL, Hopf bifurcation at infinity and dissipative vector

fields of the plane, Proc. Amer. Math. Soc. 145 (2017), 3033–3046.

[2] A. ALGABA, C. GARCÍA AND M. REYES, Analytical integrability problem for per-

turbations of cubic Kolmogorov systems, Chaos Solitons Fractals 113 (2018), 1–10.

[3] A. ALGABA, C. GARCÍA AND J. GINÉ, Nondegenerate centers and limit cycles of

cubic Kolmogorov systems, Nonlinear Dynam. 91 (2018), 487–496.

[4] ALAVEZ-RAMIREZ J, BLÉ G, LLIBRE J, LOPEZ-LOPEZ J, On the maximum number

of limit cycles of a class of generalized Liénard differential systems, Int J Bifurcation

Chaos, (2012), 22 : 1250063-14.

[5] ANDRONOV A.A, LEONTOVITCH E.A AND GORDON II. MAYER A.G, Etude

qualitative des systèmes dynamiques d’ordre deux, En Russe, Nouka Moxau, (1966).

[6] ANDRONOV A.A, WITT A, Sur la théorie mathématiques des auto oxillations,

C.R.Acad. Sct. Paris, (1930), 190 : 256-258.

[7] ANDRONOV A.A, WITT A.A AND KHAIKINS, Theory of oscillators, Pergamon

Press, (1966).

[8] N.N. BAUTIN, On periodic solutions of a system of differential equations (R), Prikl.

Math. meh. 18 (1954), 128.

82



Chapitre 5

[9] BLOWS TR, LLYOD NG], The number of small- amplitude limit cycles of Liénard

equation. MATH PROC CAMB PHIL SOC, (1984), 95 : 359-66.

[10] N.N. BOGOLIUBOV, On some statistical methods in mathematical physics, IZV. VO

AKAD. NAUK UKR. SSR, KIEV, (1945).

[11] N.N. BOGOLIUBOV, N. KRYLOV, The application of methods of nonlinear mechanics

in the theory of stationary oscillations, PUBL. 8 OF THE UKRAINIAN ACAD. SCI.

KIEV, (1934).

[12] BOGOLIUBOV N.N AND MITROPOLSKY YU. AN, Asymptotic methods in the

theory of nonlinear oscillations, GORDON AND BREACH, NEW YORK, (1961).

[13] BUICǎ A, LLIBRE J, Averaging methods for finding periodic orbits via Brouwer degree,

BULL SCI MATH, (2004), 128 : 7–22.

[14] F.H. BUSSE,Transition to turbulence via the statistical limit cycle route, IN H. HA-

KEN, EDITOR, CHAOS AND ORDER IN NATURE, BERLIN, HEIDELBERG, SPRIN-

GER BERLIN HEIDELBERG, (1981), PP 36–44.

[15] BUZZI C.A. LLIBRE J AND SILVA P.R.DA, 3-Dimentional Hopf bifurcation via ave-

raging theory, DISCRETE CONTIN. DYN. SYST, (2007), 17 : 529–540.

[16] W.A. COPPEL, A survey of quadratic systems, J. DIFFERENTIAL EQUATIONS 2

(1966), 293–304.

[17] CHENGZHI LI AND LLIBRE J, Uniqueness of limit cycles for Liénard differential equa-

tions of degree four, J DIFFER EQU (2012), 252 : 3142–62.

[18] CHRISTOPHER C.J AND LYNCH S, Small amplitude limit cycle bifurcation for Lié-

nard systems with quadratic or cubic damping and restoring forces, NONLINEARITY,

(1999), 12 : 1099–1112.

[19] LOBRY C, La théorie des bifurcations dynamiques, EPI MERE MONTPELLIER,

(2010).

[20] D. DJEDID ,J. LLIBRE AND A. MAKHLOUF, Periodic orbits bifurcating from a

Hopf equilibrium of 2–dimensional polynomial Kolmogorov systems of arbitrary de-

gree, CHAOS, SOLITONS AND FRACTALS, (2020).

83



Chapitre 5

[21] D. DJEDID, E. BENDIB AND A. MAKHLOUF, 4-dimensional zero-Hopf bifurcation

of quadratic polynomial differential system, via averaging theory of third order. DY-

NAMICAL AND CONTROL SYSTEMS, (2020).

[22] C. DU, Q. WANG AND W. HUANG, Three-dimensional Hopf bifurcation for a class

of cubic Kolmogorov model, INTERNAT. J. BIFUR. CHAOS APPL. SCI. ENGRG. 24

(2014), NO. 3, 1450036, 11 PP.

[23] F. DUMORTIER, J. LLIBRE AND J.C. ARTÉS, Qualitative theory of planar differential

systems,SPRING-VERLAG, BERLIN, (2006).

[24] DULAC H, Sur les cycles limites, BULL. SOC. MATH. FRANCE, (1923), 51 : 45–

188.

[25] DUMORTIER F, LI C, Quadratic Liénard equations with quadratic damping, J DIFFER

EQU, (1997), 139 : 41-59.

[26] DUMORTIER F, ROUSSEAU C, Cubic Liénard equations with linear damping. NON-

LINEARITY, (1990), 3 : 1015-39.

[27] ECALLE J, Introduction aux fonctions analysables et preuve constructive de la conjec-

ture de Dulac. PARIS,FRANCE HERMANN, (1992).

[28] A. FEDDAOUI, J. LLIBRE AND A. MAKHLOUF , A4-dimensional zero-Hopf bifur-

cation for polynomial differentials systems with cubic homogeneous nonlinearities via

averaging theory, (2019).

[29] R. HERING, Oscillations in Lotka–Volterra systems of chemical reactions, J. MATH.

CHEM. 5 (1990), 197–202.

[30] ILYASHENKO Y, Finiteness theorems for limit cycles. PROVIDENCE, RI : AMERI-

CAN MATH. SOCIETY, (1991).

[31] IRISSON J, L’analyse de bifurcations, ECOLE PRATIQUE DES HAUTES ETUDES,

UMR-CNRS 8046.

[32] GASULL A AND TORREGROSA J, Small-amplitude limit cycles in Liénard systems

via multiplicity, J DIFFER EQU (1998), 159 : 1015-39.

[33] GINÉ J, GRAU M AND LLIBRE J, Averaging theory at any order for computing per-

iodic orbits, PHYS, (2013), 250 : 58-65.

84



Chapitre 5

[34] GUCKENHEIMER J, On a codimension two bifurcation, LECTURE NOTES IN MATH,

(1980), 898 : 99-142.

[35] GUCKENHEIMER J, HOLMES P, Nonlinear oscillations, dynamical systems and bi-

furcations of vector fields, REVISED AND CORRECTED REPRINT OF THE 1983

ORIGINAL. APPLIED MATHEMATICAL SCIENCES, 42. NEW YORK : SPRINGER-

VERLAG, (1990).

[36] KRYLOV N. M ET BOGOLIUBOV N. N, Introduction à la mécanique nonlinéaire :

Les méthodes approchées et asymptotiques, VOL. 1-2 OF UKRAINSKA AKAD. NAUK

INST. MEC. PARIS : CHAIRE DE PHYS. MATH. ANNALES, (1937).

[37] KUZNETSOV YA, Elements of applied bifurcation theory, THIRD EDITION. APPLIED

MATHEMATICAL SCIENCES, 112. NEW YORK : SPRINGER-VERLAG, (2004).

[38] A. KOLMOGOROV, Sulla teoria di Volterra della lotta per lesistenza, GIORNALE

DELL ISTITUTO ITALIANO DEGLI ATTUARI 7 (1936), 74–80.

[39] W.E. LAMB,Theory of an optical maser, PHYS. REV. 134 (1964), 1429–1450.

[40] LIÉNARD A, Étude des oscillations entretenues, REVUE GÉN’ ÉLECTRO, (1928),

23 : 946-54.

[41] LINS A, DE MELO W, PUGH CC, On Liénard’s equation, LECTURE NOTES IN MA-

THEMATICS. BERLIN : SPRINGER, (1977), 597 : 335-57.

[42] G. LAVAL AND R. PELLAT, Plasma physics (Les Houches), PROC. SUMMER

SCHOOL OF THEORETICAL PHYSICS, 1975, PP 261.

[43] X. LIANG AND J. JIANG, The dynamical behaviour of type-K competitive Kolmogo-

rov systems and its application to three-dimensional type-K competitive Lotka-Volterra

systems, NONLINEARITY 16 (2003), NO. 3, 785–801.

[44] A.J. LOTKA, Elements of physical biology, SCIENCE PROGRESS IN THE TWEN-

TIETH CENTURY (1919-1933), 21(82) (1926), 341–343.

[45] J. LLIBRE AND X. ZHANG, Hopf bifurcation in higher dimensional differential sys-

tems via the averaging method differential system in Rd, PACIFIC J. MATH. 240

(2009), 321–341.

[46] R.M. MAY, Stability and complexity in model ecosystems, PRINCETON UNIVERSITY

PRESS PRINCETON, N.J, (1973).

85



Chapitre 5

[47] J.E. MARSDEN AND M. MCCRACKEN, The Hopf bifurcation and its applications,

Applied Mathematical Sciences, New York, Springer–Verlag, (1976).

[48] S. MURATORI AND S. RINALDI, Limit cycles and Hopf bifurcations in a Kolmogorov

type system, MIC—Modeling Identification Control 10 (1989), no. 2, 91–99.

[49] LLIBRE J, Periodic Solutions Via Averaging Theory, (2014).

[50] LLIBRE J, MAKHLOUF A, BADI S, 3-dimensional Hopf bifurcation via averaging

theory of second order, Discrete Contin Dynam Syst (2009), 25 : 1287-1295.

[51] LLIBRE J, NOVAES D.D AND TEIXEIRA M.A , Higher order averaging theory for

finding periodic solutions via Brouwer degree, IOP Pub Ltd, London Mathematical

Society, (2014), 27 : 563-583.

[52] LLIBRE J, MEREU AC, TEIXEIRA M A, Limit cycles of the generalized polynomial

Liénard differential equations, Math Proc Cambridge Philos Soc (2010), 148 : 363-383.

[53] LLIBRE J, VALLS C On the number of limit cycles of a class of polynomial differential

systems. Proc A : R Soc (2012), 468 : 2347-60.

[54] LLIBRE J, VALLS C, Limit cycles for a generalization of polynomial Liénard differential

systems, Chaos, Soltions Fractals (2013), 46 : 65-74.

[55] LLOYD N.G, Degree Theory, Cambridge University Press, (1978).

[56] LLOYD N.G. LYNCH S, Small-amplitude limit cycles of certain Liénard systems. Proc

R Soc Lond Ser A (1988), 418 : 199-208.

[57] LYNCH S, Limit cycles of generalized Liénard equation, Appl Math Lett (1995), 8 :

15-7.

[58] LYNCH S. AND CHRISTOPHER C, Limit cycles in highly non-linear differential equa-

tions. J. Sound Vib, (1999), 224 : 505-517.

[59] MARSDEN JE, MCCRACKEN M, The Hopf bifurcation and its applications, Applied

Mathematical Sciences, New York : Springer-Verlag, (1976).

[60] PERKO L, Differential Equations and Dynamical Systems, Texts in Applied Mathema-

tics 7, Springer-Verlag, New York, (2001).

[61] POINCARÉ H, Mémoire sur les courbes définies par une équation différen-

tielle,(première partie), Journal Mathématique, (1881).

86



Chapitre 5

[62] POINCARÉ H, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste. Vol I Paris, 1892.

[63] ROSEAU M, Vibrations non linéaires et théorie de la stabilité. (French) Springer Tracts

in Natural Philosophy, Springer- Verlag, Berlin-New York, (1966).

[64] RYCHKOV GS, The maximum number of limit cycle of the system ẋ = y − a1x
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