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Résumé

Dans la premiere partie, nous étudions un systéme quadratique dans R®, en utili-
sant la théorie de moyennisation du second ordre pour obtenir le nombre maximum

de cycles limites recherché par zero-Hopf bifurcation a I'origine.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous étudions le systeme quadratique mais
dans R* pour obtenir le nombre maximum de cycles limites qui se produit par bifurca-

tion de Hopf a 'origine, en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre trois.

Dans la troisiéme partie, nous étudions les cycles limites et leur stabilité des sys-

témes de Kolmogorov dans le plan, de la forme

i’:$f($,y>, y:yg(x,y), (1)

ou f et g sont des polynémes de degré supérieur a 1.

En utilisant la théorie de la moyennisation du second ordre, nous fournissons les
conditions nécessaires et suffisantes pour I’existence d"un cycle limite bifurquant d"un
point d’équilibre zero-Hopf bifurcation des systemes polynomiaux de Kolmogorov de

degré arbitraire de dimension 2.

Mots-clés : Bifurcation de Hopf, Cycle limite, Systeme différentiel de Kolmogorov,

Théorie de moyennisation.



Abstract

In this thesis, we first study another differential system but this time in R® using the
averaging theory of second order to get the maximum number of limit cycles which

bifurcate by a Hopf bifurcation from the origin.

Secondly, we study the quadratic differential system in R* to get the maximum num-
ber of limit cycles wich bifurcate by a Hopf bifurcation from the origin via averaging

theory of the third order.

Thirdly, we study the limit cycles and their stability of Kolmogorov systems in the

plan, of the forme :

where f and g are polynomials of degree large then 1.
By using the averaging theory of second order, we prove the necessary and sufficient
conditions for the existence of the limit cycle bifurcating from a hopf equilibrium of

2—dimensional polynomial Kolmogorov systems of arbitrary degree.

Key-words : Averaging theory, Hopf bifurcation, Limit cycle, Polynomial Kolmogo-

rov system.
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INTRODUCTION GENERALE

La théorie des systemes dynamiques joue un role essentiel en mathématique. Gé-
néralement, un systéme dynamique est représenté par des équations différentielles.
Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions et leurs
dérivées. L'ordre d"une équation différentielle correspond au degré maximal de la dif-
térentiation auquel 1'une des fonctions a été soumise. Les équations différentielles sont
importantes pour la modélisation des systémes physiques, mécaniques, chimiques,
biologiques ou économiques. Cette notion est apparue chez les mathématiciens a la

fin du 17™e siecle.

Un des principaux problémes de la théorie des équations différentielles dynamiques
est ’étude des orbites périodiques, leurs existences, leurs nombres et leurs stabilités.
Un cycle limite d'une équation différentielle est une orbite périodique isolée dans 1’en-
semble de toutes les orbites périodiques de 1’équation différentielle. Les cycles limites
ont été introduits en 1881 par H.Poincaré dans son mémoire "Sur les courbes définies
par une équation différentielle". Poincaré s’est intéressé a ’étude qualitative des solu-

tions des équations différentielles.

Un des plus importants théoremes de la dynamique non linéaire est le théoreme de
Poincaré Bendixon qui confirme que dans une région compacte et bornée du plan, une

trajectoire d’un systeme planaire converge vers un cycle limite ou un point critique.

A la fin de 1920, Liénard, Andronov et Van der pol ont déterminé qu’une trajectoire

fermée d’une oscillation dans un circuit de tube vide était un cycle limite. De plus,
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le statisticien Lotka et le mathématicien italien Volterra élaborerent un modéle qui
décrit des systémes cohabitant un prédateur et sa proie. Ce modeéle est constitué d'une

équation différentielle qui traduit 1’évaluation des populations de chaque espéce.

Le mathématicien D. Hilbert présenta le probleme numéro 16. Ce probleme est de
savoir la position et le nombre maximal des cycles limites d"un systeme différentiel de

degré n, on note par H(n) ce nombre maximal.

En 1923 Dulac proposa une démonstration montrant que H(n) de cycles limites est

fini dans tous les cas, sauf dans un point d’accumulation a infinité.

En 1985 Ilyashenko a décelé une erreur dans le travail de Dulac. Quelques années
plus tard la résolution de ce probléme de Dulac ne vint que lorsque Ilyashenko en 1991

puis Ecalle en 1992 montrérent d"une fagon indépendante les affirmations de Dulac.

Le centenaire d’apres, V.I.Arnold a invité plusieurs mathématiciens pour choisir
une liste des problemes importants. En 1997 a 1’occasion du soixantieme anniversaire
d’Arnold, Steve Smale a proposé 18 problemes mathématiques parmi eux le 16°™°

probléme qui correspond au 13*™ probleme de Hilbert.

Les chercheurs considerent une classe spéciale d’équations différentielles : le sys-

téme de Liénard

: —y— F(a),
& =y—F(x) @

ou F(z) et G(x) sont deux polynomes de degré m et n respectivement, et H(m,n) le

nombre maximal des cycles limites qui peuvent exister simultanément pour le systeme

(2)

e En 1928 l'ingénieur Liénard a établi un théoreme d’existence et d"unicité d"une so-
lution périodique pour le systeme (2). Liénard montra que si G(z) = z et si F(z)
est une fonction continue et impaire, qui a une unique racine positive en z = a et
qui est strictement croissante pour x > a, alors le systeme (2) possede un unique

cycle limite.

e En 1975, Rychkov [64] a montré que si le polynome F(z) = a,x + asz’ + a5z’ et si de

3
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plus G(z) = z, alors le systeme (2) a au plus deux cycles limites.

e En 1977, Lins, De Melo et Pugh [41] ont montré, que si m = 3 et n = 1, alors il existe
unique cycle limite, sous certaines conditions. De plus ils ont conjecturé que si
G(z) = z, alors il y a au plus E (1) cycles limites (E(x) est la partie entiere du
réel ). Mais cette conjecture est fausse pour n > 6.

e En 1981, Zhang [74] a étudié le résultat de Rychkov (1975) a des fonctions non poly-
ndmiales :
-si G(x) = xz, et F(z) est continue;
- si la dérivée de F'(x), noté f(x), est continue et paire et a deux racines positives
ai, ay telle que a; < ag avec F(ay) > 0, et Fi(az) <0;
- si f(z) est strictement croissante pour = > as.

Alors le systéme (2) a au plus deux cycles limites.

En 1983, Xianwu [72] a montré la conjecture pour le cas m = 4 etn = 1.

En 1990, Dumortier et Rousseau [26] ont prouvé que H(3,1) = 1.

En 1997, Duman et Li [25] ont prouvé que H(2,2) = 1.

En 2001, Perko ont démontré que si F(z) = X" a;2° pour ¢ suffisamment petit le

systeme (2) peut avoir au plus n cycles limites.

En 2002, Wang et Jing [71] ont prouvé que H(3,2) = 3.

En 2012, Li. Chengzhi et J. Llibre [17] ont prouvé que H(1,3) = 1.

Il'y abeaucoup de chercheurs qui essaient de trouver des valeurs minimales de H (m, n)
en ne considérant que des cycles limites de petite amplitude qui seraient crées par
bifurcation de Hopf autour d’un point d’équilibre. Ils ont trouvé ce nombre maximum
de cycles limites locaux noté H(m,n) de cycles limites locaux appelés cycles limites de

faible amplitude.

Le terme de bifurcation a été introduit en 1892 par Poincaré [62] pour décrire les
changements qualitatifs des points d’equilibres d"une équation obtenue selon une faible
variation d’un paramétre. Ensuite, elle a été étudiée par Andronov et Witt [6] et leurs
collegues a partir de 1930.

Dans cette theése, on s’intéresse a un type de bifurcation locale qui est la bifurcation de
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Hopf. Cette derniere est valable pour des systemes d’ordre supérieur ou égal a deux.
Avec cette considération, effectivement plusieurs chercheurs ont obtenu de nombreux
résultats. Citons ceux correspondant au systéme de Liénard généralisé
Y ®)
y=—9(x) = f(z)y,
ou f et g sont deux polyndmes de degré n et m respectivement.
Blows, Lloyd [9] en 1984 et Lynch [56,57] (1988, 1995) ont montré que

- Si g est impair alors H(m,n) = [2].

- Si f est pair alors H(m,n) = n, quelque soit g.

- Si f est impair alors H(m, 2n + 1) = [@} +n.

-Si g(z) = x + ge(x) ot g, est pair, alors H(2m,2) = m.

e En 1998, Gasull et Torregrosa [32] ont amélioré certains résultats et ont obtenu une
borne supérieure pour H(7,6), H(6,7), H(7,7) et H(4,20).

e En 1999, Christopher et Lynch [18] 58] ont montré que

oﬁ(m,Q):[%].

.ﬁ(z,n):[@].

o H(m,3)=2 [(ngw} , pour tout 1 < m < 50, avec m € N.
o H(3,n)=2 {L:Q)] , pour tout 1 < n < 50, avecn € N.

o H(4,k)=H (k,4),pour k =6,7,89et H (5,6) = H (6,5).
e En 2006, Yu et Han [73] ont prouvé que H(m,n) = H(n, m) pour n = 4,
m =10,11,12,13; n =5,m =6,7,8,9;n = 6, m = 5,6, (voir aussi Llibre [52] pour
un tableau avec toutes les valeurs spécifiques).
Cependant, certains chercheurs furent intéressés au nombre maximum de cycles
limites noté H(m,n) appelé "Medium limit cycles".
En 2009, J. Llibre, A.C.Meureu et M.A.Teixeira. [52] ont réussi a obtenir des bornes

inférieures pour le nombre de cycles limites pour m,n > 1 du systeme suivant :
r =Y,

go=—x—> i@y +gix),

k>1

(4)
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et selon ces estimations, ils ont trouvé que Hy(m,n) < H(m,n) pour k = 1,2, 3 pour
des valeurs dans lesquelles H (m,n) sont connus, ot Hj(m, n)est une borne inférieure

de H(m,n) (c-a4-d le nombres maximum de cycles limites).

La théorie de moyennisation est I'une des plus importantes théories perturbatives
utilisée actuellement dans I'étude des cycles limites des systemes dynamiques. C’est
une théorie classique qui donne des conditions pour lesquelles les points singuliers du
systéme moyenné fournissent des cycles limites pour des systémes différentiels ayant
un centre. Elle s’applique aux systemes de la forme & = ¢ f(¢, z), ol ¢ est suffisamment

petit et f(t, z) est T-périodique en la premiere variable.

Les contributions théoriques essentielles de la théorie de moyennisation ont été éta-
blies en 1930 par Krylov et Bogoliubov [11]]. En 1937, cette théorie a permis de trouver
le premier ordre de la solution d’équations différentielles non linéaires, telles qu’un os-
cillateur linéaire perturbé par une force extérieure. Ensuite, elle est reformulée en 1945
par Bogoliubov [10], et par Bogoliubov et Mitropolsky en 1961 [12]. En 1966, Roseau
[63] donna une démonstration basée sur le lemme de Gronwall. Une étape importante
a été franchie ensuite par Krylov et Bogoliubov qui ont traité le cas quasi-périodique.

Pour plus de précision voir le livre de Sanders, Verhulst [66].

Buica et Llibre [13], en 2004, se sont intéressés aussi au probleme de la recherche
des solutions périodiques pour des systémes différentiels perturbés. Ils ont réussi a in-
troduire une nouvelle approche pour ce probléme. En effet, pour montrer ce résultat,
ils ont remplacé le theoreme des fonctions implicites par la theorie du degré de Brou-
wer en utilisant des méthodes topologiques pour résoudre des équations d’opérateurs
équivalant a ce probléme, sachant que ces équations d’opérateurs peuvent avoir une
dimension finie ou infinie. De plus, ils ont donné pour la premiere fois un résultat sur

la moyennisation d’ordre trois pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2013, Giné, Grau et Llibre [33], dans un travail récent ont introduit la moyenni-

sation d’ordre arbitraire k£ pour des équations différentielles d’ordre un.

En 2014, Llibre, Novaes et Teixeira [51], ont presenté un résultat général qui est

la théorie de moyennisation pour la recherche des solutions périodiques d’ordre arbi-
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traire k& pour des équations différentielles continues de dimension ..

Dans ce travail, on s’intéresse a 1'étude des cycles limites pour trois types des sys-

temes différentiels non linéaires, dit en anglais, comme suit :

i) 5-dimensional Zero-Hopf bifurcation of quadratic homogeneous nonlinea-

rities via averaging theory.
ii) 4-dimensional zero-Hopf bifurcation via averaging theory.

iii) Periodic orbits bifurcating from a Hopf equilibrium of 2-dimensional poly-

nomial Kolmogorov systems of arbitrary degree.

On a étudié le nombre maximum de cycles limites pour le premier type ainsi que le

nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour le deuxiéme type.

On a fourni les conditions nécessaires et suffisantes pour I’existence d’un cycle limite
Yy

pour le troisieme type.

Enfin, on a utilisé la théorie de moyennisation. Cette théorie permet de prouver

I'existence des solutions périodiques pour les systemes périodiques.

Cette thése est scindée en cinq chapitres :

Dans le premier chapitre, quelques notions de base pour l'étude qualitative des sys-
temes dynamiques et des équations différentielles ordinaire sont présentées. On rap-
pellera ainsi des définitions comme celles : le systéeme dynamique, flot, les points cri-
tiques et leurs natures, la linéarisation des systéemes différentiels non linéaire au voi-
sinage des points d’équilibre, d'un portrait de phase, d'une orbite périodique, d'un
cycle limite ainsi que des théorémes fondamentaux sur 1’existence et la non-existence
des cycles limites. On fera aussi un rappel succinct sur la bifurcation de Hopf.

Dans le second chapitre, on présentera une introduction sur la théorie de moyennisa-
tion du premier, second et troisieme ordre. Cette théorie a permis ces derniéres années
de faire un pas trés important dans 1'étude des cycles limites.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions I’existence de cycles limites issue d"une bi-
furcation zero-Hof d"un point équilibre nul pour un systéme différentiel polynomial
dans R® avec des non-linéarités homogenes quadratiques en utilisant la théorie de la

moyennisation du premier et du second ordre. Nous traitons ce systéme pour montrer
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qu’il a quatre cycles limites a 1’aide de la théorie de moyennisation d’ordre un, et 27
cycles pour le second ordre. De plus nous donnons un exemple pour lequel ce nombre
est atteint. cet travail est soumis pour publication sous l'intitulé" 5-dimensional Zero-
Hopf bifurcation of quadratic homogeneous nonlinearities via averaging theory".

Dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la bifurcation de Hopf qui se
produit a l'origine d’un systéme quadratique dans R*. Dans cette étude, on montre
'existence de deux cycles limites, de neuf cycles limites et de 25 cycles limites si on uti-
lise respectivement la théorie de moyennisation d’ordre un, deux et trois. De plus nous
donnons un exemple pour lequel ce nombre est atteint dans le cas du second ordre.
Cette étude a fait 1’objet d"une publication intitulée :"4-dimensional zero-Hopf bifurcation
of quadratic polynomial differential system, via averaging theory of third order". au journal
"Dynamical and control systems(2020)".

Dans le dernier chapitre, nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence des cycles limites pour les systemes de Kolmogorov dans le plan de degré
arbitraire, en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre. Cette étude a fait
l’objet d"une publication intitulée :" Periodic orbits bifurcating from a Hopf equilibrium of
2—dimensional polynomial Kolmogorov systems of arbitrary degree". au journal "Chaos, Soli-

tons and Fractals (2020)"



CHAPITRE

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Systéemes dynamiques

Définition 1.1 Un systeme dynamique sur R" est une application
U:R xR" — R" telle que

1) U(.,x): R — R" est continue.

2) U(t,.) : R — R" est continue.

3) U(0,z) = =x.

4) U(t+s,xz)=U(t,U(s,x)), Vt,s € R, Vo € R"
Exemple 1.1 Soit le systeme linéaire

T = Az,
x(0) = xo,

ot x € R",t € Ret A est une matrice constante.

(1.1)
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Soit x(t) = ez une solution du systeme (1.1). Il est simple de vérifier que cette solution

A

engendre un systeme dynamique U (t, ) = 'z sur R™.

Définition 1.2 Un systéeme dynamique U sur R™ est linéaire si :
U(t,az + By) = a U(t,z) + 5 Ult,y),

pour tout x,y € R", t € Ret o, € R.

1.2 Notion du flot

On représente la notion du flot pour deux types de systemes d’équations différen-

tielles.

Définition 1.3 L'ensemble des applications e : R — R est appelé le flot du systeme (2?).

Définition 1.4 Si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles non nulles alors le flot
etd 1 R" — R" est dit hyperbolique et dans ce cas le systeme (2?) est dit systeme linéaire

hyperbolique.

1.2.1 Systémes d’équations différentielles non linéaires
Soit le systéme non linéaire
T = f(z), v €R"

On note par /() l'intervalle maximum d’existence de la solution ®(¢, z() du probleme

a valeur initiale

T = f(iL'), r € R, (12)

z(0) = .

Définition 1.5 Soit E un sous ensemble ouvert dans R™ et f € C*(FE), et soit pour zy € E
la solution ®(t,xq) du probleme définie sur I(x). Alors pour t € I(x), I'ensemble des
applications ®, définit par

Oy (xg) = D(t, zp),

est appelé le flot du systeme différentiel (1.2).

10
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1.3 Théorie des systemes différentiels non linéaires au-
tonomes

Dans cette section, on considere le systeme non linéaire autonome
= f(z), zeR" (1.3)

1.3.1 Point critique et linéarisation

Définition 1.6 (Point critique). On appelle point critique (ou point d'équilibre et aussi un

point singulier) du systéme (1.3), tout point x, € R™ vérifiant :
Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

Définition 1.7 Un point critique v = a du systeme (L.3)) est appelé attracteur positif s'il existe

un voisinage V, de a tel que si :

z(tg) € Vo = lim z(t) =a.

t— 400

Si cette implication est satisfaite quand t — —oo, alors x = a est appelé attracteur négatif.

Définition 1.8 (Linéarisation). Considérons le systeme non linéaire (1.3).
Le systeme

i = Az, (1.4)

0fi
aZEj

est appelé le systeme linéarisé de (1.3) en x.

A= Df(xo) = 57=(0), 1<4,5<n,

Exemple 1.2 Soit le systeme

b o=a?—y?+4,
(1.5)

y =y
alors les points critiques sont (2,0) et (—2,0) .

Les matrices jacobiennes associée a (1.5)

11
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1) Au point (2,0)
4 0
01

Df(2,0) =

le systeme linéarisé est donné par : Au point (2,0)

T =4z,
y=1y
2) Au point (—2,0)
4
Df(0,-2) =
0 1
le systeme linéarisé est donné par :
T = —4z,
y=y,

On a utilisé la linéarisation pour étudier la nature des points critiques.

Définition 1.9 On appelle point critique hyperbolique de (1.3), tout point critique x tel que

aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne D f(x,) n’a de partie réelle nulle.

1.3.2 Classification et nature des points critiques

Définition 1.10 On considere le systéme :
&= f(x), v €R",

et soit xy son point critique.

e Le point critique x est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = D f(xq) a au moins une
valeur propre avec une partie réelle positive, ou au moins une valeur propre avec une

partie réelle négative.

o Le point x est dit puits ("sink”) si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(x) ont

des parties réelles négatives.

o Le point x est dit source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(x) ont des

parties réelles positives.

12
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Exemple 1.3 Soit le systeme non linéaire autonome

T = -3z —y?
(1.6)
g =3z —y.

Le systeme (1.6) a un seul point d’équilibre qui est l'origine (0, 0), et le systeme linéarisé en ce

point est
)y [ =3 0 x
i) o - y
Ce systeme a deux valeurs propres réelles négatives \y = —3 et Ay = —1. Alors le point

d’équilibre (0, 0) est un neeud stable.

Pour un systéme plan a coefficients constants
&= Az, x € R

ot A est une matrice carré constante, I’origine (0, 0) est le seul point critique. Considé-
rons \; et A\, les valeurs propres de la matrice A. On distingue les différents cas selon

les valeurs propres \; et A :

(1) Si A, A2 # 0 sont réelles et de signes différents, I’origine est une selle et est toujours

instable.

(2) Si \; et Ay sont réelles de méme signe, alors on a trois cas :

— Si A\ < Ay <0, lorigine est un noeud stable.
— Si Ay > Ay > 0, Vorigine est un noeud instable.
— Si Ay = Ay = A, 'origine est un noeud propre; il est stable si A < 0
et instable si A > 0.
(3) Si Ay et Ay sont complexes conjuguées, alors 1’origine est un foyer. Il est stable si
Re(A12) < 0 etinstable si Re(A12) > 0.

(4) Si \; et \; sont imaginaires pures, alors ’origine est un centre, il est stable mais pas

asymptotiquement stable.

13
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1.3.3 Plan et portrait de phase
Définition 1.11 Soit le systeme planaire
&= P(z,y),

Y= Q(x,y),

oit P et () sont des polyndmes en x et y a coefficients réels de degré d.

(1.7)

Les solutions (x(t),y(t)) du systeme représentent dans le plan (x,y) des courbes appe-
lées orbites .
Les points critiques de ce systeme sont des solutions constantes et la figure complete des orbites
de ce systeme ainsi que ses points critiques représentée dans le plan (x,y) s’appelle portrait de

phase, et le plan (x,y) est appelé plan de phase.

1.3.4 Orbites périodiques et cycles limites
Soit le systéeme différentiel
i = f(z), v €R" (1.8)

Définition 1.12 (Orbite périodique). Une orbite périodique est une trajectoire fermée ¢(t, x)

du systeme vérifiant
ot +T,x) = ¢(t, ).

Le plus petit T > 0 qui vérifie cette égalité est appelé période.
Proposition 1.1 Toute solution périodique entoure au moins un point d’'équilibre.

Définition 1.13 (Cycle limite). Pour un systéme plan, un cycle limite est une orbite pério-

dique fermée isolée dans I'ensemble des orbites périodiques.

Définition 1.14 (Amplitude). L'amplitude d'un cycle limite est la valeur maximale de la

norme de la variable x du cycle limite.

Théoreme 1.1 (Stabilité des cycles limites). La courbe C étant la trajectoire correspon-
dante au cycle limite, et soit toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C' s’en-

roulant en spirales autour de C' pour t — +oo.

14
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1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont refoulées de C.
Exemple 1.4 Soit le systeme

i = =3z —y+3z(x? +y?),
( ) (1.9)

y =z —3y+3ylz?+y?).

En coordonnées polaires x = rcos(t) et y = rsin(t) avec r > 0, le systeme (1.9) devient
ainsi :
7= —=3r(l —1r?),

6=1,

r=0=—=r=0our==l1.

Comme r > 0, on n’accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la solution
périodique (x(t),y(t)) = (cos(t + 6y), sin(t + b)), avec 6(0) = 6.

Dans le plan de phase, il y a un seul cycle limite instable d’équation 2> + y* = 1 et d’amplitude

r=1.
ERLNENYRAST I B BT
e et e Bl [T 0l i
LESAMRAN NN I I 3,2
RANGANAR KA AT Vi B A
RN SN AANY L Y g T
L ACRANEAR R Kt N o S e A
et Y b et s
hhhhhh =4 it j_-/.g‘\ T o
rrrrr e T R T P
e e L e e
gl S L L R o RS
B o
R AT/ AR TR W T N T
et A0 L BB R RN s
gty gy @ A B il TS S
S g AL BRSNS NN
F L d LEE HEYEYRAARSES
AETALFA L F 8N R N %%

FIGURE 1.1 — Cycle limite du systéme (1.9).
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Proposition 1.2 (Cycle limite hyperbolique). Supposons que le systeme a une orbite

périodique (x(t),y(t)) de période T'. Soit 'exposant caractéristique donné par

5= [ G0+ S, o (1.10)

Si S > 0 (respectivement S < 0), alors l'orbite périodique (x(t),y(t)) est un cycle limite
instable (respectivement stable). L'orbite périodique (x(t),y(t)) est dite un cycle limite hyper-
bolique si S # 0.

Exemple 1.5 Soit le systeme

= —y+2(l—2? — ),
(1.11)

=+ 3y(l — 2% —1y?).

En coordonnées polaires, x = rcos(t), y = rsin(t) avec r > 0, le systeme (1.11)) devient :
=2r(1 —r?),
0=1,

d’ou

7r=0=r=0our==1

pourr =1lona

v(t) = (cos(t),sin(t)).

alors

Donc, le ststeme a un cycle limite hyperbolique ~(t) = (cos(t), sin(t)) qui est stable.
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FIGURE 1.2 — Cycle limite du systeme (1.11)) .

1.3.5 Existence et unicité de la solution

Soit D un ouvertde R" ,tp <t <ty +71, z € Det f(t,z) e R™

Définition 1.15 On dit que la fonction f(t,x) est Lipschitzienne par rapport a x si3 K > 0

telle que :
| f(t,z1) — f(t, z2)|| < K ||z — 22|, V(E, 21), (¢, 22) € [to — a,to+a] x D.
La constante K est appelée constante de Lipschitz.
Théoreme 1.2 On considére le probléme a valeur initiale :
T = f(t,x),z(ty) = xo,

o xe€DCR" ty <t <ty+T,etonsuppose que
1. f(t,x) est continue par rapport a t et x sur G = [to,to + 1] x D;
2. f(t,x) satisfait la condition de Lipschitz en x.

Alors le probleme d valeur initiale admet une solution unique.
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1.3.6 Existence et non-existence des cycles limites

Soit X un champ de vecteurs de classe C*, sur U un ouvert de R”, donné par l'ap-

plication X : U — R" de classe C*
X:ix= (21, - ,x,) —> (fi(x), -, fulx)). (1.12)
On lui associe le systeme différentiel
= fi(xr,--- ,xy),i=1,---n, (1.13)

ot les fonctions = = (z1, ..., x,) — fi(x) (appelées composantes du champ de vecteurs

X) sont des fonctions de classe C* sur ’ouvert U.

Définition 1.16 L’orbite v du champ de vecteurs X passant par le point x est la courbe dif-
férentiable formée des points x(t) de U donnés par la solution ®(xo,t) du systéme avec
la donnée initiale x,. Cette courbe est orientée selon le sens de variation de t. On distingue
éventuellement I'orbite positive vy (xg) = {P(xo,t),t > 0} et U'orbite négative v_(xy) =

{®(z0,t),t < 0} passant par le point x(0) = x.

Théoréme 1.3 [60](Poincaré-Bendixson). Soit le systeme plan suivant

T = f(may)>

y=g(z,y).

(1.14)

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C'' sur E, ol E est un sous ensemble ouvert de
R?, le systeme (1.14)) a une orbite  telle que I'orbite positive v, (p) = {®(p,t),t > 0} passant
par le point p est contenue dans un sous ensemble compact F' de E. Alors on est dans I'un des

trois cas suivants :
e Soit v, (p) tend vers un point d’équilibre.
e Soit v, (p) tend vers une orbite périodique.

e Soit v, (p) est une orbite périodique.

Si F' contient de points critiques, alors il existe une orbite périodique du systeme

(1.14).
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Théoreme 1.4 [60] (Critere de Bendixson). Soient le systeme plan
&= f(z,y),
v =9g(zy),

et F = (f,g)" € C(F) oil E est une région simplement connexe dans R?. Si la divergence du
champ de vecteur F' (notée divF') est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans

E, alors ce systéme n’a aucune orbite fermée entierement contenue dans E.

Exemple 1.6 Considérons le systeme suivant
i = 2xy — 2y,
= a? —y? — 2P,

Soit F' = (2xy — 2y*, 2% — > — 2%y®)". On calcule la divergence du champ de vecteur F, on

obtient

0 0
divF = 9 (ny . 2y4) + a—y (x2 — % - x2y3)
=2y — 2y — 32%y* = —32%y* < 0.

D’oi, d’aprés le critere de Bendixson ce systéme n’a aucun cycle limite dans R
Théoréme 1.5 (Critére de Dulac). Soit F' = (f,9)" € CY(E) ou E est une région sim-

plement connexe dans R?. S'il existe une fonction B € C'(E) telle que div(BF) est non

identiqguement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le systéme
&= f(z,y),
y=g(zy),

n’admet aucune orbite fermée entiérement contenue dans E.

preuve : (voirn[60])

Soit le systéme suivant

T =y,

y = —azx — by + az® + By’
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On doit vérifier la non-existence de cycle limite pour ce dernier systéme.
Soit B(z,y) = be 2 et F = (y, —ax — by + ax® + By?)", calculant la divergence de BF,

on obtient le résultat suivant

div (BF) = 2 (b7 ™5%9) + 2 be ™5 (—an — by + aa” + 57)

= _2@b6—2,3xy _ bQB_ZBx + 25b6—2,8xy _ _626_2595 < 0.

Dong, il n’existe pas de cycle limite pour ce systeme.

1.4 Bifurcation de Hopf

Les systemes d’équations différentielles qui dépendent de parametres peuvent avoir
un changement du comportement qualitatif de ces derniers a cause du choix de para-
metres et aussi des différents comportements asymptotiques en fonction des valeurs
de leurs parametres; par exemple, ils peuvent tendre vers un cycle limite. Dong, il y
a des valeurs pour lesquelles on observe que le comportement du systéme passe d'un
état qualitatif a un autre. Ainsi, ce changement d’état qualitatif est une "bifurcation" et

a valeur du parametre associe est appelée "valeur de bifurcation”.
la valeur d t t 1ée "valeur de b tion"

Il existe deux types de bifurcations : les bifurcations locales et les bifurcations glo-
bales dues aux collisions. Alors, les bifurcations "locales" paraissent a partir d"une col-
lision de deux objets. Ces bifurcations peuvent étre identifiées lors d"une linéarisation
du systeme au voisinage de la solution. De plus, dans ce cas le critere de détection uti-
lisé s’intéresse aux valeurs propres du jacobien. Par contre, les bifurcations "globales"
correspondent a la collision de deux variétés. Elles sont appelées globales car les linéa-
risations locales au voisinage de la solution ne seront d’aucune aide. Notons que ces

bifurcations, ne sont pas abordées dans cette thése.

Dans cet travail, on s’intéresse a une bifurcation locale appele la bifurcation de Hopf.
Cette bifurcation qui cause I’apparition d"un cycle limite avec une amplitude infinitési-
male, mais une période finie, n’existe que pour des systemes d’ordre supérieur ou égal

a deux.
Définition 1.17 Soit le systeme d’équations différentielles suivant :
= f(x,n), f:R"xR—R"
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On dira qu’il y a une bifurcation en p*, si une valeur i arbitrairement "proche” de p*, il existe

une dynamique qualitativement différente de celle en p*.
Considrant I'exemple du systéme linéaire suivant

T1 = pry + T,
i‘g = —x1 + UL

Ce systeme donne un point d’équilibre stable pour i < 0, une famille de cercles pour
p = 0 et un point d’équilibre instable pour p > 0. On dit que le parameétre 1 = 0 dans
cet exemple est une valeur de bifurcation. ;1 est la partie réelle de deux valeurs propres
complexes conjuguées A\, = p £ ¢ de la matrice définissant le systeme précédent.
Quand ce parameétre change de signe le systeme change de stabilité et passe de stable

a instable.

La théorie de la bifurcation de Hopf s’intéresse a des systéemes différentiels de la

forme suivante

= f(z,p), x€R" peR, (1.15)
ol 4 est un parametre réel.

Théoréme 1.6 (Théoréme de Poincaré-Andronov-Hopf dans R?)
Soit le systeme planaire

&= f(r,y,p), 116)

=9y, p),
ol est un parametre réel.
Supposons que (x,y) = (7o, yo) est un point d’équilibre qui dépend de p1. Soit X (1) , X (p) =
a(w) £15(w) les valeurs propres du systeme linéarisé de (1.16) au voisinage de ce point d’équi-

libre. Supposons que pour j = ¥, les conditions suivantes sont satisfaites

1. a(p*) =0,8(u*) =w #0, oit sgn(w) = sgn [(69/633) |N:u* (o, yo)] (condition de non

hyperbolicité ).

, 9alp)
o p=p~

= d # 0 (condition de transversalité).

1

1
a = E (fxxx + fxyy + ga:xy + gyyy) + E(fxy (fzx + fyy) - g:cy (gxa: + gyy)

20 2
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Alors, un cycle limite bifurque du point d’équilibre pour p > p* si ad < 0, ou bien pour
< p*etsiad > 0.
De plus, le point d’équilibre (xo,yo) est stable pour > p* (resp p < p*) et instable pour
po< p* (resp pp > p*) sid < 0 (resp d > 0).
Le cycle limite est stable (resp instable) si le point d’équilibre est instable (resp stable) au-

tour de (* ot les solutions périodiques existent. L'amplitude du cycle limite augmente comme

. 2
Ve — w*| lorsque leur période tends vers ’—W’ quand i — p*.
w
La bifurcation est dite bifurcation de Hopf super-critique si le cycle limite est stable et bi-

furcation de Hopf sous-critique s’il est instable.

Preuve : (voir[67]) Ce théoreme est prouvé en dimension quelconque arbitraire.
On considere le systeme non linéaire suivant :
- 3 2
T=ur+y—a° —xy
’ (1.17)

§=—x+py—aty—y’
Ce dernier admet admet un point d’équilibre unique qui est I'origine. Ce systéme est

composé de deux parties : une partie linéaire et une partie non linéaire. Le systeme

linéarisé au voisinage de l'origine est

T = px+y,
y=—c+py.

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculées au point d’équilibre (0, 0)
sont complexes conjuguées et égales a \; o = ;1 + 7. La partie réelle des valeurs propres
est a(p) = p, et la partie imaginaire est f(u) = £1. Ona a(p) = 0 <= p* = 0,

Oa

sgn(w) = sgn[—1], B(u*) = -1 =w # 0, — =1l=d#0eta=—1
O lp=0

Dong, on a une bifurcation de Hopf et la valeur de la bifurcation est ;.* = 0.
D’apres le Theoreme (1.6), on a ad = —1 < 0, donc il existe un cycle limite pour o > 0.
Comme d = 1 > 0, l'origine est stable pour ;1 < 0 et instable pour x> 0.

Pour z1 > 0 le cycle limite est stable d’amplitude ,/z. On dit alors qu’on a une bifurca-

tion de Hopf super-critique .

En passant en coordonnées polaires, on peut confirmer ce résultat.
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(1.17) devient

eme

N

rsin(f) le syst:

La deuxiéme équation admet comme solution 6(t) = —t + 6(0).

Pour ;1 < 0,7 < 0 => r(t) \y donc l'origine est un foyer stable. Voir la figure (1.3) et la

En effet, pour z = rcos(f), y
tigure (1.4).
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FIGURE 1.4 — Portrait de phase pour p = 0.
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Pour p > 0, I’origine est un foyer instable entouré d"un cycle limite stable

I'= /i (cosf,sin )" d’amplitude /. Voir la figure (L.5).
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FIGURE 1.5 — Portrait de phase pour p = 0.01.

On voit que ce cycle limite est apparu pour ;1 > 0, donc on a une bifurcation de

Hopf super-critique.

1.5 Théoréme de Bezout

Soient P;, j = 1..n des polyndmes de variables (z1, ..., z4) de degré d;, otri = 1..d.

Considérons le systeme polynomial suivant

Pl(l'l,.fg,.-.,xd) = Oa

PQ(xl,.iEg, ...,xd) = O,

(1.18)

L Pn(x1,$2,...,xd) = O,
ot (11, Z9, ..., 14) € R4,

Si le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est borné par d; x ds x ... X dg.
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2

THEORIE DE MOYENNISATION

2.1 Théorie de moyennisation dans le cas périodique

On considere le probleme a valeur initiale
i =cf(t,x) +eg(t,x,¢), x(0) = zy. (2.1)

Supposons que f(t, z) est T-périodique en ¢ et on introduit la moyenne

T
P =5 | e 22)

Consideérons le probléme & valeur initiale pour 1’éguation moyennée
y

g =cf(y), y(0)= . (2.3)

Théoreme 2.1 [69] Considérons les problémes aux valeurs initiales (2.1)) et (2.3) avec x, y, xo €
D c R", t> 0. Supposons que
a. f,get D, [ sont continues et bornées par une constante indépendante de € dans

[0, 4+00) x D.
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b. g est Lipschitzienne en x € D.

c. f(t,xz) est T-périodique en t, ot T' est indépendante de e.
1

d. y(t) € D pendant un temps d’échelle -

Alors, on a x(t) — y(t) est de I'ordre O(e) pendant un temps d’échelle 1/c.
Preuve, (voir [69]).
On considere 1’équation de Mathieu
Z+ (1 +2ecos(2t))z =0, (2.4)

avec les valeurs initiales z(0) = z( et £(0) = 0.

On effectue le changement de variables

x(t) = y1(t) cos(t) + ya(t) sin(t),

&(t) = —y1(t) sin(t) + ya(t) cos(t),

(2.5)

on obtient alors le systeme

U1 = 2esin(t) cos(2t) (y1 cos(t) + yasin(t)), v1(0) = xo, 2.6)

Uo = —2e cos(t) cos(2t) (y; cos(t) + yasin(t))), y2(0) = 0.

Remarquons que le membre droite du systéme est 2m-périodique en ¢, donc nous

avons le systeme moyenné

. 1
Y10 = —553/207
1 (2.7)
Yoo = —55910-
En résolvant le systéme moyenné (2.7)), on obtient les solutions
1 1
ylo(t) = 53306_%“ + §$0628t,
1 1
Yoo (t) = éxoe_%st - ixoe%d

L’approximation de z(¢) au temps d’échelle 1/¢ est

1 1,

xo(t) = ézcoe’i (cos(t) +sin(t)) + %moeést (cos(t) — sin(t)).
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2.1.1 Théorie de moyennisation du premier ordre
On considere le systéme différentiel
& =cF(t,z)+*R(t, x,¢), (2.8)

ouzr € D CR" D estun domaine borné et t > 0.
Supposons que F(t,x) et R(t,z, <) sont des fonctions T-périodiques en t. Le systeme

moyenné associé au systeme (2.8) est

g =cf"(y), y(0) = o, (2.9)
ou .
Py = %/o F(s,y) ds. (2.10)

Théoréme 2.2 [66] Soit le systeme (2.8). On suppose que F, R, D, F', D:F et D, R sont conti-
nues et bornées par une constante M dans [0, e) x D avec —ey < € < gg. SUupposons aussi que

F et R sont T-périodiques en t, oit T est indépendante de <. Alors :

(a) Sip est un point critique pour le systeme (2.9) tel que

det (D, f°(p)) # 0. (2.11)

Alors pour |e| suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x(t,e) du systéme
telle que x(0,¢) — p quand ¢ — 0.

(b) Si le point critique y = p du systéme moyenné est hyperbolique, alors pour || > 0
suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t,e) du systeme est

unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Preuve. Voir [66].
L’équation de Van Der Pol.
Soit
itx=c(l-2a%), (2.12)
ou ¢ > 0 suffisamment petit.

L’équation (2.12) peut s’écrire sous la forme suivante
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En coordonnées polaires (r,6) olt x = rcos(d), y = rsin(f) avec r > 0, ce systeme

devient de la forme

i = ersin®(0) (1 — r* cos*(0)) ,

' (2.13)
0 = —1+¢ecos(f)sin(f) (1 — r* cos*(0)) .
Le systeme (2.13)) est équivalent a
% = —er (1 —r?cos®(0)) sin*(6) + O(?). (2.14)

On note que I'équation (2.14) est sous la forme standard (2.8) pour appliquer la théorie

de moyennisation si on prend
z=r t=0, T=2r et F(t,z) = —r (1 —r*cos(9)?) sin*(9).

On calcule I'équation (2.10), on obtient

1 2

fo(r) = “or ), r (1 —r?cos®(9)) sin® 0df = s (TQ —4).

f°(r) a une unique racine positive » = 2. Puisque (df°/dr) (2) = 1, par I’hypothese
(a) du théoreme 1'équation de Van Der Pol a pour || # 0 une orbite périodique
d’amplitude = 2 du systéme non perturbé avec ¢ = 0. De plus, puisque (df°/dr) (2) =
1 > 0 par I'hypothese (b) du théoreme, ce cycle limite est instable. Voir la figure (2.1)).

P T e e e S e e el B S e S e e
F g R SRS TS BN S S T
e T T VI L W
ST e e NN Y N Y
S s SR TR
F 77778 7 7 m SOV N Y
Y G e e T R
Y Y S e SRR N, R
118172277250 % )Ly
BES ARS8 Gt Ui SR ET N
LT Rt Y RET BT B A
M EREE T R
VAN B Pl T I 8
R RGN I Ve R
R RN S S e S
Mot Mo SR e e o e L O
N ) P i o
LV TR L NE S I P P Ay G
B e e S e S e e T S S

FIGURE 2.1 — Cycle limite instable de I'équation (2.12) pour € = 0.01.
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Soit le systeme
i=—y+e(—z+ay+2?),
y=ate(-y+yz), (2.15)
73:5(:1:2+yz—1),
ol € > 0 suffisamment petit.

En coordonnées cylindriques = = rcos(f), y = rsin(f) et z = z, le systeme (2.15)

devient
( % = ¢ (r* cos®(0) sin(0) + cos(0)2” — r + rz — rzcos’*(h)),
% =1+ %8 (rzcos(f) sin(f) — sin(6)z* + cos®(0)r* — r* cos(h)) ,
\ % = ¢ (r?cos®(0) + rzsin(g) — 1) .

Pour écrire le systeme (2.15) sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyen-

nisation, on considere # comme nouvelle variable indépendante, d’ou

dr_ e (r?* cos®(0) sin(0) + cos(0)2” — r + rz — rzcos*(h)) ,
do (2.16)

dz _ e (r* cos®(9) + rzsin(g) — 1) .

do
Le systeme (2.16)) est de la forme
dr
0 el (r,0,2) + O(?),
dz
0 eFy(r, 0, 2) + O(?),

ou Fy, F, sont périodiques de période 2.

Calculons maintenant le systeme moyenné, on obtient

1 [ 1
fi(r,z) = —/ Fi(r,0,2)d0 = =r (2 —2),
2m Jo 2

(2.17)

1 [ 1
fa(r,z) = %/0 Fy(r,0,z)d0 = 57’2 —1.

On résout le systéeme (2.17), on obtient les deux racines
(T17Zl) = <\/§7 2) ) (7“2,2,’2) = <_\/§7 2) .

Comme r > 0, la solution (v/2,2) cest la seule qui fournit un cycle limite. On vérifie

maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

1 1
—z—1 =r

D(ry,2) =det | 2 2
T 0

=—-1+#£0.
(7"1721):(\/5,2) 7&
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D’apreés le théoréme, le systeme a pour |¢| suffisamment petit un seul cycle limite.
Le point singulier (11, z1) = (v/2,2) du systéme moyenné est hyperbolique, donc
le cycle limite est de méme stabilité que (71, 21) = (\/5, 2). Les valeurs propres +1
de D, f° sont de signes différents, alors le point singulier est un point selle qui est

toujours instable. Dong, le cycle limite est instable. Voir la figure (2.2).

FIGURE 2.2 — Cycle limite instable du systéme (2.15) pour € = 0.001.

2.1.2 Théorie de moyennisation du second ordre

Le théoreme suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions

de certains systémes différentiels périodiques.

Théoreme 2.3 [66] On considere les deux problémes de Cauchy
i =ceF(t,x) +?Fy(t,x) + G (t,x,¢), 2(0) = o, (2.18)

et

p=cf'y)+* [P+ W)] . y(0) =0, (2.19)
ot Fi, I, : [0,400) x D — R", G : [0,+00) x D x [0,e9] —> R" sont des fonctions
continues T-périodique en la premiere variable t, et D un ouvert de R™. f° f'% et ¢° sont des
fonctions moyennées correspondantes d Iy, I, et G respectivement.
Soit

0F,

O (ta) — P po ),

ht,z) = ox ox
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ol
t
yi(t,x) = / [Fi(s,z) — f(z)] ds + z(x),
0
et z(x) est une fonction différentiable de moyenne nulle. Supposons que

OF . . . .
(@) ——, Fy et G sont Lipschitziennes relativement a x et continues dans leur domaine de

Ox
définition.
() |G(t,x,¢)| est bornée par une constante M positive dans [0, ) x D x (0, .
(c) T est indépendante de e.
(d) y(t) € D pendant un temps d’échelle é
Alors
z(t) = y(t) + eyi(t y(t)) + O(?),

pendant un temps d’échelle %

Corollaire 2.1 Si les hypothéses du théoreme [66] sont satisfaites, et de plus

fly) =0.
Alors
1. Sip est un point d'équilibre du systeme moyenné (2.19) tel que
0
oy W+ W),, # 0. (2.20)

alors, il existe une solution T-périodique ¢(t, €) du systeme (2.18) telle que (0, ) — p quand
e — 0.
2. Si (2.20) est négative, la solution périodique ¢(t, ) du systeme (2.18) est asymptotique-

ment stable pour ¢ suffisamment petit. Si (2.20) est positive, cette solution est instable.

Exemple 2.1 Considérons le systeme

i =—y+e(2? —day),
. v) 2.21)
y=z+e (Vz+y'z—2y+6y° —y°).
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En coordonnées polaires (r,0) oit x = rcos(#), y = rsin(f) avec r > 0, on obtient

(7 = e(—4r? cos*(0) sin(#) + 72 cos®(0)) + *(r* cos(#) sin(d) — r° sin(6) cos® ()

+ 2r cos?(0) — r%cos” () + r° cos®(0) — 2r + 6r® + 1% cos(f) — r® — 3r% cos®(0)
+ 3r° cos?(0) — 12r° cos?(0) + 3r° cos®(0) — 3r° cos*(0) + 67° cos*(8)),

0 =1+ e(4r cos(f) — 4r cos®(0) — r cos®(0) sin(0)) + 2(— cos(#)r* sin(6)
+ sin(0)r® cos® () — 6sin(6) cos®(0)r* + sin(0)r® cos* () — 2 cos(f) sin(0)

— 25sin(0)r’ cos*(0) — cos*(8)r* — sin(6) cos®(0)r* + r? cos(0) + 2sin(6) cos®(§)r*

[+ 6r° cos() sin(6)).
Considérons maintenant § comme la variable indépendante, on obtient

% =cFy(r,0) + 62F2(r, ) + 0(63), (2.22)

ol

Fi(r,0) = —4r? cos?(0) sin(#) + 72 cos®(6),

Fy(r,0) = 157° sin(0) cos®(6) — 157° cos(6)® sin(f) + r* cos(6) sin(6) + r° sin?(0) cos®(0)
— r°sin?(0) cos*(6) — 87 cos* () sin?(#) — 2r° sin?(9) cos®(9) + 2r° sin*(#) cos*(0)
— 67r° sin(6) cos?(#) + r®sin®(0) cos(#) — r° sin*(6) — 2r sin*(6) + 6r° sin(6).

En appliquant maintenant le théoreme, on calcule la fonction moyennée

: L R 0)0 -
fo(r) /0 1(r,0)df = 0.

:27T

On peut passer d la théorie de moyennisation d’ordre deux, on calcule

F
%(r, 0) = —8r cos?(#) sin(6) + 2r cos®(6),
ensuite
’ 45 4,5 4 Lo . 25 .
Fi(r,s)ds = —=r° 4+ =r“cos’(0) + =r* cos*(0) sin(f) + =r-sin(6).
0 3 3 3 3
Ainsi,

2 aFl 0
() :i/o {W(ne)'/o Fi(r,s)ds + Fy(r,0)| df

) 7
=7 (—1—6r4+zr2 — 1) .

32
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Pour trouver les cycles limites, on résout I'équation (2.23)) et on obtient deux racines positives

ri = 33/(70 + 10v/29), ro = 14/(70 — 10/29).

Comme
d .10 25 , 21,
— == =21
ol =g
D’ont
d
- f(r)) = —13.33923079 # 0,
.
et

d
- 1"0(r2) = 1.739230730 # 0.

Donc il existe deux cycles limites, et d’apreés I’hypothése (2) du corollaire on a

d d
Jflo(rl) = —13.33923079 < O et Jflo(m) = 1.739230730 > 0. Alors, le premier cycle

limite est stable d’amplitude ri = %1/(70 + 10v/29) et le deuxieme cycle limite est instable
d’amplitude vy = 11/ (70 — 10v/29) pour e suffisamment petit. Voir la figure 2.3) et la figure
(2.4).
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VYWY NANNNS=27 7 7 L 1T ]
LY AN SN wwREmm A S 2
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R N e I P A
NN NN N e e S T T
B e i ne ISP O G S 4
B T e B P

FIGURE 2.3 — Deux cycles limites du systéeme (2.21) pour ¢ = 0.001.

2.2 Théorie de moyennisation suivant le degré de Brou-
wer

Dans cette section, on s’intéresse a la théorie de moyennisation pour la recherche

des solutions périodiques d'un systeme différentiel suivant le degré de Brouwer.
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FIGURE 2.4 — Deux cycles limites du systeme (2.21) pour ¢ = 0.18.

2.2.1 Rappels sur le degré de Brouwer

Définition 2.1 (Degré de Brouwer). Soit D un sous ensemble ouvert de R™ et V un sous
ensemble ouvert borné de R™ tel que V C D, et soit f : V x [—&g, g9] — R" une fonction telle
que 0 ¢ f(OV,e) pour un certain . Nous appelons dg(f(.,<),V,0) le degré de Brouwer de la
fonction f(., <) par rapport a 'ensemble V' et le point 0.

Proposition 2.1 Sidg(f(.,€),V,0) # 0 alors I'équation f(.,c) = 0 a une solution dans V.

Définition 2.2 (Voir [55]]) (Degré de Brouwer pour des fonctions de classe C).
Soit g € C'(t), V. C Det Z, = {z €V :g(z) = 0}. Supposons aussi que J,(z) # 0 pour
tout z € Z, ot J,(z) est le déterminant jacobien de g en z. Ce qui assure que Z, est fini, alors

dg(g,V,0) = Z sign (Jy(2)).

2€Z4

Remarque 2.1 Soit g : D — R™ une fonction de classe C*, avec g(a) = 0, ot D est un
ouvert de R" et a € D. Si J,(a) # 0, il existe un voisinage V' de a tel que g(z) # 0 pour tout
ze€V\{a}etona

dg(9,V,0) € {-1,1}.
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2.2.2 Théorie de moyennisation d’ordre un, deux et trois dans R"

Théoreme 2.4 [51] On considere le systeme différentiel

@(t) = eFy(t, ) + > Fy(t,x) + 3 F3(t, x) + *R(t, z, €), (2.24)

ot F1,F5,F5 : Rx D — R"R: R x D x (—¢f,e7) — R" sont des fonctions continues,
T-périodiques en la premiere variable, et D un sous ensemble ouvert de R™.

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées.

(i) Fi(t,.) € C*(D), Fy(t,.) € CY(D) pour tout t € R. Fy, Fy, F3, R, D>Fy, D, Fy sont
localement Lipschitziennes par rapport a x, et R est deux fois différentiable par rapport a

€.
On définit Fyo : D — R" pour k = 1,2, 3, de maniere suivantes :

1 T
Fio(z) = T/ Fi(s, z) ds,
0

Fiolz) = 7 /0 D.Fy(s, 2).an(s, 2) + Fa(s, )] ds,

F30<Z> - l/0 [lyl(‘S?Z)T& h (Saz)yl(sv Z) + 1%(872>y2<37 Z)

T 2 0722 2
+ 22 s 2)onls,2)) + (s, 2)] ds,
oil
yi(s,2) = /OS Fi(t,z) dt,
et

yg(s,z):/OS {?(t,z) /OtFl(r,z)dT—I—FQ(t,z) dt.

2
(i) Pour V' C D un sous ensemble ouvert et pour chaque ¢ € (—c¢,e5)\{0}, il existe a. € V
telle que
Fio(a.) + eFoo(as) + €2 Fo(as) = 0 et dp(Fo + eFyy + €2F3, V, a.) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique (-, e) du systeme

(2.24) telle que p(0,¢) = a..
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L'expression dp(Fig + eFa + €2 F3, V, a.) # 0 signifie que le degré de Brouwer de la

fonction Fig + eFy + £2F3p : V — R™ au point d’équilibre a. est non nul.

Si Fio est non nulle. Alors les racines de Fyo + Fyy + £2F5, sont principalement les
racines de Fi, pour ¢ suffisamment petit. Dans ce cas le résultat précédent est celui de

la Théorie de moyennisation d’ordre un.

Si Fyo est nulle et Fy est non nulle. Alors les racines de Fig + cFy + €2F3, sont
principalement les racines de [, pour ¢ suffisamment petit. Dans ce cas le résultat

précédent est celui de la Théorie de moyennisation d’ordre deux.

Si Fig et Fy sont nulles et Fs, est non nulle. Alors les racines de Fig + eFyy + €2 Fy
sont principalement les racines de F3, pour € suffisamment petit. Dans ce cas le résultat

précédent est celui de la Théorie de moyennisation d’ordre trois.

Notons que I'hypothese (i) du Théoreme affirme l'existence et 1'unicité de la
solution pour chaque probleme a valeur initiale sur l'intervalle [0, 7, (voir [13]). d’o1,
pour chaque z € D on note par z(., z,¢) la solution du (2.24) avec la valeur initiale
z(-, 2,€) = 2.

On considere la fonction € : D x (—¢f,ep) — R™ définit par
&(z,e) = /OT (eFi(t,x) + 2 F5(t,x) + 2 F3(t, ) + e*R(t, x,¢€)) dt.
Pour chaque z € D,on a
z(T,z,e) —x(0,2,6) =& (2,¢) .
De plus, la fonction £ peut s’écrire sous la forme
£ (z,8) = eFl(2) + €2 Fag(2) + 2 Fyo(2) + O(e%),

ol Fg, Fy et Fyy sont définies dans le théoreme 2.3.1, et O(e*) est une fonction bornée
sur chaque sous ensemble compact de D x (—ey, e7) multiplié par &*.

La stabilité des cycles limites associés a la racine simple a. est déterminée suivant les
valeurs propres de la matrice jacobienne de £(z, ) évaluées en a. et d’apres le théoreme
3.5.1 de [66], on sait que le cycle limite associé a la racine a. de F3, quand Fijp = 0 et

Fy = 0 est donné par l'expression
2(t,ac,¢) = a. + eyi (L, ac) + *ya(t, ac) + O (%) . (2.25)
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Exemple 2.2 On considére le systeme

{a'c =y —e(2® —22%),

§=—v—(®+y—y’).

(2.26)

En coordonnées polaires (r,0) avec x = rcos(), y = rsin(d), r > 0, le systeme (2.26)

devient

;

— 2r° cos?(0) + 7 cos?(0) + r° cos*()),

0 = —1 + e(—2sin(0)r® cos*(8) + sin(A)r cos®(A)) + £°(cos(0) x

\ r?sin(f) — sin(0)r? cos® () — cos(f) sin(#) — r cos®(6)).
En considérant 0 comme nouvelle variable, le systeme (2.27)) devient

d
d_g = eF\(r,0) + *Fy(r,0) + 2 F3(r, 0) + O("),

oil
Fi(r,0) = r*cos*(0) — 2r* cos®(0),

Fy(r,0) = 4sin(0) cos®(0)r" — 4sin(0) cos” (6)r° + sin(6) cos®(0)r?,

Fy(r,0) = sin(0)r? cos?(0) — 8r'% cos'®(#) sin?(0) + 127® cos™ (6) sin?(A)

— 67°% cos”(#) sin®(0) + 7 cos™ () sin?() + r* sin®(#) cos?(0)
— r?sin?(6) + rsin®(6).

Premiérement, on calcule

7 = e(—r*cos®(0) + 2r* cos®(0)) + *(— sin(0)r? cos*(0) — r +r*

(2.27)

(2.28)

1 2m
ﬁm:—/PWﬂwﬂL
27 Jo
. , , . O0F 0
ensuite on doit calculer fy et pour cela, on calcule I'expression W(r, 0) [, Fi(r,t)dt, et on
obtient
F 0 2
%(r, 0) / Fy(r,t)dt = r(2cos®(0) — 8r* cos®(0)) - (% sin(0) cos?(6)
0
2
+ 2% sin(6) + T4<—§ cos*(0) sin(f)
8 L. 16
~ 15 08 (0) sin(0) — i sin(0))).
D’out

1 27 aFl 0
2(T —(r,0) - Ey(r,t)dt + F5(r,0)| df = 0.
R =5 [ G00- [ R me)| w0

" or
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Maintenant, en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois et pour cela, on calcule la

fonction moyennée suivante

1 [ 10°F , 1OF
A0 = 3= | 55 00 @ 0F + 55100 (r.6)
OF:
+ 2 (0) < (r,0) + Fa(r, 0)]do),
]
0
yl(r,Q):/ Fi(r,s)ds,
0
0 s
yg(r,e):/ {%(r,s)-/ Fi(r,t)dt + Fy(r,s)| ds.
o LOr 0
On calcule d’abord
182]:11 2 3 2 5 L. 2 2
39 ——(r,0) - (y1(r,0))* = (cos”(0) — 12r* cos’(0)) - (g sin(@)r” cos*(0)
+ §7’2 sin(f) — §r4 cos* () sin(#)
8 a2 16, 2
TG (0) sin(6) T sin(#))~,

ensuite, on calcule

10F 1 2 11
ST (0,0) - 1a(r,0) = (5(2rcos’(0) — 8% cos?(6)) - (ooor™ — 2oy 4 149
8 14 8
— 2—57’7 cos' 0(6) + 1—5T5 cos®(6) — 1—5T7 cos®(0)
D 3. 6 64 7 6 16 5 6
15! cos (9) ! cos 0) + T ()
1
+ %r5 cos*(6) — §r3 cos*(0)),
et
6F2 . 9 6 . 7 4
o ——(r,0) - y1(r,0) = (28sin(0) cos” (0)r® — 20 sin(d) cos’ (0)r
2
2
+ 3sin(6) cos” (0)r?) - (% sin(6) cos*(0) + §r2 sin(0)
- 27"4 cos*(0) sin(f) — §T4 cos?(0) sin () — ETA sin(#))
5 15 15 '
Pour trouver les cycles limites, on résout I’équation
1 3
A =37 (1-3) =0 229)
L'équation (2.29) a une seule racine positive r = g\/g Selon le théoréeme, pour avoir un cycle
d
limite on doit vérifier que %fg(?")‘ 25 —1 %0, ce qui est fait.
r=3 3

On conclut que le systeme [2.26) a un seul cycle limite d’amplitude r = 2+/3. Voir la figure
(2.5).
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FIGURE 2.5 — Cycle limite du systéme (2.26) pour € = 0.001.
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CHAPITRE

3

BIFURCATION DE HOPF POUR UN
SYSTEME DIFFERENTIEL
QUADRATIQUE EN DIMENSION 5

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie de moyennisation d’ordre deux a un
systeme différentiel polynomial quadratique dans R® afin d’ étudier la bifurcation de
Hopf qui se produit a l'origine pour ce type de systeme. On prouve qu’au plus 27
cycles limites peuvent apparatre par bifurcation de Hopf d"un point d’équilibre ayant
5 valeurs propres trois sont des zero et deux sont des imaginairesb pures. En plus,
on donne un exemple d'un systeme différentiel polynomial quadratique pour lequel

exactement 27 cycles limites bifurquent de l'origine.
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Chapitre 3

3.1 Nombre maximum de cycles limites obtenus par bi-
furcation de Hopf pour un systeme différentiel qua-
dratique dans R® par la théorie de moyennisation d’ordre
deux

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier 1'existence de cycles limites qui peuvent
bifurquer a partir d"un équilibre zéro-Hopf d’'un systéme différentiel polynomial dans
R avec des non-linéarités quadratiques en utilisant la théorie de moyennisation.
Dans la référence [45], les auteurs ont étudié la bifurcation de Hopf en dimension
n > 2, en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Ils ont prouvé
qu’au moins 2"~ cycles limites peuvent bifurquer a partir d’une singularité avec des
valeurs propres £bi et n — 2 zéros. IIs ont prouvé pour la premiere fois que le nombre
de cycles limites bifurqués dans une bifurcation de Hopf peut grandir de maniére ex-
ponentielle avec la dimension du systeme, (on se référer a [59]).

Dans la référence [28], les auteurs ont étudié la bifurcation zéro-Hopf dans R* avec un
polyndme cubique de dimension 4. Ils ont montré qu’il y a 9 cycles limites bifurquant
de I'origine en appliquant la théorie de la moyennisation du second ordre.

Dans [50], les auteurs ont étudié la bifurcation de zero-Hopf produisant des systémes
différentiels polynomiaux dans R* avec des non-linéarités homogenes quadratiques et
ils ont montré qu’il y a 3 cycles limites.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a étudier la bifurcation zéro-Hopf pour
des champs de vecteurs polynomiaux quadratiques dans R® en utilisant la théorie de
la moyennisation du premier et second ordre.

Nous allons étudier la bifurcation de zero-Hopf a I'origine des coordonnées de sys-
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temes différentiels polynomiaux quadratiques dans R°.

2

i = (a1 +ae?)x — (b+ bie + boe?)y + Zstj(x, Y, 2z, u,w),

=0

2

g = (b+be+be?)r + (16 + aze?)y + Z Yz, y, z,u,w),

=0

2
2 = (ce+ce?)z+ Z e 7i(x,y, z,u,w), 3.1)
=0

2
U = (Bl€+B2€2)u+zngj(xﬂy7Z7u7w)a

=0
2
w = (Are+ Aye?)w + Z Wiz, y, 2, u,w),
=0
ou
Xi(x,y,, z,u,w) = ajor® + ajzy + ajprz + ajzru + ajuzw + a5y’ + ajeyz

+aj7yu + a;8YW + anZQ + aj102U + aj112wW + CLj12U2

2
+aj13uw + Aj14W".

Yi(z,y, z,u,w), Zj(z,y, z,u,w), Uj(x,y, z,u,w) et Wj(x,y, z,u,w) ont la méme expres-
sion que X,(z,y, z,u, w) en remplagant a;; respectivement par b;;, c;; pour j = 0, 1,2
eti =0,1,...,14. Les coefficients a;;, b;;, ¢ij, a1, az,b,b1,ba, 1, c2, By, B, Ay, Ay sont des
parametres avec b # 0. Notons que le systeme pour € = 0 a l'origine a des valeurs
propres b, 0,0, 0. Donc pour € = 0 une bifurcation de zero- Hopf peut se produire.
D’apres [45], nous savons qu’au moins 2°3 = 4 cycles limites peuvent bifurquer
a partir de l'origine du systeme différentiel polynomial quadratique pour € # 0
suffisamment petit. Ici, nous améliorons ce résultat en prouvant qu’au moins 27 cycles
limites peuvent naitre d"une bifurcation de zero- Hopf a partir de I'origine du systeme

(3.1). Notre résultat principal est

Théoréme 3.1 le systeme (3.1) admet :

(a) Au plus 4 cycles limites bifurquent de I'origine de systeme (3.1) quand ¢ = 0, en ap-
pliquant la théorie de la moyennisation du premier ordre, et cette borne supérieure est

atteinte.
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(b) Au plus 27 cycles limites bifurquent de I'origine du systeme (3.1) quand € = 0, en ap-
pliquant la théorie de la moyennisation du second ordre, et cette borne supérieure est

atteinte.

Preuve de ’affirmation (a) du Théoréeme Nous redimensionnons d’abord les va-
riables (z,y, z, u, w) en faisant le changement de variables (z, y, z, u, w) = (eX,eY,eZ,eU,eW).
Deuxiemement, nous passons aux coordonnées cylindriques en faisant (X, Y, Z, U, W) =
(pcost, psinf,n, &, (), et troisiemement, nous prenons 'angle # comme nouvelle va-
riable indépendante. Le systeme prend la forme normale pour appliquer la theorie

de la moyennisation. Ainsi par rapport aux variables (p, 7,&, () le systeme sécrit

d

d_g - €F11(97p7777£7€) + €2F21(9ap7777€7€) + 0(53)7
dn B 9 3
E = 5F12(9,p,77,§,C) + e F22<97p777a§>C) + 0(5 )7

g— = €F13(97p777767§) + 52F23(97p777a€>C> + 0(83)
S

—2 = cFu(0,p,1,6,Q) + £ (00,0, €,0) + O(*)

Prenons

Tr =

(p,m,€,0),
t = 0,

Fl(t7x> = (F11(97p7777€7C)>F12(97p777757()7F13(97p777a€7C)>F14(97p7777€7C))7
Fg(t,(E) = (F21(97p777a€7C)7F22(97p777a€7C)7F23(97p7777€7C)7F24(97p7777€7C))7

et T' = 2r,ainsi le systeme (3.2) équivaut au systeme (2.1)).
Pouri=1,2,3,4 etde 2.2) posons fi = (fu1, fi2, f13, [14) o1t

2m
fll<1077]7£7 C) = %/0 Fl'L(e?p,n,f,C)de
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En calculant les fonctions moyennées du premier ordre, on obtient

Julp,m,&,Q) = %(ﬂ(zal + (ao2 + bos)n + (aos + bor)& + (aos + bos)()) = 0,

1
fi2(p,m, €, ¢) = Q—b((coo + co5)p* + 2c00m” + 200126 + 2¢014C° + 2(cy

+co11¢ + co10€)n + 2cn36C) = 0,

1 3.3
fi13(p,n,€,¢) = = ((Boo + Bos)p® + 2BooZn* + 2Bo12&> + 2By14¢* + 2(By (33)

2b

+Bo13¢ + Boion)§ + 2Bo11n¢) = 0,

1
Jua(psn,€,¢) = %((Aoo + Ags)p? + 2409m* + 240126 + 24014C* + 2( Ay

+Ao13€ + Ao Z)¢ + 2A010m¢) = 0.
résolvons le systeme (3.3) par rapport a p,n,§ et ( o p > 0, n,& et ¢ sont réels. Tout
d’abord, résolvons fi; = 0 par rapport a 7, ceci donne

—2a1 — (aos + bor)& — (aps + bos)C
ap2 + bog

’]7:

substituons cette derniére expression de 1 dans fs, fo3 et fos, nous obtenons alors

U102 + Ua€? + UsC? + UsbC + Us€ + UsC + Uy

g1 = 2[)(&02 —+ b06)2 ’

Vg + Vo€ + V(P + ViEC + VBE 4 Vi + VA
92 = 2b(a02 + 606)2 ’

_ [(Whp? + WHE + WP + WEC + W€ + We( + W]
93 = 2b(a02 + b06)2 ’
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ou
U1 = (coo + cos)(aoz + bos)*,
Uz = 2co12(ao2 + bos)” + 2coo(aos + bor)* — 2co10(aos + bor) (aoz + bos),
Us = 2co1a(ao2 + bos)” + 2co0(aos + bos)® — 2co11(aos + bos) (aoz + bos),
Uy = 2co13(ao2 + bos)” + 4cos(aos + bor) (aos + bos) — 2co11(aos + bor)
(ao2 + bos) — 2co10(a0a + bos) (@02 + bos),
Us = 8aycog(ao3 + bor) — 2(ao3 + bor)c1(aoz + bos) — 4aicoio(aoe + bos),
Us = 8aycog(aos + bog) — 2(aos + bog)c1(aoz + bos) — 4aicorn (a2 + bos),
Ur = 8a2cog — 4ayci(agy + bog),
Vi = (Boo + Bos)(aoz + bos ),
Va = 2Bg12(ao2 + bos)” + 2Bog(aos + bor)* — 2Boio(aos + bor) (aoz + bog),
Vi = 2Bo1a(aoz + bos)” + 2Bog(aos + bos)® — 2Bor1 (aos + bos) (aos + bos),
Vi = 2Bu13(ag2 + bos)” + 4Bog(aos + bor)(aos + bos) — 2Bo1(aos + bor)
(a2 + bos) — 2Bo1o(aoa + bos)(aoz + bos),
Vs = 8a1 Bog(aos + bor) + 2(aos + bor) B1(aoz + bos) — 4a1 Boio(aoz + bos),
Vs = 8a1Bog(aos + bog) — 4a1 Boyi (a2 + bos),
V7 = 8(1%3097
Wi = (Aoo + Aos)(ao2 + bos),
Wa = 2A012(a02 + bos)” + 2Aog(aos + bor)* — 2A010(a0s + bor) (aoz + bos),
Wy = 2Ag14(ao2 + bog)* + 2A0g(aos + bos)® — 24011 (aos + bos) (a2 + bos),
Wy = 2A013(a02 + bos)* + 4Aog(aos + bor)(aos + bos) — 2A011(aos + bor)
(ao2 + bos) — 2A010(a0s + bos) (@02 + bos),
Ws5 = 8ay Ang(aos + bor) — 4ay Agio(ao2 + bos),
We = 8a1 Agg(ags + bos) + 241 (a2 + bos)” — 4a1 Ao (as + bos),
Wy = 8a® Ag,
et

(CLQQ + b()ﬁ) 7£ 0

Comme les coefficients du systeme g; = 0,¢9o = 0 et g3 = 0 sont indépendants, ils
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doivent étre sélectionnés de maniere a ce que le nombre de solutions réelles fournies
par le théoréme de Bezout soit 8. Puisque ce systéme dépend de p?, nous pouvons ob-
tenir 4 vraies solutions ot p > 0. En supposant que le déterminant de la matrice jaco-
bienne évaluée en ces 4 solutions est non nul, alors il y a 4 cycles limites qui bifurquent
a partir de l'origine quand € — 0. Donnons maintenant un exemple du résultat (a) du

théoréme3.1/ayant 4 cycles limites qui bifurquant a partir d"une bifurcation zéro-Hopf.

Exemple 3.1 Considérons le systeme différentiel polynomial quadratique suivant :

d 3

d_f = _5\/105x—y+x2—|—xz+xw—y2—|—5(x2—|—mu
—y? + 2% + 2u — 2w + u?),

dy 3 2

o = x+§\/105y+x + 5yu + e(2zy + zu),

d

d_’i = 6102z — 2% + 2% + 22w — 3u® 4+ w? + e(2xy + zu), (3.4)

d 27 27

d_?: = du+22 4y + EV 10zw + u? + ?\/ 10uw — exz,

d 6 1 27

d_@t” = —2V10zx + 2% + 92 + 322 + 2zu + 1—0\/10zw + 5u?

7 1
—i—?\/ 10uw — guﬂ + ey
L . 3 .
Les valeurs propres du point singulier (0,0,0,0,0) du systeme sont —36\/10 +1,
—6
?\/ 10e, 64/10¢ et £2.
Tout d’abord, faisons le changement de variables (x,y, z,u,w) = (¢X,eY,eZ, U, eW). En-
suite, on passe aux coordonnées cylindriques (X,Y,Z,U,W) = (pcos, psin,n,&, (). Pre-

nons 6 comme nouvelle variable indépendante et calculons les fonctions moyennées fi;(p, Z,U, W)

avec i = 1..4. Nous obtenons

fulpn&.0) = LBVI+n+C+58 =0,

Falp €)= S[-202 + 2P — 6€2 + dn¢ +2¢2 + 12y/T0n] = 0,

2
Fislp.m6.C) = L125* + 2TVIDEC + 262 + /0] =0,
fualp,n, §,.¢) = %[2/)2 +4né + ZV10n¢ + 20?4 27/(10)£¢ + 1062 — 2¢% — 2/10¢] = 0.

(3.5)

résolvons fi1(p,n,&, ) = 0 par rapport a n, ceci donne
n=—3v10 — ¢ — 5¢.
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On remplace 1 dans les autres fonctions moyennées, on obtient

gl = —p? + 2262 — 6v/10¢ — 90 = 0,
27
g2 =p* — 1—0¢1_og2+§2—81g:o,

27
93:p2—E\/EC2—81§+18:0.

En résolvons ce dernier systeme par rapport aux variables p, € et ( avec p > 0, on obtient

1
(p5, it €6,¢) = (g\/3564 +60.103 — 6\/100\@ +12420.103 + 18225 — 3v/10,

1,20
+ — (= 107 + 90 — —\/100\/ 10 + 12420.10% + 18225)v10 — 15v/2,

60" 3
1 20
3v/2, —= (5 10% + 90 — _\/100\/_+ 12420.107 + 18225)4/10),

1
(P e, E6,CF) = (g\/3564 +60.10% + 6\/100\/1_0 +12420.107 + 18225, —3v/10

1,20 2
+ (5101 + 90 + g\/100\/10 +12420.10% + 18225)V10 — 15v/2,

60" 3
1,20 2
3v/2, %5 103 + 90 + g\/100\/10 +12420.107 + 18225)V/10),

1
(e E6,C0) = (g\/3564 +60.10% — 6\/100\/10 +12420.107 + 18225, —3v/10

1,20
+ @(3 107 + 90 — —\/100\/ 0 4 12420.10% + 18225)v10 — 15v/2,

1,20
—3V2, - —= (5 105 + 90 — —\/100\/_+ 12420.107 4 18225)/10),

1 ,
(e E6,C0) = (5\/3564 +60.10% + 6\/100\/10 +12420.107 + 18225, —3v/10

1 20
+ (5 107 +90+ = \/100\/ 0 4 12420.10% + 18225)v/10 — 15v/2,

~3V/2,

60( . U 10 4904 2 \/100\/_+ 12420.10% 4 18225)/10),

Le calcule de

a(f217f227f237 f24 .

Dy = det( d(p,n,§,¢)

)i=1,2,34.
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ona

D, = 44064/2.101 —-13776»4ﬁ5——48x4210i\/100\/fﬁ%—12420.U3i—%18225

7128
»f'y/loox/_'4—12420 107 + 18225 + 43740v/2 — 240v/2.107 + 24v/2

10\/100\/ 10 + 12420.10% + 18225),

Dy = 44064/2.10% — 13776v/20 + 48v/2.105/ 100v/T0 + 12420.10% + 18225

7128 :
—E—VEVGDOV10+1ZQOJO4+1&n5+43wmv6—-zmv§103—24V§
y/1o\/100\/10-+-12420.10i +18225),

Dy = —44064v/2.101 +—13776\/20-+-48\/§l10i\/100\/10-+-12420.10i + 18225
L 7128

V/_V/IOO»/__—+ 12420.10% + 18225 — 43740V/2 + 240v/2.101 — 24+/2

x/Iﬁ\/loo»fﬂ54-12420.1oz +18225),

Dy = —44064v/2.101 +—13776\/20-—-48\/5110i\/100\/10-+-12420.10% + 18225

7128
vf'y/100Vf_'+-12420 107 + 18225 — 437402 + 240v/2.107 + 242

10\/100\/ 10 4 12420.10% + 18225).

puisque, D; # 0 il existe 4 solutions périodiques (p;(0,¢),n:(6,¢),&i(0,¢), (0, €)) bifurquant

de l'origine quand € = 0, tel que

<p1<07 8)7 77@(97 8)7 5@(67 5)7 <1(0? 5)) = (IO:(Oa 8)7 77:(07 6)7 g:(()’ 8)7 <7,*(07 8))
et qui sont isolées. 1l existe donc 4 cycles limites.

Preuve de ’affirmation (b) du théoréme (3.1)
Pour passer la moynnisation du second ordre, il faut rendre la fonction moyennée du

premier ordre identique a zéro. Alors nous devons prendre

aps = —bos, agy = —bog, g3 = —bor, a; =0,

Co14 = Co11 = Cp13 = Cog = Co10 = Co12 = ¢1 = 0, Coo = —Cos,
Ay = Aora = Ao = Aoz = Aoy = Aoio = Aoz =0, Ago = —Aos,

BOl4 = BOll = BOl3 = BOQ = BOlO = BOl2 = Bl = 0; BOO = _BOS-
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En substituant ces coefficients dans les fonctions F}; et Fy; ot i = 1..4,et en calculant les

secondes fonctions moyennées, on obtient :

Jar = 8—p2(]1P2 + Iné + I8¢ 4 LinG + Isn + 16§ + I7¢ + IsC® + Ton” + 108> + 111),

fa2 = Q—I?Q(JlC?’ + &+ Jan® + JméC + Jsp*E + Jop?C 4 Jop?n + Js(Pn
+Jo?C + Jin*€ + Ju&C + Ji2CPE + Jia€n + Jua€C + Jisng
+J16ME + 2¢119bE% + 2bcign?® + 20c114C% + 2bean + b(cyo + c15)p?),

For = g (KAC? 4 Ko + K+ Kan + Kop®€ + Ko + K

+ K5+ Kon’C + Kion®€ + Kn&?¢ + Ki2(*6 + K136

—b(Bio + Bus)p? — 20BinnC — 2bBugné — 2bB11séC — 2bB1 1562

—2bB1gn? — 2bBo& — 2bB114¢?),

S OMAC + MLE® 4 Mo+ Man€C + Myp€ + Mug?C + My

+MgC®n + Mon®C + Miogn*€ + M &?¢ + MioC*§ + Miz€?n

—b(Ajg + Ags)p? — 2bA19n* — 204114 — 2bAs( — 2bA115E?

—2bA19n* — 20A110n€ — 2bA1136¢ — 2bA1111C),

foa =

ou les coefficients I;, J; et M; avec i = 1..15 et j = 0..13 sont grands et prennent un
grand espace.

Enésolvant la fonction fy; = 0 par rapport a p? on a

P (Lip* + Ion€ + LEC + Lin€ + Isn + 16§ + IrC + IsC? + Ion® + 1€ + 1)
— ]1 :

En substituant cette derniére dans les fonctions f,; avec i = 2..4, on obtient

g1 = 11 + 1€ + Nign® + L€ + Lis6°C + Digné§ + Limé + Ls€?
+ 1196 + 1206C% + Inn€® + InanC? + IosnC + IoaC? + InsC + Ioen’C
+ Lorn? + s + Ing€ + Iso,
g2 = JuC’ + J128 + Jian® + Jun*E + JisE2C + JienéC + i€ 4 Jis?
+ J10EC 4 J20€C% + Jan€® + JoanC® + JagnC + JaaC? + JasC + Jaen’C
+ Jorn? + Jasn + Joo€ + Jso,
g3 = M C® + M1o€” + Mign® + Myan*€ + MysE2¢ + Migné¢ + Myné + Mis?
+ Mio€C + M€ + Myng® + MaanC? + MasnC + MaaC? + MasC + Mo’

+ ]\/[27?72 + Maogn + Mag& + May,
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ou I;, J; et M;, avec i = 11..30, sont de grands coefficients dépendant des coefficients
du systeme (3.I). Puisque ces coefficients sont indépendants en appliquant le théoreme
de Bezout, nous obtenons 27 solutions périodiques.

Nous donnons maintenant un exemple de systeme différentiel polynomial avec des

champs de vecteurs quadratiques qui ont 27 cycles limites.

Exemple 3.2
1, 5 1 1 ,
T=—c x—y—gxy—ﬁxw—yz—iyu—l—yd—i-z + uw
+e(zy — }La:z - %xu) + 22 + zu — 2u + uw),
_ 1, 5 1 ,
y:x—zle y+§xy+xz—xw+§yu+z — uw
+e(zy — éyu — %lyw) + e (zu — 2zu + uw),
z =22+ %xz - iyz +e(—zz+ 222) + &*(—2® — vu — 2zu), (3.6)
T, o, 1 1 , 11 1, 1
U= qeu—u —gzz:u—irza:w—iry —l—gyu—l—zyw—l—é(—xy—l—zu +Zuw)
+ &%(—22° + zu + 2u),
W = 32w + 2y + lxu — laz:w + 1yu + 1yw + s(lzw — 1uw
8 8 8 8 4 4

1
- Z—le) + &% (—yw + 2).

En utilisant la théorie de la moyennisation du second ordre, nous obtenons les fonctions moyennes

du seconde ordre suivantes

falem.6,0) = —%Q(—QQ+2+<+£+n2+52+n+2<2>
far(0,m.6,¢) = —%n(—3n+n2—4)

Falom€0) = ECHP 2P HEFT— o)

Falom,€0) = JC-E+124CHn+77 +E— o). )

Résolvons le systeme (3.7) par rapport aux variables o,n, & et ¢ avec o > 0, obtenons les pro-
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chaines 27 solutions

(01, m1, €5, ¢) = (v/2,0,0,0),

(05,15,63,63) = (V12 + /5,0,0,v/5),
(05,75, 6, 6) = (V12 = v/5,0,0,-/5),
(5,75, €1.C5) = (V7 +/5,0,/5,0),
(05, 7,€,¢) = (V7= V/5,0,—/5,0),

(ngng’§g7cg) - (\/57 _17070)7

(9;7777?577C7> = (\/_ 4 0 0)
(Q§=7787£87C8> = (\/_4 4, 170)7
(9377797597@9):(\/_ 4 )

(%0, i0: Efor Cho) = (v/34,4,1,2),
(V30,4,1,-2),

(V12 + /5, -1,0,v/5),
(0% M E5: ) = (V12— v/5,—1,0,—V/5),
(04 50 €50 i) = (V32 4+ v/5,4,0,v/5),
(0%5: 1550 Eis- Cs) = (V32— v/5,4,0,—V/5),
(v/34+/6,4,—1,1/6),

(V34— 6,4, -1, —6),
(V8+6,-1,V6,0),
(%, o> Ef: o) = (V8 = V6, =1, =5, 0),
(0300 500 Gi) = (¢17—¢5+ 5= VB.055-VB).

(V17 - V5 V5= VB.0.v5-V5-5),
(Vi7+v5+ V55,05, /545
(

(QTla 77>1k17 5;17 Cikl)

(QTQ» N9, &las sz)

(QT67 Ufﬁa ffﬁ, Cfﬁ)

(QT% nT?; glk% CT?)

(QT& UTSa €>1K8? Ciks)

(9317 M1 5517 C21

(9327 7];27 5527 C22

V17 4+ V5= v/5+ V5,0, \/E—x/F)
(054 30> G0, (524) = (\/18—f+\/5—7 1f¢5—7)
(0552 M35, 35 Gs) = (\/18—f—\/r 1f—¢r)
(036, 36> €3> C6) = (\/18+f+\/r fx/ﬁ)

(9237 733 5237 C23
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(057 M7+ &57, Cor) = <\/18+ V6 — \V o+ \/6,—1,—\/_,— 5+\/6) .

Les déterminants

0
D det ( (for, foo, fos, Jo2) ) 8
9(p,1.€,€) (p::&:O)=(p*n*,€*,¢*)
5 5 . . s . 25 75
évalué respectivement en (pf,n;, &, () avec i = 1..27 sont egales : FRAT) i \/_ — 4
5 75 275 165 225 75 255
—\/5 o 60, -, —170, =150, == ¥ —f 5,100 F = JB 955+ \/' ~—

T
fif\/? 2 DD 5_f¢fm+225 %fq:
= 5—1—\/_:!: f\/5— —180+— V6 + §\/5—\/6,i§\/6 546 — 180 —

345 / . .
\/_ i 5+ V6, . Puisque tous ces déterminants sont différents de zéro, il y a 27 cycles

lzmltes.
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CHAPITRE

4

BIFURCATION DE HOPF POUR UN
SYSTEME DIFFERENTIEL
QUADRATIQUE EN DIMENSION 4

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie de moyennisation d’ordre trois a un
systeme différentiel polynomial quadratique dans R* pour étudier la bifurcation de
Hopf qui se produit a l'origine pour ce type de systeme. On prouve qu’au plus 25
cycles limites peuvent bifurquer par bifurcation de Hopf d"un point d’équilibre ayant
des valeurs propres de la forme +bi et (0,0). De plus, on donnera un exemple d'un
systeme différentiel polynomial quadratique pour lequel exactement 9 cycles limites
bifurquent de 1'origine par la méthode de moyennisation de second ordre. Cette étude

a fait I'objet d"un article publié dans le journal "Dynamical and Control Systems (2020) ".
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Chapitre 4

4.1 Nombre maximum de cycles limites obtenus par bi-
furcation de zero-Hopf pour un systeme différentiel
quadratique dans R* par la théorie de moyennisation
d’ordre trois

MAXIMUM DE CYCLES LIMITES OBTENUS PAR BIFURCATION DE HOPF

On étudie dans ce chapitre la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs
dans R*. On s’intéresse a I’étude du nombre maximum de cycles limites obtenus par
une bifurcation de zero-Hopf autour de l'origine d’un systéme quadratique dans R*.
En général, la bifurcation de zero-Hopf est étudiée pour des points singuliers ayant
des valeurs propres de la forme a(e) & 3(g)i avec a(0) = 0 et o' (0) # 0. La bifurcation
de Hopf des cycles limites a été considérée par plusieurs auteurs, voir [34, 35, 37].
Dans notre travail, on considére des systemes différentiels polynomiaux quadratiques
dans R*, dont la partie linéaire du point d’équilibre a I'origine (0, 0,0, 0) a des valeurs
propres de la forme (a1 + ase® + aze?®) & i(b + bie + boe® + bze®), i1 + cae? + c3e? et

die + dae® + dze3, ol £ est un petit parametre.

Le systéme étudié est de la forme

r 2
i = (a1 + age? + aze®)r — (b+ bie + bae? + bzed)y + Z & X;(z,y, 2, w),
=0
2
g = (b+bie+ boe? + b3z + (are + age? + aze®)y + Z Yj(x,y, z,w),
=0
) 4.1)
2 = (c16+ cog? + 3832 + Zeij(x, Y, 2, W),
=0
2
w = (die+ dog® + d3e)w + Z eWi(z,y,z,w),
\ 7=0
ou
Xi(z,y,z,w) = ajor? + ajnzy + ajprz + ajzrw + ajy?

4+ ajsyz + ajeyw + a;72* + ajszw + ajow?,
Yi(x,y,2,w), Zj(x,y, z,w) et W;(z,y, z,w) ont la méme expression que X;(z,y, z, w) en

remplacant a;; respectivement par bj;, cj; et dj; pour j = 0,1,2eti =0,1,...,9. Les co-
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efficients a;;, b;;, ¢ij, dij, a1, as, as, b, by, ba, bs, c1, 2, c3, dy, ds, d3 sont des parametres réels

avec b # 0.

L'objectif de cette partie, consiste 4 utiliser la théorie de moyennisation d’ordre trois,
pour étudier la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs dans R*. On obtient
un résultat sur le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent de 1'origine du

systeme différentiel polynomial quadratique [#.I)).

Notre résultat est le suivant

Théoreme 4.1 En appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois, on obtient 25

cycles limites bifurquant de I’origine du systéme quand € = 0.

Preuve
En posant (z,y, z,w) = (¢X,eY,eZ,eW) et en passant aux coordonnées cylindriques
(X,Y,Z, W) = (pcosb, psinf,n, &), et de plus, en considérant § comme une nouvelle

variable indépendante, le systeme (4.1) devient

( % = Fu(0.p,1,) + 2 Fa(0, p, 1. €) + € Fua (0, p,m, €) + O(eY),
Z_Z = eF15(0,p,1,6) + € F(0, p,0, &) + *Fsa (0, p, 1, &) + O(Y), (4.2)
\ % = cFi5(0, p,0, &) + 2 Fos(0, p, 0, &) + 3F335(6, p,m, &) + O(eY),
ou
z = (pn,8),
)

Fl(tax) = <F11(97p777)§)7F12<07:07777§)7F13(97107n7§))7
F2<t,l’) = (F21<87/)777>§)7F22(‘97P7777£)7F23(9>P>777£)>7
Fg(t,.%) = (F31<9>p7777£)aF32<67p7777£)7F33(67p7777€))7

et T = 2. Le systeme (4.2) obtenu est sous la forme standard relativement la théorie
de moyennisation.
Appliquons la théorie de moyennisation d’ordre un et commengons par calculer la

fonction moyennée suivante

1 27
Fulo.€) = 3= [ Futop )0
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pour ¢ = 1,2, 3. On obtient

([ Fuilp,n,€) = %(P(Qal + (aos + bog )€ + (a2 + bos)n)) = 0,
fi2(p,n,§) = %((COO + co0)p” + 2(coo” + nlcr + cosé + com))) = 0, (4.3)
\ fis(psn,§) = %((doo + doa)p* + 2(&(dy + doo€) + dosén + don?)) = 0.

Ce systeme a deux racines positives simples induisent, pour le systeme deux
cycles limites qui bifurquant de l'origine.
Pour appliquer la théorie de moyennisation d’ordre deux, on annule ( f11(p, 7, &,), fi2(p,,n,€), fis(p,n

et pour ceci on considére
ar=dy=c1 =0, b= —ao3, bos=—ap2, Co9 = cos=cor =70,

dos = —doo, dog = dog = do7 = 0,  coa = —Coo-

Ensuite, on calcule I’expression suivante

0Fy O0Fh 0Fn

aa 88 88 fOS F11<97p777>€)d6 F21(Sap77775)
12 12 12 s
a a a : fO F12(97I077]7£)d9 + F22(57p7777§)
08 13 88 13 aags fOS F13<07p7n7§)d0 F23(3apan7§)
P n
On intégre cette expression entre 0 et 27 et on la divise par 27, on obtient le systeme
suivant
.
Fa(py,€) = 25U+ Urp? + Ut + Us€ + Uy + Usén + Usi?),
8b2
1
Fapm:€) = 5z (Vop® + Vip*€ 4 Val® + Va&¥ + Vi + Vip™n
+ Valn+ Va&n + Van? + Voln? + Vi), (4.4)
1
fas(psn, &) = =5 (Wop® + Wik + Wap?E + Wi&? + Wi + Wepn
202
\ + Weln + Wiy + War® + Woln® + W),
ou
U() == 8(1257

Ur = agoao1 + aoiaos — 2a00boo — boobo1 + 2a04boa — bo1boa + aoscoo + bo2coo — @o2co1 + aosdoo +

bozdoo — ap3don
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U = 4b(ay3 + byg),

Us = 4(ag1a09 + 2a09bos — 2a00bog — bo1bog + boscoz — aoscos + 2boados — 2agedos ),

Uy = 4b(aqz + bys),

Us = 4(am aos + 2aosbos — 2anobos — bo1bos + boscoz + 2borcos — aoscos — 2a07¢o6 + 2bogdos +
bosdoz — 2angdos — aosdos),

Us = 4(ao1ao7 + 2a07bos — 2a00bor — bo1bor + 2borcoz — 2a07¢05 + bogdoz — aosdos ),

et

Vo = b(c1o + c1a),

Vi = —(aoscoo0 + bozcoo — @oscor + boocos + boacos — CosCos — GooCos — GoaCos + Co2Cos — Cosdos +
003d06)7
Vo = 2bcyy,
V3= —2(509003 - CL09006)7
Vi = 2bcy,
Vs = —(aosco0 + bo2coo — @o2¢o1 + booCoz + boacoz — anoCos — aoacos — cosdoz + Cozdos),
Ve = beis,
Vi = —2(509002 + bogCoz — aogCos — aOSCOG)a
Vi = 2bcyy,
Vo = _2<b08002 + bo7Co3 — aogCos — CL07006),
Vip = —2(507002 - a07005);
et
Wo = b(dyo + dia),
Wi = 2bd,,

Wy = —(aosdoo + bozdoo — aosdor + cosdoz + boodos + boados — cosdos — aoodos — aoados),

W3 = 2bdyy,

Wy = —2(boodoz — anodos),

W5 = —(aosdoo + bo2doo — aoador + boodoz + boadoz + cosdoz — aoodos — aoados — coados + dozdos — doados,
We = 2bd;s,

Wy = —2(bogdoz + bogdoz — aoedos — aosdos),

Wy = 2bd,7,

Wy = —2(bosdoz + bordoz — agsdos — agrdos),

Wio = —2(bordoz — aordos)n’.
Dong, a partir de la premiére équation du systéme et en évitant les solutions avec
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p = 0, on isole p? et on le substitue dans f2;(p,7,&) = 0 pour i = 2,3. Ainsi on obtient

les deux équations suivantes

g = Co+ Cin+ Cof 4+ Csn® + Cyné + C562 + Cen® + Cr*€ + Csn&? + Co&?,
922 = Do+ Din+ Do + Dsn? + Dyné + Ds&? + Dgn® + D€ + Dgné? + Do&?,

ou C;et D, pouri=0,---,9sont des constantes réels.
—Wolo
Oy —
0 U1 y
—VoUs — VsUy + V43U,
Cl - )
Uy
¢, -~V = Valy
Uy
—VoUs — VsU, + VU
Cg - U )
1
VeU1 — VoUs — ViU — V5Us
04 = )
Uy
—WoUs — ViUy + VoU,
CS - 5
Uy
—V5Us + VioUy
CG = )
Uy
—ViUs — V5Us + VoUy
C7 = )
Uy
—ViUs — VsUs + V7 U,y
CS - 9
Uy
Co —V1Us + V3Uy
9 — (]1 )
et
—WoUo
Do —
0 Ul )
D, = —WoU,s — W5U0,
Uy
—WOU2 — W2U0 + W1U1
D2 = U )
1
—WOU6 — W5U4 ‘I’ WSUI
D3 - U )
1
D WUy — WoUs — WUy — WU,
4 = )
Uy
—WOU3 - W2U2 + W3U1
D5 - )
Uy
—Ws5Ug + WioUs
D6 = y
Uy
—WQUG — W5U5 + WQUI
D7 - U ;
1
—W2U5 — W5U3 + W7U1
D8 = )
Uy
—WyUs + WU,y
Dy = )

U
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Puisque tous les coefficients des deux équations g2 (7, &) = 0 et g22(n, ) = 0 sont indé-
pendants, ils peuvent étre choisis de maniere arbitraire. D’apres le théoreme de Bezout,
le systeme g91(n,€) = 0, ¢22(n,&) = 0 a neuf racines réelles, et le systeme (4.4) a neuf

racines réelles avec p > 0.

Exemple 4.1 Considerons le systeme différentiel polynomial quadratique dans R*

( dx 9 5 1
u —2e*r —y—x +yz+2xz—2a:w—yw—|—§zw
+ e(2? — zz + 2w) + X(2? — y2),
dy 9
il —2e%y + o — 2yz + vz + zw + 2yw + 2w + e(ry — Yz + yw)
+ eX(xz +yw), (4.5)
d
d_j = 12e%2 — 222 — 2y* — 22z — daw + e(2? — y* + 827 — 2zw) + 222,
dw 2 2 2 2
- = 24w + 22° — 2y° + 2xy — 20z — 22w + e(—2w* — 2zw)
| + e2(2? + zw).

Le systeme (5.11) a un seul point critique qui est I'origine (0,0, 0,0), et les valeurs propres en

ce point sont —2e* + i , 12¢? et 24¢2. En utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux

pour le systeme (5.11)) et on aura

falpn, &) = p(=2—n+E&—n* =28+ p* —né) =0,
fa2(p.m, &) = 1204 8n® — 2n& 4+ 4&%n + 26n* — 2p°n = 0, (4.6)

fas(p,m,§) = 246 — 267 — 2n& +28%n + 28° — 2p*¢ = 0.

Maintenant pour déterminer les cycles limites, on résout le systeme (4.6)), et on obtient

P = <\/§,0,0>, Py = (\/12—\/3,0,\@), Py = (\/12+\/S,0,—\/5),

P, = (@,4,0), Py — (\/2_7,4,1>, Py — (\/14—2@—1,%),
P = (\/14+2\/6,—1,—\/6) Py— (\/5,—1,0> . Py= (\/5,4,—1) .
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On vérifie que le déterminant

2=+ E—0
—26% +3p° — ¢ p=1—=27—¢) p(l—A4¢ =)
D(p,n, &) = det —4p7 124+ 167 — 26 +4€2 + 4én — 2p> =20+ 8n+ 2% |,
—4pE —2€ + 262 4 4€q 24 — 4€ — 27 + 467

calculé en ces racines est non nul.

Ceci nous donne

a(f117f127f13)) _ (a(fllafl%fli%)) _
det <—a on D . 640 # 0, det | — 5 == oond) N 7680 + 640v/5 £ 0,
A(fu, J12, f13) _ I(fur, f12, f13) _
det (—8@%@ ) o 7040 # 0, det <—8(p,n,£) ) o 17280 # 0,
det (—8@(;1(1;,]0;’513)) LT 13440 £ 19206 # 0, det (—a(‘g&fig?’)) o —960 # 0,

det (M) — 13440 #£ 0.

d(p,n,€)
Donc, le systeme (5.11)) a exactement neuf cycles limites qui bifurquent de I’origine.

Py

Le travail qui suit, et qui représente a notre contribution principale, a pour

d’étudier les cycles limites en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois.

Pour ce faire, on annule le systéeme moyenné du second ordre ( fo1(p, 1, ), fa2(p, 0, ), fa3(p, n,§)),

et on pose

ay = ¢y = dy = 0, ago = aps = agr = agg = agg = 0, aps = —bp2, a3 = —bsg,
bor = bog = bog = 0, aps = —bo3, @os = —bo3, boo = —bos, a1z = —bis,
co1 = o3 = cop = 0, do1 = do2 = dos = 0, c14 = —c10, dia = —djo.

cir=cig =c19 =0, di7 =dig = dyg = 0.
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Pour appliquer la théorie de moyennisation d’ordre trois, on calcule d’abord les trois

quantités suivantes :

28, 0,1,€) y13(8, 0,7, €) )

+ F31(57p777a§)7

et

1

5 ( yll(sapvnvg)

1 8F11 8F11 (9F11
2 ap on o0&

1

5 < y11(87p7777€)

1 8F12 8F12 8F12
2 ap on o0&

+ F32(57P7777§)7

y21(37 P, 1, 5)

)- Yas(s, p,1,€) +< 9

y23(87 P, §>

(s, p,m,8) w1s(s, p,m, ) )

y21(87 P, 1, g)

) : yQQ(Sapanvg) + ( ap

y23(3a P51, 5)

61

0p? 85877 8585 y11(s, p, 1, §)
0*Fyy 0°Fn 0°Fi
8nap 8772 anag : yl?(sﬁpﬁ/’%f)
2 2 2
a Fll 8 Fll a Fll y13(87 P, 1, 5)
00p 0&0n  OE?
Y11 (s, p, 1, &)
0Fy 0Fy O0Fy
877 85 . y12<57p7777£)
y13(87 P, 1, 5)
32F12 82F12 82F12
0p? 85877 afag y11(s, p, 1, §)
0?Fig 0*Fp 0°Fo
anap 8772 anaf : y12(87p7777£)
2 2 2
Pl Fhy Fhy (s, 1, €)
0&0p 0&dn  0&?
y11(57p77]7 f)
0Fy 0Fy O0Fy
(977 (95 : 912(57077%5)
y13(s, p, 1, &)
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et
[ L 0*Fi3 0°Fig
0p? 8£8n 8£3§ y11(s, p, 1, §)
1 ( ) O’Fiz3 0°Fi3 0°Fis
2 yll(sapanaf) y12(8apan7€) 913(57%77,5) : anap ang 87’]85 : le(&Paﬂ:f)
82F13 a2F13 82F13 y13(87 P, 1, 5)
i dE0p 960 0&?
ya1(s, i1, §) yi1(s, p, 1, )
1 8F13 8F13 8F13 8F23 8F23 ang
5 ap 877 ag : y22(57p77775) + 8,0 877 85 : ym(&ﬂﬂ%f)
i y23(57p7n>€> y13<57p7777£)

+ F33(S7p77]7 5)7
ou
y11(87 P, 1, §>
yi2(s, p, 1, €)
y13(57 P51, 5)

y21(57 P, 1, 5)
y22(57 P, 1, é)
y23(37 P, 5)

Ensuite, en integrant ces trois quantités entre 0 et en 27 et divisant par 27, on obtient

fos F11(07 P, g)de

- f()s F12(97P7777§)d9 )

fos F13<97 P51 g)de

s agél 8815;;1 85511 fot F11(97p7777§)d9 F21(t7p777a§)
A BQF;Q 85;;2 85‘%2 ) fot F12(07/)777;£)d9 + F22(t7p7777§)
85:,3 857;3 8553 fot F12(87p77]7§)d6) F23(t7p77]7§)

le systeme moyenné

( fa(p,n,§) =

f32(p777a§) =

f33(p7777§) =

1
@P(S%bg + A+ A€ + AzE? + Aun® + Asné

Agp?® + A7p’n + Agp*€),

1 2 2 2 2 2 4
@(8037719 + B1p° + Bap™n + Bsn” + By&” + Bsn @7)

Besné + Brp*n& + Bsp® + Bon® + Biop®n? + Buné? + Bian®€),

1
@(Sdﬁbg + K& + Kap* + Ksp®n + Kap*né + Ksp*&?

Ken?*€ + Kné? + K& + Kon* + Ki9p*6 + K118 + Ki2p?),
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ou

Al = 4(b25b2—|—a22b2),
Ag = 4(b26b2+a2362),

Ag = —4blgb01b -+ 4&19&01[) + 8d03b19b — 8d06algb + 8b04&19b,
A4 = —4bl7b01b + 4@17@01() + 8C02[)17b — 8005@17() + 8b04a17b,
As = —daigcosb + 4bigcoab + 4dosbigb — 4dosaish + 8bpsaigh + 4aygagib — 4bigbo:b,

Ag = dooaieb + doob13b — apac11b + coobi2b + a14a01b + 2a14b04b + 2b04a10b + a10a010
—  b14bo1b — b10bo1b — ag3di1b + cooas,

Ar = a02035 - a020(2)2 + CL02CL(2)1 - a02531 + cosbo1bo2 + 2a02a01b04 + 2a02¢02001
—  2a02¢05b04 — 2a02¢05a01 — @o1¢02b02 — 2bo2¢02b04,

As = —aosdss + aosdis + aosag;, — aosby; + dosboibos + 2a03ao1bos + 2a03dosbor

—  2ap3dosbos — 2a03dosaor — ao1dozboz — 2bp3dosboa,

et
By = —4bizcoob — 4arecoob — 4cpacish + 4eizcosb + dagzcib + 4dozcigb — 4doseisd,
By = —4biacoob — 4daiscoob + 4cosaiob — 4bracoab — 4b1gCob + dagaciib + 4cgsaqab,
By = 80271927
B, = Scyl?,
Bs = —cooChy + CooCls + boiCooCoz — @o1¢00Cos,
Bs = 8028b27
By = 4dosbozcoz — 4aozbo1coz + 4agzcozdos + 4agzaoicos — 4aosdoscos — 4boscosdos,
By = 4cygb? 4 degsb?,
By = 8ayrcosb — 8bi7¢o2b,
By = 4dagcg, — 4apcd; — 4boicozaoz + 4agiagzcos,

B = 8aigcosb — 8bigco2b,

By = 8ajscosb — 8bigcpabd,

63



Chapitre 4

et
Ky = 8dxsb?
Ky = —dydd; + doodds + bo1doodos — ag1doodos,
K3 = —4biadoob — 4aysdoob — 4dozdisb + 4dyadosb + 4agadi1b + deoadisb — 4cpsdyab,
Ky = —4doeboacoz + 4apadozcoz + 4agiaozdos + 4boadozcos — 4agadoscos — 4bo1ao2dos,
Ks = 4a03d33 - 40036136 — 4bo1dozaos + 4ag1aosdos,
K¢ = 8ayrdosb — 8b17dosb,
K7 = Baizdosb — 8bisdosb,
Ks = 8dyb?,
Ky = 8dyb?
Kig = —4bizdoob — 4aiedoob + 4dosaiob — 4b14dozb — 4b10dozb + 4apzdy1b + 4doeaisb,

K1 = 8ajgdosb — 8bigdpsb,
K12 - 4d20b2+4d2462.

Pour trouver les cycles limites, on résout le systeme

f31(p7777€) = 07
f32(p77775) = 07 (48)
f33(pa777€) = 0.

En résolvant la premiere équation par rapport 4 p, en considérant p > 0, on obtient les

deux solutions

o _ A+ A8 + Ay + Al + Asné + 8agh2

Ag + As§ + A '
En remplagant p* dans f3;(p,7,&) = 0 pour i = 2,3, on obtient le systéme suivant
e 1

= Io + Lién + Ln*é + Lné? + Ln? + Isn* + 1% + [:¢*
931 8(A6+A777+A8§)263( 0 1§ + Ln € + Isng 47 57] 6§ 7§

4+ Isn® + Ign° + Loy + 1€ + Ton?E + Lisn®E + Lun€® + L15€ + Liegn’E?
+ L€ + Lisn*€ + Lign?E?),
1

= Jo+ Ji&n + Jan€? + 2 + TP + Js€® + Jon?e?
e 8(A6+A7n+A8$)2b3( o+ Ji&n 4 Jong” + Jsn S + Ja” + S8+ Jes

+ I+ Jsnt 4 Jo€t + J10€° + JuntE + J1an?E3 + JisnPE + Juné?
+  J1582 + Jien + Ji7€ + JisnPE + Jiné?),
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ou

m + +

_|_

64Bsa2b" — 8 Bgazb® Ag,

16c3b* Ag Ag — 8 Biazh* A7 — 8 Byazh® Ag + 16 Bsash? A5 — 8 Braszh* Ag + BgA?
B1A1Ag + 2B5A1 Ay — ByAyAg — BgA1Ag — By Ay A7 — BgAs Ag,

16c3b* Az As — 8 Brazh? A7z — 8 Bigasb®Ag + B1o A% — BigAsAg — B1A1 Ay
B1AjAg — ByA1Ag — BoAyAr — BoAsAg + 2B3AgAg + 2B5 A1 A5 + 2B5 Ay Ay
2BgAgA; — By A1 Ag — BgAyAg — By A5 Ax,

8c3b? A2 — 8Brash? Ag + By A2 — B1A1Ag — BiAs Ay — BiAsAg — Bo Ay Ag

By A3Ag + 2B4AgA7 + 2Bs A1 Az + 2B5 A Ay + 2Bs AgAs — BrAs Ag — Bs Az Az
BgAs Ag,

B3 A% + BsA? — ByAjAg — BsAy A7 — BgAyAg + 16c3b* Ag A7 — 8 Baash? Ay
16Bsa3b* A, — 8Bjgash? Ag,

B3 A% + BsA? — ByAyAr + 2BgAgAr — BrgA1 Ay — BigA,Ag,

ByA% + BsA2 — B AyAg — BgAyAg — BgAzAg — 8 Biaz Agh® + 16 Bsash? As,
ByA% + B;A%2 — By A3 Ag,

By A% + 8c30* A2 — By A1 A7 — ByAyAg + 2B3Ag A7 + 2B A1 Ay — BgAgA;
BigA Ag — 8 Bypaz A7b?,

ByA% — ByA Az,

8c3b? A2 — Bg Ay Ag — 8 Byaz Agh® + 16 Bsag A1b? — 8 Bgag A7b?,

—B1AyAg — B1A3Ag + 2By AgAg + 2B5 Ay A3 — By A3 Asg,

B3 A% + ByA% + BsA2 — BiAjAg — BiAsAr — BoAzAr — By AsAg + 2B5s Az Ay
2BgA7As — By A1Ag — BrAs A7 — By AsAg — BioAsAg — BigAszAg + 2B11 Ag Ay
2B15AgAs,

BgA%2 — BiAjA; — BoAyAg — BoAs A7 + 2B3 A7 Ag + 2Bs Ay As — Br A1 Ay
2BygAgAg — By AyAg — BipA1Ag — BigAs A7 — BigAsAg + 2B12Ag Az,

BgAZ — BiAsA; — By AsAg — BoA3Ag + 2By A7 Ag + 2B5 A3 As — BrAsAg
BrA3Ag + 2B11 Ag As,
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Iis =
Le =
L, =
Ly =
Ly =

—BgAyAg — 8BragAgh? + 16 Bsasz Asb* — 8 Bgaz Agh?,

ByA§ + B11AZ — ByAyAs — By As A7 — BigAsAr — BigAs As + 2B13 A7 Asg,
Bi1 A — BrAsAs,

B1y A2 — By AyA7 — BigAyAs — BioAs A7 + 2By A7 As,

B1yA§ — BrAsA7 — By AsAg — BigAsAs + 2By A7 Ag,
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et
Jo
Ji

J2

J5

Jo

J16
Jir
Jis

J19

64K2a§b4 — 8K 9a3b% Ag,

16d3b% Ag A7 — 8Ksa3b* Ag — 8K a3b*Ag + 16 Ksa3b* As — 8K gasb® A,

K A2 — K3AyAg + 2Ko A1 Ay — KigA1Ag — K19A1 Ag — K19 Ay Ar — K19 A5 Ag,
16d3b? A7 Ag — 8K a3b* Ag — 8Ksa3b> A7 + K7 A2 — K3 A Ag — K3 A3 Ag

K AyAg — K5 A1Ag — K10A1As — K10A2 A7 + 2K AgAg + 2K A1 Ag + 2K A0 A
2KgAgAr — KigAsAg — K12A3A; — K19 A5 As,

8dsb? A2 — 8K a3b? Ay + KgA2 — K3A1Ag — K3As A7 — K3AsAg — Ky Ay Ag
K10A1A7 + 2K, AgA7 + 2K A1 As + 2K A Ay + 2K9AgAg — Ki19A4Ag
Ki9A4Ag — K19 A5 A7,

—K3A1A; — K3A Ag + 2KgAgA7 + 2K A1 Ay — K19 Ay A7,

K11 A2 + 8d30* A2 — K5 Ay Ag — KioAgAg + 2Ky Ay Az + 2Kg Ag Ag — K19A3As
K12 A3Ag — 8K5a3Agb?,

Ky A2 + KgAZ + KgAZ — K3A3A; — K3AsAg — KyA1Ag — Ky AsAr + 2K, A7 Ag
2K5A3A) — KyAsAg — K5 A1 Ay — K5 AyAg — K10A A — K10A5A7 + 2K AgAg
2K7A¢A7,

KyA? + KgAZ — K3A1 Ag — K19A1 A7 — K19 A3Ag — 8K3a3A7b0* + 16 Kaa3b? Ay,
Ky A% + KgAZ — K3A, Az,

KgA2Z + Ko A2 — K5 AgAg + 2K, AgAg — K5 Az Ag — K19 A3 Ag,

K11 A2 — K5A3As,

KeAj — K4A4Az,

KeAZ + K11 A2 — KjA3 A7 — K AsAg — K5 Ay Ag — K5 A5 Ay + 2K7 A7 Ag,

K7 A2 — KA Ag — Ky As Ay — K5 Ay A7 + 2K A7 Ag,

K7 A2 — KyA3Ag — K5 AsAr — KsAsAg + 2K, A7 Ag,

Ky A2 + KgAZ — KigAsAg — K19AsAg — K19 A3Ag + 16d3b* AgAs — 8K5a3b* Ag
16 Kyazb* Az — 8K gazb® Ag,

—K19A;1 Ag — 8K3a3A6b* + 16 K2a3A,0* — 8K 9a3A7b?,

8d3b? Az — K19 Ay Ag — 8K pazAgh? + 16 Koaz Asb® — 8K a3 Agh?,

K A2 — K3A Ag — K3As Ay — KyA1 A7 + 2K Ag Ay + 2Kg A7 Ag — K1gAL Az
K4AyAg 4 2K5 A4 As,

K A2 — K3A3A5 — K4AyAg — Ky A3Ag + 2K A3As + 2K AgAg — KA Ag
2K11AgA7 — K5 Ay Ay — K5A5A¢ — K10A3A7 — KigAsAg + 2Kg A7 As.
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Comme tous les coefficients des deux équations g¢31(n,£) = 0 et gs2(n,£) = 0 sont in-
dépendants, ils peuvent étre choisis de maniere arbitraire. Par le théoreme de Bezout,
le systeme g31(1,€) = 0, g32(n, &) = 0 a 25 racines réelles, et donc le systeme (4.7) a au

plus 25 racines réelles avec p > 0.
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CHAPITRE

5

CYCLE LIMITE BIFURQUANT D'UN
POINT D’EQUILIBRE D’UN SYSTEME
DE KOLMOGOROV DE DEGREE
ARBITRAIRE

Dans ce chapitre, nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes pour
I'existante de cycles limites pour des systémes de Kolmogorov planaire de degré arbi-
traire de la forme :

=xf(ry), §=yy(r,y), (5.1)
ou f et g sont des polyndomes de degré supérieur 4 1.
Ceci en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux. Cette étude a fait 1’objet

d’un article publié dans le journal "Chaos, Solitons and Fractals (2020) ".
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5.0.1 Introduction

La bifurcation de Hopf a été étudiée dans [22) 43] pour certaines classes particu-
lieres des systémes différentiels polynomiaux de Kolmogorov de dimension 3 et en
dimension 2, il partielle dans [3] 48]. L'objectif de cette étude est de caractériser la
bifurcation générique de Hopf des systemes différentiels polynomiaux de Kolmogo-
rov en dimension deux. Plus précisément, nous fournissons des conditions suffisantes
pour l'existence d"une bifurcation de zerp-Hopf et les estimations de la taille de I’orbite
périodique qui bifurque pour controler le type de stabilité ou d’instabilité.

Un systéme différentiel polynomial

-_da:

Cd
@ = P(z,y), yzd—izQ(x,y),

dt
en R? est de degré n si le maximum des degrés des polynomes P et ) est n. Un po-
lynome de champ vecteur quadratique X = (P, Q) avec x un facteur de P et y un
facteur de @) est un systeme de Lotka-Volterra. Alors qu'un polyndéme de champ vec-
teur n—degré X = (P, ()) avec x un facteur de P et y un facteur de () est un systeme de
Kolmogorov.

Les systemes Lotka—Volterra ont été initialement considéré, indépendamment par
Alfred J. Lotka en 1925 [44] et par Vito Volterra en 1926 [70], comme modele pour
I’étude des interactions entre deux especes. Plus tard, Kolmogorov [38] en 1936 a étendu
ces systemes pour une dimension arbitraire et de dergré arbitraire. Ces types de sys-
témes sont maintenant appelés systemes de Kolmogorov.

De nombreux phénomeénes naturels peuvent étre modélisés par les systemes de Kol-
mogorov, comme l'évolution dans le temps des espéces en conflit en biologie [46], ré-
actions chimiques [29], hydrodynamique [14], économie [65], le couplage des ondes
dans le laser physique [39], 'évolution des électrons, des ions et des neutres especes en
physique des plasmas [42], intégrabilité [2], etc.

Nous étudions ici les systemes polynomiaux de Kolmogorov dans le plan, c’est-a-

dire les systemes différentiels de la forme

& =uaf(ry), ¢=ygy), (5.2)
ou f et g sont des polyndmes de degré supérieur a 1. En fait, nous nous intéressons
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a l'existence, dans le quadrant positif du plan de cycles limites des systémes de Kol-
mogorov , et par conséquent entourant certains points d’équilibre (voir par exemple
Théoreme 1.31 de [23]) qui se trouvent dans le quadrant positif. Rappelons qu'un cycle
limite d"un systeme de Kolmogorov est une solution périodique du systeme isolée
dans I’ensemble de toutes les solutions périodiques de (5.2). En général, la détection de
'existence de cycles limites est un probléme difficile.

Un point d’équilibre de Hopf d’un systéme différentiel dans R? est un point d’équi-
libre dont la partie linéaire a des valeurs propres imaginaires pures +wi avec w # 0.
Ici, une bifurcation de Hopf signifie que certains cycles limites bifurquent d"un point
d’équilibre de Hopf lorsqu’un parametre d"un systeme différentiel varie, mais dans
la littérature, une bifurcation de Hopf n’a pas toujours cette signification, voir par
exemple [1]].

Notre objectif est de fournir les conditions nécessaires et suffisantes pour 1'existence
d’un cycle limite bifurquant d’un point équilibre de Hopf d'un systéme "2-dimensional
polynomial Kolmogorov" de degré arbitraire, en utilisant la théorie de la moyenne du
second ordre. Nous prouvons également la stabilité du petit cycle limite qui nait dans
la bifurcation de Hopf, et donnons une estimation de la taille en fonction du parametre
de la bifurcation.

Nous translatons un point d’équilibre (a,b) du quadrant positif au point (1,1) en
effectuant le redimensionnement (z,y) — (z/a,y/b), et obtenons que tout systeme de
Kolmogorov dans le plan de degré 2, c’est-a-dire tout systeme de Lotka—Volterra peut

s’écrire

@ =z(a(r—1)+ay—1)), §=ylbi(r—1)+by-1) (5.3)

Il s’agit d’un systeme différentiel polynomial quadratique avec deux lignes droites

invariantes, nous savons que de tels systémes différentiels(voir Bautin [68]) n’ont pas

de cycles limites, (on peut aussi consulter la référence([16]), section 5 pour la preuve
de Bautin).

Un systeme de Kolmogorov ayant un point d’équilibre dans le quadrant positif
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peut-étre écrit comme

i =xz(a(z—1)+a(y — 1)+ as(z — 1)* + as(z — 1)(y — 1) + a5(y — 1)?),

(5.4)
g=y(bi(x—1)+baly — 1)+ bs(x = 1)° + balz — (y — 1) + bs(y — 1)*),
si son degré est 3, et il peutétre écrit comme
i =xz(a(z—1)+a(y — 1) +as(z — 1) + as(z — 1)(y — 1) + as(y — 1)*+
ag(z — 13+ ar(z — 1)*(y — 1) + ag(z — 1)(y — 1)® + ag(y — 1)* + h.o.t.), 55)

g=y(bu(r = 1) + by — 1) +bs(w = 1)* + balz = Dy — 1) + bs(y — 1)*+
bo(x — 1)° + br(x — 1)2(y — 1)+ by(w — 1)(y — 1)? + bo(y — 1) + huo.t.).
si son degré est supérieur a 3, ot h.o.t. désigne les termes d’ordre supérieur en v — 1 et

y — 1, c’est-a-dire des conditions d’ordre au moins quatre en les variables + — 1 et y — 1.

5.0.2 Résutats principaux

Proposition 5.1 Soit w un nombre réel positif et by # 0. Un systéme de Kolmogorov (5.4) ou
(5.5) a un point d’équilibre de Hopf en (1, 1) avec des valeurs propres +wi (ici i = v/—1) si et

seulement si

b3 + w?
by

a; = —by, ay = —

Le polyndme caractéristique de la partie linéaire du systeme Lotka-Volterra (5.4) au
point d’équilibre (1, 1). est

p(A) = A — (a1 + b)) A + arby — asby.
En posant que p(\) = A + w?, on obtient le systeme
a; + b2 = 0, (llbg - agbl = (,UQ.

En résolvant ce systeme, nous obtenons la famille de points déquilibres zéro-Hopf dé-
crit dans la proposition[5.1] Ceci complete la preuve.

Nous définissons les quantités

A = —2a3bb3 — 2a3bibow? + 3azasb3b3 + azasb?w? — 2azasb3by + azb?b3 + azb?byw? +

agblbg + agblb%@l + 3&3()1[)3&)2 + a3b162b4w2 + 2a361w4 - 2&3()3[)3 - 4@3()3[)3&}2 — 2&3()3&}4 —
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a2b3by + aqgash?t — asb3b2 — agb3bobs — asb?b3 — asb?how? + asbybibs + abibabsw? + asbibs +
2a5bbs + asb3b2 — asbiboby + b3b2bs + 2b3bob2 + 23bsw? — bbby + b2b3bs — 32b2bybs —
B2bybaw? + b2bybsw? — b2babsw? + bybdbs — bybiby + 2b1b3bsbs + byb3b2 + byb2bsw? — byb2byw? +
2b1babsbsw? + bybyb?w? + b3bs — bibsby + 2b3bsw? — 202bsbyw? + bobsw? — bybyw?, et

C = A+ bw” (3agb3 + 3agw® — 2a7b1by + asb; + 3bibg — 2b1babs + b3br + brw?) .

Théoreme 5.1 Considérons les systemes de Kolmogorov (5.4) ou (5.5) avec

b3 + w?

Glz—b2+€2B, Ay = — b )
1

(5.6)

avec w > 0, by # 0 et € un petit parametre (le parametre de bifurcation).

(a) Le systeme (5.4) a un cycle limite (x(t,¢),y(t,)) bifurquant d’un point d’équilibre de
Hopf (1,1), quand € = 0, si et seulement si by AB < 0. Ce cycle limite est stable si B > 0
et instable si B < 0. De plus

(2(0, ), (0, ) = (1 L O(2)1 - e e 0(52)) , (5.7)

b2 + w?

ol

blB(b% +w2)
M Ty Bt M Rl
r W\/ A

Voir ce cycle limite bifurqué dans la figure 5.1.

I
\'
1.005

1.000 -

0995

0.990 0.995 1.000 1005  TOW— 1013

FIGURE 5.1 — Cycle limite stable pour le systéme (5.4).
Pour le systeme (5.4) les valeurs des parametres sont as = a4 = a5 = by = by = by =

by =bs =w=B=1ete=1/50.
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(b) Le systeme a un cycle limite (x(t, <), y(t, <)) bifurquant d'un point d’'équilibre de
Hopf (1,1), quand € = 0, si et seulement si byC'B < 0. Ce cycle limite est stable si B > 0
et instable si B < 0. De plus, I'égalité est vérifié. Voir ce cycle limite bifurqué dans
la figure 5.2.

1.010 |
1005 F
1.000 |

0695

0.590

0.990 0.995 1.000 1.005 1.010

FIGURE 5.2 — Cycle limite instable pour le systeme (5.5).
Pour le systeme (5.5) les valeurs des parametres sont B = —1, ag = a7y = as = by = bg =

bgzletagzalozall:a12:a13:a14:b6:b10:b11:b12:b13:b14:0-

Le théoreme [5.1| est prouvé dans la preuve en utilisant la théorie de moyennisa-
tion du second ordre. Un bref résumé de la théorie du moyennisation, necessaire pour
prouver le théoréeme 5.1 est donné dans la sous-section 2.1.2]

Notons que le Théoréme |5.1| fournit des conditions suffisantes pour qu'un cycle li-
mite bifurque a partir d"un point d’équilibre de Hopf localisé dans le quadrant positif
d’un systéme de Kolmogorov planaire de degré arbitraire, et que donne une es-
timation de la taille du petit cycle limite qui bifurque du point d’équilibre (1,1) en
fonction du parametre de bifurcation e.

Nous prouverons qu'une orbite périodique bifurque du point d’équilibre zéro-Hopf
(1,1) du systeme de Kolmogorov pour les parametres du systeme indiqués
dans la proposition

Perturbons le systéme avec les parametres donnons dans (5.6), et translons le

point d’équilibre (1, 1) 4 l'origine en effectuant le changement de variables x = X +
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1,y =Y + 1. Le systeme (5.4) devient

. 1
X = b—(l + X) ((362 — bg)le — (b% + wQ)Y + CL3b1X2 + CL461XY + a5b1Y2) s (5 8)
1 .
YV =1+4Y) (X +bY 4 b3 X2+ b, XY +bsY?)

Afin de simplifier 'application de la théorie de la moyennisation, en calculant la bifur-
cation de Hopf, nous écrivons la partie linéaire de systeme (5.8) avec ¢ = 0 au point

d’équilibre (0, 0) dans sa forme normale jordanienne réelle, c’est-a-dire dans la forme

0 —w
w 0

Ensuite, en faisant le changement de variables

. by b3+ w? %
= w biw 7
v 1 0 Y
dont l'inverse est
X 0 1 U
v - blw bl bQ v )

B tw? B w?
Le systeme différentiel (5.8) avec les nouvelles variables (u, v) sécrit

1
i =~ ((asbi — asb3b8 -+ asbibf + by — bbby + B30dbs )2 + (asbits
2

— g8 + aghibl — bbby + B2bibs — B3bs) 0P + (2asbi2 — aub?b + B2 + by b
bbby + 26263bs uvw + (2asb3R — agb?bE — bybidby + 26263bs — 3b3b2bs Juvo+
(asbbs + B283 + B2B2bs )uo? + bibhvow? + (agh®hs + b2020s — 36%babs Jutvw? +
(—aab2B2 + 2asbib3 — 263 + 3biby — 2b1by + b262bs)0%w? + (—asb?b + 2asbib
—201b3b3 + b2b3bs ) v3w? — b3bsulw® + (—agbiby + 20103 — 2b1b3by + 2b3bobs )uvw?
+(20%bybs — agbby — 2b1b2bs)uv®ewd + (B2by + B2bs)uot + 261 020w* + B2byutvst
+(agbiby — b3by + 3b3bs — bbby )v?w* + (aszbiby — bbbz )v3w?* + (byby — b2 —
biby)uvw® — bibzuv?w® + bivw® + bgv2w6) — 52£Bb2v(1 +v),

) 1+v
0= W ((a;ﬁ%b% — asb1b3 + asby)v? + bjuw + (2a5b3by — asbb3)uvw + w?
asbiu? + (—asbi1by + 2a303)v*w? + 2b3uw® — asbyuvw® + azviw® + uw5)
+e2Bu(1 +v).
(5.9)
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Effectuer le scaling des variables (u,v) = (¢U,eV). Le systeme (5.9) devient
U = —Vw-— EW ((C%b?b% — a4b%b§ + Clgblbg + bgbg — blbgb4 + b%b%bg))VQ
+(2a5b3b2 — ayb?b3 + b2bY + byb3 — bybiby + 262b3b5)UVw + (asbbs + b2b3+
B2020s ) U%w? + (—aab?b2 + 2a3b1b3 — b263 + 3bibs — 2b,b3by + b262bs )V 2w+
(—a4b%b2 + 2b1bg — 2b1b%b4 + Qb%bgbg))UVWS + (b%bz + bfb5)U2w4 + (agblbg—
1
b%bg + ?)bgbg — b1b2b4)V2w4 + (—b% + b1b2 - blb4)UVW5 + b3V2w6> + €2W
( — BbgV + (—G5b%b§ + G4blb% — agbg + bgbg — b1b§b4 + bfb;’b5)V3 — (2@5[)%[)%
—a4blb§ — b%bg + 2[)15%[)4 — 3bfb§b5)UV2w — QBbngz - (a5b%b2 + b1b3b4—
36%()2[)5)[]2‘/(.&)2 + (a4b1b% — 2@3[)3 -+ Qb%bg — blb§b4)V3w2 + b%b5U3w3 + (G4b162
+2b§b3 - 2b1b2b4)UV2 3 Bbsz4 - blb4U2Vw4 + (b2b3 - a3b2)V3w4 + b3UV2w5>
+0(e%),

V= Uvu+e azb2b3 — asbib3 + azb3) V2 + (2a5bby — asb b3 + b3)UVw

m«

+asb2U%w? + (—agbi1by + 2a3b3)V2w? + (—ayby + 263) UV W? + azV2wt + UVOJ5>

1
+€2mV(Bb§ + <G5b%b% — a4blb§ + ng%)v2 + (2a5b%b2 — a4b1b§)UVw
2
+2Bb2w? + asb2U%w? + (—agb1by + 2a3b2)V2w? — asbUVWw? + Bw* + azV?w?*) + O(e3).

(5.10)
Nous devons passer aux coordonnées polaires pour introduire I'angle ¢ que nous pren-
drons par la suite comme nouvelle variable indépendante afin que le systeme différen-

tiel (5.10) devienne périodique en § et que nous puissions appliquer la théorie de la
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moyennisation, ot (r, §) sont définis par U = rcosf et V = rsin 6, et nous obtenons

1
—EWTQ (b%w2(a5blb2 + (bQ -+ b5)(b§ + w2)) COS3 0 — b1W(&5b%<—2b% + (J.)2)

+(b2 + w?)(agh1b2 — (by — by) (b3 + w?) + by (—b3 — 2bobs + w?))) cos? O sin(0) + (azbiby
(B2 — 200?) + (B3 + w2) (bdbs — bubidby + 020205 — B2bywr® — b1b3w? + 202bsw? — bybobycw?
—biw? + byw* + ayb?(—b3 + w?) + asbibs (b3 + w?))) cos O sin % — byw(asb3b3+

(b3 + w?)(—asbiby + az(b3 + w?))) sin® 9) + 62W <b§b5r2w3 cos(0)* — byr?
w?(azbiby + byb3 — 3b1babs + byw?) cos® O sin 6 + r’w(bjbs — 20,b3b4 + 3b3b3bs + 203

bsw? — 2b1bybyw? + byw* + asb?(—2b% + w?) + asbiba(b2 + w?)) cos? Osin? O + wsin® f
(B(b3 + w?)? 4+ 1r2(asb?b2 + (b2 + w?)(—asbibs + az(b2 + w?))) sin? ) — cos 6 sin O( Bb,

(b3 + w?)? + 12 (asbibe (b3 — 2w?) + asby (—b3 + w?) + ba(—b3bs + bybsby + bibobyw? — byw*
-m4@+w%%4a@%+mwﬂnﬁﬁm)+0@%

w+e€ CL5b§UJ3 COS3 0 + b1w2(3a5bfb2 — ((I4b1 — blbg — bg — blb5 — w2)(b§+

1
brw(b2 + w2)2’"<
w?)) cos? O sin O + byw(3azbibs + (b3 + w?)(—2a4b1by + bib3 + b3 — b3by + 2b1bybs — byw?
+bow? — byw? + az(b3 + w?))) cos O sin? O + (asb3b3 4 (b3 + w?)(—agb?b2 + bibs — byb3by

+b%bgb5 — b%bQWQ + 2b§b3w2 — b1b2b4w2 + b3w4 + Clgble(b% + UJ2>>) Sin3 9) -+ 82W

sin 9<w cos 0 + by sin 0)((b3 + w?)(2B(b3 + w?) + 12 (asb — asbibs + azb — b3bs + bibaby
—b%b5 + (13(,4)2 — b3w2)) — TQ(agb% — b%bg + b1b§b4 — b%b%bg, + 2(13()3&)2 - 2b%b3w2 + b1b2b4w2—|—
b3bsw? + azwt — baw® + asb? (b3 — w?) — agbiba(b3 + w?)) cos(26) + byr’w(2asb1by + b3bs—

2b1babs + baw? — as(b + w?)) sin(29)) +O(e%).
(5.11)

Considérons maintenant § comme une nouvelle variable indépendante, ainsi le sys-

teme (5.11) devient sous la forme standard pour appliquer la théorie de la moyennei-

77



Chapitre 5

sation

P =

1
_5b1w2(b§ + w?
+(b% + w2)(a4b1b2 — (b2 — b4)(b% + CL)Z) + bl(—b% — 2b2b5 + CL)2>)) COS2 fsin @ + (a5b:{’b2
(b% — 2w2) + (b% + w2)(bébg — blb%b4 + b%b%b5 — b%bng — blb%u)Q + Qb%bng — blbgb4w2
—byw? + byw? + asb? (—b% + w?) + azbiba (b2 + w?))) cos Osin® 6 — byw(asb?b3 + (b2+

1
2)(—agbib b3 2 in® 2 3(L3w?(asb b by + b

w )( 401 2+(I3( 2+w )))Sln >+5 (b%w4(b§+w2)4)T ( 1w (a5 1 2+< 2 + 5)
(b% + wz)) COS3 0 — blw(a5b%(—2b% + WQ) + (bg + wz)(a4blb2 - (bg — b4)(b% + wz) + b1
(—b2 — 2bobs + w?))) cos? Bsin @ + (ashba (b2 — 202 + (B2 + w?) (bibs — bybiby + b2b2bs
—b%bng — blbng -+ 2b§b3w2 — blb2b4w2 — b1w4 —+ b3w4 -+ a4b%(—b§ -+ w2) + agblbg(b%—F
w?))) cos Osin? 0 — byw(asb?b3 + (b2 + w?)(—asbi1by + az(b3 + w?))) sin® 0)(asbiw®

cos® 0 + bjw?(3asb2by — (agby — biby — b2 — bibs — w?) (b3 + w?)) cos? O sin 6 + byw

)272 (b%uﬁ(%bﬂn + (by + 55)(17% + W2)) cos® 0 — le(QSb%<_2b% + w2)

(3a5b%b§ + (b% -+ wQ)(—2a4blb2 -+ blb% -+ b% — b%b4 + 2b1b2b5 — blw2 + b2w2 — b4(JJ2 + asg
(b2 4+ w?))) cos Osin? O + (asb3b3 + (b2 + w?)(—asb?b2 + bibs — bbby + b2b3bs — b2by

w? + 2b3bsw? — bibabsw? + byw* + asbiby(b3 + w?))) sin® §) + 2)2T(b%b5r2w3

1
w?(b3 +w
cost 0 — byr?w?(asbby + b3by — 3b1babs + byw?) cos® Osin O + r2w(b3bs — 2b1b3bs+
302625 + 2b3b3w? — 2b1bobyw? + baw* + asb? (—203 + w?) + asbiby (b2 + w?)) cos? § sin? O
+wsin? 0(B(b3 + w?)? + r2(asb3b3 + (b3 + w?)(—asbiby + a3z (b3 + w?))) sin? §) — cos
sin Q(Bbg(bg + w2)2 + r2(a5b%b2(b§ — 2&)2) + (14871(—52l + w4) + bg(—b%bg + blbgb4 + blb2b4

W2 — baw® + ag(B2 + w?)? — b3(b2bs + 2byw?))) sin? 9)2)) +O(e%).
(5.12)

En appliquant la théorie de la moyennisation décrite dans la sous-section pour le
systeme différentiel (5.12)), en utilisant la notation de cette sous-section c-a-d on
at=0,T = 2r, x = r. Il faut immédiatement vérifier que le systeme (5.12) satisfait a

toutes les hypothéses de la théorie de la moyennisation, et nous obtenons

1
hlr) = 8byw3 (b3 + w?)
fa(r) = 0 a une unique solution positive
blB(b% + w2)
r w\/ T

La dérivée de f»(r) en r* est égale Ar*/(4b;w?(b3 + w?). Par conséquent, on en déduit,

7(4b; Bw?(b3 + w?) + Ar?).

de la sous-section que le cycle limite est stable si B > 0, et instable si B < 0.
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En revenant aux variables x, y,on obtient I'expression (5.7)). Ceci compléte la preuve de
I’énoncé (a) du théoreme.
En suivant, pour le systeme (5.5), les mémes étapes que celles effectuées pour le

systeme (5.4),on obtient que les fonctions moyennées f; et f, égales

1
8byw? (b3 + w?)

fa(r) = r(4by Bw? (b3 + w?) + Cr?).

L’équation f»(r) = 0 a une unique solution positive

b1 B(B2 + w?)
* — 2 N N A
r w\/ C s

et la dérivée de f»(r) en r* est égale Cr*/(4b;w?(b3 + w?), par consequent, les résultats

de (b) sont similaires ceux de (a).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

L’objectif de ces trois travaux que nous avons effectués dans cette these porte sur
I'étude de 'existence et du nombre maximum de cycles limites pour des systemes dy-

namiques non linéaires.

La théorie de moyennisation était un outil tres important, qui nous a permis de
trouver les résultats. Présent cette théorie a été utilisée beaucoup ces dernieres années

pour l'étude des cycles limites des systémes perturbés.

Dans le premier travail, on a étudié un systéme quadratique dans R® en utilisant
la théorie de moyennisation d’ordre deux et on a montré un résultat sur le nombre
maximum de cycles limites de faible amplitude obtenu par une bifurcation de Hopf
autour de l’origine et on a trouvé qu’il y a au plus 27 cycles limites. De plus, on a aussi

donné un exemple de systemes ayant 27 cycles limites, ot la borne est atteinte.

Dans le second travail, on a étudié un systéme quadratique dans R* et on a montré
un résultat sur le nombre maximum de cycles limites obtenu par une bifurcation de
Hopf autour de I'origine pour ce type de systeme. L'utilisation de la théorie de moyen-

nisation d’ordre trois, a permis de trouver qu’il y a au plus 25 cycles limites.

L'intérét du troisiéme travail concerne I'étude des systemes de Kolmogorov pour

lequel nous avons fourni les conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence d'un
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cycle limite bifurquant d"un point équilibre de Hopf des systemes de Kolmogorov po-
lynomiaux de degré arbitraire de dimension 2. Nous avons également fourni une esti-
mation du petit cycle limite bifurquant et nous avons caractérisé la stabilité de ce cycle
limite.

Nous entendons continuer nos recherche sur l'existence des cycles limites des sys-

teme de Lotka Volterra, en utilisant la théorie de la moyennisation d’ordre trois.

Nous notons que les calculs dans cette thése ont été faits par le logiciel mathéma-

tique Maple.
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