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Abstract

In this thesis, we develop numerical approximation approaches for a class of Fredholm integral equa-
tions of the first kind. The adopted regularization strategy is essentially based on Tikhonov method
combined with orthogonal projection methods. We show the convergence of these approaches accom-
panied by a series of numerical experiments justifying the theoretical results obtained and the accuracy
of the approximated solutions.

Keywords: Fredbolm integral equations of the first kind, Tikbonov regularization, spectral collocation method,
projection method.

Résumé

Dans cette thése, on développe des approches d’approximation numérique pour une classe d’équations
intégrales de Fredholm de premiére espéce. La stratégie de régularisation adoptée repose essentielle-
ment sur la régularisation de Tikhonov combinée avec les méthodes de projection orthogonale.

On donne le cadre théorique qui montre la convergence de ces approches accompagnées d’une série
d’expérimentations numériques justifiant les résultats théoriques obtenus et I'exactitude des solutions
approchées.

Mots clés : Equations intégrales de Fredbolm de premiére espece, régularisation de Tikbonov, méthodes spec-
trales de collocation, méthodes de projection.
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Dés que tu avances sur le chemin, le chemin apparait.
Eléve tes mots, pas ta voix. C’est la pluie qui fait grandir les fleurs, pas le tonnerre.

Hier j’étais intelligent, alors je voulais changer le monde. Aujourd’hui je suis sage, alors je veux

changer ma personne.

La peur est sans cause. Elle est imagination, et elle vous bloque tout comme un piquet de bois peut

bloquer une porte. Briilez ce piquet...

La vérité est un miroir tombé de la main de Dieu et qui s’est brisé. Chacun en ramasse un fragment et

dit que toute la vérité s’y trouve.
Fais le bien et jette-le dans la riviére : un jour il te sera rendu dans le désert.
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Introduction 1

Introduction

Thématique de la these

Plusieurs problemes inverses issus de I'ingénierie peuvent étre formulés par des équations linéaires

de premiere espéce de la forme :

Tf =g, (E)

ou g est la donnée (mesure), f la quantité physique recherchée et T 'opérateur qui modélise le
systeme physique défini entre deux espaces fonctionnels H, et H, de dimension infinie.

Dans cette étude, on se place dans une structure hilbertienne : H, = L*(I) (I = (Ja, b[, dt)) et
H, = L*(J) (J = (Ja, b[, wdt) ot1 w est une fonction poids), et on considére I'équation intégrale

de Fredholm de premiére espece :

b
T:H, »H,; Tf(s)= J k(s,t)f(t)dt = g(s),s € (—1,1), (IEFK)

a
ot le noyau k(.,.) € L*(I x J), qui est en général non dégénéré, la donnée g € H, et f € H|
I'inconnue recherchée.

Cette catégorie de problemes (IEFK) est caractérisée par une nature instable (c’est-a-dire, le
probléme (IEFK) est mal posé au sens de Hadamard), et leur traitement numérique pose des

problémes trés délicats *.

1. Les problemes mal-posés sont les plus contraignants d’un point de vue pratique mais les plus attrayants d'un

point de vue mathématique.
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2 Introduction

Les équations intégrales de Fredholm de premiére espece englobent plusieurs formulations inverses
de certains modeles physiques, on peut citer par exemple : la tomographie, la spectroscopie, le

rayonnement et le traitement d’'images et d’autres applications (cf. [Kirl1]).

Les méthodes de résolution numérique consacrées aux problémes inverses et mal-posées est une
branche mathématique tres importante et de grand intérét pour les applications physiques et

industrielles.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes numériques ont été développées pour
résoudre les problemes (IEFK). On peut citer par exemple : les méthodes multi-échelles [ CAX15], les
méthodes de collocation-spectrale [Hual1l, Nai09], les méthodes SVD [EHN96] , les méthodes de
collocation-quadrature [NPO7, PST18], les méthodes de projection [NBR16, Neu87, KN88, Nail7]

et d’autres méthodes intéressantes.

Dans la pratique, on remarque souvent qu’il y a deux méthodes numériques les plus utilisables
pour discrétiser cette catégorie de problemes instables (IEFK) : les méthodes de collocation (les
méthodes de Nystrom) [KO12, MMAO7, MNYO07], et les méthodes de Galerkin (les méthodes
de Projection, les méthodes spectrales,...) [Huall, NBR16, Neu87, PLN13, PN11]. La premiére
méthode est basée sur des formules de quadrature, i.e., 'approximation numérique des intégrales
par des sommes pondérées supportées sur un ensembles de points (noeuds). La seconde technique
consiste a projeter ’équation sur un sous-espace de dimension finie, ot la solution recherchée

s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de la base de cet espace.

Parmi les approches de régularisation pour neutraliser le caractere d’instabilité de (IEFK), on
trouve la méthode de Tikhonov (méthode LSQ hilbertienne). Cette derniere consiste a reformuler
le probleme en question sous la forme d’'un probleme de minimisation quadratique avec un terme
de pénalité. La solution produite de cette formulation est appelée solution régularisée et son calcul
explicite nécessite le calcul de toutes les valeurs propres de 'opérateur intégral. Il clair donc que
cette approche est purement théorique et elle peut servir uniquement pour des résultats qualitatifs

et théoriques.

Pour les problemes pratiques, on fait appel a des méthodes de régularisation sophistiquées comme

les méthodes LSQ projetées, ie., une méthode de Tikhonov en dimension finie. Cette procédure de

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



Introduction 3

régularisation avec deux parametres a et N (a le parametre de régularisation, N la dimension du
sous-espace de projection) nous permet d’améliorer la qualité de la solution approchée régularisée :
le parametre N participe dans la troncature spectrale pour éliminer les hautes fréquences, et le
parameétre a comme un filtre stabilisateur.

La réalisation de cette stratégie d’approximation-régularisation se fait de deux manieres différentes :
schéma RD (régularisation-discrétisation), schéma DR (discrétisation-régularisation). La premiere
approche est bien étudiée dans la littérature, pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a
I'ouvrage [EHN96]. Pour la seconde qui a commencé a se développer ces derniéres années, on
remarque la rareté des résultats théoriques consacrés aux estimations d’erreur et a ’analyse a
posteriori, sauf quelques travaux récents établis sous des conditions trop restrictives. D’ou la
motivation de cette these qui vise de ramener quelques éléments nouveaux dans cette direction et

dans un cadre simple et général.

Contenu de la these

Cette these porte sur 'étude théorique et numérique d’une classe d’équations intégrales de Fredholm
de premiere espece. Elle est composée de quatre chapitres.

Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats préliminaires d’analyse fonctionnelle de la
théorie de Riesz Fredholm, ainsi que les notions de base des problémes mal posés et la méthode
de régularisation de Tikhonov. On donne aussi quelques résultats connus d’analyse numérique
pour les fonctions PSWFs et les polynomes orthogonaux de Tchebychev.

Le Chapitre 2 est consacré a la régularisation et 'approximation numérique d’'une équation
intégrale de Fredholm de premiére espece (IEFK) par la méthode de LSQ projetée, ol le sous-espace
de projection est formé par les fonctions PSWFs (fonctions d’ondes sphéroidales). On donne I'analyse
théorique (convergence, estimations d’erreur) de cette stratégie de régularisation accompagnée par
une série de tests numériques justifiant le choix judicieux de cette base de fonctions qui n’a pas été
bien exploitée dans la résolution des (IEFK) jusqu’a nos jours. Pour le parametre de régularisation
on adopte un choix a posteriori basé sur la méthode de Morozov cubique amortie.

Quant au chapitre 3, on continue dans la méme direction en considérant (IEFK) entre deux

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



4 Introduction

structure hibertinnes différentes. En utilisant les polynémes de Tchebychev, on construit une
méthode LSQ projetée (collocation-régularisée) adaptée a notre cadre fonctionnel, et on montre sa
convergence sous certaines conditions de régularité imposées sur le noyau de 'opérateur intégral et
la solution recherchée. Cette étude est cloturée par une série de tests numériques ou le parametre
de régularisation est sélectionné via la méthode de Morozov cubique amortie.

Dans le Chapitre 4, on donne un cadre abstrait de la méthode LSQ projetée dans un cadre
hilbertion. Ce volet contient la contribution originale de notre thése. En utilisant une variante de
la méthode de projection et la méthode de régularisation de Tikhonov, on construit une famille
d’opérateurs de régularisation de rang fini avec deux parametres. Pour établir la convergence de
cette procédure d’approximation-régularisation, on introduit une nouvelle notion topologique
(condition de Jackson-Bernstein) pour mesurer la régularité de 'opérateur. Cette condition nous
permet d’établir les estimations d’erreur dans un cadre général, et pour fixer le parametre de
régularisation, on utilise deux stratégies de choix : analyse a priori et analyse a posteriori. Cette
étude est cloturée par une série de tests numériques justifiant le choix judicieux de la stratégie de

régularisation développée dans cette thése pour une classe large de problémes mal-posés linéaires.

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



Chapitre

Rappels et notations

Pour faciliter la lecture du manuscrit, on donne ici un rappel de certaines notions d’analyse
fonctionnelle, quelques éléments de la théorie des problémes mal-posés, ainsi que quelques
propriétés de base liées aux polyndomes orthogonaux utilisés dans cette thése. Pour plus de détails,

on renvoie le lecteur aux références [LP61, LP62, MH02, CHQZ06, Bre99, Nai09, EHN96].

1.1 Equations intégrales

1.1.1 Opérateurs compacts et théorie de Riesz-Fredholm
Soient (E4, ||.||;) et (E,, ||.]|,) deux espaces de Banach sur K=R ou C.

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire est une application T : 2(T) C E; — E, linéaire, ou 2(T)
est le domaine de définition de I'application linéaire T, qui est un sous-espace vectoriel de E;, que

I'on suppose en général dense dans EE,. Lopérateur T: 2(T) C E, — E, est dit borné si la quantité
Tl = sup{llTull,, u € 2(T) et [Jull, =1}

est finie. Dans ce cas T est une application linéaire continue sur 2(T), et lorsque 2(T) est dense

dans E,, T s’étend de maniére unique a un opérateur borné sur E,.




6 Rappels et notations

On note par Z(E,, E,) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de E, dans E,, que I'on

munit de la norme de la convergence uniforme définie par :

Tu
Te 2(E,,Ey), [[T||= sup | ”2-
0#u€ck, ||u||1

Si E = E,; =E,, on note par Z(E) les endomorphismes continus de E.

Remarque 1.1.1. Si E, est un espace de Banach, alors Z(E,,E,) est un espace de Banach.

» Pour tout opérateur linéaire T : 2(T) € E; — E,, on note par :
1 9(T) ={(u,Tu), u€ 2(T)} CE,; x E, (graphe de T).
2 N (T)={ue2(T), Tu=0} € 2(T) (noyau de T).

32 M) ={v=Tu,ue 2(T)} CE, (image de T).

Définition 1.1.2. L'opérateur T € Z(E,,E,) (E, et E, deux espaces de Banach) est dit compacte
si l'image T(Bg, (0, 1)) est relativement compacte, i.e., T(Bg, (0, 1)) est un ensemble compact pour

la topologie forte de E,, ou B, (0, 1) est la boule unité de E;.

On note par % (E,, E,) 'ensemble des applications linéaires compactes de E; dans E,.

Remarque 1.1.2. Si dim(Z£(T)) est finie, on dit alors que T est de rang fini, donc compact. On

note par #,(E;, E,) 'ensemble des applications linéaires de rang fini de E, dans E,.

La proposition suivante donne des propriétés fondamentales de stabilité des opérateurs compacts.

Proposition 1.1.1. Soient E, et E, deux espaces de Banach. Alors :
i) A (E,,E,) est un sous-espace vectoriel fermé de £ (E,, E,).
i) Soient E,, E, et E5 des espaces de Banach, T € 4(E,,E,) et S € £(E,,E;). Si S ou T est compact

alors ST est compact. En particulier, # (E) est un idéal bilatére de £ ().

Soient H un espace de Hilbert sur K =R ou C et T un opérateur dans £ (H).

Le spectre de T est 'ensemble o (T) = {A € K tels que (T — Al) n’est pas bijectif sur H}.
L’ensemble résolvant p(T) de T est le complémentaire du spectre o (T) sur H.

Le spectre ponctuel de T est le sous-ensemble o, (T) = {A € o (T) tels que A (T —Al) # {0}}.

Les éléments de o, (T) sont appelés les valeurs propres de T.

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



1.1 Equations intégrales 7

Théoréme 1.1.1. Soit T: H; — H, un opérateur continu (H, et H, sont deux espaces de Hilbert ).
Les trois énoncés suivants sont équivalents :

i) T est compact.

it) Pour toute suite (x,) C Hy, ona x, » x = Tx,, — Tx.

iii) Pour toute suite orthonormale (e,) C H,, on a Te, — 0.

Proposition 1.1.2. Soit T un opérateur continu de Uespace de Hilbert H,; vers Uespace de Hilbert H,.

Alors T est compact si et seulement si T* est compact, ot T* est Uopérateur adjoint de Uopérateur T.

Théoreme 1.1.2. Pour tout T € % (H) il existe une suite (T,,) C #,(H) telle que ||T,, — T|| — 0 quand
n — oo, c-a-d., A (H) = A, (H).

1.1.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Théoréme 1.1.3. [Alternative de Fredholm : V1]' Soit T € % (H,, H,) (H, et H, sont deux espaces
de Hilbert ). On a les propriétés suivantes :

DNM=2T) 2 /(T)=2(MD* 3) ¥(T) =2 9 ¥#(T) =2

Théoréme 1.1.4. [Alternative de Fredholm : V2 | Soient T € ¢ (H) (H un espaces de Hilbert ) et
A # 0. Alors,

1) N (T —Al) est de dimension finie et dim(A (T — Al)) =dim(A (T* — Al)).

2) (T — Al) est sous-espace fermé dans H.

3) R(T—A)=R(T—2Al)=H (T — D%

P RT—A)=He H(T =)= {0} &= H(T—2A)={0} = R(T"—A) =H.

Corollaire 1.1.1. Soient H un espaces de Hilbert de base (e, e, ...) et T un un opérateur dans % ().

Si on note P, la projection orthogonale sur Uespace vect(ey, e, ...,e,), alors

lim |P,T—T||=0.

1. Cours d’Analyse Fonctionnelle appliquée : Théorie Spectrale et Applications, J. Chevalier, Université de Liege

(1998).
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8 Rappels et notations

Théoréme 1.1.5. Soit T : H — H un opérateur compact avec dim (H) = oo. Alorson a :
1) 0eao(T),

2) o(M\{0} = o,(D\ {0},

3) lune des situations suivantes :

a) ou bien o(T)= {0},

b) ou bien o(T)\ {0} est fini,

c¢) ou bien o(T)\ {0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreme 1.1.6. On suppose que H est séparable. Soit T : H — H un opérateur auto-adjoint compact.

Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

Vx eH, x=x, +Z (x,e;) e, xo€N(T), Tx= Z (x,e;) Ase;. (1.1.1)
i=1 i=1
Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm
Considérons I'équation
T:H-H,(T-AD)f =g, (1.1.2)

ou H est séparable, T un opérateur auto-adjoint compact donné par sa décomposition spectrale

(1.1.1) et f et g sont deux vecteurs de H donnés, tels que :

f :fo"‘Z(faei)ei: g:g0+Z(gsei>ei-

Si A ¢ o(T), la solution de I’équation (1.1.2) est donnée par :

_ & - (g,e;)
f__7+2x— G

i=1 "7

N

Si0# A € o(T) cest-a-dire que A = A, 'équation (1.1.2) n’a de solution que si g € A (T—A,1)* (

c’est-a-dire g, = 0 ) et dans ce cas les solutions sont données par :

_ & N (gse)
f= ls+§li—7tsel+Gs’

ou G, est un élément arbitraire de A (T — A,l).
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Si 0 = A, équation (1.1.2) admet une solution si g € A(T)! = 2(T) (< g, = 0) et que la série

|<g>ei)|2

Az

1 i

M]3

~

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

<g:ei)
A

1

f=

e; + Gy,

e

_.
Il
-

ou G, est un élément arbitraire de A(T).

1.1.3 Equations intégrales de premiere espece

Définition 1.1.3. [Opérateurs de Hilbert-Schmidt] Soit H un espace de Hilbert séparable. On

dit que T € Z(H) est un opérateur de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne {e;};»; C H

telle que Z ITe;|| < oo.

i=1
On note par %,(H) 'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt définis sur H et on note la
oo

quantité » ||Te,|| par ||[T|[l,.
i=1
Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts.
Les opérateurs de Hilbert-Schmidt forment une classe remarquable d’opérateurs compacts sur les

espaces de Hilbert.

Remarque 1.1.3. Soient H un espace de Hilbert séparable, et T € ¥, (H). On a :

1) Si {fi}x>1 C H est une autre base hilbertienne de H, alors Z I Te;l| = Z 1T fell-

i=1 k=1

oo oo
2) Pour toute base hilbertienne {e; },; C H, Z ITe;l| = Z I Tel|-
i=1 k=1

Théoréme 1.1.7. Soient Q un ouvert de R" et k(.,.) : 2 x 2 — K=R ou C une fonction dans

L*(Q x Q). Alors Uopérateur intégral défini par :

K:L%(Q) — L*(Q), Kf(s) = J k(s,t)f(t)dt
Q

est un opérateur de Hilbert-Schmidt donc compact.
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Considérons I'’équation intégrale de Fredholm de premiere espece (resp. de seconde espece)

f k(s,t)f(t)dt = g(s), (1.1.3)
Q

f(s) —AJ k(s,t)f(t)dt = g(s), (1.1.4)
Q

olt Q= (a, b), le noyau k dans L?(Q x Q), la donnée g dans L?(Q2) et le multiplicateur A € C\ {0}
est donné. Notre but est d’étudier 'existence d’une solution f € L%(£2) & ces équations et, si possible,

de la représenter. Nous réduirons les équations intégrales (1.1.3) et (1.1.4) aux formes abstraites

Kf =g, I-2AK)f =g,
ot K : L?(2) — L?(£2) est un opérateur compact.

Proposition 1.1.3. Soit K : L%(Q) — L*(Q) Uopérateur défini dans (1.1.3), alors Uadjoint K* est
donné par : K*g(t) = f k(s,t)g(s)ds et ||K|| < (J |k(s, t)lzdtds)% = |lkC., Il 2caxa)-

Q QJQ
Définition 1.1.4. On dit que la valeur A # 0 est une valeur singuliére de 'opérateur K si I'’équation

(I— AK)f = 0 admet une solution f # 0 c’est-a-dire A (1 — AK) # {0}.

Remarque 1.1.4. L'équation (I — AK)f = 0 s’écrit encore (ul —K)f =0, ot u = 1/A, on voit que A

est une valeur singuliére de K si et seulement si u est une valeur propre de K.

e Les solutions non nulles de I'équation (I — AK)f = 0 seront encore appelées éléments propres et
le nombre d’éléments propres linéairement indépendants associés a une méme valeur singuliere A
définit la multiplicité de celle-ci.

e On sait bien qu'un opérateur compact K admet un nombre fini ou une suite de valeurs singulieres
dont les modules tendent vers 0 en décroissance.

e Chaque valeur singuliére est de multiplicité finie et A est valeur singuliere de K si et seulement

si A est valeur singuliére de K*, avec la méme multiplicité.

Théoréme 1.1.8. Soit K : H — H un opérateur compact. Alors (pour A # 0)

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



1.1 Equations intégrales 11

i) Ou bien Uéquation (I — AK)f = 0 n’admet que la solution f = 0 et I'équation (I — AK)f = g admet
une et une seule solution pour tout g € H.

i) Ou bien Uéquation (I— AK)f = 0 admet des solutions f # 0 et Uéquation (I1— AK)f = g admet une
solution si et seulement si le second membre g est orthogonal aux solutions de 'équation homogeéne

adjointe (| —XK*)f =0, cest-a-dire g € N (I — AK*)™.
Soient H un espace de Hilbert séparable et K un opérateur auto-adjoint compact. Notons A; = —

les valeurs singuliéres de K, ou (u;, ;) sont les couples propres de K, puisque f = f,+ Z (f,e;)e;
i=1

et g=go+ Y (g,e)e obl fo, g€ N (K).

i=1
L’équation (I — AK)f = g s’écrit

fO+Z(1 A (f.e)e go+Z (g.e

Si A n’est pas une valeur singuliere de K <= — n’est pas une valeur propre de K, alors

1
et puisque A; = —, alors

e;)e;.

(
i=1 Ai _A

Si A est une valeur singuliere de K c’est-a-dire il existe s € N tel que A = A, = —. Alors I’équation
S

(I— AK)f = g est résoluble si et seulement si g € Z(K— u,l) = 4 (I—A,K)*, et dans ce cas les

solutions f sont données par

1#/1 Ag, e;) e, + G, ot G, € N (K—A,).
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Considérons maintenant ’équation de premiére espece sous sa forme abstraite Kf = g avec K

opérateur compact dans H séparable. Cette équation n’admet une solution que si g € Z(K).
Proposition 1.1.4. On suppose que g € Z(K) = A (K*)*, alors on a
Kf =g < KKf =K'g. (1.1.5)

Preuve. Puisque Kf = g, ce qui implique que K*Kf = K*g et pour I'implication inverse, il suffit de
remarquer que

K'Kf =K'g = (K'Kf,h) =(K"g,h), Vh € H,

donc, (Kf,Kh) = (g,Kh), Yh e H => (Kf, y) = (g,¥), Vy € Z(K) = A (K*)", ce qui implique que
(Kf —g,¥)=0, Yy € Z(K). (1.1.6)

Puisque Kf — g € %Z(K) et I'égalité (1.1.6) est vraie pour tout y € Z(K), en particulier pour

y =Kf — g, il vient donc ||Kf — g|| =0, ce qui donne Kf —g=0— Kf =g. O
Proposition 1.1.5. Soit K un opérateur dans £ (H). Alors
N (KK) = A (K) et & (KK*) = A (K).

Preuve. Ona:v € /(K) <= Kv = 0 = K'Kv = 0 <= v € A (K*K), ce qui implique que
A (K) € A (K*K). Pour l'autre inclusion on a v € 4/ (K'K) &< KKy = 0 = (K*Kv,v) = 0 =
[|Kv|| = 0= v € #/(K), ce quiimplique que A (K*K) € A (K).

Pour la deuxieme égalité, il suffit de remplacer K par K* et d’utiliser I'égalité K** = K. O

Soient H un espace de Hilbert séparable et K un opérateur compact. Alors, 'opérateur K*K est
auto-adjoint compact (donc diagonalisable) et ses valeurs propres sont positives ou nulles. On
applique le théoreme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts, alors, 'opérateur
K*K admet un nombre fini ou une suite de valeurs propres décroissante vers O et si on répéte les
valeurs propres non nulles o; selon leur multiplicité. Notons (o;, ;) les couples propres de K*K,
ie.,

K'Kp; =0, ¢;, (S% 901> =0y
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1
VOi

Kp; = v/ op; et K, =K' (A,Kp;) = L, KKyp; = /0,0,

On pose A, := et Y, := A, Kyp;, dott

Théoreme 1.1.9. La famille {1);} est totale orthonormée dans % (K) et la famille {y;} est totale

orthonormée dans % (K*).
Preuve. 1l est évident que les v); appartiennent a £ (K) et ils sont orthonormés, puisque
<¢iﬂ/)j> = <AiK(Pi:AjKij> = A0, <‘Pi, <Pj> =0y

Il sont totaux dans Z(K), puisque si h € Z(K) vérifie (h,;) = 0 pour tout i € N, il en résulte que
h = 0. En effet, on a
0= (h,¢;) = (h, AKp;) = A, (K'h, ¢;) ,

pour tout i avec A; > 0, d’ou
(KKKh = >0, (K, ¢) ¢; =0,
i=1

donc KK*h € A (K*) et puisque h € Z(K) = A (K*)*, alors (KK*h, h) = ||[K*h||* = 0 = h € ¥ (K¥).
Donc h € A (K) N A (K*)* = {0}, dott h =0.

Passons aux ;. Ils appartiennent a #(K*) = 4 (K)* et sont orthonormés. Il sont totaux dans

R (K*), puisque si h € Z(K*) vérifie (h, ¢;) =0 pour Vi € N il vient h = 0. En effet, on a
0= (h, ¢;) = (h, AK"¢;) = A; (KR, ;)

pour tout i avec A; > 0, d’ou (Kh, ;) = 0. Par la totalité des v; dans Z(K) il vient que Kh =0
pour Vi € N. Ainsi h € #(K) N A (K)* = {0}, dot1 h = 0. O

Remarque 1.1.5. La suite des triplets {0}, ¢;, Qpi}fjl est dite systeme singulier pour 'opérateur

compact K.

Théoreme 1.1.10. [de PICARD ] On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soient
K: H — H un opérateur compact et {0, ;,;} .-, le systéme singulier de K. Alors Uéquation Kf =g

admet une solution si et seulement si
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14 Rappels et notations

i) g e Z(K) = N (K)L.
ll)Zkz (g, )| < oo.

Si JV (K) = {0}, cette solution est unique et elle est donnée par :

f :Zli (g, i) wi- (1.1.7)

i=1

Si N(K) # {0}, i.e., O est une valeur propre K, alors la solution générale est donnée par :
F=fot D Alg, ) @ foe NK). (1.1.8)
i=1

Preuve. Si I'équation Kf = g admet une solution, alors g € #(K) = A (K*)* et K’Kf = K'g
(cf. Proposition (1.1.4), formule (1.1.5)). Légalité H =4 (K*K) ® A4 (K*K)* = ¥/ (K) ® #/(K)! =
N (K) ® Z(K*), nous permet d’écrire

VheH, h= h0+h1—ho+z Do, hye N (K).

i=1

Puisque K*Kf = K*g il vient
KKf = Zo (f.0) v =Kg= Z (g, ) K, = Z\/_ (g, %:) @i

1
dou (f, ¢;) = —(g,¢y;) = A, (g,;) pour Vi € N*. Ainsi la solution f s’exprime par la série
Vi

f=fo+ 2000 0i=fot 2 2ilg, i) 9ir fo € HK) = HKK)

i=1

et

D2 g )= D I @l < DI @) P+ ISl = 1F12,
i=1 i=1

i=1
On en déduit

KF =Kfo+ D (8.0 Koy =Kfo + DO A (KF, ),
i=1 i=1

et, en comparant ce développement avec

oo

DA K ),

i=1
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1.2 Problemes mal posés 15

on obtient Kf, =0, i.e., f, € A (K). Ce qui acheve d’établir la condition nécessaire et la formule de
la solution.

Réciproquement, si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, I’élément

f :fo+Z7Li (&%) i,
i=1

oo

est bien défini, car Zklz g, Y)|* + |Ifoll*> < oo. De plus, cet élément h est une solution de
i=1

I’équation Kf = g car

KF =D (&) Koo =D (g, ) v =g,
i=1 i=1
puisque g € Z(K) et que les ¢; sont totaux. ]

1.2 Problemes mal posés

Définition 1.2.1. [Hadamard 1923] Soient X, Y deux espaces de Banach, et T: 2(T)CX - Y
un opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probléme inverse Tx = y est bien posé au sens de
Hadamard si

Existence : Pour tout y €Y il existe x € X tel que Tx = y.

Unicité : Pour tout y € Y , il y a au plus une solution x € X.

Stabilité : La solution x dépend contintiment de la donnée y.

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probléeme est dit mal posé. En
pratique, cela veut souvent dire qu’il n’existe pas de solution unique ou que, si elle existe, une
légere modification des données conduit a des solutions trés différentes.

Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien str tres important dans cette définition.
La stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il y a un probleme de stabilité, le calcul
numérique de la solution peut devenir impossible a cause des erreurs de mesures ou d’arrondis. La
définition donnée par Hadamard est tres contraignante dans la pratique. Il faut donc relaxer la

définition d’un probléme bien posé.
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Définition 1.2.2. [Lavrentiev 1959] Soit T : 2(T) C X — Y un opérateur fermé, densément
défini. On dit que le probleme Tx = y est conditionnellement stable (ou correct au sens de

Tikhonov) sur .Z C 2(T) s’ il existe une fonction
w:R, = R,, continue en 0 avec w(0) =0,
telle que l'on ait ||x, — x;|| < w(||Tx, —Txq|]), Vxq, x, € .

L'ensemble .# est appelée ensemble des informations a priori (ou ensemble des contraintes).

Lappartenance de u a ./ signifie certaine régularité ou certaine bornitude vérifie par la solution u.

Exemple 1.2.1. Considérons le probléme de Cauchy pour l'équation de Laplace

2 2
o)+ 2w, y)=0, (x,y)€Rx(0,00),
Jx2 8_)/2
u(x,0) =0, xR, (12.1)
2,u(x,0) = ¢, (x), fER

ot ¢ (x)= ssin(f),e > 0.
€

On vérifie aisément que u,(x,y) = ssinh(z)cbg(x) est une solution du probleme (1.2.1). On
€

remarque que (pour tout x fixé)
lirré ¢.(x) =0 mais lingug(x,y) = 00.

Ce qui prouve que les solutions des problémes (1.2.1) ne dépendent pas contintiment des données

initiales, d’ou le probleme est mal posé au sens de Hadamard.

Exemple 1.2.2. Considérons le probléme rétrograde pour Uéquation de la chaleur

0 92
—u(x,t)——=—u(x,t) =0, (x,t)e€(0,7)x(0,T),

ot Jx2
u(x, T) =(x), 0<x<m, (1.2.2)
u(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<T,

ot v € L*(0, 1) est une fonction donnée.
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Ce probléme consiste a déterminer u(x,0) = uy(x) (condition initiale inconnue), sachant que
le champ de temperature u(x, t) vérifié (1.2.2). Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la

solution du probléme (1.2.2) sous la forme :

oo
2
u(x, t) =D ey e, (x),
n=1

ou v, est le coefficient de Fourier d’ordre n de 1, donnée par :

Y, =(,e,) = \IEJ P (x)sin(nx)dx avec e, (x) = \lgsin(nx).

Soit ¢(x) = u(x,0) la température initiale. Alors d’apres 1’égalité de Parseval, on a :

oo

ol =™ |y, [

n=1

1
On considere maintenant le probleme (1.2.2) avec des données bruitées ¢, (x) = (x) + %ek(x).

On remarque que

1
| —|l = 0sik — oo mais ||p, — @l = EekZT — 00 si k — o0.

On voit tres clairement que le probleme rétrograde pour I'équation de la chaleur ( probleme (1.2.2)
) est instable donc mal posé.
La solution de I'’équation de la chaleur avec la condition initiale ¢(x) = u(x,0), telle que ¢ €

L?(0, ) est donnée par la formule :

oo

u(x, t) = Z e pe,(x) = f [% Z e~ sin(nx) sin(ny)]e(y)dy.
0 n=1

n=1
Ainsi, u est solution du probleme (1.2.2) si et seulement si ¢ satisfait I'’équation de Fredholm de

premiere espece :

Ke =1, J k(x,Y)p(y)dy =¢(x), 0<x <,

oo

2 2
ot k(x,y)== Z e 1" sin(nx) sin(ny).
m

n=1

Lopérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ott K™ n’est pas borné. Ce

qui montre le caractere mal posé du probleme (1.2.2).
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Exemple 1.2.3. Soit Uopérateur A défini par

X

A:€6([0,1;R) - €6([0,1]; R, (Au)(x) = J u(t)de, x €(0,1).

0

Il est facile de voir que si f € ¥([0,1];R et f(0) =0 le probleme Au = f est équivalent a

u(t) = (A7 f)(6) = f'(0).

On considére maintenant le probléme Au = f avec des données bruitées f°(x) = f(x)+§5 sin(%)

ou 6 € (0,1). On remarque que

1
=——>00si6—0.

[£2=llue =055 0 mais u’ —u] . = =3

o

. X
sm(g)

On voit trés clairement que le probléme Au = f est instable donc mal posé au sens de Hadamard.

Exemple 1.2.4. Considérons le probléme de Cauchy suivant

d2
@u(t) =f(t), t€(0,T),

d (1.2.3)
u(0) =0, au(O) =0,

Supposons maintenant que la fonction f (t) est inconnue, mais la fonction u(t) peut étre mesurée
a tout instant t (ou en certains points de I'intervalle (0, T')). Notre question est de reconstruire
f (t) a partir de u(t).

Considérons les perturbations de la solution au probléme direct :
1
u,(t) =u(t) + — cos(nt).
n
Ces perturbations correspondent a la fonction f,(t), ou
fa(t) = £ (t) —ncos(nt).
On remarque que
llu, —ulloo = 0sin— oo mais ||f,— fllec = ©0 sin— oo.

Le probleme inverse de trouver f a partir de u est instable donc mal posé.
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On remarque d’apres les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées a cette catégorie
de problemes :

1- La non unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur la solution
et une bonne connaissance de la nature physique du probléme, pour récupérer 'unicité.

2- L’instabilité. Ce caractere est le plus problématique, surtout dans 'implémentation numérique.
Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergeant et stable quel que
soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractére d’instabilité, on régularise
par un probléme proche (dans un certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation sont
variées, chaque probleme nécessite un traitement spécifique selon sa complexité et son degré de
mal position (Pour une bonne référence sur les méthodes de régularisation, on cite le livre de H.W.

Engel ?).

1.2.1 Outils d’analyse des problemes mal posés

Considérons les équations suivantes
A:2(A)CH;, - H,, Au=v, (1.2.4)

ol A est un opérateur fermé. Dans I’étude des équations (1.2.4) la fermeture de % (A) est une
propriété cruciale, pour que I'inverse de A soit borné. Le Théoreme de Banach nous fournit une

caractérisation topologique sur cette question :

Théoréme 1.2.1. [Théoréme de Banach sur linversion bornée] Soit A : H; — H,. On suppose

que A est borné et injectif. Alors A~ : %(A) — H, est borné si et seulement si & (A) est fermée.

En général, la vérification de la fermeture de I'image est tres difficile dans la pratique et on n’a pas
beaucoup d’outils pour étudier cette question. Si la carte spectrale de 'opérateur est bien connue,
cette information peut étre exploitée pour étudier la fermeture de son image. Le Théoréme?

suivant fournit une caractérisation spectrale sur cette question :

2. Engl. H. W, Hanke, M. Neubauer. A, 1996. Regularization of inverse problems. Vol. 375. Springer Science &

Business Media.
3. Kulkarni,SH and Nair, MT : A characterization of closed range operators, Indian Journal of Pure and Applied

Mathematics 31(4)2000 353-362.
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Théoreme 1.2.2. Soit A: 2(A) C H, — H, un opérateur fermé densément défini. Alors % (A) est
fermée si et seulement si il existe r > 0 tel que o(A*A) C {0} U [r, ocol.

Si de plus, H; = H, et A* = A, alors Z(A) est fermée ssi 0 n’est pas un point d’accumulation de o (A).
Considérons maintenant le probleme inverse
T:H, - H, Tf =g, (1.2.5)

ou T un opérateur compact et H;,, H, sont deux espaces de Hilbert séparables.

Une des approches les plus pratiques pour étudier le probleme inverse (1.2.5), consiste a utiliser
la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de 'opérateur T. Cette représentation propose des
bases pour les espaces de Hilbert H; et H, permettant d’exprimer et de résoudre simplement le

probléme.

Remarque 1.2.1. Le calcul des valeurs singulieres et '’étude de leur vitesse de décroissance peut

donc fournir des renseignements sur le caractére mal posé d’un probleme donné.

Afin de proposer une stratégie de régularisation éfficace, on doit mesurer tout d’abord la complexité
du probléme posé. En général, on ne dispose pas d’'un cadre théorique permettant de donner des
réponses a ce type de questions, mais dans des cas particuliers, on a des critéres qui caractérisent

que tels problemes sont fortement mal posés ou faiblement mal posés.

» On dit que le probleme (1.2.5) est faiblement mal posé, si les valeurs singulieres s, de T sont
équivalentes a Cn"? ou C et p sont des constantes positives.
» On dit que le probléme (1.2.5) est fortement mal posé, si les valeurs singuliéres s, de T sont

équivalentes a C exp(—n?) ot C et p sont des constantes positives.

1.2.2 Méthodes de régularisation

La régularisation des problémes mal posés, due initialement & Tikhonov* (cf. [TA77]), cherche &
redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de facon

que la "solution régularisée" obtenue par "inversion régularisée" dépende continiment des données

4. A.N. Tikhonov and VY. Arsenin, Solution of Ill-posed Problems, Winston & Sons, Washington, DC, (1977).
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et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données proches des
valeurs effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le probleme initial
mal posé par un autre "proche dans un sens" du premier et qui est bien posé.

Considérons maintenant le probleme inverse Tf; = f, ou T : H; — H, est un opérateur compact

injectif.> On suppose que f, € Z(T), i.e., le probléme inverse posséde une solution unique. °

Définition 1.2.3. Une famille d’opérateurs linéaires bornés R,, : H, — H,, (a > 0) est dite "famille

régularisante" pour 'opérateur T si
Vf, € H,, lir%(RaT)fl = f, ,i.e., R,T — | simplement.

Remarque 1.2.2. Si R, est une famille régularisante pour 'opérateur T : H; — H, ou H; est de
dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés, i.e., il existe une suite
(a,) C R, telle que

lim ||Ra || = +o00.
n—+00 n

La donnée initiale f, € H, n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient la
perturber.

Notons f25 la donnée perturbée ot le nombre & > 0O est le niveau du bruit, i.e., || f25 - f2|| <6.
Notons fla’é =R, f25 I'approximation de la solution du probleme inverse Tf; = f, obtenue avec I'opé-
rateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I'inégalité triangulaire sur || ff"g —-fi ||

on obtient

1£2° = £l = [| (A% = Rafo) + Refa— £)|| < 5 IR + IR fo = fill.- (1.2.6)

Le premier terme de droite de 'équation (1.2.6) représente la majoration de I'erreur due au niveau

de bruit. Par la Remarque (1.2.2), nous avons vu que liII(l) IR, |l = +00. Il ne faut donc pas choisir
a—

a trop petit sinon I'erreur peut devenir trés grande. Par contre le second terme de droite de (1.2.6)

tend vers 0 quand a tend vers O par définition de R,. Nous allons faire tendre le niveau de bruit &

5. Le fait de choisir T injectif n’est pas tres contraignant car on peut toujours restreindre 'espace H; au complément

orthogonal de A(T).
6. Il faut noter que notre probléme inverse Tf, = f, est toujours mal posé a cause de la non continuité de T~.
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vers 0 et nous allons choisir une stratégie de régularisation de maniére a ne pas commettre une
trop grande erreur sur la vraie solution f;.

Une stratégie de régularisation a = a (&) est admissible si pour tout f; € H;
lima(5) =0 et im( sup {||RysfS —fi| tel que ||Tf,—£7|| <&} =o. (1.2.7)
6—0 6—0 fZEG]H[z

Les stratégies de régularisation sont variées, chaque probleme nécessite un traitement spécifique
selon son degré de complexité, pour plus de détails (cf. [OKCNOO]). Parmi les méthodes les plus
connues en problémes inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode de Tikhonov
et la méthode de la troncature spectrale.

Méthode de Tikhonov

Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le probleme inverse mal posé Tf; = f,

est de choisir comme solution I'élément f|* qui minimise la fonctionnelle
2 2
ITH—Lll" +allfsll”, a>0. (1.2.8)

Lexistence et 'unicité du minimum est assurée grace a la coercivité et stricte convexité de f; —
2 \ , \ v . . 2 ,

Ilf1]I°. Le parametre a est appelé le parametre de régularisation et le terme ||f;||” est appelé le

terme de correction. Le choix du parametre a est basé sur un critere d’équilibre entre I'erreur due

au terme de correction et le gain de la stabilité. On a le Théoréme suivant :

Théoreme 1.2.3. Soit T € £ (H,, H,). Alors la fonctionnelle de Tikhonov (1.2.8) admet un unique

minimum f,*. Lélément f,* est la solution de 'équation normale
Safla = (T*T + al)fla = T*fZ (129)

La famille d’opérateurs R, = S;lT* : H, — H; est appelée famille régularisante de Tikhonow.

Remarque 1.2.3. Lopérateur S, est un opérateur auto-adjoint (S} =S,) et, on a, pour tout f € H;
(Saf Y =ITFIP+allf IP = allfIP = o(S,) € [, 1S,/11==> 0 € p(S,),

ce qui implique que l'opérateur S, est inversible et S;l € Y(H,).
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Proposition 1.2.1. Soit R, la famille régularisante de Tikhonov. Alors

1
Rl <
IRl < Wk

et la stratégie de régularisation a = a (&) est admissible pour

hma(5) =0et lim ———

6-0 24/ a(5

23

Pour les résultats de la vitesse de convergence, on peut consulter la référence [OKCNOO] pour plus

de détails.

Le parametre de régularisation a est choisi via le principe d’écart (en anglais : discrepancy prin-

ciple) de Morozov (cf. [Whi09]) , ce principe consiste a fixer le parameétre a tel que la solution

correspondante ait une erreur égale au niveau de bruit.

Le choix optimal est extrémement difficile et les critéres qui existent sont d’application délicate, et

nécessitent des méthodes itératives pour étre mises en oeuvre (méthodes a priori

posteriori®).

7 méthodes a

Dans la pratique nous supposerons qu'un parametre a est valable si 'erreur appartient a un petit

intervalle contenant la valeur du niveau de bruit 6 > 0.

Pour calculer numériquement le parametre de régularisation a (&), on résout 'équation (en anglais :

the damped Morozov principle) :

o(@) = [T = 2| +a™ | 2| =62 =0 (v e[1,000),

par l'algorithme de convergence cubique (cf. [WX01]) :

Etape 1. Entrer ay >0, 6 >0, e e=0.

max’

Etape 2. Calculer p(a,), ¢'(a,), ¢”(a,).

Etape 3. Calculer a,,, par la formule itérative (1.2.10).

Etape 4. Sila,—a,| < €oue=e,,, Arrét, Sinon, e = e+ 1, passer a Uétape 2.

2p(a,) .
¢’(a.) + v ¢'(a)* —2p(a,)p"(a,)

7. Utilisent 'information sur le niveau d’erreur 6 et sur 'opérateur T.

Aep1 = A, —

8. Utilisent aussi les données fZ‘S :

(1.2.10)

Qope 1= max{a : ||Tf1“ —ff”2 < 5}, ou f* = H}in{HTf"‘—fZEH2 +allfI*}
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1.3 Polynémes de Tchebychev

Dans cette Section, on donne quelques résultats principaux des polynomes de Tchebychev de
premiere espece, qui seront utilisé par la suite. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux
références [Boy01, CHQ12, FP68, QV08].

On désigne par I l'intervalle [—1,1] et on note Py ’espace des polynémes de degré < N, soit

w=(1-— tz)_% une fonction poids de Tchebychev.

Définition 1.3.1. On appelle famille de polynémes de Tchebychev, la famille {T,, n € N} de
polynémes sur I deux a deux orthogonaux dans I’espace Li (I) et tels que, pour tout n > 0, le

polynome T, vérifie I'’équation différentielle de Sturm-Liouville :
d 2y4 d 2 2\—1
—((1—=x*)2—T,(x))+n*(1—x*)"2T,(x)=0avec T,(1) =1. (1.3.1)
dx dx

Les polynomes de Tchebychev sont définis par la formule de récurrence suivante :

{ T (x) =2xT,(x) = T,y (x), n=1, (1.3.2)

To(x)=1et Ty(x)=x,

Les polynomes de Tchebychev sont orthogonaux dans I'espace Li (I), c’est-a- dire, pour tout entier

i,j =0, le polynéme de Tchebychev vérifie

. 0 i#j
(T,T)),, = J T,()T;(0w(x)dx =4 m i=j=0 (1.3.3)
v -1 m ..
5 i=j#0
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Polynémes de Tchebychev

Figure 1.1 — Courbes représentatives des premiers polynémes de Tchebychev de premiere espece

sur le domaine [—1,1].

Les polyndmes de Tchebychev sont orthogonaux sur 'ensemble de points discrets {x,},_,. Spécifi-

quement
n 0 i#j(<n)
> IT)T(x)={ n i=j=0 (1.3.4)
k=1 o< =j<n
2

k—0.5
ot {x; };_, est'ensemble des zéros du polynéme de Tchebychev T, donnés par x; = COS(Q

k=1,2,...,n.

),

La série de Tchebychev d’une fonction f dans I'espece LVZV(I ) prend la forme

Fe) =D AT (0 avee fo= — (f,Tohys €t fu= 2 (f,T)z,n#0.  (135)
=0 T w T w

Pour N € N, on note par Sy 'opérateur de projection orthogonale de Lfv(I ) sur Py(I), donné par

N
1 2
SNf:ZanTnaveca0:g<f:TO)L§/ et fn:g<f:Tn>L§V: l1<n<N.
n=0

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



26 Rappels et notations

Définition 1.3.2. Soit s € N. On note par ¢, (I) I'espace des fonctions dans Lfv (I) telles que leurs

dérivées jusqu’a l'ordre s appartiennent a Lfv (I), il est muni de la semi-norme

dS
|f|jfg = ‘ f >
w dxs L2()
et de la norme
If Il s = —f .
N = Idxt {20y

Les résultats suivants sont donnés pour les erreurs d’interpolation || f — Sy f |,z Pour la preuve

de ces résultats, voir par exemple ([CHQ12] p.298, [QV08] p. 112).

Théoreme 1.3.1. On suppose que f est une fonction dans LVZV (I). Alors
||f_SNf||La/(I)_)OSlN_) Q. (1.3.6)
De plus, si f € #:(I) pour certains s € N*, alors

If _SNf”LgV(I) <CN™ ”f”gfvsv: (1.3.7)

ol C est une constante positive indépendante de N.

1.3.1 Formules de quadrature de Gauss-Tchebychev
Soit f une fonction réelle sur l'intervalle [a, b]. Le calcul explicite de I'intégrale définie

b
I(f) =J fGo)w(x)dx

peut étre difficile, voire impossible.
On appelle formule de quadrature toute formule permettant de calculer une approximation de

I(f). En général la formule de quadrature est donnée par

N
IF)~ Iy =D Af(xp).
k=1

Cette formule est une somme pondérée des valeurs de f aux points x;, pour k =1,2,...,N. On dit
que ces points sont les noeuds de la formule de quadrature, et que les nombres A, € R ont ses

coefficients ou encore ses poids. Les poids et les noeuds dépendent en général de N.
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La valeur approchée de l'intégrale I(f) par la formule de Gauss-Tchebychev est donnée par
1 N
f FOW()dx ~ > Af (), (1.3.8)
-1 k=1

i
ou les nceuds {xk}l,:’=1 sont les N zéros de Ty et les poids A, sont donnés par A, = N’ pour
k=1,2,..N.

Exemple Considérons la fonction f(x) = x* et N = 4. Alors

T,(x) =8x*—8x*+1,

, V2442 2—4/2 2—+/2 24+ 4/2
ales zéros x; = ——, x, = — , X3 = y Xy = ———.
2 2 2 2
D’ou
! o2 T s
xw(x)dx = —dxm—gxzz—,
J_lf( ) ( ) J_l 1 _x2 4 P k 2

qui est la valeur exacte de l'intégrale.

1.4 Fonctions d’ondes sphéroidales

Dans cette Section, on rappelle plusieurs propriétés importantes liées aux fonctions d’ondes
sphéroidales (en anglais : Prolate spheroidal wave functions), qui seront utiles par la suite. Le
lecteur peut trouver un exposé exhaustif sur ce sujet dans la référence [ORX13].°

Soit 4. I'espace de Paley-Wiener (espace des fonctions de bande limitée) défini par
B. ={f € L*(R) : support F(f) C [—c,c]},
olt ¢ > 0 est un nombre réel, appelé largeur de la bande et % (f ) désigne la transformée de Fourier
de f.
Soit f : R — R une fonction de bande limitée de taille ¢ > 0. On sait bien que cette fonction admet

Iécriture suivante : pour tout t dans R, il existe une fonction o € L*(—1,1) telle que

1
f(t):f o(s)exp(icst)ds. (1.4.1)

-1

9. Ce rappel est extrait du livre de Osipov Andrei et al :
Osipov, A. Rokhlin, V. Xiao, H, Prolate spheroidal wave functions of order zero, Mathematical tools for bandlimited

approximation. Springer(2013).
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En d’autres termes, f est une fonction de bande limitée de taille c, si le support de la transformée
de Fourier de f est dans l'intervalle [—c,c].
On note par qu (.), j = 0, les fonctions d’ondes sphéroidales (PSWFs), qui sont les fonctions propres

de I'opérateur de Sturm-Liouville L, '°, défini par

d> d
L)) = =1 = 2) =) + 26— () + c*t*P(.).
dt dt
Ces fonctions (PSWFs) possedent les propriétés suivantes :
P1. Elles forment un systéme orthogonal de I'espace L(R).

P2. Elles forment une base orthonormée de L?(—1, 1), c’est-a-dire,

Vi=o,|

wi“Lz(—l,l) =1, Vi# j( i’¢£> =0.

P3. Elles forment une base orthogonale de 'espace %..

10. Opérateur différentiel de Legendre perturbé. Pour le cas particulier ¢ = 0, L, correspond a l'opérateur de

Legendre classique.
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Les fonctions PSWF

Figure 1.2 — Courbes représentatives des premieres fonctions PSWFs sur le domaine [—1,1], m =4

etc=>5.

Soit f une fonction dans I'espace 93,. Pour tout t € [—1, 1], le développement de Fourier de la

fonction f(t) dans la base PSWFs est donné par la formule :

o0

FO)= ai(), (1.4.2)

j=0
1

oll a; = J f(O)YI(o)de.

Dans les tr_eivaux (D. Slepian, H. Landau et H. Pollak [Sle64, Sle65, SP61, Sle78, Grii81, LW80]), il

a été démontré une série de résultats tres importants liés aux fonctions PSWFs. Parmi ces propriétés,

ils ont prouvé que les fonctions PSWFs sont aussi des fonctions propres des opérateurs intégraux

F. et Q. dans l'espace L?(—1, 1), tels que

! Jl sin(c(s —t))

F.(yY)(s) = f exp(isct)y(t)dt et Q.(Y)(s) = % p— P(t)dt. (1.4.3)

-1

De toute évidence, l'opérateur Q. est compact. On note ses valeurs propres par Aq(c), A,(c), ..., A;(c), ...

et on suppose qu’elles sont ordonnées dans l'ordre |7Lj(c)| > |Aj+1(c)| pour tout j > 0.
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On note par u;(c), j = 0, les valeurs propres de Lopérateur F., données par :

1| 2T .
Mj(c) =1 T%’(C): j=0.

Les résultats démontrés dans le travail(cf. [BK17]) nous donnent un outil de mesure sur 1’ap-
proximation spectrale par les fonctions PSWFs dans les fonctions qui appartiennent a 'espace de

Sobolev (1) = #°(I).

Théoréme 1.4.1. Soit ¢ un nombre réel positif. Supposons que f € s°(I), pour certain s > 0. Alors,

pour tout entier N > 1, on a

Ilf — PNf”LZ(]) <co(1+ CZ)_S/z £ s + o/ An(c) ||f||L2(I): (1.4.4)
N
ol c, est une constante ne dépendant que de s et Py f = Z ajll)i(t).
=0

Corollaire 1.4.1. Soient ¢ > 1, s > O et f € #°(1). Il existe des constantes M > v/2 et M, 1\//\15, qg>0,

tel que, lorsque N > max(cM, 3), alors

If —Puf iz < My(L+ N2 || 4o + M exp(—gN) [If Il 2 - (1.4.5)

1.4.1 Polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre {L j}jZO forment un systéme orthogonal complet dans L%(—1,1).

Les polyndmes de Legendre Ly, Ly, ..., L;, ... sont définis par la formule

2i—1 —1
L(t)= J]. tLj_l(r)—]TLj_z(r_), i>2,te[-1,1]

(1.4.6)
Lo(t)=1et Li(t)=t, te[—1,1]
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Polyndmes de Legendre

0.8

0.6

WX

-04r

d

-0.8

Figure 1.3 — Courbes représentatives des premiers polyndmes de Legendre sur le domaine [—1, 1].

Pour tout j > 0, Les polynémes de Legendre normalisés sont définis par la formule

-~ ,’ o1 .
Li(t)=1\Jj+ ELj(t)’ j=0ette[—1,1]. (1.4.7)

Les polyndémes de Legendre normalisés forment une base orthonormée dans I'espace L*(—1,1).

1.4.2 Approximation numérique des fonctions PSWFs

L’algorithme classique pour calculer les fonctions PSWFs z,bi est basé sur la série des polynomes

Legendre normalisés. La méthode d’approximation est donnée par les expressions suivantes :

PI) =D BIL() ~ > BIL(1), (1.4.8)
k=0 k=0
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ot le vecteur B’ = (ﬁg, ﬁf s e r]n ,...)" € [? est un vecteur propre de la matrice tridiagonale A tels

que

|

\

(
Ak,k == k(k + 1) +

dk(k+1)—1
2k +3)(2k—1)°

(k+2)(k+1) 5
Apgr2 = ¢
(2k +3)v/(2k + 1)(2k + 5)
(k+2)(k+1) 5
Apyor = ¢
(2k +3)v/(2k + 1)(2k + 5)

pour tout k =0,1,2,..., avec le reste des éléments de la matrice étant égale a zéro. =

11. Pour plus de détail sur ce sujet, voir le livre :

A.Osipov ,VRokhlin, H.Xiao, Prolate Spheroidal Wave Functions of Order Zero, Springer (2013).
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Chapitre

Méthode de Projection régularisée basée sur les fonctions
PSWFs

Dans ce chapitre, on développe une stratégie d’approximation numérique pour une classe d’équa-
tions intégrales de Fredholm de premiere espece. Cette procédure de Projection-Régularisation de

type Tikhonov en dimension finie est construite sur la base des fonctions PSWFs.

2.1 Introduction

Notation 2.1.1. On note par H =L?*([a, b],R) Uespace de Hilbert muni du produit scalaire et de la

norme associée : \ ,
(f;8)m 3=J f(®)g®)de, IfIZ :=f IF (O dt.

On note par #°([a,b]) = H°([a, b], R) l'espace de Sobolev muni de la norme :

1f e = (Z )

i=0
On considere I'’équation intégrale de Fredholm de premiere espece :

ai
ott

fQ)

b
J k(s,t)f(t)dt = g(s), s€[a,b], (2.1.1)
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ou k(.,.) € L?*([a, b] x [a, b],R) est le noyau, g € H est la donnée et f est inconnu recherché
dans l'espace H.

L’équation (2.1.1) peut étre écrite sous la forme :
K:H—-H, Kf=g,

ou l'opérateur K est donné par

b

(Kf)(s) = J k(s,t)f(t)dt, s €[a,b], (2.1.2)

est un opérateur compact d’image (2 (K)) non fermée, le noyau k(.,.) est supposé non dégénéré !,
alors dans ce cas, 'équation intégrale (2.1.1) décrit une situation d’un probléme mal posé.

On suppose dans ce paragraphe que le probléeme (2.1.1) admet une solution généralisée, i.e.,
une solution LRN (Least Residual Norm solution) de norme minimale fz, donnée par I'inverse
généralisé K™ de l'opérateur K : j?z K*g. Sous ces conditions 'opérateur K™ n’est pas continu (car
2 (K) n’est pas fermé) et doit étre régularisé pour qu’on puisse le calculer.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes ont été développées pour construire des
solutions approchées pour cette classe d’équations intégrales. On peut citer par exemple : 'approxi-
mation par les ondelettes (Goswami et al [GCC95]), la méthode de collocation régularisée (Nair
et al [NP0O7]), la méthode des ondelettes de type Legendre et Sinc (Maleknejad et al [MMTA10],
[MM11]), la méthode du noyau dégénéré (Groetsch [Gro90]), la méthode variationnelle homo-
topique optimale (Almousa et Ismail [AI13]), la méthode multi-échelles ( X. Shang et D. Han
[SHO7]), la méthode itérative de Landweber (S. Karimi et M. Jozi [KJ15]) et d’autres méthodes
qui sont bien exposées dans [YZ19].

Dans ce Chapitre, on propose une méthode de filtrage spectral appartenant a la famille des
méthodes de projection-régularisée, ou la projection considérée dans cette investigation est de

type Kantorovich (elle est appelée aussi projection de Ritz). Cette démarche nous ramene a I'étude

n
1. On dit que le noyau k est dégénéré si k(s,t) = Z kq(s)ky(t).
i=1
2. On dit que h € H; est une LRN solution (solution au sens des moindres carrés) de 'équation A : H; — H,,

Au=v (v €G=R(A)+R(A) CH,) si [|Ah—v|ly, = min [|Au —v|ls,.

Une solution LRN de norme minimale est unique.
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2.2 Approximation de rang fini 35

d’une procédure de régularisation en dimension finie. Dans ce travail, on étudié une variante de la

méthode de Projection-régularisée de type Tikhonov basée sur les fonctions PSWFs.

2.2 Approximation de rang fini

Soient n un nombre entier positif et {tpi b} o Une base orthonormée dans I'espace H = L?(a, b).
b s

On définit les opérateurs 9‘21,1) par :
Ty HoR™L TN (f)= ((f 902,1,>H,<f, wi,b>H, e <f, gog’b>H)t, (2.2.1)

b
ol f est une fonction dans H et <f, ‘Pi,b>H = J f(t)cpfl’bdt, j=0,1,..,n.

L’équation originale (2.1.1) est remplacée par lqéquation

Ki(f) =7, (&), (2.2.2)
oukK, := 9; \ K est un opérateur de H vers R"™ et I'opérateur K est défini par I'expression (2.1.2).

Lemme 2.2.1. Soit K, : H — R"™ donné par la formule (2.2.2). Alors K, est un opérateur borné, et
son opérateur adjoint K* : R™ — H est donné par :

n

Ki(w) = > uK* (wi,b) (), u e R™, (2.2.3)

j=0

ott K* est Uadjoint de K.

Preuve. i) Pour tout f € H, on a :

n 2 2

KI5 = D (F ) < Do |(KF 02 ),
i=0 i=0
Par I'égalité de Parseval, on obtient
1Ko f o < NIKS Ml < NI Nl - 2.2.4)

Ce qui implique que K, € ¢ (H, R™") et |IK, || < IIKIl = Ik, Ml zea,bixta.bl-
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36 Méthode de Projection régularisée basée sur les fonctions PSWFs

ii) Soit l'opérateur K, donné par la formule (2.2.2). Pour tout f € H, u € R"*!, on a

n

Kofow), = > u(Kf,ol,)

w b g
- Z“lf f k(s, )f (t)dt e, ,(s)ds.

C’est-a-dire,

b n b
(Kafou)y = f O f K(s, )t ,(s)ds
a i=0 a

b n
= f £ uK gl )(t)dt.
a i=0
(f Koy -

Ce qui montre la formule (2.2.3). O

Maintenant, on fixe la base hilbertienne et on considere les n + 1 fonctions de PSWFs {wi };1:0.
La proposition suivante, nous montre que K'K, est une approximation de rang fini de K*K, ou

Kn = g;/zlc,—l,l K = g;/zlc K.

Proposition 2.2.1. On suppose que Z(K) C 5° pour certains s > 0 et soit Uopérateur K, = 915 K
défini par la formule (2.2.2), ott {w,bi };1:0 sont les n + 1 fonctions PSWFs, pour certains ¢ > 1. Alors,

il existe des constantes M > V2 et 1\71, Hs, q > 0, tel que, pour tout n > max(cM, 3), on a
| (K2 K, —K*K)f ||, < 7(F)e(n,s) > 0sin— oo, (2.2.5)
ot y(f) = 2|IK|I> max( M, || f s, M I lly) et £(n,s) = (1+n*)™"* + exp(—qn).

Preuve. On a

n

KK —KKIf [l = (DS (KF ), Kiapt — KK

i=1

= K*(Z(Kf:¢i>H¢i—Kf)‘

= [[K*(P, = DKf g
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ou P, est 'opérateur de projection orthogonale défini par (1.4.4).

Par le Corollaire 1.4.1, on peut écrire

(KK, =K K| < IKH M1+ 02) /2 [IKS || + M exp(—qn) IIKS 1)

< 21|KI® max(M, [|f Il , M [|f11:)((1 +n?)~" + exp(—qn)).
Ce qui acheve la preuve de la proposition. ]
Supposons que g € Z(K)C #° et g° € H tels que
lg—g°|lz <5 (2.2.6)
ou 6 € (0,1) est le niveau de bruit.

Proposition 2.2.2. Soit g € Z(K)C #° et g° € H. Supposons que l'inégalité (2.2.6) est satisfaite
pour le niveau de bruit 6, alors le niveau d’erreur du vecteur 9;; g% := g™ a partir du vecteur

9$ g := g" peut étre estimé comme suit :

n,o n

g —g <6é. (2.2.7)

9 =

Preuve. Puisque g — g° € H, par I'égalité de Parseval, on obtient

e =&l =2 [e - &% widl
i=0

Il est clair que
s ~&"l; = > (e = &% i)l <lls—&°][x-
i=0

En Utilisant la formule (2.2.6), on obtient (2.2.7). ]

2.3 Régularisation de Tikhonov en dimension finie

Considérons le systeme linéaire (2.2.2) obtenu par a partir de la projection de I'équation (2.1.2)
par le biais de 'opérateur J' .
Puisque le probleme en question est mal posé, il est naturel que la solution généralisée f" :=

Krghe N Kt = Z (K*) du probléeme (2.2.2) serait instable (ot K' désigne I'inverse généralisé
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38 Méthode de Projection régularisée basée sur les fonctions PSWFs

de Moore-Penrose de K,)). Pour stabiliser cette solution, on fait appel a 1a méthode de Tikhonov (cf.

[TA77, Tik63a, Tik63b]). Le probleme régularisé en dimension finie s’écrit donc sous la forme :

(KK, + al)f° =K g™, (2.3.1)

ol a > 0 est le parametre de régularisation, et 6 est le niveau d’erreur, tel que l'inégalité (2.2.7)
est satisfaite. Il est bien connu que, si le parametre de régularisation a est choisi en fonction du

niveau de bruit 6 tel que

o)
lima(6)=0 et lim
5—0 5—0 ‘/a(5)

alors

lim =0.
6—0 H

f(;l,ﬁ _fn

n

Remarque 2.3.1. Lexpression K’ (u) = Z u,;K* (wi ) () ott u € R™!, nous permet de conclure que
i=0

Z(K:) = span{K*y}, j =0,1,...,n}. (2.3.2)
Puisque dim(2(K*)) < n+ 1, alors H se décompose comme suit :
H=2(K:)+ 2K = 2K+ A (K,).

Clairement, la solution régularisée f(f’é appartient a I'space Z(K*K,) = Z(K*), ce qui implique que

£18 =" dKy, (2.3.3)
i=0

ou d;(i =0,1,...,,n) sont des constantes inconnues a déterminer pour calculer explicitement la

solution régularisée f;“ﬁ.

Remarque 2.3.2. On suppose que 'opérateur K* est injectif, alors les vecteurs K*I/)i, i=0,1,...,n

. Jo . 7 z : * —_
sont linéairement indépendants, et par conséquent dim(%(K*)) =n + 1.

En remplacant 'expansion (2.3.3) dans ’équation (2.3.1), on obtient I’équation suivante

n

> lad;+ > d (Kt Kapl) TKpI(e) = > (g%, 4p7), KpI(e), ¢ € [—1,1]. (2.3.4)

j=0 i=0 j=0
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On peut écrire I'équation (2.3.4) sous la forme
KO Lad; + > d (Kl Kpd), —(g%,47), Wi (0) =0, t € [-1,1].
j=0 i=0
On suppose que l'opérateur K* est injectif, alors

> lad;+ > d (Kl Kyl — (g%, 97) Ji(e) =0, t € [-1,1].
j=0 i=0

Puisque les PSWFs forment un systeme orthogonal dans H (elles sont donc linéairement indépen-

dantes), on obtient I’équation suivante

ad; + > dBi=g",j=0,1,...,n, (2.3.5)
i=0
ol
1,1 p1
B;. =J J J k(s,T)k(t,T)l/)i(s)lpi(t)dsdtd'r, i,j=0,1,..,n
—1J-1J4
et

1
g = J g2 Wi(s)ds, j=0,1,...,n.

-1
L’équation (2.3.5) peut étre écrite comme un systeme d’équations linéaires

.qn
ot A, = al + B, I est la matrice d’identité dans R"*D) B — [BJ‘] € RO agt une
L,]=

matrice, d = (dy, dy, ...,d,)" € R et g° sont des vecteurs dans R™*'.
Théoréme 2.3.1. Le systéme (2.3.6) admet une solution unique dans R™**.

Preuve. On remarque que pour tout u,v € R™*, (A u,v), = (u,A,v),, cest-a-dire que la matrice
A, est auto-adjointe.
Pour u = (ug, Uy, ..u,) € R™*, soit

1
E(7)= uiJ k(t, ’L')'L/)i(t)dt,i =0,1,...,n,

-1

ona

1 n 2
(Au,u), = allulls+ f (Z Ei(r)) dr. (2.3.7)
-1 \izo
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De la formule (2.3.7) et pour toute valeur positive @ du param etre de régularisation, la matrice
A, est un opé rateur strictement positif sur R"**,
Ainsi, pour a > 0, la matrice A, du systeme (2.3.6) est un opérateur strictement positif et auto-

adjoint sur R"*!. Par conséquent, ce systétme admet une solution unique. O

2.4 Convergence de la méthode et estimations d’erreur

Dans la régularisation de Tikhonov, les conditions %im a(6)=0, lim = 0, sont suffisantes
-0

o
5-0 /& (5)
(et essentiellement nécessaires) pour la convergence. Il est bien connu que le taux de convergence
(¢f. [EHN96, Eng81, Gro84]) dépend de la régularité de la solution exacte. Si f e Z((K*K)"),

velo,1]etsia = a(8) =c,6%%* ot1 ¢, > 0, alors

Hf_ff " — 0(52v/2v+1).

Dans ce Chapitre, on suppose que la solution généralisée fde I'équation (2.1.1) satisfait la condition
de source j? :=K*g € Z((K*K)") ot v €]0, 1]. Le lemme suivant nous donne une estimation pour

la norme ||(KZKH)V — (K*K)¥

H

Lemme 2.4.1. Soit g € Z(K) C #° pour certain s > 0. Si j? € Z((K*K)") ot v €]0, 1]. Alors, il
existe des constantes M > V2 et M, M,, et q > 0, tels que que, lorsque n > max(cM,3) avec ¢ > 1,

alors

|k F— w7 < 2aemsy, @4

‘]HI

ot v(f) et e(n,s) sont définies dans la proposition 2.2.1.

Preuve. Siv =1, la conclusion est évidente d’apres la proposition 2.2.1.

Siv € ]0, 1[, en utilisant la formule (14.16) dans Krasnoselskii et al [KZPS76] :

sin(

(D°D)’ — (A"A) = —Sn(ZY) f (DD + t1)™F — (A*A + )" ]de,
0

Y

pour D =K, et A=K, on obtient
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(K2R — (KK

. KoK, —K*K
sm(nV)f” Kotk o
0

<

(KiK, + )™ — (KK + )7 de

o
sin(7tv) T
£ || (KK, + e — (KK + )7 | de. (2.4.2)
L [ |
Puisque
(K'K, + th ' —(KK+th'= (K'K,, + t) (KK — K KKK+ th™t,
d’ou

| CKEK,)Y — (KK

sin(7tv) || KK, —KK]|
f £ ||(KiK, + )7 — (KK + )7 d e (2.4.3)
0

v

sin(7tv) e

tV

(KEK, + £ (KK — KK (KK + ) 7| de.

T Ik

Puisque les opérateurs (KK, + t1)™" et (K*K+ t1)™! sont définis positifs et auto adjoints, alors

|(KK, + )" = (KK + e 7| < max{ || (KK, + )7

5

KK+t < % (2.4.4)

et

[ (K2K, + e (KK — KK (KK + )7 | < t—lz |

K'K—KK,|| - (2.4.5)

En injectant les formules (2.4.4) et (2.4.5) dans la formule (2.4.3), on obtient

sin(mv) || KK, —K*K]| +00
(KK — (KKY|| < J tv—ldt+|K*K—K;Kn||J £ 2dt
n 0 [|KeK,—KeK|
< sin(mv) |K*K ok
T omv(l—=v)'t "
1 v
< —||KiK, — KK
i n

Pour conclure, en utilisant la formule (2.2.5) de la proposition 2.2.1, on obtient
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|k F-wwrg| < 2ok, —cor|
< 2a(em 9y,
TT
ott 1(f) = 2[IKIP max( M, If e , M IIf l) et e(n,5) = (1 +n2)/2 + exp(—qn). 0

Théoréme 2.4.1. Soit g € Z(K) C ##° pour un certain s > 0. Si fe RZ((K*K)") o1 v €]0, 1], alors
pour tout n > max(cM,3) avec c > 1, on a

) <cl(e(n,s)) +a’ + i], (2.4.6)
H a

Hf_f;’é Ja

ol f[f"s = (KK, + al)_lK:g"’é, M > V2 et la constante ¢, ne dépend pas de a, & et n.
Preuve. On a

F=fr = F—fr 4 (KK, +al) KK, f — (KK, + a) KK, f
= (1= (KK, + a) KK f + (KK, + al) 7KK, f — g™0), (2.4.7)

et

IA

H(K;‘;Kn+al)_lKi(an—g”’é)H (KK, + al) K
H

‘ an_gn,ﬁ
0.

‘]HI

< ||(KK, + a) 7K

Puisque K’K,, est un opérateur auto-adjoint, en utilisant la décomposition spectrale des opérateurs

auto-adjoints compacts, on peut écrire

1
|(K:K, +a)K:|| < sup VA | ,
acfole]IAt el 2/a
ce qui implique que
~ o
“(K;Kn +al) K (K, F — g”ﬁ)“]HI <5 (2.4.8)
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Pour estimer la premiére somme dans la formule (2.4.7), on pose f = (K*K)'u ot u € ##°. D’ou
(I— (KK, + al)_lK:Kn)f = (I-(KK, + aD) ™KK ) (K*K) u
+(1— (KK, + aD) KK (KEK ) u
—(1— (KK, + al) 'K K, ) (KEK, ) u
= (I-(KK, + a7 KK (KK u
+(1— (KK, + al) KK ) (K K) u — (KK, ) ),

et

H(| — (KK, +al)™ Kj;Kn)fH
H

IA

(= (KK, + al) KK (KK, ) ul|
+[| (1= (KK, + a) KK || [ (KK u— (KK, ) ul| -

En utilisant 'estimation (2.4.1) dans le lemme 2.4.1, on obtient

. 21
|-tk +ad kKD < sup |l
H refolk, 2] 1A+ @
a 4
+ sup ).—(y(u)s(n,s))v (2.4.9)
acfolik,p] At el m

< @ full+ 20 0E,5)

1
En injectant (2.4.8) et (2.4.9) dans (2.4.7), on obtient (2.4.6), ou ¢; = max(||ul|g, y(u), E). ]
Par conséquent, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.2. Soient g € Z(K) C #° pour un certain s > 0 et f € Z((K*K)") ot v €]0,1]. Si

a:=a(6) = 0(6%**Y), alors pour tout n > max(cM, 3, 6;(a), w,(a)) avecc>1, ona

|F-f2e

< 0(52v/2v+1), (2410)
H

olt M > V2, 6(a) = (1/(a)** —1)""? et wi(a) = —In((1 = Da)/q (0 <1 < 1) .

—s/2

Preuve. Puisque n > 0;(a) donc (1+n?)*/2 < la < aetn > w,(a), ce qui implique que exp(—nq) <

(1-Da< a.
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D’apres le théoreme 2.4.1, on a

[F=s22. <arltetm) +aoy + —= JScl(Za(é)w ° )

v a(d) v a(d)

et pour a(8) = 0(6%%'*1), on obtient I'estimation (2.4.10). O

Dans le Théoréme 2.4.2, le parameétre de régularisation a est choisi par une stratégie du choix

a priori, de telle sorte que lo_irré a(6)=0, lim = 0. Par exemple, si a(§) = 0(5%/?), alors

o
5-0 /& (5)

l'ordre optimal de Hf— fre ‘ est 0(6%/%).
H

2.5 Choix a posteriori du parametre de régularisation

Dans la pratique, le choix a priori du parametre de régularisation a (&) dans le Théoréeme 2.4.2
rarement utilisé parce que il est basé sur la régularité de la solution qui est inconnue. L'une des
stratégies a posteriori la plus utilisée est basée sur le principe d’écart de Morozov " Discrepancy

Principle " [Mor66]. Dans la méthode de Morozov, le parametre a (&) est choisi selon le critere :

Dans cette Section, on s’intéresse a éstimer le parametre a (&) par le principe général de Morozov,

= 0. (2.5.1)

;) n,&
g — Kfa(g) ‘IHI -

donné par

2 2
+a(8) =62, (2.5.2)
H H

Hg5—Kf:(’§) fui#)
ou n € [1,+00]. De toute évidence, le principe classique de Morozov (2.5.1) est un cas particulier
du cas général (2.5.2).

Wang et Xiao [WXO01], proposent un algorithme de convergence cubique pour choisir le bon

parametre de régularisation. Cet algorithme se résument comme suit :

Algorithme 2.5.1. Step 1. Input a; >0, 6 >0, € >0, e, Set e =0;
d d?
5 4 cns A" ns.
Step 2. Compute ;e , daf‘:e and dazf"z ;
Step 3. Compute ¢(a,), ¢'(a,) and ¢”(a,) from formulas (2.5.3), (2.5.8) and (2.5.9);

Step 4. Solve for a,., from iterative formula (2.5.4);
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Step 5. If |a,,; —a,| < € or e = e,,,, STOP; otherwise, set e =e + 1, GOTO step 2.

ou
¢(a) = ||g® —KF22||5 +an || £29]|;, — 62, (2.5.3)

et

~ 2¢(a,) |
¢/(a,) +v/$/(@,) —2¢(a)9"(a,)

Maintenant, on présente une méthode pratique pour calculer les quantités ¢’(a) et ¢”(a) dans

(2.5.4)

dey1 = A,

I’Algorithme 2.5.1.

Soit G(a) la fonction donnée par
G(@) = [|g® —Kf2?||y +all £ (25.5)

La premiere dérivée de G(a) est donnée dans [KZ98] par

d
75 G0 =¢&(a), (2.5.6)
a
ot £(a) = |||
En utilisant (2.5.5) et (2.5.6), on a
d 2 d
Ta ||g5—Kfo:l’5||]HI =—a£§(a). (2.5.7)
A partir de (2.5.7), la premiére et la deuxieme dérivée de ¢(a) sont donnés par les formules
d d
—¢(a) =(a"—a) —&(a) +na""&(a), (2.5.8)
da da
d? d> 4 d 5
—¢(a)=(a"—a)—&(a)+(2na"" —1)—&(a) + n(n + 1)a""E(a), (2.5.9)
da? da? da

ou
d d d? d? d 2
=2 n,5, n,6> =2 < n,5’ n,5> +2 n,6 .
e@=2( S A e SE@ =2 (i a0) w2

H H

Dans notre cas, pour les solutions approchées f;"s, on donne I'écriture exacte de ces expressions
d d>
Ta fof’B et P f;’a dans ’Algorithme 2.5.1. D’apres la formule (2.3.3), on a
a a
d' — d! :
=" —d(@)Kp! = (dD(a),¥), pour VI >0, (2.5.10)

dal”® i d g!
j=0
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ou

dV(a) = (—do( ) d 1(a), .. d d W) et = (K2, Kyl .. K.

I
En vertu du Lemme suivant, on donne I’écriture de la dérivé Fdj(a) pourl>1,0<j<net
a

pour tous a > 0.

dl
Lemme 2.5.1. Soit d(a) la solution du systéme (2.3.6) et soit [ > 1, alors la dérivé Fd(a) est la
a

solution unique du systéme
dl dl—l
”d g d@=- dal—l

ot la matrice A, est définie dans le systéme (2.3.6).

d(a), 1>1, (2.5.11)

Preuve. Soit [ > 1, pour tout j =0, 1,...,n, d’apres la formule (2.3.5), on a

dl—l
L J(a)+ad l ](a)+ZB;Hd (a)=
On voit clairement que ce systeme peut étre écrit sous forme (2.5.11). O

2

d
Remarque 2.5.1. Dans I'Algorithme 2.5.1, on calcule — f™°, —fy w0 par la résolution des

da’* ’ da2
systémes (2.5.11) (Lemme 2.5.1), pour [ = 1,2, et la formule (2.3.3).

2.6 Tests numériques

Dans cette section, On utilise cette stratégie d’approximation et le logiciel de calcul MATLAB. La
précision de la solution a été mesurée en évaluant les normes de la différence entre la solution
approchée f(f"s et la solution exacte f en 100 points. Pour ces tests, on calcule les coefficients de la
matrice B et les coefficients du vecteur gV par la régle de quadrature trapézoidale pour 100 points
de poids w; = wqy, = (b —a)/100, w; = (b—a)/50, i = 2,3,...,99. En comparant les résultats

numériques avec les solutions exactes, via les normes suivantes

100

et [[e?]], =D wi(F (¢ — £° (£)*,
i=1

le?]|., = max
nileo  1<i<100

(b=a) . _
100 ’

out;,=a+i 1,2,...,100 sont les noeuds.
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Dans ces tests, on perturbe la donnée g de I’équation (2.1.1) par la fonction §.cos(10t/6) a et on

considére au lieu de g les données perturbées g™ :

100 100
S . .
g]r'l,5 ~ Wi Wik(sk) tl)(g(Sk)+5COS(lOEk))ll)i(tl), ] = 0’ 1,...,Tl.
i=1 k=1

Dans ces exemples, les valeurs du parametre de régularisation a sont choisies par ’Algorithme

2.5.1avecn=1,e=10"ou107, e, = 100 et a, est choisi dans [ 0.1,107%]. D’apres [WX01],

max

si le terme V = ¢’(a,)* — 2¢(a,)¢p”(a,) < 0, alors le terme V'V dans la formule (2.5.4) sera
remplacé par |realﬁ |

Exemple 2.6.1. Comme premier exemple, considérons l'équation suivante

exp(s+1)—1
s+1 '

1
J exp(st)f(t)dt =

0
La solution exacte de ce probléme est f(t) = exp(t) .

Pour voir les propriétés qualitatives de notre méthode, on compare nos résultats numériques de
I'exemple 2.6.1 par ceux qui ont été obtenus dans les travaux [BLP07, KJ15], pour différentes

valeurs de n et différentes valeurs de & (voir les Tableaux 2.1 - 2.2 et les Figures 2.1 - 2.4).

Exemple 2.6.2. On Consideére Uexemple suivant (cf. [EN85 ])

1
1
k(s, t)f (£)dt = == (s® — 20s> + 45s2),
JO (s, 0)f (t) 720(5 s s°)

ott le noyau k(s, t) est donné par

0, s<t,
k(s,t)={
s

—t, s>t.

1
La solution exacte de ce probléme est f(t) = 2—4(t4 — 4t + 3).

Les résultats numériques de 'exemple 2.6.2 sont affichés sur les Tableaux 2.3 - 2.5 et les Figures

2.5-2.8.
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Exemple 2.6.3. On Considére l'exemple suivant

J cos(s*+ 3t + 1)f(t)dt = écos(s2 +2)— % sin(s?)
0

La solution exacte est donnée par f(t) = sin(3t + 1).

Les Tableaux 2.6 - 2.9 et les Figures 2.9 - 2.13 résument les résultats numériques de 'exemple

2.6.3, pour différentes valeurs de n et différentes valeurs de &.

2.6.1 Conclusion

Les tableaux 2.1-2.9 et les Figures 2.1 - 2.13 montrent que les résultats numériques concordent
bien avec les résultats théoriques. La méthode de projection-ré gularisation développée dans cette
étude pour résoudre les équations intégrales de Fredholm de premiére espéce est tres simple,
efficace et montre bien que le choix des fonctions PSWFs peut jouer un role tres important dans la

stabilité numérique de la méthode.

A travers ces exemples, on voit clairement la stabilité de la méthode, et qu’elle donne des résultats
tres satisfaisants méme pour de petites dimensions (n = 1, 2, ..., 10). De plus, la solution régularisée

reste stable pour un bruit fort & = 0.3.
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2.6.2 Tableaux
a, =0.1 Méthode [BLPO7] Méthode PSWFs Méthode [BLP07] Méthode PSWFs

n 6 =0.0001 6 =0.001

1 1.96e —01 2.46e — 02 1.96e —01 2.45e —02

2 1.31e—02 2.26e — 03 2.60e — 02 4.27e —03

3 8.35e—03 2.18e—03 8.78e — 03 4.37e—03

4 8.35e—03 2.18¢e—03 8.77e —03 4.34e — 03

5 8.35e—03 2.18¢—03 8.58e — 03 4.40e — 03

6 8.34e —03 2.18¢—03 8.33e — 03 4.39¢ —03

7 8.32e —03 2.18e—03 8.33e—03 4.40e — 03

8 8.33e—03 2.18¢—03 8.33e—03 4.40e — 03

9 8.33e—03 2.18¢—03 8.33e —03 4.40e — 03

10 8.33e—03 2.18¢—03 8.33e—03 4.40e — 03

Table 2.1 — Résultats numériques (Exemple 2.6.1) en utilisant 'estimation d’erreur ||es ||Oo, pour

différentes valeurs de n et différentes valeurs de 6, oum =3 etc=n+ 1.

n Méthode PSWFs Méthode [MLO5] Ondelettes de Sinc [KJ15] Ondelettes de Coifman [KJ15]
2 1.8e—03 2.1e—01 2.1e—01 5.1e—01
3 1.4e—04 5.8¢ —02 5.8 —02 5.8 —02
4 1.3e—05 1.4e—03 1.4e—03 8.4e—01
5 1.6e—05 3.6e —03 3.6e—03 9.6e —03
6 3.9e—06 3.3e—04 3.3e—04 3.3e—04
7 4.7¢e—06 5.7e—05 5.7e—05 1.7e —04
8 3.8e—06 8.7e —05 8.7e—05 4.7¢e —03
9 3.5e—06 4.6e —06 4.6e — 06 7.6e — 04
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50 Méthode de Projection régularisée basée sur les fonctions PSWFs

Table 2.2 — Résultats numériques de 'exemple 2.6.1 avec des données exactes (0 = 0) en utilisant

I'estimation d’erreur ||e1‘3||2 oim=n+3,c=n+1leta,=10"7%,

6

o

a,=10"" ell, ell,
n Méthode PSWFs Méthode [ENS5]
4 7.8e —05 3.6e—03
1.7e —05 2.1e—03
16 1.4e—05 3.6e—04
32 1.6e —05 8.4e—05
64 1.8e—05 2.1e—05

Table 2.3 — ( Exemple 2.6.2) Comparaison entre la méthode dans le travail [EN85] et la méthode

de ce chapitre pour différentes valeurs de n, ot g est perturbée par §(n) = n>||g|l, m = 4 et

c=1.2.
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a,=0.1 Er=|f(t)—f(¢t) Méthode PSWFs

t, 5=0.1 § =0.01 5 = 0.0001
0 1.43e — 02 3.56e — 04 4.71e —05
0.1 1.28¢ — 02 1.29¢ — 04 1.52¢ — 05
0.2 1.15¢ — 02 1.33¢ — 04 8.14e — 07
0.3 1.02e — 02 1.15¢ — 04 6.32¢ —06
0.4 8.79¢ — 03 4.30e — 04 5.70e — 06
0.5 7.15e —03 6.74¢ — 04 2.53¢ — 06
0.6 5.36e — 03 7.62¢ — 04 5.69¢ — 07
0.7 3.53e —03 6.67¢ — 04 2.07e —06
0.8 1.82¢ — 03 4.27e — 04 1.61e —06
0.9 5.28¢ — 04 1.45¢ — 04 1.50e — 07

51

Table 2.4 — Erreurs calculées en 10 points pour 'exemple 2.6.2 en utilisant la méthode de ce

chapitre avec différentes perturbations de 6, ouin =2, m=3 etc =1.5.

a=10"" ”65”2
n Méthode PSWFs Méthode [ENS5]
4 1.5e—03 8.3e—03
3.9¢ —04 1.5e—02
16 3.4e—04 6.2e — 03
32 1.1e—04 2.6e—03
64 1.0e—04 1.3e—03

Table 2.5 - ( Exemple 2.6.2) Comparaison entre la méthode dans le travail [EN85] et la méthode

de ce chapitre pour différentes valeurs de n, ol g est perturbée par & (n) = n?||g|l, m = 6 et

c=1.2.
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5=0.4 a,=10" Méthode PSWFs
n <L, [0

2 6.21e — 02 7.48¢ — 02

3 6.90e — 02 8.32¢ — 02

4 6.62¢ — 02 8.21e — 02

5 6.65¢ — 02 8.19¢ — 02

Table 2.6 — Résultats numériques de 'exemple 2.6.3, ot 6 = 0.4, m =3, c = 3.

5=0.1 a,=10"

n [<2[, [
2 4.21e — 04 4.92¢ — 04
3 4.81e —04 5.81e —04
4 4.80e — 04 5.76e —04
5 4.81e — 04 5.77e —04

Table 2.7 — Résultats numériques de 'exemple 2.6.3, 01 6 =0.1, m=3,c=3.

5 =0.05 a,=10""

n [<2I, E.
2 3.18¢ — 04 3.71e — 04
3 3.73e—04 4.64e — 04
4 3.71e — 04 4.61e —04
5 3.72¢e — 04 4.62¢ — 04
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Table 2.8 — Résultats numériques de 'exemple 2.6.3, ou 6 =0.05, m =3, c=3.

5=0 a,=10""

n ], i

2 1.23e — 04 1.28¢ — 04
3 1.30e — 04 1.36e —04
4 1.31e—04 1.36e—04
5 1.19¢ —04 1.25e — 04

Table 2.9 — Résultats numériques de I'exemple 2.6.3 avec des données exactes (6 = 0), ou m = 3,

c=3.
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2.6.3 Figures

3 Méthode PR: PSWFs
—%— Solution exacte

Solution approchée

T T T

Erreur = |Exacte - Approchée|

T T

0.08 T T

’ —%— 6=0.1, 0=0.0015754, n =6

0.06

0.04

0.02 pesmeisae

Figure 2.1 — ( Exemple 2.6.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 6,6

=0.1,m=3etc=>5.
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Méthode PR: PSWFs

3 T T T
—¥— Solution exacte
Solution approchée

T T

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Erreur = |Exacte - Approchée|
003 T T T T T T T

T T

’ —%— 6=0.01, a=1.5542¢-05, n =6

0.02

0.01

55

Figure 2.2 — ( Exemple 2.6.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 6,6

=0.0l,m=3etc=5.
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Méthode PR: PSWFs

T T

—*—— Solution exacte
Solution approchée

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

—_

Erreur = |Exacte - Approchée|

T T

’ —%— §=0.001, a=1.571€-07, n =6 Lzz

Figure 2.3 — ( Exemple 2.6.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 6,6
=0.00l,m=3etc=>5.
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Méthode PR: PSWFs

T T T

3 T T T
—%— Solution exacte
Solution approchée

%1073 Erreur = |Exacte - Approchée|
T T T T T

T T

’ —%— 6=0, a=9.0364e-11, n =6

Figure 2.4 — ( Exemple 2.6.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n =6, 6 =0

(données exactes), m=3 et ¢ = 5.
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Méthode PR: PSWFs

0.2 T T T

T T T

—%— Solution exacte

0.15 Solution approchée | |

0.1

0.05

Erreur = |Exacte - Approchée|

T T

’ —%— §=0.1, @=1.9531e-10, n =3

Figure 2.5 — ( Exemple 2.6.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 3,6

=0.1l,m=2etc=10.
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Méthode PR: PSWFs

0.15 T T T T T T

—%— Solution exacte
Solution approchée

0.1

0.05

%1073 Erreur = |Exacte - Approchée|

T T

’ —%— 6=0.01, a=1.9531e-10, n =3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 2.6 — ( Exemple 2.6.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 3,6

=0.01,m=2et c = 10.
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Méthode PR: PSWFs
0.15 T T T

T T T T T T

—%— Solution exacte
Solution approchée

0.1
0.05 [
O ..........
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
%1073 Erreur = |Exacte - Approchée|
2 T T T T T T T T T
51 | —%— 6-0.001, a=1.9531e-10, n =3

Figure 2.7 — ( Exemple 2.6.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 3,0

=0.00l,m=2etc=10.
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Méthode PR: PSWFs

0.15 T T T T T T

—%— Solution exacte
Solution approchée

0.1
0.05 -
0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
, X 1073 Erreur = |Exacte - Approchée|
T T T T T T T T T
s | —%— 60, a=2.1287¢-08, n =3

Figure 2.8 — ( Exemple 2.6.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur,n =3, 6 =0

(données exactes), m =2 et ¢ = 10.
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Méthode PR: PSWFs

—*— Solution exacte
Solution approchée

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Erreur = |Exacte - Approchée|

T T
’ —*¥— 6=0.1, 0=0.0022731, n =4

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figure 2.9 — ( Exemple 2.6.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 4,6

=0.1,m=5etc=30.
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Méthode PR: PSWFs

—%— Solution exacte
Solution approchée

T T

1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

<1074 Erreur = |Exacte ;Approchée|
T T OGN T T T
" | —%— §=0.01, 0=6.3514e-05, n =4

1|

1 1.2 1.4 1.6
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Figure 2.10 — ( Exemple 2.6.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 4,6

=0.01,m=5et c=30.
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Méthode PR: PSWFs

—*— Solution exacte

0.5 Solution approchée
oF
05F
-1 ! ! Msiaoanonid
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

0.015

0.01

0.005

Figure 2.11 — ( Exemple 2.6.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 4,6

=0.005,m =5 et c = 30.
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Méthode PR: PSWFs

T T

—%— Solution exacte
Solution approchée

ok
-0.5
1 ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
5 & 103 ‘ ‘Erreur = |Exacte - App‘rochéelx ‘

’ —¥*— §=0.001, @=3.9437¢-07, n =4r‘é

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

65

Figure 2.12 — ( Exemple 2.6.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur, n = 4,6

=0.001,m =5 et c = 30.
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Méthode PR: PSWFs

—3%— Solution exacte
Solution approchée ||

_2 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

%107 Erreur = |Exacte - Approchée|

T T
| —— -0, 0=9.8882¢-11, n =4 | e

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figure 2.13 — ( Exemple 2.6.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur,n =4, 6 =0

(données exactes), m =5 et ¢ = 30.
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Chapitre

Méthode de collocation régularisée basée sur les polynomes

de Tchebychev

Dans le méme contexte du chapitre 2, on change la structure hilbertienne et on développe une
stratégie d’approximation numérique pour une classe d’équations intégrales de Fredholm de
premiere espece. Cette procédure de collocation-régularisée est basée sur la base des polynomes

de Tchebychev.

3.1 Introduction

Notation 3.1.1. On note par H,=L?*(I) et H,=L?*(J) les espaces de Hilbert avec I = ((—1,1),dt),
J =((—1,1),wdt), ott la fonction w(t) = (1— tz)_71 est le poids de Tchebychev.

Le produit scalaire et la norme en H; sont donnés, respectivement par

b b
{f>8)u, :=J F)g(e)de, [Ifllg, :=J f(eyde.

1. Dans notre mémoire de Magister, on a traité une classe d’équations intégrales de premiere espece. On a proposé
comme stratégie de régularisation une variante de la méthode de collocation-régularisée basée sur les fonctions de

Sinc.
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Le produit scalaire et la norme en H,, respectivement donnés par

b b
{f> &), :=f F@gOw()de, NI, :=J f@yw(t)de.

Notation 3.1.2. Soit s € N. On note par

dk
A ={f €H, et Wf(t)E]HI2 pour k=1,2,...,s} et A0 =H,,

Uespace Sobolev, muni du produit scalaire :

— /0 0"
o2 =2 < =0, _'g(')>H2’

Jti
1f s = (
=0

1
2 2
H,

On considere I'équation intégrale de Fredholm de premiere espece :

et de la norme :

ai
5/ 0)

J k(s,t)f(t)dt = g(s), se(—1,1), (3.1.1)

ol g est une fonction donnée dans 'espace H, et f est 'inconnu recherché dans I’espace Hj.

Supposons que la fonction k(.,.) € L*(I x J) est un noyau non dégénéré, tel que

k(s Mzzwn = \IJ f k(s, t)]* w(s)dtds < oo.

On peut réécrire 'équation intégrale (3.1.1) sous forme d’opérateur
K:H, - H, Kf=g. (3.1.2)

Puisque le noyau k(.,.) est dans I'espace L(I x J), alors I'opérateur K est un opérateur de type
Hilbert-Schmidt, ce qui implique que l'opérateur intégral K donnée par (3.1.2) est un opérateur
compact de rang infini défini entre les espaces de Hilbert H; et H,.

Pour le cadre théorique et numérique dédié au probléme (3.1.1) engendré par 'opérateur compact

K entre les espaces de Hilbert H; et H, (solutions généralisées et leurs méthodes de stabilisation),
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on renvoie le lecteur aux références [Nai09, TA77, OKCNOO, Gro90, EN85, Tik63b, Eng81, Gro84,
BG12, Eng92, Gro77].

L'opérateur K peut étre représenté par sa forme diagonale

oo

Kf = Zo-i <f7 ¢i>H1 (Pi; f € Hl’

i=1
ol la suite {0 ,,1,,,¢,} -, est le systéme singulier de K :
- {1,[),1};21 est une base orthonormée dans 'espace A (K)*.
- {g,} 2, est une base orthonormée dans I'espace 2 (K).
- {0,} 2, est une suite de nombres réels positifs tels que nll)ngo o,=0.
Linverse généralisé K™ de K est un opérateur linéaire avec domaine 2(K") = 2 (K)+ % (K)*, donné
par

s ( ) i)
Krg = Z ﬁzj;i, pour chaque g € D(K"),
i=1 O

et la solution généralisée de ’équation (3.1.2) est donnée par
f=Kge#(K)*"
Supposons que g € 2(K*), etonprend g; =g+ (0;)’ ¢; (0<p <1),ona
lim [|g — glly, = lim (0)" =0,
mais

== lim (O-i)p_l — OQ.
Hl 11— 00

lim H F-7

i— 00

Ce qui montre que l'inverse généralisé K™ de K n’est pas continu, et donc le probléme (3.1.2) est
mal posé. De plus, la solution généralisée fA de (3.1.2) est instable. En général, on stabilise la
solution généralisée f de (3.1.1) ou (3.1.2) par une méthode de régularisation, pour obtenir des
solutions approchées stables (voir [Tik63a, Tik63b, BG12, Eng92]).

Une régularisation de K* consiste a remplacer K* par une famille {R,} ., d’'opérateurs continus,

tels que

fe=R,g=K'g=F si a—0,
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ol f* est appelée solution régularisée (ou quasi-solution) de f du probléme (3.1.1).
Dans la régularisation de Tikhonov [Tik63a, Tik63b], on utilise la famille des opérateurs

R, = (K*K+ al)'K*, a>0, (3.1.3)

oll a > 0 est appelé le paramétre de régularisation. Supposons que g € 2(K*) et g° € H,, ou

6 €(0,1) est considéré comme étant le niveau d’erreur, tel que

| —&°||,, <8 (3.1.4)
Si fé Z(K) = A (K)*, alors
Hf—f“ <Cva et |fe—r£g si, (3.1.5)
H, o llE = o /a
ou C; > 0 est une constante indépendante de a, f* =R, g et f;' = R,g°.
De plus, si fe Z((K*K)") pour certains v avec0<v < 1,ona
Hf—f"‘ <Ga’ et |[f*—f&, < 0 (3.1.6)
H, o |1H;, 21/6

ou C, > 0 est une constante indépendante de a.
Il est bien connu que, si le parametre de régularisation a est choisi en fonction du niveau de bruit

0, tel que

a(6)—0 et —0 si 6 >0, (3.1.7)

a(d)

alors
s

Notre objectif ici est de construire des solutions approchées stables pour le probléeme mal posée

—0si 6§ —»0.
Hy

(8.1.2). Pour cela, on remplace la famille d’opérateurs R, par une famille d’opérateurs Rg”) (neN"),
et on prend

fga,n _ Rgxn) 5’
comme solution approchée stable de ’équation (3.1.2).

Si on peut montrer que

||fo”)—Ra|| — 0 si n— o0,

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



3.2 Approximation de rang fini 71

sous la condition a = a(&,n) telle que :
a(é,n) >0 si 6 >0etn— 00,

et

IR

6—0si 6§ —>0etn— oo,

alors

—0sid—>0etn— o0,

= a,n
|75,

Dans ce cas, f5 " est une approximation régularisée de f

Plusieurs méthodes ont été développées dans la littérature pour traiter ces équations (3.1.2). On
peut citer par exemple : les méthodes basées sur 'approximation des valeurs propres [Huall,
PLN13, PN11], les méthodes de collocation spectrale [MMAO7, MNYO07], les méthodes de projec-
tions [KO12, NBR16, Neu87, KN88, PP0O0, Raj03].

Notre approche d’approximation emploie les polynémes orthogonaux de Tchebychev comme
éléments de la base hilbertienne et la méthode de Tikhonov. On construit une approximation de rang
fini A, pour K*K et une approximation B,, pour K*. Efin, on combine ces deux approximations pour
construire notre famille d’ opérateurs fo”), définie par I'expression (A, + al)™' B,,. En conséquence,

le probléme original (3.1.2) se transforme en la résolution d’un systéme linéaire bien conditionné.

3.2 Approximation de rang fini

Soit n entier positif, on définit les opérateurs S,, et Q,, par

S,:H,>R", S, g:=(g(ty),...,g(t,)), (3.2.1)

ott {t;},_, sont les zéros du polynéme de Tchebychev T, et

Q,:H,—H;, Q,f():= \/gsnf(.), (3.2.2)

ou S, est 'opérateur de projection orthogonale de H, sur P,((—1,1)) = HJ.
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Remarque 3.2.1. Pour parler des valeurs de g aux t;, k =1,...,n dans (3.2.1), on suppose que
g €C([-1,1].

Dans ce qui suit, on suppose que

k(s,t) € C([—1,1») et g € Z(K).

On remplace I’équation (3.1.2) par

K.(f) = gn» (3.2.3)

K,=S$,Q,K =Gk, (3.2.4)

est un opérateur de H; a R", et g, = G,,(g).

Soit K 'opérateur dans (3.1.2), pour f € H,, par la formule (1.3.5), on a
oo
Kf = > GT,, avec G, =1, (Kf,T,),, i 20,
i=0

1 2
oﬁnOZEetni:EpouriZL

Il résulte que

0, i#],
<Tj: Ti>H2 =31 1 i=j (3.2.5)
"h’ .

Par la formule de Parseval, on a

(3.2.6)

oo
2
KFIZ, =D 0 [(KF, T, |
i=0
Théoréme 3.2.1. Soit K, : H;— R" donné par la formule (3.2.4). Alors K, est un opérateur borné,

et son opérateur adjoint K : R" — Hl, est donné par :
T n n—1
Ki:R" - H,;,, YueR" Ku(.)=4/— (T O )u:K*(T;) (L), 3.2.7
; b ¥ ()= 1/— 2 > T K (T)0) (3:2.7)

j=1 i=0

ot K* est Uadjoint de K.
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Preuve. (i) Pour chaque f dans H;, on a
- n n—1 2
IKaf I =— [Zan(xj)} .
j=1 L i=0
En vertu de la relation d’orthogonalité discrete (1.3.5), on peut écrire :
n—1 2 n—1
|:Z/C\iTi(Xj):| :Z/C\?Ti(xj)za
i=0 i=1
ce qui implique que
n n—1 n n n—1
S [Zc G, )] (Z s, )2) e (Z Tn_l(xj)z) e+ Ser
j=1 Li=0 j=1 i=1
D’ou
. n—1
. ~2
K f 12, = 5" + Ech <[IKFIZ, < IIKIPIFIIZ,
ce qui nous permet de conclure que K, est un opérateur borné et ||K, || < ||K]|.

(ii) Par définition de K, on peut définir son opérateur adjoint K* : R" — H,.

Pour o
u=(uy,...u,) €R" K f =1, f), [Zc T;(x;),

on obtient

(Kefotge = Zf, =SS e,

j=1 i=0

_ < [ZZnIT(x)uK*(T)>

j=1 i=0

= {f.Ku)y,,

il s’ensuit que

K*u()_\fZZmT(x)uK*(T)()

j=1 i=0
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Lemme 3.2.1. Pour chaque f € H, et g € H,, ona

(Kf: g>H2 = <f: K*g>]HI1;

ot Uopérateur adjoint K* est donné par la formule

1
K'(g)(t)= J k(t,t)w(t)g(r)dr, te(—1,1).

-1
Soit s € N, introduisons I'espace de Sobolev

i+j

tjh(s, t)e L*(I xJ), Y (i,j) aveci+ j Ss},

IJ

5 {h e L*(I xJ) et

de la norme
S

B gy = D

i+j=0

ai+j
asioti

h(.,.)

12(IxJ)
Remarque 3.2.2. Sion suppose que le noyau k(.,.) € C([—1,11*)NL3(I x J), alors % (K) C H,, et
sik(.,.)ec([-1,11)) N2

Pour j=O0etsi f €eH;,ona

alors on a Z(K) C €.

IJ’

On note par

ai+j
Jstoti

S
k(.,.) =M, et k(. |y = D, My; =M, < 0.

L2(IxJ) i+j=0

di Jl o
— Kf)()=| —==k(s,t)f(t)dt, se€(-1,1),
dst Jst

-1

et par I'inégalité de Cauchy - Schwarz, on obtient
1 1

a—ik(s, t)

dt][J |F (O delw(s)ds

2
IFI

L2(IxJ)
il s’ensuit que

< Miollf s, »
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d’ou
IKF Uy < D Mo l1F Iy = My [1f s, - (3.2.8)
i=0

Le calcul de la solution généralisée du systeme linéaire (3.2.3) est instable, parce que le probleme
original (3.1.2) est mal posé. Par conséquent, pour des petites perturbations g,‘f des données g,

telles que
5
le7 =gl <5,
les solution peuvent exploser de maniére incontrélable. Pour neutraliser ce caractere d’instabilité,

on Régularise ce systéeme par la méthode de Tikhonov :
(KK, +alf2"(t) =K:g?(t), te(-1,1), (3.2.9)

ol le parametre de régularisation a est choisi en fonction du niveau de bruit 6 sous la condition

(3.1.7).

Remarque 3.2.3. L'expression (3.2.7) dans le Théoréme 3.2.1, nous permet de conclure que
Z(K*) = vect{K*(T;), i=0,1,..,n—1}.

Nous supposons que 'opérateur K* est injectif, alors les vecteurs K*(T;), i =0,1,...,n—1, sont
linéairement indépendants, et par conséquent dim(2(K")) = n.

Comme la solution régularisée ff’” du probléme (3.2.3) existe dans I'espace Z(K"), donc elle

prend la forme
n—1
FEn(e)=">"dK (T)(1), te(-11), (3.2.10)
i=0

oud; (j=0,1,...,n—1) sont des constantes inconnues a déterminer pour expliciter la solution

approchée régularisée f;"s.

Proposition 3.2.1. Soit K, comme dans (3.2.3) et K* donné par la formule (3.2.7) du Th éoréme
3.2.1. Alors

n—1

KK, :Hy - Hy, KK () = Y GK (T (3.2.11)
i=0
De plus,

KK, f = K'S,KF, (3.2.12)

ou S, est Uopérateur de projection orthogonale de H, sur Py((—1,1)).
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Preuve. Pour t € (—1,1),0on a

—1

n n—1 n
KK F(0) = \EZ [\Egaﬂm(xj)} 0 TG KA CT(E)

i=0
n—1 n—1

- %ZZT}IC K*(T,)(t) |:ZT () Ti(x; )]

m=0 i=0

0,=nm=0,
0,=n/2, m=1,2,...n—1.

et de la formule (1.3.4), on conclut que

On note par

n—1

KK f(6) = Z(%nmem)ﬁmK*(Tm)(t)anm
m=0
n—1
= D GK(T)0),
m=0
= K*SKf(t),

En Substituant 'expansion (3.2.10) dans I’équation (3.2.9), on obtient
n—1
Z[ad +nJZd (KT, K*T;),, 1K (T) (£) =>n;{g’ T;),, K (1)) (0), t€(-1,1). (3.2.13)
j=0

Les coefficients d; dans I'équation (3.2.13) peuvent étre calculés a partir du systéme d’équations

linéaires B
a i .
—d;+ » Bld,=F’, j=0,1,..,n—1, (3.2.14)
nj i=0
ou
= (KT, K'Ty), , 1,j=0,1,.,n—1,
et

:(gé,Tj>H2, j=0,1,..,n—1.

Ce systéme peut étre écrit sous la forme matricielle

Ad =F, (3.2.15)
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) a

ou A= C,+B avec C, =diag(—,...,
Mo Nn—1

une matrice dans R™", d = (d,, ...,d,_;)" et F = (Fg,Ff, . Ff_l t sont des vecteurs dans R".

) est une matrice diagonale dans R"*", B = [Bf ] est

Proposition 3.2.2. Le systéme (3.2.15) admet une solution unique dans R".

Preuve. On remarque que, pour tout u € R" et pour tout v € R", (Au, V)g. = (U, Av)g. , Cest-a-dire
que la matrice A est auto-adjointe par rapport au produit scalaire (., .)gn .

Pour u = (ugy, Uy, ..., U,_1)", posons
Ei(t)=u,K(T))(r), i=0,1,...,.n—1.

Pour a > 0, on a

n—1 1 n—1
a
(A w)g = D —u?+ | [ E(D)Pdr
i=0 nl -1 i=0
an n—1 2
2
>3 llullg, + lE:O:éi ) . (3.2.16)
1

La formule (3.2.16) montre que la matrice A est un opérateur strictement positif sur R".
Ainsi, pour a > 0, la matrice A du systeme (3.2.15) est un opérateur strictement positif et auto-

adjoint sur R". Par conséquent, ce systeme est uniquement solvable. ]

On note par G,(g°) := gS les données discrétes bruitées associées aux données discretes G,,(g) :=

g,. Le niveau de bruit dans ce cas discret peut étre estimé en norme ||.||,, comme suit

n—1

et = 5 o e e T, T
On note par
0= (g Tyl =7, )
donc
T .
msle el < 5 mle )l

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

”gn_g,f”m = \/§|I®||Rn max ||
i >0 5
\/Eoggqxlm | ;ni |(g—g5, Ti>H2| 1<j<n

IA
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De la formule (3.2.6) et (1.3.4), on dérive I'estimation

gn—gf”ooS\E”g—g‘s”HF‘s' (3.217)

3.3 Convergence de la méthode et estimations d’erreur

Dans cette Section, on étudie les résultats de convergence pour cette approche d’approximation de
type projection-régularisée. On note par :

1) f, = R,g = (K'K+al)™' K*g (la solution régularisée du probléme (3.1.2) pour les données
exactes).

2) fi= Rg”)g = (K:Kn+od)_1 K*G, g (la solution régularisée approchée du probléme (3.2.3) pour
les données exactes).

3) f;"s = fo”)gﬁ = (K:‘IK,1+0LI)_1 K;GngE(la solution régularisée approchée du probleme (3.2.3)
pour les données inexactes).

Maintenant, on va évaluer I'écart entre la solution régularisée approchée fO?"3 et la solution

généralisée f.On a

F=fm8 = (f = f)+ Fa— O+ (2= £19),

d’ot

JF-s27], <Pt 1@ Rl +ROE e @)

Supposons que f = (K*K)"h € Z((K*K)") pour un certain v avec 0 < v < 1 et h € Hj. La premiére
quantité et la derniére quantité de la formule (3.3.1) sont estimées a partir de (3.1.5).

Maintenant, pour estimer la quantité ||(fon) — Ra) g”Hl, on remarque que

(R, —R™) g = (K*K+aD) KK — (KK +al) " K'K)f, (3.3.2)

on obtient

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



3.3 Convergence de la méthode et estimations d’erreur 79

(R,—RM)g = (K*K(K'K+a)™ —(KK, + a) KK, ) (K'K)'h
= a(K* Kn+al)_1 (K*K—K*K,) (K'K+al) ™" (K'K)"h.

Puisque les opérateurs K'K, et K*K ils sont des opérateurs auto-adjoints. Donc pour tout a > 0, on

a alors
-1
Ha(K;KnJral) H < sup ’ <1, (3.3.3)
aefok P A+
et
[|(KK+al) ™" (KK)'|| < sup <a. (3.3.4)
ae[o,IKIP] A+a
Le Théoreme suivant montre que | K*K—K'K,|| = 0sin — 0.

Théoréme 3.3.1. On suppose que le noyau k(.,.) € C([—1,11°)NL>(I x J) et f € H,, alors

De plus, si k(.,.) € C([-1,1]2)n €, pour certains s > 1 et f € Hj, alors

ou C, est une constante positive indépendante de n et {,, — 0 si n — Q.

K*K—Kan — 0 si n— oo, (3.3.5)

KK—K'K, || < Cilns (3.3.6)

Preuve. Par la Proposition 3.2.1, on a
(KK—KK,) f = K* (K—S,K) f
En utilisant le Théoréme 1.3.1, pour k(.,.) € C([—1,1]*)NL*(X xY),on a
|(KK—KK) f [, < IKIPHA=S)IIf ll, = O sin— 00.

En utilisant le Théoréme 1.3.1 et la formule (3.2.8), et le fait que k(.,.) € C([—1,1]*) N €, pour

certains s > 1, on obtient

|(KK—KK) fll, < Can IKHIKS Nl
< IKIP G~ M If Nl »

c’est a dire la formule (3.3.6) pour C, = IK|[*CsM, et {, =n"* — 0 sin — oo. ]
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Les deux théorémes suivants découlent immédiatement du Théoréme 3.3.1 et les inégalités (3.1.5),
(3.3.3) et (3.3.4).
Théoréme 3.3.2. On suppose que le noyau k(.,.) € C([—1,11) N L3I x J) et f € Z((K*K)") pour

certains v avec 0 < v < 1, alors
J(RY R gL, = ||RK~RKIF|| 0 si n— oo, (3.3.7)

De plus, si k(.,.) € C([-1,1]*) N €, pour certains s > 1 et f € Z((K*K)") pour certains v avec
0<v<1,alors

IR ~R.)sl, = |k~ RKF

ol Cs est une constante positive indépendante de n.

<Csa' ¢, (3.3.8)
H,y

Théoréme 3.3.3. On suppose que le noyau k(.,.) est dans Uespace C([—1,1]*) N ;| pour certains

s=>1, et f € Z((KK)") pour certains v avec 0 < v < 1. Alors, on a Uestimation d’erreur suivante

N 5
—froll < C,a’+ ——+Cea’ L, 3.3.9
|F=£27], s o+ 5=+ e, (33.9)

ot C, dans (3.1.5) et Cs dans le Théoréme 3.3.2.

—2/2s5v+s

Dans le Théoreme 3.3.3, soit n le plus petit entier positif tel que n > & pour certains s > 1

et 0 < v < 1. Dans ce cas, on peut choisir le le parametre de régularisation a = a () de facon que
2/2v

a(6)—0 et — 0si 6 — 0, par exemple si on prend a(6) = ¢,0 ! pour certains ¢, > 0,

a(d)
f—fne

régularisation est basé sur une méthode de choix a priori.

alors le taux de convergence optimal pour est O(52"/%*1). Ce choix du paramétre de
H;

3.4 Choix a posteriori du parametre de régularisation

L'une des stratégies a posteriori la plus utilisée est le principe de Morozov " Discrepancy Principle "

[Mor66]. Dans la méthode de Morozov, le parameétre a (&) est choisi selon le critére suivant

52, (3.4.1)

'1311,5 2 —
a(8) H -

’ +a(6)‘
H

) n,o
Hg —Kfats)

Dans cette étude, on adopte I’Algorithme 2.5.1 donné au Chapitre 2, pour choisir un parametre de

régularisation a raisonnable et qui peut étre calculé aussi sans difficulté.
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3.5 Tests numériques

Dans cette Section, on propose des exemples numériques pour valider les résultats théoriques de
ce chapitre. Les expériences numériques sont faites a ’aide du logiciel MATLAB. Nous calculons

les coefficients de la matrice B et les coefficients du vecteur F par la formule de Gauss-Tchebychev

1 n
FOwnde==3"F(t),
-1 ni3

ot les nceuds {t;};_, sont les n zéros de T,. Dans ces tests, nous perturbons la donnée G,(g) := g,

de I’équation (3.2.3) par un bruit aléatoire
gf = g, + orandn(size(g,)).

Pour ces exemples, les valeurs de I'algorithme 2.5.1 sont choisies pour a, = 107%,e = 107 et

€max — 100.

Exemple 3.5.1. Comme premier exemple, considérons U'équation suivante

1
1
J (s—1)exp(s®* +t—1)f(t)dt = —Ees (e_z — 1) (s—1).
0
La solution exacte de ce probléme est f(t) =exp(t—1).

Les résultats numériques de 'exemple 3.5.1 pour différentes valeurs de n et différentes valeurs de

0 sont affichés sur les Tableaux 3.1 - 3.5 et les Figures 3.1 - 3.4.

Exemple 3.5.2. On Considére Uexemple suivant

T

fi k(s,t)f(t)dt = —%ﬂsins2

3
ott le noyau k(s, t) est donné par

k(s,t) = cos(s®> + 3t + 1).

La solution exacte de ce probléme est f(t) = sin(3t + 1).
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Les résultats numériques de I'exemple 3.5.2 sont affichés sur les Tableaux 3.6 - 3.10 et les Figures

3.5-3.8.

Exemple 3.5.3. On Considére l'exemple

1
1 103 113
=(s+t)+st)f(t)dt = —s——.
J;) (2( ) () 144 574
. , 11
La solution exacte est donnée par f(t) = Et + Y7y

Les Tableaux 3.11 - 3.15 et les Figures 3.9 - 3.12 résument les résultats numérique de 'exemple

3.5.3 pour différentes valeurs de n et différentes valeurs de 6.

Conclusion. Les tableaux 3.1-3.15 et les Figures 3.1 - 3.12 montrent que les résultats numériques
concordent bien avec les résultats théoriques. La méthode de projection-régularisation développée
dans cette étude est simple et efficace, elle est stable et donne des résultats tres satisfaisants méme
pour de petites dimensions (n = 3,4, ...,6). De plus, la solution régularisée reste stable pour un

bruit fort &§ = 0.2.

3.5.1 Tableaux

n Erreur Absolue Erreur Relative
3 2.0183e—01 2.0184e—01
4 1.7048e — 01 1.7050e — 01
5 1.0958e —01 1.0959e —01
6 7.0676e — 02 7.0680e — 02

Table 3.1 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.1, ou 6 = 0.2.
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Erreur Absolue

Erreur Relative

AN U1 A WS

4.5559e —02
4.3472e — 02
2.4686e — 02
3.9476e — 02

4.5560e — 02
4.3474e — 02
2.4687e¢ — 02
3.9477e — 02

Table 3.2 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.1, ot 6 = 0.1.

Erreur Absolue

Erreur Relative

a ~r WO NS

9.6110e — 03
3.1680e — 03
6.9167e — 03
2.3157e—03

9.6111e—03
3.1581e—03
6.9168e — 03
2.3159¢e —03

Table 3.3 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.1, ou 6 = 0.05.

Erreur Absolue

Erreur Relative

N U1 A WS

4.1497e — 04
6.3878e — 05
8.8901e — 04
1.1793e —05

4.1498e — 04
6.3890e — 05
8.8904e — 04
1.1800e — 05

Table 3.4 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.1, ot 6 = 0.01.
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n Erreur Absolue Erreur Relative
3 2.0178e — 04 2.0181e—04
4 2.1731e—04 2.1731e—04
5 2.1648e¢ — 04 2.1650e — 04
6 2.1608e — 04 2.1609e — 04

Méthode de collocation régularisée basée sur les polyndomes de Tchebychev

Table 3.5 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.1 avec des données exactes (6 = 0).

n Erreur Absolue Erreur Relative
3 2.7204e — 02 2.7206e — 02
4 2.5666e — 02 2.5667e —02
5 1.3927e — 02 1.3927e — 02
6 1.6721e —02 1.6722e — 02

Table 3.6 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.2, ou 6 = 0.4.

n Erreur Absolue Erreur Relative
3 2.6499e — 03 2.6501e — 03
4 1.3884e — 02 1.3885e —02
5 8.5843e —03 8.5849¢ — 03
6 8.7569¢e — 03 8.7574e — 03

Table 3.7 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.2, ot 06 = 0.3.
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Erreur Absolue

Erreur Relative

AN U1 A WS

5.5214e—03
6.3800e — 03
2.3973e—03
7.8731e—03

5.5217e—03
6.3804¢ — 03
2.3974e — 03
7.8736e —03

Table 3.8 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.2, ot 6 = 0.2.

Erreur Absolue

Erreur Relative

N U1 A WS

1.1414e —03
1.4816e — 03
4.2111e—03
4.5340e — 03

1.4142e —03
1.4817e —03
4.2112e — 03
4.5343e — 03

Table 3.9 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.2, ou 6 = 0.1.

Erreur Absolue

Erreur Relative

N U1 A WS

1.7771e — 04
1.7771e — 04
1.7771e — 04
1.9577e —04

1.7772e — 04
1.7772e — 04
1.7772e — 04
1.9578e — 04
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Table 3.10 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.2 avec des données exactes (6 = 0).
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86 Méthode de collocation régularisée basée sur les polyndomes de Tchebychev

Erreur Relative

n Erreur Absolue
3 4.1623e —01
4 4.0441e—01
5 3.5069e —01
6 3.0292¢ — 01

3.9182¢—-01
3.8069¢ — 01
3.3013e—01
2.8516e —01

Table 3.11 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.3, ot 6 = 0.4.

Erreur Relative

n Erreur Absolue
3 1.3506e — 02
4 5.3887e —02
5 2.4451e —02
6 2.1734e —02

1.2714e — 02
5.0727e —02
2.3017e—02
2.0460e — 02

Table 3.12 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.3, ou 6 = 0.1.

Erreur Relative

n Erreur Absolue
3 2.2229e —02
4 4.5615e —02
5 4.5862e¢ — 02
6 6.4384e — 03

2.0987e —02
4.2940e — 02
4.3173e —02
6.0608e — 03

Table 3.13 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.3, ou 6 = 0.01.
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Erreur Absolue

Erreur Relative

AN U1 A WS

1.7383e —02
1.7383e — 02
1.8426e — 02
1.8193e —02

1.6363e —02
1.6834e — 02
1.7346e — 02
1.7126e — 02

Table 3.14 — Résultats numériques de 'exemple 3.5.3, ou 6 = 0.001.

Erreur Absolue

Erreur Relative

N U1 A WS

1.7383e — 02
1.7883e — 02
1.8426e — 02
1.8193e — 02

1.6363e —02
1.6834e — 02
1.7346e — 02
1.7126e — 02

87

Table 3.15 — Résultats numériques de ’exemple 3.5.3 avec des données exactes (6 = 0).

3.5.2 Figures
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88 Méthode de collocation régularisée basée sur les polyndomes de Tchebychev

Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

— B — Solution exacte e
Solution approchée g
et

Erreur = |Exacte - Approchée|

T

0.05 T

0=0.1, «=0.024307, N =3 ‘

0.04

0.03

0.02

0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figure 3.1 — ( Exemple 3.5.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 3,6

=0.1.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

T
= B = Solution exacte

0.8 Solution approchée -~
0.6 J
0.4 & J
0.2 :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
5 X 1074 Erreur = |Exacte - Approchée|
50,01, 2m0.00022644, N =3‘\ | | | |
4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 3.2 — ( Exemple 3.5.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 3,6

=0.01.
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Méthode PR: Polynomes de Tchebychev

= B = Solution exacte
Solution approchée

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

%107 Erreur = |Exacte - Approchée|
2 T T T T T T T T T
6=0.001, a=2.2766e-06, N =3 \
15 J
1F J
05 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figure 3.3 — ( Exemple 3.5.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur o n = 3,6

= 0.001.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

= B = Solution exacte
Solution approchée

%107 Erreur = |Exacte - Approchée|

25 T I T T T
0=0, a=8.0991e-13, N =3 ‘

91

Figure 3.4 — ( Exemple 3.5.1) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur oun =3, 6

= 0 (données exactes).
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

1
T — B — Solution exacte
05 | Solution approchée
0 - -
-0.5 7
_1 1 1
-2 1 1.5 2
5 & 1073 Erreur = |Exacte - Approchée|
T T T T T T T
2 - -
1k 4
6=0.1, «=0.0059607, N =4
O 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figure 3.5 — ( Exemple 3.5.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 4,96
=0.1.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

1 T
= B = Solution exacte
05 I Solution approchée
0r N
051 .
-1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
= 107 Erreur = [Exacte - Approchée|
T T T T T T T
’ 6=0.01, «=5.9525e-05, N =4
3r -
2+ -
s N
0
-2 2

Figure 3.6 — ( Exemple 3.5.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur o n = 4,6

=0.01.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

1
T -8 - Solution exacte
05 | Solution approchée
0r N
_05 — -
-1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
p X 107 Erreur = |Exacte - Approchée|
T T T T
’ 6=0.001, =5.9563e-07, N =4
1.5 1
1k N
051 N
O 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figure 3.7 — ( Exemple 3.5.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 4,6
= 0.001.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

95

T

= B = Solution exacte

Solution approchée

Erreur = |Exacte - Approchée|

0=0, a=2.2368e-08, N =4

Figure 3.8 — ( Exemple 3.5.2) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ou n =4, 6

= 0 (données exactes).
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- Méthode PR: Polynomes de Tchebychev
' = B = Solution exacte ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Solution approchée

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Erreur = |Exacte - Approchée|

T

0.02 :

0=0.1, «=0.021169, N =2 ‘

0.015 7

0.01 1

0-005 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figure 3.9 — ( Exemple 3.5.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 2,6

=0.1.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

1.5

= B = Solution exacte
Solution approchée

002 Erreur = |Exacte - Approchée|
. T T T T T
| 5=0.01, 4=0.00020545, N =2

0.015

0.01

0.005

Figure 3.10 — ( Exemple 3.5.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur o n = 2,6

=0.01.
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Méthode PR: Polynémes de Tchebychev

1.5

= B = Solution exacte

Solution approchée

Erreur = |Exacte - Approchée|
0.02 w x x : : l

’ 0=0.001, @=2.0526e-06, N =2
0.015 [ ]

0.01 1

T
1

0.005

Figure 3.11 — ( Exemple 3.5.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 2,6

= 0.001.
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1.5

0.04

0.03

0.02

0.01

= B = Solution exacte
Solution approchée

Méthode PR: Polynomes de Tchebychev

Erreur = |Exacte - Approchée|

T

T T T T
6=0, a=1.5796¢-16, N =2 |

0.1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

99

Figure 3.12 — ( Exemple 3.5.3) Solution exacte, solution approchée, courbe d’erreur ot n = 2, 6

= 0 (données exactes).
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Chapitre

Une variante abstraite de la méthode de projection-réqularisée

4.1 Introduction et motivation
Soit H un espace de Hilbert séparable. On considéere I'’équation abstraite de premiére espece
K:H— H,x — y =Kux, (EO)

ou K est un opérateur compact injectif et de rang infini, i.e., dim(%(K)) = +oo.
On sait que la solution (analytique) de I'équation (EO) est fournie par le Théoreme de Picard via

la décomposition en valeurs singulieres de 'opérateur K. Soit

ou {uy, vy, a,} est le systeme singulier de K.

La solution exacte de ’équation (EO) est donnée par I'expression

x:Z<y)uk>vk’ (S)

sous la condition de Picard

< +o00. (P)




4.1 Introduction et motivation 101

Remarque 4.1.1. Le Théoreme de Picard nous fournit un critere théorique et pratique, dans le cas

ol on connait explicitement le systeme singulier de 'opérateur K.

Remarque 4.1.2. Onremarque que le terme général de la série (S) est un produit de deux quantités

avec des vitesses opposées :

2
(J’; uk)
4%

e le terme tend vers O (terme général d’'une série convergente, il tend donc vers 0),

e les hautes fréquences — — 400 quand k — +00.
g

A partir de cette remarque, il clair que la convergence de la série (S) ne pourrait étre garantie sauf
si le coefficient de fourier (y, u;) posséderait une certaine vitesse de décroissance qui peut controler
la vitesse des hautes fréquences. Par conséquent il semble naturel de mesurer la régularité de y par
la vitesse de décroissance des coefficients de Fourier (y,u;). On peut interpreter cette condition

par le language des échelles de Hilbert. On dit alors que la fonction y est dans I'espace H,,(K) si

2

(y’ uk)
Y(a)

ou v : [0, ||[KK*||] — R, est une fonction continue croissante avec 1(0) = 0. Pour ¢)(t) = t, on

2.

k=1

< 400,

trouve la condition de Picard.

En s’'inspirant de ces remarques, on donne dans ce chapitre une version abstraite de la méthode
de projection régularisée pour une classe plus large de problemes mal-posés linéaires, engendrés
par I'inversion d’un opérateur compact entre deux espaces de Hilbert. Cette étude généralise les
résultats du chapitre 1 et 2 et met I'accent sur une nouvelle notion topologique "condition de
Jackson-Bernstein (condition de J-B)" qui mesure la régularité des opérateurs compacts. On a
constaté que cette condition est satisfaite pour les opérateurs auto-adjoints compacts et la méme
chose pour les opérateurs intégraux de Fredholm avec noyaux réguliers. D’apres la condition
de Picard, la décroissance du coefficient de Fourier de la donnée y peut étre mesurée par un
argument topologique, i.e., on suppose que y € Z(K) C &. Ici, 'ensemble & mesure la régularité
de l'opérateur K. A notre connaissance, dans la théorie existante, la régularité d'un opérateur
compact est en général mesurée a 'aide de la décroissance de ces valeurs propres ou la régularité

du noyau. Mais dans la pratique il n’est pas toujours facile de vérifier ces propriétés. C’est pour
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102 Une variante abstraite de la méthode de projection-régularisée

cette raison, on a adopté cette notion de mesure abstraite qui n’a pas été exploitée suffisamment
dans le traitement des problémes mal-posés sauf dans le travail récent de Nair [Nail7] en 2017
avec une vision proche de la notre.

Il faut noter ici que cette méthode appartient a la classe des méthodes (régularisation-projetée,
projection-régularisée. En anglais, (LSQ)-projection) développé par Natterer [Nat77], Nair [NPO7],
[Nail7], Neggal, Boussetila et Rebbani [NBR16], Reginska [Reg13],[Reg17], Yang [YLLL13],[YLZ"19].
La différence entre ces approches réside essentiellement dans les conditions de régularité mini-
males imposées sur 'opérateur compact K. Dans notre travail, on propose une version simple dans

un cadre abstrait large, qui peut étre utilisable pour une classe plus vaste de problemes linéaires
mal posés, et en particulier, pour les équations intégrales de Fredholm de premiere espece.

Soient H, et H, deux espaces de Hilbert. Considérons I'équation linéaire de premiere espéce :
K:H, - H,, Kf =g, (4.1.1)

ou K un opérateur linéaire compact avec dim(%(K)) = +00, g € H, est la donnée et f est 'inconnu
recherché dans I'espace H;.

On rappelle ici quelques résultats de base pour faciliter la lecture de ce chapitre. Pour plus de
détails sur cette thématique, on renvoie le lecteur aux références [Nai09, EHN96, Tik63b, Eng81,
BG12, Eng92, Gro77].

L'opérateur K peut étre représenté par sa formule diagonale
oo
Kf = Zo-i <f5 ¢i>H1 ¢i5 f € Hl;
=

ou la suite {an, (,gn, (;bn}::l est le systeme singulier de K :

- {(;n}:; est une base orthonormée dans 'espace A (K)* = m

- {¢,}2, est une base orthonormée dans l'espace 2 (K).

- {an}:il est une suite de nombres réels positifs tels que nll}l;o o,=0.
-¥n>1:Ke,=0,0,etK¢,=0,0,

Linverse de Moore-Penrose ou l'inverse généralisé K™ de K est un opérateur linéaire avec domaine
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2(K") = 2(K) + 2(K)*, donné par
(85 Pidm, ~
D(K"), Kfg=> =g
g€ D(K"), K'g > ¢,

i=1

et la solution généralisée de I'équation (4.1.1) est donnée par

f=xg=2 %q& € H(K)*.

O-l
Supposons que g € 2(K*), eton prend g, =g+ (0;)’ ¢, 0<p<1),ona
lim [lg —g;llz, = lim (0,)" =0,
mais

lim [F 7.

1— 00

= lim (0,)’ ' = o0,
Hl i— 00

ce qui montre que l'inverse généralisé K* de K n’est pas continu. De plus, la solution généralisée f
de (4.1.1) est instable, et donc le probléme (4.1.1) est mal posé. Pour surmonter cette instabilité,
on introduit une procédure de régularisation bien adaptée a K*, i.e., on remplace K* par une

famille {R,},., d’opérateurs continus, tels que

lim f* = limR,g —» K'g = f,
oll f¢ est la solution régularisée de f de (4.1.1).

Dans la méthode de régularisation de Tikhonov [Tik63a, Tik63b], en emploie la famille des

opérateurs

R,=(K'K+al)™K, a>0, (4.1.2)

ol a > 0 est appelé parametre de régularisation.

Sig € 2(K") et g° € H,, ot § € (0,1) est le niveau de bruit
5
|e—2°|,, <6 (4.1.3)

et si fe Z(K*) = A (K)*, alors on a

9]
“ <CWa et ||fa—f5°‘||]HI1 < 2/ (4.1.4)

j-r

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



104 Une variante abstraite de la méthode de projection-régularisée

ou C; > 0 est une constante indépendante de a, f“ =R, g et f;* =R, g°.
En général dans la théorie des problémes mal-posés, on suppose que g € 2(K™) et f € Z(p(K*K)),

ol ¢ : (0,00) — (0, c0) est une fonction continue concave telle que lir% p(a) > 0 et
a—>

e(A) _ ¢(a)
su <—. 4.1.5
;L>Ig a+ A a ( )
Les choix particuliers de ¢ dans (4.1.5) sont ¢(t) =t", v €(0,1].
Le parametre de régularisation a est choisi en fonction du niveau de bruit 9, tel que
Hf—f; 0 si 5§—0. (4.1.6)
H,

Comme dans les paragraphes précédents, on s’intéresse a la constructions des solutions stables
pour notre probleme mal-posé (4.1.1). Dans ce but, on remplace la famille d’opérateurs R, par

une famille d’opérateurs REZ”) (n € N*), et on prend

an _ pn) .86
5 Ra >

comme solution approchée stable de I'’équation (4.1.1). Si lim ||fo”) — Ra” —0,etsia=a(d,n)

6 — 0. Alors

peut étre choisi de telle sorte que  lim . a(é,n) »0et lim ||R(a")
n

—00,6— n—00,6—0

lim ||[f —f*"|| =o.
n—00,6—0 f f5

Hy

Dans ce cas, f5 " est une approximation régularisée convergente vers f.

4.2 Classes de régularité de Jackson-Bernstein

Définition 4.2.1. (Echelles de Hilbert) Une famille d’espaces de Hilbert H,, s € R, est appelée une
échelle de Hilbert si H; C H, , s, > s; ou l'injection est continue, i.e., qu’il existe c(s;,s,) > 0 telles
que

llulls, < c(s1,5,) llully, , Vu € H,,. (4.2.1)

Pour plus de détails, voir [MP03, Heg95, Kep05, MS08, Nail5].
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Exemple 4.2.1. Soit H un espace de Hilbert séparable et {u,, n € N*} est une base orthonormée de H.

Soit a, une suite de nombres réels positifs avec a; > a, > ... > a, — 0, si n — +00. Soit s €R, et soit

2
~ |<h:un>H|
H, = heH:E - <400, Hy=H. (4.2.2)
a
n=1 n

- (un un)H (V: un>H
(u,v), = ; : (4.2.3)
n=1 ans
et la norme correspondante ||.||, est donnée par
< (h, un)H :
lulle = | > 12l = | : (4.2.4)
n=1 n

Remarque 4.2.1. Sis <teth€H,,ona

| Uit oy e
||u|| Z 2(t s) < a’ (¢ s)z _al(t s)“u”

d’ou I'inclusion topologique H, C H,.

On définit 'opérateur linéaire T par la suite (a,),cx-

+00 +oo
Th = Z a, (hu,)yu,, h= Z (h,u,)yu, €H. (4.2.5)
n=1 n=1

Alors T est un opérateur injectif, compact et auto adjoint positif sur H, et pour s € R, on a

Th= f:afl (hyupy) g Uy (4.2.6)
Par conséquent,
Vs >0, [l Z = |7 he(T).
On note ici que
Z(T)={heH: Z i ’a; <400}, seR. (4.2.7)
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Théoréme 4.2.1. Si {H } est généré par la suite (a,),cy Alors, pour s; < s,, Uapplication

identique
52,51: 52_) S1?

est une injection compacte.

Soit , : H — H" = Vect{u,,u,, ...,u, } 'opérateur de projection orthogonale, i.e.,

n +00
7-Cnh = Z (h: un)H un: h = Z (hﬁ un>H un € H
n=1 n=1

Maintenant, nous introduisons une condition tres utile pour établir nos résultats de convergence
et les estimations d’erreur. Nous pouvons trouver ce concept dans les références, par exemple,

[MHO8] et [PS91].

Définition 4.2.2. Soit T: H — H un opérateur borné. On dit que I'opérateur T satisfait la condition
de Jackson Bernstein (condition J-B) si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) 1l existe un sous-espace W C H tel que Z(T) € W et pour touth € W,
|h—m,h|l; < 6(n) Ay, ot 8(n) — 0sin— +oo.
(2) 1l existe une constante positive 7 > 0 telle que :
ITh|lw < 7||h|ly pour tout h € H.

Soit T I'opérateur défini par la suite (a,), .- Il est facile de montrer que T satisfait la condition

J-B. En effet, pour O <s < leth€ H,, ona

oo |(hu) I? o [(h u.) 2
||h—71'nh||f1= Z Ma?5<a% Z M<azs ||h||s2

2s j = “ntl a? = “n+l
j=n+1 J j=n+1 j

Il en résulte donc

Ih = m,hlly < 0(m) [IAll;,

N s .
ou 6(n)=a,,, —»0sin— +oo.
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Maintenant, pour tout h € H, on a

+00

+00 h ) 2
IThIZ =" It 5), ’ZQH' a2=>"a0)
j=1 j

j=1

(hu),|” < IR,

ce qui implique
IThlls < 7 lIAlla,

ol T=aj".

4.3 Approximation de rang fini

Soient H, un espace de Hilbert séparable et {v;},., une base orthonormée de H,. Pour tout h €

H,, on a N
h=>cabi, ¢;= (1), ,i 20, (4.3.1)
et = -
IRIE, = lel. (4.3.2)
i=0

Les égalités (4.3.1) et (4.3.2) sont appelées respectivement, le développement de Fourier et la
formule de Parseval.

Pour chaque n € N*, posons .4, =vect{y);,i =0,1,...,n— 1} C H,. Alors, 'opérateur
n—1
P,:Hy = My =R(P,), Ph=> cap, heH, (4.3.3)
i=0
est une projection orthogonale, et
lh—P,hllg, =0 si n— oo. (4.3.4)

Conditions de Jackson-Bernstein. Dans ce qui suit, on suppose les hypothéses suivantes :
H— g € 2(K)
#,— 1l existe un sous space H; C H,, tel que

VheHs : ||h—P,hlly, < Z, A, , (4.3.5)

oul,>0etl,—0sin— oo.
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H6— 1l existe k > 0, telle que
VfeH : [[Kfllg, S & llf [y, - (4.3.6)

» Sans perdre la généralité du probleme, on suppose aussi que 'opérateur K est injectif.

Pour tout entier positif n, on définit 'opérateur Q,, par

Q,:H,—»R", YheH,: Qh=/(aya,..a,,)", (4.3.7)

ou

a;=(h,Y;)y,, 0<i<n-—1

On remplace I’équation (4.1.1) par
Kif = &ns (4.3.8)

ou

K, = QK (4.3.9)

est un opérateur de H, dans R", et g, =Q,,g.

Théoreme 4.3.1. Soit K, Uopérateur donné par la formule (4.3.9). Alors K, est un opérateur borné,

et son opérateur adjoint K* : R" — H]; est donné par :
n

—_

VueR", Kw=) uK(y;), (4.3.10)
J

I
=}

ott K* est U'adjoint de K.

Preuve. (i) Pour chaque f dans H;, on a

n—1

K12 = D |Kef)[”
j=0
1

n—

2

(KF W),

2

IA

e 1]

(KF ),

.
Il
o
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Puisque Kf € H,, d’apres la formule de Parseval (4.3.2), on obtient

1K f llz < 1IKF e, < KIS Mg, »

ce qui implique que K, est un opérateur borné et ||K, || < ||K]||.
(ii) Par définition de K;,, on peut définir son opérateur adjoint K* : R" — H,. Maintenant pour

T
u=(ug,uy...,u,;) €R", ona

n—1
Kofiu)y = D (KFy)y u,
=0
-
= (f’K* (¢1)>H1 Uj
j=0
n—1
= ([, 2 uK (wj )>
i=0 H,
= (f, Kflu>Hl ,
n—1
il en résulte que K'u = Z u;K* (1/)]-). O
=0

Pour stabiliser le systéme linéaire (4.3.8) qui est mal conditionné, on applique la méthode de

régularisation de Tikhonov :

(al + KK, )M = g8, (4.3.11)

ou le parametre de régularisation a est choisi en fonction du niveau de bruit 6 tel que la condition

lim ||f — M =0

n—o00,6—0

H, ’
soit vérifiée.
Remarque 4.3.1. Lexpression (4.3.10) du Théoréme 4.3.1 permet de conclure que

Z(K) =vect {K*(¢;), i=0,...,n—1}.

#,— On suppose que 'opérateur K* est injectif.
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Si I'opérateur K* est injectif (Condition %), alors les vecteurs K*(v;),i = 0,1,...,n — 1, sont
linéairement indépendants, et par conséquent dim(2(K*)) = n.
Comme la solution régularisée ff’" du probleéme (4.3.11) existe dans I'espace Z(K"), alors ff’"

admet Pécriture suivante :

n—1
o= dK (v)), (4.3.12)
i=0

ou d; (j=0,1,...,n—1) sont des constantes inconnues a déterminer.

Soient K, donné par I'expression (4.3.9) et K* donné par la formule (4.3.10) du théoréme 4.3.1,

alors
n—1
KK, : H, — H,, KK.f :Z<Kf,¢j>H2 K (). (4.3.13)
j=0
De plus,
K'K.f = KPKf, (4.3.14)

ou P, est défini par (4.3.3).

En remplacant le développement (4.3.12) dans ’équation (4.3.11), on obtient

Zad +Zd KA (), K (), IK () = <g ), K )). (4.3.15)

Les coefficients d; dans I'équation (4.3.15) seront calculés a partir du systeme d’équations linéaires

n—1
ad;+ > 8ld, =G, j=0,1,.,n—1, (4.3.16)
i=0
ou
= (KWK W)y » 4i=01,.,n—1, (4.3.17)
et

=(g% %))y, J=01,..,n—1

Ce systéme peut étre écrit sous la forme matricielle suivante

Fd =G, (4.3.18)
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ou F = al, + S, I, est la matrice d’identité, S = [Sf] € R”", d = (d,....,d, ;)" € R" et G =
(G2,G?,..,G° )M eRr".

Proposition 4.3.1. Le systéme (4.3.18) admet une solution unique dans R".

Preuve. Pour tout u € R" et v € R", on a (Fu,v), = (u,Fv),, cest-a-dire que la matrice F est
auto-adjointe.

Soit u = (ug, Uy, ...,u,_1)" et pososns
gi == uiK>k (l‘bl‘), l == 0, 1J e, — 1.

Pour a > 0, 0n a

2

n—1 n—1 n—1 n—1
(Fuu)y =Y aw?+( > £, > &) =alul}+||> &/ - (4.3.19)
i=0 i=0  i=0 H, =0 ||m,

De la formule (4.3.19), on voit que, pour toute valeur positive @ du parameétre de régularisation,
la matrice F est un opérateur strictement positif.
Ainsi, pour a > 0, la matrice F du systéeme (4.3.18) est une matrice symétrique et définie positive.

Par conséquent, ce systeme admet une solution unique dans R". ]

Le niveau d’erreur du vecteur Q,g° := gr‘f de Q,g := g, par rapport a la norme ||.||, est donné par

Pestimation suivante

n—1 2
lsn=gill; = 2o[{s—&% 4y,

l:;) ,

< > e—g% i),
i=0

= Je—¢lls,

et de I'estimation (4.1.3), résulte que
lg. — &7, <. (4.3.20)
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4.4 Convergence de la méthode et estimations d’erreur

Dans cette section, on étudie la convergence de la méthode. Notons
f=Ktg =K g (K est supposé injectif).

f, =R,g = (A+al)'K*g , ott A=K*K.

fr=RWg =(A,+al)"'B,g, ou B, =K:Q, et A, =K’K,.

£r0 =RWg® = (A +al)'B,g°.

Remarque 4.4.1. Par définition de Q, et a partir de la formule (4.3.10), alors
Vgez(K), B,g=KQ,g=KP,g. (4.4.1)

Maintenant, supposons que g € Z(K) et si j?: @(A)h, h € H; ou ¢ est définie dans (4.1.5). Pour

estimer la quantité
IR =Ro) g,

on remarque que

(R.—R™)g = (RK—RIVK)f
= (A(A+al) ' —(A, +aD)'A,) @(A)h,

donc

(R,—R™) g =a(A,+al)™" (A—A,) (A+al)™ ¢(A)h. (4.4.2)

Puisque A,, est un opérateur auto-adjoint, alors pour tout a > 0

|a (A +a) | < sup <1 (4.4.3)
acfok,p]1 A+ a
Par la Remarque 4.4.1, on obtient
R < Pl [|(A,+aD) 'K,
A
< sup /2 ,
aefokp] 1A T
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donc
1

< —.
2y/a

En utilisant la formule (4.1.5), la quantité ||(A+oc|)_1 cp(A)” peut étre estimée comme suit

IR:

(4.4.4)

)

< so(a)'
A+a

< (4.4.5)

|[(A+a) ™ o(A)|| < sup -

A€[0,[IKI*]

Le théoréme suivant montre que ||[A— A,|| = 0sin — 0.
Théoréme 4.4.1. On suppose que g € Z(K), alors

|A—A,|| >0 si n— oo. (4.4.6)
De plus, sous les hypothéses 5 i =2,3,4. Alors

IA—ALll <G8, (4.4.7)

ou {, dans (4.3.5) et C, est une constante positive indépendante de n.
Preuve. Soit f € H;, par la formule (4.3.14), on obtient

(A-A,) f =K' (K=P,K)f.
En utilisant la formule (4.3.4), il vient

(A=A £ I, < [IKIHICKSF) =P, (Kf)llgg, = O si n— oo.

De plus, si g € Z(K) € Hj, par les formules (4.3.5) et (4.3.6), il découle

I(A=A) flla, < CalIKAIHIKS Mg,
< GallKIeIf M, -

D’oul le résultat souhaité (4.4.7) avec C, = ||K|| . O

Les résultats du Théoréme suivant peuvent étre obtenus en appliquant le Théoreme 4.3.1 et les

inégalités (4.4.3), (4.4.4) et (4.4.5).
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Théoréme 4.4.2. On suppose que g € Z(K) et f € Z(p(A)). Alors
||Ra—REl")|| — 0sin— oo. (4.4.8)

De plus, sous les hypothéses 7, i = 2,3,4, on obtient U'estimation

v(a)

IR, =R < C:=—=¢., (4.4.9)

ot C4 est une constante positive indépendante de n et .

Le Théoreme suivant donne I’estimation H f— f;"s
1

Théoréme 4.4.3. On suppose que g € %Z(K) etf € Z(p(A)), alors sous les hypothéses 7, i = 2,3,4,

ona
n 6 p(a)
— e <c C 4.10
|F=£2], scvot@r+ 7=+ F 20, (4.4.10)
ou C, et Cs sont des constantes positives indépendantes de n et a.
Preuve. Tout d’abord, on observe que
7 5 7 5
[F=s2ol, < |F=], +1R=RO e, + RO =], 4.4.11)

Pour g € Z(K) et f € Z(p(A)), on a le résultat suivant (voir [MP03] pour la preuve)

|7+

L SCp(a), (4.4.12)
1

ou C, est une constante positive indépendante de a.

En appliquant le Théoreme 4.4.3 et I'inégalité (4.4.4), on obtient I'estimation (4.4.10). O

4.5 Choix du parametre de régularisation

Dans cette section, on donne deux méthodes de choix du parametre de régularisation a. On

commence tout d’abord la selection a priori.

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



4.5 Choix du parametre de régularisation 115

4.5.1 Choix a priori du parametre de régularisation

Supposons qu'’il existe une fonction continue y : (0, 00) — (0, 00), avec les propriétés suivantes :

-y(t) = 0quand t — 0.

-t=y(t) v/ o7 (r (1)), t €(0, 00).

Comme un choix particulier de ¢ et y, on prend
p(t)=tlety(t)= £ 2T pour 0 <u < 1.

Théoréme 4.5.1. On suppose que g € Z(K), f € Z(@(A)) et les hypotheses s i = 2,3,4 sont
satisfaites. Si a(8) = ¢ (y(8)) et n le plus petit entier positif choisi par la formule {, < a(8) =

0 (y(8)), alors on lestimation d’erreur suivante

-s

<Cy(6)—0sid—0,
H,y
ol C est un constante positive indépendant de n et a.

Preuve. On a

Cop(a(6)) =Cay (5), —2— = 11 (5) et ng%§é§gg

24/ a(6) 2

Par la formule (4.4.10) du Théoréme 4.4.3, on conclut que

~ 1
[F=s22], <(c+g+c)r@.
[

Remarque 4.5.1. Dans le Théoréme 4.5.1, si p(t)=t"ety(t) = £ pour 0 <u <1, etnleplus

petit entier positif tel que {,, < &, alors on a

-1

= 0(57).
H;y

4.5.2 Choix a posteriori du parametre de régularisation

Il existe dans la littérature plusieurs principes de choix du parameétre de régularisation a = (6)

[EHN96]. L'un des avantages du choix des parametres a priori est la flexibilité numérique si on
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souhaite atteindre une certaine exactitude. Cette regle nécessite des informations a priori sur la
solution et son comportement. Or, la réalité est totalement différente, les données sont souvent
discretes et entachées du bruit de nature aléatoire, et les problémes intéressant sont toujours
difficiles du point de vue analytique.

La stratégie la plus pratique est donc d’utiliser une stratégie de choix a posteriori. Dans la littérature
mathématique, les principes d’écarts (en anglais : discrepancy principle) classiques les plus connus
pour les choix a posteriori du parametre a sont bien exposés dans les références [ Mor66, Arc66,
Gro83, GS84, Eng87].

L'un des principes d’écart généralisé, proposé par Engl [Eng87] est donné par la formule suivante
n,o * 0 oF
||ALf0 —K: g2 ||H1 = Pa> 0. (4.5.1)

Il est trés naturel de se poser la question suivante : est-il possible d’obtenir un taux optimal
a3 n,&

|7

par le principe d’écart (4.5.1)?

‘ = O(y (6)) sous 'hypothése que le parametre de régularisation a := a(n, ) est choisi
Hy

Dans le cas discret, cette question se caractérise par la rareté des travaux, a 'exception de quelques
travaux qui ont été développés sous des conditions treés particulieres (voir Nair et Shock [NS99],
Rajan [Raj10]).

Afin de simplifier les calculs, nous adaptons la procédure d’Engl [Eng87] pour notre cas discret et
on montre la convergence de ce principe avec une démonstration différente et bien appropriée a
nos hypotheses.

Il est important de souligner que dans la littérature mathématique des problemes mal posés,
il existe plusieurs approches théoriques dans le cas continu, pour plus de détails (¢f. Himarik
et all [HPR12]). Mais pour le cas discret il y a quelques travaux, et en général, les hypotheses
utilisées pour établir 'analyse a posteriori sont difficiles a vérifier dans la pratique. Compte tenu
de cette remarque et pour des considérations numériques, nous pensons que le critére d’Engl est
I'une des méthodes les plus réalisables et pratiques pour choisir le parameétre de régularisation
a := a(n, 6). Dans ce travail, nous utilisons deux principes d’écart différents. Le premier utilise le
principe de Morozov amorti qui a été établi par [KZ98] et [ZWZ09] dans le cas continu. Il est a

noter que l'analyse théorique de ce principe dans le cas discret n’a pas encore été étudié et que
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sa faisabilité n’a été justifiée que de maniére numérique. Dans le méme contexte, ce critere sera
appliqué numériquement en utilisant la méthode de Newton afin de trouver une bonne valeur
approchée du parametre de régularisation a. La seconde approche traite du cas discret, qui est en
fait une adaptation de la méthode d’Engl, ot nous donnons une démonstration complete de notre
méthode de régularisation (Méthode de projection-Régularisée) accompagnée par quelques tests

numériques.

Principe de Morozov amorti

Dans ce paragraphe, nous considérons la détermination de a (&) a partir du principe de Morozov

amorti [KZ98, ZWZ09], donné par

K2 = &% [, +a |£27 [, = 6% (45.2)

ouwe|[1,00].
On considere le principe de Morozov amorti (4.5.2) pour w = 1.

Soit la fonction

Fa) = K =g, + o 1£2°]), = 6% (45.3)

Il existe plusieurs méthodes numériques pour calculer 'approximation de la solution de I'équa-
tion non-linéaire (4.5.3). Par exemple : la méthode de Newton, les méthodes du point fixe, les
algorithmes itératifs,..., etc. L'idée la plus simple est de générer une suite de valeurs a, telles que
a, — asie— co.

Dans ce travail, nous proposons un algorithme de Newton pour choisir un parametre de régulari-

sation raisonnable. Cet algorithme se résume comme suit

Algorithme 4.5.1. Step 1. Input ay > 0,6 > 0,€ > 0,e,,,, set e :=0,
Step 2. Compute f(a,) and ¢ (a,) from formulas (4.5.3) and (4.5.7),
Step 3. Compute a,,, from iterative formula (4.5.4),

Step 4. If |a,,; — .| < € or e = e,,,, Stop, otherwise, set e = e + 1, goto step 2.

U. Badji Mokhtar-Annaba Département de Mathématiques Bechouat Tahar



118 Une variante abstraite de la méthode de projection-régularisée

Avec
o, =q— £ (4.5.4)
F(a.)
Maintenant, pour obtenir £'(a) dans I'algorithme 4.5.1, notons la fonction
n 2 n 2
W(a) = [|Kf 2 —g®|, + a2, - (4.5.5)
La premier dérivée de ¥(a) (voir [KZ98]) est donnée par
d w52
v@=||f2 ], - (4.5.6)
En utilisant (4.5.5) et (4.5.6), on obtient
d w52
——Fl@)= £ |Hl . (4.5.7)

Principe d’écart généralisé d’Engl

Pour réaliser numériquement le principe d’écart d’Engl, on choisit ¢(t) =t”, v € (0, 1], et donc
y(t) = t/®*D_On suppose aussi que g € Z(K) C W et l'opérateur K satisfait les conditions de

Jackson-Brenstein, ce qui nous permet d’écrire
A, —All < [IK[|

ou ¢, = 0sin— oo.
Pour assurer le bon fonctionnement de ce principe, on suppose aussi qu’il existe des constantes a

Kzgf > b.

Hl_

g

Sous les hypotheses ci-dessus, nous pouvons prouver les théoremes principaux de ce paragraphe.

et b telles que | gn S aet |

Théoreme 4.5.2. Si a > {,. Alors, pour chaque 6 € (0, 8,), il existe un entier positif n > n,(5) et

a = a(n, 6) tels que l'équation (4.5.1) est satisfaite et o = O((Sq%).

Preuve. Puisque

Anfi? =K, = @l [, = alAn+ a7 Kgl
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on a alors

Afi? —Krgo||, < al|(Ay+al K| |7]

R *

D’autre part,

1 a
<a a=—+a.
| H 2J/a 2‘/_

Comme la suite (A,) est uniformément bornée, il existe donc une constante M telle que ||A, || < M,

A=K gl

pour n=1,2,3.... D'ou

al[Kgllly < 1A+ all [Jalh, +a) K gl
< (M'i‘a)“Anf;’g_K:gS H, ’°
donc,
a[Kg? |
[Afee =Kl = —e
- ab
T M+a
L G
M+a
S b _ g
T M+a ’

pour certaind >0 et a > y; =max{{,,n=1,2,...}.

Posons p (n,a) = af | A, f;"s —-K gS ||H1, de la relation ci-dessus, on a

dal'<p(n,a) < %a‘“%, (4.5.8)

et

1
0= lim d¢? < lim p(n,¢,) < lim =¢%*% =0.
n—oo n—o00 n—o0 2

On fixe 6 € (0, §,,) pour certain niveau &, et on choisit soit n tel que
o Nz
q+
e
a

Pour n > n;(6) € N*¥, on pose

S5\ 1
—
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A partir de la formule (4.5.8), il résulte que
a q+l
p(n,C) =2l * <06" Vn2mn(8),

et

p(n,ay)=>dad > 6".

Ainsi, on obtient

p(n, )< o’ <p(n,ay),Vn=n,5). (4.5.9)

Par conséquent, I'existence d’une solution unique a € (¢, a,) de '’équation p (n,a) = 6? découle

de (4.5.9) en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires.

Puisque
ad < a||Krg?||, =||(A,+ah a(A, +al) 'Kl |
et
a(A, +al)'K* S = Anf;"s - Kflg,f,
alors,
5P
ad<(M+a)—,
ad
ce qui implique que
a<cy5T, (4.5.10)
1 1
M + o\ @1 M + ay @1
ou0<c¢y= ( 7 a)q < ( O)q . Ce qui achéve la preuve du théoréme. O

Remarque 4.5.2. Soit ¢(t) =t", v €(0,1]. Siles hypothéses du théoréme 4.4.3 sont satisfaites,

alors
Hf—f”’5 <Ca+—+c %y
a g, = 4 2Ja o
et pour a > {,, on obtient
~ o)
— M < Cea” + —— 4.5.11
s, <o+ 5 wsmm

oll Cg = C, + Cs.
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Théoreme 4.5.3. On suppose que les hypothéses du Théoréme 4.4.3 et les hypotheéses du Théoréme
4.5.2 sont satisfaites.
. P
1) Si
@ q+1

< 2, alors pour toutes les grandes valeurs de n, on a

s

=0,
Hy

p PV}
1 +12(q2+1)’q+1'+1 1
(2)Si—<q—S—etsivzq———,alors
2 p 3 p 2

otl u =min{1l —

-1

= 0(577).
H,

Preuve. En utilisant les formules (4.5.10), (4.5.11), on peut écrire

7 6
— fme < Gt + ——
Hf Je e, = %% * 3
< C6C05% + %CO(SI_ﬁ
1 v 1— P
< comax(C6+§)(5q+l+5 2D )
< oY,
+1 1
ol u = min{l — P , il }.Siv=—q ——,ona
2(q+1) q+1 p 2
1— p _pv 2
20q+1) q+1 2v+1’
p pv 2v

et u =min{l — s = .
{ 2(g+1) q+1} 2v+1

Nous calculons a en résolvant 'équation

ol a est choisi comme une suite géométrique :

oP
Anfo?,ﬁ _KzgS”Hl = E’ p,q> 0,

a=a;,=0w",i=1,2,..,s,

3

ouw € (0, 1) et s vérifie le cristére 6w’ ~ 107°. On prend la meilleure valeur de a satisfaisant la
condition

|aHIf Nl — 67| <e.

Dans les tests numériques, on choisit : 6 = 0.5, p=2,g=0.5, € = 107, w = 0.96 et s = 400.
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4.6 Applications

Soit K 'opérateur intégral de Fredholm entre les espaces de Hilbert (réels) H; et H, avec un noyau

k non dégénéré, c’est-a-dire,
b
Kf(.)= f k(.,t)f(t)dt. (4.6.1)

4.6.1 Application 1

Soient H, = H,, = L*([a, b]) et H; = H*([a, b]) C H,, I'espace de Sobolev d’ordre s > 0.

Comme base hilbertienne, on prend {v);};5o = {Zi}izo les polynomes de Legendre translatés et
normalisés dans [a, b] (base orthonormale dans H,).

En vertu des résultats exposés dans [CHQ12] et [QV08], on trouve la formule (4.3.5) avec {,, =

S

n—* — 0 si n — 00. Pour cet exemple d’application, on note par K*

b
K'g(t) = f k(s,t)g(s)ds, te€[a,b],

I'opérateur adjoint de K.

Pour s e N* et Q =[a, b] x [a, b], on note par

i+j

dsidti

H;, = {h € L%(Q) et h(s,t) € L*(Q),VY (i,j) aveci+j < s} ,

I'espace de Sobolev, muni de la norme

S

G, llea = 2

i+j=0

h(.,.)

ai+j
‘asia ti

L2(Q)
Remarque 4.6.1. Si on suppose que le noyau k(.,.) € H;,, alors Z(K) C Hj.

Notons

S
=M, et [[k(, Nlo= Y, M,;=M, < oo.

L2(Q) i+j=0

k(.,.)

ai+j
H Jsiot]
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Pour f € H;,on a

i

d fb 3
— (Kf)(s) = -k(s,t)f(t)dt, s€[a,b].
dst " Jst

Par I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient
- b
dl
— (K <
i) = |,

b
J

%k(s, t)

If (t)ldt

ai
—k(s,t
51 K6: 1)

ai
Jst

2
dO)||f llg,

IA

k(s,t)

Donc

d 2 .
7 (K dtds)? ||f llg, < Mio lIf llgs, »

b b
o], =]
H; a a

et par conséquent il découle (4.3.6) avec k = M.

4.6.2 Application 2

Soient H, = L(I) et H, = L*(J) pour I = ([a, b],dt), J = ([a, b],wds), olt w est la fonction de
poids de Tchebychev. Soit H, = H® (J) C H, I'espace de Sobolev d’ordre s > 0.

Notons {;};5o = {i}izo les polynémes de Tchebychev translatés et normalisés dans [a, b] (base
orthonormale dans H,).

D’apres les résultats exposés dans [CHQ12] et [QV08], on trouve la formule (4.3.5) avec {, =

n — 0sin— o00. Pour ce cadre fonctionnel, on peut définir 'opérateur adjoint K* par

b
K'g(t)= J k(s,t)w(s)g(s)ds, te€[a,b].

Pours e N* et Q =[a,b] % [a, b], on note par
i+j

dsidti

H; = {h € L%(Q) et h(s,t) € L*(Q),VY (i,j) aveci+j < s} ,

I'espace de Sobolev, muni de la norme

S

A, o= D

i+j=0

3i+j
asioti

h(.,.)

L2(Q)

Remarque 4.6.2. Si on suppose que le noyau k(.,.) € H;, alors Z(K) C Hj.
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En effet, notons

N
=M, et [k(, o= > M/, =M< oo.
L2() i+j=0

3i+j
dsiotl

k(.,.)

Pour f € H;, on a

; b
d' o'
E(Kf)(S):fa p s €[a,b].
Par I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient
b
< J If(D)lde
< (J “a0} 1 Il -

Donc

2
dtw(s)ds)? || s,

IA

IA

KGO M Ty < M N N,

L2(IxJ)

E

et par conséquent il découle (4.3.6) avec k = M, .

4.7 Tests numériques

Dans cette section, on propose des exemples numériques pour valider les résultats théoriques
exposés dans ce chapitre. Les tests numériques sont implémentés par le logiciel MATLAB. On
calcule les coefficients de la matrice F et les coefficients du vecteur G par la méthode de quadrature

de Gauss :
f f(ode= f w(t)g(t)dt~ng(t>

Formule de Gauss-Legendre (Application 1)
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Ici, w(t) = 1 pour t € ]—1,1[, les noeuds {tl-}f[: :1150 sont les racines du polynéme de Legendre

N=150

i_;  sont calculés par les formules :

L, _1s0, €t les poids {w;}

2
w, = ,i=1,2,...,,n=150.
C =)t

Le passage de l'intervalle [—1, 1] vers l'intervalle [a, b] se fait par un changement de variable

(translation). La formule d’intégration numérique devient :

n=150

b b—a b—a a+b
Lf(t)(t)dwT;wif( Sttt )

2

Formule de Gauss-Tchebychev (Application 2)

Cette formule est associée au poids w(t) =1/v 1—t2, t € ]—1, 1[. Elle est donnée par la formule :

1 n=150
J FO)den D> w(t)f (L),
-1

i=1
out; =cos((2i —1)rt/2n),i=1,2,...n sont n les racines du polynéme de Legendre T, et les poids
w; = E, i=1,2,..,n.
n
La formule de calcul de I'intégrale d'une fonction f sur I'intervalle (a, b) est donnée par :
n=150

> et 2

(b—a)
2

b
f fO)()dt ~

Pour générer des données bruitées, on perturbe les données G, (g) := g, de I'équation (4.3.18)

par un bruit aléatoire :
gS =g,+06.Z/||Z|| avec Z =randn(size(g,)).

Dans ces exemples, les valeurs de l'algorithme 4.5.1 sont choisies pour a, = 1077, = 107% et

€max — 100.

Exemple 4.7.1. (voir Yang [YLLL13]) Considérons U'équation suivante
b
J k(s,t)f (£)dt = g(s),

1
aveca=0,b=1et k(s,t) = §(s+t)+st.
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(@ Si
11969 10909

= +
&)= 59942 T 20736"

alors, la solution exacte dans ce cas est

1163 265
flOy===+

—t.
6912 432
(b) Si
12676779 N 11554275
" 11943936 2985984’

g(s)
dans ce cas la solution exacte est

123179 + 56135 .
995328 = 124416

f(t)=

Les résultats numériques de 'exemple 4.7.1 pour différentes valeurs de n et différentes valeurs de

o0 sont affichés sur les Tableaux 4.1-4.4, 4.10 et les Figures 4.1-4.4) et les Figures 4.7-4.10).

Exemple 4.7.2. (voir Yang [YLLL13 ] et Chen [CJSY08]) Considérons l'équation :

b
J k(s,t)f (t)dt = g(s),

aveca =0, b =1 et k(s, t) = sin(t +s).

On choisi

1. 2s+9 5 2s+1_ 1 2s—1_. 1 2s+3. 1 2s—5_ 1 . 2s+5
)+—sin( )+= cos( )—=cos( )—=cos( )—=sin(
8 2 8 2 2 2 4 2 4 2 4 2

).
La solution exacte de ce probléeme est
1 1 . 5 1 . 1
t) =cos(t —=)— —sin(t + =) + —sin(t + —-).
£(6) = cos(t = )= S sin(t +2) + o sin(e + )

Les résultats numérique de 'exemple 4.7.2 pour différentes valeurs de n et différentes valeurs de

0 sont affichés sur les Tableaux 4.5-4.10 et les Figures 4.5, 4.6, 4.11, 4.12).
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4.7.1 Tableaux

e Comparaison avec la méthode de Galerkin multi-échelles (MGM) [YLLL13].

Tchebychev Legendre Méthode de Galerkin multi-échelles
o n llexll llexll llexll
5x107° 5 1.8707 x 1073 1.7088 x 1072 1.2327 x 1072
5x107* 8 1.1437 x 107* 7.0327 x 107 2.2245 x 1073
5x107° 10 42121 x 107 1.7027 x 10~ 3.2193 x 107*

Table 4.1 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.1 (a) (Principe de Morozov amorti).

Tchebychev Legendre Méthode de Galerkin multi-échelles
6 n llenll, llenll, llexll,
5x102 5 4.7980 x 10~* 2.9182x 1073 1.0186 x 1072
5x107% 7 8.9129 x 10™° 1.0531 x 107* 1.3497 x 1073
5x10™ 10 1.0016 x 10~ 1.6196 x 107> 2.0161 x 107*

Table 4.2 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.1 (b) (Principe de Morozov amorti).

Tchebychev Legendre Méthode de Galerkin multi-échelles
6 n llenll, llenlly llexll,
5x102 5 2.9178 x 1073 1.1378 x 1072 1.2327 x 1072
5x107* 8 6.2959 x 10™* 2.8678 x 107* 2.2245x 1073
5x10™ 10 1.7121 x 10 1.1948 x 10~ 3.2193 x 107*
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128 Une variante abstraite de la méthode de projection-régularisée

Table 4.3 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.1 (a) (Principe d’Engl généralisé).

Tchebychev Legendre Méthode de Galerkin multi-échelles
6 n lleall, llenll, llexll,
5x107° 5 2.7081 x 1073 7.2473 x 10~* 1.0186 x 1072
5x107% 7 1.9120 x 107* 1.0584 x 10~* 1.3497 x 107
5x10™ 10 1.6054 x 10™° 1.6297 x 10~ 2.0161 x 107*

Table 4.4 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.1 (b) (Principe d’Engl généralisé).

Tchebychev Legendre Méthode de Galerkin multi-échelles
6 n llexll llexll llexll
5x107° 6 4.2861 x 10~* 3.1848 x 107* 2.0795 x 1072
5x107* 8 9.4887 x 107> 4.7396 x 107> 5.1072x 1073
510 10 2.1715x 107> 3.1437 x 107* 1.2073 x 107

Table 4.5 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.2 (Principe de Morozov amorti).

Tchebychev Legendre Méthode de Galerkin multi-échelles
6 n llexll llexll llexll
5x107° 6 3.1767 x 1072 1.3540 x 1072 2.0795 x 1072
5x107* 8 2.1217 x 10™* 1.2588 x 107* 5.1072x 1073
5x10™ 10 2.4687 x 107> 6.2089 x 107° 1.2073 x 1072

Table 4.6 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.2 (Principe d’Engl généralisé).
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e Comparaison avec la méthode multi-échelles augmentée (voir Chen [CJSY08]).
Tchebychev Legendre méthode ME augmentée
o n o Aegll, lle, I, llenll,
5.637x10° 5 1.056x10° 9.984 x 107* 5.893 x 1072
4549 x10% 5 4.233x107° 6.452 x 10™° 1.206 x 1072
1.824x10% 5 3.211x107° 2.314 x 10™° 7.354 x 1073
6.065x 10> 5 1.234x107° 1.845 x 107 3.263 x 1072
8.455x10™° 5 2.382x107° 2.605 x 107* 4.025 x 1072
Table 4.7 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.2 (Principe de Morozov amorti).
Tchebychev Legendre méthode ME augmentée
0 nole,lly lle,ll, llenll,
5.637x10° 5 3.184x1073 1.789 x 1073 5.893 x 1072
4549 x10* 5 1.487x10°* 1.107 x 10~ 1.206 x 1072
1.824x10* 5 4.652x107° 2.990 x 10 7.354 x 1073
6.065x 10> 5 2.524x107° 7.897 x 107° 3.263 x 1073
8.455x 10> 5 3.104x10™° 1.187 x 107> 4.025 x 1072
Table 4.8 — Résultats numériques de 'exemple 4.7.2 (Principe d’Engl généralisé).
Exemple 4.7.1(a) Exemple 4.7.1(b) Exemple 4.7.2
o Tchebychev Legendre Tchebychev Legendre Tchebychev Legendre
0.25 1.97x107°! 2.58x 107! | 2.90x 107} 3.53x107' | 1.22x 107! 1.06 x 1071
0.15 6.06 x 1072 9.35x 1072 | 9.41 x 1072 1.24x 107! | 6.36 x 1072 3.52 x 1072
0.1 2.64x107? 4.25x1072 | 3.73x 1072 5.61 x1072 | 4.26 x 1072 1.59 x 1072
0.01 2.85x107° 3.74x 1072 | 4.86x 1072 3.30x107% | 2.17x1073 1.20x 1073
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Table 4.9 — Erreurs absolues pour n = 3 (Principe de Morozov amorti).

Exemple 4.7.1(a)

Exemple 4.7.1(b)

Exemple 4.7.2

o Tchebychev Legendre Tchebychev Legendre Tchebychev Legendre

0.25 1.29x 107" 2.02x107" [ 1.17x 107" 1.73x 107! | 2.62 x 107! 2.75 x 107
0.15 6.78 x 1072 1.09 x 107! | 6.02 x 1072 9.32x107% | 2.03x 107" 1.47 x 107"
0.1 3.31x1072 6.58 x 1072 | 3.33 x 1072 5.81x 1072 | 1.58 x 107" 8.73 x 1072
0.01 3.28x107° 2.80x107° | 441 x 1073 2.95x 1072 | 1.20 x 1072 4.31x107°

Table 4.10 — Erreurs absolues pour n =5 (Principe d’Engl généralisé).
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4.7.2 Figures
Principe de Morozov amorti

Figure 4.1 — ( Exemple 4.7.1 (a)) Solution exacte, solution approchée (polynémes Tchebychev),

courbe d’erreuroun=3,6 =0.1.

Méthode PR: polynémes de Tchebychev

0.8

—=—— Solution exacte
Solution approchée

0.6

0.4

0.2

Erreur = |Exacte - Approchée|

0.021

T T T T
0=0.1, «=0.040666, N =3 ‘

0.0208

0.0206

0.0204

0.0202 | | | | | | | | |
0
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Figure 4.2 — ( Exemple 4.7.1 (a)) Solution exacte, solution approchée

Une variante abstraite de la méthode de projection-régularisée

courbe d’erreur ot n = 6,6 = 0.01.

0.8

0.6 1

0.4

0.2

Méthode PR: polynomes de Legendre

T T
—=—— Solution exacte

Solution approchée

Erreur = |Exacte - Approchée|

0=0.01, «=0.0003868, N =6

0 0.1
-3
2 x10 :
151
e
051
0
0

(polynémes de Legendre),

Figure 4.3 — ( Exemple 4.7.1 (b)) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Tchebychev),

courbe d’erreur oun =3,6 =0.1.

0.6

0.4

0.2

0.04

0.03

0.02

0.01

Méthode PR: polynémes de Tchebychev

—=—— Solution exacte
Solution approchée

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Erreur = |Exacte - Approchée|
§=0.1, 2=0.078352, N =3 ‘
Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
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Figure 4.4 — ( Exemple 4.7.1 (b)) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Legendre),

courbe d’erreur o n = 6,6 = 0.01.

0.6

0.4

0.2

Méthode PR: polynémes de Legendre

Solution exacte
Solution approchée

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

%1073 Erreur = |Exacte - Approchée|

6=0.01, =0.00071599, N =6‘
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Figure 4.5 — ( Exemple 4.7.2) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Tchebychev),

courbe d’erreur oun =3,6 =0.1.

Méthode PR: polynémes de Tchebychev

Solution exacte
Solution approchée

05 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Erreur = |[Exacte - Approchée
0.06 : ‘l : idd !

0=0.1, «=0.0058243, N =3

0.04

0.02
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Figure 4.6 — ( Exemple 4.7.2) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Legendre),

courbe d’erreur o n = 6,6 = 0.01.

Méthode PR: polynémes de Legendre

Solution exacte
1.4 Solution approchée

08 s s s s s s s s s
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
g X 1074 Erreur = |Exacte - Approchée|
\ 6=0.01, a=5.7584e-05, N =6
6 - J
4+ 4
ol J
0
0 1
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Principe d’Engl généralisé

Figure 4.7 — ( Exemple 4.7.2 (a)) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Tchebychev),

courbe d’erreuroun=4,6 =0.1.

08 Méthode PR: polynomes de Tchebychev
—=—— Solution exacte
Solution approchée

0.6

0.4

0.2

0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08 09 1

Erreur = |Exacte - Approchée|

0.034 : : ‘
5=0.1, 2=0.063899, N =4
0.032
0.03
0.028
0.026 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Figure 4.8 — ( Exemple 4.7.2 (a)) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Legendre),

courbe d’erreur ot n = 3,6 = 0.001.

Méthode PR: polynomes de Legendre

0.8
—=—— Solution exacte

Solution approchée

0.6 i
0.4 i
0.2 i
0 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
15 %1073 Erreur = |Exacte - Approchée|
\ §=0.001, 0=0.00013271, N =3
WL i
05 i

Figure 4.9 — ( Exemple 4.7.2(b)) Solution exacte, solution approchée (polynomes de Tchebychev),

courbe d’erreuroun =4,6 =0.1.

Méthode PR: polynémes de Tchebychev

0.6 T
—=— Solution exacte

Solution approchée

0.4

0.2

Erreur = |Exacte - Approchée|
0.035 :

T T T
6=0.1, @=0.079205, N =4 ‘

0.03

0.025

0.02
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Figure 4.10 — ( Exemple 4.7.2 (b)) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Legendre),

courbe d’erreur ot n = 3,6 = 0.001.

Méthode PR: polynémes de Legendre

0.6

Solution exacte
Solution approchée

0.4

0.2

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
14 1074 Erreur = |Exacte - Approchée|
' \ 6=0.001, =0.00016289, N =3
1.2
1L
08 r
0.6
0
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Figure 4.11 — ( Exemple 4.7.2) Solution exacte, solution approchée (polynomes de Tchebychev),

courbe d’erreuroun =4,6 =0.1.

Méthode PR: polynémes de Tchebychev

Solution exacte
Solution approchée

015 Erreur = |Exacte - Approchée|

0=0.1, a=0.034268, N =4

0.1

0.05
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Figure 4.12 — ( Exemple 4.7.2) Solution exacte, solution approchée (polynémes de Legendre),

courbe d’erreur ot n = 3,6 = 0.001.

Méthode PR: polynémes de Legendre

—=— Solution exacte
1.4 H Solution approchée

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

%1074 Erreur = |Exacte - Approchée|

0=0.001, =7.2401e-05, N =3
Il Il Il

1 Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Conclusion. Les tableaux 4.1-4.10 et les Figures 4.1-4.12 montrent que les résultats numériques
concordent avec les résultats théoriques.

La méthode de Projection-Régularisée développée dans cette étude pour résoudre les équations
intégrales de Fredholm de premiére espece est trés simple et efficace. Elle est stable et donne des
résultats tres satisfaisants méme pour de petites dimensions (n = 2,3, ...,5). De plus, la solution
régularisée reste stable pour un bruit fort 6 = 0.25.

Cette procédure est applicable pour toute base de Hilbert, en particulier pour les polynémes
orthogonaux : Legendre, Tchebychev, Fonctions d’ondes sphéroidales et autres bases de fonctions

orthogonales.
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Conclusion et Perspective

e Le travail présenté dans cette these de doctorat s’est porté sur 'étude d’une variante améliorée de
la méthode (LSQ)-projection : projection-régularisée et collocation-régularisée. Cette procédure de
régularisation avec deux parametres a et N (a le parameétre de régularisation, N la dimension du
sous-espace de projection) nous permet d’améliorer la qualité de la solution approchée régularisée :
le parametre N participe dans la troncature spectrale pour éliminer les hautes fréquences, et le
parameétre a comme un filtre stabilisateur.

e Le cadre théorique développé dans cette investigation est exploitable pour la résolution numérique
d’une classe plus large de problemes mal-posés linéaires, et les équations intégrales de Fredholm
de premiere espéce avec des noyaux réguliers.

e Comme perspectives, on projette d’étudier et faire une extension de ces méthodes de projection
pour des équations intégrales de Fredholm de premiére espece avec des noyaux faiblement
singuliers.

e Une autre direction aussi tres intéressante est d’étendre cette étude aux problémes mal posés, ou
l'opérateur intégral (ou compact) est connu approximativement. Cette piste qui n’est pas encore
explorée mérite d’étre étudiée, pour connaitre qu’elles sont les difficultés théoriques et numériques

qui peuvent étre engendrées par cette classe de problemes.
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