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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a I’étude de quelques systémes d’équations aux dérivées
partielles couplées. Plus précisément, on recherche ’existence et 'unicité des solutions de
certains systémes thermo-élastiques de types poreux et de Bresse, Ainsi que la stabilité
exponentielle et la stabilité générale des solutions sont considérées en utilisant la méth-
ode des multiplicateurs. Cette méthode s’appuie sur la construction d’une fonctionnelle

équivalente a celle de ’énergie appelée : la fonctionnelle de Lyapunov.

Mots-clés : Stabilité exponentielle, systéme poreux-élastique, fonctionnelle de Lya-

punov, la méthode des multiplicateurs, décroissance générale.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of some systems of coupled partial differ-
ential equations. More precisely, we investigate the existence and the uniqueness of the
solutions of some thermo-elastic systems of porous and Bresse type, as well as the expo-
nential stability exponential and general stability of the solutions are considered with the
use of the multiplier method. This method is based on the construction of a functional

equivalent to that of the energy called: the Lyapunov functional

Keywords: Exponential stability, porous-elastic system, Lyapunov functional, the

multiplier method, general decay.
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Introduction générale

La modélisation d’un phénoméne physique est une phase essentielle dans une dé-
marche scientifique qui vise ’analyse de son comportement et son contrdle pour améliorer
ses performances, elle permet d’avoir une représentation simplifiée d’un systéme ou d’un
phénoméne physique. On prend l’exemple des vibrations qui apparaissent pratiquement
dans toutes les structures mécaniques, plusieurs types de ces vibrations sont indésirables
car elles ont une influence néfaste sur le fonctionnement et la durée de vie de ces struc-
tures. Elles peuvent engendrer des fractures, cassures, mal fonctionnement, usure ou
méme la destruction des structures. De plus, elles peuvent constituer un certain danger
pour l'utilisateur lui-méme. Les excitations dynamiques causant ces vibrations sont nom-
breuses, elles proviennent généralement, soit de I’environnement extérieur, atmosphere,
eau et contacts, soit d'un choc avec d’autres structures.

L’élimination ou la réduction de ces vibrations est un probléme majeur dans les do-
maines de l'ingénierie, pour cette raison, on élabore et incorpore des amortissements de
type friction, thermique ou viscoélastique dans le systéme, ce qui explique 'ajout de
certain termes dissipatifs dans les équations ou bien sur la frontiére.

Au cours des années récentes, un grand effort a été développé pour obtenir une stabilité
des solutions et de nombreux résultats ont été obtenus. Les résultats mathématiques basés
sur I’étude des modeéles de déplacement des matériaux poreux-élastiques sont adoptés par
de nombreux chercheurs de divers domaines scientifiques. L’analyse de la décroissance

temporelle dans les matériaux poreux-élastiques unidimensionnels a pris son origine en



2003 par Quintanilla [41], ou il a traité le systéme suivant :

Uty — UUgy — :EIO,
Poltt — [ Be (0.0.1)

pokpy — g, +bu, +Ep + T, = 0.

Ce systéme est complété par les données initiales et les conditions aux limites suivantes :

u(l’,O):UO(fL‘),@(I,O>:g00($), $€(O,L),
ue (2,0) =u' (z), ¢ (2,0)=¢' (), x€(0,L), (0.0.2)
u(x,t) = ¢, (z,t) =0, ze(0,L).

Il a montré que la dissipation donnée par la viscosité poreuse n’était pas assez puissante
pour stabiliser le systéme d’une maniére exponentielle. De méme, en ce qui concerne
les effets thermiques, grace aux travaux de Casas et Quintanilla [40], il est clair que la
température ne donne pas une stabilité exponentielle.

Magana et al [16] ont prouvé que la combinaison de la viscoélasticité avec les micro-
températures produisait une stabilité exponentielle, tandis que la viscoélasticité combinée
avec la température perd la stabilité exponentielle.

Nous constatons que dans la théorie des matériaux élastiques avec vides, ils ont lié le
comportement de la solution aux types de couplage avec mécanismes de dissipation, les

différentes études sont résumées par le schéma suivant :

Effet thermique Elasticité Effet microthermique
Effet Viscoelastique Porosité Effet visco-poreux

Si on prend simultanément un effet du carré droit et un autre du carré gauche, alors
nous obtenons une stabilité exponentielle. Mais, si nous considérons deux effets qui ont
lieu en méme temps d’un seul carré, nous obtenons une lente décroissance (stabilité poly-
nomiale). Bien str, si on prend plus de deux de ces mécanismes, nous trouvons une

stabilité exponentielle aussi.



Dans [25], Dridi et Djbebela ont considéré le systéme poreux-élastique :
(

PUy = Mgy + b, — Y0y,

JSOtt:5¢zx_buz_§¢_dwx+m9+5§0t; (003)

cly = —yup — mp, — kyw,,

| qwy = FyWag — ksw — K1y — dpy,,

soumis a deux dissipations, une dissipation poreuse et une sous forme d’un effet ther-
mique. IIs ont utilisé la technique des multiplicateurs pour montrer que le systéme est
exponentiellement stable indépendamment des vitesses d’onde.

Dans la premiere partie de cette thése, on s’intéresse a l’étude du comportement
asymptotique du systéme (0.0.3) soumis a des conditions de Dirichlet par rapport a ¢
et 0 et de Neumann par rapport & v et w mais en éliminant I’amortissement poreux qui
se trouve dans la deuxiéme équation et en ajoutant une dissipation frictionnelle dans
la premiére équation 7u;. On démontre la décroissance exponentielle des solutions sans

aucune condition sur les coefficients du systéme.

Dans la seconde partie, on élimine la dissipation de friction et on amorti le systéme
par un effet de micro-température seulement. La décroissance exponentielle du systéme

a été établie toujours mais cette fois ci sous la condition suivante :

2

X1=Xx—4 =0, (0.0.4)

avec :

(0.0.5)

Y

<l

X:

=

On passe a la stabilisation des systémes de Timoshenko avec effet thermique, Rivera et
Racke [29] ont considéré le systéme de Timoshenko dont les équations représentent respec-
tivement le déplacement du faisceau, ’angle de rotation et la différence de température.
Ils ont démontré plusieurs résultats du décroissance exponentielle et du stabilité non ex-
ponentielle dans le cas de différentes vitesses d’onde du systéme. Pour 'effet thermique, le
flux de chaleur a été donné selon la loi de Fourier. En conséquence, cette théorie prédit une
vitesse infinie de propagation de la chaleur. C’est-a-dire que toute perturbation thermique

en un point a un effet instantané ailleurs dans le corps.



Maintenant, le systéme de Bresse est une généralisation du systéme de Timochenko, on

peut dire que les équations essentielles sont la force de cisaillement, le moment de flexion

et la force axiale, respectivement. En conséquence, le comportement asymptotique de

la solution du systéme de Bresse a été étudié par plusieurs chercheurs qui ont utilisé

divers types d’amortissement. En outre, plusieurs auteurs ont prouvé que les systémes

de Bresse avec termes mémoires en présence d’'une dissipation de friction agissant sur

le déplacement ou bien sur l'angle de cisaillement sont exponentiellement stables sous

I’hypothése du "vitesses d’ondes égales".

Enfin, dans la troisiéeme partie, on étudie le systéme de Bresse donné par :

.

\

Pr1¢u — k (g, + 0 +lw), — kol (wy — lp) =0, dans (0,1) x Ry,
Py — b+ k(p, + 1+ lw) + 04, =0, dans (0,1)

prwe — ko (wy — @), + kKl (p, +1¢ +1w) =0, dans (

P38 — KOye + B(g * 042) + Y10y, = 0, dans (0,

soumis a une dissipation viscoélastique dans la quatriéme équation, on démontre la

décroissance générale des solutions si et seulement si les coefficients du systéme vérifient :

b k
=P — k= k= k. (0.0.7)

k P1



Structure de la thése

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante, il est divisé en quatre chapitres :

e Le premier chapitre comporte des rappels sur les notions préliminaires classiques

et les outils mathématiques qui sont nécessaires pour ’étude de cette thése.

e Le deuxiéme chapitre, est consacré a I’étude de la stabilité exponentielle d’un
systéme poreux-élastique linéaire avec effets de micro-températures et de friction,
En utilisant la méthode des multiplicateurs. Ceci a fait I’objet d’une publication
dans un journal international intitulée : "On the stability of linear porous elastic

materials with microtemperatures effects and frictional damping ".

e Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudié un systéme poreux-¢élastique linéaire
avec effets micro-températures seulement. On a introduit un nouveau nombre de
stabilité et nous avons prouvé que la dissipation unique due aux micro-températures
est suffisamment forte pour conduire le systéme a 1’état d’équilibre d’une maniére

exponentielle. Cette étude a été publiée dans " Journal of Thermal Stresses "

sous
le titre :" On the stability of linear porous elastic materials with microtemperatures

effects."

e Le quatriéme chapitre, concerne un systeme de Bresse, en prouvant le résultat de

stabilité générale du systéme. Ce résultat est soumis pour une éventuelle publication.



CHAPITRE

1 Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnelle qui vont
étre utilisés dans les différents chapitres de cette thése. Les résultats sont donnés sans

démonstrations, car ils sont standards et peuvent étre trouvés dans beaucoup de références

de mathématiques.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme

bilinéaire définie sur X x X a valeurs dans R telle que :

(u,v) = (v,u),Vu,v € X,
(u,u) > 0,Yu € X,
(u,u) # 0,Vu # 0.

Définition 1.1.2 Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite :

(1) Continue s’il existe une constante C' > 0 telle que :
lau, v)] < Cull vl ;¥ (u,v) € X x X,
(17) Coercieve s’il existe une constante o > 0 telle que :

a(v,v) > alv]*, Vv e X.



1.2. Espaces fonctionnels

1.2 Espaces fonctionnels

Définition 1.2.1 (espace complet ) Soit X un espace vectoriel normé. X est dit com-

plet si toute suite de Cauchy en X converge.

Définition 1.2.2 Un espace vectoriel (X, ||.||) est de Hilbert, s’il est complet et sa norme

munie d’un produit scalaire.

Définition 1.2.3 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Espaces de Lebegue L7 (Q2)
Définition 1.2.4 Soit p un réel de [1,+o0o[, On définit l’espace LP () par :

L£r () = { f mesurable sur Q telle que : [, |f(z)]" dz < +o0} .

Définition 1.2.5 : Soit 0 un ouvert de R™. Pour 1 < p < +oo, on définit l’espace
LP () par :

[ définie sur Q telle que : [, |f(z)]" dz < +o0, si1 < p < 400
L (Q) =

csupess |f(x)| <400, si p=-+o0
e

Les espaces LP () sont munis des normes suivantes:

hSAl

, pour 1 < p < 400,

1l oy = (Jo [ f ()7 dix)

et
HfHLoo(Q) = supess |f(z)].

€N

Remarque 1.2.1 Pour p =2, l’espace L* () est un espace de Hilbert.

En effet, la norme ||.|| ;o) munie d’un produit scalaire :

(f,9) L2(Q fﬂ
et ainsi, on a :

1F gz = (2 )2 -



1.2. Espaces fonctionnels

Espaces de Sobolev H™ ()

Définition 1.2.6 Etant donné m € N, nous d~ esignerons par H™(Q) ’espace de Sobolev

défini par :
H™(Q) ={ue L*(Q),Va/|a| < m,Tv, € L*(Q) (121)
tel que : v, = 0%u au sens faible} . h
On introduit sur H™ le produit scalaire :
(u,v),, = | ‘Z (0%u, 0%v), (1.2.2)
al<m
et la norme associée donnée par :
[ull g = /Uy 1)y, (1.2.3)

Définition 1.2.7 On définit I’éspace Hy () comme étant l’espace des fonctions de H*(£2)

nulles sur le bord de €2, autrement dit:
H}(Q) = {u € H(Q) tel que u =10 sur 00} .

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Hélder) Soit p et q deuxr nombres réels conjugués c’est
a dire: 1%4—% = 1. Alors, pour tous f € LP (Q) et g € LY(Q), on a f.g € L' (Q). En

particulier, on a :

a) Sip,q€|l,+o0|

Jo lF@)g(@) dz < (f, |f @) dz)? ([, 1g(x)|? dz)? . (1.2.4)
b)Sip=1,qg=+o0
Jo lf(@)g(@)dz < ([o, 1f(2)]dz) (9]l oo - (1.2.5)

Remarque 1.2.2 L%négalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité de

Holder dans le cas ot p =2 et g = 2.

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soit p et q deur nombres réels conjugués dans

|11, +o00[. Alors, pour tout o et B € Ry, on a :

af < ab + LB (1.2.6)



1.3. Le Théoréme de Hille-Yosida

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit Q@ C R™ un ouvert borné. Alors il existe

une constante C' positive vérifiant :

Vi€ HEQ): [l < C 1V pagey - (1.2.7)

\ . Jf 9Of of
OU Vf = <8_a:1’ (9_$2’ (%Cn) .

L’inégalité de Poincaré habituelle dans L? () est donnée comme suit :

Lemme 1.2.4 Soit f € Hy () .Alors il existe une constante C positive vérifiant :

1£1 20y < C NIV Il 2y - (1.2.8)

1.3 Le Théoréme de Hille-Yosida

Définition 1.3.1 Un opérateur linéaire non borné dans X est un couple (A, D(A)), ot
D(A) est un sous-espace vectoriel de X et A est une application linéaire de D(A) dans

X. Le sous-espace D(A) est appelé le domaine de A.

Définition 1.3.2 Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans X est dissipatif si et
seulement si :

Ve € D(A), (Az,z)<0. (1.3.1)

Définition 1.3.3 Soit A un opérateur dissipatif de domaine dense dans X. Alors A est

m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif.

Théoréme 1.3.1 (Hille-Yosida)Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans X est
le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur X si et seulement si
les conditions suivantes sont satisfaites :

1) A est fermé et D(A) dense dans X.

2)VA €]0, +oo[, (A — A) est une application bijective de D(A) sur X, et (A — A)~*

est un opérateur borné sur X vérifiant :

L]
| A=) 1< 5 (1.3.2)



1.4. Inégalités intégrales

Théoréme 1.3.2 (Hille-Yosida 2) Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans X
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction sur X si et seulement si

A est m-dissipatif et de domaine dense dans X.

Théoréme 1.3.3 (Lumer-Phillips): Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire, le domaine
D(A) dense dans X :

1) Si A est dissipatif et il existe g tel que Aol — A est surjectif, alors A est un
générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe de contraction dans X.

2) Si A est le générateur du Cy-semi-groupe de contractions sur X, alors \I — A est
surjectif pour tout A > 0 et il est dissipatif. De plus, pour tout x € D(A) et tout x* € J
nous avons :

Re (z*,z) < 0. (1.3.3)

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans les

théories de la stabilités des systémes d’évolutions dissipatifs.

Lemme 1.4.1 Soient £ : R, — R, une fonction continue décroissante et, ¢ : R, — R

une fonction strictement croissante de classe C* (R, telle que :

$(0) =0 et lim ¢(t) = +oo.

t——+o00

Supposons que: dp > 0 et d > 0 tels que :
¢ (H)ErHdt < JEP(0)E(s), Vs > 0.

Alors
E(t) < E(0)e!=%® Vvt >0 sip=0

! » .
E(t) < E(0) (#ﬁg(t)) L VE>0sip >0,
dans le cas particulier ot ¢(t) = t, nous déduisons les inégalités suivantes :
a) E(t) < E(0)e'™ % Vt>0sip=0
1
b) E(t) < E(0) (ﬂ) ,VE>0sip >0,

1+4+pdt

appelées respectivement, estimation exponentielle et estimation polynomaiale.

10



CHAPITRE

Etude de la décroissance
exponentielle de I’énergie
d’un systéme de type
poreux-¢élastique linéaire
avec effets
micro-températures et de

friction

2.1 Position du probléme

Puisque les poutres ont joué un role important dans de nombreux domaines de
I'ingénierie, de plus en plus les chercheurs ont pris plaisir a étudier le comportement
asymptotique des poutres. L’étude de ce comportement des systémes poreux-élastiques
a attiré l'attention de nombreux chercheurs. Une extension de la théorie classique de

'élasticité aux milieux poreux a été proposée par Goodman et Cowin [33], ils ont in-

11



2.1. Position du probléme

troduit le concept d'une théorie des matériaux granulaires dans la théorie des solides
élastiques avec vides.

Plusieurs articles et résultats de stabilité ont été établis sur la théorie de la thermoélas-
ticité avec micro-températures. Cependant, Casas et Quintanilla [40], ont considéré un
systéme poreux unidimensionnel avec des effets thermiques et micro-températures. Plus

précisément, ils ont étudié le systeme suivant :

;

PU — PUgy — b, + 70, = 0,

Jo, —ap,., + bu, + Ep + dw, —mb =0,
Pt ¥ 3% (2.1.1)

el — Kby + YU, + lp, + kyw, = 0,

| ow — kywy, + dp,, + kow + k3, = 0,

ol o = alyp, p est la densité de la masse de référence, J = pyk, telles que p, est la
densité de la masse qui est supposée positive et k est 'inertie équilibrée qui est également
supposée positive. Les variables w et 6 désignent respectivement la micro-température et
la température mesurée a partir du constante de la température absolue (7T > 0). Les
coefficients kq, ko, k3, k4, 11,0, a, k et ¢ sont des constantes constitutives qui sont positives.
Les coefficients m et d sont des constantes qui ne sont pas nécessairement positives.
Comme le couplage est envisagé, b doit étre different de zéro et nous supposons que la

densité d’énergie interne est une forme définie positive c’est-a-dire que les coefficients

constitutifs vérifient la condition :
ué > b2 (2.1.2)

Les équations de base de I’évolution pour les théories unidimensionnelles des matériaux
poreux avec la température et la micro-température sont données par :
pugy =Ty, Jo, = Hy + G,
Py = Qe pE=Pr+q—-0Q,

(2.1.3)

ici, T est le tenseur de stress, G est la force du corps équilibré, H est le vecteur de stress
équilibré, n est 'entropie, ¢ est le vecteur du flux thermique, P est le premier moment
de flux thermique, @ est le flux thermique moyen et E est le premier moment d’énergie.
Les variables u et ¢ sont respectivement, le déplacement du matériau élastique solide et

la fraction volumique.
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2.1. Position du probléme

Les équations constitutives sont les suivantes :

T = pu, + bp — ~0, H =ép, — dw,
G=—bu, — &p+mb, = Yu, + cf + mey,
o pn =" © (2.1.4)
q = Kb, + kw, P =—kw,
Q = —ksw — k10, pE = —ow —dp,.

Ensuite, en substituant les équations constitutives (2.1.4) dans les équations d’évolution
(2.1.3), on obtient le systéme d’équation (2.1.1). Dans ce travail, Casas et Quintanilla ont
utilisé la méthode des semi-groupes pour prouver la stabilité exponentielle des solutions
indépendamment des vitesses de propagation d’onde.

Récemment, Dridi et Djebabla [25] ont Considéré le systéme suivant :

(

Pl — gy — bp, + 0, = 0,

Jpy — 00, + bu, + + dw, — mb — =0,
Pt 2 3% By (2‘1.5)

Cet + YUts + mey + klwx = 07

awy — koWee + ksw + k10, + dp,, = 0,

\

en utilisant la méthode des multiplicateurs, ils ont montré que la combinaison de la
viscosité poreuse et de la micro-température sans effet thermique (S = 0) stabilisait le
systéme d’une maniére exponentielle, quelque soient les coefficients du systéme.

Dans cette partie, nous sommes concernés par le systéme suivant :

(

PUy — WUz — by + Y0, + Tup =0, (0,1) x (0,00),
Joy — 0¢,, + bug + Ep + dw, —mb = 0, (0,1) x (0,00), (2.16)
by + yuge + me, + kyw, =0, (0,1) x (0,00),
| aw; — kowgy + ksw + k16, + dp,, = 0, (0,1) x (0,00).
Avec les conditions initiales suivantes :
u(z,0) =1’ (z), u(z,0) =u'(z), ¢(z,0) =" (x), xe€(0, 1), 2.17)

9015(3770):901(1')7 w(x,O):wO(x), (9(1’,0)290(1‘), :UG(O, 1)7
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2.1. Position du probléme

ot u®, ul, 0, ', w’, 0° sont des fonctions données, et les conditions aux bords de Dirichlet

pour ¢ et 0, et de Neumann pour u et w :

uz (0,t) = u, (1,8) = 9 (0,t) = (1,£) =0, ¢t >0,
0(0,t) =0(1,t) = w, (0,t) = w, (1,t) =0, t>0.

(2.1.8)

Afin d’utiliser 'inégalité de Poincaré dans la suite de ce chapitre, nous effectuons
la transformation suivante. A partir de la premiére équation du systéme (2.1.6), nous

observons que :

p L [N u(w,t)de + 7 [V u(e,t)de =0, V¥t >0, (2.1.9)

si on prend 7y fo u(x,t)dx, alors v (0) = fol u®(z)dx et v/ (0) = fol u!(x)dx. Nous

avons donc le probleme suivant :

p" () + 77" =0

1 1 (2.1.10)
v(0) = [, u’(z)dz et o' (0) = [, u'(z)dz.

En résolvant le systéme (2.1.10) et en utilisant les données initiales de u, nous arrivons a

v (t) = fol u(x,t)dx — £ (fol ul(x,t)dx> (em7t—1). (2.1.11)
Par conséquent, si nous fixons :
i (2,t) = u(z,t) — [ udx + 2 <f Iz, t)dx) (et - 1), (2.1.12)

on obtient :

Sz, tyde =0, t > 0. (2.1.13)

Maintenant, a partir de la quatriéme équation du systeme (2.1.6) et les conditions aux

limites (2.1.8), nous obtenons :

= fo (z,t)dz + = fo (x,t)dz =0, Vt >0, (2.1.14)

ainsi,

fol w(x, t)dr = (fol wo(m)dm> e~aks Wt > 0. (2.1.15)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Donc, si nous mettons :

@ (x,1) = w(z, t) — (fol wo(a:)da:> ewks it > 0,2 € [0,1], (2.1.16)
nous trouvons :

[ w(x, t)de = 0, Yt > 0. (2.1.17)
Maintenant, (4, ¢, 6, w) satisfait les mémes équations dans le systéme (2.1.6) et les mémes
données initiales de u et w, alors on peut appliquer 'inégalité de Poincaré sur u et w.

Dans ce qui suit, nous allons travailler avec u et w, mais pour simplifier les notations,

nous écrivons u et w au lieu de @ et w.

2.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous donnons le résultat d’existence et d’unicité pour le systéme
(2.1.6)-(2.1.8), en utilisant la théorie des semi-groupes (plus précisément le Théoreme de
Hille-Yosida).

Ainsi, si nous désignons U = (u, v, p, 1,0, w)T, ol v = uy; et ¥ = ¢,. Alors, le systéme

(2.1.6)-(2.1.8) prend la forme :

Uy + AU = 0, t >0,
U(ZB70) = U, (0) = (u07u1a9007(p17907w0)T’

ou lopérateur A : D (A) C 'H — H est défini par :

—v
i} b ol T
p oz = P T pex v

AU = ¥ : (2.2.1)

-9 b d
P Pun = Jts + S0+ G0, — 50

Y m k1
PV + Y+ Wy

—k2 k3 k1 d
o Waa + WA L0 + 0,

et 'H est I'espace énergétique donné par :

H = {H!(0,1) x L2(0,1) x H} (0,1) x L?(0,1) x L?(0,1) x L?(0,1)},  (2.2.2)
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2.2. Existence et unicité de la solution

tels que L2 (0,1) et H! (0,1) ont été introduits dans [30, 35] comme suit :
120,1) = {p e L2(0,1): fy p(e) =0}, HI(0,1) = H'(0,1)N L2(0,1).

. e . AT
Pour tout U = (u, v, p, 1,0, w)T eH, U= <ﬁ, v, @, 1, 9,1I)> € 'H, nous équipons ’espace

‘H avec le produit scalaire défini par :

<U, ﬁ>7—t = p fol vodx + [ fol Uy U dr + Jfol @D;/)dx +b fol (up® + Ugpp) dz

B (2.2.3)
+& fol ppdr 4 a fol wwdx + 0 fol v, dxr + cfol 00dzx.

Remarques 2.2.1 Sous I’hypothése pé > b2, il est facile de voir que la relation (2.2.3)

définit un produit scalaire. Plus précisément, & partir de (2.1.2), nous avons :

UU),= pf) v¥de+J [y 02 de + p [} upiipde + dda + b [} (u,@ + ) do
+& fol ppdr + a fol wwdzx + fol pp,dr + cfol 00dz.

Maintenant, en utilisant le fait que pué > b2, nous arrivons a :
2
1 1 1 1 1
(U U)y > pfyv¥de+J [ ¥%de + o [, wide + 6 [y ©*dx + p <u$+ ;%90> .

Ainsi, nous concluons que <U, U > définit un produit scalaire sur H et que la norme
H

associée ||.||, ~est équivalente a la norme habituelle.

On définit le domaine de A par :

D(A) = {UeH, ue H>(0,1)NH!(0,1), ve H(0,1),
o€ H2(0,1) N H(0.1) 46 € HE(0.1).,0 € HL (0,1),
we HZ(0,1)NH}(0,1)},

ou H2(0,1) a été introduit dans [30, 35] comme suit :
H2(0,1) :={¥ e H?(0,1): ¥, (0) =9, (1) =0}.

Il est clair que D (A) dense dans H. Maintenant, nous sommes en mesure de donner le

résultat d’existence et d’unicité qui est le suivant.
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2.2. Existence et unicité de la solution

Théoréme 2.2.1 Soit Uy € H, alors il existe une solution unique U € C' (R4, H) pour le

probléme défini par le systéme (2.1.6) . De plus, si Uy € D (A), alors

UeC(Ry,D(A)NC (R, H).

Preuve. Tout d’abord, on doit prouver que A est un opérateur monotone maximal.
Pour tout U € D (A), en utilisant I’équation (2.1.14) et les conditions aux limites, on
trouve :

(AU, U)y, = ks [y w?de + ks [} widz + 7 [ ulde > 0. (2.2.4)

Par conséquent, I'opérateur A est monotone. Maintenant, nous montrons que I'opérateur
(I + A) est surjectif. Pour tout K = (/\1,/\2,)\3,)\4,)\5,)\6)T € 'H, nous prouvons qu’il
existe U € D (A) tel que :

(I+ AU =K. (2.2.5)

L’équation (2.2.5) est équivalente au systéme suivant :

(

u—v=2X € H!(0,1),

PIU = Mgy — bp, + 70, = pAa € L7(0,1), py=p+T
p—v =X € H;(0,1),

JY — 80, + buy + Ep + dw, —mb = JA; € L2(0,1),
el + yv, +mip + kyw, = chs € L?(0,1),

(2.2.6)

W — kowy, + k10, + d@[]x = al\g € Lz (0, 1) , ] =+ 3.

\

Si on remplace v = u — Ay et 1 = ¢ — A3 dans (2.2.6),,(2.2.6),,(2.2.6), et (2.2.6)4, on

trouve : )

pu = [y — bip, + 70, = hy € L7(0,1),

— 00, + buy + dw, —mb = hy € L*(0,1),
pigsp — 0 2 € L7(0,1) (2.27)

el + yu, + me + kyw, = hy € L*(0,1),

o — k2w$x + klew + dQDl, = h4 c Lz (0, ].) s
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2.2. Existence et unicité de la solution

ou
hy = pAa + py A1,
hy = J (A3 + Ag),
hz = cAs + Y A1z + mAs,
hy = adg + dAsg,

Pour résoudre le systéme (2.2.7), nous introduisons la formulation variationnelle suivante

B ((U, @, 97 ’LU) ) (ula L1, 917 wl)) = g (ula P15 91,11)1) ) (228)
tel que
B =[H!(0,1) x H} (0,1) x L*(0,1) x L2(0,1)]" - R,

est la forme bilinéaire définie par :

B ((u,,0,w) , (ur, ¢y, 01, w1))
= p fy wwrde + p [ wpurede + pg ) oorde + 6 [y upp,de
e [y 001dx + o [, wwda + ky [ wowide + 7 [ (u0r + ui6,) da
+b fol (uzpy + puis) dz + dfol (wepy + ppwr) dx
iy [y (weby +wi6y) dz +m [} (p0: + ¢,0) de,
nous avons aussi :
G :[H!(0,1) x H}(0,1) x L2(0,1) x L2(0,1)]> — R,

est la forme linéaire donnée par :

G (ur, 1,01, w1) = [y hiundz + [} hopyda + [ habrdx + [ hywida.
Soit V = {H!(0,1) x H} (0,1) x L?(0,1) x L2(0,1)} équipé de la norme :
2 2 2 2 2 2 2 2
(w0, 0, wlly = Nully + lJuzlly + llelly + sl + 1015 + lwlly + [lwelly
alors, nous pouvons facilement prouver que :

|B ((u, ¢, 0,w), (u1, ¢y, 61, w1))| = py fol u?dx + Mfol uidx + s fol @ dr + 9 fol goidx
e[y 0Pde + oy [ wide + ks [, wida
> MO H(ua ®, 97 w)“%/ 5
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2.2. Existence et unicité de la solution

ou My = {py, 1, i3, 9, ¢, a1, ka} , ainsi, B est coercive. Grace a l'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on trouve :

1B ((u, ¢, 0,w) , (u1, ¢y, 01,w1))|

< py lJully [Jully + e llually [lurzlly + ms llells loally + 0 el leill
+e[[0]5 1011l + a lwlly llwilly 4 k2 [[wall lwiell,

+7 (Jually 1011]5 + Nually [162]15) + 0 (luelly [le1lls + [[@lls uiall,)
+d ([[wally [e1lly + lealls [lw1lly) + Fy (Jwally [[61]]5 + [lwsll; 110211)
+m (llelly [101ll; + [ledll2 10112)

< Gy (lully + Tlually + Nl + leally + 1015 + llwlly + lwall,)

X ([Juslly + llurzlly + lleally + | @1ally + [101ll; + [willy + will,)

< Gl @, 0, 0) 1y [ (uas 01, 01, wi) 0 G >0,

ce qui implique que B est continue. De méme, nous montrons que :

|G (u1, 01, 61, w1))

< lPally llually + [1P2lly lonlly + Ay (102l + [[Fally lws

< ([ally + llh2lly + lIAslly + l[hall)

X (llully + lloally + 1011l + [l ll;)

< CGol[(ur, @1, 01, wi)lly o Co > 0.
Par conséquent, le Théoreme de Lax-Milgram garantit l'existence d’une solution unique
(u, @, 0,w) € V qui vérifie I'égalité (2.2.8).

De plus, si on prend (¢q,61,w;) = (0,0,0) € Hg (0,1) x L?(0,1) x L2(0,1), alors

(2.2.8) se réduit a :

p fol wurdr + p fol Uy dT + fol u0,dr + 0 fol U dx

: (2.2.9)
= fO hluldx, Yu; € Hi (O, 1)

En outre, I'équation (2.2.8) est également vraie pour tout ¥ € C* ([0,1]) C H! (0,1). Par

conséquent, nous avons :

b ugWade = [ (hy — pu— 40, + bp,) ¥, ¥ € C1([0,1]) . (2.2.10)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Ainsi, en intégrant par parties le coté gauche de I’équation (2.2.10) et en tenant compte

de (2.2.6),, on obtient :
U, ()W (1) —u, (0)T(0)=0 V¥ eC (0,1]).
Par conséquent,
ugz (1) = u, (0) = 0.
De méme, nous obtenons :
we H2(0,1) N HL(0,1).

Si nous remplagons (uy, 61, w;) = (0,0,0) € H} (0,1) x L*(0,1) x L?(0,1), dans (2.2.6),

on obtient :

i fol ppdr + 0 fol 01,4 + b fol UgpprdT + dfol Weprdr —m fol Op,dx
= fol h2901d£ll', V(pl € Hi (07 1) )

ceci implique que :
) fol Opp1.dT = fol (hg — psp — bu, — dw, +mb) o,dx, Yo, € H (0,1). (2.2.11)

Si on note :

hy — g — buy, — dw, +mb € L?(0,1),

alors,
o € H2(0,1) N H} (0,1),

et par conséquent, I’équation (2.2.11) prend la forme :
Jot (e + 8, — pgp — by — dw, +mb) ydz = 0,¥p, € H} (0,1).
Ainsi, nous obtenons :

U3 — 0@, + bu, + dw, —mb = hy.

Cela nous donne I’équation (2.2.6),. Aussi, on peut facilement montrer que :

0 e H}(0,1),we H?(0,1)NH!(0,1).
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2.3. Stabilité exponentielle

Selon la régularité elliptique classique et d’aprés le systéme (2.2.7), il existe un unique
U € D (A) qui satisfait (2.2.4). Par conséquent, A est un opérateur monotone maximal.
Ainsi, A est le générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe des contractions sur H. Dans ce
cas, le résultat cité dans le Théoréme 2.2.1 est vérifié d’apres le Théoréme de Hille-Yosida.

2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous établissons et prouvons notre résultat sur la décroissance expo-
nentielle pour le systéme poreux linéaire (2.1.6)-(2.1.8). Nous commengons par introduire
quelques fonctionnelles et établir des résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Notre résultat de décroissance est donné par :

Théoréme 2.3.1 Soit (u, ¢, 0, w) la solution du probléme défini par le systéeme (2.1.6)-
(2.1.8) . Alors (u, @, 0, w) décroit exponentiellement, i.e., il existe deuzr constantes posi-

tives B et By indépendantes de telle sorte que :
E(t) < B1E(0)e P2t vt > 0. (2.3.1)
La démonstration du Théoreme 2.3.1 sera donnée via quelques lemmes :

Lemme 2.3.1 Soit (u, ¢, 0, w) la solution du systéeme (2.1.6)-(2.1.8). Alors, la fonction-

nelle d’énergie associée au probléme est définie par :
Et) =1 [ [pu? + Jg? + pul + cb* + aw? + 52 + £¢° + 2bu, ] da, (2.3.2)
satisfait l'identité :

E'(t) = —k, fol widr — ks fol widr — Tfol uldr <0, Vt>0. (2.3.3)

Preuve. En multipliant les équations du probléme (2.1.6) respectivement par uy,

@, 0, w et on integre sur [0.1] :
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2.3. Stabilité exponentielle

) fol Uy dT — J1 fol UpptydT — b fol  updr + fol O, udr + 1 fol u? =0,
J fol O dr — o fol OppPrdr + b fol Uy dx 4+ € fol wpdr +d fol W, dr —m fol Op,dx =0,
cfol 0,0dx + ~ fol U O0dx +m fol o, 0dx + ky fol wyfdr = 0,

a fol wywdr — ko fol Wepwdx + ks fol w?dx + ky fol 0, wdz + d fol 0 wdr =0,
(2.3.4)

puis, en utilisant I'intégration par parties sur 'intervalle [0.1] avec les conditions aux

limites, nous obtenons :

(

fol uldy + 44 01 uldr — bfol o, updx + 7y fol O, u.dx + 7 fol u? =0,

; fol pidx + gdit fol Oidr +b fol Uy dr + g% fol pidx + dfol Wep,dr —m fol Op,dx =0,
fol 0*dx — fol wlydr +m fol o,0dr + ky fol w,y0dx = 0,

fol wdx + ko fol widr + k3 fol wdx — ky fol wOdr — dfol wepdr = 0.

R NIe G NI
2o o o Hla

(2.3.5)

Ainsi, la sommation des quatre équations du systéme (2.3.5) nous donne :

5 01 [pu? + Jo? + pu2 + 0 + aw? + 52 + £0% + 2bu,p| d

+ko fol widx + ks fol widr + 71 fol udx = 0,

si on note ’énergie du notre systéme par :

BE(t) =1 [} [pu? + J? + pul + cb? + aw® + 592 + Ep? + 2bu,y] dr,

la dérivée de I’énergie sera donnée par :

LE(t) = —ky fol widr — ks fol widr — 1 fol uldu,

d’ou le résultat souhaité. m

L’énergie de ce systeme est positive car :

2
Et)=1 fol {puf + J@? + c? + aw® + 692 + <ux + ﬁ@) - %902 + 5902} dr, (2.3.6)

en utilisant la relation (2.1.2), on trouve :

2
E(t) = %fol {puf + Jp? + c? + aw® + 092 + (ugc + l%ga) } dz > 0. (2.3.7)
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2.3. Stabilité exponentielle

Nous remarquons d’apres la relation (2.3.3) que le systéme (2.1.6) est dissipatif, or

cette égalité n’implique pas nécessairement la décroissance exponentielle du systéme. A

cet effet, nous devons construire une autre fonctionnelle dite fonctionnelle de Lyapunov,

notée par F' équivalente a la fonctionnelle d’énergie E qui vérifiée :

PoE(t) < F(t) < 5, E(t), Yt =0,

telles que: (3, et [, deux constantes positives, et aussi :

4p(t) < —CE(t), Vt >0,

dt —

avec C' > 0.
Lemme 2.3.2 Pour tout £1 > 0, la fonctionnelle I définie par :
Il(t):Jfolgottpdx —fo g (fo o (y dy) dr, t >0,

vérifie 'estimation suivante :

—gfol 2dx — “21 0 2dx+cof0 utdx—kc()fo
+co fo 0%dx + ¢ (1 + 5) fo pidr, t >0,

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

(2.3.11)

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I; et en utilisant la premiére et la deuxiéme

équation du systéme (2.1.6), nous obtenons :

I,(t) Jfo oppdr + Jfo ©2de — 2 fo Ut (fo dy) dx

fo Ut (fo v (y) dy) d.

= fo (00, — by — Ep — dw, + mb] pdx + Jfol Yidx
— b fol [ftge + b, — Y0, — Ty (fo dy) dzx

b 2 [Py ([ o0 (y) dy) da

Si on utilise I'intégration par parties, on trouve :

I (t) = —5f0 Yidx — ( — ﬁ) fol 2dx + Jfol 2daz:—l—dfol wp,dz
fo Uy (fo o, (y dy) dz +m fo Oodr — fol Oodz.

bﬁ fo Ut (fo dy) dz.
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2.3. Stabilité exponentielle

Puis, grace a I'inégalité de Young et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz’s, nous obtenons :
’ 1 2 1 1
L(t) < =8, ¢ids— 13 (5 - %) Jo ©*dx + ¢ (1 + é) Jy pida
+cg fol w2dx + ¢ fol 0%dx + cq fol udx
d’ou le résultat (2.3.11) avec p; = (5 — %) >0. m

Lemme 2.3.3 Soit (u, ¢, 0, w) la solution du systéeme (2.1.6)-(2.1.8). Alors la fonction-
nelle Iy, définie par :
IQ(t) - pfol utdea t 2 07 (2312)

satisfait ’estimation :
Lt < -4 fol uldz + ,ofol uZdz + ¢ fol(go2 + 6%)dz, (2.3.13)
pour tout t > 0.

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I, en utilisant la premiére équation du systéme
(2.1.6) ,et en intégrant par parties sur [0, 1], nous obtenons :
I(t) = pfo ugudr + pfo uldx
=—u fo uldw + pfo uZdx — bfol oudr + fol Ou,dx.
Le résultat s’en déduit d’apres I'utilisation de I'inégalité de Young. m

Lemme 2.3.4 Pour tout 5 > 0, la fonctionnelle I3 définie par :

— [ (7 aw (y) + dp,) dyfde — ™4 [ o2z, t > 0, (2.3.14)

vérifie pour toute solution du systéme (2.1.6)-(2.1.8), ’estimation :

’

L(t) < =8 [10%da + &5 [, (% + @2+ @F) do + g <1+ )foledx
—i—co( + L) Jywde+ oo (14 L) fy udda, 20,

Preuve. Dérivons la fonctionnelle I3 :

(2.3.15)

Lt) = c [ (fT kowgy — kyw — k10,) dyfdz
+ fol (fy cw (y) + de,) dy [—yu — mp, — kiw,] de — md fol o, dr
= cky fol (Js weady) Odx — cks fol ([ wdy) 6dx — ck; fol (fy b.dy) Odx
—ay fo (Jo w (y) dy) ueedz — may fo (Jo w(y) dy) ¢,d
— ko fo (fo dy) wydx + yd fo (fo gomdy) Uty
+md fo (f5 ady) o,dx + krd fo (fy eady) wodz — md fol op,d.
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2.3. Stabilité exponentielle

Si on intégre par parties, et on utilise la condition fol wdx = 0, on obtient :

I(t) = —kc fol 0%dx + kyc fol wfdx — ksc fol 0 ([, w(y)dy) dz
+ aky fol widr + ary fol wwdx — vd fol © updx
+ kid fol wepdr — am fo (Jg w(y)dy) ¢,de.

Par I'application de I'inégalité de Young et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous aurons :
koc fol w,fdx < He fol 0%dx + ¢ fol widr,

—ksc fol 0 () w(y)dy)de < He fol 0dx + cq fol w?dx

De méme, nous avons :
oy fol wwdr < cg fol uldx + o fol w?dx,
—d fol P udr < 2 fol Q2dr + ¢ fol uldx
fd [y wepde < 2 [ p*dx + @ [ wldz,
—am fol (o w(y) dy) p,dw < & fo pdoe+ 2 fo

La relation (2.3.15) est établie, en combinant les estimations ci-dessus. ®

Lemme 2.3.5 Soit (u, ¢, 0, w) la solution du systéme (2.1.6)-(2.1.8). Alors la fonction-
nelle 14, définie par :

L(t) = Ja [, ([Tw(y)dy) pda + Tk [} Opde + ™5 [Lp2de, t >0, (2.3.16)
satisfait pour 61,902,603 > 0, l’estimation :

[:1(75) < —%J fol pidr + 0, fol oidx + 6, fol Q3 dx + 0y fol uldx
+ 03 fol 0*dx + 2 fol uldr + ¢ (1 + é) fol widr (2.3.17)
+co<1+ + >f0 w?dx, t> 0.

Preuve. Dérivons la fonctionnelle 1, :

L(t) = Ja fol (J5 we (y) dy) pyda + Jo fo ([ w(y) dy) pyda
V Tk [ Oupda + Tk [, Op,da + ™25 Lo ode,
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2.3. Stabilité exponentielle

en utilisant la deuxiéme, la troisiéme et la quatriéme équation du systéme (2.1.6), nous

obtenons :

L(t) = Tk [} wepydr — ks J [y ([ wdy) udx — Tk [ Op,d
—Jd [y pida + oy [y (5 wdy) %dw
—ab [y (Jy wdy) usdz — o [ (f7 w(y)dy) pdz
—da fol ([ wdy) wydx + am fo (f5 wdy) 0dx
Tk [ Opda + 25 [Ny dr — 25 [N, pde.

Par une simple intégration par parties, nous trouvons :

L(t) = —dJ [; @2dx + Tk [, wepide — ks [o ([T wdy) g,z
—ad fol we,dr + da fol widr — ab fol Jy wudx
—aé fol (foz wdy) odr + am fol (fom wdy) Odx
—l—% fol g dr — Jkl fo wypda.

(2.3.18)

Gréace a l'inégalité de Young et a l'inégalité de Cauchy-Schwarz’s, nous avons :
Tk [y waspide < & [ R + co f; wida,
1 T 1 1
—ksJ [} (S wdy) gude < 2 [1 Q2da + ¢ [} wide,
—ad fol we,dr < %1 fol oidx + 2 fol widr,
1 T 1 c 1
—aé [} (7 wdy) pdz < 3 [} QPde+ @ [T uwde,
De méme, on a :
—ab fol (fow wdy) Uzpdr < O fol uldz + g—g fol widx
am fol (fy wdy) 0dx < &3 fol 0%dx + o fol wdz,
7% fol uthd(ﬂ <4 2 0 prd T+ CO fO QdCL‘ )
_JTk% fol wepda < % fg Q?dr + L [ wide.
En remplacant les estimations précédentes dans (2.3.18), on obtient le résultat désiré. m

Maintenant, pour établir le résultat principal de ce travail, on introduit la fonctionnelle

de Lyapunov :

F(t) = NE(t) + NiLi(t) + Nalo(t) + Nal3(t) + Nala(t) (2.3.19)
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2.3. Stabilité exponentielle

Preuve du Théoréme (2.3.1) :
Preuve. En tenant compte les relations (2.3.3),(2.3.11),(2.3.13),(2.3.15) et (2.3.17),

on obtient :
F/(t) < ¢y fy wde = cu, [y wide —c,, [j oide — ey, [y uide (2.3.20)
— Cy, fol p2dr — ¢, fol ©*dx — ¢, fol uidr — cg fol 6%dz, ¥t > 0, B

ou

Cw, = k2N — coNy (1 + %) — o3 <1 + %g) ;
Cy = Nks — Nicg — cgN3 (1—|—§—g> _N4CO(1+é+%>,
Cyp = Nt — Nlco - ng — CQNg <]_ + g—g) - N4§—(1),
dJ 1
N, — eyNy — N (1 —),
G = 2Tl T el T (2.3.21)

k
cg = 5 N3 — cgNy — 03Ny, — Nicy,

_ 9
Cop, = §N1 — &3N3 — 01Ny,

co = BNy — Nocy — £2N3 — 81Ny,
_u
Cyy, = §N2 — 52N4.
N
Pour ¢4 = N%,Ng =10, = N%,(Sg = Bt et 03 = %, nous obtenons :

Cup = kaN — coNy (1 + Ny) — colNy (1 + &) ew =t

cw = Nk3 — Nicg — coN3 <1 + %) — Naco <1 - #iNl + k‘fi\/]%) ’

Cu, = NT — Nicg — p — coN3 (1 + g—g) — NZcy, (2.3.22)

Cp = %N4—Nlc<1~|—é> 1, e, =N, -2,

_ kic _u
cg = “"N3 — co — N1co, ¢, = 5 N1 — ¢ — 2,

Maintenant, nous devons choisir nos coefficients d’'une maniére appropriée. Tout

d’abord, nous choisissons N; assez grand pour que :

4
N1>S’

%N1—00—2>0,

ensuite, nous sélectionnons N3 suffisamment grand tel que :

k
%Ng —cog — Nycg > 0,
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2.3. Stabilité exponentielle

et
LN, — Nyc <1+§) 1,

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que :

ng — Nlco — C()Ng (1 + g—g) - N4C() (1 + M?\h + k;liv]s&) > 0,
N7 — Nyco — p— coNs (1 + —g) ~ N2 > 0,
BN = coNi (1+ Ny) — coNs (1+2) >0,

Par conséquent, (2.3.20) prend la forme :

F'(t)

IN

By [y [uR + 9+ 07w+ (g + )+ 2] da
S _52E(t)7

(2.3.23)

pour certaines constantes positives et (.

En combinant (2.3.23) et le coté droit de la relation (2.3.8), nous concluons que :

F'(t) < —d F(t), ¥t >0, (2.3.24)

pour une certaine constante d; = i—i positive.

Ensuite, par une simple intégration de (2.3.24), nous obtenons :
F(t) < F(0)e @t vt >0 . (2.3.25)
On utilise une deuxiéme fois ’équivalence de E ~ F, on trouve :
E(t) < CE(0)e~4t, vt > 0.

D’ou le résultat souhaité. m
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CHAPITRE

Etude de la stabilité
exponentielle d’un
systéme linéaire
poreux-¢élastique avec

effets micro-températures

3.1 Position du probléme

Dans cette section, nous nous intéressons a I’étude d’un systéme poreux-élastique dans

un domaine unidimensionnel qui est le méme systéme étudié dans le premier chapitre,

mais cette fois-ci avec une dissipation due & l'effet des micro-températures seulement

dans ’absence de ’amortissement de friction. Ce systéme se présente comme suit :

(

PUt — UUgy — bng + 7‘9x = 0, (O 1) (0 OO)
Joy — 0@, + buy + o + dw, —mb =0, (0,1) x (0,00) (3.1.1)
ey + Ytz + M, + kyw, =0, (0,1) x (0, 00) .

awy — kowyy + kzw + k10, + do,, = 0, (0,1) x (0, 00)
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3.1. Position du probléme

Nous complétons le systéme (3.1.1) par les conditions aux limites :

ug (0,t) = uy (1,8) = 9 (0,t) = @ (1,t) =0, t>0,
0(0,t) =0(1,t) = w, (0,t) = w, (1,t) =0, ¢t >0,

et les conditions initiales :

u(:v,O):uo(x), ut(x,()):ul(:v), 30(3;’0):900(1')7 z € (0, 1),
@t('r?O):(pl(I)v w(x,O):wO(m), 9(‘7370):90(1;)7 136(07 1)7

ot u®, ul, %, o' w®, #° sont des fonctions données.

(3.1.2)

(3.1.3)

L’objectif principal de ce chapitre est d’établir la stabilité exponentielle du systéeme

(3.1.1). Plus précisément, nous prouvons qu’une dissipation unique donnée par les micro-

températures est suffisamment forte pour produire une stabilité exponentielle si et seule-

ment si les coefficients du systéme vérifient la relation :

P
X1=XxX— o =0,

ou :

<l

X:

=

qui est un nouveau nombre de stabilité.

Il est clair que cette relation entre les coefficients implique que :

cp > 2.

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

Entre-temps, a partir de la premiére équation du systéme (3.1.1) et les conditions aux

limites, on obtient :

pc‘% fol u(z,t)de = 0,Vt > 0.

(3.1.7)

Remarquons que ’équation (3.1.7) est une équation différentielle ordinaire qui posséde

d’apres la théorie classique des EDO une solution qui est la suivante :

fol u(z,t)dr = tfol ul(z,t)dr + fol u®(x)dz, vVt > 0.

Par conséquent, si nous fixons :

u(z,t) = u(z,t) — tfol utdr — fol udz, ¥Vt >0,z € [0,1],
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3.2. Existence et unicité de la solution

on trouve :
[y @z, t)dz = 0,vt > 0. (3.1.10)

Maintenant, a partir de la quatriéme équation du systéme (3.1.1) et les conditions aux

limites, nous obtenons :

4 [Lw(x,t)de + 52 [T w(e,t)de = 0,Vt >0, (3.1.11)
ainsi,
fol w(z, t)dr = <f01 wo(x)dar> e~k Wt > 0. (3.1.12)

Donc, si nous mettons :

@ (x,1) = w(z, t) — (fl wo(x)da:) e~shs it > 0,2 € [0,1], (3.1.13)

0

nous obtenons :
Jo w(x,t)dz = 0,Vt > 0. (3.1.14)

Il est clair que 'utilisation de I'inégalité de Poincaré pour u et w est justifiée. En outre,
(@, @, 0, w) satisfait les mémes équations et les données initiales de u et w dans le systéme
(3.1.1). Dans ce qui suit, nous allons travailler avec 4 et w, mais pour simplifier les

notations, nous écrivons u et w au lieu de u et w.

3.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous prouvons l’existence et 'unicité de la solution du probléme
(3.1.1)-(3.1.3), en utilisant la théorie des semi-groupes. Ainsi, si nous désignons U =
(u,v,p,1,0, w)T, ol v = uy et Y = ¢, alors le systeme (3.1.1)-(3.1.3) prend la forme :
Ut + AU - O, t> 07
U (.Z', 0) = UI (0> = (Uo, U1, Pos P15 907 wO)T ;
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3.2. Existence et unicité de la solution

ou l'opérateur A : D (A) C H — H est défini comme suit :

—v
K b X
Flss — 00+ 500
AU = ¥ : (3.2.1)

=0 b d
TP = JUa + S0+ Gy — 50

Lo, + 29 + B,

B2 g + B + B0, 4+ Lo,
tel que H est I'espace énergétique donné par :
= {H!(0,1) x L2(0,1) x H} (0,1) x L*(0,1) x L?(0,1) x L2(0,1)}
ou
12(0,1) = {goe £2(0,1): flo } H(0,1) = H (0,1) N L2 (0,1).
Nous équipons ’espace H avec le produit scalaire défini par :

<U, (7>H = pflvdr 4 [ ugiiedr + J [} dddr + b [ (0 + fiap) da 522
+& fol ppdr 4 a fol wwdx + 0 fol P, dr + cf01 00dx.

Remarque 3.2.1 Sous [’hypothése pé > b2, il est facile de voir que la relation (3.2.2)

définit un produit scalaire. Plus précisément, & partir de (2.1.2), nous avons :
(U U, = pfovide+J [} 2o+ p f) uptipde +de +b [ (up + dep) do
+& fol ppdr + « fol wwdx + fol wp,dr + cfol 00dz.
Maintenant, en utilisant le fait que p€ > b2, nous arrivons a :

2
1 1 1 1 1
(U, U)y > pfyv3da+J [y PPde+ a [y wide + 0 [ @*dz+ p <ux + l%ap) dz.
Ainsi, nous concluons que <U, U > définit un produit scalaire sur H et que la norme
H
associée |||, est équivalente a la norme habituelle.
Le domaine de A est donné par :

DA = {UeH, /ue H>(0,1)NH!(0,1), ve H!(0,1),
¢ € H*(0,1)N H{ (0,1),¢ € H3 (0,1),0 € Hi (0,1),
we HZ(0,1) N H}(0,1)},
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3.2. Existence et unicité de la solution

H?2(0,1) :={¥ e H*(0,1): ¥, (0) =¥, (1) =0}.

Il est clair que D (A) dense dans H. Maintenant, nous pouvons donner le résultat

d’existence et d’unicité qui est le suivant.

Théoréme 3.2.1 Soit (w, p,u,v,0, q)T € H. Pour toute donnée initiale Uy € H, il existe
une solution unique U € C' (R4, H) du probléme (3.1.1)-(3.1.3). De plus, si Uy € D (A),
alors

UcC@R.,DA))NC (R, H).

Preuve. Nous devons d’abord prouver que A est un opérateur monotone maximal.

Pour tout U € D (A), et en utilisant ’équation (3.2.2), nous obtenons :
(AU, U),, = ks [} w?dz + ky [, w?da > 0. (3.2.3)

Par conséquent, I'opérateur A est monotone. Maintenant, nous montrons que ['opérateur
(I+A) est surjectif. Pour tout k = (1), 7y, 73,4, 75 7s) € H, nous prouvons qu'’il existe
U e D (A) tel que :

(I+ AU =K. (3.2.4)

Le probléme (3.2.4) conduit & résoudre le systéme suivant :

;

u—v=mn, € H(0,1),

pU — [lyy — bip, + 0, = pny € L2(0,1),
p—=m5€H;(01),

JY — 00, + bug + Ep + dw, —mb = Jn, € L? (0,1),
cl + yv, + mi + kyw, = eny € L2(0,1),

(3.2.5)

Q1w — koWyy + k10, + dip, = ang € L2(0,1) a1 = a + 75.

\

L’insertion de v = u — 0y, ¥ = ¢ — 13 dans (3.2.5),,(3.2.5),,(3.2.5); et (3.2.5)4, nous

donne :
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3.2. Existence et unicité de la solution

pu — [y — bip, + 70, = hy € LZ(0,1),

— 8y + by + dw, —mb = hy € L*(0,1),
jizp — O 2 (0,1) (3.2.6)
b + yu, +mp + kyw, = hy € L*(0,1),

W — koWy, + k10, + dg&x =hy € Lz (0, 1) ,

ou
hy = P(nz + 771) ) hs = cng + 0y, + mns,
hy = J (03 +my), hs = ang + dns,,
py=J +&.

Pour résoudre le systéme (3.2.6), nous introduisons la formulation variationnelle suivante

B ((u7 @, ea w) s (ula P15 017 wl)) = g (ula P15 017 wl) ) (327>
ou
B =[H!(0,1) x H}(0,1) x L?(0,1) x L?(0,1)]* — R,
est la forme bilinéaire définie par :
B ((u> P, 07 U)) ) (ula P15 01, wl))
=p fol wurdz + fol UplydT + g fol opdr + 6 fol 0,014
+c fol 00,dx + o fol wwydx + 1y fol WyW1dr + 7y fol (ugbq + u10,) dx

+b fol (uzpy + pur,) dz + dfol (weipy + @ w1) dz
+1, fol (we01 + wi6,) dx +m fol (001 + p,0) da,

et
G :[H(0,1)x H}(0,1) x L2(0,1) x L2(0,1)]° — R,

est la forme linéaire donnée par :

g (Ul, @1, 91, wl) = fol hluldz + fol hg(pldiE + fol h3‘91d£€ + fol h4w1d:€ .
Soit V = {H}(0,1) x Hj (0,1) x L?(0,1) x L2(0,1)} équipé de la norme:

2 2 2 2 2 2 2 2
1w, 0,0, )y = Nully + llually + lellz + leallz + 101z + llwlly + [lwally,
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3.2. Existence et unicité de la solution

alors, nous pouvons facilement prouver que :
‘B <<u7 @, 97 U)) 9 (uh P15 017 wl))| Z MO ||<u7 2 97 U))H%/ ’

ol Mgz{p,é,c,a1711712}711:%(u_ b2> >0 et 12:%(u3—ﬁ> > 0.

p3 n
Ainsi, B est coercive. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

|B ((u7 (pvevw) ) (uhgplvel’wl))‘

< Gl @, 0, w)lly (s, @1, 01, w1y, G >0,

ce qui implique que B est continue. De méme, nous montrons que :

|g (u1’¢17617w1)| < CQ ||(u17@1a‘917w1)||v7 CQ > 0.

En appliquant le Théoréme de Lax-Milgram, nous déduisons que pour tout (uq, ¢y, 01, w;)
€ V, le probléme (3.2.7) admet une solution unique (u, ,0,w) € V, De plus, si nous
prenons : (p;,01,w;) = (0,0,0) € Hy (0,1) x L?(0,1) x L2(0,1), alors ’équation (3.2.7)

se réduit a :

p fol wurdr + p fol Uy dT + fol u0,dr + 0 fol YU dx

: (3.2.8)
= fO hluldx, Vu1 < Hi (O, 1)

En outre, 1’équation (3.2.8) est également vraie pour tout ¥ € C* ([0,1]) € H} (0,1). Par

conséquent, nous avons :
,ufol uVodr = fol (hy — pu — 0, + bp,) ¥,V € C* ([0,1]).
Ainsi, en utilisant I'intégration par parties, on obtient :
U, ()W (1) —u, (0)T(0)=0 VY¥eC(0,1]).

Donc,
uy (1) = u, (0) = 0.

En conséquence, nous obtenons :

we H2(0,1)N H! (0,1).
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3.2. Existence et unicité de la solution

Si nous choisissons (¢4, 01, w;) = (0,0,0) € Hg (0,1) x L?(0,1) x L2 (0,1) , dans I'équation
(3.2.7), on obtient :

[ fol ppdr + 0 fol O 01,4 + b fol Uzprda + dfol Weprdr —m fol Op,dx
= fol h2<p1d$7 v@l € Hi (07 1) y

c’est-a-dire :
5[01 gOachlxdl' = fol (h2 — M3 — buﬂ? - dwx + me) QOld.T,VgOl S H(% (07 1) : (329)
En constatant que :
hy — pge — bu, — dw, +mb € L?(0,1),
puis :
o€ H*(0,1)N H}(0,1),
et par conséquent, I’équation (3.2.9) prend la forme :

fol (ha + 0@, — 3 — buy — dw, +mb) ¢ de = 0,Yp, € Hj (0,1).
Ainsi, nous obtenons :
U3 — 0@, + buy + dw, —mb = hs.
Cela nous donne ’équation (3.2.1). De méme, nous pouvons montrer que :
0 e H}(0,1),we H?(0,1)N H!(0,1),

il existe donc U € D (A) tel que I'équation (3.2.4) est vraie. Par conséquent, 'opérateur
A est maximal.

Nous concluons donc que A est un opérateur monotone maximal. Ainsi, A est le
générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe de contractions sur ‘H . Par conséquent, le

résultat cité dans le Théoréme 3.2.1 est donné par le Théoréme de Hille-Yoshida. m
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3.3. Stabilité exponentielle

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous commencons par introduire certaines fonctionnelles et établir
quelques lemmes pour prouver le résultat de la stabilité exponentielle du systéme linéaire

poreux-élastique (3.1.1).

Lemme 3.3.1 Soit (u, ¢, 0, w) la solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors la fonction-

nelle d’énergie E, définie par :

E(t) =1 [ [pu? + Jg? + pu2 + o + aw? + 52 + £p? + 2bu, )] da, (3.3.1)
satisfait ’identité :

E'(t) = —ky [y wdz — ks [} wdz <0, ¥t >0, (3.3.2)

Preuve. En multipliant les équations du probléme (3.1.1) respectivement par uy,

@, 0, w, et on integre sur [0.1] :

(
) fol Ugtpdx — [ fol UpptydT — b fol 0 updr + fol 0, udx = 0,

J fol O dr — o fol Oppprdr + b fol Uy de 4+ € fol wpdr +d fol W, dr —m fol Op,dx =0,
c [y 0.0dx + [} ugfda +m [ p,0dx + k[, wbdz =0,
a fol wywdr — ky fol Wypwdr + ks fol wwdx + k; fol 0, wdx + dfol o wdr =0,

(3.3.3)
puis, en utilisant I'intégration par parties sur 'intervalle [0.1] avec les conditions aux

limites, nous obtenons :

(84 [Ludde+ 44 [Ludde — b [} g uide + [} budz =0,
S Jo erdr+ 55 [392dr +b [ uspde + 55 )z + d [y wopidz —m [ Oz = 0,
%% fol 0*dx — v fol uif.dz +m fol o 0dr + ky fol w,fdx = 0,

| S Jo wide+ ks [§wida + ks [) wide — by [} wifde — d [} wppde = 0.

(3.3.4)

Ainsi, la sommation des quatre équations du systéme (3.3.4) nous donne :

%% fol [puf + Jp? + pu? + cf® + aw? + 692 + E@* + QmbSO] dx
+ko fol widr + k3 fol w?dx = 0,
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si on note la fonctionnelle d’énergie par :

E(t) = % fol [puf + Jo? + pu? + ch? + aw? + 82 + Ep? + Qbuwgo] dz,

la dérivée de I’énergie sera donnée par :

LE(t) = —ky fol widx — k3 fol widzx.

Lemme 3.3.2 Soit (u, ¢, 0, w) la solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors la fonction-
nelle Iy, définie par :

L(t)=—p fol wudx, t >0, (3.3.5)
satisfait l’estimation :

!

L)< —p fol uldy + 2 fol uldx + o fol(gOQ + 60%)dx, (3.3.6)
pour tout t > 0.

Preuve. En dérivant la fonctionelle 17, et en utilisant la premiére équation du systéeme

(3.1.1), nous obtenons :
L{t)= —p fol uZdr — ,ofol ugudx

= —p fol uZdx — fol [tz + b, — 70, udz

= — fol uldr + p fol uldr + b fol U dr — 7y fol Oudz.
Une application de I'inégalité de Young donne le résultat souhaité. m

Lemme 3.3.3 Soit (u, ¢, 0, w) une solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors la fonc-

tionnelle I, définie par :

I2<t> - Jfol gOt(,DdI - % fol Ut (fox QO (y) dy) dl’, t 2 O) (337)

satisfait pour un certain €, > 0, l’estimation :

L(t) < —% fol ©2dw — iy fol Prdr + &, fol uldx + o fol widx

o 1 (3.3.8)
o Jy O+ (1+ L) [ phda, 20,

071#1:(5—%)-
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Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I, nous donne :

L(t) = Jfol pupdz + Jfol fde =2 [Fu (f3 o0 (y) dy) do
— 2 o e (J3 ¢ () dy) da.
Si on utilise I'intégration par parties, on trouve :
L(t)= =6 fol 2dx — ( - E) fol 2dx + Jfol 2dx + dfol wep,d
—t fo w (fy ¢ () dy) do + mfo Opdr — fol Oodz.
En rappelant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz’s, nous obtenons :
fo p2dr — (5 — %) fol P dx + & fol u?dr + ¢ fol w?dx
+co fo 0%dx + cq (1 + i) fol pid,

qui est exactement ’estimation donnée par (3.3.8) avec p; = (f — %) |

Lemme 3.3.4 Soit
I3(t) = %6 fol upp,dr + % fol Ugpyd — % fol ¢, 0dx, t >0, (3.3.9)

et soit (u, @, 0, w) solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors, nous avons pour tout

g9 > 0, l'estimation :

Ii(t) < —£ fol u2dr + &9 fol ©2dr + cqo fol Yidx + cg fol widz

+C—°f192da:+p—J<%—ﬁ>f dz, t> 0. (33.10)
= Jo b 0 Pratlt@T;

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle /3 donne :
1 1 1 1
I(t) = %5 o vup dr + %‘5 Jo wprdr + % Jo waprdx + ibﬁ Jy Uapyde
1 1
- JTJ Jo eubdx — % Jo eibida

!

L) = 8 [ [t + b, — 102 @udr + B [P, de + 2 [ ugpde
+ % fOl Uy [6()0232) - bu$ - 5%0 - dwx + me} d.T,' — % fol @tetd.x

Lt) = —p fo uldr + (5f0 ©2dr — L& fol pu,dr — & fol Wyl dr
+2 ( -8 — > [ oueda + (y + 2 [ Gu,da

+ 2 [ ofda + 2 [ Gweda — T [ 92 da
+ WZZJ fo pida + Wklj

fol Wy, da.
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Ainsi, par 'application de I'inégalité de Young, nous aurons :

fo pu dr < & fo udx + co fo iz,
e < 8 [ude + e [} ulde,
(v+ £2) fol Ougpdr < & fol udz + co fol 0%dz,
De méme, nous avons :
% fol phdxr < ey fol prdr 4 & fol 6%dzx,

¥ fol Ow.dr < co <f01 widz + cq fol 92dx) .
Finalement,
vli fo wepdr < ¢ fo ©2dx + cg fo w2dz,

en combinant les estimations ci-dessus, on obtient le résultat désiré. m

Lemme 3.3.5 Soit (u, ¢, 8, w) la solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors la fonction-

nelle 1, définie par :

= ca fo (fy w(y)dy) bdz, t > 0, (3.3.11)
satisfait pour un certain €3 > 0, l’estimation :

I(t) < -k fo 0%dx + 3 fo udx + cg fo widx

, (3.3.12)
—l—co( +5) fo w dx—dcfo Op,dz, t > 0.
Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I, nous donne :
I3(t) = cks Jy 0 (Jy wyy (v) dy) dz — ks [3 0 (J; w (y) dy) da
— ch fol (Jo 0y (y) dy) dx — de fo (o ‘pty y) dy) dz
—ay fo (Jo w(y) dy) updr — am fo (Jo w(y) dy) prdx
—aky fy (J3 w () dy) wedz,
en intégrant par parties, et en utilisant la condition fol wdx = 0, on obtient :
I(t) = —kuc [, 0*dx — aky [ widz + kc [ w,0dx
—de fol Op,dx — ksc fol (fo dy) dxr + ary fo wwdx (3.3.13)

—am fo (fo dy) pyd.
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Par I'application de les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, nous aurons :
koc fol w,ldr < ¢ fol widx + ’% fol 0%dz

—kse [0 (fw (y) dy) do < ¢y [, widz + B [16%dx

et aussi,

ary fol wwdr < e fol uZdx + 2 fol widzx

—am [5 (Jy w (y) dy) ez < e3 [y phde + 2 [Jwde

En remplagant les estimations précédentes dans (3.3.13), on trouve le résultat souhaiteé.

Lemme 3.3.6 Soit (u, ¢, 0, w) solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors la fonction-

nelle Is, définie par :

=Ja fO (fO dy) SOtd:E + ‘]kl fO HSOdﬂj + kal fo

(3.3.14)
= 7‘10—]“ fo up,dr, t >0,

satisfait pour un certain 4 > 0, l’estimation :

L) < =% [1 Q2de + ey [} ulde + &4 [} 0%dx + &4 [} p2da
+e4 fo ©*dx + co ( + 5) fo w?dx (3.3.15)
+ ¢o (1 + i) [ wide + 220 [y o de, t > 0.

Preuve. Dérivons la fonctionnelle I5 :

I. 5(t) = Ja fo (fo wy ( dy) o dr + Ja fo (fo dy) pdx
+ Tk [y Opda + Tky [ Op,da + ™[4 o ode
- ’)/Jck1 fOl Uﬁ&mdl’ - ’YJckl fol UgOtl,d(L’,

en utilisant la deuxiéme, la troisiéme et la quatriéme équation du systéme (3.1.1), nous

obtenons :

L(t) = Jks [y wepyde — ks J [ ([ wdy) oudx — Jky [y Opde
+Jd [ x4 oy fo (J5 wdy) @, ,dx
—ab [y (Jy wdy) usdz — o [y (f; wdy) pdx
~da [} (J3 wdy) wedz + am [ ([ wdy) Odz
+ Jky fol O da + 12 fol wupp,dr — JTk% fol wypdx.
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Par une simple intégration par parties, nous trouvons :

!

I(t) = —dJ [, p¥dw + Jks [ wepdr — ksJ [y (f5 wdy) ¢,dx
+7{;k1 fol g, dr — ad fol we,dr + do fol widx

—ab fol (fox wdy) updr — aé fol (fow wdy) pdx
—JTk% fol wepdr + am fol (fox wdy) Odzx.

(3.3.16)

Gréace a l'inégalité de Young et & l'inégalité de Cauchy-Schwarz’s, et pour un certain

€3 > 0, nous avons :
1 dJ 1, 2 L2
J ks fo W dr < Tfo widr + ¢ fo widr

_k?"]fol (fox wdy) pdr < %J fol pidr + co fol wdz
ad fol wp,dr < &3 fol prdr + @ fol widzx

aussi,
ab [ (fy wdy) ugde < e5 [ ulde + @ [ widz
al fy (Jy wdy) pdz < 2 [ @*de + 2 [ w?dz
— 2 [Nwppde < 5 [} e+ @ [ wida
am [ (fy wdy) 0dz < e5 [} 0%dz + @ [ wida.

En sommant les estimations précédentes dans (3.3.16), on obtient le résultat désiré. m

Lemme 3.3.7 Soit (u, ¢, 0, w) solution du systéme (3.1.1)-(3.1.3). Alors la fonction-

nelle Ig, définie par :

Ig(t) = 3 [y p3dz + 5 [y Q2w+ 5[5 p?da, t > 0, (3.3.17)
satisfait pour 61 > 0, l’estimation :

Is(t) < 6, fol pidr + 2 fol widr +m fol p,0dx

. (3.3.18)
—b [, upp,dz, t>0.
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Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I et U'intégration par parties sur [0, 1],

conduisent a :

Ig(t Jfo Puprdr + 5f0 Opprdr + & fo ppdr
= [y 100, — buy — &p — dwy + mb] pyda + 6 [y 0,007 + € [ ppyda
=-b fol Uy dr +m fol o, 0dx — dfol Wy, dx

Le résultat souhaité s’en déduit d’apres I'utilisation de I'inégalité de Young :

—d fol wepdr < 6y fol prdr + 5 fol widz.

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le résultat principal de cette partie.

D’abord, nous introduisons la fonctionnelle de Lyapunov :

F(t) = NE(t) + L(t) + NyIy(t) + NyIs(t) + Ny I(t)

(3.3.19)
5(t) + N3lg(t).

Théoréme 3.3.1 Soit (u, p, 0, w) la solution du probléme défini par le systéeme (3.1.1)-
(3.1.3). St les coefficients du systéme (3.1.1) satisfait la condition (3.1.4), alors (u, ¢, 0, w)
décroit exponentiellement, i.e., il existe deuxr constantes positives [3;et [, indépendantes

de telle sorte que :

E(t) < 8,E(0)e %t vt > 0. (3.3.20)

Preuve. En différenciant I’équation (3.3.19), puis en rappelant les estimations (3.3.2),

(3.3.6), (3.3.8), (3.3.10), (3.3.12), (3.3.15) et (3.3.18), on trouve :

_ YTk

— :]ng—CONI_%CON?’ (1+§) _WbﬁON < )] fo

—[p— a1y — £ Nozs] fy wide — |y Ny = sheeaNs = CO] fﬂ oo

— -gNl — 9Ny — ﬁ&d\%] fol prdr — [MN? > vJ’f } fo uzdz
- '2%; N3 + Nico <1 T %) — N2 = 51N3] Jy wida

— klcmNg - C()Nl - z_gNQ €4N3 C():| fol Qle’

F/(t) S — _k’gN — CON2 — dmCCONS becg N <1 + i) N3:| f 2d$

2dc

’YJkl

(3.3.21)
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3.3. Stabilité exponentielle

Pour e3 = ﬁ, €4 = N% et 0; = FO nous obtenons :
< —Cu, fol dex — Cuw fol wdzr — Coy fol gotzdx — Cuy fol uidx (3 3 22)
—Cyp, fo gpzdx Cop fol pAdr — Cu, fol ufdx — ¢y fol 92dx,Vt >0,
ol

Cu, = kaN — coNo — 5tegNg — 252 N3 (1 + N3) — N3,
Cw :k'gN—CoNl — %C()Ng (1—|—N3) bCCO Ng (].—i—Ng),

Cp, = 2‘?:)]: N3 + N100 (1 + i) - CoN2 — Co,

kim
co = 35 N3 — coN1 — 22 Na — co,

Cp, = §N1 — &3N3 — ¢y,

Co = N1 — co
Cut :E_€1N17
Cuy = 5 N2 ———co

A ce point, nous imposons les restrictions suivantes sur les coefficients. D’abord, nous
choisissons :

_pP_
e < TNy’

et, nous prenons €5 assez petit tel que :

0Ny
4Ny

g <
Ensuite, nous sélectionnons N; suffisamment grand tel que :

gNl —co > 0.

N, assez grand tel que :

3
%N2—§—00>0,

et

2vk1

dbe N3 + Nicg (1 + i) — cgNgy — ¢ > 0,
MM N3 — coNy — 2Ny — ¢ > 0.

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que :

]{,’QN — cgNy — %CoNg — 53?1 N3 (1 + Ng) — 60N32 > 0,
ksN — coNy — tcoN3 (14 N3) — 252 N3 (1 + N3) > 0.
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3.3. Stabilité exponentielle

Par conséquent, (3.3.21) prend la forme :

F'(t)

IA

—er [ 2+ @ 4 02+ w0 + (up + @) + 2] do
< —CQE(t)7

(3.3.23)

pour certaines constantes positives ciet cs.

En combinant (3.3.23) et le coté droit de la relation (2.3.8), nous concluons que :
F'(t) < =By F(t), Vt >0, (3.3.24)

pour une certaine constante 3, = 2—22 positive.

Ensuite, par une simple intégration de (3.3.24), nous obtenons :
F(t) < F(0)e P2t vt >0 . (3.3.25)
On utilise une deuxiéme fois I’équivalence de E ~ F, on trouve :
E(t) < CE(0)e 2!, WVt > 0.

D’ou le résultat désiré. m
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CHAPITRE

Etude de la stabilité
générale d’un systéme
thermoélastique de

Bresse de type III.

4.1 Position du probléme

Dans le domaine de la physique, le systéme de Bresse est également connu sous le nom
du probleme de l'arc circulaire qui décrit les vibrations d’une poutre plane et cisaillable

de type Bresse [27]. Ce systéme est composé de trois équations d’onde données par :

plgptt ((E,t) = ro (ilf,t) + ZN ((E,t) + Fl (l’,t) )
Pty (x,t) = M, (z,t) — Q (z,t) + Fy (x,t), (4.1.1)
prwie (z,6) = Ny (z,t) — 1Q (x,t) + F3 (2,1),

ou F; : (0,L) x (0,400) — R,7 = 1...3 désignent les forces extérieures qui jouent le
role de controle dans le systéme. M est la force de cisaillement, () signifie le moment de
flexion et N représente la force axiale. Les fonctions w, ¢, 1) sont respectivement définies

le déplacement longitudinal, vertical et d’angle de cisaillement. Les équations des lois
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4.1. Position du probléme

constitutives correspondantes sont les suivantes :

M (C(],t) = by, (I7t)7
Q(x,t) =k (o, + ¥ +w) (x,1), (4.1.2)
N (z,t) = ko (wz — L) (x,t) .

Ici,

pL = pA, py=pA, k=KGA, ky=FA b=Fletl=R", (4.1.3)

telle que p est la densité du matériau, E représente le module d’élasticité, G est le
module de cisaillement, k&’ désigne le facteur de cisaillement, et A, I, R sont respectivement
la surface de la section transversale, le deuxiéme moment de la surface de la section
transversale et le rayon de courbure.

Au cours des années récentes, la stabilité du systéme de Bresse avec et sans termes
mémoires a été étudiée par de nombreux chercheurs. Nous pouvons résumer certains
résultats comme suit, en présence d’une dissipation de friction agissant par exemple sur
I’angle de cisaillement, le semi groupe est exponentiellement stable si et seulement si les
vitesses des ondes mécaniques sont égales :

k_0 et k= ko. (4.1.4)
P1 P2

Plus précisément, dans [32] les auteurs ont étudié un systéme de Bresse avec une dissi-

pation faible et ils ont montré que la stabilité du semi groupe n’est atteinte que lorsque

(ﬁ = p—b2 et k # k:o>. Mais, si k = kg alors le semi groupe perd la stabilité.

Fatori et Munoz Rivera [31] ont considéré le systéme de Bresse couplé avec I’équation

de la chaleur :

(

P10y — k(p, + ¢ + lw), — kol(w, — lp) =0, dans (0,1) x Ry,
Poy — b, + k(p, + U +lw) + 70, =0, dans (0,1) x Ry,
p1wie — ko(wae — 19)s + kl(@, + 1 + lw) = 0,dans (0,1)

\ 0y — k10 +mip,, =0 dans (0,1) x R,.

(4.1.5)
X RJr?

IIs ont montré que le systéme n’est pas stable d’'une maniére exponentielle mais qu’il
existe une stabilité polynomiale qui dépend de la propagation d’onde et de la régularité

des données initiales.
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Dans [1], Keddi, Apalara et Messaoudi ont étudié la stabilité asymptotique du systéme
de Bresse, ot la conduction thermal est donnée par la loi de Cattaneo dans le déplacement
de 'angle de cisaillement :

)
p1py — k(o + 1 + lw), — kol(w, — lp) = 0,dans (0,1) x R,

)
P2y — bpyy + k(@ + 1 +1w) + 90, =0, dans (0,1) x Ry,

prwi — ko(we — @), + kl(p, + ¥ + lw) = 0,dans (0,1) x Ry, (4.1.6)
p3b + Gz + P4 = 0, dans (0,1) x Ry,
Tq + Bq+ 0, =0, dans (0,1) x R,.

\

Ils ont établi que la stabilité exponentielle et polynomiale basée sur les parametres suivants

_ (1 _Thes (P P2 2T _
§_<1 pl)(k b) et k=ko. (4.1.7)

Le systéme de Bresse est plus général que le systéme bien connu de Timoshenko ot le
déplacement longitudinal w n’est pas pris en compte (I = 0). Récemment, de nombreuses
publications sont parues s’intéressant au comportement des solutions pour les systémes
thermoélastiques de type Timoshenko. En conséquence, différents types d’amortissement
(thermique ou mécanique) ont été utilisés. Voir par exemple [26]. Comme indiqué dans

[2], Djebabla et Tatar ont étudié le systéme de Timochenko de type III suivant :

P10u — k(o +¥)s =0, dans (0,1)xR,,
P2y — Wby + k(D + ) + 70, =0, dans (0,1)xR., (4.1.8)
p39tt - leﬂ?ﬂ? + 6 fotg(t - S)QdeS + ’thm = 0, dans (O, 1)XR+.

L’étude des auteurs montre que la stabilité exponentielle du systéme se produit mais

seulement lorsque les coefficients du modeéle satisfont aux conditions suivantes :

kf 2 1 ( )

Dans ce chapitre, nous étudierons le systéme de Bresse avec une dissipation viscoélas-

tique appliquée aux effets thermiques. Ce type de systémes peut étre déduit par une
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modification du troisiéme type de thermoélasticité. Ainsi, notre systéme prend la forme

suivante :

p

p1ow —k (o, + ¥+ 1lw), — kol (we —lp) =0, dans (0,1) x Ry,

Pty — b + K (p, + 9 +lw) + 0, =0, dans (0,1) x Ry, (4.1.10)
prwn — ko (W — @), + kl (@, +1¢ +1w) =0, dans (0,1) x Ry,
L p39tt - /ﬁ:exx + 5(9 * exg;) + 7¢t$ - O, daHS (0, 1) X R+
Le systéme (4.1.10) est complété par les conditions aux limites :
v(0,t) = ¢(1,1)=0(0,1) =60(1,1) =0,
Y, (0,t) = ¢, (1,t) =0=w(0,t) = w, (1,£) = 0. (4.1.11)
et les données initiales :
(@, 00) (1) = (0, 1) () , (0, 90) (x) = (o, ) ()
(w,we) () = (wo,w1) (z), (0,0;)(x) = (09,61) (2). (4.1.12)

Nous notons que le systéme (4.1.8) peut étre considéré comme un cas particulier du
systéme présenté dans ce chapitre. De notre point de vue, I'apparence d’une condition
suffisante (4.1.9) qui controle le comportement des solutions en termes de stabilité expo-
nentielle pour le systéme de Timoshenko est extrémement importante lorsqu’elle apparait
comme une condition suffisante de la stabilité dans notre modele étudié.

Ensuite, nous présenterons certains espaces fonctionnels et hypotheses utilisés dans la

suite de ce chapitre.

4.2 Notions de base

Dans ce chapitre, nous utilisons I’espace standard de Lebesgue L? (0, 1) et espace de
Sobolev H; (0, 1) avec leurs produits scalaires habituels.

Définissons ’espace H par :

H = [H} (0,1) x H! (0,1) x L?(0,1) x L?(0,1)]*, (4.2.1)
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ou H(0,1) = H'(0,1) N L2 (0, 1) tel que :
* b b * ) q

Lf(o,l):{feLQ(O,l)//Olfdm:O}.

Nous dénotons par * la convolution habituelle :

ngéngﬁ@@

et aussi nous définissons les opérateurs binaires ¢ et o respectivement par :

QOf—Ag&—QU@—f@N&

t
goi = [ gt (10 - ()’ ds
0
Pour simplifier les calculs, nous sommes obligés d’annoncer ces deux Lemmes qui sont

utilisables dans les sections suivantes.

Lemme 4.2.1 Pour toute fonction g € C* (R) et toute f € H* (0,1), nous avons :

ld

1 1 t
0+ D= —pa1P+ 350 f = g5 {oor = [ atrarisi}.

Lemme 4.2.2 Pour toute fonction g € C' (R) et toute f € L*(0,1), nous avons :

(gof)* < </Otg(7)d7) gof.

Or, la fonction de relaxation g satisfait les deux hypotheses suivantes :

H1:g:R, — R, est une fonction différenciable satisfait :
g(0) >0,k — 5/000 g(s)ds =k —g=A\>0. (4.2.2)
H2 : 1l existe une fonction différenciable non croissante h : R, — R, qui satisfait :
g (t) < —h(t)g(t), Vt=>0, (4.2.3)

et
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4.3 Existence de la solution
Notre premier résultat dans cette section est donné par le Théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1 Pour tout (py, py, Vo, ¥y, wo,w1,00,601) € H et T > 0, il existe une
solution unique faible (@,v,w,0) du probléme (4.1.10) — (4.1.12) sur [0,T], de telle sorte

que :

€ C([0, 7], Hy(0,1)) nC*([0,T]; L* (0, 1)),
(

) ) L

(b,w) € C([0,T], H:(0,1)) n C*([0,T], L*(0, 1)),

) € L*([0,T], Hy(0,1)) N L*((0,T) x (0,1)),
) ) )-

) % (0,1)
c L*([0,7T],HL(0,1)) N L3((0,T) x (0,1)

La preuve de ce Théoréme est basée sur la construction d’une suite qui converge vers
une solution du probléme (4.1.10) — (4.1.12).

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes : Tout d’abord, nous construisons une
approximation Faedo-Galerkin, puis grace a des estimations a priori, nous cherchons a

prouver que t,, = T pour n € N. Enfin, nous passons a la limite. m
e Etape 01 : Faedo-Galerkin approximations.

Nous construisons des approximations de la solution (¢, 9, w, 8) par la méthode Faedo-
Galerkin comme suit, voir [28], [37]. Pour chaque n > 1, soit W,, = {01, ,0,} une base
de I’espace de Hilbert H}(0,1) N H}(0,1).

Nous choisissons deux suites (f, ¥, wd, 0y) et (¢F, 7, wt, 07) dans W, telle que :

oy — p, fortement dans H;(0,1),
o} — ¢, fortement dans L* (0, 1),
Yo — 1, fortement dans H}(0,1)
" — 1), fortement dans L? (0,1)
wh — wp fortement dans H} (0, 1),
(0,1)

W' — w; fortement dans L?
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0y — 0 fortement dansH;(0,1),

07 — 0, fortement dans L*(0,1).

Maintenant, nous définissons les approximations suivantes :

j n

(™", W™, 0") ( Z o1; (1), 03, (1), ¢5, (1), 04 ; (1)oj (),
o (", ", w" 0") est le probléeme de Cauchy de dimension finie donné par :

)
01 fol orode + k fol (@2 + " + ") 0,dx — kol fol (Wi —lg™) ojdx =0,
Py Jo Wnosdr +b [ Yo sde + k[ (98 + " 4 1w oydx — v [ 0ros.dr = 0,

01 fol wpojdr + ko fol (Wi —1lp™) ojpdr + Kkl fol (P + " +lw") ojdx = 0,

| P fol 00 :dx + Hfol 070 .dx — 3 fol (g% 07) 0jdr — fyfol V,0j.dz = 0.

(4.3.1)
Avec les conditions initiales suivantes :
(90”(0)7 ¢n<0)7 wn(0)7 9n<0)) = (9087 ¢g7 wg, 08)
(¢7(0),47(0),wi(0),07(0)) = (o7, ¥7,wi,07). (4.3.2)

Selon la théorie standard des équations différentielles ordinaires, le probléme de dimension
finie (4.3.1) — (4.3.2) a une solution (¢y ;(t), ¢y ;(t), ¢3 ;(t), y ;(t))j=1,..n définie sur [0,1,].

Ensuite, les estimations a priori qui suivent impliquent qu’en fait ¢, = T.
e Etape 02 : Estimation de ’énergie.

En multipliant dans L? les équations du systeme (4.3.1) par ((¢7,)', (¢5,), (¢5,), (¢4 ,))

respectivement, puis en utilisant l'intégration par parties, les données initiales, les condi-
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4.3. Existence de la solution

tions aux limites et le Lemme 4.2.1, on obtient 1’égalité suivante :
' 2 2 2 2
n n n n n\2
| Lo a0 oo 0% )7y (017 2] i
0

1
+/ {ko(wﬁ—lgo) + k(o + " +1w™) (m—ﬁ/ ) ]dx
0
B 1 . 5 1 t ) .
g [ L
+§/o g(T)dT/O (07) dxds (4.3.3)

1
_ / (o1 ()2 + py ()2 + py (W) + py (622 + b(t)?] dx
1
- / (Ko (wh, — 108)? + Kk (0 + 0 + lwi)® + £ (0,)°] dz
0

pour chaque n > 1.

Ainsi, I’égalité précédente prend la forme suivante :

LB / / ) dads — g /0 1 ( /0 t g o egds> dx = £™(0), (4.3.4)

() = / (1 (97)% + pa (U + py (W) + py (OF)% + b(47)?] dx
+ /1 [ko (Wl — 1" )+ k(@ 4+ + lw")Q} dx (4.3.5)

/(K—B/ dT) (") dm+6/ (g0 0") da.

D’apres les hypotheéses sur la fonction ¢, nous déduisons :
e (t) < &£(0). (4.3.6)

Puisque les suites (SD(T)L)NENv (@?)neNa (,lvbg)nENv (@ZJ?)HENa (wq[})neNa (w?)nENa (Qg)nEN et (0711)7161\17
convergent et en utilisant ’hypothése précédente, on peut trouver une constante positive

c indépendante de n telle que :

() < c. (4.3.7)
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4.3. Existence de la solution

Par conséquent, la derniére estimation (4.3.7) ainsi que 1’égalité (4.3.5) nous donnent :

() ey est limitée dans L([0, T1; Hy(0,1)),

(©1),en st limitée dans L=([0, T; L*(0,1)),

(¥8)nen est limitée dans L>([0,T7; H,(0,1)),

(V") nen est limitée dans L>([0, T); L2(0,1)), (4.3.8)
(Wi)nen est limitée dans L>([0,T; H(0,1)),

(W)nen est limitée dans L>°([0,T7]; L2(0, 1)),

(07 nen est limitée dans L>([0, T; Hy (0, 1)),

(07)pen est limitée dans L°°([0, T; L*(0, 1)).

En conséquence, nous pouvons conclure que :

©" — ¢ faible dans L>([0,T]; Hy(0,1)),
o — ¢, faible dans L>([0,T]; L*(0,1)),
Y" — ) faible dans L>(]0,T]; H(0,1)),

) (4.3.9)

(

(

(
Y — 1, faible dans L>°([0,T]; L2(0,1)
w" — w faible dans L*([0,T]; H}(0,1)),
(

Y

);
07 — 0, faible dans L>([0,77]; L*(0,1)).

wl — w; faible dans L>([0, T]; L2(0, 1))
1)

0" — @ faible dans L>([0, T]; Hi(0,

Ainsi, a partir du systéme (4.3.1) et du Théoréme de Aubin-Lions, on peut passer a

la limite dans le systéme (4.3.1) avec les conditions initiales (4.3.2).
e Etape 03 : Le processus de la limite.

Premiérement, nous montrons que (¢™, 9", w™, ") est une suite de Cauchy. Pour cela,
prenons (¢, Y™, w™, 0™) et (", Y™, W™, 0") avec m > n, et notons par U™ la différence

de Cauchy. Ensuite, nous pouvons réécrire la suite (¢", ", w™, ") comme :

Jj=n

(" ", W™, 0") ( Z ¢1g ¢23 t) 7¢g,j (t) ,d)ff,j (t)oj (x),

Jj=1
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4.3. Existence de la solution

ou

¢1; (t) =y, (1) = @5, (1) = ¢y ; (t) =0 forn < j<m.
A partir de la linéarité du probléme, nous pouvons utiliser le méme raisonnement ci-dessus
pour obtenir :

e(t, (", ", W™, 0™)) < (0, (™, 9™, W™, 0™)),

qui convergent fortement vers zéro, alors (¢", ", w™, 6") est une suite de Cauchy.

D’autre part, de (4.3.2), nous déduisons que :

(¢8),en st limitée dans L*([0,T7; Hy(0,1)),

(@) nen st limitée dans L*([0,T7; L*(0,1)),

(Vi) nen est limitée dans L2([0,T]; H1(0,1)),

(Y] )nen est limitée dans L*([0,77]; L2(0,1)), (4.3.10)
(Wi)nen est limitée dans L*([0, T; H1(0, 1)),

(W] )nen est limitée dans L*([0, T); L2(0, 1)),

(00)nen est limitée dans L2([0, T; Hy (0, 1)),

(07)nen est limitée dans L*([0,T]; L*(0,1)).

Par conséquent, (¢5)nen, (#1)nen, (¥0)nen, (V1 )nen, (W5 )nen, (W )nen, (05 )nen et (07 )nen
sont limitées dans H' ([0, 7], H' (0,1)).
Comme I'ensemble H' ([0,T], H* (0,1)) — L*([0,T],L?(0,1)) est compact, alors les

sous-suites (4 )uctr, (¢t (Ut (U4 ey (W) et ()ucns, (08) e, (04) ey satis-

font aux limites suivantes :

©" — ¢ fortement dans L*([0,T7]; L?
SOf — ¢, fortement dans L2 [O,T]; 12

Y* — ) fortement dans L*([0, T)]; L?

( (0,1)
( (0,1)
( (0,1)
Y — 4, fortement dans L*([0,T]; L*(0,1)
w' — w fortement dans L%([0,T]; L*(0,1)

( (0,1)

w! — w; fortement dans L*([0,T]; L*
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4.4. Stabilité générale

0 — @ fortement dans L*([0,7]; L*(0,1)),

0y — 0, fortement dans L*([0,T]; L*(0,1)).

L’unicité est évidente en appliquant les méthodes standards et I'inégalité de Gronwall.

4.4 Stabilité générale

Dans cette section, nous indiquons et prouvons notre résultat de stabilité pour la fonc-

tionnelle d’énergie définie par :
1
E(t) = 5/ {P167 + po V7 + 1 W} + p3b; + k (0, + ¢ + lw)?
0
t
tko (we — lp)* 4+ b2 + </€ — ﬁ/ g(T)d7'> 92} dx (4.4.1)
0

5 1
+§ /o (gob,)d.

Lemme 4.4.1 Soit (¢, 9, w,0) une solution du probléme donné par le systéeme (4.1.10) —

(4.1.12). Alors la fonctionnelle d’énergie satisfait l’égalité :

d 1 1
%E(t) = —gg(t)/o 0% dx + g/o (¢’ 0b,)dx <0, t>0. (4.4.2)

Preuve. Au début, on multiplie les équations du systéme (4.1.10) par ¢,, 1, w; et 6,
respectivement, puis nous intégrons sur [0.1] :

(
P1 f()l ouprdr — k fol (0, + 1+ lw)x pdr — fol kol (wz — lp) p,dx = 0,

Py Jo Yutbydr — b [t de + & [ (0, + 9 + lw) dydx + 7 [} Orthydz = 0,
P1 fol wywdr — ko fol (e — l@)x widr + ki fol (¢r + ¥+ lw) widr = 0,
ps [ 0ubide — K [ 0,0,da + B [ (g % 000)0rda + 7 [ P 0,da = 0,
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4.4. Stabilité générale

en utilisant 'intégration par parties sur l'intervalle [0.1], nous obtenons
.

b w|,_.

4 S2dr + k[ (g, + 0+ W) grdr — [ kol (we — 1) ydz = 0,

Lo d [y2dy + 84 [Hpde + k [ (o, + 0+ lw) yde — v [ Otpyede =0

d — 1) wipdw + ki fo 0, + U+ lw)wde = 0,

(4.4.3)
—fO wtd:n+kof0 Wy
[ 02de + k [} 02dx + B [ (g * 0.0)0idx + 7 [} 0y, 0rdz = 0.

P1
2 dt
Pz d
2 dt

\

Ainsi, la sommation des quatre équations du systéme (4.4.3) nous donne

AL UL 0103 4 py D2 4 py wE + p3b7 4+ K (9, + 0 + Tw)”

ko (e —19)” + by + (k= 8 [y g(r)dr ) 62} da
+2 [ (g0, dr + Bg(t) [} 02 da— 5 [} (¢ 0 6,)da =0,

si on note :

B(t) =3 [T {p1p? + py 07 + py w? + ps62 + k (0, + b + lw)?

ko (we — 1p)? + b2 +<ﬁ—6f0 d7>92}da:
+5 [ (go8,)dr,

la dérivée de I’énergie sera donnée par :

Aty =—Bg(t) [102de+5 [ (g 00,)da.

Dans ce qui suit, nous allons travailler avec ¢ > 0 qui représente une constante

générique qui dépend uniquement des quantités structurelles du probleme

Théoréme 4.4.1 Soit (¢, 1), w,0) la solution du probléme défini par le systéme (4.1.10)

(4.1.12), supposons que les coefficients du systéme vérifient la condition

_ bp,

kps
2y =k — 8 etk = k. 4.4.4
L 1% R Py € 0 ( )

Alors, pour tout ty > 0 il existe deux constantes positives &, et &, telles que

E(t) < e i "OE > 1, (4.4.5)
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4.4. Stabilité générale

En utilisant la méthode des multiplicateurs pour atteindre notre objectif. Et pour cela,

nous avons besoin des lemmes constitutifs suivants. Premiérement, nous introduisons le

multiplicateur y donné par :

et soit la fonctionnelle :
1

1
() - —pl/ Xpdr + py Wtdx+7/ O.)dx
0

—%y //0 y)dydx + p,l / / wy ( y)dydx
—pyl? / / ¥, () x(y)dyd.

Nous avons donc le lemme suivant.

Lemme 4.4.2 La fonctionnelle 71 ainsi que la solution du systéeme (4.1.10) —

satisfait pour tout €1 > 0, 'estimation :

1 1 1
T() < —b(1—13) | idr+e / widz + & / 02 dx
0 0 0

o 1
—l——/ Yidr + 61/ pidx.
€1 Jo 0

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.1.12),

(4.4.8)

Preuve. En prenant la dérivée de la fonctionnelle 7, en utilisant I'intégration par

parties et le multiplicateur y, alors on obtient :

1

1 1
T@) = p / thotdx—i-k‘/ X(p, + U+ lw), dx—l—kol/ X(wz — lp)dx

/wtdx—b/ Ve — k /wwx+w+lw)dx— /19m¢da¢

/ Outhd + / Oobde — A / / re(2)x () dyd

—7l2/ / 0.(x)x, (y) dydzx + kol // we — lp)z(2)x (v) dydz

2 [ [ orv <>dydm+p1//wt . (9) dd
b2 / 1 / ()X () dyd + K / / (60 + 0 + 1) (@) (y) dydls

wot [ [ butarcave =t [ [ oo v
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4.4. Stabilité générale

Apres avoir simplifié, nous obtenons :

1 1
T(t) = —b/ 1Z)dx+,02/ ¢td$+p1/ thatdx+7/ 0,9, dx

—vlz/ / 0.(2)x; (y dyd&r+p1//wt )X, (y) dyda
+M/%w:%//m;mwm

Maintenant, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Young, nous obtenons

I'estimation (4.4.8). m

Lemme 4.4.3 Soit (¢, v,w,0) la solution du probléme défini par le systéme (4.1.10) —
(4.1.12). Alors la fonctionnelle :

1 1
L(t) = p3/ 0,0dx + ’y/ 0, dx, (4.4.9)
0 0
satisfait pour €4,01 > 0 , l’estimation :

It < <m—5/ 7)dr —§ )/Oleidm+ez/olwidx

+2 920[:16 + = g o0 dz. (4.4.10)
9 0 51

Preuve. En différenciant I;, et en I'intégrant par parties, nous obtenons :
1 1 1 1
I (t) = P3/ 0?dx+p3/ Gttedx—l—v/ 9t¢xdx+7/ 0V, dx
0 0 0 0

1 1
0 0

1 1
iy [ty [ bue
01 10 1 1
= —m/ Gida:—l—p:),/ Hfda:—|—7/ Gthdm—i—ﬁ/ 0, (g*0,)dx
‘ t N 1 ° 1 ° 1
= (n—ﬁ/ﬁg(ﬂcﬁ)/o 93dm+p3/0 Qfder’y/O 0, dx

1
—/ 0. (go0,)d.
0

Maintenant, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient directement

I'estimation (4.4.10). m

59



4.4. Stabilité générale

Lemme 4.4.4 Soit (¢,1,w,0) la solution du systéme (4.1.10) — (4.1.12). Alors, la fonc-

tionnnelle :
1
t):= —,03/ 0; (go0)dz, (4.4.11)
0

satisfait pour tout 3,09 > 0 , [’estimation suivante :

t 1 1
L < - (p3 / g (7)dr — 52> / 62 + 4 / 02da
0 0 0
1 e [l e [
83/ Yrdr + —/ gobedr — — [ g of.dx. (4.4.12)
0 €3 Jo d2 Jo
Preuve. En différenciant 5 et en I'intégrant par parties, nous obtenons :

Lt = — /Qt(goﬁ) dl‘—i—/{/o Qx(goﬁx)da:—ﬂ/o (g%0;)(go0,)dr

—v/ U (g00,)dr

- _p3/ dT/O 92d$+l€/ 0. (goex)d:v—ﬁ/Ol(g*ez)(gwx)dfc
—7/ v, (go0, dx—pg/ 0: (g ©0)dx.

La relation (4.4.12) est établie, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré. m

Lemme 4.4.5 Soit
1 x
BO=ppy [ [ 0@ 0wy (4.4.13)
0 0

et soit (o, ¥, w,0) la solution du systéme (4.1.10) — (4.1.12). Alors, nous avons pour tout

g4 > 0, Uestimation :

/ ’sz e
I(t) < wtdx+€4 w dr + — 0;dx

54 0

1 1
+e4 / (g + 9+ lw)2 dx + c/ 02dx + c/ gob.dr.  (4.4.14)
0 0 0
Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I3 nous donne :
1 1 1 1
Ii(t) = _7P2/ Yide + ’Y/)3/ 0;dx — P3b/ 0vp,da + /)2/“3/ 0.0, dx
0 0 0 0
1 1 x
08 [ wlg0do— ko, [ [ (ot 0+ 1) @U5)dyde
0 o Jo

L’inégalité (4.4.14) apparait en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré. m
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4.4. Stabilité générale

Lemme 4.4.6 Pour tout 5 > 0, la fonctionnelle 1, définie par :
1 1
Iy (t) == —pl/ ppdr — ,01/ wwdz, (4.4.15)
0 0
vérifie pour toute solution du systéme (4.1.10) — (4.1.12), [’estimation :
1 1 1
Iy(t) < —pl/ O2dx _P1/ widz + ]{?0/ (we — lp)* dx
0 0 0
1 1
+€5/ Y2dx + £/ (0, + ¥ +lw)? da. (4.4.16)
0 € Jo
Preuve. Dérivons la fonctionnelle I, et intégrons par parties, on obtient :
1 1 1 1
L) = —p / pupds — p / prde — p / wywdz — p, / widz
0 0 0 0
1 1 1
= —n / pidr — py / widr — / [k (¢q + ¥ + lw), + kol (we — )] pd
0 0 0
1
_ / ko (we — 1), + Kl (9, + b + )] coda
- 1 1
= —pl/ gpfda:—pl/ wfdx+k:/ (9, + 0 +lw)? d
o 0 .0
—H{:O/ (wm—lgp)de—k/ Y (o, + 9+ lw) de.
0 0

Grace a 'inégalité de Young et a I'inégalité de Poincaré, nous avons :

1

1 1 k‘2
k:/ @D(gpx+¢+lw)dx§55/ Vide + — | (¢, + v+ lw)* dz,
0 0 des Jo

qui meéne au résultat souhaité. m

Lemme 4.4.7 Soit (¢, 1, w,0) la solution du probléme (4.1.10) — (4.1.12). Alors la fonc-

tionnelle :

1 1
I5(t) := —p, / o (we — lp)dx — py / wi (@, + ¢+ lw) dx, (4.4.17)
0 0

satisfait l’estimation suivante :

1 1 1
IL(t) < —Zko/ (we — lp) dx — l'% widx + lpl/ ©2dx
0 0

=]

1

1
k[ (pp + 0+ 1w)dr+c / Y. (4.4.18)
0 0
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Preuve. Dérivons la fonctionnelle I5 :
1 1
KO = <pr [ oulo-1o)d=p, [ oo lo)do
0 0
1 1
—pl/ wi (p, + ¢ + lw) de — pl/ wi (p, + ¥ +lw), dz
0 0
1 1
= —k/ (o + ¥ +lw), (wy — lp)dx — kol/ (we — 1) da
0 ) 1 0
—P / oy (W — ZSD)t dx — ko/ (wz — l(p)x (0 + 9 +lw)dx
0 0
1 1
—i—k:l/ (¢, + U + lw) dx — pl/ wy (p, + ¢ + lw), d.
0 0
En utilisant le fait que k = kg, on obtient :
1 1 1
IL(t) = —lko/ (wy — 1) da — lpl/ wfdﬂc+lp1/ ©2dx
ol 0 1 0
+lk/ (0, + 0 +1w)de—p, | Ywede.
0 0

Ensuite, nous estimons le dernier terme de 1’égalité précédente, en utilisant 1'inégalité de

Young :
' lp,
—py | wpdr < — 5 w?dx + @/Jt dz.
0

Ainsi, nous obtenons I'inégalité (4.4.18). m

Lemme 4.4.8 Soit (p,1,w,0) la solution du systéme (4.1.10) — (4.1.12). Alors la fonc-

lo(t) :_pl// wi(y)dyds

o / / o4(2) (90 + 1 + 1) (9)dyda. (4.4.19)

tionnelle :

satisfait l’estimation :

1 1 1
I(t) < —% O2dr — ko/ (we — lp)* dz + p, / widx
0 0 0

1 1
=L ida + k/ (pp + ¥+ lw)* da. (4.4.20)
0 0
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Preuve. En différenciant Ig et en intégrant par parties, nous obtenons :
1 1 1
GO = —pi [ et [ =10 ok [ (oot ds
0 0 0
1 1 T
oy [de it - k) [ [ (- 10) @) (64 0+ 1) iy
0 0o Jo
1 T
—P1/ / ey(2)Y,(y)dydz.
0o Jo
Utilisons l'inégalité de Young sur le dernier terme :
b p ! p !
—pl/ / (@) (y)dyde < = @?d:ch—/ Vyd,
0o Jo 2 Jo 2 Jo

on obient le résultat désiré. m

Maintenant, définissons la fonctionnelle suivante :
U(t) := 2l(14(t) + Is(2)). (4.4.21)
Ensuite, utilisons les estimations précédentes I et I§ pour obtenir :
1 1 ¢ [t
U'(t) < —lpl/ gofd$—|—2165/ Y2 + —/ (0, + ¥+ lw)* dz
0 0 € Jo
1
+1p, / Yidx (4.4.22)
0

Remarque 4.4.1 En utilisant le fait que (a + b)2 < 2a? + 2b%, linégalité de Poincaré,

avec | # \%, on trouve :

1 2d 2 1 o+ lw) dr + 42 1w — o) d
<
/OQOfo‘ - 1—4l4/0(903C Vo) de 1—414/0($ ?) de

4 1
+—m /O Yida. (4.4.23)

Lemme 4.4.9 Soit (p,%,w,0) une solution du probléme (4.1.10) — (4.1.12). Alors la

fonctionnelle :
1 1 1
(1) : = pg/ Uy (0, ¥+ lw)dz + (py +7) / Vo + pg/ Orpydu
0 0 0

1 1
—6/ Py (9 0;) do + (7 + @> / 0. (9, + ¥ + lw) dr, (4.4.24)
0 0

P1
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4.4. Stabilité générale

satisfait pour tout ¢ > 0, ’estimation :
1 1 e 1
(t) < —(k-— 56)/ (0, + U+ lw)* dz + 56/ widx + —/ Y2dx
0 0 €6 Jo

1 1
L ° 92dI + — / V2da + e / (we — lp)* da (4.4.25)
€6 ] 0

—|— 92dx——/909dx
€6 Jo

Preuve. Une simple différenciation de & donne :
1 1 1
o (t) = —k/ (¢I+¢+ZW)2dx+p2/ wfdac—y/ Ot (@ + 0 +lw) dx
0
b bk 1
P1/ (O Spttd$+_0/ Y, (We =1 d$+02/ Prpthyd

1
+1p, @btwtdl’ + (p2 +7) / 1, dx + (g +7) / Oy, dr
0

0

—% Gm (P +¥ +1w) dx+kolp3/ 0 (we — L) dx
P1 Jo P1 Jo
I 1
+(y+ﬁ>/ 0. (sox+¢+lw)tdfc—ﬁ/ 0y (9% 0:), dx
0 0
kps ' '
+(7+p—>/ etm(@x+¢+lw)d$_ﬁ/ Prz (g% 0.) dz.
1/ Jo 0

Apres avoir simplifié, nous obtenons :

1 1
' (t) = —k‘/ (%+¢+lw)2dw+pz/ ¢§d$+<P2+7——)/¢<ﬁttd$

1 0

kol
+(v+ﬁ>/ 0 (0, + 1+ lw), dx + Op?’/ 01 (o — lp) do
0

P1

en utilisant le fait que :

b kp
7:%—p2:ﬁ——et/€—k‘0,

P1
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4.4. Stabilité générale

alors, nous obtenons :
1 1 1
() = k[ (v lofdutp, [ vidabl [ v (o - lo)ds
0 ) X 0 0 X
+l,02/ Yuwdr + li/ O, (¢, + 9 + lw), de — 6/ 0, (g*0,),dx
0 0 0

kol !
4+ 2 Ps / 0y (wy — o) dx.
P1 Jo

Maintenant, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient I’estimation
(4.4.25). =
Preuve du Théoréme 4.4.1

Nous définissons pour N, N; > 0, ¢ = 1..7, la fonctionnelle de Lyapunov £ comme suit

L(t) = NE(t)+ Ni1(t) + Naolq(t) + N3lo(t) + Nals(t)
+N5U(t) + Nols(t) + Ny D(t). (4.4.26)

En utilisant I’équation (4.4.26) et les lemmes précédents, nous obtenons :

L'(t) < —wl/wdx—w/ﬁdx—w3/0dx—w4/ Yida

—’(D'g/ tdaz—wﬁ/ (Wa lgo) dI—’ZD7/ ©2dx (4.4.27)
01 ° 1 ° 1
—ws/ (p, +0 +lw)2 dx—l—wg/ goé’gcdx—kwm/ g o0,dx,
0 0 0
ou
w, = b(]_ — l2 N1 — €2N2 — €4N4 — 2lE5N5 — —N7
wWo = (/‘i—ﬂ/ dT—(51> N2—€1N1—€3N3—CN4—€£N7
6

c c c
w3 = (p3/ ()d7—52)N3——N2——N4——N7
0

£9 €4 6

wy = 2N EN CeyNy — 1p,Ns — cNg — — N5
2 € €6

l
Wy = %N6—81N1—66N7
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weg = LlkoNg — egN7

wy = lp;Ns —e1 N1 — lp; Ng

ws = (k—e6) Ny — 4Ny — €—C5N5 — IkNg
wg = cNog+ 5_03N3 + cNy

C
Wi — EN — N3 + —N7.
2 €6

3N t
Premiérement, en prenant §; = 5,0 < pg [y g(T)dr et 0 <1 <1, 1 # \/LE

Nous pouvons choisir N assez grand, ;...6¢ assez petit, et :

Ny > Ny,

Ny > Ny Ny,

N3 > Na, Ny, Ny,
Ny > Ny, N5, Ng, N7,
Ns > Ng,

N, > Ni, Ng.

Ensuite, w;,7 = 1...10 sont toutes des constantes négatives, a ce stade, il existe une

constante v telle que 1’équation (4.4.27) prend la forme :

1
L'(t) < —9E(t) + wg/ gob.dr ¥t >0. (4.4.28)

0
En multipliant (4.4.28) par h(t) et en utilisant les hypothéses précédentes sur le noyau,

on arrive & :

W (t)L(t)

IN

_Oh(6)E(t) + woh(t) / o bude

IN

—Vh(t)E(t) — wo / 1 g 00,dx (4.4.29)
< —VYh(t)E(t) — woFE'(t).

En utilisant le fait que h’(¢) < 0, nous obtenons :

% (W) L(E) + woE(t)) < —9h()E(t),Vt > to. (4.4.30)
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Si on note :

F(t) = h(O)L(1) + moE(t) ~ E(t),

on obtient pour une certaine constante positive £; 'inégalité :

F'(t) < =& h(OF(t), Yt >t
Si on integre sur Uintervalle [to, ], on obtient :

F(t) < F(tg)e S 0%y >
puis, pour &, > 0,, nous avons :

B(t) < &e MOy > g,

et ceci compléte la preuve du Théoréeme 4.4.1.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi des différents résultats sur la stabilité de quelques
problémes d’équations aux dérivées partielles couplés. Tout d’abord, nous avons considéré
un systéme poreux-élastique linéaire avec effets micro-températures et un amortissement
de friction agissant sur la premiére équation dans un domaine unidimensionnel. Nous
avons prouvé l’existence et 1'unicité de la solution, puis en utilisant la méthode des mul-
tiplicateurs, nous avons établi la décroissance exponentielle de 1’énergie. Dans le second
axe, en moyennant la méthode de I’énergie, nous avons amélioré le résultat du premier
chapitre en démontrant la stabilité du systéme avec effets micro-températures seulement
d’une maniére exponentielle. Dans le dernier chapitre, on s’est intéressé a 1’étude d’un
systéme de type Bresse avec une dissipation viscoélastique, toujours, en utilisant la méth-
ode des multiplicateurs, on a établi un résultat de stabilité générale qui nous donne la

stabilité exponentielle et polynomiale.
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