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Résumé

Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude de quelques systèmes d�équations aux dérivées

partielles couplées. Plus précisément, on recherche l�existence et l�unicité des solutions de

certains systèmes thermo-élastiques de types poreux et de Bresse, Ainsi que la stabilité

exponentielle et la stabilité générale des solutions sont considérées en utilisant la méth-

ode des multiplicateurs. Cette méthode s�appuie sur la construction d�une fonctionnelle

équivalente à celle de l�énergie appelée : la fonctionnelle de Lyapunov.

Mots-clés : Stabilité exponentielle, système poreux-élastique, fonctionnelle de Lya-

punov, la méthode des multiplicateurs, décroissance générale.

ii



Abstract

In this thesis, we are interested in the study of some systems of coupled partial di¤er-

ential equations. More precisely, we investigate the existence and the uniqueness of the

solutions of some thermo-elastic systems of porous and Bresse type, as well as the expo-

nential stability exponential and general stability of the solutions are considered with the

use of the multiplier method. This method is based on the construction of a functional

equivalent to that of the energy called: the Lyapunov functional

Keywords: Exponential stability, porous-elastic system, Lyapunov functional, the

multiplier method, general decay.
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           ملخصال                                           

 

  أدقوبتعبيرالجزئية، الأنظمة المكونة من المعادلات التفاضلية  ضدراسة بعلى إهذه الأطروحة  تهدف     

    بعضوجود  ظل في ،Bresse من نوع أنظمةوبعد الأنظمة المسامية  حلول ووحدانيةوجود  دراسةلى إ   

 ات ذات أنواع ثبطم تطوير ودمجولهذا تم  ،فيها بسبب أضرارها غير مرغوبهتزازات ذات طبيعة الا   

 نجد  المعروفة اتثبطمالمن بين  ،دودالحعلى  في المعادلات أو تهاضافإما بإ ،النظاممختلفة مباشرة في    

   تطرقنا .من النوع القوي اتثبطمكما يوجد  اللزجة. اتثبطمالاحتكاك والك النوع الضعيفمن  اتثبطم   

 والتي تعتبر لهذه الحلول باستخدام الطريقة الطاقوية، العام اسة الاستقرار الأسّي والاستقراردر لىإ أيضا   

  لدالة فئةمكا دالةتعتمد هذه الطريقة على بناء  .الحزم استقرارإحدى الطرق التي يتم من خلالها إثبات    

  . Lyapunov دالةسمى بت ما وهي الطاقة   

 

  .العام ، التناقص Lyapunov دالة المسامية،نظام المرونة  الأسّي،الاستقرار  :مفتاحيةكلمات   
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Introduction générale

La modélisation d�un phénomène physique est une phase essentielle dans une dé-

marche scienti�que qui vise l�analyse de son comportement et son contrôle pour améliorer

ses performances, elle permet d�avoir une représentation simpli�ée d�un système ou d�un

phénomène physique. On prend l�exemple des vibrations qui apparaissent pratiquement

dans toutes les structures mécaniques, plusieurs types de ces vibrations sont indésirables

car elles ont une in�uence néfaste sur le fonctionnement et la durée de vie de ces struc-

tures. Elles peuvent engendrer des fractures, cassures, mal fonctionnement, usure ou

même la destruction des structures. De plus, elles peuvent constituer un certain danger

pour l�utilisateur lui-même. Les excitations dynamiques causant ces vibrations sont nom-

breuses, elles proviennent généralement, soit de l�environnement extérieur, atmosphère,

eau et contacts, soit d�un choc avec d�autres structures.

L�élimination ou la réduction de ces vibrations est un problème majeur dans les do-

maines de l�ingénierie, pour cette raison, on élabore et incorpore des amortissements de

type friction, thermique ou viscoélastique dans le système, ce qui explique l�ajout de

certain termes dissipatifs dans les équations ou bien sur la frontière.

Au cours des années récentes, un grand e¤ort a été développé pour obtenir une stabilité

des solutions et de nombreux résultats ont été obtenus. Les résultats mathématiques basés

sur l�étude des modèles de déplacement des matériaux poreux-élastiques sont adoptés par

de nombreux chercheurs de divers domaines scienti�ques. L�analyse de la décroissance

temporelle dans les matériaux poreux-élastiques unidimensionnels a pris son origine en
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2003 par Quintanilla [41], où il a traité le système suivant :8<: �0utt � �uxx � �'x = 0;

�0k'tt � �'xx + bux + �'+ �'t = 0:
(0.0.1)

Ce système est complété par les données initiales et les conditions aux limites suivantes :8>>><>>>:
u (x; 0) = u0 (x) ; ' (x; 0) = '0 (x) ; x 2 (0; L) ;

ut (x; 0) = u1 (x) ; 't (x; 0) = '1 (x) ; x 2 (0; L) ;

u (x; t) = 'x (x; t) = 0; x 2 (0; L) .

(0.0.2)

Il a montré que la dissipation donnée par la viscosité poreuse n�était pas assez puissante

pour stabiliser le système d�une manière exponentielle. De même, en ce qui concerne

les e¤ets thermiques, grâce aux travaux de Casas et Quintanilla [40], il est clair que la

température ne donne pas une stabilité exponentielle.

Magãna et al [16] ont prouvé que la combinaison de la viscoélasticité avec les micro-

températures produisait une stabilité exponentielle, tandis que la viscoélasticité combinée

avec la température perd la stabilité exponentielle.

Nous constatons que dans la théorie des matériaux élastiques avec vides, ils ont lié le

comportement de la solution aux types de couplage avec mécanismes de dissipation, les

di¤érentes études sont résumées par le schéma suivant :

E¤et thermique

E¤et Viscoelastique

�!
Elasticité

l

Porosité

 �
E¤et microthermique

E¤et visco-poreux

Si on prend simultanément un e¤et du carré droit et un autre du carré gauche, alors

nous obtenons une stabilité exponentielle. Mais, si nous considérons deux e¤ets qui ont

lieu en même temps d�un seul carré, nous obtenons une lente décroissance (stabilité poly-

nomiale). Bien sûr, si on prend plus de deux de ces mécanismes, nous trouvons une

stabilité exponentielle aussi.
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Dans [25] ; Dridi et Djbebela ont considéré le système poreux-élastique :8>>>>>><>>>>>>:

�utt = �uxx + b'x � 
�x;

J'tt = �'xx � bux � �'� dwx +m� + �'t;

c�t = �
utx �m't � k1wx;

�wt = k2wxx � k3w � k1�x � d'tx;

(0.0.3)

soumis à deux dissipations, une dissipation poreuse et une sous forme d�un e¤et ther-

mique. Ils ont utilisé la technique des multiplicateurs pour montrer que le système est

exponentiellement stable indépendamment des vitesses d�onde.

Dans la première partie de cette thèse, on s�intéresse à l�étude du comportement

asymptotique du système (0:0:3) soumis à des conditions de Dirichlet par rapport à '

et � et de Neumann par rapport à u et w mais en éliminant l�amortissement poreux qui

se trouve dans la deuxième équation et en ajoutant une dissipation frictionnelle dans

la première équation �ut. On démontre la décroissance exponentielle des solutions sans

aucune condition sur les coe¢ cients du système.

Dans la seconde partie, on élimine la dissipation de friction et on amorti le système

par un e¤et de micro-température seulement. La décroissance exponentielle du système

a été établie toujours mais cette fois ci sous la condition suivante :

�1 = �� 
2

c�
= 0; (0.0.4)

avec :

� = �
�
� �

J
; (0.0.5)

On passe à la stabilisation des systèmes de Timoshenko avec e¤et thermique, Rivera et

Racke [29] ont considéré le système de Timoshenko dont les équations représentent respec-

tivement le déplacement du faisceau, l�angle de rotation et la di¤érence de température.

Ils ont démontré plusieurs résultats du décroissance exponentielle et du stabilité non ex-

ponentielle dans le cas de di¤érentes vitesses d�onde du système. Pour l�e¤et thermique, le

�ux de chaleur a été donné selon la loi de Fourier. En conséquence, cette théorie prédit une

vitesse in�nie de propagation de la chaleur. C�est-à-dire que toute perturbation thermique

en un point a un e¤et instantané ailleurs dans le corps.
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Maintenant, le système de Bresse est une généralisation du système de Timochenko, on

peut dire que les équations essentielles sont la force de cisaillement, le moment de �exion

et la force axiale, respectivement. En conséquence, le comportement asymptotique de

la solution du système de Bresse a été étudié par plusieurs chercheurs qui ont utilisé

divers types d�amortissement. En outre, plusieurs auteurs ont prouvé que les systèmes

de Bresse avec termes mémoires en présence d�une dissipation de friction agissant sur

le déplacement ou bien sur l�angle de cisaillement sont exponentiellement stables sous

l�hypothèse du "vitesses d�ondes égales".

En�n, dans la troisième partie, on étudie le système de Bresse donné par :8>>>>>><>>>>>>:

�1'tt � k ('x +  + l!)x � k0l (!x � l') = 0; dans (0; 1)� R+;

�2 tt � b xx + k ('x +  + l!) + 
�tx = 0; dans (0; 1)� R+;

�1!tt � k0 (!x � l')x + kl ('x +  + l!) = 0; dans (0; 1)� R+;

�3�tt � ��xx + �(g � �xx) + 
 tx = 0; dans (0; 1)� R+;

(0.0.6)

soumis à une dissipation viscoélastique dans la quatrième équation, on démontre la

décroissance générale des solutions si et seulement si les coe¢ cients du système véri�ent :


 =
b�1
k
� �2 = �� k�3

�1
et k = k0: (0.0.7)

.
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Structure de la thèse

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante, il est divisé en quatre chapitres :

� Le premier chapitre comporte des rappels sur les notions préliminaires classiques

et les outils mathématiques qui sont nécessaires pour l�étude de cette thèse.

� Le deuxième chapitre, est consacré à l�étude de la stabilité exponentielle d�un

système poreux-élastique linéaire avec e¤ets de micro-températures et de friction,

En utilisant la méthode des multiplicateurs. Ceci a fait l�objet d�une publication

dans un journal international intitulée : "On the stability of linear porous elastic

materials with microtemperatures e¤ects and frictional damping ".

� Dans le troisième chapitre, nous avons étudié un système poreux-élastique linéaire

avec e¤ets micro-températures seulement. On a introduit un nouveau nombre de

stabilité et nous avons prouvé que la dissipation unique due aux micro-températures

est su¢ samment forte pour conduire le système à l�état d�équilibre d�une manière

exponentielle. Cette étude a été publiée dans " Journal of Thermal Stresses " sous

le titre :" On the stability of linear porous elastic materials with microtemperatures

e¤ects."

� Le quatrième chapitre, concerne un système de Bresse, en prouvant le résultat de

stabilité générale du système. Ce résultat est soumis pour une éventuelle publication.
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CHAPITRE

1 Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d�analyse fonctionnelle qui vont

être utilisés dans les di¤érents chapitres de cette thèse. Les résultats sont donnés sans

démonstrations, car ils sont standards et peuvent être trouvés dans beaucoup de références

de mathématiques.

1.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires

Dé�nition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire (u; v) est une forme

bilinéaire dé�nie sur X �X à valeurs dans R telle que :

(u; v) = (v; u);8u; v 2 X;

(u; u) � 0;8u 2 X;

(u; u) 6= 0;8u 6= 0:

Dé�nition 1.1.2 Une forme bilinéaire a : X �X ! R est dite :

(i) Continue s�il existe une constante C > 0 telle que :

ja(u; v)j � C kuk : kvk , 8 (u; v) 2 X �X:

(ii) Coercieve s�il existe une constante � > 0 telle que :

a(v; v) � � kvk2 ; 8v 2 X:

6



1.2. Espaces fonctionnels

1.2 Espaces fonctionnels

Dé�nition 1.2.1 (espace complet ) Soit X un espace vectoriel normé. X est dit com-

plet si toute suite de Cauchy en X converge.

Dé�nition 1.2.2 Un espace vectoriel (X; k:k) est de Hilbert, s�il est complet et sa norme

munie d�un produit scalaire.

Dé�nition 1.2.3 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Espaces de Lebegue Lp (
)

Dé�nition 1.2.4 Soit p un réel de [1;+1[; On dé�nit l�espace Lp (
) par :

Lp (
) =
�
f mesurable sur 
 telle que :

R


jf(x)jp dx < +1

	
:

Dé�nition 1.2.5 : Soit 
 un ouvert de Rn. Pour 1 � p � +1; on dé�nit l�espace

Lp (
) par :

Lp (
) =

8>>>><>>>>:
f dé�nie sur 
 telle que :

R


jf(x)jp dx < +1; si 1 � p < +1

: sup ess
x2


jf(x)j < +1; si p = +1

9>>>>=>>>>; :

Les espaces Lp (
) sont munis des normes suivantes:

kfkLp(
) =
�R


jf(x)jp dx

� 1
p ; pour 1 � p < +1;

et

kfkL1(
) = sup ess
x2


jf(x)j :

Remarque 1.2.1 Pour p = 2; l�espace L2 (
) est un espace de Hilbert.

En e¤et, la norme k:kL2(
) munie d�un produit scalaire :

hf; giL2(
) =
R


f(x)g(x)dx;

et ainsi, on a :

kfkL2(
) = hf; fi
1
2 :

7



1.2. Espaces fonctionnels

Espaces de Sobolev Hm(
)

Dé�nition 1.2.6 Etant donné m 2 N; nous d´ esignerons par Hm(
) l�espace de Sobolev

dé�ni par :

Hm(
) = fu 2 L2 (
) ;8�= j�j � m; 9v� 2 L2(
)

tel que : v� = @�u au sens faibleg :
(1.2.1)

On introduit sur Hm le produit scalaire :

hu; vim =
P
j�j�m

h@�u; @�vi ; (1.2.2)

et la norme associée donnée par :

kukHm =
p
hu; uim: (1.2.3)

Dé�nition 1.2.7 On dé�nit l�éspace H1
0 (
) comme étant l�espace des fonctions de H

1(
)

nulles sur le bord de 
; autrement dit:

H1
0 (
) = fu 2 H1(
) tel que u = 0 sur @
g :

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Hölder) Soit p et q deux nombres réels conjugués c�est

à dire: 1
p
+ 1

q
= 1: Alors, pour tous f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
) ; on a f:g 2 L1 (
) : En

particulier, on a :

a) Si p; q 2 ]1;+1[R


jf(x)g(x)j dx �

�R


jf(x)jp dx

� 1
p
�R


jg(x)jq dx

� 1
q : (1.2.4)

b) Si p = 1; q = +1R


jf(x)g(x)j dx �

�R


jf(x)j dx

�
kgkL1(
) : (1.2.5)

Remarque 1.2.2 L�inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l�inégalité de

Hölder dans le cas où p = 2 et q = 2:

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soit p et q deux nombres réels conjugués dans

]1;+1[ : Alors, pour tout � et � 2 R+; on a :

�� � 1
p
�p + 1

q
�q: (1.2.6)
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1.3. Le Théorème de Hille-Yosida

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit 
 � Rn un ouvert borné: Alors il existe

une constante C positive véri�ant :

8f 2 H1
0 (
) : kfkH1 � C krfkL2(
) : (1.2.7)

Où rf =
�
@f
@x1
; @f
@x2
::::; @f

@xn

�
:

L�inégalité de Poincaré habituelle dans L2 (
) est donnée comme suit :

Lemme 1.2.4 Soit f 2 H1
0 (
) :Alors il existe une constante C positive véri�ant :

kfkL2(
) � C krfkL2(
) : (1.2.8)

1.3 Le Théorème de Hille-Yosida

Dé�nition 1.3.1 Un opérateur linéaire non borné dans X est un couple (A;D(A)); où

D(A) est un sous-espace vectoriel de X et A est une application linéaire de D(A) dans

X. Le sous-espace D(A) est appelé le domaine de A:

Dé�nition 1.3.2 Un opérateur linéaire non borné (A;D(A)) dans X est dissipatif si et

seulement si :

8x 2 D(A); (Ax; x) � 0: (1.3.1)

Dé�nition 1.3.3 Soit A un opérateur dissipatif de domaine dense dans X. Alors A est

m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A� est dissipatif.

Théorème 1.3.1 (Hille-Yosida)Un opérateur linéaire non borné (A;D(A)) dans X est

le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe de contractions sur X si et seulement si

les conditions suivantes sont satisfaites :

1) A est fermé et D(A) dense dans X:

2)8� 2]0;+1[; (�I � A) est une application bijective de D(A) sur X, et (�I � A)�1

est un opérateur borné sur X véri�ant :

k (�I � A)�1 k� 1

�
(1.3.2)
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1.4. Inégalités intégrales

Théorème 1.3.2 (Hille-Yosida 2) Un opérateur linéaire non borné (A;D(A)) dans X

est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contraction sur X si et seulement si

A est m-dissipatif et de domaine dense dans X:

Théorème 1.3.3 (Lumer-Phillips): Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire, le domaine

D(A) dense dans X :

1) Si A est dissipatif et il existe �0 tel que �0I � A est surjectif, alors A est un

générateur in�nitésimal de C0-semi-groupe de contraction dans X.

2) Si A est le générateur du C0-semi-groupe de contractions sur X, alors �I � A est

surjectif pour tout � > 0 et il est dissipatif. De plus, pour tout x 2 D(A) et tout x� 2 J

nous avons :

Re hx�; xi � 0: (1.3.3)

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans les

théories de la stabilités des systèmes d�évolutions dissipatifs.

Lemme 1.4.1 Soient E : R+ ! R+ une fonction continue décroissante et, � : R+ ! R+
une fonction strictement croissante de classe C1 (R+) telle que :

�(0) = 0 et lim
t!+1

�(t) = +1:

Supposons que: 9p � 0 et d > 0 tels que :R1
0
�
0
(t)Ep+1dt � 1

d
Ep(0)E(s); 8s > 0:

Alors 8<: E(t) � E(0)e1�d�(t); 8t > 0 si p = 0

E(t) � E(0)
�

1+p
1+pd�(t)

� 1
p
; 8t > 0 si p > 0;

dans le cas particulier où �(t) = t; nous déduisons les inégalités suivantes :

a) E(t) � E(0)e1�dt; 8t > 0 si p = 0

b) E(t) � E(0)
�

1+p
1+pdt

� 1
p
; 8t > 0 si p > 0;

appelées respectivement, estimation exponentielle et estimation polynomiale.
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CHAPITRE

2 Étude de la décroissance

exponentielle de l�énergie

d�un système de type

poreux-élastique linéaire

avec e¤ets

micro-températures et de

friction

2.1 Position du problème

Puisque les poutres ont joué un rôle important dans de nombreux domaines de

l�ingénierie, de plus en plus les chercheurs ont pris plaisir à étudier le comportement

asymptotique des poutres. L�étude de ce comportement des systèmes poreux-élastiques

a attiré l�attention de nombreux chercheurs. Une extension de la théorie classique de

l�élasticité aux milieux poreux a été proposée par Goodman et Cowin [33], ils ont in-

11



2.1. Position du problème

troduit le concept d�une théorie des matériaux granulaires dans la théorie des solides

élastiques avec vides.

Plusieurs articles et résultats de stabilité ont été établis sur la théorie de la thermoélas-

ticité avec micro-températures. Cependant, Casas et Quintanilla [40], ont considéré un

système poreux unidimensionnel avec des e¤ets thermiques et micro-températures. Plus

précisément, ils ont étudié le système suivant :8>>>>>><>>>>>>:

�utt � �uxx � b'x + 
�x = 0;

J'tt � �'xx + bux + �'+ dwx �m� = 0;

c�t � ��xx + 
utx + l't + k1wx = 0;

�wt � k4wxx + d'tx + k2w + k3�x = 0;

(2.1.1)

où � = aT0, � est la densité de la masse de référence, J = �0k; telles que �0 est la

densité de la masse qui est supposée positive et k est l�inertie équilibrée qui est également

supposée positive. Les variables w et � désignent respectivement la micro-température et

la température mesurée à partir du constante de la température absolue (T0 > 0). Les

coe¢ cients k1; k2; k3; k4; �; �; a; � et c sont des constantes constitutives qui sont positives.

Les coe¢ cients m et d sont des constantes qui ne sont pas nécessairement positives.

Comme le couplage est envisagé, b doit être di¤erent de zéro et nous supposons que la

densité d�énergie interne est une forme dé�nie positive c�est-à-dire que les coe¢ cients

constitutifs véri�ent la condition :

�� > b2: (2.1.2)

Les équations de base de l�évolution pour les théories unidimensionnelles des matériaux

poreux avec la température et la micro-température sont données par :

�utt = Tx; J'tt = Hx +G;

��t = qx; �Et = Px + q �Q;
(2.1.3)

ici, T est le tenseur de stress, G est la force du corps équilibré, H est le vecteur de stress

équilibré, � est l�entropie, q est le vecteur du �ux thermique, P est le premier moment

de �ux thermique, Q est le �ux thermique moyen et E est le premier moment d�énergie.

Les variables u et ' sont respectivement, le déplacement du matériau élastique solide et

la fraction volumique.

12



2.1. Position du problème

Les équations constitutives sont les suivantes :

T = �ux + b'� 
�; H = �'x � dw;

G = �bux � �'+m�; �� = 
ux + c� +m';

q = ��x + k1w, P = �k1wx
Q = �k3w � k1�x; �E = ��w � d'x:

(2.1.4)

Ensuite, en substituant les équations constitutives (2:1:4) dans les équations d�évolution

(2:1:3), on obtient le système d�équation (2:1:1): Dans ce travail, Casas et Quintanilla ont

utilisé la méthode des semi-groupes pour prouver la stabilité exponentielle des solutions

indépendamment des vitesses de propagation d�onde.

Récemment, Dridi et Djebabla [25] ont Considéré le système suivant :8>>>>>><>>>>>>:

�utt � �uxx � b'x + 
�x = 0;

J'tt � �'xx + bux + �'+ dwx �m� � �'t = 0;

c�t + 
utx +m't + k1wx = 0;

�wt � k2wxx + k3w + k1�x + d'tx = 0;

(2.1.5)

en utilisant la méthode des multiplicateurs, ils ont montré que la combinaison de la

viscosité poreuse et de la micro-température sans e¤et thermique (� = 0) stabilisait le

système d�une manière exponentielle, quelque soient les coe¢ cients du système.

Dans cette partie, nous sommes concernés par le système suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

�utt � �uxx � b'x + 
�x + �ut = 0; (0; 1)� (0;1) ;

J'tt � �'xx + bux + �'+ dwx �m� = 0; (0; 1)� (0;1) ;

c�t + 
utx +m't + k1wx = 0; (0; 1)� (0;1) ;

�wt � k2wxx + k3w + k1�x + d'tx = 0; (0; 1)� (0;1) :

(2.1.6)

Avec les conditions initiales suivantes :8<: u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; ' (x; 0) = '0 (x) ; x 2 (0; 1) ;

't (x; 0) = '1 (x) ; w (x; 0) = w0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; x 2 (0; 1) ;
(2.1.7)
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2.1. Position du problème

où u0; u1; '0; '1; w0; �0 sont des fonctions données, et les conditions aux bords de Dirichlet

pour ' et �; et de Neumann pour u et w :8<: ux (0; t) = ux (1; t) = ' (0; t) = ' (1; t) = 0; t > 0;

� (0; t) = � (1; t) = wx (0; t) = wx (1; t) = 0, t > 0:
(2.1.8)

A�n d�utiliser l�inégalité de Poincaré dans la suite de ce chapitre, nous e¤ectuons

la transformation suivante. A partir de la première équation du système (2:1:6), nous

observons que :

� d
2

dt2

R 1
0
u(x; t)dx+ � d

dt2

R 1
0
u(x; t)dx = 0; 8t � 0; (2.1.9)

si on prend 
 (t) =
R 1
0
u(x; t)dx; alors 
 (0) =

R 1
0
u0(x)dx et 
0 (0) =

R 1
0
u1(x)dx: Nous

avons donc le problème suivant :8<: �
00 (t) + �
0 = 0


 (0) =
R 1
0
u0(x)dx et 
0 (0) =

R 1
0
u1(x)dx:

(2.1.10)

En résolvant le système (2:1:10) et en utilisant les données initiales de u, nous arrivons à

:


 (t) =
R 1
0
u0(x; t)dx� �

�

�R 1
0
u1(x; t)dx

� �
e�

�
�
t � 1

�
: (2.1.11)

Par conséquent, si nous �xons :

�u (x; t) = u(x; t)�
R 1
0
u0dx+ �

�

�R 1
0
u1(x; t)dx

� �
e�

�
�
t � 1

�
; (2.1.12)

on obtient : R 1
0
�u(x; t)dx = 0; 8t � 0: (2.1.13)

Maintenant, à partir de la quatrième équation du système (2:1:6) et les conditions aux

limites (2:1:8), nous obtenons :

d
dt

R 1
0
w(x; t)dx+ k3

�

R 1
0
w(x; t)dx = 0; 8t � 0; (2.1.14)

ainsi, R 1
0
w(x; t)dx =

�R 1
0
w0(x)dx

�
e�

t
�
k3 ; 8t � 0: (2.1.15)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Donc, si nous mettons :

�w (x; t) = w(x; t)�
�R 1

0
w0(x)dx

�
e�

t
�
k3 ; 8t � 0; x 2 [0; 1] ; (2.1.16)

nous trouvons : R 1
0
�w(x; t)dx = 0; 8t � 0: (2.1.17)

Maintenant, (�u; '; �; �w) satisfait les mêmes équations dans le système (2:1:6) et les mêmes

données initiales de u et w, alors on peut appliquer l�inégalité de Poincaré sur u et w.

Dans ce qui suit, nous allons travailler avec �u et �w; mais pour simpli�er les notations,

nous écrivons u et w au lieu de �u et �w:

2.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous donnons le résultat d�existence et d�unicité pour le système

(2:1:6)-(2:1:8) ; en utilisant la théorie des semi-groupes (plus précisément le Théorème de

Hille-Yosida).

Ainsi, si nous désignons U = (u; v; ';  ; �; w)T ; où v = ut et  = 't: Alors, le système

(2:1:6)-(2:1:8) prend la forme :8<: Ut +AU = 0; t > 0;

U (x; 0) = Ux (0) = (u0; u1; '0; '1; �0; w0)
T ;

où l�opérateur A : D (A) � H ! H est dé�ni par :

AU =

0BBBBBBBBBBBB@

�v
��
�
uxx � b

�
'x +



�
�x +

�
�
v

� 
��
J
'xx � b

J
ux +

�
J
'+ d

J
wx � m

J
�



c
vx +

m
c
 + k1

c
wx

�k2
�
wxx +

k3
�
w + k1

�
�x +

d
�
 x

1CCCCCCCCCCCCA
; (2.2.1)

et H est l�espace énergétique donné par :

H := fH1
� (0; 1)� L2� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)g ; (2.2.2)
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2.2. Existence et unicité de la solution

tels que L2� (0; 1) et H
1
� (0; 1) ont été introduits dans [30; 35] comme suit :

L2� (0; 1) =
n
' 2 L2 (0; 1) :

R 1
0
' (x) = 0

o
; H1

� (0; 1) = H1 (0; 1) \ L2� (0; 1) :

Pour tout U = (u; v; ';  ; �; w)T 2 H; Û =
�
~u; ~v; ~'; ~ ; ~�; ~w

�T
2 H, nous équipons l�espace

H avec le produit scalaire dé�ni par :

D
U; eUE

H
= �

R 1
0
vevdx+ �

R 1
0
ux~uxdx+ J

R 1
0
 e dx+ b

R 1
0
(uxe'+ ~ux') dx

+�
R 1
0
'e'dx+ �

R 1
0
w ewdx+ �

R 1
0
'e'xdx+ c

R 1
0
�e�dx: (2.2.3)

Remarques 2.2.1 Sous l�hypothèse �� > b2, il est facile de voir que la relation (2:2:3)

dé�nit un produit scalaire. Plus précisément, à partir de (2:1:2), nous avons :

hU;UiH = �
R 1
0
v2dx+ J

R 1
0
 2dx+ �

R 1
0
ux~uxdx+ e dx+ b

R 1
0
(uxe'+ ~ux') dx

+�
R 1
0
'e'dx+ �

R 1
0
w ewdx+ �

R 1
0
'e'xdx+ c

R 1
0
�e�dx:

Maintenant, en utilisant le fait que �� > b2; nous arrivons à :

hU;UiH > �
R 1
0
v2dx+ J

R 1
0
 2dx+ �

R 1
0
w2dx+ �

R 1
0
'2dx+ �

R 1
0

�
ux +

b
�
'
�2
dx:

Ainsi, nous concluons que
D
U; eUE

H
dé�nit un produit scalaire sur H et que la norme

associée k:k
H
est équivalente à la norme habituelle.

On dé�nit le domaine de A par :

D (A) = fU 2 H�u 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1) ; v 2 H1
� (0; 1) ;

' 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ;  2 H1

0 (0; 1) ; � 2 H1
0 (0; 1) ;

w 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1)g;

où H2
� (0; 1) a été introduit dans [30; 35] comme suit :

H2
� (0; 1) := f	 2 H2 (0; 1) : 	x (0) = 	x (1) = 0g :

Il est clair que D (A) dense dans H. Maintenant, nous sommes en mesure de donner le

résultat d�existence et d�unicité qui est le suivant.
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2.2. Existence et unicité de la solution

Théorème 2.2.1 Soit U0 2 H; alors il existe une solution unique U 2 C (R+;H) pour le

problème dé�ni par le système (2:1:6) . De plus, si U0 2 D (A) ; alors

U 2 C (R+; D (A)) \ C1 (R+;H) :

Preuve. Tout d�abord, on doit prouver que A est un opérateur monotone maximal.

Pour tout U 2 D (A) ; en utilisant l�équation (2:1:14) et les conditions aux limites, on

trouve :

hAU;UiH = k3
R 1
0
w2dx+ k2

R 1
0
w2xdx+ �

R 1
0
u2tdx � 0: (2.2.4)

Par conséquent, l�opérateur A est monotone. Maintenant, nous montrons que l�opérateur

(I + A) est surjectif. Pour tout K = (�1; �2; �3; �4; �5; �6)
T 2 H, nous prouvons qu�il

existe U 2 D (A) tel que :

(I +A)U = K: (2.2.5)

L�équation (2:2:5) est équivalente au système suivant :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

u� v = �1 2 H1
� (0; 1) ;

�1v � �uxx � b'x + 
�x = ��2 2 L2� (0; 1) ; �1 = �+ �

'�  = �3 2 H1
0 (0; 1) ;

J � �'xx + bux + �'+ dwx �m� = J�4 2 L2 (0; 1) ;

c� + 
vx +m + k1wx = c�5 2 L2 (0; 1) ;

�1w � k2wxx + k1�x + d x = ��6 2 L2� (0; 1) ; �1 = �+ �3:

(2.2.6)

Si on remplace v = u � �1 et  = ' � �3 dans (2:2:6)2 ; (2:2:6)4 ; (2:2:6)5 et (2:2:6)6 ; on

trouve : 8>>>>>><>>>>>>:

�u� �uxx � b'x + 
�x = h1 2 L2� (0; 1) ;

�3'� �'xx + bux + dwx �m� = h2 2 L2 (0; 1) ;

c� + 
ux +m'+ k1wx = h3 2 L2 (0; 1) ;

�1w � k2wxx + k1�x + d'x = h4 2 L2� (0; 1) ;

(2.2.7)
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2.2. Existence et unicité de la solution

où
h1 = ��2 + �1�1;

h2 = J (�3 + �4) ;

h3 = c�5 + 
�1x +m�3;

h4 = ��6 + d�3x;

�3 = J + �:

Pour résoudre le système (2:2:7), nous introduisons la formulation variationnelle suivante

:

B ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1)) = G (u1; '1; �1; w1) ; (2.2.8)

tel que

B = [H1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)]
2 ! R;

est la forme bilinéaire dé�nie par :

B ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1))

= �
R 1
0
uu1dx+ �

R 1
0
uxu1xdx+ �3

R 1
0
''1dx+ �

R 1
0
'x'1xdx

+c
R 1
0
��1dx+ �1

R 1
0
ww1dx+ k2

R 1
0
wxw1xdx+ 


R 1
0
(ux�1 + u1�x) dx

+b
R 1
0
(ux'1 + 'u1x) dx+ d

R 1
0
(wx'1 + 'xw1) dx

+k1
R 1
0
(wx�1 + w1�x) dx+m

R 1
0
('�1 + '1�) dx;

nous avons aussi :

G : [H1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)]
2 ! R;

est la forme linéaire donnée par :

G (u1; '1; �1; w1) =
R 1
0
h1u1dx+

R 1
0
h2'1dx+

R 1
0
h3�1dx+

R 1
0
h4w1dx:

Soit V = fH1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)g équipé de la norme :

k(u; '; �; w)k2V = kuk22 + kuxk
2
2 + k'k

2
2 + k'xk

2
2 + k�k

2
2 + kwk

2
2 + kwxk

2
2 ;

alors, nous pouvons facilement prouver que :

jB ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1))j = �1
R 1
0
u2dx+ �

R 1
0
u2xdx+ �3

R 1
0
'2dx+ �

R 1
0
'2xdx

+ c
R 1
0
�2dx+ �1

R 1
0
w2dx+ k2

R 1
0
w2xdx

�M0 k(u; '; �; w)k2V ;
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2.2. Existence et unicité de la solution

où M0 = f�1; �; ; �3; �; c; �1; k2g ; ainsi, B est coercive. Grâce à l�inégalité de Cauchy-

Schwarz, on trouve :

jB ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1))j

� �1 kuk2 ku1k2 + � kuxk2 ku1xk2 + �3 k'k2 k'1k2 + � k'xk2 k'1xk2
+c k�k2 k�1k2 + �1 kwk2 kw1k2 + k2 kwxk2 kw1xk2
+
 (kuxk2 k�1k2 + ku1k2 k�xk2) + b (kuxk2 k'1k2 + k'k2 ku1xk2)

+d (kwxk2 k'1k2 + k'xk2 kw1k2) + k1 (kwxk2 k�1k2 + kw1k2 k�xk2)

+m (k'k2 k�1k2 + k'1k2 k�k2)

� �1 (kuk2 + kuxk2 + k'k2 + k'xk2 + k�k2 + kwk2 + kwxk2)

� (ku1k2 + ku1xk2 + k'1k2 + k'1xk2 + k�1k2 + kw1k2 + kw1xk2)

� � 01 k(u; '; �; w)kV k(u1; '1; �1; w1)kV ; �1 > 0;

ce qui implique que B est continue. De même, nous montrons que :

jG (u1; '1; �1; w1)j

� kh1k2 ku1k2 + kh2k2 k'1k2 + kh3k2 k�1k2 + kh4k2 kw1k2
� (kh1k2 + kh2k2 + kh3k2 + kh4k2)

� (ku1k2 + k'1k2 + k�1k2 + kw1k2)

� �2 k(u1; '1; �1; w1)kV ; �2 > 0:

Par conséquent, le Théorème de Lax-Milgram garantit l�existence d�une solution unique

(u; '; �; w) 2 V qui véri�e l�égalité (2:2:8).

De plus, si on prend ('1; �1; w1) � (0; 0; 0) 2 H1
0 (0; 1) � L2 (0; 1) � L2� (0; 1), alors

(2:2:8) se réduit à :

�
R 1
0
uu1dx+ �

R 1
0
uxu1xdx+ 


R 1
0
u1�xdx+ b

R 1
0
'u1xdx

=
R 1
0
h1u1dx; 8u1 2 H1

� (0; 1) :
(2.2.9)

En outre, l�équation (2:2:8) est également vraie pour tout 	 2 C1 ([0; 1]) � H1
� (0; 1) : Par

conséquent, nous avons :

�
R 1
0
ux	xdx =

R 1
0
(h1 � �u� 
�x + b'x)	;8	 2 C1 ([0; 1]) : (2.2.10)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Ainsi, en intégrant par parties le côté gauche de l�équation (2:2:10) et en tenant compte

de (2:2:6)1, on obtient :

ux (1)	 (1)� ux (0)	 (0) = 0 8	 2 C1 ([0; 1]) :

Par conséquent,

ux (1) = ux (0) = 0.

De même, nous obtenons :

u 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1) .

Si nous remplaçons (u1; �1; w1) � (0; 0; 0) 2 H1
0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1) ; dans (2:2:6),

on obtient :

�3
R 1
0
''1dx+ �

R 1
0
'x'1xdx+ b

R 1
0
ux'1dx+ d

R 1
0
wx'1dx�m

R 1
0
�'1dx

=
R 1
0
h2'1dx; 8'1 2 H1

� (0; 1) ;

ceci implique que :

�
R 1
0
'x'1xdx =

R 1
0
(h2 � �3'� bux � dwx +m�)'1dx; 8'1 2 H1

0 (0; 1) : (2.2.11)

Si on note :

h2 � �3'� bux � dwx +m� 2 L2 (0; 1) ,

alors,

' 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ,

et par conséquent, l�équation (2:2:11) prend la forme :

R 1
0
(h2 + �'xx � �3'� bux � dwx +m�)'1dx = 0;8'1 2 H1

0 (0; 1) :

Ainsi, nous obtenons :

�3'� �'xx + bux + dwx �m� = h2:

Cela nous donne l�équation (2:2:6)2. Aussi, on peut facilement montrer que :

� 2 H1
0 (0; 1) ; w 2 H2

� (0; 1) \H1
� (0; 1) .
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2.3. Stabilité exponentielle

Selon la régularité elliptique classique et d�après le système (2:2:7), il existe un unique

U 2 D (A) qui satisfait (2:2:4). Par conséquent, A est un opérateur monotone maximal.

Ainsi, A est le générateur in�nitésimal de C0-semi-groupe des contractions surH. Dans ce

cas, le résultat cité dans le Théorème 2:2:1 est véri�é d�après le Théorème de Hille-Yosida.

2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous établissons et prouvons notre résultat sur la décroissance expo-

nentielle pour le système poreux linéaire (2:1:6)-(2:1:8). Nous commençons par introduire

quelques fonctionnelles et établir des résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Notre résultat de décroissance est donné par :

Théorème 2.3.1 Soit (u; '; �; w) la solution du problème dé�ni par le système (2:1:6)-

(2:1:8) : Alors (u; '; �; w) décroit exponentiellement, i.e., il existe deux constantes posi-

tives �1et �2 indépendantes de telle sorte que :

E(t) � �1E(0)e
��2t; 8t � 0: (2.3.1)

La démonstration du Théorème 2:3:1 sera donnée via quelques lemmes :

Lemme 2.3.1 Soit (u; '; �; w) la solution du système (2:1:6)-(2:1:8). Alors, la fonction-

nelle d�énergie associée au problème est dé�nie par :

E (t) = 1
2

R 1
0

�
�u2t + J'2t + �u2x + c�2 + �w2 + �'2x + �'2 + 2bux'

�
dx; (2.3.2)

satisfait l�identité :

E
0
(t) = �k2

R 1
0
w2xdx� k3

R 1
0
w2dx� �

R 1
0
u2tdx � 0; 8t � 0: (2.3.3)

Preuve. En multipliant les équations du problème (2:1:6) respectivement par ut;

't; �; w et on intègre sur [0:1] :
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2.3. Stabilité exponentielle

8>>>>>><>>>>>>:

�
R 1
0
uttutdx� �

R 1
0
uxxutdx� b

R 1
0
'xutdx+ 


R 1
0
�xutdx+ �

R 1
0
u2t = 0;

J
R 1
0
'tt'tdx� �

R 1
0
'xx'tdx+ b

R 1
0
ux'tdx+ �

R 1
0
''tdx+ d

R 1
0
wx'tdx�m

R 1
0
�'tdx = 0;

c
R 1
0
�t�dx+ 


R 1
0
utx�dx+m

R 1
0
't�dx+ k1

R 1
0
wx�dx = 0;

�
R 1
0
wtwdx� k2

R 1
0
wxxwdx+ k3

R 1
0
w2dx+ k1

R 1
0
�xwdx+ d

R 1
0
'txwdx = 0;

(2.3.4)

puis, en utilisant l�intégration par parties sur l�intervalle [0:1] avec les conditions aux

limites, nous obtenons :8>>>>>><>>>>>>:

�
2
d
dt

R 1
0
u2tdx+

�
2
d
dt

R 1
0
u2xdx� b

R 1
0
'xutdx+ 


R 1
0
�xutdx+ �

R 1
0
u2t = 0;

J
2
d
dt

R 1
0
'2tdx+

�
2
d
dt

R 1
0
'2xdx+ b

R 1
0
ux'tdx+

�
2
d
dt

R 1
0
'2dx+ d

R 1
0
wx'tdx�m

R 1
0
�'tdx = 0;

c
2
d
dt

R 1
0
�2dx� 


R 1
0
ut�xdx+m

R 1
0
't�dx+ k1

R 1
0
wx�dx = 0;

�
2
d
dt

R 1
0
w2dx+ k2

R 1
0
w2xdx+ k3

R 1
0
w2dx� k1

R 1
0
wx�dx� d

R 1
0
wx'tdx = 0:

(2.3.5)

Ainsi, la sommation des quatre équations du système (2:3:5) nous donne :

1
2
d
dt

R 1
0

�
pu2t + J'2t + �u2x + c�2 + �w2 + �'2x + �'2 + 2bux'

�
dx

+k2
R 1
0
w2xdx+ k3

R 1
0
w2dx+ �

R 1
0
u2tdx = 0;

si on note l�énergie du notre système par :

E(t) = 1
2

R 1
0

�
pu2t + J'2t + �u2x + c�2 + �w2 + �'2x + �'2 + 2bux'

�
dx;

la dérivée de l�énergie sera donnée par :

d
dt
E(t) = �k2

R 1
0
w2xdx� k3

R 1
0
w2dx� �

R 1
0
u2tdx;

d�où le résultat souhaité.

L�énergie de ce système est positive car :

E (t) = 1
2

R 1
0

�
�u2t + J'2t + c�2 + �w2 + �'2x + �

�
ux +

b
�
'
�2
� b2

�
'2 + �'2

�
dx; (2.3.6)

en utilisant la relation (2:1:2) ; on trouve :

E (t) = 1
2

R 1
0

�
�u2t + J'2t + c�2 + �w2 + �'2x + �

�
ux +

b
�
'
�2�

dx � 0: (2.3.7)
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2.3. Stabilité exponentielle

Nous remarquons d�après la relation (2:3:3) que le système (2:1:6) est dissipatif, or

cette égalité n�implique pas nécessairement la décroissance exponentielle du système. A

cet e¤et, nous devons construire une autre fonctionnelle dite fonctionnelle de Lyapunov,

notée par F équivalente à la fonctionnelle d�énergie E qui véri�ée :

�2E(t) � F (t) � �1E(t); 8t � 0; (2.3.8)

telles que: �1 et �2 deux constantes positives, et aussi :

d
dt
F (t) � �CE(t); 8t � 0; (2.3.9)

avec C > 0.

Lemme 2.3.2 Pour tout "1 > 0, la fonctionnelle I1 dé�nie par :

I1(t) = J
R 1
0
't'dx� bp

�

R 1
0
ut
�R x
0
' (y) dy

�
dx; t � 0; (2.3.10)

véri�e l�estimation suivante :

I
0
1(t) � � �

2

R 1
0
'2xdx�

�1
2

R 1
0
'2dx+ c0

R 1
0
u2tdx+ c0

R 1
0
w2dx

+c0
R 1
0
�2dx+ c0

�
1 + 1

"1

� R 1
0
'2tdx; t � 0;

(2.3.11)

avec, �1 =
�
� � b2

�

�
:

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I1 et en utilisant la première et la deuxième

équation du système (2:1:6), nous obtenons :

I
0
1(t) = J

R 1
0
'tt'dx+ J

R 1
0
'2tdx� bp

�

R 1
0
utt
�R x
0
' (y) dy

�
dx

� bp
�

R 1
0
ut
�R x
0
't (y) dy

�
dx:

=
R 1
0
[�'xx � bux � �'� dwx +m�]'dx+ J

R 1
0
'2tdx

� b
�

R 1
0
[�uxx + b'x � 
�x � �ut]

�R x
0
' (y) dy

�
dx

� bp
�

R 1
0
ut
�R x
0
't (y) dy

�
dx:

Si on utilise l�intégration par parties, on trouve :

I
0
1(t) = ��

R 1
0
'2xdx�

�
� � b2

�

� R 1
0
'2dx+ J

R 1
0
'2tdx+ d

R 1
0
w'xdx

� bp
�

R 1
0
ut
�R x
0
't (y) dy

�
dx+m

R 1
0
�'dx� b


�

R 1
0
�'dx:

+ b�
�

R 1
0
ut
�R x
0
' (y) dy

�
dx:
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2.3. Stabilité exponentielle

Puis, grâce à l�inégalité de Young et à l�inégalité de Cauchy-Schwarz�s, nous obtenons :

I
0
1(t) � � �

2

R 1
0
'2xdx� 1

2

�
� � b2

�

� R 1
0
'2dx+ c0

�
1 + 1

"1

� R 1
0
'2tdx

+c0
R 1
0
w2dx+ c0

R 1
0
�2dx+ c0

R 1
0
u2tdx;

d�où le résultat (2:3:11) avec �1 =
�
� � b2

�

�
> 0.

Lemme 2.3.3 Soit (u; '; �; w) la solution du système (2:1:6)-(2:1:8). Alors la fonction-

nelle I2; dé�nie par :

I2(t) = �
R 1
0
utudx; t � 0; (2.3.12)

satisfait l�estimation :

I
0
2(t) � ��

2

R 1
0
u2xdx+ �

R 1
0
u2tdx+ c0

R 1
0
('2 + �2)dx; (2.3.13)

pour tout t � 0:

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I2, en utilisant la première équation du système

(2:1:6) ;et en intégrant par parties sur [0; 1], nous obtenons :

I 02(t) = �
R 1
0
uttudx+ �

R 1
0
u2tdx

= ��
R 1
0
u2xdx+ �

R 1
0
u2tdx� b

R 1
0
'uxdx+ 


R 1
0
�uxdx:

Le résultat s�en déduit d�après l�utilisation de l�inégalité de Young.

Lemme 2.3.4 Pour tout "2 > 0, la fonctionnelle I3 dé�nie par :

I3(t) = c
R 1
0

�R x
0
�w (y) + d'x

�
dy�dx� md

2

R 1
0
'2dx; t � 0; (2.3.14)

véri�e pour toute solution du système (2:1:6)-(2:1:8), l�estimation :

I
0
3(t) � �k1c

2

R 1
0
�2dx+ "2

R 1
0
('2 + '2x + '2t ) dx+ c0

�
1 + 1

"2

� R 1
0
w2dx

+ c0

�
1 + 1

"2

� R 1
0
w2xdx++c0

�
1 + 1

"2

� R 1
0
u2tdx; t � 0:

(2.3.15)

Preuve. Dérivons la fonctionnelle I3 :

I
0
3(t) = c

R 1
0

�R x
0
k2wxx � k3w � k1�x

�
dy�dx

+
R 1
0

�R x
0
�w (y) + d'x

�
dy [�
utx �m't � k1wx] dx�md

R 1
0
''tdx

= ck2
R 1
0

�R x
0
wxxdy

�
�dx� ck3

R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx� ck1

R 1
0

�R x
0
�xdy

�
�dx

� �

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
utxdx�m�

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx

� k1�
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
wxdx+ 
d

R 1
0

�R x
0
'xdy

�
utxdx

+md
R 1
0

�R x
0
'xdy

�
'tdx+ k1d

R 1
0

�R x
0
'xdy

�
wxdx�md

R 1
0
''tdx:
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2.3. Stabilité exponentielle

Si on intègre par parties, et on utilise la condition
R 1
0
wdx = 0; on obtient :

I
0
3(t) = �k1c

R 1
0
�2dx+ k2c

R 1
0
wx�dx� k3c

R 1
0
�
�R x
0
w (y) dy

�
dx

+ �k1
R 1
0
w2dx+ �


R 1
0
utwdx� 
d

R 1
0
'xutdx

+ k1d
R 1
0
wx'dx� �m

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx:

Par l�application de l�inégalité de Young et l�inégalité de Cauchy-Schwarz, nous aurons :

k2c
R 1
0
wx�dx � k1c

4

R 1
0
�2dx+ c0

R 1
0
w2xdx;

�k3c
R 1
0
�
�R x
0
w (y) dy

�
dx � k1c

4

R 1
0
�2dx+ c0

R 1
0
w2dx:

De même, nous avons :

�

R 1
0
utwdx � c0

R 1
0
u2tdx+ c0

R 1
0
w2dx;

�
d
R 1
0
'xutdx � "2

2

R 1
0
'2xdx+

c0
2

R 1
0
u2tdx;

k1d
R 1
0
wx'dx � "2

2

R 1
0
'2dx+ c0

"2

R 1
0
w2xdx;

��m
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx � "2

R 1
0
'2tdx+

c0
"2

R 1
0
w2dx:

La relation (2:3:15) est établie, en combinant les estimations ci-dessus.

Lemme 2.3.5 Soit (u; '; �; w) la solution du système (2:1:6)-(2:1:8). Alors la fonction-

nelle I4; dé�nie par :

I4(t) = J�
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx+ Jk1

R 1
0
�'dx+ mJk1

2c

R 1
0
'2dx; t � 0; (2.3.16)

satisfait pour �1; �2; �3 > 0; l�estimation :

I
0
4(t) � �dJ

2

R 1
0
'2tdx+ �1

R 1
0
'2xdx+ �1

R 1
0
'2dx+ �2

R 1
0
u2xdx

+ �3
R 1
0
�2dx+ c0

�1

R 1
0
u2tdx+ c0

�
1 + 1

�1

� R 1
0
w2xdx

+ c0

�
1 + 1

�2
+ 1

�3

� R 1
0
w2dx; t � 0:

(2.3.17)

Preuve. Dérivons la fonctionnelle I4 :

I
0
4(t) = J�

R 1
0

�R x
0
wt (y) dy

�
'tdx+ J�

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'ttdx

+Jk1
R 1
0
�t'dx+ Jk1

R 1
0
�'tdx+

mJk1
c

R 1
0
't'dx;
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2.3. Stabilité exponentielle

en utilisant la deuxième, la troisième et la quatrième équation du système (2:1:6); nous

obtenons :

I
0
4(t) = Jk2

R 1
0
wx'tdx� k3J

R 1
0

�R x
0
wdy

�
'tdx� Jk1

R 1
0
�'tdx

�Jd
R 1
0
'2tdx+ �


R 1
0

�R x
0
wdy

�
'xxdx

��b
R 1
0

�R x
0
wdy

�
uxdx� ��

R 1
0

�R x
0
w(y)dy

�
'dx

�d�
R 1
0

�R x
0
wdy

�
wxdx+ �m

R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx

+Jk1
R 1
0
�'tdx+


Jk1
c

R 1
0
ut'xdx�

Jk21
c

R 1
0
wx'dx:

Par une simple intégration par parties, nous trouvons :

I
0
4(t) = �dJ

R 1
0
'2tdx+ Jk2

R 1
0
wx'tdx� k3J

R 1
0

�R x
0
wdy

�
'tdx

�a�
R 1
0
w'xdx+ d�

R 1
0
w2dx� �b

R 1
0

R x
0
wudx

���
R 1
0

�R x
0
wdy

�
'dx+ �m

R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx

+
Jk1
c

R 1
0
ut'xdx�

Jk21
c

R 1
0
wx'dx:

(2.3.18)

Grâce à l�inégalité de Young et à l�inégalité de Cauchy-Schwarz�s; nous avons :

Jk2
R 1
0
wx'tdx � dJ

4

R 1
0
'2tdx+ c0

R 1
0
w2xdx;

�k3J
R 1
0

�R x
0
wdy

�
'tdx � dJ

4

R 1
0
'2tdx+ c0

R 1
0
w2dx;

�a�
R 1
0
w'xdx � �1

2

R 1
0
'2xdx+

c0
�1

R 1
0
w2xdx;

���
R 1
0

�R x
0
wdy

�
'dx � �1

2

R 1
0
'2dx+ c0

�1

R 1
0
w2xdx;

De même, on a :

��b
R 1
0

�R x
0
wdy

�
uxdx � �2

R 1
0
u2xdx+

c0
�2

R 1
0
w2dx ;

�m
R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx � �3

R 1
0
�2dx+ c0

�3

R 1
0
w2dx;


 Jk1
c

R 1
0
ut'xdx � �1

2

R 1
0
'2xdx+

c0
�1

R 1
0
u2tdx ;

�Jk21
c

R 1
0
wx'dx � �1

2

R 1
0
'2dx+ c0

�1

R 1
0
w2xdx:

En remplaçant les estimations précédentes dans (2:3:18), on obtient le résultat désiré.

Maintenant, pour établir le résultat principal de ce travail, on introduit la fonctionnelle

de Lyapunov :

F (t) = NE(t) +N1I1(t) +N2I2(t) +N3I3(t) +N4I4(t) (2.3.19)
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2.3. Stabilité exponentielle

Preuve du Théorème (2:3:1) :

Preuve. En tenant compte les relations (2:3:3),(2:3:11); (2:3:13); (2:3:15) et (2:3:17);

on obtient :

F 0(t) � �cw
R 1
0
w2dx� cwx

R 1
0
w2xdx� c't

R 1
0
'2tdx� cux

R 1
0
u2xdx

� c'x
R 1
0
'2xdx� c'

R 1
0
'2dx� cut

R 1
0
u2tdx� c�

R 1
0
�2dx; 8t � 0;

(2.3.20)

où

cwx = k2N � c0N4
�
1 + 1

�1

�
� c0N3

�
1 + c0

"2

�
;

cw = Nk3 �N1c0 � c0N3
�
1 + c0

"2

�
�N4c0

�
1 + 1

�2
+ 1

�3

�
;

cut = N� �N1c0 �N2�� c0N3
�
1 + c0

"2

�
�N4 c0�1 ;

c't =
dJ
2
N4 � "2N3 �N1c

�
1 + 1

"1

�
;

c� =
k1c
2
N3 � c0N2 � �3N4 �N1c0;

c'x =
�
2
N1 � "2N3 � �1N4;

c' =
�1
2
N1 �N2c0 � "2N3 � �1N4;

cux =
�
2
N2 � �2N4:

(2.3.21)

Pour "2 = 1
N3
; N2 = 1; �1 =

1
N4
; �2 =

�N1
4
et �3 = k1cN3

4N4
; nous obtenons :

cwx = k2N � c0N4 (1 +N4)� c0N3
�
1 + c0

"2

�
; cux =

�
4
;

cw = Nk3 �N1c0 � c0N3
�
1 + c0

"2

�
�N4c0

�
1 + 4

�N1
+ 4N4

k1cN3

�
;

cut = N� �N1c0 � �� c0N3
�
1 + c0

"2

�
�N2

4 c0;

c't =
dJ
2
N4 �N1c

�
1 + 1

"1

�
� 1; c'x =

�
2
N1 � 2;

c� =
k1c
4
N3 � c0 �N1c0; c' = �1

2
N1 � c0 � 2;

(2.3.22)

Maintenant, nous devons choisir nos coe¢ cients d�une manière appropriée. Tout

d�abord, nous choisissons N1 assez grand pour que :

N1 >
4
�
;

�1
2
N1 � c0 � 2 > 0;

ensuite, nous sélectionnons N3 su¢ samment grand tel que :

k1c
4
N3 � c0 �N1c0 > 0;
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2.3. Stabilité exponentielle

et

dJ
2
N4 �N1c

�
1 + 1

"1

�
� 1;

En�n, nous choisissons N assez grand pour que :

Nk3 �N1c0 � c0N3
�
1 + c0

"2

�
�N4c0

�
1 + 4

�N1
+ 4N4

k1cN3

�
> 0;

N� �N1c0 � �� c0N3
�
1 + c0

"2

�
�N2

4 c0 > 0;

k2N � c0N4 (1 +N4)� c0N3
�
1 + c0

"2

�
> 0:

Par conséquent, (2:3:20) prend la forme :

F
0
(t) � ��1

R L
0

�
u2t + '2t + �2 + w2 + (ux + ')2 + '2x

�
dx

� ��2E(t);
(2.3.23)

pour certaines constantes positives �1et �2.

En combinant (2:3:23) et le côté droit de la relation (2:3:8), nous concluons que :

F
0
(t) � �d1F (t); 8t � 0; (2.3.24)

pour une certaine constante d1 =
�2
�2
positive.

Ensuite, par une simple intégration de (2:3:24); nous obtenons :

F (t) � F (0)e�d1t; 8t � 0 : (2.3.25)

On utilise une deuxième fois l�équivalence de E � F; on trouve :

E(t) � CE(0)e�d1t; 8t � 0:

D�où le résultat souhaité.
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CHAPITRE

3 Étude de la stabilité

exponentielle d�un

système linéaire

poreux-élastique avec

e¤ets micro-températures

3.1 Position du problème

Dans cette section, nous nous intéressons à l�étude d�un système poreux-élastique dans

un domaine unidimensionnel qui est le même système étudié dans le premier chapitre,

mais cette fois-ci avec une dissipation due à l�e¤et des micro-températures seulement

dans l�absence de l�amortissement de friction. Ce système se présente comme suit :

8>>>>>><>>>>>>:

�utt � �uxx � b'x + 
�x = 0; (0; 1)� (0;1)

J'tt � �'xx + bux + �'+ dwx �m� = 0; (0; 1)� (0;1)

c�t + 
utx +m't + k1wx = 0; (0; 1)� (0;1)

�wt � k2wxx + k3w + k1�x + d'tx = 0; (0; 1)� (0;1)

(3.1.1)
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3.1. Position du problème

Nous complétons le système (3:1:1) par les conditions aux limites :8<: ux (0; t) = ux (1; t) = ' (0; t) = ' (1; t) = 0; t > 0;

� (0; t) = � (1; t) = wx (0; t) = wx (1; t) = 0, t > 0;
(3.1.2)

et les conditions initiales :8<: u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; ' (x; 0) = '0 (x) ; x 2 (0; 1) ;

't (x; 0) = '1 (x) ; w (x; 0) = w0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; x 2 (0; 1) ;
(3.1.3)

où u0; u1; '0; '1; w0; �0 sont des fonctions données.

L�objectif principal de ce chapitre est d�établir la stabilité exponentielle du système

(3:1:1): Plus précisément, nous prouvons qu�une dissipation unique donnée par les micro-

températures est su¢ samment forte pour produire une stabilité exponentielle si et seule-

ment si les coe¢ cients du système véri�ent la relation :

�1 = �� 
2

c�
= 0; (3.1.4)

où :

� = �
�
� �

J
; (3.1.5)

qui est un nouveau nombre de stabilité.

Il est clair que cette relation entre les coe¢ cients implique que :

c� > 
2: (3.1.6)

Entre-temps, à partir de la première équation du système (3:1:1) et les conditions aux

limites, on obtient :

� d
2

dt2

R 1
0
u(x; t)dx = 0;8t � 0: (3.1.7)

Remarquons que l�équation (3:1:7) est une équation di¤érentielle ordinaire qui possède

d�après la théorie classique des EDO une solution qui est la suivante :

R 1
0
u(x; t)dx = t

R 1
0
u1(x; t)dx+

R 1
0
u0(x)dx; 8t � 0: (3.1.8)

Par conséquent, si nous �xons :

�u (x; t) = u(x; t)� t
R 1
0
u1dx�

R 1
0
u0dx; 8t � 0; x 2 [0; 1] ; (3.1.9)
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3.2. Existence et unicité de la solution

on trouve : R 1
0
�u(x; t)dx = 0;8t � 0: (3.1.10)

Maintenant, à partir de la quatrième équation du système (3:1:1) et les conditions aux

limites, nous obtenons :

d
dt

R 1
0
w(x; t)dx+ k3

�

R 1
0
w(x; t)dx = 0;8t � 0; (3.1.11)

ainsi, R 1
0
w(x; t)dx =

�R 1
0
w0(x)dx

�
e�

t
�
k3 ;8t � 0: (3.1.12)

Donc, si nous mettons :

�w (x; t) = w(x; t)�
�R 1

0
w0(x)dx

�
e�

t
�
k3 ;8t � 0; x 2 [0; 1] ; (3.1.13)

nous obtenons : R 1
0
�w(x; t)dx = 0;8t � 0: (3.1.14)

Il est clair que l�utilisation de l�inégalité de Poincaré pour u et w est justi�ée. En outre,

(�u; '; �; �w) satisfait les mêmes équations et les données initiales de u et w dans le système

(3:1:1). Dans ce qui suit, nous allons travailler avec �u et �w; mais pour simpli�er les

notations, nous écrivons u et w au lieu de �u et �w:

3.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous prouvons l�existence et l�unicité de la solution du problème

(3:1:1)-(3:1:3); en utilisant la théorie des semi-groupes. Ainsi, si nous désignons U =

(u; v; ';  ; �; w)T ; où v = ut et  = 't; alors le système (3:1:1)-(3:1:3) prend la forme :8<: Ut +AU = 0; t > 0;

U (x; 0) = Ux (0) = (u0; u1; '0; '1; �0; w0)
T ;
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3.2. Existence et unicité de la solution

où l�opérateur A : D (A) � H ! H est dé�ni comme suit :

AU =

0BBBBBBBBBBBB@

�v
��
�
uxx � b

�
'x +



�
�x

� 
��
J
'xx � b

J
ux +

�
J
'+ d

J
wx � m

J
�



c
vx +

m
c
 + k1

c
wx

�k2
�
wxx +

k3
�
w + k1

�
�x +

d
�
 x

1CCCCCCCCCCCCA
; (3.2.1)

tel que H est l�espace énergétique donné par :

H := fH1
� (0; 1)� L2� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)g

où

L2� (0; 1) =
n
' 2 L2 (0; 1) :

R 1
0
' (x) = 0

o
; H1

� (0; 1) = H1 (0; 1) \ L2� (0; 1) :

Nous équipons l�espace H avec le produit scalaire dé�ni par :D
U; eUE

H
= �

R 1
0
vevdx+ �

R 1
0
ux~uxdx+ J

R 1
0
 e dx+ b

R 1
0
(uxe'+ ~ux') dx

+�
R 1
0
'e'dx+ �

R 1
0
w ewdx+ �

R 1
0
'e'xdx+ c

R 1
0
�e�dx: (3.2.2)

Remarque 3.2.1 Sous l�hypothèse �� > b2, il est facile de voir que la relation (3:2:2)

dé�nit un produit scalaire. Plus précisément, à partir de (2:1:2), nous avons :

hU;UiH = �
R 1
0
v2dx+ J

R 1
0
 2dx+ �

R 1
0
ux~uxdx+ e dx+ b

R 1
0
(uxe'+ ~ux') dx

+�
R 1
0
'e'dx+ �

R 1
0
w ewdx+ �

R 1
0
'e'xdx+ c

R 1
0
�e�dx:

Maintenant, en utilisant le fait que �� > b2; nous arrivons à :

hU;UiH > �
R 1
0
v2dx+ J

R 1
0
 2dx+ �

R 1
0
w2dx+ �

R 1
0
'2dx+ �

R 1
0

�
ux +

b
�
'
�2
dx:

Ainsi, nous concluons que
D
U; eUE

H
dé�nit un produit scalaire sur H et que la norme

associée k:k
H
est équivalente à la norme habituelle.

Le domaine de A est donné par :

D (A) = fU 2 H�u 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1) ; v 2 H1
� (0; 1) ;

' 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ;  2 H1

0 (0; 1) ; � 2 H1
0 (0; 1) ;

w 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1)g;
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3.2. Existence et unicité de la solution

où

H2
� (0; 1) := f	 2 H2 (0; 1) : 	x (0) = 	x (1) = 0g :

Il est clair que D (A) dense dans H. Maintenant, nous pouvons donner le résultat

d�existence et d�unicité qui est le suivant.

Théorème 3.2.1 Soit (w;'; u;  ; �; q)T 2 H. Pour toute donnée initiale U0 2 H; il existe

une solution unique U 2 C (R+;H) du problème (3:1:1)-(3:1:3). De plus, si U0 2 D (A) ;

alors

U 2 C (R+; D (A)) \ C1 (R+;H) :

Preuve. Nous devons d�abord prouver que A est un opérateur monotone maximal.

Pour tout U 2 D (A) ; et en utilisant l�équation (3:2:2), nous obtenons :

hAU;UiH = k3
R 1
0
w2dx+ k2

R 1
0
w2xdx � 0: (3.2.3)

Par conséquent, l�opérateur A est monotone. Maintenant, nous montrons que l�opérateur

(I+A) est surjectif. Pour tout k = (�1; �2; �3; �4; �5; �6)
T 2 H, nous prouvons qu�il existe

U 2 D (A) tel que :

(I +A)U = K: (3.2.4)

Le problème (3:2:4) conduit à résoudre le système suivant :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

u� v = �1 2 H1
� (0; 1) ;

�v � �uxx � b'x + 
�x = ��2 2 L2� (0; 1) ;

'�  = �3 2 H1
0 (0; 1) ;

J � �'xx + bux + �'+ dwx �m� = J�4 2 L2 (0; 1) ;

c� + 
vx +m + k1wx = c�5 2 L2 (0; 1) ;

�1w � k2wxx + k1�x + d x = ��6 2 L2� (0; 1) ; �1 = �+ �3:

(3.2.5)

L�insertion de v = u � �1;  = ' � �3 dans (3:2:5)2; (3:2:5)4 ; (3:2:5)5 et (3:2:5)6 ; nous

donne :
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3.2. Existence et unicité de la solution

8>>>>>><>>>>>>:

�u� �uxx � b'x + 
�x = h1 2 L2� (0; 1) ;

�3'� �'xx + bux + dwx �m� = h2 2 L2 (0; 1) ;

c� + 
ux +m'+ k1wx = h3 2 L2 (0; 1) ;

�1w � k2wxx + k1�x + d'x = h4 2 L2� (0; 1) ;

(3.2.6)

où
h1 = � (�2 + �1) ; h3 = c�5 + 
�1x +m�3;

h2 = J (�3 + �4) ; h4 = ��6 + d�3x;

�3 = J + �:

Pour résoudre le système (3:2:6), nous introduisons la formulation variationnelle suivante

:

B ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1)) = G (u1; '1; �1; w1) ; (3.2.7)

où

B = [H1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)]
2 ! R;

est la forme bilinéaire dé�nie par :

B ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1))

= �
R 1
0
uu1dx+ �

R 1
0
uxu1xdx+ �3

R 1
0
''1dx+ �

R 1
0
'x'1xdx

+c
R 1
0
��1dx+ �1

R 1
0
ww1dx+ �2

R 1
0
wxw1xdx+ 


R 1
0
(ux�1 + u1�x) dx

+b
R 1
0
(ux'1 + 'u1x) dx+ d

R 1
0
(wx'1 + 'xw1) dx

+�1
R 1
0
(wx�1 + w1�x) dx+m

R 1
0
('�1 + '1�) dx;

et

G : [H1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)]
2 ! R;

est la forme linéaire donnée par :

G (u1; '1; �1; w1) =
R 1
0
h1u1dx+

R 1
0
h2'1dx+

R 1
0
h3�1dx+

R 1
0
h4w1dx :

Soit V = fH1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)g équipé de la norme:

k(u; '; �; w)k2V = kuk22 + kuxk
2
2 + k'k

2
2 + k'xk

2
2 + k�k

2
2 + kwk

2
2 + kwxk

2
2 ;
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3.2. Existence et unicité de la solution

alors, nous pouvons facilement prouver que :

jB ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1))j �M0 k(u; '; �; w)k2V ;

où M0 = f�; �; c; �1; l1; l2g ; l1 = 1
2

�
�� b2

�3

�
> 0 et l2 = 1

2

�
�3 � b2

�

�
> 0:

Ainsi, B est coercive. En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

jB ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1))j

� �1 k(u; '; �; w)kV k(u1; '1; �1; w1)kV ; �1 > 0;

ce qui implique que B est continue. De même, nous montrons que :

jG (u1; '1; �1; w1)j � �2 k(u1; '1; �1; w1)kV ; �2 > 0:

En appliquant le Théorème de Lax-Milgram, nous déduisons que pour tout (u1; '1; �1; w1)

2 V , le problème (3:2:7) admet une solution unique (u; '; �; w) 2 V; De plus, si nous

prenons : ('1; �1; w1) � (0; 0; 0) 2 H1
0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1) ; alors l�équation (3:2:7)

se réduit à :

�
R 1
0
uu1dx+ �

R 1
0
uxu1xdx+ 


R 1
0
u1�xdx+ b

R 1
0
'u1xdx

=
R 1
0
h1u1dx; 8u1 2 H1

� (0; 1) :
(3.2.8)

En outre, l�équation (3:2:8) est également vraie pour tout 	 2 C1 ([0; 1]) � H1
� (0; 1) : Par

conséquent, nous avons :

�
R 1
0
ux	xdx =

R 1
0
(h1 � �u� 
�x + b'x)	;8	 2 C1 ([0; 1]) :

Ainsi, en utilisant l�intégration par parties, on obtient :

ux (1)	 (1)� ux (0)	 (0) = 0 8	 2 C1 ([0; 1]) :

Donc,

ux (1) = ux (0) = 0.

En conséquence, nous obtenons :

u 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1) .
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3.2. Existence et unicité de la solution

Si nous choisissons ('1; �1; w1) � (0; 0; 0) 2 H1
0 (0; 1)�L2 (0; 1)�L2� (0; 1) ; dans l�équation

(3:2:7), on obtient :

�3
R 1
0
''1dx+ �

R 1
0
'x'1xdx+ b

R 1
0
ux'1dx+ d

R 1
0
wx'1dx�m

R 1
0
�'1dx

=
R 1
0
h2'1dx; 8'1 2 H1

� (0; 1) ;

c�est-à-dire :

�
R 1
0
'x'1xdx =

R 1
0
(h2 � �3'� bux � dwx +m�)'1dx; 8'1 2 H1

0 (0; 1) : (3.2.9)

En constatant que :

h2 � �3'� bux � dwx +m� 2 L2 (0; 1) ,

puis :

' 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ,

et par conséquent, l�équation (3:2:9) prend la forme :

R 1
0
(h2 + �'xx � �3'� bux � dwx +m�)'1dx = 0;8'1 2 H1

0 (0; 1) :

Ainsi, nous obtenons :

�3'� �'xx + bux + dwx �m� = h2:

Cela nous donne l�équation (3:2:1). De même, nous pouvons montrer que :

� 2 H1
0 (0; 1) ; w 2 H2

� (0; 1) \H1
� (0; 1) ,

il existe donc U 2 D (A) tel que l�équation (3:2:4) est vraie. Par conséquent, l�opérateur

A est maximal.

Nous concluons donc que A est un opérateur monotone maximal. Ainsi, A est le

générateur in�nitésimal de C0-semi-groupe de contractions sur H . Par conséquent, le

résultat cité dans le Théorème 3:2:1 est donné par le Théorème de Hille-Yoshida.
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3.3. Stabilité exponentielle

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous commençons par introduire certaines fonctionnelles et établir

quelques lemmes pour prouver le résultat de la stabilité exponentielle du système linéaire

poreux-élastique (3:1:1):

Lemme 3.3.1 Soit (u; '; �; w) la solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors la fonction-

nelle d�énergie E; dé�nie par :

E (t) = 1
2

R 1
0

�
pu2t + J'2t + �u2x + c�2 + �w2 + �'2x + �'2 + 2bux'

�
dx; (3.3.1)

satisfait l�identité :

E
0
(t) = �k2

R 1
0
w2xdx� k3

R 1
0
w2dx � 0; 8t � 0: (3.3.2)

Preuve. En multipliant les équations du problème (3:1:1) respectivement par ut;

't; �; w; et on intègre sur [0:1] :8>>>>>><>>>>>>:

�
R 1
0
uttutdx� �

R 1
0
uxxutdx� b

R 1
0
'xutdx+ 


R 1
0
�xutdx = 0;

J
R 1
0
'tt'tdx� �

R 1
0
'xx'tdx+ b

R 1
0
ux'tdx+ �

R 1
0
''tdx+ d

R 1
0
wx'tdx�m

R 1
0
�'tdx = 0;

c
R 1
0
�t�dx+ 


R 1
0
utx�dx+m

R 1
0
't�dx+ k1

R 1
0
wx�dx = 0;

�
R 1
0
wtwdx� k2

R 1
0
wxxwdx+ k3

R 1
0
wwdx+ k1

R 1
0
�xwdx+ d

R 1
0
'txwdx = 0;

(3.3.3)

puis, en utilisant l�intégration par parties sur l�intervalle [0:1] avec les conditions aux

limites, nous obtenons :8>>>>>><>>>>>>:

�
2
d
dt

R 1
0
u2tdx+

�
2
d
dt

R 1
0
u2xdx� b

R 1
0
'xutdx+ 


R 1
0
�xutdx = 0;

J
2
d
dt

R 1
0
'2tdx+

�
2
d
dt

R 1
0
'2xdx+ b

R 1
0
ux'tdx+

�
2
d
dt

R 1
0
'2dx+ d

R 1
0
wx'tdx�m

R 1
0
�'tdx = 0;

c
2
d
dt

R 1
0
�2dx� 


R 1
0
ut�xdx+m

R 1
0
't�dx+ k1

R 1
0
wx�dx = 0;

�
2
d
dt

R 1
0
w2dx+ k2

R 1
0
w2xdx+ k3

R 1
0
w2dx� k1

R 1
0
wx�dx� d

R 1
0
wx'tdx = 0:

(3.3.4)

Ainsi, la sommation des quatre équations du système (3:3:4) nous donne :

1
2
d
dt

R 1
0

�
pu2t + J'2t + �u2x + c�2 + �w2 + �'2x + �'2 + 2bux'

�
dx

+k2
R 1
0
w2xdx+ k3

R 1
0
w2dx = 0;
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3.3. Stabilité exponentielle

si on note la fonctionnelle d�énergie par :

E(t) = 1
2

R 1
0

�
pu2t + J'2t + �u2x + c�2 + �w2 + �'2x + �'2 + 2bux'

�
dx;

la dérivée de l�énergie sera donnée par :

d
dt
E(t) = �k2

R 1
0
w2xdx� k3

R 1
0
w2dx:

Lemme 3.3.2 Soit (u; '; �; w) la solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors la fonction-

nelle I1; dé�nie par :

I1(t) = ��
R 1
0
utudx; t � 0; (3.3.5)

satisfait l�estimation :

I
0
1(t) � ��

R 1
0
u2tdx+

3�
2

R 1
0
u2xdx+ c0

R 1
0
('2 + �2)dx; (3.3.6)

pour tout t � 0:

Preuve. En dérivant la fonctionelle I1; et en utilisant la première équation du système

(3:1:1); nous obtenons :

I
0
1(t) = ��

R 1
0
u2tdx� �

R 1
0
uttudx

= ��
R 1
0
u2tdx�

R 1
0
[�uxx + b'x � 
�x]udx

= ��
R 1
0
u2tdx+ �

R 1
0
u2xdx+ b

R 1
0
'uxdx� 


R 1
0
�uxdx:

Une application de l�inégalité de Young donne le résultat souhaité.

Lemme 3.3.3 Soit (u; '; �; w) une solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors la fonc-

tionnelle I2; dé�nie par :

I2(t) = J
R 1
0
't'dx� bp

�

R 1
0
ut
�R x
0
' (y) dy

�
dx; t � 0; (3.3.7)

satisfait pour un certain "1 > 0; l�estimation :

I
0
2(t) � � �

2

R 1
0
'2xdx� �1

R 1
0
'2dx+ "1

R 1
0
u2tdx+ c0

R 1
0
w2dx

+c0
R 1
0
�2dx+ c0

�
1 + 1

"1

� R 1
0
'2tdx; t � 0;

(3.3.8)

où �1 =
�
� � b2

�

�
:
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3.3. Stabilité exponentielle

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I2 nous donne :

I
0
2(t) = J

R 1
0
'tt'dx+ J

R 1
0
'2tdx� bp

�

R 1
0
ut
�R x
0
't (y) dy

�
dx

� bp
�

R 1
0
utt
�R x
0
' (y) dy

�
dx:

Si on utilise l�intégration par parties, on trouve :

I
0
2(t) = ��

R 1
0
'2xdx�

�
� � b2

�

� R 1
0
'2dx+ J

R 1
0
'2tdx+ d

R 1
0
w'xdx

� bp
�

R 1
0
ut
�R x
0
't (y) dy

�
dx+m

R 1
0
�'dx� b


�

R 1
0
�'dx:

En rappelant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz�s, nous obtenons :

I
0
2(t) � � �

2

R 1
0
'2xdx�

�
� � b2

�

� R 1
0
'2dx+ "1

R 1
0
u2tdx+ c0

R 1
0
w2dx

+c0
R 1
0
�2dx+ c0

�
1 + 1

"1

� R 1
0
'2tdx;

qui est exactement l�estimation donnée par (3:3:8) avec �1 =
�
� � b2

�

�
.

Lemme 3.3.4 Soit

I3(t) =
p�
b

R 1
0
ut'xdx+

J�
b

R 1
0
ux'tdx� J


b

R 1
0
't�dx; t � 0; (3.3.9)

et soit (u; '; �; w) solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors, nous avons pour tout

"2 > 0; l�estimation :

I
0
3(t) � ��

2

R 1
0
u2xdx+ "2

R 1
0
'2xdx+ c0

R 1
0
'2tdx+ c0

R 1
0
w2xdx

+ c0
"2

R 1
0
�2dx+ pJ

b

�
{ � 
2

cp

� R 1
0
'txutdx; t � 0:

(3.3.10)

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I3 donne :

I
0
3(t) =

p�
b

R 1
0
utt'xdx+

p�
b

R 1
0
ut'txdx+

J�
b

R 1
0
utx'tdx+

J�
b

R 1
0
ux'ttdx

� J

b

R 1
0
'tt�dx� J


b

R 1
0
't�tdx

I
0
3(t) =

�
b

R 1
0
[�uxx + b'x � 
�x]'xdx+ p�

b

R 1
0
ut'txdx+

J�
b

R 1
0
utx'tdx

+ �
b

R 1
0
ux [�'xx � bux � �'� dwx +m�] dx� J


b

R 1
0
't�tdx

� 

b

R 1
0
[�'xx � bux � �'� dwx +m�] �dx:

I
0
3(t) = ��

R 1
0
u2xdx+ �

R 1
0
'2xdx� ��

b

R 1
0
'uxdx� �d

b

R 1
0
wxuxdx

+ pJ
b

�


J
� �

�
� 
2

cp

� R 1
0
'txutdx+

�

 + �m

b

� R 1
0
�uxdx

+ 
�
b

R 1
0
'�dx+ 
d

b

R 1
0
�wxdx� 
m

b

R 1
0
�2dx

+ 
mJ
bc

R 1
0
'2tdx+


k1J
bc

R 1
0
wx'tdx:
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Ainsi, par l�application de l�inégalité de Young, nous aurons :

���
b

R 1
0
'uxdx � �

6

R 1
0
u2xdx+ c0

R 1
0
'2xdx;

��d
b

R 1
0
wxuxdx � �

6

R 1
0
u2xdx+ c0

R 1
0
w2xdx;�


 + �m
b

� R 1
0
�uxdx � �

6

R 1
0
u2xdx+ c0

R 1
0
�2dx;

De même, nous avons :


�
b

R 1
0
'�dx � "2

R 1
0
'2xdx+

c0
"2

R 1
0
�2dx;


d
b

R 1
0
�wxdx � c0

�R 1
0
w2xdx+ c0

R 1
0
�2dx

�
:

Finalement,


k1J
bc

R 1
0
wx'tdx � c0

R 1
0
'2tdx+ c0

R 1
0
w2xdx;

en combinant les estimations ci-dessus, on obtient le résultat désiré.

Lemme 3.3.5 Soit (u; '; �; w) la solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors la fonction-

nelle I4; dé�nie par :

I4(t) = c�
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
�dx; t � 0; (3.3.11)

satisfait pour un certain "3 > 0; l�estimation :

I
0
4(t) � �k1c

2

R 1
0
�2dx+ "3

R 1
0
u2tdx+ c0

R 1
0
w2xdx

+ c0

�
1 + 1

"3

� R 1
0
w2dx� dc

R 1
0
�'tdx; t � 0:

(3.3.12)

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I4 nous donne :

I
0
4(t) = ck2

R 1
0
�
�R x
0
wyy (y) dy

�
dx� ck3

R 1
0
�
�R x
0
w (y) dy

�
dx

� ck1
R 1
0
�
�R x
0
�y (y) dy

�
dx� dc

R 1
0
�
�R x
0
'ty (y) dy

�
dx

� �

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
utxdx� �m

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx

� �k1
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
wxdx;

en intégrant par parties, et en utilisant la condition
R 1
0
wdx = 0; on obtient :

I
0
4(t) = �k1c

R 1
0
�2dx� �k1

R 1
0
w2dx+ k2c

R 1
0
wx�dx

� dc
R 1
0
�'tdx� k3c

R 1
0
�
�R x
0
w (y) dy

�
dx+ �


R 1
0
utwdx

� �m
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx:

(3.3.13)
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Par l�application de les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, nous aurons :

k2c
R 1
0
wx�dx � c0

R 1
0
w2xdx+

k1c
4

R 1
0
�2dx ;

�k3c
R 1
0
�
�R x
0
w (y) dy

�
dx � c0

R 1
0
w2dx+ k1c

4

R 1
0
�2dx ;

et aussi,

�

R 1
0
utwdx � "3

R 1
0
u2tdx+

c0
"3

R 1
0
w2dx ;

��m
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx � "3

R 1
0
'2tdx+

c0
"3

R 1
0
w2dx ;

En remplaçant les estimations précédentes dans (3:3:13), on trouve le résultat souhaité:

Lemme 3.3.6 Soit (u; '; �; w) solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors la fonction-

nelle I5; dé�nie par :

I5(t) = J�
R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'tdx+ Jk1

R 1
0
�'dx+ mJk1

2c

R 1
0
'2dx

� 
Jk1
c

R 1
0
u'xdx; t � 0;

(3.3.14)

satisfait pour un certain "4 > 0; l�estimation :

I
0
5(t) � �dJ

2

R 1
0
'2tdx+ "4

R 1
0
u2xdx+ "4

R 1
0
�2dx+ "4

R 1
0
'2xdx

+ "4
R 1
0
'2dx+ c0

�
1 + 1

"4

� R 1
0
w2dx

+ c0

�
1 + 1

"4

� R 1
0
w2xdx+


Jk1
c

R 1
0
ux'tdx; t � 0:

(3.3.15)

Preuve. Dérivons la fonctionnelle I5 :

I
0
5(t) = J�

R 1
0

�R x
0
wt (y) dy

�
'tdx+ J�

R 1
0

�R x
0
w (y) dy

�
'ttdx

+ Jk1
R 1
0
�t'dx+ Jk1

R 1
0
�'tdx+

mJk1
c

R 1
0
't'dx

� 
Jk1
c

R 1
0
ut'xdx� 
Jk1

c

R 1
0
u'txdx;

en utilisant la deuxième, la troisième et la quatrième équation du système (3:1:1); nous

obtenons :

I
0
5(t) = Jk2

R 1
0
wx'tdx� k3J

R 1
0

�R x
0
wdy

�
'tdx� Jk1

R 1
0
�'tdx

+Jd
R 1
0
'2tdx+ �


R 1
0

�R x
0
wdy

�
'xxdx

��b
R 1
0

�R x
0
wdy

�
uxdx� ��

R 1
0

�R x
0
wdy

�
'dx

�d�
R 1
0

�R x
0
wdy

�
wxdx+ �m

R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx

+ Jk1
R 1
0
�'tdx+


Jk1
c

R 1
0
ut'xdx�

Jk21
c

R 1
0
wx'dx:
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3.3. Stabilité exponentielle

Par une simple intégration par parties, nous trouvons :

I
0
5(t) = �dJ

R 1
0
'2tdx+ Jk2

R 1
0
wx'tdx� k3J

R 1
0

�R x
0
wdy

�
'tdx

+
Jk1
c

R 1
0
ux'tdx� a�

R 1
0
w'xdx+ d�

R 1
0
w2dx

��b
R 1
0

�R x
0
wdy

�
uxdx� ��

R 1
0

�R x
0
wdy

�
'dx

�Jk21
c

R 1
0
wx'dx+ �m

R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx:

(3.3.16)

Grâce à l�inégalité de Young et à l�inégalité de Cauchy-Schwarz�s, et pour un certain

"3 > 0; nous avons :

Jk2
R 1
0
wx'tdx � dJ

4

R 1
0
'2tdx+ c0

R 1
0
w2xdx ;

�k3J
R 1
0

�R x
0
wdy

�
'tdx � dJ

4

R 1
0
'2tdx+ c0

R 1
0
w2dx ;

a�
R 1
0
w'xdx � "3

R 1
0
'2xdx+

c0
"3

R 1
0
w2dx ;

aussi,

�b
R 1
0

�R x
0
wdy

�
uxdx � "3

R 1
0
u2xdx+

c0
"3

R 1
0
w2dx ;

��
R 1
0

�R x
0
wdy

�
'dx � "3

2

R 1
0
'2dx+ c0

"3

R 1
0
w2dx ;

�Jk21
c

R 1
0
wx'dx � "3

2

R 1
0
'2dx+ c0

"3

R 1
0
w2xdx ;

�m
R 1
0

�R x
0
wdy

�
�dx � "3

R 1
0
�2dx+ c0

"3

R 1
0
w2dx:

En sommant les estimations précédentes dans (3:3:16), on obtient le résultat désiré.

Lemme 3.3.7 Soit (u; '; �; w) solution du système (3:1:1)-(3:1:3). Alors la fonction-

nelle I6; dé�nie par :

I6(t) =
J
2

R 1
0
'2tdx+

�
2

R 1
0
'2xdx+

�
2

R 1
0
'2dx; t � 0; (3.3.17)

satisfait pour �1 > 0; l�estimation :

I
0
6(t) � �1

R 1
0
'2tdx+

c0
�1

R 1
0
w2xdx+m

R 1
0
't�dx

� b
R 1
0
ux'tdx; t � 0:

(3.3.18)
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3.3. Stabilité exponentielle

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I6 et l�intégration par parties sur [0; 1] ;

conduisent à :

I 06(t) = J
R 1
0
'tt'tdx+ �

R 1
0
'x'txdx+ �

R 1
0
''tdx

=
R 1
0
[�'xx � bux � �'� dwx +m�]'tdx+ �

R 1
0
'x'txdx+ �

R 1
0
''tdx

= �b
R 1
0
ux'tdx+m

R 1
0
't�dx� d

R 1
0
wx'tdx

Le résultat souhaité s�en déduit d�après l�utilisation de l�inégalité de Young :

�d
R 1
0
wx'tdx � �1

R 1
0
'2tdx+

c0
�1

R 1
0
w2xdx:

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le résultat principal de cette partie.

D�abord, nous introduisons la fonctionnelle de Lyapunov :

F (t) = NE(t) + I1(t) +N1I2(t) +N2I3(t) +N3
m
dc
I4(t)

+N3
bc

Jk1

I5(t) +N3I6(t):
(3.3.19)

Théorème 3.3.1 Soit (u; '; �; w) la solution du problème dé�ni par le système (3:1:1)-

(3:1:3): Si les coe¢ cients du système (3:1:1) satisfait la condition (3:1:4), alors (u; '; �; w)

décroit exponentiellement, i.e., il existe deux constantes positives �1et �2 indépendantes

de telle sorte que :

E(t) � �1E(0)e
��2t; 8t � 0: (3.3.20)

Preuve. En di¤érenciant l�équation (3:3:19); puis en rappelant les estimations (3:3:2);

(3:3:6); (3:3:8); (3:3:10); (3:3:12); (3:3:15) et (3:3:18); on trouve :

F
0
(t) � �

h
k2N � c0N2 � m

dc
c0N3 � bcc0


Jk1
N3

�
1 + 1

"4

�
� c0

�1
N3

i R 1
0
w2xdx

�
h
k3N � c0N1 � m

dc
c0N3

�
1 + 1

"3

�
� bcc0


Jk1
N3

�
1 + 1

"4

�i R 1
0
w2dx

�
�
�� "1N1 � m

dc
N3"3

� R 1
0
u2tdx�

h
�1N1 � bc


Jk1
"4N3 � c0

i R 1
0
'2dx

�
h
�
2
N1 � "2N2 � bc


Jk1
"4N3

i R 1
0
'2xdx�

h
�
2
N2 � 3�

2
� bc


Jk1
"4N3

i R 1
0
u2xdx

�
h
dJbc
2
Jk1

N3 +N1c0

�
1 + 1

"1

�
� c0N2 � �1N3

i R 1
0
'2tdx

�
h
k1cm
2dc

N3 � c0N1 � c0
"2
N2 � bc


Jk1
"4N3 � c0

i R 1
0
�2dx:

(3.3.21)
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Pour "3 =
�

2c0N3
; "4 =

1
N3
et �1 = c0

N3
; nous obtenons :

F (t) � �cwx
R 1
0
w2xdx� cw

R 1
0
w2dx� c't

R 1
0
'2tdx� cux

R 1
0
u2xdx

� c'x
R 1
0
'2xdx� c'

R 1
0
'2dx� cut

R 1
0
u2tdx� c�

R 1
0
�2dx; 8t � 0;

(3.3.22)

où
cwx = k2N � c0N2 � m

dc
c0N3 � bcc0


Jk1
N3 (1 +N3)� c0N2

3 ;

cw = k3N � c0N1 � m
dc
c0N3 (1 +N3)� bcc0


Jk1
N3 (1 +N3) ;

c't =
dbc
2
k1

N3 +N1c0

�
1 + 1

"1

�
� c0N2 � c0;

c� =
k1m
2d
N3 � c0N1 � c0

"2
N2 � c0;

c'x =
�
2
N1 � "2N2 � c0;

c' = �1N1 � c0;

cut =
�
4
� "1N1;

cux =
�
2
N2 � 3�

2
� c0:

A ce point, nous imposons les restrictions suivantes sur les coe¢ cients. D�abord, nous

choisissons :

"1 <
�
2N1

;

et, nous prenons "2 assez petit tel que :

"2 <
�N1
4N2

:

Ensuite, nous sélectionnons N1 su¢ samment grand tel que :

�1N1 � c0 > 0;
�
4
N1 � c0 > 0:

N2 assez grand tel que :

�
2
N2 � 3�

2
� c0 > 0;

et
dbc
2
k1

N3 +N1c0

�
1 + 1

"1

�
� c0N2 � c0 > 0;

k1m
2d
N3 � c0N1 � c0

"2
N2 � c0 > 0:

En�n, nous choisissons N assez grand pour que :

k2N � c0N2 � m
dc
c0N3 � bcc0


Jk1
N3 (1 +N3)� c0N2

3 > 0;

k3N � c0N1 � m
dc
c0N3 (1 +N3)� bcc0


Jk1
N3 (1 +N3) > 0:
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3.3. Stabilité exponentielle

Par conséquent, (3:3:21) prend la forme :

F
0
(t) � �c1

R L
0

�
u2t + '2t + �2 + w2 + (ux + ')2 + '2x

�
dx

� �c2E(t);
(3.3.23)

pour certaines constantes positives c1et c2.

En combinant (3:3:23) et le coté droit de la relation (2:3:8), nous concluons que :

F
0
(t) � ��2F (t); 8t � 0 ; (3.3.24)

pour une certaine constante �2 =
c2
�2
positive.

Ensuite, par une simple intégration de (3:3:24); nous obtenons :

F (t) � F (0)e��2t; 8t � 0 : (3.3.25)

On utilise une deuxième fois l�équivalence de E � F; on trouve :

E(t) � CE(0)e��2t; 8t � 0:

D�où le résultat désiré.
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CHAPITRE

4 Étude de la stabilité

générale d�un système

thermoélastique de

Bresse de type III.

4.1 Position du problème

Dans le domaine de la physique, le système de Bresse est également connu sous le nom

du problème de l�arc circulaire qui décrit les vibrations d�une poutre plane et cisaillable

de type Bresse [27]. Ce système est composé de trois équations d�onde données par :8>>><>>>:
�1'tt (x; t) = Qx (x; t) + lN (x; t) + F1 (x; t) ;

�2 tt (x; t) =Mx (x; t)�Q (x; t) + F2 (x; t) ;

�1!tt (x; t) = Nx (x; t)� lQ (x; t) + F3 (x; t) ;

(4.1.1)

où Fi : (0; L) � (0;+1) �! R; i = 1:::3 désignent les forces extérieures qui jouent le

rôle de contrôle dans le système. M est la force de cisaillement, Q signi�e le moment de

�exion et N représente la force axiale. Les fonctions !; ';  sont respectivement dé�nies

le déplacement longitudinal, vertical et d�angle de cisaillement. Les équations des lois
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4.1. Position du problème

constitutives correspondantes sont les suivantes :8>>><>>>:
M (x; t) = b x (x; t) ;

Q (x; t) = k ('x +  + l!) (x; t) ;

N (x; t) = k0 (!x � l') (x; t) :

(4.1.2)

Ici,

�1 = �A; �2 = �A; k = k0GA; k0 = EA; b = EI et l = R�1; (4.1.3)

telle que � est la densité du matériau, E représente le module d�élasticité, G est le

module de cisaillement, k0 désigne le facteur de cisaillement, et A; I;R sont respectivement

la surface de la section transversale, le deuxième moment de la surface de la section

transversale et le rayon de courbure.

Au cours des années récentes, la stabilité du système de Bresse avec et sans termes

mémoires a été étudiée par de nombreux chercheurs. Nous pouvons résumer certains

résultats comme suit, en présence d�une dissipation de friction agissant par exemple sur

l�angle de cisaillement, le semi groupe est exponentiellement stable si et seulement si les

vitesses des ondes mécaniques sont égales :

k

�1
=

b

�2
et k = k0: (4.1.4)

Plus précisément, dans [32] les auteurs ont étudié un système de Bresse avec une dissi-

pation faible et ils ont montré que la stabilité du semi groupe n�est atteinte que lorsque�
k
�1
= b

�2
et k 6= k0

�
. Mais, si k = k0 alors le semi groupe perd la stabilité.

Fatori et Muñoz Rivera [31] ont considéré le système de Bresse couplé avec l�équation

de la chaleur :8>>>>>><>>>>>>:

�1'tt � k('x +  + l!)x � k0l(!x � l') = 0; dans (0; 1)� R+;

�2 tt � b'xx + k('x +  + l!) + 
�x = 0; dans (0; 1)� R+;

�1!tt � k0(!x � l')x + kl('x +  + l!) = 0; dans (0; 1)� R+;

�t � k1�xx +m xt = 0 dans (0; 1)� R+:

(4.1.5)

Ils ont montré que le système n�est pas stable d�une manière exponentielle mais qu�il

existe une stabilité polynomiale qui dépend de la propagation d�onde et de la régularité

des données initiales.
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Dans [1], Keddi, Apalara et Messaoudi ont étudié la stabilité asymptotique du système

de Bresse, où la conduction thermal est donnée par la loi de Cattaneo dans le déplacement

de l�angle de cisaillement :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�1'tt � k('x +  + l!)x � k0l(!x � l') = 0; dans (0; 1)� R+;

�2 tt � b'xx + k('x +  + l!) + 
�x = 0; dans (0; 1)� R+;

�1!tt � k0(!x � l')x + kl('x +  + l!) = 0; dans (0; 1)� R+;

�3�t + qx + 
 xt = 0; dans (0; 1)� R+;

�qt + �q + �x = 0; dans (0; 1)� R+:

(4.1.6)

Ils ont établi que la stabilité exponentielle et polynomiale basée sur les paramètres suivants

:

� =

�
1� �k�3

�1

���1
k
� �2

b

�
� 
2�

b
et k = k0: (4.1.7)

Le système de Bresse est plus général que le système bien connu de Timoshenko où le

déplacement longitudinal ! n�est pas pris en compte (l = 0). Récemment, de nombreuses

publications sont parues s�intéressant au comportement des solutions pour les systèmes

thermoélastiques de type Timoshenko. En conséquence, di¤érents types d�amortissement

(thermique ou mécanique) ont été utilisés. Voir par exemple [26]. Comme indiqué dans

[2], Djebabla et Tatar ont étudié le système de Timochenko de type III suivant :8>>><>>>:
�1�tt � k(�x +  )x = 0; dans (0; 1)�R+;

�2 tt � b xx + k(�x +  ) + 
�x = 0; dans (0; 1)�R+;

�3�tt � l�xx + �
R t
0
g(t� s)�xxds+ 
 ttx = 0; dans (0; 1)�R+:

(4.1.8)

L�étude des auteurs montre que la stabilité exponentielle du système se produit mais

seulement lorsque les coe¢ cients du modèle satisfont aux conditions suivantes :

b�1
k
� �2 = l � k�3

�1
= 
: (4.1.9)

Dans ce chapitre, nous étudierons le système de Bresse avec une dissipation viscoélas-

tique appliquée aux e¤ets thermiques. Ce type de systèmes peut être déduit par une
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modi�cation du troisième type de thermoélasticité. Ainsi, notre système prend la forme

suivante :8>>>>>><>>>>>>:

�1'tt � k ('x +  + l!)x � k0l (!x � l') = 0; dans (0; 1)� R+;

�2 tt � b xx + k ('x +  + l!) + 
�tx = 0; dans (0; 1)� R+;

�1!tt � k0 (!x � l')x + kl ('x +  + l!) = 0; dans (0; 1)� R+;

�3�tt � ��xx + �(g � �xx) + 
 tx = 0; dans (0; 1)� R+:

(4.1.10)

Le système (4:1:10) est complété par les conditions aux limites :

' (0; t) = ' (1; t) = � (0; t) = � (1; t) = 0;

 x (0; t) =  x (1; t) = 0 = ! (0; t) = !x (1; t) = 0: (4.1.11)

et les données initiales :

('; 't) (x) = ('0; '1) (x) ; ( ;  t) (x) = ( 0;  t) (x)

(!; !t) (x) = (!0; !1) (x); (�; �t) (x) = (�0; �1) (x): (4.1.12)

Nous notons que le système (4:1:8) peut être considéré comme un cas particulier du

système présenté dans ce chapitre. De notre point de vue, l�apparence d�une condition

su¢ sante (4:1:9) qui contrôle le comportement des solutions en termes de stabilité expo-

nentielle pour le système de Timoshenko est extrêmement importante lorsqu�elle apparaît

comme une condition su¢ sante de la stabilité dans notre modèle étudié.

Ensuite, nous présenterons certains espaces fonctionnels et hypothèses utilisés dans la

suite de ce chapitre.

4.2 Notions de base

Dans ce chapitre, nous utilisons l�espace standard de Lebesgue L2 (0; 1) et l�espace de

Sobolev H1
0 (0; 1) avec leurs produits scalaires habituels.

Dé�nissons l�espace H par :

H =
�
H1
0 (0; 1)�H1

� (0; 1)� L2 (0; 1)� L2� (0; 1)
�2
; (4.2.1)
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où H1
� (0; 1) = H1 (0; 1) \ L2� (0; 1) tel que :

L2� (0; 1) =

�
f 2 L2 (0; 1) =

Z 1

0

fdx = 0

�
:

Nous dénotons par � la convolution habituelle :

g � f =
Z t

0

g(t� s)f(s)ds;

et aussi nous dé�nissons les opérateurs binaires � et � respectivement par :

g � f =
Z t

0

g(t� s) (f(t)� f(s)) ds;

g � f =
Z t

0

g(t� s) (f(t)� f(s))2 ds:

Pour simpli�er les calculs, nous sommes obligés d�annoncer ces deux Lemmes qui sont

utilisables dans les sections suivantes.

Lemme 4.2.1 Pour toute fonction g 2 C1 (R) et toute f 2 H1 (0; 1) ; nous avons :

(g � f):ft = �
1

2
g(t) jf j2 + 1

2
g0 � f � 1

2

d

dt

�
g � f �

Z t

0

g(�)d� jf j2
�
:

Lemme 4.2.2 Pour toute fonction g 2 C (R) et toute f 2 L2 (0; 1) ; nous avons :

(g � f)2 �
�Z t

0

g(�)d�

�
g � f:

Or, la fonction de relaxation g satisfait les deux hypothèses suivantes :

H1 : g : R+ ! R+ est une fonction di¤érenciable satisfait :

g(0) > 0; �� �
Z 1

0

g(s)ds = �� ��g = � > 0: (4.2.2)

H2 : Il existe une fonction di¤érenciable non croissante h : R+ ! R+ qui satisfait :

g0(t) � �h(t)g(t); 8t � 0; (4.2.3)

et Z 1

0

h(t)dt = +1:
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4.3 Existence de la solution

Notre premier résultat dans cette section est donné par le Théorème suivant.

Théorème 4.3.1 Pour tout (�0; �1;  0;  1; !0; !1; �0; �1) 2 H et T > 0, il existe une

solution unique faible (';  ; !; �) du problème (4:1:10)� (4:1:12) sur [0; T ] ; de telle sorte

que :

('; �) 2 C([0; T ]; H1
0 (0; 1)) \ C1([0; T ];L2 (0; 1));

( ; !) 2 C([0; T ]; H1
� (0; 1)) \ C1([0; T ]; L2�(0; 1));

('t; �t) 2 L2([0; T ]; H1
0 (0; 1)) \ L2((0; T )� (0; 1));

( t; !t) 2 L2([0; T ]; H1
� (0; 1)) \ L2�((0; T )� (0; 1)):

La preuve de ce Théorème est basée sur la construction d�une suite qui converge vers

une solution du problème (4:1:10)� (4:1:12):

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes : Tout d�abord, nous construisons une

approximation Faedo-Galerkin, puis grâce à des estimations a priori, nous cherchons à

prouver que tn = T pour n 2 N. En�n, nous passons à la limite.

� Étape 01 : Faedo-Galerkin approximations.

Nous construisons des approximations de la solution (';  ; !; �) par la méthode Faedo-

Galerkin comme suit, voir [28] ; [37]. Pour chaque n � 1; soitWn = f�1; � � � ; �ng une base

de l�espace de Hilbert H1
0 (0; 1) \H1

� (0; 1):

Nous choisissons deux suites ('n0 ;  
n
0 ; !

n
0 ; �

n
0 ) et ('

n
1 ;  

n
1 ; !

n
1 ; �

n
1 ) dans Wn telle que :

'n0 ! '0 fortement dans H
1
0 (0; 1);

'n1 ! ; '1 fortement dans L
2 (0; 1) ;

 n0 !  0 fortement dans H
1
� (0; 1);

 n1 !  1 fortement dans L
2
� (0; 1) ;

!n0 ! !0 fortement dans H1
� (0; 1);

!n1 ! !1 fortement dans L2� (0; 1) ;
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4.3. Existence de la solution

�n0 ! �0 fortement dansH1
0 (0; 1);

�n1 ! �1 fortement dans L2 (0; 1) :

Maintenant, nous dé�nissons les approximations suivantes :

('n;  n; !n; �n) (x; t) =

j=nX
j=1

(�n1;j (t) ; �
n
2;j (t) ; �

n
3;j (t) ; �

n
4;j (t))�j (x) ;

où ('n;  n; !n; �n) est le problème de Cauchy de dimension �nie donné par :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�1
R 1
0
'ntt�jdx+ k

R 1
0
('nx +  n + l!n)�jxdx� k0l

R 1
0
(!nx � l'n)�jdx = 0;

�2
R 1
0
 ntt�jdx+ b

R 1
0
 nx�jxdx+ k

R 1
0
('nx +  n + l!n)�jdx� 


R 1
0
�nt �jxdx = 0;

�1
R 1
0
!ntt�jdx+ k0

R 1
0
(!nx � l'n)�jxdx+ kl

R 1
0
('nx +  n + l!n)�jdx = 0;

�3
R 1
0
�ntt�jdx+ �

R 1
0
�nx�jxdx� �

R 1
0
(g � �nx)�jxdx� 


R 1
0
 t�jxdx = 0:

(4.3.1)

Avec les conditions initiales suivantes :

('n(0);  n(0); !n(0); �n(0)) = ('n0 ;  
n
0 ; !

n
0 ; �

n
0 )

('nt (0);  
n
t (0); !

n
t (0); �

n
t (0)) = ('n1 ;  

n
1 ; !

n
1 ; �

n
1 ): (4.3.2)

Selon la théorie standard des équations di¤érentielles ordinaires, le problème de dimension

�nie (4:3:1)� (4:3:2) a une solution (�n1;j(t); �n2;j(t); �n3;j(t); �n4;j(t))j=1;::;n dé�nie sur [0; tn].

Ensuite, les estimations a priori qui suivent impliquent qu�en fait tn = T .

� Étape 02 : Estimation de l�énergie.

En multipliant dans L2 les équations du système (4:3:1) par
�
(�n1;j)

0; (�n2;j)
0; (�n3;j)

0; (�n4;j)
0�

respectivement, puis en utilisant l�intégration par parties, les données initiales, les condi-
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tions aux limites et le Lemme 4:2:1, on obtient l�égalité suivante :Z 1

0

�
�1 ('

n
t )
2 + �2 ( 

n
t )
2 + �1 (!

n
t )
2 + �3 (�

n
t )
2 + b( nx)

2
�
dx

+

Z 1

0

�
k0 (!

n
x � l'n)

2 + k ('nx +  n + l!n)2 +

�
�� �

Z t

0

g(�)d�

�
(�nx)

2

�
dx

+
�

2

Z 1

0

(g � �nx) dx�
�

2

Z 1

0

�Z t

0

g0 � �nx
�
dsdx

+
�

2

Z t

0

g(�)d�

Z 1

0

(�nx)
2 dxds (4.3.3)

=

Z 1

0

�
�1 ('

n
1 )
2 + �2 ( 

n
1 )
2 + �1 (!

n
1 )
2 + �3 (�

n
1 )
2 + b( n0x)

2
�
dx

+

Z 1

0

�
k0 (!

n
0x � l'n0 )

2 + k ('n0x +  n0 + l!n0 )
2 + � (�n0x)

2� dx
pour chaque n � 1:

Ainsi, l�égalité précédente prend la forme suivante :

"n(t) +
�

2

Z t

0

g(�)

Z 1

0

(�nx)
2 dxds � �

2

Z 1

0

�Z t

0

g0 � �nxds
�
dx = En(0); (4.3.4)

où

"n(t) =

Z 1

0

�
�1 ('

n
t )
2 + �2 ( 

n
t )
2 + �1 (!

n
t )
2 + �3 (�

n
t )
2 + b( nx)

2
�
dx

+

Z 1

0

�
k0 (!

n
x � l'n)

2 + k ('nx +  n + l!n)2
�
dx (4.3.5)

+

Z 1

0

�
�� �

Z t

0

g(�)d�

�
(�nx)

2 dx+
�

2

Z 1

0

(g � �nx) dx:

D�après les hypothèses sur la fonction g, nous déduisons :

"n(t) � En(0): (4.3.6)

Puisque les suites ('n0 )n2N; ('
n
1 )n2N; ( 

n
0 )n2N; ( 

n
1 )n2N; (!

n
0 )n2N; (!

n
1 )n2N; (�

n
0 )n2N et (�

n
1 )n2N,

convergent et en utilisant l�hypothèse précédente, on peut trouver une constante positive

c indépendante de n telle que :

"n(t) � c: (4.3.7)
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Par conséquent, la dernière estimation (4:3:7) ainsi que l�égalité (4:3:5) nous donnent :

('n0 )n2N est limitée dans L1([0; T ];H1
0 (0; 1));

('n1 )n2N est limitée dans L1([0; T ];L2(0; 1));

( n0 )n2N est limitée dans L1([0; T ];H1
� (0; 1));

( n1 )n2N est limitée dans L1([0; T ];L2�(0; 1)); (4.3.8)

(!n0 )n2N est limitée dans L1([0; T ];H1
� (0; 1));

(!n1 )n2N est limitée dans L
1([0; T ];L2�(0; 1));

(�n0 )n2N est limitée dans L1([0; T ];H1
0 (0; 1));

(�n1 )n2N est limitée dans L1([0; T ];L2(0; 1)):

En conséquence, nous pouvons conclure que :

'n * ' faible dans L1([0; T ];H1
0 (0; 1));

'nt * 't faible dans L
1([0; T ];L2(0; 1));

 n *  faible dans L1([0; T ];H1
� (0; 1));

 nt *  t faible dans L
1([0; T ];L2�(0; 1)) (4.3.9)

!n * ! faible dans L1([0; T ];H1
� (0; 1));

!nt * !t faible dans L1([0; T ];L2�(0; 1));

�n * � faible dans L1([0; T ];H1
0 (0; 1));

�nt * �t faible dans L1([0; T ];L2(0; 1)):

Ainsi, à partir du système (4:3:1) et du Théorème de Aubin-Lions, on peut passer à

la limite dans le système (4:3:1) avec les conditions initiales (4:3:2).

� Étape 03 : Le processus de la limite.

Premièrement, nous montrons que ('n;  n; !n; �n) est une suite de Cauchy. Pour cela,

prenons ('m;  m; !m; �m) et ('n;  n; !n; �n) avec m > n; et notons par Um la di¤érence

de Cauchy. Ensuite, nous pouvons réécrire la suite ('n;  n; !n; �n) comme :

('n;  n; !n; �n) (x; t) =

j=nX
j=1

(�n1;j (t) ; �
n
2;j (t) ; �

n
3;j (t) ; �

n
4;j (t))�j (x) ;
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où

�n1;j (t) = �n2;j (t) = �n3;j (t) = �n4;j (t) = 0 for n < j � m:

À partir de la linéarité du problème, nous pouvons utiliser le même raisonnement ci-dessus

pour obtenir :

"(t; ('m;  m; !m; �m)) � "(0; ('m;  m; !m; �m));

qui convergent fortement vers zéro, alors ('n;  n; !n; �n) est une suite de Cauchy.

D�autre part, de (4:3:2); nous déduisons que :

('n0 )n2N est limitée dans L2([0; T ];H1
0 (0; 1));

('n1 )n2N est limitée dans L2([0; T ];L2(0; 1));

( n0 )n2N est limitée dans L2([0; T ];H1
� (0; 1));

( n1 )n2N est limitée dans L2([0; T ];L2�(0; 1)); (4.3.10)

(!n0 )n2N est limitée dans L2([0; T ];H1
� (0; 1));

(!n1 )n2N est limitée dans L
2([0; T ];L2�(0; 1));

(�n0 )n2N est limitée dans L2([0; T ];H1
0 (0; 1));

(�n1 )n2N est limitée dans L2([0; T ];L2(0; 1)):

Par conséquent, ('n0 )n2N; ('
n
1 )n2N; ( 

n
0 )n2N; ( 

n
1 )n2N; (!

n
0 )n2N; (!

n
1 )n2N; (�

n
0 )n2N et (�

n
1 )n2N

sont limitées dans H1 ([0; T ] ; H1 (0; 1)) :

Comme l�ensemble H1 ([0; T ] ; H1 (0; 1)) ! L2 ([0; T ] ; L2 (0; 1)) est compact, alors les

sous-suites ('�0)�2N; ('
�
1)�2N; ( 

�
0)�2N; ( 

�
1)�2N; (!

�
0)�2N; (!

�
1)�2N; (�

�
0)�2N; (�

�
1)�2N satis-

font aux limites suivantes :

'� * ' fortement dans L2([0; T ];L2(0; 1));

'�t * 't fortement dans L
2([0; T ];L2(0; 1));

 � *  fortement dans L2([0; T ];L2(0; 1));

 �t *  t fortement dans L
2([0; T ];L2(0; 1))

!� * ! fortement dans L2([0; T ];L2(0; 1));

!ut * !t fortement dans L2([0; T ];L2(0; 1));
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�u * � fortement dans L2([0; T ];L2(0; 1));

�ut * �t fortement dans L2([0; T ];L2(0; 1)):

L�unicité est évidente en appliquant les méthodes standards et l�inégalité de Gronwall.

4.4 Stabilité générale

Dans cette section, nous indiquons et prouvons notre résultat de stabilité pour la fonc-

tionnelle d�énergie dé�nie par :

E(t) =
1

2

Z 1

0

�
�1'

2
t + �2  

2
t + �1 w

2
t + �3�

2
t + k ('x +  + lw)2

+k0 (wx � l')2 + b 2x +

�
�� �

Z t

0

g(�)d�

�
�2x

�
dx (4.4.1)

+
�

2

Z 1

0

(g � �x) dx:

Lemme 4.4.1 Soit (';  ; !; �) une solution du problème donné par le système (4:1:10)�

(4:1:12). Alors la fonctionnelle d�énergie satisfait l�égalité :

d

dt
E(t) = ��

2
g(t)

Z 1

0

�2x dx+
�

2

Z 1

0

(g0 � �x) dx � 0; t � 0: (4.4.2)

Preuve. Au début, on multiplie les équations du système (4:1:10) par 't;  t; !t et �t

respectivement, puis nous intégrons sur [0:1] :8>>>>>><>>>>>>:

�1
R 1
0
'tt'tdx� k

R 1
0
('x +  + l!)x 'tdx�

R 1
0
k0l (!x � l')'tdx = 0;

�2
R 1
0
 tt tdx� b

R 1
0
 xx tdx+ k

R 1
0
('x +  + l!) tdx+ 


R 1
0
�tx tdx = 0;

�1
R 1
0
!tt!tdx� k0

R 1
0
(!x � l')x !tdx+ kl

R 1
0
('x +  + l!)!tdx = 0;

�3
R 1
0
�tt�tdx� �

R 1
0
�xx�tdx+ �

R 1
0
(g � �xx)�tdx+ 


R 1
0
 tx�tdx = 0;
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en utilisant l�intégration par parties sur l�intervalle [0:1], nous obtenons :8>>>>>><>>>>>>:

�1
2
d
dt

R 1
0
'2tdx+ k

R 1
0
('x +  + l!)'txdx�

R 1
0
k0l (!x � l')'tdx = 0;

�2
2
d
dt

R 1
0
 2tdx+

b
2
d
dt

R 1
0
 2xdx+ k

R 1
0
('x +  + l!) tdx� 


R 1
0
�t txdx = 0,

�1
2
d
dt

R 1
0
!2tdx+ k0

R 1
0
(!x � l')!txdx+ kl

R 1
0
('x +  + l!)!tdx = 0;

�3
2
d
dt

R 1
0
�2tdx+ �

R 1
0
�2xdx+ �

R 1
0
(g � �xx)�tdx+ 


R 1
0
 tx�tdx = 0:

(4.4.3)

Ainsi, la sommation des quatre équations du système (4:4:3) nous donne :

d
dt
1
2

R 1
0

�
�1'

2
t + �2  

2
t + �1 w

2
t + �3�

2
t + k ('x +  + lw)2

+k0 (wx � l')2 + b 2x +
�
�� �

R t
0
g(�)d�

�
�2x

o
dx

+�
2

R 1
0
(g � �x) dx+ �

2
g(t)

R 1
0
�2x dx� �

2

R 1
0
(g0 � �x) dx = 0;

si on note :

E(t) = 1
2

R 1
0

�
�1'

2
t + �2  

2
t + �1 w

2
t + �3�

2
t + k ('x +  + lw)2

+k0 (wx � l')2 + b 2x +
�
�� �

R t
0
g(�)d�

�
�2x

o
dx

+�
2

R 1
0
(g � �x) dx;

la dérivée de l�énergie sera donnée par :

d
dt
E(t) = ��

2
g(t)

R 1
0
�2x dx+

�
2

R 1
0
(g0 � �x) dx:

Dans ce qui suit, nous allons travailler avec c > 0 qui représente une constante

générique qui dépend uniquement des quantités structurelles du problème.

Théorème 4.4.1 Soit (';  ; !; �) la solution du problème dé�ni par le système (4:1:10)�

(4:1:12); supposons que les coe¢ cients du système véri�ent la condition :


 =
b�1
k
� �2 = �� k�3

�1
et k = k0: (4.4.4)

Alors, pour tout t0 > 0 il existe deux constantes positives �0 et �1 telles que :

E(t) � �0e
��1

R t
t0
h(s)ds

; 8t � t0: (4.4.5)
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En utilisant la méthode des multiplicateurs pour atteindre notre objectif. Et pour cela,

nous avons besoin des lemmes constitutifs suivants. Premièrement, nous introduisons le

multiplicateur � donné par :

��xx =  x; �(0) = �(1) = 0; (4.4.6)

et soit la fonctionnelle :

k (t) : = �1

Z 1

0

�'tdx+ �2

Z 1

0

  tdx+ 


Z 1

0

�x dx

�l2

Z 1

0

Z x

0

�x (x)�(y)dydx+ �1l

Z 1

0

Z x

0

!t (x)�(y)dydx (4.4.7)

��2l2
Z 1

0

Z x

0

 t (x)�(y)dydx:

Nous avons donc le lemme suivant.

Lemme 4.4.2 La fonctionnelle k ainsi que la solution du système (4:1:10) � (4:1:12),

satisfait pour tout "1 > 0; l�estimation :

k0 (t) � �b(1� l2)
Z 1

0

 2xdx+ "1

Z 1

0

!2tdx+ "1

Z 1

0

�2xdx

+
c

"1

Z 1

0

 2tdx+ "1

Z 1

0

'2tdx: (4.4.8)

Preuve. En prenant la dérivée de la fonctionnelle k; en utilisant l�intégration par

parties et le multiplicateur �, alors on obtient :

k0 (t) = �1

Z 1

0

�t'tdx+ k

Z 1

0

�('x +  + l!)xdx+ k0l

Z 1

0

�(!x � l')dx

+�2

Z 1

0

 2tdx� b
Z 1

0

 2xdx� k
Z 1

0

 ('x +  + l!)dx� 

Z 1

0

�tx dx

+


Z 1

0

�tx dx+ 


Z 1

0

�x tdx � 
l2
Z 1

0

Z x

0

�tx(x)� (y) dydx

�
l2
Z 1

0

Z x

0

�x(x)�t (y) dydx+ k0l

Z 1

0

Z x

0

(!x � l')x(x)� (y) dydx

�kl2
Z 1

0

Z x

0

('x +  + l!)(x)� (y) dydx+ �1l

Z 1

0

Z x

0

!t(x)�t (y) dydx

�bl2
Z 1

0

Z x

0

 xx(x)� (y) dydx+ kl2
Z 1

0

Z x

0

('x +  + l!)(x)� (y) dydx

+
l2
Z 1

0

Z x

0

�tx(x)� (y) dydx� �2l2
Z 1

0

Z x

0

 t(x)�t (y) dydx
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Après avoir simpli�é, nous obtenons :

k0 (t) = �b
Z 1

0

 2xdx+ �2

Z 1

0

 2tdx+ �1

Z 1

0

�t'tdx+ 


Z 1

0

�x tdx

�
l2
Z 1

0

Z x

0

�x(x)�t (y) dydx+ �1l

Z 1

0

Z x

0

!t(x)�t (y) dydx

+bl2
Z 1

0

 x�dx� �2l2
Z 1

0

Z x

0

 t(x)�t (y) dydx:

Maintenant, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Young, nous obtenons

l�estimation (4:4:8).

Lemme 4.4.3 Soit (';  ; !; �) la solution du problème dé�ni par le système (4:1:10) �

(4:1:12). Alors la fonctionnelle :

I1 (t) := �3

Z 1

0

�t�dx+ 


Z 1

0

� xdx; (4.4.9)

satisfait pour "2; �1 > 0 , l�estimation :

I 01 (t) � �
�
�� �

Z t

0

g (�) d� � �1
�Z 1

0

�2xdx+ "2

Z 1

0

 2xdx

+
c

"2

Z 1

0

�2tdx+
c

�1

Z 1

0

g � �xdx: (4.4.10)

Preuve. En di¤érenciant I1; et en l�intégrant par parties, nous obtenons :

I 01 (t) = �3

Z 1

0

�2tdx+ �3

Z 1

0

�tt�dx+ 


Z 1

0

�t xdx+ 


Z 1

0

� txdx

= �3

Z 1

0

�2tdx+

Z 1

0

[��xx � �(g � �xx)� 
 tx] �dx

+


Z 1

0

�t xdx+ 


Z 1

0

� txdx:

= ��
Z 1

0

�2xdx+ �3

Z 1

0

�2tdx+ 


Z 1

0

�t xdx+ �

Z 1

0

�x (g � �x) dx

=

�
�� �

Z t

0

g (�) d�

�Z 1

0

�2xdx+ �3

Z 1

0

�2tdx+ 


Z 1

0

�t xdx

�
Z 1

0

�x (g � �x) dx:

Maintenant, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient directement

l�estimation (4:4:10):
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Lemme 4.4.4 Soit (';  ; !; �) la solution du système (4:1:10)� (4:1:12). Alors, la fonc-

tionnnelle :

I2 (t) := ��3
Z 1

0

�t (g � �) dx; (4.4.11)

satisfait pour tout "3; �2 > 0 , l�estimation suivante :

I 02 (t) � �
�
�3

Z t

0

g (�) d� � �2
�Z 1

0

�2tdx+ "3

Z 1

0

�2xdx

+"3

Z 1

0

 2tdx+
c

"3

Z 1

0

g � �xdx�
c

�2

Z 1

0

g0 � �xdx: (4.4.12)

Preuve. En di¤érenciant I2 et en l�intégrant par parties, nous obtenons :

I 02 (t) = ��3
Z 1

0

�t (g � �)t dx+ �

Z 1

0

�x (g � �x) dx� �
Z 1

0

(g � �x) (g � �x) dx

�

Z 1

0

 t (g � �x) dx

= ��3
Z t

0

g (�) d�

Z 1

0

�2tdx+ �

Z 1

0

�x (g � �x) dx� �
Z 1

0

(g � �x) (g � �x) dx

�

Z 1

0

 t (g � �x) dx� �3
Z 1

0

�t (g
0 � �) dx:

La relation (4:4:12) est établie, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré.

Lemme 4.4.5 Soit

I3 (t) = �2�3

Z 1

0

Z x

0

 t (x) �t(y)dydx; (4.4.13)

et soit (';  ; !; �) la solution du système (4:1:10)� (4:1:12): Alors, nous avons pour tout

"4 > 0 , l�estimation :

I 03 (t) � �
�2
2

Z 1

0

 2tdx+ "4

Z 1

0

 2xdx+
c

"4

Z 1

0

�2tdx

+"4

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+ c

Z 1

0

�2xdx+ c

Z 1

0

g � �xdx: (4.4.14)

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle I3 nous donne :

I 03 (t) = �
�2
Z 1

0

 2tdx+ 
�3

Z 1

0

�2tdx� �3b
Z 1

0

�t xdx+ �2�

Z 1

0

�x tdx

� �2�
Z 1

0

 t (g � �x) dx� k�3
Z 1

0

Z x

0

('x +  + l!) (x)�t(y)dydx:

L�inégalité (4:4:14) apparaît en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré.
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Lemme 4.4.6 Pour tout "5 > 0, la fonctionnelle I4 dé�nie par :

I4 (t) := ��1
Z 1

0

't'dx� �1
Z 1

0

!t!dx; (4.4.15)

véri�e pour toute solution du système (4:1:10)� (4:1:12), l�estimation :

I 04 (t) � ��1
Z 1

0

'2tdx� �1
Z 1

0

!2tdx+ k0

Z 1

0

(!x � l')2 dx

+"5

Z 1

0

 2xdx+
c

"5

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx: (4.4.16)

Preuve. Dérivons la fonctionnelle I4 et intégrons par parties, on obtient :

I 04 (t) = ��1
Z 1

0

'tt'dx� �1
Z 1

0

'2tdx� �1
Z 1

0

!tt!dx� �1
Z 1

0

!2tdx

= ��1
Z 1

0

'2tdx� �1
Z 1

0

!2tdx�
Z 1

0

[k ('x +  + l!)x + k0l (!x � l')]'dx

�
Z 1

0

[�k0 (!x � l')x + kl ('x +  + l!)]!dx

= ��1
Z 1

0

'2tdx� �1
Z 1

0

!2tdx+ k

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx

+k0

Z 1

0

(!x � l')2 dx� k
Z 1

0

 ('x +  + l!) dx:

Grâce à l�inégalité de Young et à l�inégalité de Poincaré, nous avons :

k

Z 1

0

 ('x +  + l!) dx � "5

Z 1

0

 2xdx+
k2

4"5

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx;

qui mène au résultat souhaité.

Lemme 4.4.7 Soit (';  ; !; �) la solution du problème (4:1:10)� (4:1:12). Alors la fonc-

tionnelle :

I5 (t) := ��1
Z 1

0

't (!x � l') dx� �1
Z 1

0

!t ('x +  + l!) dx; (4.4.17)

satisfait l�estimation suivante :

I 05 (t) � �lk0
Z 1

0

(!x � l')2 dx�
l�1
2

Z 1

0

!2tdx+ l�1

Z 1

0

'2tdx

+lk

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+ c

Z 1

0

 2tdx: (4.4.18)
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Preuve. Dérivons la fonctionnelle I5 :

I 05(t) = ��1
Z 1

0

'tt (!x � l') dx� �1
Z 1

0

't (!x � l')t dx

��1
Z 1

0

!tt ('x +  + l!) dx� �1
Z 1

0

!t ('x +  + l!)t dx

= �k
Z 1

0

('x +  + l!)x (wx � l') dx� k0l
Z 1

0

(!x � l')2 dx

��1
Z 1

0

't (wx � l')t dx� k0
Z 1

0

(!x � l')x ('x +  + lw) dx

+kl

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx� �1
Z 1

0

wt ('x +  + lw)t dx:

En utilisant le fait que k = k0; on obtient :

I 05 (t) = �lk0
Z 1

0

(!x � l')2 dx� l�1
Z 1

0

!2tdx+ l�1

Z 1

0

'2tdx

+lk

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx� �1
Z 1

0

 t!tdx:

Ensuite, nous estimons le dernier terme de l�égalité précédente, en utilisant l�inégalité de

Young :

��1
Z 1

0

wt tdx �
l�1
2

Z 1

0

w2t dx+
�1
2l

Z 1

0

 2tdx:

Ainsi, nous obtenons l�inégalité (4:4:18):

Lemme 4.4.8 Soit (';  ; !; �) la solution du système (4:1:10)� (4:1:12). Alors la fonc-

tionnelle :

I6 (t) : = ��1
Z 1

0

Z x

0

(!x � l') (x)!t(y)dydx

��1
Z 1

0

Z x

0

't(x) ('x +  + l!) (y)dydx: (4.4.19)

satisfait l�estimation :

I 06 (t) � ��1
2

Z 1

0

'2tdx� k0
Z 1

0

(!x � l')2 dx+ �1

Z 1

0

!2tdx

+
�1
2

Z 1

0

 2tdx+ k

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx: (4.4.20)
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Preuve. En di¤érenciant I6 et en intégrant par parties, nous obtenons :

I 06 (t) = ��1
Z 1

0

'2tdx� k0
Z 1

0

(!x � l')2 dx+ k

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx

+ �1

Z 1

0

!2tdx+ l(k � k0)
Z 1

0

Z x

0

(!x � l') (x) ('x +  + l!) (y)dydx

��1
Z 1

0

Z x

0

't(x) t(y)dydx:

Utilisons l�inégalité de Young sur le dernier terme :

��1
Z 1

0

Z x

0

't(x) t(y)dydx �
�1
2

Z 1

0

'2tdx+
�1
2

Z 1

0

 2tdx;

on obient le résultat désiré.

Maintenant, dé�nissons la fonctionnelle suivante :

	(t) := 2l(I4(t) + I6(t)): (4.4.21)

Ensuite, utilisons les estimations précédentes I 04 et I
0
6 pour obtenir :

	0(t) � �l�1
Z 1

0

'2tdx+ 2l"5

Z 1

0

 2xdx+
c

"5

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx

+l�1

Z 1

0

 2tdx (4.4.22)

Remarque 4.4.1 En utilisant le fait que (a+ b)2 � 2a2 + 2b2, l�inégalité de Poincaré,

avec l 6= 1p
2
; on trouve :Z 1

0

'2xdx �
2

1� 4l4
Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+
4l2

1� 4l4
Z 1

0

(!x � l')2 dx

+
4

1� 4l4
Z 1

0

 2xdx: (4.4.23)

Lemme 4.4.9 Soit (';  ; !; �) une solution du problème (4:1:10) � (4:1:12). Alors la

fonctionnelle :

� (t) : = �2

Z 1

0

 t ('x +  + l!) dx+ (�2 + 
)

Z 1

0

 x'tdx+ �3

Z 1

0

�t'tdx

��
Z 1

0

'x (g � �x) dx+
�

 +

�3k
�1

�Z 1

0

�x ('x +  + l!) dx, (4.4.24)
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satisfait pour tout "6 > 0, l�estimation :

�0 (t) � �(k � "6)
Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+ "6

Z 1

0

!2tdx+
c

"6

Z 1

0

 2tdx

+
c

"6

Z 1

0

�2xdx+
c

"6

Z 1

0

 2xdx+ "6

Z 1

0

(!x � l')2 dx (4.4.25)

+
c

"6

Z 1

0

�2tdx�
c

"6

Z 1

0

g0 � �xdx:

Preuve. Une simple di¤érenciation de � donne :

�0 (t) = �k
Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+ �2

Z 1

0

 2tdx� 

Z 1

0

�tx ('x +  + l!) dx

�b�1
k

Z 1

0

 x'ttdx+
bk0l

k

Z 1

0

 x (!x � l') dx+ �2

Z 1

0

'tx tdx

+l�2

Z 1

0

 t!tdx+ (�2 + 
)

Z 1

0

't txdx+ (�2 + 
)

Z 1

0

'tt xdx

��
Z 1

0

�x'txdx� 

Z 1

0

't txdx+ �

Z 1

0

'tx (g � �x) dx

�k�3
�1

Z 1

0

�tx ('x +  + l!) dx+
k0l�3
�1

Z 1

0

�t (!x � l') dx

+

�

 +

k�3
�1

�Z 1

0

�x ('x +  + l!)t dx� �
Z 1

0

'x (g � �x)t dx

+

�

 +

k�3
�1

�Z 1

0

�tx ('x +  + l!) dx� �
Z 1

0

'tx (g � �x) dx:

Après avoir simpli�é, nous obtenons :

�0 (t) = �k
Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+ �2

Z 1

0

 2tdx+

�
�2 + 
 � b�1

k

�Z 1

0

 x'ttdx

+
bk0l

k

Z 1

0

 x (!x � l') dx+ l�2

Z 1

0

 t!tdx+

�

 +

k�3
�1
� �

�Z 1

0

�x'txdx

+

�

 +

k�3
�1

�Z 1

0

�x ('x +  + l!)t dx+
k0l�3
�1

Z 1

0

�t (!x � l') dx

��
Z 1

0

'x (g � �x)t dx;

en utilisant le fait que :


 =
b�1
k
� �2 = �� k�3

�1
et k = k0;
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alors, nous obtenons :

�0 (t) = �k
Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+ �2

Z 1

0

 2tdx+ bl

Z 1

0

 x (!x � l') dx

+l�2

Z 1

0

 t!tdx+ �

Z 1

0

�x ('x +  + l!)t dx� �
Z 1

0

'x (g � �x)t dx

+
k0l�3
�1

Z 1

0

�t (!x � l') dx:

Maintenant, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient l�estimation

(4:4:25).

Preuve du Théorème 4.4.1

Nous dé�nissons pour N;Ni > 0; i = 1::7; la fonctionnelle de Lyapunov L comme suit

:

L(t) = NE(t) +N1k (t) +N2I1(t) +N3I2(t) +N4I3(t)

+N5	(t) +N6I5(t) +N7�(t): (4.4.26)

En utilisant l�équation (4:4:26) et les lemmes précédents, nous obtenons :

L0(t) � �$1

Z 1

0

 2xdx�$2

Z 1

0

�2xdx�$3

Z 1

0

�2tdx�$4

Z 1

0

 2tdx

�$5

Z 1

0

!2tdx�$6

Z 1

0

(!x � l')2 dx�$7

Z 1

0

'2tdx (4.4.27)

�$8

Z 1

0

('x +  + l!)2 dx+$9

Z 1

0

g � �xdx+$10

Z 1

0

g0 � �xdx;

où

$1 = b(1� l2)N1 � "2N2 � "4N4 � 2l"5N5 �
c

"6
N7

$2 =

�
�� �

Z t

0

g (�) d� � �1
�
N2 � "1N1 � "3N3 � cN4 �

c

"6
N7

$3 =

�
�3

Z t

0

g (�) d� � �2
�
N3 �

c

"2
N2 �

c

"4
N4 �

c

"6
N7

$4 =

�2
2
N4 �

c

"
N1 � "3N3 � l�1N5 � cN6 �

c

"6
N7

$5 =
l�1
2
N6 � "1N1 � "6N7

65



4.4. Stabilité générale

$6 = lk0N6 � "6N7

$7 = l�1N5 � "1N1 � l�1N6

$8 = (k � "6)N7 � "4N4 �
c

"5
N5 � lkN6

$9 = cN2 +
c

"3
N3 + cN4

$10 =
�

2
N �N3 +

c

"6
N7:

Premièrement, en prenant �1 = �
2
; �2 < �3

R t
0
g (�) d� et 0 < l < 1; l 6= 1p

2
:

Nous pouvons choisir N assez grand, "1:::"6 assez petit, et :

N1 > N7;

N2 > N4; N7;

N3 > N2; N4; N7;

N4 > N1; N5; N6; N7;

N5 > N6;

N7 > N5; N6:

Ensuite, $i; i = 1:::10 sont toutes des constantes négatives, à ce stade, il existe une

constante # telle que l�équation (4:4:27) prend la forme :

L0(t) � �#E(t) +$9

Z 1

0

g � �xdx ,8t � 0: (4.4.28)

En multipliant (4:4:28) par h(t) et en utilisant les hypothèses précédentes sur le noyau,

on arrive à :

h0(t)L0(t) � �#h(t)E(t) +$9h(t)

Z 1

0

g � �xdx

� �#h(t)E(t)�$9

Z 1

0

g0 � �xdx (4.4.29)

� �#h(t)E(t)�$9E
0(t):

En utilisant le fait que h0(t) < 0, nous obtenons :

d

dt
(h(t)L(t) +$9E(t)) � �#h(t)E(t);8t � t0: (4.4.30)
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Si on note :

F (t) = h(t)L(t) +$9E(t) � E(t); (4.4.31)

on obtient pour une certaine constante positive �1 l�inégalité :

F 0(t) � ��1h(t)F (t); 8t � t0: (4.4.32)

Si on intègre sur l�intervalle [t0; t] ; on obtient :

F (t) � F (t0)e
��1

R t
t0
h(s)ds

; 8t � t0; (4.4.33)

puis, pour �2 > 0;, nous avons :

E(t) � �2e
��1

R t
t0
h(s)ds

; 8t � t0; (4.4.34)

et ceci complète la preuve du Théorème 4:4:1.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi des di¤érents résultats sur la stabilité de quelques

problèmes d�équations aux dérivées partielles couplés. Tout d�abord, nous avons considéré

un système poreux-élastique linéaire avec e¤ets micro-températures et un amortissement

de friction agissant sur la première équation dans un domaine unidimensionnel. Nous

avons prouvé l�existence et l�unicité de la solution, puis en utilisant la méthode des mul-

tiplicateurs, nous avons établi la décroissance exponentielle de l�énergie. Dans le second

axe, en moyennant la méthode de l�énergie, nous avons amélioré le résultat du premier

chapitre en démontrant la stabilité du système avec e¤ets micro-températures seulement

d�une manière exponentielle. Dans le dernier chapitre, on s�est intéressé à l�étude d�un

système de type Bresse avec une dissipation viscoélastique, toujours, en utilisant la méth-

ode des multiplicateurs, on a établi un résultat de stabilité générale qui nous donne la

stabilité exponentielle et polynomiale.
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