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Résumé

Dans cette thése, on étudie :

e Premiérement, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques du centre isochrone uniforme situé a l'origine du systéme

T = —y+ay(z®+y?),y = v+y?(2? +1y?) perturbé par une classe polynomiale d’ordre
cinq de la forme

5
b= —y+ay@@®+y°) +e ) pilry),

i=0
5
g= v+ @+ ") +e ) ailry),
i=0
ou _
pi(z,y) = Z ajkﬂf]yk, qi(z,y) = Z bg’kzl"]yk
jtk=i k=i

sont des polynomes homogeénes de degré i et a;i, b, € R avec ¢ suffisamment petit.

e Deuxiémement, le nombre de cycles limites d'un systéme différentiel polynomial

discontinu par morceaux formé de deux systémes différentiels polynomiaux séparés
par 'hyperplan y = 0.

Les résultats obtenus sont démontrés grace a la théorie de moyennisation.

Mots clés : cycle limite, centre isochrone, théorie de moyennisation, systéme
quartique discontinu.




Abstract

In this thesis, we study :

e Firstly, the maximum number of limit cycles that can bifurcate from periodic
orbits of the uniform isochronous center located at the origin of the system
T = —y+azy(x?+y?),y = x +y*(2* +y?) when it is perturbed inside the whole class
of quintic polynomial differential systems of the form

5

b= —y+ay(® +y°) +e ) pilx,y),
i=0

5
g= v+’ @+ ) e aly),
i=0

where

pilz,y) = Y apa’yt, qlzy) =Y byalyt

jtk=i k=i
are homogeneous polynomials of degree ¢ and a;, bj, € R with ¢ sufficiently small.
e Secondly, the number of limit cycles of discontinuous piecewise polynomial
differential system formed of two polynomial differential systems separated by the
hyperplane y = 0.

The results obtained are demonstrated by the averaging theory.

Keywords : Limit cycle, isochronous center, averaging theory, discontinuous
quartic system.
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Introduction générale

La théorie des systémes dynamiques constitue une branche trés importante des
mathématiques. Un systéme dynamique est la donnée d’un systéme et d’une loi dé-
crivant ’évolution de ce systéme, cette évolution déterministe du systéme dynamique
peut alors se modéliser de deux fagons distinctes : une évolution continue dans le
temps ou une évolution discontinue dans le temps. Les équations différentielles sont
au coeur de 'analyse depuis des siécles et possédent donc un réle éminent pour les ma-
thématiques. De plus de nombreuses situations réelles pouvant étre modélisées grace
a des équations différentielles, ces derniéres constituent un outil éprouvé pour for-
muler des phénoménes en termes mathématiques a partir d’autres disciplines comme
la physique, la biologie, la mécanique, 1’économie, 1’astronomie, la chimie,... etc.

A leur début, les équations différentielles sont étroitement associées a la résolu-
tion de problémes géométriques, a la physique newtonienne (dynamique du point,
mouvements des planétes) et a la formalisation du calcul différentiel et intégral. Elles
deviennent rapidement un instrument efficace d’analyse des phénoménes de la nature
et une source de questionnements au sujet des concepts mathématiques comme celui
de fonction. En 1879, survient un événement majeur, par le fondateur d’une théorie
nouvelle, la publication de la thése de doctorat d’Henri Poincaré. Dans I'introduction,
I’auteur présente la nouvelle approche comme suit :

Malheureusement, il est évident que dans la grande généralité des cas qui se
présentent on ne peut intégrer ces équations a l'aide des fonctions déja connues, par
exemple & laide des fonctions définies par les quadratures. (...). Il est donc
nécessaire d’étudier les fonctions définies par des équations différentielles en
elles-mémes et sans chercher a les ramener a des fonctions plus simples...

Alinsi est née la théorie qualitative des équations différentielles. En quoi consiste-
t-elle 7 Essentiellement & décrire le comportement qualitatif, local ou global, des
courbes définies par les solutions d’un systéme différentiel donné, sans connaitre les
expressions analytiques de ces derniéres. La théorie qualitative est le premier jalon
d’un long et riche processus qui a débordé le premier domaine de compréhension des
équations différentielles pour fonder la théorie des systémes dynamiques.
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Dans le chapitre VI de son second mémoire "Sur les courbes définies par une
équation différentielle", Poincaré [54 p. 261], présente la théorie des cycles limites
en 1882. Il démontre I'existence d’un nouveau genre de courbes fermées qu’il nomme
"cycle limite". L’étude des cycles limites des systémes différentiels plans a été I'un
des principaux problémes de la théorie qualitative des équations différentielles ot un
cycle limite pour un systéme différentiel plan, est une orbite périodique isolée dans
I’ensemble de toutes les orbites périodiques. Le premier exemple de cycle limite a été
présenté au chapitre VII par Poincaré [54] p. 274|. Il s’agit d’un systéme de deux
équations différentielles du premier ordre et du premier degré suivant :

dx dy

v(@?+y?—1) —y@®+y*+1)  y@>+y2 -1 +a(@+y>+1)

Bien entendu, ce systéme qui a été construit par Poincaré pour illustrer son propos
ne recouvre pas une réalité physique. Néanmoins, il permet de mettre en évidence
'existence d’une courbe fermée invariante (au sens de Darboux [I6]) qui n’est autre
que le cercle cycle limite algébrique d’équation :

2?4+ y? = 1.

Un des principaux théorémes de la dynamique non linéaire est le théoréme de
Poincaré-Bendixon qui assure que dans une région bornée et compacte du plan,
une trajectoire d’un systéme planaire converge vers un cycle limite ou un point cri-
tique. Pour la non-existence des solutions périodiques, il existe les critéres de Ben-
dixson et celui de Dulac, qui affirment que sous certaines conditions, le systéme
différentiel planaire n’admet aucune solutions périodiques.

Le probléme de I’é¢tude des cycles limites bifurquant a partir d’un centre ou de ses
solutions périodiques a été étudié de maniére exhaustive au cours du dernier siécle,
il est étroitement lié au 16°™¢ probléme de Hilbert.

En effet, le 16°™¢ probléme de Hilbert est un probléme de longue date. 11 est
apparu en 1900, lors du deuxiéme congrés international de mathématiques ou le
mathématicien David Hilbert(1862 — 1943) a présenté une liste de 23 problémes
mathématiques "dont 'avenir attend la résolution grace aux nouvelles méthodes qui
seront découvertes dans le siécle qui commence". La seconde partie du seiziéme pro-
bléme de Hilbert porte sur le nombre maximal et I’emplacement des cycles limites
de tous les champs de vecteurs polynomiaux plans de degré n. Il peut étre formuler
de la facon suivante : Quel est le nombre maximum des cycles limites noté H(n) que
peut avoir le systéme polynomial planaire de degré n

& = P(z,y),
{QZQ((E,y), (1)
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ou P et @ sont des polynomes de variables réelles (z,y) a coefficients réels et de
degré maximal n.

En 1923, Dulac [19], a proposé une démonstration assurant que H(n) est fini pour
tout n, mais sa démonstration comportait une erreur qui a été révélée par Ilya-
shenko en 1985. La résolution de ce probléme de Dulac ne vie que quelques années
plus tard lorsque Ilyashenko [32] (1991) et Ecalle, Martinet et Moussu [2]]
(1987) puis Ecalle [20] (1992) donnérent des preuves au théoréme de Dulac.

Pour s’attaquer a ce probléme, de nombreux chercheurs ont étudié¢ le nombre de
cycles limites de divers systémes différentiels polynomiaux plans a titre d’exemple
I’équation de Van Der Pol. En particulier, le probléme concernant le nombre de
cycles limites en perturbant les orbites périodiques d’'un centre a été étudié de ma-
niére approfondie dans la littérature et fait 'objet de plusieurs articles, pour plus de
détails voir |12, 25] 26] 31, 40].

Malgré tous les effets, le probléme des cycles limites n’est toujours pas résolu 112
ans aprés son énoncé. La théorie de la moyennisation a joué¢ un role crucial dans
I’étude des cycles limites des systémes différentiels. Cette théorie est I'une des plus
importantes théorie de perturbations utilisée actuellement, elle consiste & perturber
un systéme différentiel doté d’un centre, ainsi le systéme perturbé peut présenter des
cycles limites qui bifurquent, soit a partir du point d’équilibre central, soit a partir
de centaines orbites périodiques entourant le centre. De nombreux résultats ont été
trouvé sur le nombre de cycles limites des systémes différentiels polynomiaux, en uti-
lisant la théorie de moyennisation d’ordre un, tels que Llibre [40], Buica et Llibre
|8, 9] et Gine et llibre [27].

L’étude des systémes différentiels polynomiaux dans R? ayant un centre isochrone
a évolué au cours des derniéres années, voir [14] [18, [35, 36]. La pertinence d’étudier
ces systémes est due, & leur importance dans le probléme général de 'isochronisme.

Un centre isochrone est un centre dont toutes les orbites périodiques ont la méme
période. Christiaan Huygens est crédité d’étre I'un des premiers chercheurs a en-
quéter sur le systéme isochrone au XV 11 siécle. Il a étudié le pendule cycloidal, qui
présente des oscillations isochrones, par opposition & la monotonie de la période du
pendule habituel. C’est probablement le premier exemple d’un centre isochrone non
linéaire.

[’étude des systémes différentiels polynomiaux dans R? ayant un centre isochrone
a fait 'objet de plusieurs travaux ces derniéres années, pour plus de détails voir
|2, 10} 141, 18], 29].

En 2014, Peng et Feng [52] ont étudié le nombre maximum de cycles limites
qui peuvent bifurquer des orbites périodiques du systéme différentiel polynomial
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quartique ayant un centre isochrone

& —y+ay(x® +y°), @)
y=ax+y*(z®+y?),

perturbé par polynoémes quartiques.
En effet, le systéme qu’ils ont considéré est le suivant

i =—y~+ay(z® +y°) +ep(z,y),
y= x+y*a?+y*) +eq(x,y),

ou p(x,y) et g(x,y) sont des polyndémes quartiques donnés par

p(x,y) = a10z + agy + anzy + an@’y + agsy® + agz’ + az 2’y + ana’y’
+ a3y’ + aoy’,

q(z,y) = biox + bory + booa” + boay” + b3ox® + biaxy® + bagx* + b312°y + by
+ biszy® + boay”,

et € un petit parameétre. En appliquant la théorie de moyennisation du premier
ordre, ils ont montré qu’au plus trois cycles limites bifurquent d’un tel systéme. On
remarque que les auteurs n’ont pas couvert tous les systémes différentiels polyno-
miaux quartiques perturbés, parce qu’ils n’ont pas considéré les coefficients agg, asg,
ao2, A30, @12, boo, b11, bo1, bz dans leur étude.

Suite a ce travail, en 2015, Itikawa et Llibre [34] ont amélioré le résultat de
Peng et Feng [52] en prouvant cing cycles limites supplémentaires. Plus précisément,
ils ont étudié le nombre maximum de cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites
périodiques entourant le centre isochrone situé a l'origine du systéme différentiel
polynomial quartique perturbé par des polyndmes quartiques, en prenant les co-
efficients non considérés dans leur travail. En utilisant la théorie de moyennisation
du premier ordre, ils ont prouvé qu’il existe qu’au moins 8 cycles limites peuvent
bifurquer d’'un tel systéme.

Dans ce travail, on s’intéresse : premiérement au nombre maximum des cycles
limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre isochrone quartique per-
turbé par des polynomes homogeénes quintiques et plus précisément notre systéme
considéré est le suivant :

i =—y+ay@@®+y?) +ed o pilr,y),
= a+y?@+y?) +e X ai(r,y),

ou
pile,y) = > apayt, qly) = byt

Jj+k=i Jj+k=i
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sont des polynémes homogenes de degré ¢ et avec les coefficients a;i, bjr, € R, ceci en
utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un;

deuxiémement, au nombre maximum de cycles limites des systémes différentiels dis-
continus a deux zones séparées par une ligne droite, en utilisant aussi la théorie de
moyennisation d’ordre un.

Cette thése comporte cing chapitres.

e Le premier chapitre est un rappel sur les notions de base de la théorie qua-
litative des systémes dynamiques. Nous commencons par définir les outils mathéma-
tiques qui sont nécessaires pour ’étude de cette thése et des définitions élémentaires
tels que : le systéme dynamique, les points critiques et leur nature, la linéarisation,
I'orbite périodique, le cycle limite ainsi que des théorémes sur I'existence et la non-
existence des cycles limites, on définit le facteur intégrant et le centre isochrone et
on donne ces classifications pour certains systémes différentiels polynomiaux.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a 'outil principal qu’on va utiliser pour
démontrer nos différents résultats, & savoir la théorie de moyennisation. On expose
cette théorie a travers des théorémes et on l'illustre a travers quelques exemples.

e Le troisiéme chapitre est I'essentiel de notre travail, dans lequel on étudie
la bifurcation des cycles limites du systéme différentiel

&= —y+ zy(a® + y*) +ep(x,y),
y= x+y*a®+y*) +eq(x,y),

ou p(x,y) et q(z,y) sont des polynémes homogénes quintiques, avec ¢ suffisamment
petit, en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un. Cette étude a fait 'objet
d’une publication :

M. Bey, S. Badi, K. Fernane and A. Makhlouf, "The number of limit cycles
bifurcating from the periodic orbits of an isochronous center". Math Meth Appl Sci.
2018; 1-9. https ://doi.org/10.1002/mma.5385.

e Le quatriéme chapitre est consacré au nombre maximum de cycles limites
d’un systéme différentiel polynomial discontinu formé de deux systémes différentiels
polynomiaux séparés par I’hyperplan y = 0, en utilisant aussi la théorie de moyenni-
sation. Cette étude a fait 'objet d’un article accepté pour publication dans le journal



"Applied Mathematics E-Notes" sous le titre :
M. Bey, S. Badi and K. Fernane, "Nineteen limit cycles in discontinuous quartic

differential system with two zones".

e Le cinquiéme chapitre étudie les cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques d’un systéme différentiel polynomial ayant une intégrale premiére non

rationnelle.
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Chapitre 1 : T
Notions preliminaires

1.1 Probléme a valeur initiale

Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R" une fonction continue.

Définition 1.1.1.
i) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation de la forme :

#(t) = f(t,2(t))

que [’on note brievement
dx
r = f(t L T = —. 1.1

i1) Pour (tg, o) donné, un probléeme a valeur initiale associé & l'équation (1.1)

s’écrit comme suit :
{ab = f(t,2),

Définition 1.1.2.

i) La fonction x(t) est dite solution de ’équation (1.1) sur un intervalle I C R
si elle est définie et continiment dérivable sur I et si V(t,x(t)) € U, YVt € I, x(t)
satisfait la relation (L.1)) sur I.

i1) Soit (to, xo) € U donnée, la fonction x(t) est dite solution du probléme & valeur
initiale s’il existe un intervalle I contenant to tel que x(t) est une solution de
Véquation (1.1)) sur I et vérifie x(ty) = .

1.1.1 Existence et unicité de la solution

Définition 1.1.3. Considérons la fonction f(t,x) avec f : Rx D — R™, |t —to] < a,
et D un ouvert de R™. On dit que la fonction f(t,x) est Lipschitzienne par rapport
a x sl existe K > 0 telle que :

| f(t, ) — f(t, z2)|| < K|l — 22|, V(E, 21), (¢, 22) € [to — a,to + a] x D.

La constante K est appelée constante de Lipschitz.

1



1.1. PROBLEME A VALEUR INITIALE

Théoréme 1.1.1. On considére le systéme différentiel :
= f(t,x), € R", teR, (1.3)

et on suppose que la fonction vectorielle f(t,x) est Lipschitzienne de rapport K par
rapport & x, uniformément en t € [—a,al. Soit xo une donnée initiale, il existe alors
une seule solution x(t) du systeme différentiel qui satisfait ©(0) = o et qui est
définie sur Uintervalle [—c, c] avec ¢ < min(a, ).

Preuve.

Cette solution satisfait I’équation intégrale

z(t) = x(0) +/0 f(u, x(u))du,

on considere I'espace des fonctions continues y € C°([—a, a]) muni de la norme
llyl| = n[rlax} ly(t)]]. Soit L : C°([—a,a]) — C°([—a,a]), Popérateur définit par
te(—

)

L(y)(t) = 2(0) + / £ (s () dus,

cet opérateur satisfait

LG = L0 = [ [sw) = sy

/

()] du.

et donc

|e@) = L6)|| < er [y -

Si on pose ¢ < min(a, %), I'opérateur L est une contraction et il posséde donc un
unique point critique dans I'espace fonctionnel C°([—a, a]). Cet unique point critique
est une fonction continue qui est solution du systéme différentiel et ceci démontre
Iexistence et 'unicité cherchées.

1.1.2 Stabilité de la solution

La stabilité des solutions des équations différentielles est 'un des principaux
problémes lié a ’étude des systémes dynamiques. Cette notion a été introduite par
Lyapunov (1857 — 1918).

Soit le systéme des équations différentielles

[ e

Supposons que f(t,x) satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité
des solutions.



1.1. PROBLEME A VALEUR INITIALE

Définition 1.1.4. Soit ¢(t) une solution du systeme (1.4)) telle que ¢(to) = ¢o, elle
est dite stable au sens de Lyapunov si : Ve > 0, 36 > 0 telle que pour toute solution
) de (1.4) dont la valeur initiale x(to) vérifie

[2(to) = doll <& = l[z(t) = ()]l <&, Vio.

St de plus, on a

Jim [z(t) = o(8)[| = 0,
—00
alors la solution ¢(t) est dite asymptotiquement stable.

Remarque 1.1.1. Une solution qui n’est pas stable est dite instable.

1.1.3 Systéme dynamique

En général, un systéme dynamique décrit des phénomeénes qui évoluent au cours
du temps. Mathématiquement, on définit un systéme dynamique par

Définition 1.1.5. (Systéme dynamique). Un systéme dynamique sur R"™ est une
application U : R x R™ — R" telle que :

1) U(.,x) : R — R" est continue.

2)U(t,.) : R — R"™ est continue.

3) U(0,z) =

4) U(t—l—s x) U(t,U(s,x)),Vt,s € R,Vz € R"™.

Proposition 1.1.1. Les systémes dynamiques sont engendrés par des systéemes dif-
férentiels.

Exemple 1.1.1. Soit le systeme différentiel
D4
A (1.5)
z(0) = xo,

ol A est une matrice constante, t € R* et x € R". La solution de (1.5)) est donnée
par
z(t) = ey,

Le systeme (1.5)) engendre un systéme dynamique
U:R"xR" = R", U(t,x) = e"z.

En effet :
1) On aVt,7 € Rt Vz € R":

Ut +7,2) = Ut )l = |z — e ]| < [le[le™a — of| < M)l — 1]]]|z]

< el Al — 1) ||z = 0 quand T — 0,

3
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d’ot U(.,x) est continue.
2) On a Vt € RY Va,y € R™:

Ut ) = Ut y)ll = lle?'z — eyl = e[z -yl < M|z —yll,

ot M constante et puisque t est fizé on obtient la continuité de U(t,.).
3) On a
U0,z) = ez = Iz = 2.

4) Vt,s € R Vo € R", on a
Ut +s,2) = ees = U(t,e*x) = U(t,U(s,2)).
D’ou le résultat.

Définition 1.1.6. Un systeme dynamique U sur R™ est linéaire si :

U(t,ax + By) = aU(t,x) + pU(t;y),Va, B ER,Vt € R et V,y € R™.

1.1.4 Notion du flot

On représente ici la notion du flot pour des systémes différentiels linéaires et ceux
non linéaires.

a) Systémes différentiels linéaires
Soit le systéme linéaire suivant

t=Ax, zeR", (1.6)

ou A une matrice a coefficients réels. La solution du systéme (1.6) qui vérifie la valeur

initiale z(0) = z¢ est x(t) = e!x.

Définition 1.1.7. L’ensemble des applications e!d : R® — R" est appelé le flot du
systeme (|L.6)).

Définition 1.1.8. Si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles non nulles
alors le flot !t : R™ — R™ est dit hyperbolique et dans ce cas le systéeme (1.6) est dit
systéme linéarre hyperbolique.

b) Systémes différentiels non linéaires
Soit le systéme non linéaire

t=f(z), zeR"

On note par I(zg) I'intervalle maximum d’existence de la solution ®(¢,x) du pro-

bléme a valeur initiale
r = R"
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Définition 1.1.9. Soit E un sous ensemble ouvert dans R" et f € C*(E), et soit
pour xyg € E, ®(t,x0) la solution du probleme (L.7) définie sur I(xq). Alors pour
t € I(xg), l'ensemble des applications ®, défini par

(bt(])o) = (I)(t, CL’Q),

est appelé le flot du systeme différentiel (1.7)).

e Notons que ®,(xg) posséde les propriétés suivantes :

1. ®y(xg) est de classe C.
2. (I)()(.I'O) = Zg.
3. Dy y(w) = Oy(Py(0)).

Remarque 1.1.2. Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du
temps t, sinon il est dit non autonome.

Exemple 1.1.2. On consideére le systéme :

T = Ax,
z(0) = xo,

A:((l)_ol).

A

avec

tro avec
At cost —sint
et = . )
sint cost

donc le flot associé a ce probleme est défini par :

La solution de ce probléme est : ®(t,xy) =€

o, : R? —» R?

t —sint
T+ Dy(0) = Mg — ( cos sin ) .

sint cost

1.2 Théorie des systéemes différentiels non linéaires
autonomes

Dans cette section, on considére le systéme différentiel non linéaire autonome

&= f(z), zeR" (1.8)
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AUTONOMES

1.2.1 Point critique et linéarisation

Définition 1.2.1. On appelle point critique (point d’équilibre, point singulier ou

point fize) du systéeme (L.8)), tout point xo € R™ vérifiant

Remarque 1.2.1. Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

Définition 1.2.2. (Linéarisation) Le systéme

Ofi

&= Ax, ou A= Df(x) = 5
L

(1.0)7 1 < Za] < n,

est appelé le systéme linéarisé de (1.8)) en xo.

Exemple 1.2.1. Soit le systeme

T =23 — 4y,
§ =21+ 3y,
lorigine est le seul point critique pour ce systéme.
La matrice jacobienne associée a (1.10) calculée en (0,0) est

DF(0,0) = <02 _04) |

Ainsi, le systéme linéarisé de (1.10) en (0,0) est

T = _4ya
Y = 2.

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Remarque 1.2.2. La linéarisation d’un systéme différentiel amene a ’étude de la

nature des points critiques.

Définition 1.2.3. Le point critique xo de (1.8)) est dit point critique hyperbolique
si aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne D f(xy) n'a de partie réelle

nulle.

1.2.2 Classification et nature des points critiques

Définition 1.2.4. On considére le systeme :
T = f(x), z €R",

soit xg son point critique.
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e Le point critique xo est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = Df(xy) a
au moins une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins une
valeur propre avec une partie réelle négative.

e Le point xq est dit puits si toutes les valeurs propres de la matrice
A = Df(xo) ont des parties réelles négatives.

e Le point xqy est une source si toutes les valeurs propres de la matrice
A = Df(xo) ont des parties réelles positives.

Exemple 1.2.2. Soit le systeme non linéaire autonome

i =2z — 1y’
{ Y (1.12)

g =2®+y.

Le systeme (1.12) a un seul point critique qui est Uorigine (0,0), et le systéme linéa-

risé en ce point est
r\ (20 T
y) \01 y )

Ce systeme a deux valeurs propres réelles de méme signe A\ = 2 et Ay = 1, alors le
point critique (0,0) est une source.

1.2.3 Notion de stabilité des points critiques

L’étude de la stabilité des solutions d’un systéme différentiel améne a connaitre
le comportement des trajectoires voisines de ces solutions.

Théoréme 1.2.1. Soit xq un point critique pour le systéme.

i = f(z).

i) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(xq) ont des parties réelles
négatives, alors le point critique xoy est asymptotiquement stable.

i1) S’il existe au moins une valeur propre de D f(xo) avec une partie réelle positive,
alors le point critique xo est instable.

i1i) Si Df(xo) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec
des parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du point critique
ZIo-.

e Cas d'un systeme plan a coefficients constants :
Soit le systéme
i = Az, r € R?,
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ol A une matrice carrée a coeflicients réels, ’origine (0, 0) est le point critique. Consi-
dérons A\ et Ay les valeurs propres de la matrice A. On distingue les différents cas
selon les valeurs propres A\; et s :

1. Si A1, g sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique
x = x( est un point selle, il est toujours instable (voir la figure (1.1])).

FIGURE 1.1 — Point selle.

2. Si A1, Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :
e Si\; < A\ <0, le point critique x = x est un noeud stable (voir la figure (|1.2))).

e Si0 < A < Ay, le point critique x = xy est un noeud instable (voir la figure

(1.3)).

e Si A\ = Ay = A, le point critique x = x( est un nceud propre, il est stable si
A < 0 ( voir la figure (L.4) et instable si A > 0 (voir la figure (L.5]) ).
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FIGURE 1.2 — Neeud stable.

F1GURE 1.3 — Noeud instable.
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FIGURE 1.4 — Neeud propre stable.

FIGURE 1.5 — Neeud propre instable.
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3. Si Ay, Ag sont complexes conjuguées et Im(A; o) # 0, alors le point critique
xr = xp est un foyer. Il est stable si Re(A;2) < 0 (voir la figure (1.6))) et instable si
Re(A12) > 0 (voir la figure (1.7)).

FIGURE 1.7 — Foyer instable.

11



1.2. THEORIE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON LINEAIRES
AUTONOMES

4. Si Aq, A9 sont imaginaires pures, alors le point critique x = x( est un centre,
il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir la figure (1.8))).

FIGURE 1.8 — Un centre.

1.2.4 Plan et portrait de phase
Définition 1.2.5. Soit le systeme différentiel

i = P(z,y),
P, 113

Les solutions (x(t),y(t)) du systeme (L.13)) représentent dans le plan (xoy) des courbes
appelées orbites ou trajectoires, les points critiques sont représentés par des points.
La figure compléte comportant les trajectoires et les points correspondant aux points
critiques est appelée portrait de phase et le plan (xoy) est dit plan de phase.

1.2.5 Théoréme de Hartman-Grobman

Le théoréme de Hartman-Grobman (voir [53]) est un résultat important dans
la théorie qualitative locale des équations différentielles ordinaires. Il montre qu’au
voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique zq le systéme non linéaire

&= f(z), (1.14)
a la méme structure qualitative du systéme linéarisé

&= Df(xg). (1.15)

12
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Autrement dit, si 'origine est un point selle, foyer ou nceud pour le systéme linéarisé
(1.15), alors le point critique xy sera respectivement selle, foyer ou nceud pour le
systéme non linéaire . Mais si l'origine est de type centre pour le systéme
alors on ne peut rien dire sur la nature du point critique xq de .

Exemple 1.2.3. Soit le systeme non linéaire
i =z + 2217,
= —2y + 4x*y.

L’origine (0,0) est le seul point critique de ce systéme, le systéme linéarisé en ce
point est & = D f(0,0).x avec
1 0
proo=(1 ).

Ce systeme admet deux valeurs propres réelles de signes différents \y =1, Ay = —2.
Donc (0,0) est un point selle instable pour le systéme linéarisé, d’aprés le théoréme
de Hartman-Grobman (0,0) est aussi un point selle instable pour le systéme non
linéaire.

Exemple 1.2.4. Soit le systeme non linéaire

T = —-Y,
y=x+ 1y
L’origine (0,0) est le seul point critique de ce systéme, la matrice jacobienne en ce

point est
0 —1
proo - (0 ).

Elle admet deuzx valeurs propres imaginaires pures \1o = =%i. Alors (0,0) est un
centre stable pour le systeme linéarisé, mais pour le systeme non linéaire on ne peul
rien dire.

1.2.6 Orbites périodiques et cycles limites
Soit le systéme différentiel
i=f(z), xeR" (1.16)

Définition 1.2.6. (Orbite Périodique). On appelle orbite périodique toute trajec-
toire fermée ¢(t,x) du systeme (1.16)) telle qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant

¢(t + T, ZL’) = ¢<t7 ZL‘),

le plus petit réel T > 0 qui vérifie cette égalité est appelé période.

13
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Proposition 1.2.1. Toute solution périodique entoure au moins un point critique.

Définition 1.2.7. (Cycle limite). Pour un systéme plan, un cycle limite est une
orbite fermée isolée dans l'ensemble des orbites périodiques.

Remarque 1.2.3. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes dif-
férentiels non linéaires.

Définition 1.2.8. (Amplitude du cycle limite). L’amplitude d’un cycle limite
est la valeur mazximale de la variable x du cycle limite.

Stabilité des cycles limites

Théoréme 1.2.2. Etant C la trajectoire correspondante au cycle limite, toutes les
trajectoires intérieures et extérieures voisines de C s’enroulent en spirales autour de
C soit pour t — 400 ou bien pour t — —oo.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont refoulées de C.

3. Le cycle limite est dit semi-stable, si les trajectoires voisines de C sont attirées
d’un coté et refoulées de ['autre coté.

Exemple 1.2.5. Soit le systeme

~—

v :2 _ _ 2+ 2 ,
reeTy ”3(”32 v (1.17)
y=x+2y—ylx*+y°).

En coordonnées polaires x = rcos(t), y = rsin(t) avec r > 0, le systéme (1.17)
devient :

r=2r(1—r?),

6=1,
d’ot

r=0=7r=0o0ur==l.

Comme r > 0, on accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la
solution périodique (x(t),y(t)) = (cos(t + 0y), sin(t + b)), avec 6(0) = by. Dans le
plan de phase, il y a un seul cycle limite d’équation * +y? = 1 et d’amplitude r = 1.

Voir la figure ((1.9).
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P EE ¥ Y ¥ e

FIGURE 1.9 — Cycle limite du systéme (|1.17]).

1.3 Existence et non-existence des cycles limites

Théoréme 1.3.1. [53/(Poincaré-Bendixson). Soit le systéme plan suivant

{:b: f@y), (1.18)

y=g(z,y).

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C' sur E, ou E est un sous
ensemble ouvert de R2, le systéme a une orbite v telle que l'orbite positive
v+ (p) = {®(t,p),t = 0} passant par le point p est contenue dans un sous ensemble
compact F' de E. Alors on est dans ['un des trois cas suivants :

e Soit v, (p) tend vers un point d’équilibre.

e Soit v, (p) tend vers une orbite périodique.

e Soit v, (p) est une orbite périodique.

Une conséquence trés importante de ce théoréme est quand F' ne contient pas de
points critiques, dans ce cas, on est certain de I'existence d’une solution périodique.

La difficulté dans ’application de ce résultat est bien la construction de la région
F' (elle correspond souvent a un anneau).

Pour cela cherchons deux cercles (C4) et (Cy) telle que (Cy) soit & l'intérieur de
(Cy) (Notons que la recherche des cercles (C4) et (Cy) ressemble a la recherche de la

15



1.3. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

fonction de Lyapunov v(z,y) = 2% + y2, 2* +3?, 2* +*...) comme suit
c1>0:(C): 2 +yP=c
co > 0:(Cy): 22+ y?* = ¢y, telle que ¢; < co.
Considérons (C) : v(z,y) = 2> +y?> =c > 0.
Si pour tout point p € (C).

On a

[dv] _dv_+dv_>0
at’? = det T ay?

= Toute trajectoire qui passe par le point p se dirige vers son extérieur.
Si pour tout point p € (C).

On a

[dv] dv_+dv_<0
_ = —2I _
at’? = dr” T ay?
= Toute trajectoire qui passe par le point p se dirige vers son intérieur.
Exemple 1.3.1. Considérons le systéeme
i =—y+z—a@@+y%),
y=x+y—y@@®+y°),

qui admet au moins une solution périodique dans une région de R2.

En effet, le point (0,0) est le seul point critique, la matrice jacobienne en (0,0)

est :
1 -1
a=(1 )

cette matrice admet deux valeurs propres complexes \y = 1 +1, Ay = 1 — i, donc
(0,0) est un foyer instable pour le systéme linéarisé alors il reste un foyer instable
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pour le systeme non linéaire (d’apres le théoréme de Hartman-Grobman).

Cherchons l'anneau A :
Soit

v(a,y) =2"+y* =c
Ona:

dv dv. dv.

pr = %:p + d_y
=2z(—y + 2z —2(2” + ) + 2y(z +y — y(@® + ¢?))
=2[(2® +9°) — (2> + ).

Si on prend

O<:E2—|—y2<1:>(x2+y2)2<x2+y2

= —>0
dt

donc pour (C1) : 22 +y* = ¢; avec 0 < ¢; < 1, toute trajectoire coupant (Cy) se
dirige vers [’extérieur.
Maintenant si on prend

22+ > 2= 20 + 7)) > (2F + 97)? > 2(2% + )
dv
= — <0
dt
donc pour (Csy) :

22 + 9% = ¢y avec ¢y > 2, toute trajectoire coupant (Cy) se dirige
vers lintérieur.

Alors d’apres le théoreme de Poincaré Bendizon il existe au moins une solution

périodique dans Uanneau A formé des deuz cercles (C1) et (Co) puisque cel anneau
ne contient pas de points critiques. (Voir la figure suivante.)

17



1.3. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES
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Théoréme 1.3.2. [53/(Critére de Bendixson). Soit le systéme plan suivant

{:’c = f(a,y),

v =g(z,y).

et soit F = (f,g9)7 € CH(E) ou E est une région simplement connexe dans R2. Si
la divergence du champ de vecteur F' (notée VF') est non identiquement nulle et ne
change pas de signe dans E, alors ce systéme n’a aucune orbite fermée entiérement
contenue dans E.

Preuve.

Supposons que (|1.18) posséde une solution périodique de période T noté 7, elle
correspond & une courbe (orbite) fermée dans E.
D’aprés la formule de Green on a :

// (8f(x,y) N 0g(x,y))dmdy:/fdy_gdx
G=intérieur de - Oz Oy T

= [ 1000 %~ o(a(0).y(0) S

/O [ ((t), y(2)g(x(t), y(t)) — g(2(t), y()) f(x(t), y(t))]dt
0.

Ceci est une contradiction, puisque divF' est non identiquement nulle et ne change
pas de signe, c’est-a-dire, soit négatif soit positif, donc l'intégrale ne peut pas étre
nulle. Alors il ne peut avoir de solutions périodiques contenues dans F.
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Exemple 1.3.2. Considérons le systeme suivant

i = 2zy — 3y,
=2t — g — 2y

SO’lt F = (Z,I‘y — 31’y47 fL’Q _ y2 _ $2y3)T_
Puisque :
divk' =VF
0 0
= 5y = 30y') & (@ = = )
=2y — 3y" — 2y — 3a”y?
= —3y*(2® + ) < 0.

Alors, d’aprés le critére de Bendizson ce systéme n’a aucun cycle limite dans R?.

Théoréme 1.3.3. [53]/(Critére de Dulac). Soit F = (f,g)7 € CY(F) ou E est
une région simplement connere dans R?. S’il existe une fonction B € C'(E) telle
que V(BF) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le

systeme
i = f(z,y),
y=g(z,y),

n’admet aucune orbite fermée entierement contenue dans E.
Preuve.

Supposons qu'’il existe une solution périodique 7 de période 7' contenue dans E. Elle
est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit G 'intérieur de cette trajectoire d’apres la formule de Green on a :

o(Bf) , 0(By) _
//G( o + ay )dxdy—/Tdey—Bgd:L‘

T dy dx
/O Blf(z,y)— —9(z,y)—

t
0.

Jdt

Ceci est une contradiction, puisque divBF' est non identiquement nulle et ne
change pas de signe, c’est-a-dire, soit négatif soit positif, donc I'intégrale ne peut pas
étre nulle. Alors il ne peut avoir de solution périodique entiérement contenue dans
E.
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Exemple 1.3.3. Soit le systeme suivant

T =y,
=z — 2y + 2%+ 21>,

Avec F = (y,x — 2y + 2% + 2y?)7.

Considérons B(x,y) = 2e™4%, puisque
0 0
BF)=—(BF —(BF
V(BF) = 5-(BF) + 5 (BF)
= 2 oetey) + (2 (n — 2y + 02 + 292))
ox dy

= —8e My + 27 (=2 + 4dy) = —de ¥ < 0.

Alors, il n’eziste pas de cycle limite pour ce systéme.

1.4 Facteur intégrant

Considérons 1’équation :
M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0. (1.19)

Supposons que M et N sont continues sur ’ensemble ouvert U = I x J.

Théoréme 1.4.1. (Différentielle totale). Soient M(x,y) et N(z,y) deuz fonc-
oM

tions continues sur ’ensemble U = I x J. Supposons que 0 et I existent et sont
Y x

continues sur U, alors :

fi(z,y) = f(z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy,

est une différentielle totale (on dit aussi que I'équation (1.19)) est une équation exacte)
si et seulement si pour tout (z,y) € U

oM _ 0N
dy ox
Exemple 1.4.1. Considérons l’équation différentielle
2vydy + (v — y*)dy = 0, (1.20)
on a

M(z,y) =2zy et N(z,y) = z? 4+ 2,
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deux fonctions continues, qui vérifient

OM(z,y) _ON(@y) _,_
oy  oxr

done (1.20) est une équation exacte (ou bien différentielle totale).

Quand I'équation ((1.19) n’est pas une différentielle totale, on cherche une fonc-
tion p(z,y) de telle facon que si on multiple (1.19) par u(z,y), elle devient une
différentielle totale.

Définition 1.4.1. (Facteur intégrant). On appelle facteur intégrant de I’équation

(1.19) une fonction p : (z,y) — p(x,y) définie, continue et u(x,y) # 0 pour tout
(x,y) € U telle que

S ) = 22 () (1.21)

sur U.

Remarque 1.4.1. Si f(z,y) = M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0 est une équation auzx
différentielles totales alors pour tout u = k ou k est une constante différente de zéro,

w est un facteur de l’équation ((1.19)).

Remarque 1.4.2. Lorsque les fonctions M(x,y) et N(x,y) possédent des dérivées
partielles continues et qui ne s’annulent pas simultanément, alors le facteur intégrant
existe toujours. Cependant, il n’y a pas de méthode générale pour le déterminer.

Remarque 1.4.3. I existe plusieurs facteurs intégrants pour une seule équation.
Autrement dit, le facteur intégrant d’une équation différentielle n’est pas unique.

e Recherche du facteur intégrant :

Considérons I’équation
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (1.22)

Soit p un facteur intégrant de I'équation (1.22), alors on a

p(x,y) M (x,y)dr + p(x,y)N(z,y)dy) = 0,

la condition & vérifier est :

il vient que

ou encore
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1.4. FACTEUR INTEGRANT

oM ON.,  Ou o
e oy _8x)_Nax M@y'

On obtient a la fin une équation différentielle partielle.

81nu_M81nu_6_M_8_N (1.23)

N = )
ox Jy dy ox

On doit la résoudre mais dans le cas général, il est plus difficile de déterminer la
fonction pu(x,y) dans (1.23) que d’intégrer ’équation proposée (1.22)). C’est seulement

dans les deux cas particuliers qui suit que l'on arrive a déterminer la fonction pu(z,y).

1. Premier cas : Si le facteur intégrant de 'équation (1.22)) dépend uniquement
de z c’est a dire u = p(z) alors, on a

oM _ON oM _ oN

o dlnpg 9y Oz B /a_y_a;c
ay—0:> i N = p(z) = exp( N dx).

2. deuxiéme cas : Si le facteur intégrant de I’équation (1.22)) dépend uniquement
de y, c’est a dire p = u(y)
ON OM ON OM
o dlnp 9z Oy dr Oy
5 i i 1(y) = exp( / i Y)

Exemple 1.4.2. Soit I’équation différentielle

(z + y*)dx — 2zydy = 0. (1.24)

Les fonctions M(x,y) et N(x,y) tirées de ’équation (1.24) sont continues et données
par
M(z,y) =2 +y* et N(z,y) = —2zy.

La dérivée de M(x,y) par rapport &y et la dérivée de N (x,y) par rapport ¢ x donnent

OM AN OM  ON
2T 9y L — 9 =
ay Y or y done 5 =7 5y

done le premier membre 'équation (1.24]) n’est pas une différentielle totale. Cher-
chons alors le facteur intégrant p(z,y) dépendant seulement de la variable x, alors

oM ON
%_Ojdlny_ Oy or _ 2y+2y 2
oy de N 22y oz
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1.4. FACTEUR INTEGRANT

Donc
2 1 c
dnp= [ ——dz=Inp=In— +c= p(x)=—, c= constante .
x x x
1

x?
Apres la multiplication de tous les termes de I'équation proposée (1.24) par le

On choisit, c =1, p(z) =

facteur intégrant p(y,y) = on obtient une nouvelle équation auz différentielles

P)
totales | ) )
Y Y
— 4+ =)dr — —=dy =0,
(C+3) —dy
il est clair que
oM  ON 0 Y
oy  Or T a?
La résolution de celte équation nous rameéne a la solution générale
y?
—= +In|z| =¢, ¢= constante .
x

Exemple 1.4.3. Soit I’équation différentielle
(y + 2y*)dz — xdy = 0. (1.25)

Les fonctions M(x,y) et N(x,y) tirées de l'équation (1.25)) sont continues et données
par
M(z,y) =y +xy* et N(z,y) = —=x.

On a
oM ON oM  ON

a—y_1+21:y, %——1 donca—y a—x,
cect implique que le premier membre [’équation n’est pas une différentielle
totale. Cherchons alors le facteur intégrant u(x,y) dépendant seulement de la variable
y, alors

ON OM
%:Ojdlnu:&y 8y:—1—1—2xy: 2

Ox dy M Y+ xy? Y

Donc

2 1
/dlnu—/——dy:>lnu—ln—2+c:>u(y)—%, ¢ = constante.
Yy z Yy

1
Choisissons p(x) = — pour ¢ = 1, multipliant par (1.25)), on obtient une nouvelle
Yy

équation aux différentielles totales

1 x
—+x)dr — —dy =0,
( +olde =5
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il est clair que
oM ON 1
oy  oxr  y?
La résolution de cette équation nous raméne a la solution générale

x 2P
— + — = ¢, c = constante .
)

1.5 Intégrale premiére

On considére le systéme différentiel

T = f(x7y>’

Y
Soit © un ouvert du plan de phase et (z(t), y(t)) une solution (ou une trajectoire).
Notons par A%y I’ensemble

A7, = {t € R/((t), y(t)) € Q}.

Définition 1.5.1. (Intégrale premiére) L’application H : Q) — R est appelée inté-
grale premiere du systéeme (1.26)) sur €2 si elle est constante sur les courbes solutions

(x(t),y(t)) du systéme (1.26)) contenues dans 2, c-a-d
H(x(t),y(t)) = cste,Vt € Agy.

Définition 1.5.2. Une fonction différentiable (x,y) — H(x,y) est une intégrale
premiére du systéeme différentiel (1.26) si :

oH

oH

Remarque 1.5.1. On dit que le systeme (1.26|) est intégrable sur un ouvert €1 s’il
admet une intégrale premiére sur €.

Exemple 1.5.1. Soit le systeme différentiel
T =ax — bxy
Yy = cry —dy
définie sur U =|0; 4+o00[x]0; +o00.
La fonction
H(z,y) =cx+by—dlnz —alny
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1.6. CENTRE ISOCHRONE

est une intégrale premiere du systéme.
En effet

8_H,+8_H,
ar Jy

D’ou le résultat.

= (= Sl —bay) + (= %) ey — dy) =0,

Définition 1.5.3. Un systéme différentiel défini sur un domaine du plan est dit
conservatif s’il posséde une intégrale premiére sur ce domaine. Dans le cas ot il ne
possede pas d’intégrale premiére, il est dit dissipatif.

Remarque 1.5.2. Les systemes Hamiltoniens constituent une classe particuliere
de systémes conservatifs. Ce sont les systémes pour lesquels il existe une fonction

(x,y) — H(z,y) pour laquelle le systéme s’écrit :
. O0OH . OH
xr= — y ey -,
ox

oy’

ce systéme posséde alors la fonction H(z,y) comme intégrale premiére.

1.6 Centre isochrone
Définition 1.6.1. Un point critique est un centre si, dans un certain voisinage de
ce point toutes les orbites sont fermées.

Définition 1.6.2. Un centre est dit isochrone si le temps de parcours de ces orbites
fermées est toujours le méme. Par conséquent, un systeme différentiel polynomial a
un centre isochrone a lorigine si 0 = 1.

Définition 1.6.3. Un ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par
des solutions périodiques, qui ont la méme période.

Proposition 1.6.1. Supposons qu’un systeme polynomial différentiel planaire
&= P(z,y),
y=Q(z,y),

de degré n a un centre a lorigine, il est dit centre isochrone si et seulement si en
faisant un changement de variables linéaire et une remise a l’échelle du temps, il peut
étre écrit sous la forme

Q:Z_y—’_xf(xvy)’ y:x—l—yf(m,y), (127)

ot f(x,y) est un polynome de degré n — 1 et f(0,0) = 0.
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1.6. CENTRE ISOCHRONE

Conti [14] a démontré ce résultat en 1994.
Seuls les systémes ayant des centres de type linéaire peuvent présenter un centre
isochrone uniforme.

i’:—y—i—p(m,y), y:x+q(ﬁc,y), (128)

ou p(z,y) et g(x,y) sont des polynomes commengant par au moins des termes de
second ordre. En faisant un changement de coordonnées polaires pour ce systéme,
nous obtenons

. xp(z,y) + yq(z,y) e o
\/m (z,y)=(r cos(#),rsin(h))»
xq(z,y) — yp(z, y)

\/m |(a:,y):(r cos(0),rsin(6)) -

Mais par hypothése, un tel systéme a un centre isochrone uniforme a I’origine,
c’est-a-dire 6 = 1. Par conséquent, zq(x,y) — yp(z,y) = 0, et donc

0=1+

plr,y) =zf(z,y), qlz,y)=yf(r,y),

ou f(x,y) est un polynéme. Réciproquement, si un systéme différentiel polynomial
est de la forme , alors en effectuant un changement de coordonnées polaires,
on obtient

i = rf(rcos(h), rsin(9)), 6 =1.

Par conséquent, il a un centre isochrone uniforme a l’origine.

Exemple 1.6.1. Considérons le systéme différentiel polynomial cubique suivant

&= —y+ax(z’y +y°),
y= z+y@@*y+y°),

il a un seul point critique qui est l’origine (0,0).

De la proposition , le point critique (0,0) est un centre isochrone car il a la
forme (1.27) avec f(x,y) = 2%y + y> un polynéme de degré 3 vérifiant f(0,0) = 0.
D’autre part, en coordonnées polaires, ce systéme est écrit comme 7 = r sin 0,0 = 1,
ceci confirme que ce systéme a un centre isochrone uniforme a lorigine.

Proposition 1.6.2. Si un systéme différentiel polynomial plan a un centre isochrone
uniforme, alors ce centre est U'unique point critique du systéeme différentiel.

Proposition 1.6.3. Si un systeme différentiel polynomial plan de degré n > 2 a un
centre isochrone uniforme, ce systéme n’est pas hamiltonien.
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1.6. CENTRE ISOCHRONE

Théoréme 1.6.1. Soit f(z,y) = >, i, . pi; 'y’ un polynéme homogéne de degré
n — 1. Alors le systéme (1.27) a un centre isochrone uniforme a l'origine si n est
pair ou St n est impair et

n—1

21
[pn_l_y,,,/ cos" 17" @sin” 0 do| = 0.
0

N
|
<)

Pour la preuve voir[33)].

1.6.1 Classification des centres isochrones uniformes pour cer-
tains systémes différentiels polynomiaux

Dans cette partie, nous allons présenté une classification des centres isochrones
uniformes pour des systémes différentiels polynomiaux de degré 1 et 2, nous pré-
sentons aussi certains résultats concernant les centres isochrones uniformes pour des
systémes différentiels polynomiaux de degré 3 et 4.

e Centre isochrone uniforme pour des systémes de degré 1

Un systéme différentiel linéaire ayant un centre isochrone uniforme aprés un chan-
gement linéaire de variables et une remise a 1’échelle du temps devient * = —y,y = .
Dans ce cas, le centre isochrone est global.

e Centre isochrone uniforme pour des systéme de degré 2

Le systeéme différentiel polynomial quadratique ayant un centre isochrone uni-
forme aprés un changement linéaire de coordonnées et une remise a ’échelle du
temps peut s’écrire sous la forme @ = —y + 22,9 = x + xv.

Ce résultat a été fourni par Loud [47] en 1964, notons qu’il a étudié dans ce
travail toutes les familles de systémes isochrones quadratiques.

e Centre isochrone uniforme pour des systémes de degré 3

Le résultat suivant, di a Collins [I3] en 1997, également obtenu par Devlin et al
[17] en 1998, et par Gasull et al [24] en 2005, fournit une caractérisation des systémes
différentiels polynomiaux cubiques plan ayant un centre isochrone a 'origine.

Théoréme 1.6.2. Un systéme différentiel polynomial cubique plan a un centre iso-
chrone uniforme a [origine si et seulement si, ce systeme peut étre écrit sous la
forme

{x’ = —y + z(mx + agy + azz® + asxy — azy?), (1.29)

v =+ y(ax + asy + azz® + asxy — azy?),
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1.6. CENTRE ISOCHRONE

avec la condition a*asz — a3as + ajasay =0, a; ER, i =1,...,4.
Exemple 1.6.2. Le systeme différentiel cubique
&= —y+a’y,
y =1z +ay’
a un centre isochrone & lorigine car il a la forme (1.29)) et satisfait la condition
alaz — aiaz + ajazay = 0.
e Centre isochrone uniforme pour des systémes de degré 4

Algaba et al [3] en 1999, et Chavarriga et al [11I] en 2001 ont formulé une ca-
ractérisation pour des systémes polyndmiaux quartiques ayant un centre isochrone
a origine.

Théoréme 1.6.3. Considérons f(x,y) = S0, fi(z,y) avec fi(z,y), i =1,2,3 sont
des polynémes homogeénes de degré i et [2 + f2 # 0,fs # 0 tel que est un
systeme différentiel polynomial quartique ayant la partie non linéaire non homogene.
Alors le seul cas pour lequel le systeme (1.27) admet un centre isochrone uniforme a
Uorigine est qu’il soit de la forme :

i = —y+ z(Aix + Boxy + Ci23 + Czxy?),
y =+ y(Aix + Bowy + C12® + Cyzy?),

avec Ay, By, C1,C3 € R.
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Chapitre 2 — ) )
Theorie de moyennisation

La théorie de moyennisation est I'une des plus importantes théories perturbatives
utilisée actuellement dans ’étude des cycles limites des systémes dynamiques. Cette
théorie classique a une longue histoire qui commence avec les travaux de Lagrange
et Laplace en 1788, qui ont fourni une justification intuitive de la théorie. En
1928, Fatou [22] a donné la preuve de la validité asymptotique de cette technique.
Bogoliubov et Kaylov [7] ont ensuite développé cette théorie, ils ont méme traité
le cas quasi-périodique.

La théorie de moyennisation consiste a donner une relation quantitative entre les so-
lutions d’un systéme différentiel non autonome et les solutions du systéme différentiel
moyenné, qui est autonome.

Dans ce chapitre, on considére les équations différentielles de la forme

'%.. = €f<t7x7€)7

avec t € R, x € R" et € est un petit paramétre, on expose certains théorémes de
moyennisation d’ordre un y concernant.

Définition 2.0.1. On considére la fonction f: R x R"™ — R" qui est continue et
T-périodique en la premiére variable t. On appelle fonction moyennée de fqu’on note
fo la fonction définie par

foltr) = 7 / £(t, x)dt.

Définition 2.0.2. Soit f : R x R" — R"™ une fonction continue. On dit que f a
une moyenne notée fy si la limite

fo(x) = lim ! /HT f(r,z)dr

T—s+o00 T

existe et
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1 t+T
”T/ f(r,x)dr — fo(x)|| < ko(T), Y(t,x) € R x R",
t

avec k > 0 et o : [0,+00[— [0,+00[ est une fonction strictement décroissante,
continue et bornée telle que o(T) — 0 quand T — 0.
2.1 Théorie de moyennisation d’ordre un
Considérons le systéme différentiel suivant
i =eF(t,z) +*G(t, x,¢), (2.1)

ou x € D — R™, D un domaine borné et ¢t > 0. On suppose que F(t,z) et G(t,z,¢)
sont des fonctions T-périodiques en t.
Le systéme moyenné associé au systéme (2.1)) est défini par

() = eholy). v(0) =, 22)
fl) =7 [ Plods 2.3)

Le théoréme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibre du
systéme moyenné (12.2)) fournissent des solutions périodiques pour le systéme (2.1)).

Théoréme 2.1.1. [55/ Considérons le systéme et supposons que :

1. F,G,D,F,D?F et D,G sont continues et bornées par une constante M indépen-
dante de ¢ dans [0, +o00[x D, avec —gy < € < &g.

2. F et G sont T-périodiques en t, avec T indépendante de €, alors on a :

a) Si le point p est un point d’équilibre pour le systéme moyenné telle que

alors pour |e| # 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x.(t) du
systéme telle que z.(t) — p quand £ — 0.

b) Si le point d’équilibre y = p du systéme moyenné est hyperbolique, alors pour
le| # 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x.(t) du systéme
(2.1) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.
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Exemple 2.1.1. Soit L’équation de Van Der Pol

itz=c(l—-2a%) (2.5)

L’équation (2.5) peut s’écrire sous la forme d’un systéme & deux équations différen-
tielles

T =y,

Y= —:v+5(1—x2)y,
en coordonnées polaires (r,0) ot x = rcos(6), y = rsin(0) avec r > 0, ce systéme
devient de la forme

i = ersin®(0) (1 — r* cos*(0)) , (2.6)
0 = —1 + £ cos(f) sin(6) (1 —r*cos*(0)) . '
Le systéeme est équivalent a
ﬁ — _ g2 2 ) 2
05 = e (1 —r%cos*(0)) sin*(0) + O(e?). (2.7)

On note que léquation (2.7)) est sous la forme standard (2.1)), ainsi on peut appliquer
la méthode de moyennisation en prenant

v=r, t=0, T=2r et F(r,0) =—r(1—1r"cos(6)?)sin*(9).

Nous avons

1

T or

2 1 o 1
fO(T) / F<7"7 9)d9 = T (1 —r? COSZ(Q)) sin? 0do — g?“ (7’2 B 4) '
0

_%0

On remarque que fo(r) admet une unique racine positive r = 2. Du théoréme m
(df°/dr) (2) = 1, alors pour |e| # 0 suffisamment petit, I’équation de Van Der Pol
(2.5) admet une solution périodique d’amplitude r = 2. De plus, du Théoréme m
(df°/dr) (2) =1 > 0 alors ce cycle limite est instable. Voir la figure (2.1)).
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FIGURE 2.1 — Cycle limite instable pour € = 0.01.

Exemple 2.1.2. Soit le systéme différentiel de Liénard.
{%:y—e(alxjt...—i—an:cn), (2.8)
Y=

En coordonnées polaires (r,0) ot x = rcos(f), y = rsin(f) avec r > 0, le systéme
(2.8)) devient de la forme

- n ko oktl
{r = —> o aprtcos®t g,

0=—1+esinf>r_ apr*'cost o,

qui est équivalent a

d
dg = —5Zakr cos" O + O(e?).
k=1
En prenant
r=r t=0, T=2mr et F(r0) ZCW" cosf*1 9.

Le systéme différentiel précédent est sous la forme standard (2.1), ainsi on peut
appliquer la théorie de la moyennisation décrite dans le Théoremel|2.1.1. On obtient

IS A e\ k
fo(r)_—%Zakr/O cos 9d9:—% Z agber” = p(r),

k=1
k impair
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ot

b — fo% cosF*1 0df # 0, sz: k est z‘m.pair, (2.9)
0, st k est pair.

Le polynome p(r) a au plus [(n — 1)/2] racines positives, d’ow le systéme admet au
plus [(n — 1) /2] cycles limites.

Cette démonstration est due o Llibre [{1], mais notons que ce résultat a été aussi
démontré avec une autre maniére par Lins, de Melo et Pugh [39].

2.2 Un autre théoréme de moyennisation du pre-
mier ordre

Théoréme 2.2.1. [{1] On considére le systéeme différentiel de la forme :
i(t) = Fo(t,z) +eFy(t,x) + 2 Fyt, 1, ¢), (2.10)

ol € €] — €9, eg| pour g suffisamment petit. Les fonctions Fy, F1 : R x Q@ — R"
et Iy : R x Qx] — ep,e0[— R™ sont des fonctions de classe C?, T-périodique
ent et Q est un ouvert de R™. Supposons que le systéme non perturbé

i(t) = Fo(t,z), (2.11)

a une sous variété de solutions périodiques de dimension k.
Soit x(t, z) la solution du systéme non perturbé telle que x(0,2) = 2.
La linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution périodique
x(t, z) s’écrit
y = D,Fy(t,xz(t, 2))y. (2.12)

Notons par M,(t) la matrice fondamentale du systéeme différentiel linéaire .
Supposons qu’il existe un ensemble ouvert V- avec CL(V) C €, tel que pour chaque
z € CL(V), z(t,2,0) est T-périodique, ot x(t,z,0) est la solution du systéme non
perturbé avec (0, z,0) = z. L’ensemble CL(V') est isochrone pour le systéme
, c’est a dire il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques,
toutes ayant la méme période.

On note par € : RF x R"* — R¥ [a projection de R™ sur ses k premiéres coor-
données, c’est a dire

E(xyy oy ) = (X1, .0y Tp),

et par £+ RF xR  — R"* [a projection de R" sur ses n—k derniéres coordonnées,
c’est a dire
1
E (21, ey Tn) = (Tps1y oeey Tny)-
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Alors, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2. [50] Soit V un ensemble ouvert et borné de R¥, et soit
B: CL(V) — R"* une fonction de classe C?, supposons que :

(i) Z = {2z = (o, B(a)),a € CL(V)} C Q et pour chaque z, € Z la solution
x(t, zo) de (2.11) est T-périodique.

(i) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.12)

telle que la matrice M2 *(0) — M_N(T) a dans le coin supérieur droit une

matrice k X (n — k) nulle, et dans le coin inférieur droit la matrice

Ay(n —k) X (n— k) avec det(A,) # 0.
On considére la fonction F: CL(V) — R¥

Cﬂa):5(%iATA@:@ﬂﬂ@¢duz@ﬁﬁ) (2.13)

S’il existe a € V' avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique (t,e) du systeme (2.10) telle que p(0,e) — z, quand € — 0.

Pour la démonstration voir [{1)].
Dans le cas ou n = k, nous avons les résultats suivants :

Théoréme 2.2.3. [50/ Soit V un ensemble ouvert et borné avec CL(V') C Q tel que
pour chaque zo, € CL(V) et pour chaque z, € Z, la solution x(t, z,) est T-périodique.
Considérons la fonction F : CL(V) — R™

ﬂ@z%lﬂ@%ﬂ@ﬂmmﬁ (2.14)

S’il existe a € V' avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique (t,e) du systéme (2.10) telle que p(0,e) — z, quand € — 0.

Théoréme 2.2.4. [50] Supposons que n = 2m, soit V' un ensemble ouvert et borné
de R™ et B: CL(V) — R™ une fonction de classe C%. Supposons que :

(i) Z = {2z = (o, B(a)),a € CL(V)} C Q et pour chaque z, € Z la solution
z(t, zo) de (2.11)) est T-périodique.
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(ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M., (t) de (2.12)

telle que la matrice M2 '(0)—M_(T) a dans le coin supérieur droit la matrice

A, (mxm) avec det(A,) # 0, et dans le coin inférieur droit une matrice mxm
nulle.

Considérons maintenant la fonction F : CL(V) — R™
1 /7
o) = e (- / M OF (¢, 2(t, ) ). (2.15)
T 0 @

S’il existe a € V avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique o(t,e) pour le systeme (2.10)) telle que ©(0,e) — z, quand ¢ — 0.
Exemple 2.2.1. On considére I’équation différentielle du troisieme ordre

T —i+3—ax=e(2+sin(t))(z® + 42°). (2.16)
Cette équation est équivalente au systéme différentiel suivant :

T =1y
y==z (2.17)
t=x—y+z+e2+sint))(z?+42°) =z —y+z+eF(tz,y,2).

L origine est ['unique point critique pour ce systéme lorsque € = 0, sa partie linéaire
avec € = 0 a ['origine est

8
8

SENS
I
S

SIS

ot
0 1 0
A=10 0 1
1 -1 1
Les valeurs propres de la matrice A sont +1i et 1.
On faisons un changement de variables linéaire

(X,Y,Z)" = P(z,y,2)",
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telle que avec les nouvelles variables (X,Y,Z), le systéme. (2.17) avec e =0 a
partie linéaire égale & sa forme normale de Jordan, c.a.d. (X,Y,Z2)T = J(X,Y, Z)
la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

0 -1 0
J=11 0 0
0 0 1

On a

PAP'=J=PA—-JP=0,

d’ou
1 -1 0
P=10 -1 1
1 0 1

Par la transformation linéaire inversible (X,Y, Z)T = P(z,y, 2), c.a.d.

X T X T
Y | =Pl y | = Y =P| v |,
Z z 7 z
on trouve
X =1 Y,
Y = —y+ 2, (2.18)
Z=i+3.
On a
T X
y | =P Y ],
z A
on obtient alors
x X-Y+Z
y |==| - X-Y+Z |, (2.19)
z —-X+Y+ 27
on remplace (2.17) et - ) dans -, on trouve
X=-Y
Y =X +eF(X,Y, Z,t) (2.20)

Z =7+ eF(X,Y, Z 1),

o1
F=FX,Y, Zt) = F(x,y,21).
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Pour e =0, la solution du systéme (2.20)) est

X(t) X cos(t) — Yysin(t)
Y(t) | = Yocos(t)+ Xosin(t)
Z(t) Zye'

On utilise la notion introduite dans le Théoréme et d’apres le systéme (2.20)),
on a

r=(X,Y,2),Fy(z,t) = (=Y, X, Z), Fi(x,t) = (0, F, F) et Fy(z,t,e) = (0,0,0).
Soit x(t, Xo, Yo, Zo, €) la solution du systéme (2.20)) telle que

JZ(O, XO; Yb7 ZO7 8) = (XOa %7 ZO)

Il est clair que le systéme non perturbé (2.20) avec € = 0 admet un centre
Uorigine dans le plan (X,Y'). Les solutions périodiques de ce centre sont

x(t, Xo, Y0,0,0) = (X (t),Y(t), Z(t)) telle que

X(t) X cos(t) — Yy sin(t)
Y (¢) Y) cos(t) + X sin(t)
Z(t) 0

Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2.

1. Pour notre systéme, V et a du Théoréeme|2.2.2 sont
V ={(X,Y,0),0 < X2 +Y? < p} pour certains p > 0 arbitraires
el a = (Xo,Yp) € V.

2.

La matrice fondamentale M(t) du systéme non perturbé (2.20)) est

cos(t) —sin(t)

0
M(t) sin(t) cos(t) 0
0 0 et
D’autre part, un simple calcul donne
0 0 0
M70)-M*2r)=( 0 0 0 :
00 1—e?

dot 1 —e ™ £ 0.

De ce fait, toutes les hypothéses du Théoréme [2.2.2 sont vérifiées.
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Par conséquent, nous étudions les zéros a = (Xo,Yy) € V des deux premiéres
composantes de la fonction F(a) donnée par

F(a) = f(%/o W M) Fi(t, a(t, 20))dt), (w1, 3, 23) = (21, 22),

F(a) = (F1(a), Fa(a)),

1
=5 sin(t) F(x(t, Xo, Y0, 0,0), t)dt,
17T0 Y(t) Xt)+Y(t) —X(t)+Y(t (2:21)
1T eSOV XO YO X0V
“2n )y 2 2 2
1 2 5
=5 cos(t) F(z(t, Xo, Yp,0,0),t)dt,
17T0 Y(t) X®)+Y(Et) —X(t)+Y(t (2:22)
LI L~ X(t) — ()7_ () + ()7— () + ()J)dt
27 J, 2 2 2
On pose F(a) = (F1(Xo, Yo), Fa(Xo, ¥0)).
On integre (2.21) et (2.22), on obtient
1 3 3 3 3 1 1
F1(Xo, Yo) = £¥oXo - Z—lYOQXO - ZLYOXS — ZYof” - ZXS’ + gYO2 + gxg
1
F2(Xo, Yo) = 5= (Xo — Yo)(12X5 — Xo + 127 — ¥))

16
Si F1(Xo, Yo) = Fo(Xo, Yo) = 0, on trouve

11
X5 Y = (=, 2).
(X5.%8) = (5. 5)

On a o(F,. %)
det AV, U2) s ey | =
€ <8(7“0,VE)) ’(X07YO)—(X0:Y0 )) 8192 7£

Alors, pour ¢ € [—¢eq, 0] avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée
2m-périodique x(t,e) de I’équation différentielle (2.16)) telle que

1
z(0,e) = 0, #(0,¢) — L Z(0,e) — 0,

quand € — 0.
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- Chagitre 3 — : -
Perturbation d’un centre isochrone

quartique

3.1 Moyennisation pour les systémes autonomes pla-
naires

Considérons le systéme

{i = Ple.y), (3.1)

y = Q(z,y),

ou P,Q : R* — R sont des fonctions continues. Supposons la condition (A1) suivante
(A1) : le systéme (3.1) a un anneau périodique autour du point critique (0, 0).

Ty {(z,y) €R*: H(x,y) = h,h. < h < hy},

ou H est une intégrale premiére du systéme.
Désignons par p = u(x,y) le facteur intégrant pour le systéme (3.1)) correspondant
a 'intégrale premiere H.

On considére la perturbation du systéme (3.1)) de la forme
{o’c = P(r.y) +ep(r.y.),

vy =Q(r,y)+eq(z,y,¢),

ol p,q:R? xR — R sont des fonctions continues.

En 2004, Buica et Llibre [§] ont proposé une maniére pour appliquer la théorie
de moyennisation dont le but est d’étudier le nombre de cycles limites qui bifurquent
des trajectoires périodiques du systéme ({3.2)) pour € = 0.

D’abord il faut écrire le systéme (3.2)) sous la forme standard pour appliquer la
théorie de moyennisation (la forme citée dans le chapitre 2), i.e. sous la forme

i=cF(t,z) +*G(t, 1, ¢). (3.3)
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L’équation différentielle (3.3)) décrit la dépendance entre la racines carrée de
Pénergie R = v/h et Pangle @ des coordonnées polaires pour le systéme (3.2)).

Théoréme 3.1.1. [§] Supposons que (A1) est satisfaite pour le systeme (3.1)) et que

pour tout (x,y) dans l’anneau périodique.
Soit p :]v/hi, vV ha[x][0,27[— [0, 00 une fonction continue telle que

H(p(R,0)cosf,p(R,0)sind) = R?, (3.5)
pour tout R €]v/hy,Vhs| et tout 6 € [0, 27].

L’équation différentielle qui décrit la dépendance entre la racine carrée de l’énergie
R =+/h et Uangle 0 pour le systéme perturbé (B.2)) est

drR _ (e’ +y*)(@Qp — Pq)
d0 — "2R(Qx — Py) + 2Rs(qx — py)

(3.6)

ot x = p(R,0)cosb, y = p(R,0) sin.
Preuve.

D’aprés la définition de I'intégrale premiére et du facteur intégrant (donnés dans
le chapitre 1), les relations suivantes sont satisfaites

OH OH OH OH
R A T

On définit la fonction
G(r,R,0) = H(rcos,rsin) — R?,

en tout point (r,0) de Panneau périodique et pour tout R €]v/he, v/ hs].

On a

oG 0H oH . p(x,y)
5 = B cos O + dy sinf = .

(Q(z,y)r — P(z,9)y),

ol z=rcosf et y=rsind.
Pour tout (rg, p) dans 'anneau périodique, il existe un Ry tel que G(ro, Ry, 0y) = 0.
L’hypothése (3.4) assure que

oG

W(T(),Ro, 6p) # 0.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, au voisinage de chaque point (Rg, 6), il
existe une unique fonction continue p = p(R, 0) telle que 'équation (3.5)) soit vérifiée.
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Donc, cette fonction est bien définie sur |v/h., v'hs[X [0, 27 et satisfait (3.5]).
La relation entre la racine carrée de I'énergie et le temps est donnée par

pour tout (z(t),y(t)) € 'y, t € R.
On obtient alors

w(Qp — Pq) J (Qz — Py) + (g — py)
2R ’ x2 + 92

R=c¢

En éliminant le temps dans les deux expressions, on obtient ’équation (3.6)) cherchée.

Un résultat important, qui permet d’appliquer la théorie de la moyennisation aux
systémes plan, est le suivant :

Théoréme 3.1.2. [8/ La fonction moyennée fy :]v/he, Vhs|— R définie par
T
flw) = [ Pt
0

pour Uéquation (3.6) est

T u(@? + y*)(Qp — Pq)
fo(R) =/0 2R(Or . Py) do,

ol = p(x,y) est un facteur intégrant pour le systéme (3.1) correspondant a l'inté-
grale premiére H, avec v = p(R,0)cosf et y = p(R,0)sinb.

Proposition 3.1.1. Soit fo,..., f, des fonctions analytiques définies sur un in-
tervalle ouvert I C R. Si fo,..., fn sont linéairement indépendants alors il existe
S1,.--58, € I et Ao,..., Ay € R tels que pour tout j € {1,...,n} nous avons

Z:‘L:o Aifi(sj) = 0.

Exemple 3.1.1. (Buica et Llibre [8]) Soit le systéme différentiel quadratique ayant
un centre isochrone a ['origine :

{"t BN (3.7)

Y=+ Y.
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Le systéme (3.7) posséde une intégrale premiére H dans l'anneau périodique et un
facteur intégrant pu donné respectivement par
2,2
v +y 1
H(x,y) = , =
(z,y) TEE 1(y) e
Pour ce systeme, notons que h., = 0,hs = 1, et la fonction p qui satisfait les hypo-
theéses du Théoréeme est donnée par

R

P0) = )

pour tout 0 < R <1 et p € [0,27].
On considere la perturbation suivante

T = -y + 12 + Ep(il?,y),
Y=z +zy+eq(z,y),
avec

p(z,y) = a1 — agz® + (203 + a5)zy + agy’,
q(z,y) = a1y + asx® + agzy — asy’.
Alors 'équation (3.6|) correspondante a ce systéme est

AR _ wR+ a(@)R* + b(0)R? (3.9)
d) = 1— Rsinf+ec(d)R ’ '

o1

a(f) = (—2a; + 3ay + as) sin O + (ay + ag) cos O + (—4ay — as) sin® 0
+ (—ag — ay — ag) cos® b,

b(0) = a1 + az + (—ay — 2as) cos? 6 — ay cosfsin b,

c(0) = (as + a4) sin @ + (—3ay — as) cos O + (—as — ay — ag) sin® @
+ (4ay + as) cos® 6.

L’équation (3.9)) s’écrit sous la forme

le—? =cF(0,R) +*G(0, R, ¢),
avec
e R+a(0)R* +b(0) R’
Fo.R) = 1 — Rsinf ’
2 3
GO.R.e) = — l[a1R + a(0)R* 4+ b(0)R%|c(0)R

(1 — Rsinf)(1 — Rsinf + ec(0)R)
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C’est la forme standard de la théorie de moyennisation du premier ordre.

Pour appliquer le Théoréeme|3.1.1], nous avons besoin de la fonction
fo(z) = fOT F(s,2)ds, qui est pour notre probleme fy :]0,1[— R,

a1z + a(f)2? 23
fo(z) = /0 Tal0)z” 00 4y

1 — 2zsinf

On calcule cette intégrale en utilisant Maple, on obtient

fole) =~
’ 2(z4/1 — 22)
— (10ay + 2a5)z* — (2as + 8as)\/ (1 — 22) + 8 + as).

En prenant la nouvelle variable § €]0,1[ définie par z = /1 — &2, on obtient

[2a52* + (6ay + as — 2a1)2%\/ (1 — 22)

fo(\/ 1-— 52) = 2(\/%52)(1 — §)(2a2§2(2a1 — 4@2 — (15)5 + 2@1 + 2&2 + CL5).

On remarque que z€]0, 1] est une racine de fo si et seulement si & €]0,1[ est une
racine de la fonction polynomiale

9(&) = 2428 + 1€ + o,

ol
cl = 2(11 — 4&2 — a5, Cy = 2@1 + 2&2 + as.

La fonction g posséde au plus deuz racines dans lintervalle |0, 1], ceci signifie
que la fonction fo admet au plus deux racines. Donc, au plus deux cycles limites
bifurquent de l’anneau périodique du systéme (3.7)).
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3.2 Bifurcation de cycles limites pour un systéme
quartique ayant un centre isochrone

Soit le systéme différentiel quartique considéré

{a’:: —y + zy(2? + y?), (3.10)

y= z+y*(z*+1y7),

qui a un centre isochrone a l'origine.
Une intégrale premiére H et un facteur intégrant correspondant p sont respective-
ment donnés par

1 T 1

H(z,y) = 3(a2 +y2)32 (a2 4 y2) /% il ) = (a2 + 42

En 2014, Peng et Feng [52] ont étudié la bifurcation des cycles limites du sys-
témes différentiels quartiques ayant un centre isochrone suivant

{9’6 = —y+xy(a® + y°) + ep(x,y), (3.11)

= x4y (2®+y°) +eq(z,y),
ou

p(z,y) = a0z + any + anzy + an@’y + aosy’® + asz’ + a5’y + ana’y’ + azzy’
+ apay*

q(x,y) = biox + bory + baox® + booy” + b3ox” + biawy® + baoa” + by 2’y + b’y
+ biszy® + boay’,

il ont trouvé ce résultat :

Théoréme 3.2.1. Pour |e| # 0 suffisamment petit,alors il existe des systémes diffé-
rentiels polynomiauz quartiques (3.11) ayant au plus 3 cycles limites bifurquant les
orbites périodiques du centre isochrone situé a l'origine du systéme (3.10)).

Suit a leur travail, Itikawa et Llibre [34] ont amélioré en 2015 le résultat précé-
dent en prouvant cinqg cycles limites supplémentaires, leur résultat et le suivant :
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Théoréme 3.2.2. Pour |e| # 0 suffisamment petit et toutes les constantes réelles
a;k et b, la perturbation polynomial quartique suivante du systéme (3.10)),

4
b= —y+ay@@® +y°) +e > pilzy),

=0
: (3.12)

j= v+’ @+ ") +e ),
=0

ol
pi(z,y) = Z Cljk%’]yk> qi(z,y) = Z bjk$]ykv
jtk=i jk=i
alors le systéme différentiel (3.12) a au moins 8 cycles limites bifurquant les
orbites périodiques du centre isochrone situé a l'origine du systéeme (3.10)).

3.3 Le nombre de cycles limites bifurquant des or-
bites périodiques d’un centre isochrone

Dans cette partie, on considére le systéme différentiel quartique ayant un centre
isochrone . On donne un résultat sur le nombre de cycles limites qui peuvent
bifurquer de ce systéme aprés I’avoir perturbé par des polynémes d’ordre cinq. Cette
étude a fait I'objet d’un article publié dans le journal " Mathematical Methods in
the Applied Sciences".

M. Bey, S. Badi, K. Fernane and A. Makhlouf. " The number of limit cycles
bifurcating from the periodic orbits of an isochronous center". Math Meth Appl Sci.
2018; 1-9. https ://doi.org/10.1002/mma.5385

On considére le systéme différentiel polynomial quartique plan ayant un centre
isochrone a l'origine
T = —y+ay(r? + y?), (3.13)
g= z+y* @’ +y?),
qui a
1 T

3(x2+y2)3/2 o (x2+y2)1/2

comme intégrale premiére avec un facteur intégrant

H(z,y) =

1
M(:E7y) = (.TQ +y2)5/2
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et 'unique singularité finie (0,0) comme un centre isochrone, a 'intérieur de la classe
de tout les systémes différentiels polynomiaux quintiques.

Nous étudions les cycles limites bifurquant des solutions périodiques du centre
isochrone uniforme situé a l'origine du systéme lorsqu’il est perturbé par toute
la classe des systémes différentiels polynomiaux quintiques. Plus précisément, nous
considérons le systéme différentiel perturbé suivant

5
b=—y+ay@@® +y°) +e > pilry),

=0
- (3.14)

y = r+ y2($2 + y2) + gzqi(xay)a
i=0

ou
pi(z,y) = Z ajkﬂijk, gi(z,y) = Z bjk:l"]yk
jAk=i jAk=i
sont des polynomes homogenes de degré i et a;z, bj, € R.

Notre résultat est le suivant.

Théoréme 3.3.1. Pour |e| # 0 suffisamment petit, il existe des systémes différentiels
polynomiaux quartiques (3.14) ayant au moins 14 cycles limites bifurquant les orbites
périodiques du centre isochrone uniforme situé a l'origine du systeme (3.13]).

Preuve.

Selon le Théoréme [1.6.1] le systéme (3.13)) a un centre isochrone a 'origine. Une
intégrale premiére H et son facteur d’intégration correspondant g pour le systéme
(3.13) sont donnés respectivement par

1 T 1

2 2)3/2 (2 2Y1/27 wz,y) = 2 2)5/27
3(a? +y?) (2* +y?) (2% +y?)

Si h €]1,4+o00[ alors H(x,y) = h sont des solutions périodiques autour du centre

(0,0). Pour prouver le Théoréme [3.3.1] nous allons utiliser le Théoréme [3.1.1]
En choisissant

H(x,y) =

1
(R? + 3cos§)1/3’
puis H(pcosf,psind) = R?/3 pour tout R > /3 et § € [0,2n[. Donc toutes les

hypothéses du Théoréme sont satisfaites pour le systéme (3.13). En utilisant le
Théoréme pour transformer le systéme différentiel perturbé (3.14) a la forme

7 =G

p(R,0) =

+ O(e?), (3.15)

x=pcosf,y=psin 6
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ou

Qp—Pqg=A+ B,

avec

A = agoz + booy + (ao2 + bi1)zy® + azx” + (ago + bos)y*
— boowy” + (ago + a12 + ba1)zy* — booz’y + agoz
+ as502® 4 (a1 + bso)x’y + (a0 + asy + by — byy)aty?
+ (a3 + bas)x®y® + (ag2 + aso + ara + bag — byy)2’y*
aos + b1a)zy” + (a2 + bos)y°® + (@12 — bos)zy®
a1z + azo — boz — ba1) 2’y + (az — ba1)2"y?
aso — ba1)z "y + (ass + a1a — bos — bog) 2y’
azz + asg — bay — ba1)2’y* + (a1a — bos)zy®
ags + azs — bia)x’y" + (ag — bz — bso)z’y’
ags + ag — bia — by2)x'y” — bsoz®y + aosy’,

+
(
(
(
(
(

+ + + +

B = a102” + (a1 + bio)zy + bory® + (ar1 + bao)zy + boy”
+ (ag1 + b3o)x3y + (aos + bia)wy® + agr® + (asy + by — byo)zty
+ (a2 + a10 + bsy — bor)z°y” + (a13 + ao1 + bao — bio)z”y’
+ (ags + aro + big — bor)zy* + (aoy + bos)y® — baox’y
+ (@11 — bag — bo2)2’y” + (a11 — boz)zy® — bez®y
+ (as1 — bzo — bi2)z'y® + (a1 + ags — bi2) 2y’ + agsy”
— baox"y + (as0 — b31)2%y” + (az — bag — bao)z"y’
+ (ag0 + aze — by — biz)a*y* + (as1 + ar — baz — bos) 2’y
+ (a2 + ags — bi3)z*y° + (a13 — boa)zy” + anuy®.

5

.....

sont différents. L’expression B Correspond au systeme perturbé (3 étudier dans
[34] et aussi dans [52]. Les auteurs de [52] ont obtenu pour ce systéme la fonction
moyennée suivante

3 3M1 + 4M2 + 8M3 2 M1 + 2M2 6 2M1 10
R) = = [(m, - R?— RS- 'R
95(8) 4R[< 4 36 ) 81 729 (3.16)
2M;y ., 2My o 2Ms 1 '
g2 22 ps E0Npd o(M; + M. M)—}
(729 LY 9 (M My o+ My) ) Zr=
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ou
M = agp — a9 — aps + bz — big,

M2 == —2CL22 + Q40 + 3(104 - b31 + 2b13, (317)
M3 = agy — 3aps — b1z, My = aio + bor.

Peng et Feng [52] ont prouvé que la fonction gg(R) a au plus 3 zéros dans
R E]\/g, +oo[. En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, ils ont
montré que le nombre maximum de cycles limites de leur systéme considéré bifur-
quant les orbites périodiques du systéme non perturbé est 3.

Dans ce travail, nous étendons les résultats présentés dans [52] en calculant la
partie de la fonction moyennée du systéme qui correspond & l'expression A.
Pour ce faire, nous perturbons le centre du systéme par toute la classe des
systémes différentiels polynomiaux quintiques. Nous notons que est continu et
borné pour 6 € [0,27] et R €]v/3, +00[ donc l'intégrale de est la somme des
intégrales de ses parties A et B. Alors Iexpression est donnée par

= (a3 ey + (3 )

y=psin O

+0(£?).

r=pcosf
y=psin O

Nous obtenons la fonction moyennée
ou

ga(R) = agogo(R) + apag1(R) + a1292(R) + asg3(R) + aszogs(R)
+ a1495(R) + a3296(R) + as0g7(R) + bozgs(R) + bosgoe(R)
+ b11910(R) + b21911(R) + bazgi2(R) + by gas(R),

9p(R) = Z M; gri(R),

et g5 (R) est la fonction (3.16]) réorganisée de maniére utile. Les expressions de g;(R),
i € {0,...,13} et les fonctions gy (R), ¢ € {1,...,4} sont respectivement présentées
dans 'appendice 1.

Des 18 fonctions G; = ¢; :|V3,+oo[— R, i € {0,...,13}, Giyis = g :
V3, 400[— R, i € {1,...,4} nous avons que 15 fonctions qui sont linéairement
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indépendantes. Effectivement, en utilisant le logiciel Mathematica 11.0 pour calcu-
ler le développement de Taylor pour ces 18 fonctions dans la variable R jusqu’a le
16° ordre autour de R = 2, qui sont trop longs et donc ils ne sont pas présentés
ici, nous construisons une matrice 18 x 17, ol dans la rangée k nous plagons les 17
coefficients de R, R',... R'S du développement de Taylor de Gy, k € {0,...,17},
et nous concluons que le rang de cette matrice est égal a 15.

De la Proposition il y a 15 fonctions linéairement indépendantes parmi les
18 précédemment décrites, alors il existe une combinaison linéaire d’entre eux avec
au moins 14 zéros, car tous les coefficients de ces fonctions sont linéairement indé-
pendants. Ainsi, il existe Ry, Ry, ..., Ris €]v/3,+00[ et les coefficients ay;,b;; € R,
i,7€{0,...,5} tel que f(Ry) =0, ke {l,...,14}.

En résumé, d’aprés le Théoréme [2.1.1) nous concluons qu’il existe des systémes
différentiels polynomiaux plan ayant au moins 14 cycles limites bifurquant
des orbites périodiques du centre isochrone uniforme situé a 'origine du systéme
différentiel non perturbé (3.13]).
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— Chapitre 4 R - - -
Systemes differentiels discontinus

a deux zones

4.1 Introduction

Parmi les problémes de la théorie des équations différentielles ceux qui sont a
second membre discontinu. L’étude des systémes différentiels discontinus par mor-
ceaux est un sujet qui a été développé trés rapidement en raison de ses applications
puissantes a d’autres branches de la science. Actuellement, ces systémes constituent
I'un des liens entre les mathématiques, la physique et l'ingénierie. Ces systémes
sont largement utilisés dans la modélisation de nombreux processus et phénomeénes
réels, ils représentent un grand intérét dans différents domaines comme la mécanique,
I’électronique et 'automatique. Récemment, ils se sont révélés également pertinents
en tant que modéles idéalisés pour la biologie [37] et modéles d’activité cellulaire
|15, 57, 58]. L'un des points les plus intéressants est d’obtenir une borne inférieure
pour le nombre maximum de cycles limites pouvant survenir autour d’un seul point
d’équilibre sur ensemble de discontinuité (c’est-a-dire sur la région séparant le sys-
téme différentiel linéaire), ce qui est trés 1ié au 16°™¢ probléme de Hilbert. Rappelant
qu’un cycle limite d'un systéme différentiel plan est une orbite périodique qui est isolé
dans I’ensemble de toutes les orbites périodiques du systéme. En particulier I’étude
des phénoménes continus et discontinus des systémes différentiels linéaires par mor-
ceaux ont essentiellement débuté avec le livre d’Andronov et al [4], dont la version
russe est apparue vers les années 1930. Ces systémes ont été étudiés par des cher-
cheurs de nombreux domaines différents, voir par exemple les livres de Bernardo et
al [5] et de Simpson [56], 'enquéte de Makarenkov et Lamb [51], ils continuent
de retenir I'attention des chercheurs.

En 1990, Lum et Chua [48, [49] ont supposé quun champ vectoriel continu,
linéaire par morceaux dans le plan & deux zones séparées par une droite, qui est
I’exemple le plus simple de ce type de systéme, a au plus un cycle limite. Cette hy-
pothése a été prouvée par Freire et al [23] en 1998. Nous remarquons que, méme
dans ce cas relativement facile, ce n’est qu’aprés un travail sérieux qu’il a été possible
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de démontrer 'existence d’au plus un cycle limite.

La difficulté a résoudre le probléme de Lum et Chua pour la classe de I’équation
différentielle qui nous intéresse est due pour deux raisons principales. Premiérement,
méme en étant facile les calculs des solutions dans n’importe quelle région linéaire,
le temps nécessaire a chaque orbite pour passer d’une région linéaire a l'autre n’est
pas facile a calculer, par conséquent ’appariement des solutions correspondantes est
un probléme difficile. Deuxiémement, le nombre de paramétres a prendre en compte
afin d’étre stir de controler toutes les configurations possibles est généralement pas
petit, donc 'obtention des formes canoniques efficaces avec moins de paramétres est
importante.

En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions le
nombre maximal de cycles limites pouvant bifurquer des orbites périodiques du centre
isochrone perturbé a l'intérieur de la classe des systémes différentiels polynomiaux
discontinus. Autant que nous sachions, cette théorie est 'une des meilleures théories
pour déterminer les cycles limites des systémes différentiels discontinus par morceaux
et elle a déja été utilisée par certains auteurs. Dans [43], la théorie est utilisée pour
déterminer le nombre maximal de cycles limites bifurquant des solutions périodiques
d’une famille de centres quadratiques isochrones perturbés par des systémes diffé-
rentiels quadratiques par morceaux discontinus a deux zones séparées par une ligne
droite. Dans [35], les cycles limites des systémes différentiels cubiques par morceaux
discontinus a deux zones ont été étudiés a 'aide de la théorie de la moyennisation.

Notre objectif est d’étudier le nombre de cycles limites des systémes différentiels
discontinus & deux zones séparées par une ligne droite, en appliquant la théorie de
moyennisation du premier ordre et en comparant les résultats obtenus de cette étude
avec les résultats des systémes différentiels polynomiaux continus, ce travail montre
que les systémes différentiels discontinus ont des cycles limites supplémentaires par
rapport aux systémes différentiels continus.

Considérons le systéme planaire

&= P(x,y), (4.1)
y=Q(z,y),

ou P,Q : R? — R sont des fonctions continues.
Nous allons étudié le nombre de cycles limites du systéme différentiel polynomial

discontinu par morceaux formé de deux systémes différentiels polynomiaux séparés
par ’hyperplan y = 0, donné par
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f-zte - {3 2070 (12)
o (z,y) +epi(z,y)
Y= ( (x,y)+5q1(:v,y)>’
(:c,y)+€p2(x,y)
2= ( Q. >+sq2<x,y>)’

et € est un petit parameétre, p1, g1, p2 et g2 sont des polynémes de méme degré que le
systéme différentiel étudié.

Les systémes X = Yi(z,y) et X = Ys(z,y) sont appelés systémes différentiels
linéaires latéraux (ou simplement systémes latéraux) et plus spécifiquement systéme
droit et systéme gauche, respectivement.

Le systéme peut étre écrit en utilisant la fonction de signe sous la forme
X = Z(w,y) = Gi(z,y) + sing(y) Ga(x,y),
oit Gi(z,y) = 5 (Vi(z,y) + Ya(w,y)) et Ga(x,y) = 5 (Yi(z,y) — Ya(z,y) ).
Dans ce chapitre, nous étudions les systémes différentiels ou

[~y +ay(@?+y?) +epi(x,y)
Yl_( x + y?(2? —|—y)—|—8q1(x,y))
%)
%)

% —y+xy(x +y°) + epa(z,y)
2 =
x4y (2® + y?) + eqa(z, )

et € un petit paramétre, p;(x,y) et ¢;(x,y), i = 1,2 sont respectivement des poly-
nomes quartiques dans les variables x et .

Cette étude a fait I'objet d’un article accepté pour publication intitulé : "Nineteen
Limit Cycles in Discontinuous Quartic Differential System with Two Zones" dans le
journal "Applied Mathematics E-Notes".
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4.2 Cycles limites des systémes différentiels quar-
tiques discontinus & deux zones

Dans cette partie, on considére le systéme différentiel quartique
&=~y +zy(z® + y?), (43)
y= z+y’(2*+y?),
qui a un centre isochrone a l'origine.
Une intégrale premiére H et le facteur intégrant correspondant i sont donnés par

1 T B 1
3(x2+y2)3/2 o (x2+y2)1/2’ p(x,y) = (x2+y2)5/2'

H(z,y) =

En utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions les
cycles limites qui bifurquent & partir des solutions périodiques du centre isochrone
uniforme situé & l'origine du systéme quand il est perturbé a l'intérieur de la
classe entiére des systémes différentiels polynomiaux quartiques. Plus précisément,
nous considérons les systémes différentiels (4.2)), ou

v — (Y T ey +y) +ep(zy)
r+y* (2 + ) Fequ(a,y) )7

v, = (Y T ey +y) +epa(ay)
v+ y*(2* +y°) +eq(r,y) )

et € est un petit paramétre, p;(z,v), ¢;(x,y), i = 1,2 sont respectivement des poly-
nomes quartiques dans les variables x et y, donnés par

_ 2 2 3 2 2 3

pi(z,y) = a1 + agy + azzy + asx” + asy” + ar” + arx7y + agwy” + agy

+ arr* + anz’y + a197?y? + azry® + any’,

q1(2,y) = bix + byy + bswy + bax® + bsy® + bex® + bray + bgay® + bey®
+ biox? + b2y + b1ox®y?® + bizwy® + by,

p2(2,y) = 1T + Cay + 3wy + a7’ + sy’ + cox” + 2’y + cswy’ + oy’

+ 1ozt + en 2y + cp®y® + cizay® + ey’

@(r,y) = dix + doy + dszy + dyz® + dsy® + dex® + dyay + dsxy® + doy®
+ dyox + diuz’y + dipr®y? + dizzy® + diy’
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Théoréme 4.2.1. Pour |e| # 0 suffisamment petit, il existe des systémes différentiels
polynomiaux quartiques discontinus (4.2) ayant au moins 19 cycles limites bifurquant
les orbites périodiques du centre isochrone (4.3)).

Preuve.

Pour ce systéme, on note que h; = 0, ho = 1 et que la fonction p qui vérifie les
hypothéses du théoréme (3.1.1)) est donnée par

1

Pl 0) = (R? + 3cos6)1/3’

tel que H(pcosf, psinf) = R?/3 pour tout R > /3 et 6 € [0, 27].

Afin d’appliquer la théorie de moyennisation pour 1’étude des cycles limites du
systéme (4.2)) pour ¢ suffisamment petit, nous avons besoin d’écrire le systéme (4.2
sous la forme standard (2.1)) de la théorie de moyennisation.

Nous utilisons le Théoréme|3.1.1| pour transformer le systéme différentiel perturbé

(4.2) a la forme

+ O(e?), (4.4)

r=p cos 0,y=psin O

o)
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DISCONTINUS A DEUX ZONES

ou

Qp—Pq

(@22 + (ag + b1)xy + boy® + ayx® + (as + b3)zy* + (asz + bsy)x?y
+bsy? + agxt + (a7 + be)x®y + (ag + br)x*y* + (ag + bg)xy> + boy*
+a102® + (a11 — by + byo)zty + (ay + a1 — by + byp)23y?
+(ag + ayz — by + by2) 2y + (ay + arg — by + byz)zy?
+(ag + b1a)y® — baz®y + (ag — by)ax*y® + (a3 — by — bs)2y?

(ag + a5 — b3)x*y* + (a3 — bs)zy® + asy® — bezby + (ag — by)x’y?

(a7 — bg — bg)x*y® + (ag + ag — by — bo)x3y* + (a7 + ag — bg)x 2 y°

(

(

(

o+t

ag — bg)l’y -+ CLgy — blol’ Yy + (CLlo — bn)l’ y + (CLH — b10 — b12)
ay + ajg — by — 513)$ y + (a1 + a13 — bz — 514)$ y
+(a12 + a1s — biz)2?y’ + (a13 — bra)zy” + ay® pour y > 0,

_|_

c12? + (co + dy)xy + doy? + cax® + (c5 + d3)xy® + (c3 + dy) 2’y
+dsy® + coxt + (7 + de )2’y + (s + dr)2?y® + (co + dg)xy® + doy*
+c107° 4 (c11 — dy + dio)xty + (1 + c12 — do + dyq)23y?

+<CQ + C13 — dl + d12)$2y3 + (Cl + C14 — d2 + d13)$y4

+(cg + dia)y® — dyz®y + (cq — d3)xty? + (c3 — dy — ds)2y?

+(eq + 5 — ds3) 2yt + (e3 — ds)xy® + c5y® — dez®y + (c6 — d7)x5y?
+(er — dg — dg)xty® + (¢ + cg — d7 — do)x®y* + (c7 + ¢y — dg)z*y®
+(cs — do)xy® + coy” — diox"y + (c10 — di1)2Oy® + (011 - dlo — dyp)zy?
+(c10 + 12 — di1 — d13)~’13’ Yt + (c11 + 13 — dip — dyy)2?

+(c12 + 14 — di3)2?y® + (c13 — dia)zy” + cray® pour y < 0.

Ensuite, en utilisant le Théoréme [3.1.1) nous transformons le systéme (4.2) a la

forme

dR
do

3

“2(R? + 3cos(9))

@wm@R+B@mMW+C@@@m+Dw%mﬁ
+E@mmm+p@@mm+awm@RQ+0w) siy >0,

3

6Q(Rz + 3cos(6))

@wm@R+B@Q®W+C@q@m+D@Q®W

+E@Q@W+F@qwﬁ+Gwm@Rq+O@) siy <0,
(4.5)
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ou

A(0; a,b) = 9(a; cos(0)* + (ay + by) cos(0)? sin(#) + by cos(6)? sin(0)?),

B(6;a,b) = (R? + 3cos(0))3 (3aq cos(8)* + 3(as + bs) cos(6)? sin(6)?
+ 3(as + by) cos(6)? sin(6) + 3bs cos(6) sin(H)?),

C(0;a,b) = 6(a; cos(0)® + (ay + by) cos(0)? sin(8) + by cos(d) sin(6)?
+3(R*+3 cos(@))% (ag cos(6)® + (a7 + bg) cos(6)* sin(6)
+ (ag + by) cos(0)sin(0)? + (ag + bg) cos(6)? sin(8)? + by cos(6) sin(6)*),

D(0;a,b) = (R* + 3cos()) 3 (as cos(0)® + (a5 + bs) cos(6) sin(6)?
+ (a3 + by) cos(0)? sin(0) + bs sin(0)* + 3(a1o cos(h)®
+ (@11 — by + big) cos(6) sin(0) + (a1 + a1g — by + byy) cos(#)* sin(6)?
+ (ag + ayz — by + bia) cos(0)®sin(0)® + (ay + a4 — by + bys) cos(#)? sin(H)*
+ (ag + byy) cos(f) sin(6)?,

E(60;a,b) = a1 cos(0)? + (az + by) cos(8) sin(8) + by sin(6)® + (R* + 3 cos(6))3 (ag cos(6)*
+ (ay + bg) cos(0)® sin() + (as + by) cos(0)? sin(0)? + (ag + bg) cos(f) sin(6)?
+ by sin(0)*) + (R* + 3cos(«9))§(—b4 cos(0)’ sin(8) + (aq — b3) cos(6)* sin(f)?
+ (a3 — by — bs) cos(6)*sin(0)® + (ag + as — bs) cos(6)?sin(H)*
+ (as — bs) cos(0) sin(0)® + as sin(6)%),

F(0;a,b) = a19cos(0)° + (a1 — by + byg) cos(0)* sin(6)
+ (a1 + arz — by + by1) cos(6)?sin(0)* + (ag + a1z — by + bia) cos(#)? sin(9)?
+ (a1 + ayg — by + by3) cos(6) sin(0)* + (ag + byy) sin(0)®
+(R* + 3COS(9)) (—bg cos(6)®sin(6) + (ag — br) cos(#)® sin(0)?
+ (a7 — bg — bg) cos(0)*sin(0)* + (ag + ag — by — by) cos(6)* sin(6)*
+ (a7 + ag — bg) cos(0)? sin(0)® + (as — by) cos(0) sin(0)° + agsin(6)7),

G(0;a,b) = —bygcos(0) sin(h) + (a1p — b1y) cos(h)° sin(h)?
+ (a1 — big — bi2) cos(0)° sin(0)* + (a1g + ara — by — biz) cos(0)* sin(9)*
+ (a11 + a1z — bra — biy) cos(#)? sin(0)® + (ayz + a4 — bi3) cos(#)? sin(6)°
+ (a3 — b14) cos(6) sin(0)” + a4 sin(0)®,
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oua= (al, ...,a14),b = (bl, ...,b14),C = (Cl, ...7014) et d = (dl, ...,d14).

Notons que le systéme (4.3)) & une droite invariante y = —1, donc, la distance
minimale de la limite externe de ’anneau de la période du centre a I'origine est 1.

Le systéme différentiel discontinu (4.5]) est sous les hypothéses du Théoréme[2.1.1]
Donc il faut étudier les zéros de la fonction moyennée f :]0,1[— R,

F(R) 3 /” A(6;a,b)R + B(0;a,b)R* + C(0;a,b)R* + D(0;a,b)R*
2 Jo R? + 3 cos(0)

E(0;a,0)R® + F(0;a,b)RS + G(0; a,b) R
* R? + 3 cos(0)

3 [*™ A(0;c,d)R+ B(0;c,d)R* + C(0;c,d)R®> + D(0; ¢, d)R*
i §/W R? + 3 cos(0)

E(0;c,d)R® + F(0;¢c,d)RS + G(0; ¢, d) R
* R? + 3 cos(0)

do

do.

Ainsi, la fonction f peut étre écrite comme suit :

J(R) = a1g1 + a2g> + azgs + asga + asgs + asgs + argr + asgs + aggo
+ a10g10 + @11911 + a12912 + @13913 + A14914 + b1g15 + b2gi6
+ b3g17 + bagis + b5g19 + begao + 07921 + bsgaz + bogaz + b10gaa
+ b11925 + b12ga26 + b13gar + b14gas + C1G29 + C2g30 + 3931 + C4g32
+ C5933 1+ C6G3a + C7G35 + €836 T Cog3r + C10938 + C11939 + C12940
+ C139a1 + C149a2 + d19a3 + d2gas + d3gas + dagas + dsgar + degas
+ drgag + dggso + dogs1 + diogs2 + d11953 + di12gs4 + d139s5 + d14Gs6-

Les expressions de ¢;(R), ¢ € {1,...,56} sont respectivement présentées dans
I’appendice 2.

Lemme 4.2.1. Soit g : R — R une fonction 2mw-périodique définie par

g(0) = cos*Osin® O(R? + 3 cosh)?

0717:0,%%,1, B=2peta,peN, alors :

/0 " g(0)d6 — /ﬂ " 4(0)d6. (4.6)
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Preuve.

Mettons z = 27 — 6, dans le coté gauche de 'équation (4.6)) , on obtient

/Oﬂg(e)de e /2::9(% — 2)dz = /:”g(z)dz _ /:”g(md@_

Lemme 4.2.2. Soit g : R — R une fonction 2w-périodique définie par

cos® f sin®

0 pu—
9(0) (R? + 3cos )’
ou vy = 0,%,%,1, B=2petapeN, alors :
s 2m
/ 9(0)d0 = / 4(6)db. (4.7)
0 s
Preuve.

La preuve est similaire a celle du Iemme [4.2.1]

Aprés avoir utilisé le manipulateur Maple, nous remarquons que :

5

5
g1 = 0916 = g29 = G44, G2 = 5915 = —g30 = —5943»

g3 = g31, g7 = U35,
g10 = —G25 = 938 = —9gs3, G122 = —9g27 = G40 = — G55,
g11 = —939, 913 = —g41, Y14 = G42, 917 = Y45,
918 = 946, G20 = 948, Y24 = —0Gs2,  G26 = —Y54,
928 = —Ys6,

et en appliquant le Lemme et le Lemme 4.2.2] on obtient

94 = 932,  g17 = Y45,

g5 = 933, g21 = 949,
g6 = 934,  g23 = gs1,
gs = Jg36-
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Alors la fonction f devient

5 5
f(R) = (a1 +by+c1+da)gr + (az + §b1 —Cy — 5051)92 + (as + ¢3)gs + (a4 + c4)ga

+ (a5 + ¢5)g5 + (as + ¢6)gs + (a7 + ¢7)g7 + (as + cs)gs + aggo

+ (a10 — b11 + c10 — d11)g1o + (@11 — c11) g1 + (@12 — biz + 12 — di3)g12
+ (a13 — c13)g13 + (@14 + c14) 914 + (b3 + d3)g17 + (b + ds)g1s + bsg19

+ (b6 — dg)ga0 + (b7 + d7)ga1 + bggaa + (bg + dg)gas + (bio — d10) g4

+ (bia — d12)gas + (bia — d1a)gas + cogar + dsgar + dsgso-

Des 27 fonctions G; = ¢; :JV3,+oo[— R, i € {{1,...,14} U {17,...,25} U
{28,37,47,50}}, nous avons 20 qui sont linéairement indépendantes. Effectivement,
en utilisant le logiciel Mathematica 11.0 pour calculer le développement de Taylor
pour ces 27 fonctions dans la variable R jusqu’a son 30°™¢ ordre autour de R = 2,
qui sont trop longues et donc elles ne sont pas présentées ici, nous construisons une
matrice 27 x 31, o dans la rangée k nous placons les 31 coefficients de R°, R, ... R
du développement de Taylor de Gy, k € {{1,...,14}U{17,...,25}U{28,37,47,50}},
et nous concluons que le rang de cette matrice est égale a 20.

De la proposition puisqu’il y a 20 fonctions linéairement indépendantes
parmi les 27 décrites précédemment, il existe une combinaison linéaire d’entre eux
avec au moins 19 zéros, parce que tous les coefficients de ces fonctions sont linéaire-
ment indépendants, il est facile a vérifier. Ainsi, il existe Ry, Ra, ..., Rig E]\/g, +00]
et les coefficients a;, b;, ¢;,d; € R, i € {1,...,14} tels que f(Rg) =0, k € {1,...,19}.

En résumé, nous concluons qu’il existe des systémes différentiels polynomiaux
quartiques discontinus plan ayant au moins 19 cycles limites bifurquant des
orbites périodiques du centre isochrone uniforme situé a 'origine du systéme diffé-
rentiel non perturbé (4.3)), en utilisant la théorie de moyennisation de premier ordre
pour les systémes différentiels discontinus. Ceci compléte la preuve du Théoréme

421l

En d’autres termes, nous étendons le travail de Itikawa et Llibre [34] d’un systéme
différentiel polynomial quartique continu (3.12)) & un systéme différentiel discontinu
(4.2)) séparer par une ligne droite y = 0, en prouvant 11 cycles limites supplémen-
taires.
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— Chapitre 5 - S
Bifurcation des cycles limites pour

un systeme differentiel plan ayant
une intégrale premiere non
rationnelle

Dans ce chapitre, nous considérons un systéme différentiel polynomial particulier
dans le plan ayant un centre et une intégrale premiére non rationnelle. Nous étudions
la bifurcation des cycles limites des orbites périodiques de ce centre lorsqu’il est est
perturbé par la classe de tous les systémes différentiels polynomiaux d’un degré
donné, en utilisant la théorie basée sur les intégrales abéliennes généralisées. Ce
travail est da a Llibre, Teixeira et Torregrosa [45].

5.1 Perturbation d’un centre bidimensionnel ayant
une intégrale premiére non rationnelle

Dans cette partie, nous considérons le systéme différentiel polynomial homogéne

{sfc = —y(32° + ),

y= (2 -y, oY

de degré 3 qui a I'intégrale premiére non rationnelle donnée par :

222

x2+y2)'

H(z,y) = (2° + y°) exp(—

Llibre, Teixeira et Torregrosa [45] ont étudié le systéme (5.1)) aprés 'avoir per-
turbé comme suit :

{33 = —y(32® +4?) + eP(z,y), (5.2)

g= =z(a® —y*) +eQ(z,y),
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5.1. PERTURBATION D’UN CENTRE BIDIMENSIONNEL AYANT UNE
INTEGRALE PREMIERE NON RATIONNELLE

ou P(z,y) et Q(x,y) sont des polyndomes de degré au plus m.

En utilisant la théorie basée sur les intégrales abéliennes généralisées, ils ont mon-
tré que :

Théoréme 5.1.1. Le systeme différentiel polynomial homogeéne (5.1) a un centre
global a lorigine (c’est-a-dire que toutes les orbites contenues dans R*\ {(0,0) }
sont périodiques).
Pour les polynomes P et ) convenables, le systeme a [(m—1)/2] cycles limites
bifurquant des orbites périodiques du center globale , ou [.| désigne la fonction
de partie entiére.

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin des intégrales abéliennes généra-

lisées.

Nous résumons alors les résultats sur les intégrales abéliennes généralisées comme
ils ont été cités dans|45)].

Supposons que le systéme non perturbé

{j: = f(xay)v (53)

v =g(z,y),

a une intégrale premiére H(z,y) et un facteur intégrant 1/R(z,y). Supposons que
Iorigine de ce systéme soit un centre et que les orbites périodiques de ce centre soient
données par la famille d’ovales 75, contenue dans les courbes de niveau H(z,y) = h.

Considérons le systéme perturbé

&= f(z,y) +eP(z,y),
y=g(z,y) +eQ(z,y),
qui peut étre écrit de la forme

= —a—H(x,y)R(x,y) +eP(z,y),

0
(5.4)
Y= aa_f/($a y)R(ZE, y) + 6@(1‘, y)

Alors l'intégrale abélienne généralisée associée a ce systéme est

_ P<x7y)dy — Q(‘Ia y)dI
I(h) = L h T | (5.5)

Puisque I(h) donne l'approximation du premier ordre en ¢ de la fonction de
déplacement, nous obtenons le résultat suivant.
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5.1. PERTURBATION D’UN CENTRE BIDIMENSIONNEL AYANT UNE
INTEGRALE PREMIERE NON RATIONNELLE

Théoréme 5.1.2. Les zéros simples de la fonction I(h) fournissent des cycles limites
pour le systéme perturbé (5.4)) qui bifurquent des orbites périodiques du systéme non

perturbé (5.3)).

Pour plus de détails sur les intégrales abéliennes (généralisées) voir Li [38].

5.1.1 Preuve du Théoréme |5.1.1

Nous montrons d’abord que le systéme différentiel polynomial homogéne (5.1) a
un centre global a l'origine.

En coordonnées polaires (r,6) définies par x = rcosf, y = rsinf, le systéme

(5.1) devient

0 =r2.

{7’“ = —r3sin 20,

Bien str, étudier ce systéme équivaut a étudier I’équation différentielle

d_g = —rsin 260, (5.6)

dont la solution r(#, z) satisfait r(0, z) = z est
() = zexp(—sin?0). (5.7)

Alors, toutes les solutions de 1’équation différentielle et par conséquent
toutes les solutions du systéme différentiel polynomial homogéne sont pério-
diques a I'exception de l'origine qui est un point singulier. Il est donc prouvé que
I'origine du systéme est un centre global.

Etudions maintenant le nombre de cycles limites du systéme perturbé (5.3) pour
le| # 0 suffisamment petit, qui bifurquent des orbites périodiques du centre du sys-
téme ((5.1)).

Pour cela, nous écrivons le polynome P(z,y) de degré m du systéme (5.1)) comme

m

P(z,y) =Y P(z,y),

=0

ou P/(x,y) est la partie homogéne du degré [ de P(z,y). On fait de méme pour le
polynéme Q(z,y).
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5.1. PERTURBATION D’UN CENTRE BIDIMENSIONNEL AYANT UNE
INTEGRALE PREMIERE NON RATIONNELLE

Afin d’appliquer la théorie de moyennisation pour I’étude de cycles limites, nous
avons besoin d’écrire le systéme ([5.2)) sous la forme standard (2.10) de la théorie de

moyennisation, le systéme peut s’écrire comme suit :

% = —rsin?0 +eFi(0,r) + O(£%), (5.8)

ou
Fi(0,¢) = ZTZ —2[(cos @ + cos 30)P,(cos 0, sin )
+ 3(sin 0 + sin 30)Q;(cos 0, sin 0)].

En utilisant la notion introduite dans le Théoréme pour I'équation différen-
tielle (5.8)) et en prenant k =n =1, on a

r=r,
t=20
5.9
Fy(0,z) = —rsin 20, (5.9)
Q= (0, 00).

Il est clair que I'équation différentielle (5.8) est 2r—périodique dans la variable
0. De plus, pour € = 0, toutes les solutions de cette équation sont 2wr—périodiques,
elles sont données par (5.7)).

Pour notre systéme, V et o du Théoréme sont
V={r:0<r<p},
pour un certain nombre réel p >0, et a =2z € V.

De la fonction £y donnée en et la solution périodique r(, z) donnée en (.7),
la matrice fondamentale M (6) de I’équation différentielle avec € = 0 tel que
M(0) =1 est

M(f) = =7,

On remarque que d’aprés le systéme (5.9)) la matrice fondamentale ne dépend pas
de l'orbite périodique particuliére (0, z) ; ¢’est-a-dire qu’elle est indépendante de la
condition initiale z, donc

M_I(Q) — esin26.

De ce fait, toutes les hypothéses du Théoréme [2.2.3] sont satisfaites.
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5.1. PERTURBATION D’UN CENTRE BIDIMENSIONNEL AYANT UNE
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Par conséquent, nous étudions les zéros en V' de la fonction F(z), ou F' est donné
par (2.14)). Plus précisément, nous avons

m

F(z) = Z 2720,

1=0
ou
2m -
I, = / eB=DsIn"0[ (o5 0 4 cos 30) Py(cos 6, sin 0)
0
+ (3sin 0 + sin 360)Q;(cos 0, sin 0)].
Par symétrie 'intégrale I; = 0 si [ est pair, donc :

e Sim =2v+1, alors

1
?(Z) = ; Z Z2ZIQZ+1, (510)
=0

le polynéme F(z) peut avoir au plus v = [(m — 1)/2] racines réelles positives.

e Si m = 2v, alors

v—1
1
F(2) = ;;z%m, (5.11)
encore une fois, le polynome F(z) peut avoir au plus v — 1 = [(m — 1)/2] racines

réelles positives.

En bref, en utilisant le Théoréme [2.2.3] nous pouvons obtenir au plus [(m —1)/2]
cycles limites du systéme (5.2]) bifurquant des orbites périodiques du systéme (j5.1)).

Nous prouvons que lorsque m = 2v+1, la fonction ((5.10) pour le systéme perturbé

(5.2) avec

P(l’,y) = Za21+1x2l+17 Q(xay) = Oa (512)
1=0
peut étre choisie pour qu’il ait exactement v = [(m — 1)/2] des zéros arbitraires

positifs.

De la méme maniére, on peut prouver que lorsque m = 2v, la fonction (5.11])
pour le systéme perturbé (5.2)) avec

v—1
P(.fL', y) = Za21+1$2l+1, Q(%, y) = OJ
=0
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5.1. PERTURBATION D’UN CENTRE BIDIMENSIONNEL AYANT UNE
INTEGRALE PREMIERE NON RATIONNELLE

peut étre choisie pour qu’il ait exactement v — 1 = [(n — 1)/2] zéros arbitraires po-
sitifs. Le théoréme 2.2.3 sera donc démontré.

Maintenant, pour m = 2v + 1, nous considérons le systéme (5.2]) avec P et @
donné par (5.12)). Alors, de sa fonction correspondante ((5.10), nous avons

2w
Iy 1 = agiq / 62(1_l)5m29(COS 0 + cos(36) cos® 1 hdb.
0

Aprés un calcul avec un manipulateur algébrique comme Mathematica ou Maple,
nous obtenons que Iy est égal a

L(1) =(120% — 281 + 19)F (I + 1/2,1 + 3,21 — 2) (5.13)
- .

+ (14 2)(60 —5)FH(l —1/2,14 2,21 — 2),
multipliant par la constante

2L — 1 5o
mﬁm —1/2)e* 2,

ott H(a,b,z) est la fonction hypergéométrique confluente de Kummer et I'(2) est
la fonction Gamma, voir Abramowitz et Stegun [I]. La valeur de L(l) est non nulle
pour tous les entiers non négatifs [, voir 'appendice 3. Ainsi dans le polynome (5.10)),
on peut toujours choisir les coefficients a;,; commodément et en alternante le signe
(selon la régle de Descartes) afin que le polynome ait le nombre maximum possible
de racines positives v = [(m — 1)/2]. Ceci compléte la preuve du Théoréme [5.1.1]

Enfin, nous remarquons que le calcul de 'intégrale abélienne généralisée (5.5))
pour le systéme (5.2)) en prenant

z(0) = ze~ 51070 g 0, y(@) = 2o sin? 0 i 0,

comme paramétrage du centre lorsque € = 0 et en intégrant par rapport a la variable
0 entre 0 et 27, on obtient que

z
I(z) = 6—2? (2).
Par conséquent, les deux fonctions ont les mémes zéros positifs, dans ce cas, la

méthode basée sur le théoréme et la méthode basée sur 'intégrale abélienne
généralisée coincident.
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Conclusion et perspectives

L’existence des cycles limites des systémes différentiels plan dépendant d’un petit
parameétre peut étre étudiée par la théorie de moyennisation, qui permet de donner
une borne inférieure pour le nombre de cycles limites que peut avoir le systéme dif-
férentiel perturbé. Ceci est étroitement lié a la seconde partie du seiziéme probléme
de Hilbert.

Dans ce travail, on a étudié le nombre maximum de cycles limites d’un systéme
différentiel polynomial quartique plan ayant un centre isochrone situé a I’origine dans
deux cas : le cas continu et le cas discontinu, en utilisant la théorie de moyennisation
du premier ordre.

Notons que les calculs présentés dans cette thése ont été faits par les logiciels
mathématiques : Maple et Mathematica 11.0. Ils ont été difficilement calculer méme
en utilisant les logiciels précédents.

En perspective, nous continuerons nos recherches sur le nombre maximum de

cycles limites pour d’autres systémes différentiels perturbés dans R?, en utilisant la
théorie de moyennisation du premier et deuxiéme ordre.
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Appendice 1

Dans cet appendice, nous définissons les fonctions moyennées g;(R), ¢ € {0, ..., 13},
g, (R), i € {1,...,4} écrites dans le chapitre 3.

ol

go = 3 W(COS(Q)(RQ +3c0s(A))5 + (cos(B)?sin(0)? + sin(8)*) (R? + 3 cos(6))3d6,

i7R J,
= o o)+ o)+ 2L ;Zi“fj;j@;g”)%de,
g = % OQW(COS(G)‘*(RQ + 3cos(8)) + S0 ?22(?4;;;2()9)); SO 49,

3 [* cos(0)?sin(0)*  cos(6)®sin(6)® + cos() sin(6)®
[ . puior

%= 4R o (R?2+3cos(0))3 (R? + 3cos(0))
3 /2” cos(6)* sin(6)? N cos(6)?sin(#)° + cos(6)® sin(#)* \db
%~ 4R o (R2+3cos(0))3 (R? + 3cos(f))3 7
3 [ cos(6)° cos(6)7sin(#)? + cos(6)® sin(#)*
gr = T+ 4 )d97
AR Jo " (R2? +3cos())s (R%? 4 3cos(f))3
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(sin(8)*(R? + 3 cos(f))s —

3 [ cos(0)? sin(0)* + cos(6) sin(9)® \d6

7 4R 0 (R? + 3cos(6))
/2” sin (@ ~ cos(6)?sin(6)° + cos(#) sin(6)® \db
= iR (R? + SCOS 0))§ (R? + 3cos())3 ’

3

910 = _R/ (R + 3cos(6) cos(9) sin(p)? — L) (O + con(6)”snB)"

(R? + 3cos(f))s

)b,

3 cos(#)? sin(6)? + cos(6)3 sin(#)*

= — ((R* + 3 cos(f 5 cos(0)?sin()? — 5 de,
= [ (6))} cos(6)’ sin(6) e )
3 /2” cos(0)*sin(0)*  cos(6)*sin()° + cos(6)° sin(9)4)d9
97 4R o (R%+3cos(f))3 (R? + 3cos(f))3 ’
3 /2” cos(6)!sin(0)*  cos(¢)"sin(0)* + cos(f)’ sin(6)* \d6
7 4mR o (R? 4 3cos(f))s (R? + 3cos(f))3 7
ou
3 o 5 cos(6)5sin(0)? + cos()* sin(0)*
I =R 0 (cos(6)” + R? + 3 cos(0) )d9,

3 /2”(008(9)2 sin(9)6 + 005(0)4 Sin(0)4 )d@,

IMe = 1R 0 R? + 3 cos(0)

3 2™ cos(0)?sin(0)8 + sin(#)®
o= g [ (OIS o)
ArR Jo R? + 3 cos(0)
3 27
gu, = (cos(0)?(R? + 3 cos(6)))d6.

47TR 0

Aprés l'utilisation du logiciel de calcul Mathematica 11.0,

nous obtenons
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53
go = I{;((R‘l—‘r?ﬁ) 2F1( 1 % 1;_R6 )
! 1 2 6

=y

wl

91 :m(@Rerleﬁ—49R4—78R2+720) o (=3, 51— 25)

-(R? + 3) (2R — 8R* — 19R? + 96) »F, (—3,3; 1; —723) );

9 = mroeriE T <3 <7r (R?—3) (6R® — 85R" +504) o F1 (=5, 31 1 — )
-m (R? +3) (6R® — 12R® — 61R* + 98R* 4 168) »F} (3,5 1; —p3) ))
98 = ToorR VS (W (R*+3) (10R® — 40R* 4 169R* — 576) 2 Fy (—3,3:1; —725)

370 T RPS3

-7 (10R® + 20R® + 19R* 4+ 138 R? — 4320) o/} (—%, 31— =P ) );

R2-3

94 = R (3( (R?+3) (6R® — 12R® + 17TR* — 58R? — 352) o (1, 2;1; — 10)

-(R —3) (6R® — TR* — 1056) o Fy (—3,%;1; — =) ))

377 R?-3
95 = soinnmE T (3((}?,3 — 3R)” (200R® — 3546 R* + 16197) o Fy (=2, 311, — )
-2(R? — 3)* (R? + 3) (100R® — 1023R* + 1176) »F, (3,11, —=2) ))
g6 = —209440}%(1]%2_3)4/3 (2 (R? — 3)* (R% + 3) (300R® — 927R* — 1232) »F} (3,41 —=5)
-(R? — 3R)” (600R® — 6354R* + 6941) o Fy (—2,1;1; —8) );
g7 = —41888}%(11%273)4/3 ((RB — 3R)2 (120R® — 414R* — 2753) L F} ( % %, 1; _326_3)

-2(R? — 3)% (R? + 3) (60R® + 243R* + 896) o (3,115 — %) );
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98 = SRaE T (9( (R? +3) (2R® — 4R® — 29R" + 50R?* — 48) o F (1,21, —

-(R? — 3) (2R® — 37TR* — 144) 2 F} (=3, 3,1, — = )));

= ke (3= (2R 3) (4 +7) GRY =~ 8) o5 (11—

R2-3

+(—40R® + 614R* —1383) R2,Fy (2, 1;1; — =8 ))>;

<(10R8 +20R% — 157R* — 214R? 4+ 960) 2 Fy (=3, 5:1; —323)

_ 1
910 = Tr60r V=3 R%—

w

-(R? +3) (10R® — 40R* — TR? + 128) o F} (—1,%;1; — =) );

I = o
™ 99127 R(R2—3) R?-3

7 (3(37T(R2—3) (2RS — 11R* + 64) oF) (-1, 2,1, - 55)

x (B2 4 3) (6 — 1215 — OR* — 6R? + 64) oFy (1,215 — -8 )));

P pp—— (3 (R —3)** <7r (200R® — 1642R* + 13) R* 51 (2,1, —=5-)

+2( -1 (R?+3) (100R® — TLR* +224) oF (4,141, — 38

685 ( (s + 1) = 1) B2 1680 (5 + 1) +1)
R

130y +1)7" = 1) RO 60 (g +1) +1) S

207((i + 1) = 1) B 4314 (i + 1) 1) R4)>);

— 1 1 1.1. 6
g13 = 209440R V23 (2 (300R12 — 7T7T1R® — 505R* + 5376) o F1 (g, 33 L; _R2—3)

R2-3

-R2(R? — 3) (600R® — 642R* + 277) oF} (=2, 11, -8 ));

ou oFy (a, b, c, z) est la fonction hypergéométrique qui a I'expression

o (a)u(b)i 2
() k!

k=0
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avec

(a) = 1, si k=0,
Tl ala+1)(a+2)...(a+k—1), sik>0;
et
R R R 3 RM
T - +

108 486 QR(—9+ R%)Z  486(—9 + R4)%’

R R (-9+RY 1

L S L T L 2 R =Y WA 4\ 3
G =~ 51 T T er Taal (-9+ R
R (94 RYS 3R
gM?) 6 6R 9 gM47 4
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Appendice 2

Dans cet appendice, nous définissons les fonctions moyennées ¢;(R),: € {1,...,56}
décrites dans le chapitre 4.

o= g /0W<<:os(9)2(1%2 + 3 cos(0)) + cos(6)? sin(0)” + cos(6) sin(0)")do,

Go = §/07r((:os(9) sin(6)(R? 4+ 3cos(f)) + cos(0)* sin()* + sin(#)°)db,

2

(cos(0) sin(#)® + cos(6)3 sin(9)?)
(R? + 3cos(f))s
(cos(0)?sin(0)* + cos(6)* sin(9)?)

(R? + 3cos(f))s
(cos(0)?sin(0)* + sin(6))
(R? + 3cos(0))3

(cos(0)3sin(0)* + cos(6)5 sin(#)?)

+ 5 )dé,
(R%? 4 3cos())3

(V1N

+

g3 = ;/07r(<3os(9)2 sin(0)(R? 4 3 cos(h)) )do,
i = ;/Ow(cos(eﬁ(}z? + 3cos(0)

win

+

)db,

3

95 =5 /OW(COS(Q) sin(6)?(R? + 3008(9))% +

)b,

W=

g — ; /O " (cos(B) (R? + 3 cos(8))

o g/OW(COS(Q)QSilfl(9)2(R2 +3cos(0))F + (COS(9)3<S;;(33;Z?S§§§ (), 45
9o = g /O F(cos(()) sin(0)*(R? + 3 cos(6))5 + (COS((QZ)%zsjrn; C)OSJ(; ;n(e)?)) |
L iz
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3

(cos(6)?sin(9)* + (cos(6) sin(#)" + cos(6)’ sin(6)°)

18 = g /0 (R? + 3 cos(0)) o

. g /0 " (cos(6) sin(6)" + (Cosw();f T(:f li;;;?(e)s))de,

g5 = g /0 *(cos(6) sin(6) (2 + 3.cos(0)) — (cos(6)?sin(6)" + cos(0)" sin(9)))ds,
o =5 [ (O (R +3c0s(6)) = (cos(6)sn6) + cos(8) sin(6)))

o= /0 " (cos(8) sin(6)2(R? + 3 cos(8))F — (COS(QV?;(lg*C;;S())); (7)) 4
gs = /0 " (cos(6)? sin(6) (R + 3 cos(8)) — (008(9)5(511;( +) ;CZ‘;?(;)ZS‘H( o,
o= [ o o - OO ),
o= /0 " (cos(8) sin(8) (2 + 3 cos(8)) S — <COS(6)6(S;(+) ;CSZ(S(;);SIH( )\,

3

g =7 /W(COs(9)2sin(9)2(RZ n 3008(9»% _ (cos()°sin(0)* 4 cos(6)®sin(6)*)

(R? 4 3 cos(f ))§
(cos(0)?sin(6)5 + cos(6)* sin(6)?)
(R? + 3cos(f))3
(cos(#)3 sin(#)* + cos(d )Sm(@)ﬁ)

)do),

go2 = §/OW(COS(Q) 8111(9)3(]%2 + 3(303(3))% _

2 )do,

g =5 [ 6O (R + 3cos(0))} - AT
Goa = g /0 " (cos(8) sin(6) + (cos(0)” ji;g@f;;’f;ffSm<9>>>d9
o= /0 " (cos(8)* sin(6)? (COSWSEZ(Q )+ ;C‘;:?(?m( ) s,

g0 =7 /0 " (cos(8)? sin(6)° — (COS(Q)%E;(Z )+ ;CZZ?(Q%IH( )ap,
o= /0 " (cos(8) sin(0)* — “08(9)2522(2 >+ ;CZZ?()§4SID( )an,
=5 [ sin(oy — I O,

g =7 / " (cos(6)2 (R + 3c0s(6) + cos(8)" sin(6)? + cos(8) sin(0)")ab,
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g30 =

gs1 =

g32 =

g33 =

g34 =

g3s =

g36 =

g3r =

gsg =

g39 =

gao =

ga1 =

Ja2 =

ga3 =

Jaq =

gas5 =

Ja6 =

ga7 =

0o
3

(cos(8) sin()(R? + 3 cos(#)) + cos(#)? sin(#)* + sin(#)")d6,

o
3

(cos(6) sin(6)? + cos(#)3 sin(0)?3)
(R? + 3cos(f))3
(cos(0)? sin(0)* + cos(9)* sin(0)?)
(R? + 3cos(f))3
(cos(0)?sin(0)* + sir11(9)6) o,
(R%+3cos(6))3
(cos(#)3sin(6)* + 008(9)25 sin(6)?) o),
(R? +3cos(d))3
(cos(0)* sin(6)? + cos(0)? sin(6)?)
(R? + 3cos(f))3
cos(#)? sin(6)* + cos(#) sin
(R? + 3cos(f))5
(cos(6)?sin(6)° + sm(0)7)
(R? + 3cos(f))5
(cos(0)* sin()* + cos(8)® sin(6)?)
(R? + 3cos(d))
cos(0)? sin(#)° + cos(6)® sin(6)?)
(R? +3cos(9))
(cos(0)*sin(0)* + cos(0)
(R% 4+ 3cos(f))
cos(0) sin(0)7 + cos(6)3 sin(0)°)
(R? + 3 cos(6)) )db.
cos(6)?sin(9)° + sin(6)®)
(R?% + 3cos(0))

(cos(6) sin(#)(R? + 3 cos(6)) — (cos(0)? sin(h)* + cos(0)* sin(h)))db,

win

+

(cos(#)?sin(6) (R? + 3 cos(6)) )db,

o
3

(cos(0)*(R? + 3 cos(0))5 +

)dé,

o
3
wlN

(cos(0) sin(0)*(R? + 3 cos(h))? +

o
3

(cos(0)*(R? + 3 cos(0))5 +

o
3

(cos(6)*sin(9)(R* + 3 cos(@))% +

o
3

(cos(0)2 sin(0)2(R2 + 3cos(0))} + &

o
3

(cos(8) sin(6)*(R? + 3 COS(H))% +

)do,

o
3

(cos(0)° + )de,

(cos(0)* sin(6) + ( )do,

o
3

(cos(6)?sin(0)? + “sin(0)° ))dQ,

)
3

(cos(6)*sin(0)? + (

o
3

(cos(0) sin(0)* + ( )do,

3

3

(sin()*(R? + 3 cos(6)) — (cos(f) sin(6)* + cos(A)? sin(6)?))d,

3

)*
(cos(8)?sin(0)* + cos(6)*
(R? + 3cos(f))s

win

(cos(#) sin(6)*(R* + 3 cos(f)) in(6) ))dQ,

S ST T T T T T T T T T, T, T, T, T, T, T T

NIW NIW NDIW NW NW NW NW NDIW W NDW NDW NDWw NDIW NDWw NDw NDIw Nw o w

" g . 9 > (cos(0)®sin(0) + cos(6)? sin(6)?)
cos(#)”sin(0)(R” + 3cos(f))3 — - dae,
(cos(6)” sin(0)(R” + 3 cos(6)) (4 5es)] )
(sin(0)}(R2 + 3 cos(6)) — (cos(8) sin(0)® + cos(f)? sin(6) )) 0.

(R? + 3 cos(h))3
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cos(0)® sin(6) + cos(6)* sin(9)?)

—§ 7rcos 3 sin 2 coS %—<

s =3 | (cos(O) sim(O) (R + 3 os(0) P
[T o o+ g enst (COSE)7SI(0)” & cos(6)? sin(0)?)

=5 [ (cos(O) sinf0)2(F* + 3cost0) T 4
_3 Wcos sin(0V3( B2 cos(ONS — (cos(6)?sin(6)° + cos(0)* sin(0)?)

g0 =5 | (cos(0)sin(0) (7 + 3cos(0) T R )

(cos(0)3sin(0)* + cos(6 )sm(@)ﬁ)

gor = g /07r(8111(6)4<R2 +3cos()’ - (R? + 3008(9>) 1
i
953 = g/OW(COS(9>3 sin(6)* — (cos(f) SEI;-{(Q zr ;FC(;:?(?; sin(6)” ))dQ,
J54 = ;/OW(COS(Q)QSin(Q)g _ (cos(6) 822(2 i_ ;C(;Z?gi sin(6)° ))dQ,
J55 = g/oﬂ(cos(e) sin(6)* — (eos() 521}1%(2) ;—cf)(s)?(?% sin(6)” ))d07
3 (" s (cos(0)?sin(F)® 4 cos(6) sin(0)7)
956 = 5/0 (sin(#)” — (2 + 300s(0) )db.

En utilisant le logiciel Mathematica 11.0, nous obtenons

B 37TR2_
g1 = A 3

g2 = 9;

9= (g (0RS +222R2 410 (Y1- 5~ 1) R +(98—633 - ) R

-1008)- <440¢RT( 10R® — 222R? + 10 ( VENE. 1) (98 — 638/ 3 + 1) R*

-1008)));

gy = —1 (— (—4320+138R2+19R4+20R6+10R8) o F (—g,

1
1760(R2—-3)3

(31 RY) ( 576+ 160R? — 40R" + 10R0) yFy (—1, 41— —6)

75



. 1 2 4 6 8 1 1.1. 6
05 = oy ™ (720 = T8R? — 49R*  ARS 4 9R%)F: (=4, 43 1 — )

~(3+R?)(96 — 19R? — 8R* + 2R%), Fy (-1, 4:1; — %) );

96 = gragrs ((R? +3) (6R® — 12R° + 1TR' — 58R? — 352) ,F (

.- 6 .
ala_m>)a

2/3
g =3 (W( — 12R5 + 96R* + (—179 (1— ) 144) R

2.1. 6
3li—ms

1
29

1
29

(R% = 3) (6R8 — TR* — 1056) o F} (—

win

R2

H(6-6(1— %)) RO+ (137 (1= %) = 58) RO4+648) - oL (12R°

-96R* + (—179 (% + 1)2/3 _ 144> R? + <6 _6 <% i 1)2/3) R10

(137 (& +1)"" —58) R® - 648));

98 = soracmgyrs (7 (B2 = 3) (6R® — 85R* +504) o Fy (=5, 51 1 — )
7 (R% +3) (6R% — 12R® — 61R* + 98R? + 168) o F} (%, 2.1, —Rf_g));

_ 3 1 2/3 2/3
90 =3 (5o (6R® = 126R + (360 (1= )" = 513) R+ (3(1 - %)

) R+ (63— 62 (1)) B+ 1080 ) — ol

(369 (% + 1) = 513) B2+ (3 (% + 1) = 3) R0

(68— 62 (% + 1)) RS - 1080)>;

910 = T (‘WR2 (3634 + 81+ 24R0 [ + 8RY(—1 + ;*le)));

—6R® + 126R*

g1 = 5o (6 (—5R® 4 30R* + 297)+5 (R* — 9) R (log (R? + 3) — log (R? — 3)) ) :
g1o = I ( 8RS + 108R* + 8 (R? — 3)** (R? 4+ 3)*° R? — 243) ;

913 = 505 | 6 (5R® — T5R* + 378) + 5 (R° — 9R)* (log (R? — 3) — log (R? + 3)) );
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g4 = 3888(8(9 R log (322 ) — 8.9 — R log (=) + 72 (3RS

-180R* + 1215));

917 = trgg—gys ™ (960 — 214R? — 15TR* 4 20R° + 10R®) 21y (=5, 4 15 — )

-(3+R?)(128 — TR? — 40R* + 10R%) o Fy (—1,4;1; —55=) );

3’77 R

918 =13 <880¢RT <1OR6 + 310R? + 10 (,/ ) ( \/7%+ 10) R
—480)> ~ (v (—10R° = 3102 + 10 (4 [E+1-1) R+ (33/% +1+10)

R* — 480));
g0 =3 (ogs (— 10RS + 8342 + (10— 104/1— 3 ) B+ (2391 - % — 274)

4 6 2 8
R*—576) — o5 oy (10R—834R%+ (10 — 10/ % + 1) BS+(289 /& + 1 - 274)

R* — 576));

920 = 3 (G (168 + (98 =70 (1 = ) ") B2 — 4R =3 (14 (1 - )RS
GR*+(3-3(1 -5 )2/3)R10)——364(R;+3)2/3 (—168+(—98—70(1+ )** B2
RS =3 (1 (L ) )R 4+ 68 1+ (3 -3 (14 3 )2/3)R10>)

R?

2.

1
273 R

5 (3™ (R* — 3) (2R® — 11R* + 64) oFy (—1,

921 = 2912(R2 3)

-7 (R? + 3) (6R® — 12RS — 9R* — 6R? + 64) oF} (3,3, 1; — )

2131

3
922 = 5 ( oz (6F° — T4R! + (=60 (1= )" — 123) 2

(30 =) =) ROt (2236 (1- )7 R+ 149)

1 8 4 3 28 2
e G GL G- R

(3 =8) RO+ (236 (& + 1)) RO - 144))’

R2

_ 91 .-
938 = S 37 ((R?+3) (2R — 4R® — 20R* + 50R* — 48) 2 F (3,2, 1; — )
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315 T R2-3

L(R? = 3) (2R® — 3TRY — 144) , Fy (— 1, 2,15 — -8 ));
9214 = 355 (6 (5 (R*+ 3) R* + 324) + 5R'° (log (R? — 3) — log (R% + 3)) >;
925 = 755 (6 (5 (R* — 6) R* + 108)+5 (R* — 9) RS (log (R? — 3) — log (R? + 3)) );
928 = 7150 (6 (—5R® + T5R* + 432)—5 (R° — 9R)” (log (R? — 3) — log (R* + 3)) );

2/3 2/3
957 = 3 (ramrars (—ORS +126R" + (360 (3% +1)"" = 513) B2+ (3 (% + 1)
2/3
8) RY+ (68— 62 (3% + 1)) B = 1080 ) — s (GRS — 126R!
+(369(1— %) =513) 2 (3 (1 - )" = 3) RO+ (68— 62 (1 4)"") B

+1080)>;

gir = 3 (oo (10R° — 83412+ (10— 10/ % + 1) RS + (2899/ % + 1 - 274)
R1-576)— T0RS+834R%+ (10 = 103/1 — &) RS+ (2391 - & — 274)

880\/R27<

R — 576));

2 \ 364(R2+3)

H(3(&+1)" =3) RO+ (12-36 (& +1)7) B - 144)

3
gs0 = = <+2/3( — 6R® 4+ TAR* + (—60 (& + 1)2/3 - 123) R?

1 8 4 3 28 2
_364(R2_3)2/3(6R STAR'+ (60 (1- =) 123 R

+<3 (1 B _)2/3 3> R0 4 (42 — 36 (1 — —)2/3) RS 4 144));

ou oF} (a,b, ¢, z) est la fonction hypergéométrique qui a expansion de la série

 (@)i(b)y, 2*
kzzo ) Kk

avec

1 sik=0
(a), = { ala+1)(a+2)...(a+k—1), sik>0.
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Appendice 3

La fonction hypergéométrique confluente de Kummer est donnée par la série

— I'(a b
H(a, b, 2) Z F(i T b/:_ /E)/)ﬂz“. (5.14)

u=0

Nous prouverons que L(l) défini en (5.13)) est toujours positif pour tout entier
[>0.

Pour montrer que nous calculerons les coefficients de 1’expansion en série de L(])
et nous verrons que tous sont positifs.

En utilisant (5.14)), on obtient que

iLM 20 — 2)*
n=0

ot le coefficient L, ; est égal a

(3612 — 721 + 43)pu + 3(20L — 1)(612 = 7L+ 3)(I + 2)IT (L + p — 1/2)
Fl+1/2) (14 p+2)!

Pour [ > 0 puisque 36/ — 721 + 43 > 0, 61> =71 +3 > 0, (I + u — 1/2) > 0 et
I'(l4+1/2) > 0 il s’ensuit que L,; > 0 pour p = 0,1,2... et [ > 0. Par conséquent
L(l)>0sil>0.

Finalement, a partir (5.14)), on a
L(0) = 2em(Jo(1) — 2J1(1)) ~ 2.31849804 > 0.

79



Bibliographie

[1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7l

8]
9]
[10]

[11]

M.Abramowitz and I.A. Stegun; Bessel Functions J and Y, 9.1. In : Hand-
book of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical
Tables,9th printing. Dover, New York. (1972), 358-364.

A. Algaba and M. Reyes; Characterizing isochronous points and computing
isochronous sections, J. Math. Anal. 355 (2009), 564-576.

A. Algaba, M. Reyes, T. Ortega and A. Bravo ; Campos curticos con velocidad
angular constante, Actas : XVI CEDYA Congreso de Ecuaciones Diferenciales
y Aplicaciones, VI CMA Congreso de Matemtica Aplicada, Las Palmas de
Gram Canaria. 2 (1999), 1341-1348.

A. Andronov, A. Vitt and S. Khaikin; Theory of Oscillations, Pergamon
Press, Oxford. 5 (1966).

M. di Bernardo, C.J. Budd, A.R. Champneys and P. Kowalczyk ; Piecewise-
Smooth Dynamical Systems, Theory and Applications, Appl. Math. Sci. 163
(2008), 7-22.

M. Bey, S. Badi, K. Fernane and A. Makhlouf; The number of limit cycles

bifurcating from the periodic orbits of an isochronous center, Math. Meth.
Appl. Sci. (2018), 1-9. https ://doi.org/10.1002/mma.5385

N.N. Bogoliubov and N. Krylov; The application of methods of nonlinear
mechanics in the theory of stationary oscillations, Publ. 8 of the Ukrainian
Acad. Sci. Kiev. (1934).

A. Buicd and J. Llibre; Averaging methods for finding periodic orbits via
Brower degree, Bull. Sci. Math. 128 (2004), 7-22.

A. Buica and J. Llibre ; Limit cycles of a perturbed cubic polynomial differen-
tial centre, Chaos Solitons Fractals. 32 (2007), 1059-1069.

J. Chavarriga and M. Sabatini; A survey of isochronous centers, Qualitative
Theory of Dynamical Systems. 1 (1999), 1-70.

J. Chavarriga, I. A. Garcia and J. Giné; On the integrability of differential
equations defined by the sum of homogeneous vector fields with degenerate
infinity, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 11 (2001), 711-722.

80



[12]
[13]
[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]

[23]

[24]
[25]
[26]
[27]

28]

F. D. Chen, C. Li, J. Llibre and Z. H. Zhang; A unified proof on the weak
Hilbert 16th problem for n = 2, J. Diff. Eqs. 221 (2006), 309-342.

C.B. Collins; Conditions for a center in a simples class of cubic systems,
Differential and Integral Equations. 10 (1997), 333-356.

R. Conti; Uniformly isochronous centers of polynomial systems in R?, Lecture
Notes in Pure and Appl. Math. 152 (1994), 21-31.

S. Coombes; Neuronal networks with gap junctions : A study of piecewise
linear planar neuron models, SIAM Applied Mathematics. 7 (2008), 1101
1129.

G. Darboux ; Mémoire sur les équations différentielles algébriques du premier
ordre et du premier degré, Bulletin des Sciences Mathématiques. Sér. 2 (2) 1
p. 60-96, p. 123-143 p. 151-200 (1878).

J. Devlin, N.G. Lloyd and J.M. Pearson; Cubic Systems and Abel Equations,
J. Differential Equations. 147 (1998), 435-454.

F. S. Dias and L. F. Mello; The center-focus problem and small amplitude
limat cycles in rigid systems, Discrete and Continuous Dynamical Systems.
32 (2012), 1627-1637.

H. Dulac; Sur les cycles limites, Bull. Soc. Math. France. 51 (1923), 45-188.

J. Ecalle; Introduction aux fonctions analysables et preuve constructive de la
conjecture de Dulac, Paris, France Hermann. (1992).

J. Ecalle, J. Martinet and R. Moussu; Non-accumulation des cycles limites,
C.R. Acad. Sci. Paris Sér. I. Math. 304 (1987), 375-377.

P. Fatou ; Sur le mouvement d’un systéme soumis a des forces a courte période,
Bull Soc Math. France. 56 (1928), 98-139.

E. Freire, E. Ponce, F. Rodrigo and F. Torres; Bifurcation sets of continuous
piecewise linear systems with two zones, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci.
Engrg. 8 (1998), 2073-2097.

A. Gasull, R. Prohens and J. Torregrosa ; Limit cycles for rigid cubic systems,
J. Math. Anal. Appl. 303 (2005), 391-404.

S. Gautier, L. Gavrilov and 1. D. Tliev; Perturbations of quadratic center of
genus one, Discr. Contin. Dyn. Syst. 25 (2009), 511-535.

L. Gavrilov and I. Dlliev; Quadratic perturbations of quadratic codimension-
four centers, J. Math. Anal. Appl. 357 (2009), 69-76.

J. Gine and J. Llibre; Limit cycles of cubic polynomial vector fields via the
averaging theory, Nonlinear Anal. 66 (2007), 1707-1721.

J. Ginoux; Henri Poincaré et [’émergence du concept de cycle limite, Qua-
drature, EDP Sciences, 2012, Quadrature, pp.45-51. hal-01101641v2.

81



[29]

[30]

[31]
[32]
[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]
[40]
[41]

[42]

[43]

M. Han and V. G. Romanovski ; Isochronicity and normal forms of polynomial
systems of ODE,, J. Symb. Comput. 47 (2012), 1163-1174.

D. Hilbert ; Mathematische Probleme (lecture), in : Second Internat. Congress.
Math., Paris, 1900, in : Nach. Ges, Wiss. Gottingen Math-Phys. KI.; 1900,
253-297.

I. D Tiev; Perturbations of quadratic centers, Bull. Sci. Math. 122 (1998),
107-161.

Y. llyashenko ; Finiteness theorems for limit cycles, Providence, RI : American
Math. Society. (1991).

J. Ttikawa ; Uniform isochronous centers of degrees 3 and 4 and their pertur-
bations, Tesi Doctoral, Universitat Autonoma de Barcelona. (2014-2015).

J. Itikawa and J. Llibre; Limit cycles bifurcating from the period annulus
of a uniform isochronous center in a quartic polynomial differential system,
Electron. J. Differ. Equations. 246 (2015), 1-11.

J. Ttikawa and J. Llibre; Limit cycles for continuous and discontinuous per-

turbations of uniform isochronous cubic centers, J. Comp. and Appl. Math.
277 (2015), 171-191.

J. Ttikawa, J. Llibre and D. D. Novaes; A new result on averaging theory for
a class of discontinuous planar differential systems with applications, REV.
MAT. IBEROAM. 33 (2017), 1247-1265.

V. Krivan ; On the Gause predator-prey model with a refuge : A fresh look at
the history, J. of Theoretical Biology. 274 (2011), 67-73.

C. Li; Abelian integrals and applications to weak Hilbert’s 16th problem. In :
Christopher, C., Li, C. (eds.) Limit Cycles of Differential Equations. Advan-
ced Courses in Mathematics, pp. 91-162, CRM Barcelona, Birkhaiiser, Basel
(2007).

A. Lins, W. de Melo and CC. Pugh; On Liénard’s equation, Lecture notes in
mathematics. Berlin : Springer. 597 (1977), 335-57.

J. Llibre ; Averaging theory and limit cycles for quadratic system, Radovi Ma-
tematicki. 11 (2002), 1-14.

J. Llibre; Periodic solutions via averaging theory, Springer. (2014).

J. Llibre, D. D. Novaes and M. A. Teixeira; Mazimum Number of Limit
Cycles for Certain Piecewise Linear Dynamical Systems, Nonlinear Dynam.
82 (2015), 1159-1175.

J. Llibre and A. C. Mereu; Limit cycles for discontinuous quadratic differen-

tial systems with two zones, J. of Mathematical Analysis and Applications.
413 (2014), 763-775.

82



[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]
[51]
[52]
[53]
[54]
[55]
[56]
[57]

[58]

J. Llibre and Y. Tang; Limit Cycles of Discontinuous Piecewise Quadratic
and Cubic Polynomial Perturbations of a Linear Center, Discrete Contin.
Dyn. Syst. Ser. B. 24 (2019), 1769-1784.

J. Llibre, M. A. Teixeira and J. Torregrosa; Limit Cycles Bifurcating from a
k—dimensional Isochronous Center Contained in R™ with k < n, Math Phys
Anal Geom. 10 (2007), 237-249.

J. Llibre, M. A. Teixeira and I. O. Zeli; Birth of Limit Cycles for a Class
of Continuous and Discontinuous Differential Systems in (d + 2)—dimension,
Dynamical Systems. 31 (2016), 237-250.

W.S. Loud ; Behavior of the period of solutions of certain plane autonomous
systems near centers, Contributions to Differential Equations. 3 (1964), 21—
36.

R. Lum and L.O. Chua; Global properties of continuous precewise-linear vec-
tor fields. Part I : Simplest case in R?, Internat. J. Circuit Theory Appl. 19
(1991), 251-307.

R. Lum and L.O. Chua; Global properties of continuous piecewise-linear vec-
tor fields. Part II : Simplest symmetric in R?, Internat. J. Circuit Theory
Appl. 20 (1992), 9-46.

I.G. Malkin; Some problems of the theory of nonlinear oscillations, Gosu-
darstv. Izdat. Tehn-Teor. Lit. Moscow, 1956 (in Russian).

O. Makarenkov and J.S.W. Lamb; Dynamics and bifurcations of nonsmooth
systems, A survey, Physica D. 241 (2012), 1826-1844.

L. Peng and Z. Feng; Bifurcation of limit cycles from quartic isochronous
systems, Electron. J. Differ. Equations. 95 (2014), 1-14.

L. Perko; Differential Equations and Dynamical Systems. Texts in Applied
Mathematics 7, Springer-Verlag, New York, (2001).

H. Poincaré; Mémoire sur les courbes définies par une équation différen-
tielle, (premiére partie), Journal Mathématique, (1881).

JA. Sanders and F. Verhulst ; Averaging methods in nonlinear dynamical sys-
tems, Applied Mathematical Sciences, New York : Springer-Verlag. (1985).

D.J.W. Simpson; Bifurcations in Piecewise-Smooth Continuous Systems,
World Scientific Series on Nonlinear Science A. 69 (2010).

A. Tonnelier ; The McKean’s caricature of the FitzHugh-Nagumo model I. The
space-clamped system, SIAM J. Appl. Math. 63 (2003), 459-484.

A. Tonnelier and W. Gerstner; Piecewise linear differential equations and

integrate-and-fire neurons : Insights from two-dimensional membrane models,
Phys Rev. E 67 021908 (2003).

83



	Introduction générale
	Notions préliminaires 
	Problème à valeur initiale
	Existence et unicité de la solution
	Stabilité de la solution
	Système dynamique
	Notion du flot

	Théorie des systèmes différentiels non linéaires autonomes
	Point critique et linéarisation
	Classification et nature des points critiques
	Notion de stabilité des points critiques
	Plan et portrait de phase
	Théorème de Hartman-Grobman
	Orbites périodiques et cycles limites

	Existence et non-existence des cycles limites
	Facteur intégrant
	Intégrale première
	Centre isochrone
	Classification des centres isochrones uniformes pour certains systèmes différentiels polynomiaux


	Théorie de moyennisation 
	Théorie de moyennisation d'ordre un
	Un autre théorème de moyennisation du premier ordre

	Perturbation d'un centre isochrone quartique
	Moyennisation pour les systèmes autonomes planaires
	Bifurcation de cycles limites pour un système quartique ayant un centre isochrone
	Le nombre de cycles limites bifurquant des orbites périodiques d'un centre isochrone

	Systèmes différentiels discontinus à deux zones
	Introduction
	Cycles limites des systèmes différentiels quartiques discontinus à deux zones

	Bifurcation des cycles limites pour un système différentiel plan ayant une intégrale première non rationnelle
	Perturbation d'un centre bidimensionnel ayant une intégrale première non rationnelle
	Preuve du Théorème 5.1.1


	Conclusion et perspectives
	Appendice 1
	Appendice 2
	Appendice 3
	Bibliographie

