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Résumé

Cette these étudie les propriétés empiriques des prix du pétrole et les
volatilités des rendements des marchés boursiers en utilisant plusieurs
modeles GARCH univariés et multivariés et des données mensuelles
des Etats-Unis.

L'étude porte sur la période d'aolt 1987 a octobre 2016, soit un total
de 351 observations. L'objectif de cette these est d'examiner la relation
entre les marchés boursiers et pétroliers. En outre, nous évaluons la
performance de chaque modeéle avec plusieurs tests de performance de
prévision en utilisant les modéles GARCH univarié (1,1) et les
modéles BEKK GARCH (1,1), DCC GARCH (1,1) bivariés.



Abstract

This paper investigates the empirical properties of oil price and Stock
market return volatilities using a range of univariate and multivariate
GARCH models and monthly data from the U.S.

The study relates the period August 1987 to October 2016, a total of
351 observations given. The aim of this paper is to examine the
relationship between stock and oil markets. In addition, we evaluate
the performance of each model with a range of diagnostic and forecast
performance tests using univariate GARCH(1,1) and bivariate BEKK
GARCH(1,1) , DCC GARCH(1,1) models.
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Introduction

Jusqu’au début des années 1980, I’économétrie s’est développée & un rythme relati-
vement lent. Elle avait beaucoup de mal a se libérer du paradigme statistique classique.
Mais avec la poussée fulgurante de l'informatique, I’économétrie a connu un essor fort
appréciable ces vingt derniéres années. Que 1’on pense simplement & la multiplication
effrénée des modeéles économétriques non linéaires, des modeles de volatilité et des nou-
velles techniques d’estimation comme le GMM ou la méthode des moments simulés, pour
ne nommer que quelques nouveaux champs de ’économétrie contemporaine.

Mais ce qui est encore plus saisissant, c’est I’avancée au pas de charge de I’économé-
trie dans le domaine de la théorie financiére. En effet, la théorie des produits dérivés,
qui prend sa source au début des années 1970, fait de plus en plus appel aux modéles
économeétriques de volatilité, tels les modeéles GARCH, et a la méthode du GMM pour
estimer les parameétres des équations différentielles stochastiques qui servent & la détermi-
nation des prix des options, entres autres. L’économétrie a également permis au modele
du CAPM, bien connu en théorie financiére, de s’affranchir de son cadre statique. On
peut maintenant parler de bétas variables dans le temps et la transposition de I’approche
GARCH au CAPM a permis de le situer dans un cadre multivarié.

D’autre part, la modélisation de la volatilité est un enjeu important de la recherche
sur les marchés financiers et de I’énergie. Cependant, il n’y a pas de réponse pour le choix
des meilleurs modeéles et les mesures de la volatilité des prix sont dues a la complexité
de la remise des prix de I’énergie ol ce probleme a motivé plusieurs chercheurs apres la
crise financiére de 2008. Les relations entre les marchés boursiers et pétroliers ont été
attiré une attention particuliére de la part des praticiens et des universitaires. Une rela-
tion forte entre eux aurait des implications significatives pour les décisions politiques et
économiques car les chocs négatifs affectant un marché peuvent étre transmis rapidement
a l'autre par des effets contagieux.

Les preuves empiriques sur la relation entre les prix boursiers et pétroliers ont été



documentées par de nombreuses études. Plusieurs travaux traitent 'impact du prix du
pétrole sur les indices boursiers. Cependant, un nombre réduit de recherches aborde I'effet
du marché de pétrole sur rendement des actifs et I'effet de sa volatilité sur les prix des
indices.

Dans [33], Jones, Charles M. and Kaul, Gautam en 1996, ont été utilisé des données
trimestrielles pour vérifier si la réaction des marchés boursiers internationaux aux varia-
tions du prix du pétrole peut étre justifiée par le changement des rendements attendus
dans les pays tels que les USA, le Japon, et le Canada. Ils trouvent une relation stable et
négative entre I’évolution du prix du pétrole et les rendements des indices boursiers. Cette
relation est plus pertinente dans le cas du Japon que celui du Canada. Egalement, ces
auteurs montrent que les prix actuels et les prix du pétrole décalés affectent négativement
le rendement boursier. Jones et Kaul (1996) utilisent des modeéles de régression simples
pour étudier Pimpact des prix du pétrole sur les rendements boursiers aux Etats-Unis,
au Canada, au Japon et au Royaume-Uni et constatent aussi que les prix du pétrole
ont un effet négatif sur tous les pays. Dans [18], El-Sharif I, Brown D, Burton B, Nixon
B, Russell A.(2005) utilisent des données quotidiennes et mensuelles pour examiner la
relation entre les prix du pétrole et les rendements des stocks pour les Etats-Unis et le
Royaume-Uni. Plus récemment, Arouri, M. E. H., & Nguyen, D. K [2]; Arouri, M. E. H.,
& Rault, C [3]; aussi Ji et Fan [30] ont étudié une approche VAR — GARCH récemment
développée pour analyser les débordements de la volatilité entre les marchés pétrolier et
boursier en Europe.

Dans [29], Huang, R.D, Masulis, R. W, Stoll, H.R (1996), ont examiné la relation
existante entre les rendements du cours de pétrole et le rendement journalier de I'indice
S&P 500 en utilisant le modéle VAR. Ils trouvent qu’il y a une relation entre le rendement
du pétrole et la valeur de marché de certaines compagnies pétroliéres ; en revanche, il n’y
a pas une interaction significative entre le prix du pétrole et I'indice composite S&P _500.

Sadorsky, P (1999) [43], est le premier & s’intéresser a la question de ’asymétrie dans

la relation entre le prix du pétrole et les rendements boursiers. Il montre que volatilité



des cours de pétrole, jouent un role plus important que celui joué par le taux d’intérét
dans Dexplication du comportement des indices boursiers des Etats-Unis. En effet, la
fonction de réponse impulsionnelle au choc du VAR estimé, montre que les chocs positifs
matérialisés par une hausse du prix de pétrole, avaient un impact plus important sur
Iindice, et qu’un choc négatif illustré par une baisse du prix de pétrole, n’entraine pas le
méme effet sur la variation de l'indice S&P _500.

PARK, J. W. and Ratti, R. A (2008) [40], analysent les impacts respectifs des prix
du pétrole et de leur volatilité sur les rendements des actifs boursiers aux Etats-Unis
et dans 13 pays industrialisés d’Europe. Utilisant la méme méthodologie que [43], ils
montrent que les chocs sur les prix du pétrole ont un effet statistiquement significatif sur
le rendement des actifs boursiers, de maniére contemporaine au cours du méme mois ou
avec un décalage d’'un mois. De plus, les effets observés varient selon les pays. Pour la
plupart des pays de I'UE et non pour les USA, 'accroissement de la volatilité réduit le
rendement des actifs de maniére contemporaine ou avec un décalage d’un mois.

Les séries financiéres sont caractérisées par une volatilité, qui varie au cours du temps,
par un kurtosis élevé, par une asymétrie et une persistance des chocs sur la volatilité. La
variance conditionnelle, qui constitue une mesure de la volatilité d’une série, n’est plus
constante et la volatilité dépend de ces valeurs passées.

Pour prendre en compte ce phénomeéne, Engle (1982) [20] et Bollerselv (1986) [8] ont
développé les modeles ARCH (AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques)
et GARCH (AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques Généralisées). Ces
modeéles constituent une extension du modele ARMA, introduit par Box et Jenkins en
1971.

Selon Bera, A. K, et Higgins, M. L (1993) [5], cette modélisation ARCH/GARCH et
ses extensions correspondent & une représentation spécifique du non linéarité, qui permet
une modélisation simple de I'incertitude.

Dans I’économétrie de séries temporelles univariées, les modéeles GARCH semblent étre

les plus adéquats pour prévoir les séries financiéres. Le choix de ces modeéles est dicté par



les propriétés qui caractérisent ces séries, a savoir : la stationnarité, I’autocorrélation des
carrés des variations de prix, les queues de distribution épaisses, les clusters de volatilité,
les queues épaisses conditionnelles, 'effet de levier, la saisonnalité, et ’asymétrie.

De plus, les modéles GARCH univariés ont été utilisés pour modéliser la volatilité des
prix du pétrole depuis le début des années 1990 et sont devenus une pratique standard.
Malgré I’explosion de nouveaux types de modeles GARCH, y compris le modele GARCH
multivarié de Bollerslev (1986) [8], GARCH de Baillie R.T., Bollerslev, T., and Mikkelsen,
H.O. (1996) [4], GARCH non paramétriques de Biihlmann, P. and McNeil, A.J. (2002)
[12], et GARCH de la composante multiplicative de Engle, R. & Sokalska, M.E (2012)
23], aussi Joshua C.C. Chan , Angelia L. Grant (2015) [34], les modeéles simples de type
GARCH(1,1) restent treés utiles car ils convergent beaucoup plus rapidement vers un
maximum local lorsqu’on utilise une estimation par la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance, tout en délivrant des performances de prévision qui ne sont pas forcément
inférieures aux modeles multivariés de Yudong Wang and Chongfeng Wu (2012) [47].

L’objectif de la these est d’analyser et d’étudier le comportement de la dynamique
du taux de change des prix du pétrole et les indices boursiers, en appliquant la méthode
de VaR. Comme dans la plupart des travaux existants dans la littérature économique,
on considére un modele sous forme multiplication ou le bruit blanc au sens faible, dé-
pendant de la volatilité. La théorie classique des séries temporelles n’étant pas suffisante
pour décrire les mouvements & court terme du taux de change, nous proposons dans ce
travail une méthode qui permet de modéliser la volatilité a ’aide d’un processus GARCH
univarié appliquées aux données sur des prix du pétrole et les indices boursiers. De plus,
on cherche d’examiner la performance des modeéles GARCH multivariés. La contribution
de notre recherche puise du fait que nous appliquons les modéles GARCH multivariés
dans la gestion active du portefeuille sur une période 351mois et ce avec des données du
marchés boursiers et pétroliers utilisant les logiciels Eviews et RATES.

La thése comporte quatre chapitres, une introduction et une conclusion. Ce travail

est composé de deux parties, une partie théorique contient trois chapitres et une partie



pratique qui contient un seul chapitre.

Ainsi, le premier chapitre contient quelques définitions et notions de base sur les séries
chronologiques ainsi un panorama des modeles clés de la classe ARCH /GARCH univarié.

Le chapitre 2 se focalise sur les différentes méthodes d’estimations des parameétres des
modeles utilisés a savoir :

- la méthode de maximum de vraisemblance ;

- la méthode de quasi maximum de vraisemblance ;

- la méthode de la régression artificielle.

Ainsi que les propriétés asymptotiques de I’estimateur obtenu par ces méthodes.

Le chapitre 3 présente une synthése sur le modéle GARCH multivarié et leur station-
narité.

Enfin, le dernier chapitre, qui est ’essentiel de cette thése, contient une application
portée sur les corrélations dynamiques entre les prix du pétrole et les marchés boursiers
(d’Amérique (SP 500), francais (CAC 40) et Japon (NIKKEI 225)) en utilisant les mo-
deles multivariés BEKK et DCC GARCH sur la période du ler Aott 1987 au 30 octobre
2016, soit 351 observations.



Chapitre 1

Les Modéeles ARCH, GARCH

Univariés

Dans cette partie, on distingue les différents types des modeéles de I’hétéroscédasticité

conditionnelle.

1.1 Notions de base

1.1.1 Notions de stationnarité

La stationnarité implique que I’état d’une série temporelle ne depend pas du temps.
En particulier, la stabilité d'une série (X;,t € Z) est vérifiée si elle ne comporte pas de
tendance saisonniére, ni de tendance a la hausse ou a la baisse. Formellement, on envisage
deux types de stationnarité (stationnarité stricte et stationnarité au second ordre).

Définition 1 (Stationnarité stricte) Le processus (X;) est dit strictement station-
natre si Vit <ty < .. <tp, t; € Z ,i = 1,..,n et quelque soit h € Z , les vecteurs
(Xpys oo Xe, )T et (Xgyihy ooy Xoyn)t ont la méme loi de probabilité.

Définition 2 (Stationnarité au second ordre) Le processus (X;,t € Z) est sta-

tionnaire au second ordre(stationnaire au sens faible) si les conditions suivantes sont



vérifiées :

(i).Vt € Z, E(X?) < oo,

(17).Vt € Z, E(X;) = m, indépendant de t,

(173).Vt, h € Z, cov(Xy, Xiin) = E [(Xepn — m)(Xy — m)] = y(h), indépendant de t.

La fonction ~(.) (resps. p(.) :=~(.)/~v(0)) est appelée fonction d’autocovariance (resp.
d’autocorrélation ) de (Xi).

-La condition (i) signifie 'existence des moments d’ordre deux.

-La condition (i7) implique que les variables aléatoires (X;) ayant la méme espérance
quelle que soit la date ¢, i.e F(X;) ne dépend pas du temps.

-La condition (4i7) signifie que les moments sont indépendants de la date considérée
et ne dépends que uniquement de l'ordre des retards, c¢’est-a-dire la fonction d’autocova-
riance de (X;) doit étre indépendante du temps. Donc on peut conclure quun processus
faiblement stationnaire si ses moments ne dépend pas du temps. Par conséquent, au cours
du temps si la variance de (X;) est constante alors le processus (X;) est stationnaire sans

passer aux test d’hypothése sur la stationnarité.

1.1.2 Ergodicité

Soit { X;}}_, un processus stationnaire au second ordre, le processus (X;) est ergodique

si

1 n
lim - Z v(h) =0,
h=1

avec 7y(h) représente la fonction d’autocovariance du processus X;.

1.1.3 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

Définition 3 Soit (X;) une série stationnaire,

- La fonction d’autocovariance de (X;) est définie par :



ﬂyX(h’) = COU(Xt7 Xt+h)7 Vt7 h S Z

- La fonction d’autocorrélation de (X;) est définie par :

px(h) = = cor(Xy, Xyin),Vt, h € Z.

1.1.4 Le bruit blanc
Bruit blanc faible

Définition 4 Soit (g;)icz un processus stochastique, le processus (e;) est appelé bruit
blanc faible si les trois propriétés suivantes soient vérifiées, pour une constante positive
o? :

(7). E(gy) =0, Vt €Z,

(i1). E(e?) = o2Vt € Z,

(7). cov(et, eryn) = E(ereryn) = 0,Yt,h € Z,h # 0.
on note (g;) ~ WN(0,c?).

1.1.5 La volatilité

Définition 5 [’instabilité du cours d’un actif financier est mesurée par la volatilité,
cette derniere mesure 'amplitude d’un produit dérivé et des variations d’une action. Il
s’agit d’un paramétre de quantification du risque de rendement et de prix. Les séries
monétaires et financiéres sont caractérisées par le clustering de volatilité, a savoir les
périodes de forte volatilité alternent avec les périodes de faible volatilité. Ce phénomeéne,
que nous appelons aussi [’hétéroscédasticité conditionnelle, est particuliérement fréquent
dans les données boursiéres, les taux de changes ou d’autres prix déterminés sur les

marchés financiers.
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1.1.6 Séries financiéres

La modélisation des séries financiéres est trés difficile. Cette difficulté due pour les
raisons suivantes :

-L’existence de régularités statistique qui est la méme dans les différentes séries finan-
ciéres.

-La disponibilité d’échantillons de tres grandes tailles.

-L’importance de la fréquence d’observation.

-La variété des séries financiéres.

Les propriétés concernent les régularités empiriques des séries financiéres qui sont
mises en 1963 par Mandelbrot, vérifiées et complétées par nombreux auteurs, ses pro-
priétés qu’on va présenter ci-dessous valent surtout pour les séries quotidiennes de prix
d’action.

Soit S; le cours d’un actif a la date t et soit ¢, = log(S;/S;_1) présente le rendement.
Si—

%. Sion pose ¢; = log(1+7;),

Ainsi que (¢;) décrit les variations relatives des prix r;, = 5

dans ce cas, ces deux séries présentent sur celle des prix I'avantage d’étre sans unité, cela

ne permet de comparer facilement entre différents titres.

1.1.7 Hétéroscédasticité

Définition 6 En statistique, lorsque les variances des variables étudiées sont diffé-
rentes, dans ce cas on parle sur I’hétéroscédasticité. Par contre, si la variance de l’erreur

des variables est constante, on parle ici sur ’homoscédasticité i.e Var (g;) = o Vi, nous

2

2
i ]

avons désormais Var (g;) = 07, ot 07 # 03 8117 j.

1.2 Les modéles ARCH

Une classe de modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH)

a été créée par Engle nous permet de connaitre le comportement temporel de la volatilité.
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Le modéle est formé de deux équations. La premiére met en relation le rendement et cer-
taines variables qui I’expliquent et la seconde modélise la variance conditionnelle des ré-
sidus.

Le principe proposé par Engle consiste & introduire une dynamique dans la détermi-
nation de la volatilité en supposant que la variance est conditionnelle aux informations
dont nous disposons. Il avance une spécification ARC H(q) ont le carré des innovations,
c’est-a-dire la variance du terme d’erreur au temps ¢, dépend de I'importance des termes
d’erreur au carré des ¢ périodes passées. Le modele ARCH (q) permet de générer des

épisodes de volatilité importante suivis d’épisodes de volatilité plus faibles.

1.2.1 Les modéles ARCH(1)

Définition 7 Le processus (X;)i>o satisfait une représentation d’un processus auto-
régressif conditionnellement hétéroscédastique d’ordre 1, noté ARCH (1), si et seulement

S?

Xt = & ht, (11)

ol

2
hy = g + a1 X4,

et () désigne un bruit blanc faible.

De facon générale, ¢; désigne un ensemble de variables aléatoires indépendantes, iden-
tiquement distribuées, centrées, réduites. La composante h; désigne une variable qui est
déterministe et positive conditionnellement & I’ensemble d’informations des valeurs pas-
sées de Xi, .. a Xy = {X; 1, Xy 9, ..., Xi_j, ..}. Dans ce systéme, le processus (X;) est
caractérisé par des autocorrélations nulles et une variance conditionnelle variée dans le
temps en fonction de 'ampleur de I'innovation passée.

On peut établir des résultats intéressants en considérant le processus autorégressif sur
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X? . Pour simplifier, on se limite au cas du ARCH(1). Dans ces conditions :

hy = g + Oélefl 4 Xf = Qg + OélXt271 -+ (XtQ — ht),

soit encore :

2 2
X, =ap+ a1 X[ |+,

ou vy = X7 — hy vérifiant E(v|X,_1) = 0 est un processus d’innovation pour X7.
Ainsi, cette écriture précédente correspond celle d'un AR(1) sur le carré X7?. On sait
que ce processus X7 est stationnaire au second ordre si et seulement si a; < 1. On peut
déduire de ses différentes écritures, un certain nombre de propriétés qui pourront étre

étendues au cas des processus ARCH(q).

1.2.2 Les modeéles ARCH(q)

Définition 8 On considére un modéle linéaire autorégressif exprimé sous la forme

swvante :

re = :ut—’_Xta

ol

e = E(re/v,_q),

On dit que le processus (X;) suit un processus ARCH (q) s’il est défini par une équa-

tion de la forme

X = eV I,

I’équation de la variance conditionnelle d’un processus ARCH s’écrit :
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q
he =00+ Y X7, (1.2)

=1

ry : rendements d’un actif au temps t,

w, @ lespérence conditionnelle de 1y,

Xy 1 erreurs conditionnelles d’actif au temps t,

Y, : ensemble d’informations au temps t,

hy : la variance conditionnelle au temps t (la volatilité au carré),

g o bruit blanc faible,

Qg : parametre qui représente la variance moyenne a long terme,

«; @ paramétre qui mesure la sensibilité a la volatilité conditionnelle,

q : Dordre du processus ARCH

Afin de s’assurer d’obtenir une variance conditionnelle positive, il faut respecter les

conditions sutvantes : cg > 0, a; > 0 pour tout 1 =1,2,3,...,q.

1.3 Les modéles ARCH généralisés (GARCH)

Les modeles ARCH (autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques) ont été
introduits par Engle (1982) [20] et leur extension GARCH (ARCH généralisés) est due a
Bollerslev (1986) [8]. Leur caractérisation repose essentiellement sur le concept de variance
conditionnelle. Dans ces modéles, celle-ci s’écrit comme une fonction affine des valeurs
passées du carré de la série. Cette spécification particuliére se révele trés fructueuse car
elle permet une étude compléte des propriétés des solutions tout en étant assez générale.
Les modéles GARCH sont en effet susceptibles de capter les propriétés caractéristiques

de certaines séries.
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1.3.1 GARCH(p,q) (Sens faible)

Définition 9 On dit que { X, }ien est un processus GARCH (p, q) si ses deuz premiers
moments conditionnels existent et vérifient :
(7). BE(X¢|Xs,s<t)=0,t€ Z;

(4). Il existe des constantes ag, v, i =1,...,q et B;,j =1,...,p telles que

q p
he =V(Xi|Xos <t)=an+ > X7+ Y B, teL, (1.3)
=1

j=1
ol ¢; est un bruit blanc faible.

L’ équation (1.3) peut-étre écrit de maniére symbolique sous la forme plus compacte

hi = g+ (L) X}? + B(L)hys, t € Z, (1.4)

ot L est lopérateur retard (L'X? = X? . et L'hy = hy_; pour tout entier i), o et (3

sont les polynomes de degrés q et p :

(L) =D L', B(L) =) B;L .
i=1 j=1

Définition 10 L’innovation du processus X? est par définition la variable v; =
X2 — hy. En remplagant, dans l’équation (1.3), les variables hy_; par th_j — Vi—j; on

obtient la représentation

T p
X} =0+ (i+B)X7+v—Y By, L€,
i—1 j=1

o, v = max(p, q), avec la convention o; =0 (resp.3; = 0) si i > q (resp.j > p).
- On retrouve ainsi dans cette équation la structure linéaire des modéles ARMA,

- Sous 'hypotheése suivante :

X? est stationnaire, si (X;) est un GARC H (p, q), alors (X?) est un processus ARM A(r, p).
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1.3.2 Processus GARCH(p,q) fort

Définition 11 Dans le cas d'un GARCH fort, on dit que {X;}ien suit un processus
GARCH (p,q) si:

{ Xo = e/l (1.5)

ht = Qg + 2321 ain_i + Z?:l tht,j, te Z’
ot g >0, ; >20,i=1,....qget §; >20,5=1,....,p,p >0 et & est un bruit blanc

fort gaussien N(0,1), ou on peut écrire h; sous la forme suivante :

q p
hy = ag + Z aihy—i€;_; + Z Bihij, (1.6)
i=1 j=1

ou bien

ht = Qg + Z ai(5t7i>ht7i7

i=1
ot a;(z) = ;z® + B;, i = 1,...,r. Cette représentation montre que dans le cas d’un
GARCH fort, le processus de volatilité vérifie une équation autorégressive, mais avec
coefficients aléatoires.
Propriétés

-Si le processus GARCH (p, q) est stationnaire au second ordre, alors nécessairement

p q
Zai + Zﬁj < 17
i=1 j=1

et dans ce cas, la variance de X; est donnée par

)

1- 23:1 Qi + Z?:l Bj.

V(X)) =

- Les conditions ag > 0, a; > 0 et §; > 0 suffisantes pour garantir la positivité de ;.
- Bollerslev (1986) a montré que, dans le cas d'un GARCH(p, q), la variance du

processus reste finie si la somme des parametres a; + ...+, + 5, +... + 3, est plus petite
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que 1.
- Un GARCH (0,q) est un ARCH(q).

1.4 Etude de la stationnarité

1.4.1 Etude de la stationnarité du modéle GARCH(1,1)

Nous allons chercher sous quelles conditions il existe des processus stationnaires (au
sens strict et au second-ordre) vérifiant les définitions 9 et /ou 11. On s’intéresse plus par-
ticuliérement aux solutions non anticipatives du modeéle (1.5), c’est-a-dire aux processus
(X;) tel que X; soit une fonction mesurable des variables €; g, s > 0.

Nous examinons d’abord le cas du modeéle GARCH(1,1) qui peut se traiter avec des

techniques élémentaires. On notera, pour z > 0, log™ = max(log z, 0).

Modéle GARCH(1,1)

Dans le cas ou p = ¢ = 1, le modele (1.5) s’écrit

{ X =ew/he (1.7)

he = ag + aX? | + Bhy_y

avec ag > 0, > 0, et 8 > 0, on pose a(z) = az? + .

Stationnarité stricte

Théoréme 12 Stationnarité stricte du modéle GARCH(1,1) fort
Si

—o0 <v:=E (log{as} + B}) <0, (1.8)

la série
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Sy = {1 + Za(st_l)...a(et_i)} o, (1.9)

converge presque sirement (p.s.) et le processus (X;) défini par X, = e;1/5; est
lunique solution strictement stationnaire du modéle (1.7).

St v >0 et ag > 0, il nexiste pas de solution strictement stationnaire.

Remarque 1

1) Le coefficient v = E log{a(e;)} existe toujours dans [—oo, +-00| car E (log™{a(e;)})
< E(aler)) = a+p.

2) Dans le cas ot g = 0 et v < 0, il est clair d’apres (1.9) que la seule solution
strictement stationnaire du modele est X; = 0. Il n’est donc naturel d’imposer ag > 0
dans la pratique.

3) On voit que la condition (1.8) dépend de la loi du processus (g;) et qu’elle n’est
pas symeétrique en « et [3.

4) La condition (1.8) implique 8 < 1. Inversement, si a + 5 < 1, (1.8) est vérifiée, car

par application de I'inégalité de Jensen

FE log{a(e;)} < log F{a(g;)} = log(a+ ) < 0.

5) Si (1.8) est satisfaite, elle I'est également pour tout couple (aq, 3,) tel que o < «
et f; < (. En particulier la stationnarité stricte du modele GARCH implique celle du
modele ARC'H obtenu en supprimant [3.

6) Dans le cas ARCH(1) (8 = 0), la contrainte de stationnarité stricte s’écrit

0 < a<exp{—FE(loge?)}. (1.10)

Preuve du théoréme 12
En utilisant de maniére itérative la seconde équation du modele (1.7), on obtient,

pour N > 1,
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ht = ao—l—a(et_l)ht_l (]_]_1)
N
= 1—|—Za(5t_1)...a(5t_n) —I—a(st_l)...a(st_N_l)ht_N_l
n=1

= 5¢(N) +a(ei—1)...aler—n—1)hi—n—1.

Le processus limite s; = limy_,o, 5¢(IV) existe dans R = [0, +00], puisque les termes
de la somme sont positifs. De plus, en faisant tendre N vers l'infini dans la relation

st(N) = o + a(er—1)s¢—1(N — 1), on obtient :

st = g + a(er—1)S¢-1-

Nous allons montrer que s; est presque stirement finie si et seulement si v < 0.

Supposons v < 0. On utilise la régle de Cauchy pour les séries a termes positifs.

On a

[a(g1_1)...a(er—n)]Y™ = exp [% Zlog{a(et_i)}] — ¢ ps, (1.12)

quand n — oo, par application de la loi forte des grands nombres a la suite iid
(log{a(=:)}).

La série définie dans (1.9) converge alors presque siirement dans R, par application
de la régle de Cauchy, et le processus limite, (h;), est a valeurs réelles positives.

Par suite, le processus (X;) défini par :

- 1/2
Xy = e/t = {ao + Za(stl)...a(eti)ao} Et, (1.13)
i=1

est strictement stationnaire (voir [14]). Il est non anticipatif comme fonction mesurable
des variables ¢,_;,7 > 0. De plus (X;) vérifie le modele (1.7).

Nous montrons maintenant 'unicité. Soit X; = €;,1/h; une solution strictement sta-
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tionnaire. D’apres (1.11) on a

ht = St(N> + a(gtfl>~-~a/(5t7N71)ht7N71-

Par suite

ht — S = {St<N> — St} + a(€t_1)...a(€t_N_1)ht_N_1.

Le terme entre accolades a droite de 1’égalité tend vers 0 p.s. quand N — oo. Par
ailleurs, puisque la série définissant s; converge p.s., on a a(g;_1)...a(e;_,) — 0 avec
probabilité 1 quand n — oo. De plus la loi de h;_y_1 est indépendante de N par sta-
tionnarité. Par suite a(g;_1)...a(es—n—_1)hi—n—1 — 0 en probabilité lorsque N — oo. On
a montré que h; — s; — 0 en probabilité quand N — oco. Ce terme étant indépendant de

N, on a nécessairement s; = h; pour tout ¢, p.s.
N

Sivy > 0, d’apres (1.12) et la regle de Cauchy, Z a(e—1)...a(ei—p) — +00, p.s. lorsque

n=1

N — oo. Donc si ag > 0, s; = +00, p.s. D’aprés (1.11), il est clair que hy = +00, p.s.
Par suite, il n’existe pas de solution finie p.s. de (1.7).
Dans le cas 7 = 0, nous procéderons par ’absurde. Supposons qu’il existe une solution

strictement stationnaire (X, hs) de (1.7). Nous avons pour n > 0,

ho > ayp {1 + z”: a(z—:t_l)...a(et_i)}

i=1
d’ot on déduit que le terme général a(e;_1)...a(e;_, ) converge vers zéro, p.s., quand

n — 00, ou, de maniére équivalente, que

Zlog a(e;) + log ag — —oo p.s. quand n — oo. (1.14)
i=1

D’apres le théoréme de Chung-Fuchs nous avons lim sup) ;. log a(g;) = 400 avec

probabilité 1, ce qui contredit (1.14).
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Stationnarité au second ordre

Théoréme 13 Stationnarité au second ordre du GARCH(1,1)

Supposons ag > 0.

Si a+ > 1, il n’existe pas de solution GARCH (1,1) non anticipative et stationnaire
au second ordre .

Si a+ <1, le processus (X;) défini par (1.13), est stationnaire au second ordre.

Plus précisément, (X;) est un bruit blanc. De plus, il n’existe pas d’autre solution
stationnaire au second ordre et non anticipative.

Preuve

Si X, est un processus GARCH(1,1), au sens de la définition 9, stationnaire au

second-ordre et non anticipatif, on a

E(X?) = E{E(X/|X,,s <t)} = E(h) = ap + (o + B) E(X/ )

soit

(1—a—BE(X2) = ay

Il faut donc o+ 3 < 1. On obtient de plus : E(X?) > 0.

Inversement, supposons a + 3 < 1. D’aprés la remarque 4 précédente, la condition
de stationnarité stricte est vérifiée. Il suffit donc de montrer que la solution strictement
stationnaire définie dans (1.13) admet une variance finie. La variable s; étant une limite
croissante de variables aléatoires positives, d’aprés le théoreme de Beppo Levi, on peut

intervertir espérance et somme infinie et écrire
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E(Xf) = E(s) =

1+ E {a(st_l)...a(st_n)}] g

&%)

= |14+ {Ea(e)}"

(%]

-
= (14D (a+)"
L 07;0:1

1—(a+p)

Cela suffit a prouver la stationnarité au second-ordre de la solution. De plus cette

solution est un bruit blanc car E(X;) = E{E(X;|X,,s <t)} =0 et pour tout h > 0,

CO’U(Xt, Xt—h) = E{Xt—hE(Xt|XS> § < t)} = 0.

Soit X; = €;4/5; une autre solution stationnaire au second ordre et non anticipative.

On a

|5t - §t| = G(ﬁt—l)---a(ﬁt—nﬂst—n—l — St-n-1

et par suite,

E|St — §t| = E {(I(&g_l)...a(&g_n)} E|St—n—1 — §t—n—1

= (a+0)"E|st—n-1 — St—n_1]-

Notons que la seconde égalité résulte du caractére non anticipatif des solutions, hypo-
thése qui n’était pas nécessaire pour établir I'unicité de la solution strictement station-
naire. L’espérance de [$;—p,_1 — §;—n—1| étant bornée par E|s;_,_1| + E|5;_n_1|, quantité
finie et indépendante de n par stationnarité, et (o 4+ 3)™ tendant vers 0 quand n — oo,

on obtient F|s; — 5| = 0 et donc s; = §; pour tout ¢, p.s.
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1.4.2 Etude de la stationnarité du variance conditionnelle

Théoréme 14

Soit (Y;) est un processus stochastique défini par

Y, =A +BY:i1, teN,

On suppose que Yy est indépendant de ((A¢, Bt)i>0) qui sont iid. Supposons que

E In"|A|<cet —c0c < FE In|B| <0.

Alors

a—Y; 2y pour chaque variable Y, telle qu’elle vérifier l’identité en loi

Y = A+ BY,

ot Y et (A, B) sont indépendantes.

b— L’équation précédente a une unique solution au sens de distribution, qui est donnée
par

0 m—1
v, 2 > A ] B (1.15)

m=1 j=1
Le coté droit de I’équation (1,15) converge absolument avec une probabilité 1.

c— Si on choisit Yy > Y comme dans (1,15), Alors le processus (Yi)i>o est stricte-

ment stationnaire.

Théoréme 15

Soit hy la variance conditionnelle du processus GARCH(1,1) définie dans (1,7), et

on Suppose que

E [In(aief+ B,)] <0
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et que hgy est indépendant de (e).

Alors le processus (hy) est strictement stationnaire si

co m—1

hg 2 Qp Z H (61 + 0415]2'_1)- (116)

m=1 j=1
et le série (1,16) est converge absolument avec une probabilité égale o 1.
Preuve

De I’équation (1,7) on a

hy = g + 041Xt2_1 + B1h—1,

ou

he = oo+ (ane;_y + By) hu—y

qui représente une équation de différence stochastique

Y, =A + BYiq,

ouY; = hy, Ay = ag et By = a2 | + [B1. A partir des hypothéses du théoréme nous
avons E In* |A| < co et E In|B| = E [In(8; + aze?_,)] < 0. Alors d’apres le théoréme
(14), on peut conclue que (h;) est strictement stationnaire avec une distribution marginale

unique donnée par (1,16), ceci montre le résultat du théoréme.

1.4.3 Etude de la stationnarité du modéle GARCH(p,q)

Dans le cas général du GARC H (p, q) fort, I’écriture vectorielle suivante sera trés utile.

On a

Z = Qt + Atét_p (1.17)
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ou

Qp&y Xt2
0 .
X2
(_)t — Z_)t(gt) — o c Rp+q,gt _ t—g+1 c RPtHa
hy
0
0 ht—p+1
et
oe? 0t Bl Bye?
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 O
Ay = (1.18)
a1 Qg b1 B,
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0

est une matrice de dimension (p+ ¢) X (p+ ¢). Dans le cas ARC H(q), z, ne contient

que X7 et ses ¢— 1 premiéres valeurs passées, et A; se limite au bloc supérieur a gauche de

la matrice ci-dessus. L’équation (1.17) constitue un modeéle vectoriel autorégressif d’ordre

un, avec coeflicients positifs et iid. La loi de 2z, conditionnelle & son passé infini coincide

avec sa loi conditionnelle & z;_; seulement, ce qui fait que (z;) un processus de Markov.

On parle ainsi de représentation markovienne.

En itérant (1.17) on obtient
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zi=b+ Y AtA1Argab, (1.19)

k=1

sous réserve que la série existe au sens presque str. L’objet de ce qui suit est de
trouver des conditions justifiant I'existence de cette série. Lorsque le membre de droite
de I’équation (1.19) a un sens, cela n’assure pas pour autant que les composantes de ce

vecteur sont positives. Une condition suffisante pour que, presque stirement,

b+ > AA A b >0 (1.20)

k=1
au sens ou toutes les composantes de ce vecteur sont strictement positives (éventuel-

lement infinies), et évidemment,

ap > 0,0, >0 =1,...,q),8;, >0(j = 1,...,p). (1.21)
Cette condition, trés simple a utiliser, n’est cependant pas toujours nécessaire comme
nous le verrons plus loin.
Stationnarité stricte

L’outil principal pour I’étude de la stationnarité stricte est le concept d’exposant de
Lyapounov. Soit A une matrice de dimension (p + ¢) x (p + ¢). Son rayon spectral, noté
p(A), est le plus grand module de ses valeurs propres. Soit ||.|| une norme quelconque sur

'espace des matrices (p + q) X (p + ¢q). On a le résultat d’algebre suivant

tlim %log | A*|| = log p(A) (1.22)

Théoréme 16
Soit {Ay,t € Z} une suite de matrices aléatoires, strictement stationnaire et ergo-

dique, telle que Elog® ||AY|| est finie. On a
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.1 1
tlirg ZE(log |AA 1. A =7 = tlerg* ZE(log |AiAi_q... Aql]) (1.23)

et y(resp.exp(7y)) s’appelle plus grand exposant de Lyapounov (resp. rayon spectral)
de la suite de matrices {As,t € Z}. De plus

i 1
v = tlirono ps. 5 log || AsAs_1... A4 (1.24)

Remarque 2

1) On a toujours v < E(log||A4]]), avec égalité en dimension 1.

2) Si A; = A pour tout t € Z, on a v = log p(A) d’apres (1.22).

3) Toutes les normes étant équivalentes sur un espace de dimension fini, il est facile
de voir que 7 est indépendant du choix de la norme.

4) L’équivalence entre les définitions de  se montre en utilisant le théoréme ergodique
sous-additif, voir Kingmam (1973) théoréme 6 [36]. La caractérisation (1.24) est particu-
lierement intéressante car elle permet de calculer des approximations de ce coefficient par
simulation. Des intervalles de confiance asymptotiques peuvent également étre obtenus,
voir Goldsheid (1991) [26].

Le lemme général suivant est tres utile pour ’étude du produit de matrices aléatoires.

Lemme 17 Soit {A;,t € Z} une suite de matrices aléatoires iid telle que E(log™ || Ay|

est finie et de plus grand exposant de Lyapounov . Alors

limy o p.s. ||[Ag. A4 =0=7<0 (1.25)

Comme pour les modeles ARMA, nous nous intéressons plus particuliérement aux
solutions (X;) non anticipatives du modeéle (1.5), c’est a dire telles que X, appartient a
la tribu engendrée par {e;, -1, ...}

Théoréme 18 Stationnarité stricte du modéle GARCH(p, q)

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus GARCH (p, q) stric-
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tement stationnaire, solution du modéle (1.5) est que

v<0

ot 7y est le plus grand exposant de Lyapounov de la suite {A;,t € Z} définie par
(1.18).

Lorsqu’elle existe, la solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et
ergodique.

Preuve

Nous utiliserons la norme définie par ||A|| = ) |a;j|. Par commodité la norme sera
notée de maniére identique quelle que soit la dimension de A. Avec cette convention,
la norme est clairement multiplicative : ||[AB|| < ||A| || B|| pour toutes matrices A et B
telles que AB existe.

Remarquons que, les variables €, étant de variance finie, tous les termes de la matrice
Ay sont intégrables. On a donc
E(log™ |Adll) < E || A¢]| < oc.

Supposons d’abord v < 0. Alors, 1’égalité (1.24) implique que la série

Z,=b,+ Z A A4 Anby

n=0
converge presque siirement pour tout ¢. On a en effet, en utilisant la multiplicativité

de la norme,

(1.26)

)

HZ < N8l + D 11 AA- 1 Al |Bs
n=0

et
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| A Ay ||Qt7n71H1/ = exp ElogHAt...At_nH ‘1”510%”[_%77%1” p-s el < 1.

Par suite, par la régle de Cauchy, Z, est bien défini dans (R**)P™. Soit Z,,,, la
g+ 1éme composante de Z,. En posant X; = @Eb on définit une solution strictement
stationnaire du modele (1.5). D’apres (1.19), X; s’exprime comme fonction mesurable de
€t,€¢-1, -... La solution est donc non anticipative et ergodique puisque (&;) est ergodique.

L’unicité se démontre par le méme raisonnement que dans le cas p = ¢ = 1.

Supposons qu’il existe une autre solution strictement stationnaire du modele (1.5),
ou de maniére équivalente une autre solution strictement stationnaire positive (z;) de

(1.17). Alors, pour tout n > 0,

12 — 201l = | 4Gy — 2 )] = - < A Al |2y — 220 |-

On a P(||Z; — z/]| # 0) > 0. Or on sait que || A;...A;—_|| — 0 p.s. quand n — oo car la
série intervenant dans (1.26) converge. Par suite P(||Z,_,_; — z;_,_;|| = 00) > 0, ce qui
implique que H §t7n71|| — 00 ou || Zlk—n—1H — 00 avec une probabilité positive.

Ceci est impossible car les suites (Z,); et (z7); sont stationnaires. On en conclut que
Z, = z; pour tout ¢, p.s.

Nous montrons finalement la partie nécessaire du théoréeme. D’apres le lemme 1, il

suffit d’établir (1.25). Nous allons montrer que, pour 1 <i < p+gq

lim; oo Ag...A_se; =0, p.s. (1.27)

ou e; est le i — eéme élément de la base canonique de RPT7. Soit (X;) une solution

strictement stationnaire de (1.5) et soit (z,) défini par (1.17). On a pour ¢ > 0
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29 = b0+A0§71

t—1
= by+ Y ApA b+ A Az,
k=0

Y

t—1
> Ag A by
k=0

. . - . - t—1

car les coefficients des matrices A, b, et z, sont positifs. Par suite la série ), _,
Ag... A b_,_, converge et donc Ay...A_p b_,_, tend presque stirement vers 0 quand
k— 00.Orb , = aogzk_lel + apeqgr1. Donc Ag...A_; b_,_; se décompose en deux

termes positifs et on a

limy, o0 Ag... A_poe®, 161 =0, limy_,o0Ap... A_gapegr1 =0, p.s. (1.28)

Puisque ag # 0, (1.27) est vraie pour i = ¢ + 1. En utilisant la relation

A_peqyi = Bie? e + Biegrr + €qrivr,i = 1,...p, (1.29)

avec par convention ey, .41 = 0, pour ¢ = 1 on obtient

0= hmt—»ooAO'--A—keq—&-l Z limk_,ovo...A_k+16q+2 2 0

donc (1.27) est vraie pour i = ¢ + 2, et par récurrence, pour i =g+ j,j = 1,...,p en
utilisant (1.29). Par ailleurs, on remarque que A_pe, = a,e% 61 + a,eft! ce qui permet
de voir, d’aprés (1.28) , que (1.27) est vérifiée pour i = ¢q. On conclut pour les autres

valeurs de ¢ en utilisant

2 .
A_pei = que” e + aieg + e, i =1, -1
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et une récurrence ascendante. Le théoréme 18 est donc démontré.
Remarque 3
1) On aurait pu mener une démonstration analogue en utilisant la représentation

vectorielle markovienne suivante fondée sur (1.6)

hy = ay+ Bihy_y, (1.30)

avec g = (ayp,0,...,0)/ € R",

) )
@t:(gtw--agt—rﬂ) e R, B, = ,

ou [,_; est la matrice identité de taille » — 1. Notons que les matrices B; ne sont pas

indépendantes, contrairement aux A;. Il est amusant de noter

EﬁBt = ﬁEBt. (1.31)
t=0 t=0

La propriété d’indépendance des A; sera cruciale pour trouver les conditions d’exis-
tence des moments, c’est pourquoi il est préférable de travailler avec la représentation
(1.17).

2) Pour vérifier que v < 0, il suffit de vérifier que

E(log HAtAtfl-“AlH) < 0

pour un t > 0.

3) Si un modeéle GARC'H admet une solution strictement stationnaire, tout modéle
GARCH obtenu en remplagant les a; et (; par des coefficients plus petits en admet
également une. En effet le coefficient v du modéle ainsi défini sera nécessairement inférieur
a celui du modele initial car, avec la norme utilisée, 0 < A < B implique ||A|| < ||B||. En
particulier la stationnarité stricte du modele GARC H implique celle du modele ARC H

obtenu en supprimant les coefficients 3; .
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Le résultat suivant (établi par Bougerol et Picard (1992) [11]) fournit une condition
nécessaire simple de stationnarité stricte.

Corollaire 19 Soit 7 le plus grand exposant de Lyapounov de la suite {A;,t € Z}
défini par (1.18). Alors

p
y<0=) Bi<l

j=1

Preuve
Comme tous les termes des matrices A; sont positifs, il est clair que 7 est supérieur au
coefficient de Lyapounov de la suite obtenue en remplagant les coefficients des ¢ premiéres
lignes et des ¢ premiéres colonnes par 0 dans les matrices A;. En utilisant la remarque 2

du théoréme (16) on voit que

v > log p(B)

ou B est la matrice bloc de A; définie par :

Br By - By
1 0 0
B=] 0 1 0
0 ... 1 0

Il est facile de montrer (par récurrence sur p et en développant par rapport a la

derniére colonne) que, pour A # 0,

det(B — ML) = (1P {N° = W18, — . = A3 — B} = (—A)pB(i),

ou B(z) =1~ By2—-—f,2". On en déduit que si v < 0 alors B(z) = 0 a toutes ses
racines en dehors du cercle unité.

Montrons maintenant que
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{B(z)=0=|z| > 1} & iﬁj < L (1.32)

j=1

OnaB(0)=1let B(1)=1-3"_ 3, . Doncsi) 7 B; > 1alors B(1) <0 et, par
continuité, il existe une racine dans |0, 1].

Inversement si Z?:l B; <1 et si B(z) = 0 pour un 2y de module inférieur ou égal a
Lalors 1 =375 3,2 = ‘Z?:l Bizp| <2251 By 2| < "_1B; , ce qui est

impossible. D’ou (1.32) et finalement le corollaire.

Stationnarité au second ordre

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité
au second-ordre.

Théoréme 20 Stationnarité au second ordre du modéle GARCH(p, q)

S’il existe un processus GARCH (p,q), au sens de la définition 9, stationnaire au

second-ordre et non anticipatif, et si ag > 0, alors

q p
dai+) B <L (1.33)
i=1 j=1

Inversement, si (1.33) est vérifiée, l'unique solution strictement stationnaire du mo-
deéle (1.5) est un bruit blanc (donc est stationnaire au second ordre). 1l n’existe pas d’autre
solution stationnaire au second ordre.

Preuve

Montrons d’abord que la condition (1.33) est nécessaire. Soit (X;) un processus

GARCH (p, q), stationnaire au second ordre et non anticipatif. Alors la quantité

BE(X}) = E{EX}/X,,s <t)} = E(0})

est un réel positif, indépendant de ¢t. En prenant I’espérance des deux membres de

'égalité (1.3), on tire donc
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E(X}) =00+ Y aBE(X})+ > B,E(X})
i=1 Jj=1

soit

<1 - Za - Z@) E(X?) = ay. (1.34)

Puisque ag est strictement positif, on doit avoir (1.33).
Supposons maintenant que (1.33) soit vraie et cherchons une solution GARCH au

sens fort qui soit stationnaire. Pour ¢,k € Z, définissons les vecteurs & valeurs dans R?

suivants :
0 sik <0
Zi(t) =
(1) {Qt Y AZ i (t—1) sik > 0.
On a
0 sik<0
Zi(t) — Zp-a(t) = § b, sik=0

AA{Zp 1t —1) = Zp ot —1)} sik >0
En itérant ces relations on obtient, pour k£ > 0
Zip(t) — Zp—a(t) = AsAv1. Ay by,
Par ailleurs, pour la norme victorielle ||[V|| = Y. |v;|, on a pour toute matrice aléatoire

V' a coefficients positifs, E ||V|| = E >, |vi| =Y, E |vi| = ||[E(V)||. Donc, pour k& > 0

Y

ENZe(t) = Zies(8)]| = || B(A A1 Ar—inby_)

car la matrice Ay Ay_1...A;_j+1b,_;, est positive. Tous les termes du produit A;A; ... Ay 41b,_
sont indépendants (car le processus (g;) est iid et chaque terme du produit est fonction

d’une variable ¢;_;, les dates t — i étant distinctes).
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Par ailleurs, A := E(A;) et b= E(b,) ne dépendent évidemment pas de ¢t. Finalement,

pour k£ > 0

EZ(t) ~ Zia(9)] = || A% = (1..... A%,

car tous les termes du vecteur A¥b sont positifs.
La condition (1.33) implique que les valeurs propres de A sont de module strictement

inférieur a 1 : en effet on vérifie que

q p
det(Ad — A) = N\PT9 (1 = =D ﬁjx—j) : (1.35)
i=1 j=1

par exemple en retranchant la ¢ + 1 — éme ligne de AId — A a la premiére, puis en
développant le déterminant par rapport a la premiére ligne. Donc si |A| >1, en utilisant

'inégalité |a — b| > |a| — |b|, on obtient

|det(Md — A)| >

1 —Zq:aixi —zpjﬁjw >1 —zq:ai —zpjﬁj > 0.
i=1 j=1 i=1 j=1

Par suite, en utilisant la décomposition de Jordan, ou (1.22), il est facile de voir que

A* — 0 a vitesse exponentielle quand k — oo. Donc pour ¢ fixé, Z,(t) converge a la fois
aux sens L!, en utilisant le critére de Cauchy, et presque sur quand k — oo. Soit z, la
limite de (Zx(t))x. Ak fixé, le processus (Zx(t))icz est strictement stationnaire.

Le processus limite z, 1'est donc également. Par ailleurs il est clair que z, vérifie
I'équation (1.17).

Remarque 4

1) Sous les conditions du théoréme, 'unique solution stationnaire du modele (1.5) est,

en utilisant (1.34), un bruit blanc de variance :

Qp
(1 =i Z§:1 63‘) |

2) Les conditions des théorémes 18 et 20 étant nécessaires et suffisantes, on a forcément

Var(X;) =
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[iamLiﬁj < 1] =v<0.
i=1 j=1

puisque la solution stationnaire au second ordre du théoréeme 20 l'est également
strictement. On vérifie directement cette implication en remarquant que si (1.33) est
vraie, d’aprés la preuve précédente, le rayon spectral p(A) est strictement inférieur a 1.
Par ailleurs, d’aprés un résultat de Kesten et Spitzer (1984, (1.4)) [35], on a toujours :
v < log p(A).

Lorsque

q p
Zai +Zﬂj =1
i=1 j=1

1.5 Tests d’hétéroscédasticité :

Il existe plusieurs tests possibles : test de Goldfeld et Quandt, test de White, test de
Breusch et Pagan et test ARCH de Engle. Nous étudierons ici le test ARCH car il est

trés fréquemment employé en économétrie des séries temporelles financiéres.

1.5.1 Test ARCH :

Le test ARCH consiste a effectuer une régression autorégressive des résidus carrés sur

q retards :

q
2 2
€ = Qg + E Qg

i=1

ou g; désigne le résidu a l'instant ¢ issu de I’estimation,

Pour déterminer le nombre de retards ¢, on étudie le corrélogramme des résidus au
carré.

Les hypotheses du test ARC'H sont les suivantes :

Hy : homoscédasticité et a; = ... = a4 =0
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H; : hétéroscédasticité et il y a au moins un coefficient «; significativement différent
de 0.

Pour mener le test, on utilise la statistique de test n x R? ot n correspond au nombre
d’observations de la série e, et R? représente le coefficient de détermination associé a la
régression 47 = ag + Y i, a7,

Sous I’hypothése Hy, la statistique de test n x R? suit la loi du Khi-deux de degrés
de liberté q. La regle de décision est alors :

-Sin x R? < x?%(q) ou x?*(q) désigne la valeur critique figurant dans la table du
Khi-deux , on accepte ici I’hypothése Hy d’homoscédasticité.

-Sin x R? > x?(q), on rejette ici Phypothése Hy d’homoscédasticité et on admet qu'il

y a de I'hétéroscédasticité.
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Chapitre 2

Estimation des modéles GARCH

Dans cette section, nous allons traiter I’estimation des parameétres d’un modéele GARCH.
Les modeéles introduits reposent sur des formulations des moyennes et variances condi-
tionnelles.

En pratique celle-ci souvent paramétrées de fagon que la moyenne conditionnelle m,(6)
et la variance conditionnelle h;(6) apparaissent comme des fonctions de parameétres in-
connus et de valeurs passées du processus. La connaissance de, ces moments ne suffit
cependant pas sans hypothése supplémentaire a caractériser la loi conditionnelle du pro-
cessus. Les méthodes d’estimation sont envisagées :

- La méthode de MV,

- La méthode de QMV,

- La méthode de régression artificielle.

2.1 Estimation des paramétres du modéle ARCH par
la méthode de MV

L’estimation des paramétres de modeéles ARC' H se base trés souvent sur la maximisa-
tion de la fonction de vraisemblance. Nous supposons que le processus (X;) est condition-

nellement gaussien. La vraisemblance associée a (X;) conditionnellement au passé X; 1

38



est donné par :
X2

- \/% exp(— )

et dépend du vecteur de parametres § = (ag,a1,...,q®,) & travers o;. La fonction de

L(Xt‘Xﬂé )

vraisemblance de (X7;.....; X7)" conditionnelle & Xy = 0, est par conséquent

T —X?
LT(Xl,XQ, 7XT|XE7 9) = t1:[10- mexp(— 20_2 )
=10, h

I’estimateur est alors défini comme le vecteur
O = (dorr, - - ., Ggr)
qui maximise le logarithme de cette fonction de vraisemblance :
Op = argrr;axlnLT(Xl,XQ, oy X735 0)

Sous diverses conditions de régularité, 'estimateur est convergent (Weiss 1986 ) [45].

2.2 Estimation des parameétres du modéle GARCH
par la méthode de MV

La vraisemblance associée a (X;) conditionnellement au passé X; ; s’écrit :

Xf
Xi| X exp(——=
( t‘ t— 17 ) O't\/_ p( 20_%)
et dépend du vecteur de paramétres 6 = (ao, ..., aq, By, ..., 3,)’, La fonction de vrai-

semblance de (X4, ..., X7)" conditionnelle & Xy = 0, est par conséquent

L exp(— A1)
ex —_—
o 2T P 202

et la fonction de vraisemblance totale est donnée par :

L<Xt‘X53 9) =
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T
LT(X1> X27 ) XT’Xﬂ; 9) = tl;IlL(Xt’Xﬂ; 9)

Cette fonction de vraisemblance peut étre calculée pour différentes valeurs du vecteur
0y et sa maximisation livre 'estimateur de maximum de vraisemblance.

La contribution de I'observation t & la fonction de log-vraisemblance a la forme :

2

—1 X
lt(e) = TIH(QWO?) — T‘g
t

Pour un échantillon de taille 7" la fonction de log-vraisemblance est s’écrit par :

1 T

Iestimateur est alors défini par le vecteur

A

A N ~ > !/
QT = (CVO;Ty R aaq;T7 BO;Ta e aﬁp;T)
qui maximise le logarithme de cette fonction de vraisemblance :

~

Or = argmax InLy (X, Xo, .., X7;60)
9

2.3 Estimation des parameétres du modéle GARCH
par la méthode de QMV

Dans cette approche, I'utilisation de la méthode du QMV ou PMV est particuliére-
ment intéressante pour les modeles GARCH car elle est valide, asymptotiquement, pour
tout processus GARCH strictement stationnaire (sous des conditions de régularité mi-
neure), sans hypothése de moments sur le processus observe. Par conséquent, la fonction
de vraisemblance définissant 1’estimateur du MV sous I’hypothése de normalité et la

fonction de qausi-vraisemblance de 'estimateur QMV (ou PMV) sont les mémes.
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Les conditions de régularité sont toujours de trois types :

- Des conditions de stationnarité forte du processus,

- Des conditions d’existence des dérivées et des moments apparaissant dans les diverses
formules,

- Des conditions d’indentifiabilité des parameétres 6, qui doit pouvoir étre retrouvé,
sans ambigiiité & partir des deux premiers moments conditionnels.

On supposera que les observations X1, ..., X,, constituent une réalisation (de longueur
n) d’un processus GARCH (p, q), solution strictement stationnaire non anticipative du
modele qui définit dans (1.5)

Les ordres p et ¢ sont supposés connus. Le vecteur des parameétres

’ /

0= (01> "'a0p+q+1) = (Oéo,Oél, ---aaq761a "'7ﬁp)

appartient & un espace de parametres

O CJ0, +o00[x [0, co[PF1.

La vraie valeur du parameétre est inconnue. Elle est notée

!
00 = (06070[01, '”7O‘0q75017 "'7601)) .

Pour écrire la vraisemblance du modéle, il faut spécifier une distribution particuliére
pour les variables iid ;. On considére généralement la quasi-vraisemblance gaussienne, i.e.
la vraisemblance obtenue & partir d’une loi normale centrée réduite pour les ;. Nous ne
ferons cependant pas 'hypothése que cette loi constitue la vraie distribution du processus
iid.

La spécification d’une distribution gaussienne pour les variables ¢; ne permet pas d’en
déduire simplement la loi de I’échantillon. On travaille avec la vraisemblance de Xj, ..., X,
conditionnellement a certaines valeurs initiales.

Etant donné des valeurs initiales X, ..., X;_, 5o, &%_p que nous allons préciser, la
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vraisemblance conditionnelle gaussienne L, (6) s’écrit

n 2
Lo(0) = Ln(6: X1, ... X,,) = L exp( Xt),

ot les 67 sont définis récursivement, pour ¢t > 1, par

q p
67 = 530) = a0+ Y aiXP + Y851, (21)
i=1 Jj=1

Pour une valeur donnée de 6, sous ’hypothése de stationnarité au second ordre, la
variance non conditionnelle (correspondant a cette valeur de #) est un choix raisonnable

pour les valeurs initiales inconnues :

&%)

q Y2 :
i=1 % j=1 Bj

(2.2)

2 2 2 2

XO :"':leq:UOZ"‘:O-lfp: 1_

De telles valeurs initiales ne conviennent pas notamment pour les modéles I[GARCH,

pour lesquels ’hypothése de stationnarité au second ordre est relachée, car la constante

(2.2) prendrait des valeurs négatives pour certaines valeurs de #. On peut alors prendre
comme valeurs initiales

X;=.=X} =6p=..=67_,=m (2.3)

ou encore

Xg=.=X] ,=60=..=61_,=X; (2.4)
Un estimateur du QMV de 6 est défini comme toute solution mesurable 6,, de

~

0, = argyce maxL,(0). (2.5)

On voit, en prenant le logarithme, que maximiser la vraisemblance revient & minimiser

par rapport a ¢
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- oL - X2
I, =n"! th ,ouly =4,(0) = ~—§ + log 52 (2.6)
ol

t=1 ¢
et 62 est définie en (2.1). Un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est donc

une solution mesurable de ’équation

0, = argy.ominl,,(6). (2.7)

Nous montrerons que le choix des valeurs initiales n’a pas d’importance pour les pro-
priétés asymptotiques de l'estimateur du QMV. En pratique ce choix peut cependant
avoir de I'importance. Notons que d’autres méthodes sont possibles pour générer la suite
&2 ; par exemple en prenant 62 = co(f) + S1_1 ¢;(0) X2 ; ou les ¢;(f) sont calculés récur-
sivement (voir [6] ). Remarquons que pour calculer in(e), cette procédure nécessite un
nombre d’opérations de l’ordre de n?, tandis que celle que nous proposons ne requiert
qu’un ordre de n opérations.

Equations de vraisemblance

On obtient les équations de vraisemblance en annulant la dérivée par rapport a ¢ du

critere I,,(6), ce qui donne

I~ (2o L 067
n;(Xt at)5? 5 =0 (2.8)

Ces équations s’interprétent, pour n grand, comme des relations d’orthogonalité.
En effet, comme nous le verrons plus précisément dans la partie suivante, le terme de
gauche de I'égalité précédente se comporte asymptotiquement comme
n 2
22 o) s G (29)
I'influence des valeurs initiales étant nulle lorsque n — oco. Or, pour la vraie valeur

du parametre, I'innovation de X7 est v; = X? — o7 . Donc sous réserve que l'espérance

existe, on a
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1 80'2(00>
E ! -
% (“taﬂeo) o6 ) ’

1 907(60)

TG0y 00 est une fonction mesurable des X;_;,7 > 0. Ce résultat n’est autre
t

car

que la version asymptotique de (2.8) en 6y, en utilisant le théoréme d’ergodiciteé.

Propriétés asymptotiques de ’estimateur du QMV

Nous utiliserons comme norme matricielle de A = (a;;) quelconque la norme ||A|| =
> |a;;|. Le rayon spectral d’une matrice carrée A sera noté par p(A). Le produit de
Kronecker sera noté @ et le symbole A désignera la convergence en loi.

Convergence forte

Rappelons que le modeéle (1.5) posséde une solution strictement stationnaire si et

seulement si la suite de matrices Ay = (Ag), ol

o162 e aogs;  Boet e ﬁopth
L0 .. 0 0 0
0 1 ... 0 0 0
0 1 0 0 0 0

Ao =

o1 a0y Bos Boy
0 0 1 0 0
0 0o 0 1 0
0 0 0 0 1 0

admet un coefficient de Lyapounov strictement négatif, v(Ay) < 0, ou

e !
’Y(Ao) = tlerll\lf*gang ||AtAt_1...A1”) = tllglo; IOg ||AtAt_1...A1|| p.Ss. (210)
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Notons

Zazz et By(z szﬁjzj.

Par convention Ay(z) =0si ¢ =0et By(z) =1sip=0.

Pour montrer la convergence forte, les hypothéses suivantes seront faites.
Al : 6y € O et © est compact.

A2:y(Ag) <0et Vo€ O3 B, <1

A3 : £? a une loi non dégénérée et F(?) = 1.

A4 :sip >0, Ag,(2) et By,(z) n’ont pas de racine commune, Ay, (1) # 0, et agy+ [, 7

Théoréme 21 (Convergence forte de ’estimateur du QMV)
Soit (0,,) une suite d’estimateurs du QMYV satisfaisant (2.5), avec les conditions ini-
tiales (2.3) ou (2.4). Sous les hypothéses A1-A4,

~

0, — 0y, quand n — oo p.s.

Remarque 5

(1).On ne suppose pas que la vraie valeur 6y du paramétre appartient a l'intérieur
de ©. Le théoréme permet donc de traiter les cas ou certains coefficients, a; ou 3;, sont
nuls.

(2).11 est important de noter qu’on ne suppose pas non plus que la condition de sta-
tionnarité stricte est vérifiée sur tout ©. D’apres le corollaire 17, la condition Z?Zl B; <1
est plus faible que celle de stationnarité stricte.

(3).L’hypotheése A4 disparait dans le cas ARCH. Dans le cas général, elle permet
de sur identifier 'un des ordres, p ou ¢, mais pas les deux. On estime ainsi de maniére
convergente les parameétres d’un processus GARCH (p—1,q) (ou d’'un GARCH (p,q—1))
si on utilise un GARCH (p, q).

(4).Quand p # 0, 'hypothese A4 exclut le cas ou tous les ag; sont nuls. Ceci est
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évidemment nécessaire, sinon le modeéle a pour solution un bruit blanc fort qui peut
s’écrire de multiples maniéres. Par exemple, un bruit blanc fort de variance 1 peut s’écrire
sous la forme d'un GARCH (1,1) avec 02 = 0%(1 — ) + 0 x X2 |, + 802 ;.

(5).L’hypothese d’absence de racines communes, dans A4, n’est restrictive que si
p>1et g>1. En effet si ¢ =1, la seule racine de Ay, (z) est 0 et By,(z) # 0.

Sip=1cet By # 0, la seule racine de By,(z) est 1/85, > 0 (si By, = 0, le polynome
n’admet pas de racine). En raison de la positivité des coefficients ay;, cette valeur ne peut
annuler Ay, (2).

(6).L’hypothese que E(g;) = 0 n’est pas nécessaire pour les propriétés asymptotiques
de Destimateur du QMV d'un GARCH. La variance conditionnelle de ¢ est donc, en
général, seulement proportionnelle a h; dans ce modele : Var(X;|X,,u < t) = {1 —
(Ee¢)*}hy. L'hypothese E(e?) = 1 est faite pour des raisons d’identifiabilité et n’est pas

restrictive dés que F(e?) < oo.

2.4 Estimation par régression artificielle du proces-

sus GARCH(1,1)

Soit un modéle de régression linéaire simple ot les erreurs suivent un processus

GARCH(1,1) introduit par Bollerslev en 1986 [§]

Z=Y6+X, (2.11)

avec

Xt = Utgt,Ol:l Er I[dN(O, 1)

et

2 2 2
o, =ap+aX; |+ 807 4,

46



ol Z est un vecteur (n X 1), Y est une matrice (n X k) et § un vecteur (k x 1) : On

notera 6 le vecteur (k 4+ 3 x 1) des paramétres du modéle (2.11)

!/

0= (57 Qp, (1, 61)

On considére la régression artificielle qui va nous permettre d’estimer le modéle de

régression linéaire (1.11) a erreurs GARC H(1, 1). Pour chaque observation correspondent

deux nouvelles observations artificielles (empilées). Soit R(#) la matrice (2n x k + 3) des
régresseurs et 7(0) le vecteur (2n) de la régressande, la régression artificielle est

r(0) = R(0)®+residus

ou

(i) = () 7

Une estimation par la méthode des moindres carrés ordinaire (OLS) de cette régres-

sion, nous donne

® = (R(0)"R(0))'R(0)"Y(0)

- Pour P'observation t les deux éléments qui correspondent la régressande r(6) sont

r(0) = ? (2.12)
ro(6) = (Xi;'?) (2.13)

o \/§
- Les éléments de R(#) de la régression artificielle qui correspondant au parameétre §

sont les éléments

47



Ry (6) = T (2.14)

o

R2t(5) _ 041\/_

ZBS 1Y; th s) (215)

- Similairement, les éléments des régresseurs qui correspondent au parameétre g sont

Ry(ag) =0 (2.16)

t—1 2
Roi(ap) = \/_ (1 b +ﬁt‘1%> (2.17)

- et les régresseurs correspondant au parameétre a; sont

Ryi(a1) =0 (2.18)
1 t—1 - - a ‘2'
Roy(an) = 23 (Z BXE + B 1(9%:0> (2.19)
t s=1

- Finalement, les éléments des régresseurs qui correspondent a 3 sont

Ry (B) =0 (2.20)
1 ap(t— 1872 au(1— B — . 1002
R”(ﬁ)_afﬂ<_ 5 (1-58) +a1;(s DB 2XE 4+ B 185
(2.21)

On montre que le gradient du log-vraisemblance est nul quand il est évalué en des
valeurs des parameétres pour lequels la régressande est orthogonale aux régresseurs. Plus
précisément, pour chaque observation et chaque parameétre, le produit des premiers élé-

ments de la régressande avec les premiers éléments correspondants des régresseurs, plus le
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produit des seconds éléments de la régressande avec les seconds éléments des régresseurs

est égal a la dérivée partielle de [; par rapport au parametre soit

R1y(0)r14(8) + Rat(0)r24(6) = %
) . ol
th(ao) Tlt(Oé()) + RQt(QO) 7“2,5(040) - 87“0
) . ol
Ryg(an)" rig(on) + Rag(an) rag(on) = day
) . ol,
Riu(8)"11a(8) + Fau(8) () = 52

Finallement, on peut déduire que la contribution au gradient du log-vraisemblance

est donnée comme suit

8lt 8lt 8Xt 8lt 00% E/tht (X2 1 9
o5 = = - 1y, X
96, 90X, 08, 90295, o7 25 iXizg

O _ Ol 9o} _ (X}~ a}) (1 -8, 581)

dag do? Doy N 20} 1-p Oy
ol _ 0l 9o} _ (XZ - 12 tl ot
doy  0o? Doy 20¢ ZB Xies TP o3

oL, Ol 9o (X2 —o?) (_ao(t—nﬁH ao(1 -1

95 ~ 00208 20} -5 (1-pp
t—1 9
+Q1Z(8—1)Bt_2Xt2 Btl B)
s=1

Il est bien stir impossible d’utiliser ces dernieres expressions sans connaitre la valeur

de o2.
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Pour cela, on a écrit 02 sous une forme suivante qui nous permet de calculer simple-

ment ces dérivées partielles :

t—1

Cko(]. - Bt_l) — —
g?:—l—ﬁ +a1;6t X7+ B ot

En premier pour les éléments du vecteur § on forme ’expression

niXt 2 Ut Cl41\/_ 1 2
mL Bl X2
Ot Ot o?V2 o} X_; e

Y;‘/L'Xt Oél(X2 Jt 1 2 8lt
— - § Sly,x: =2t
o? SR )

De méme, pour ag, on a

XP—o} 1 (1—5t1+6

t—1 8‘7%(040, g, 5)) _ %
NN

80&0 8040

puis pour oy

Xt2 _‘7? 1v2 t— 180%(040:04175) ol
S— X _"_ —
022 o \/_ Zﬁ s TP da Ooy

Et enfin pour

N2 2 e :
1-100% (a0, o1, B) _
o )‘%

X2—o2 1 ap(t —1)812 ap(l — B = o
- +a1;s—1ﬁ X2,

+6

On va maintenant montrer que R(6)” R(6) est la matrice d’information de la vraisem-

blance [

ROTRO) +1
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ou en terme de contribution, si ¢, et ¢, sont des parametres du modeéle, c’est-a-dire

des éléments de d ou de la variance conditionnelle

ol, ol,
E <8T¢137¢2/Qt> = Ru(¢y)" Rie(¢y) + Rae(01)" Rou(9)

Pour cela on remarque que o? fait partie de 'ensemble d’informations ;. on voit

qu’une contribution & la matrice d’information peut s’exprimer comme

8lt 8lt . 8lt aXt 8175 aO't 3lt 8Xt 8lt 80?
r <0¢1 00, Q) - <(8Xt 96, * 07 @@) (aXt 96, " 00700,) 1
o i 2 8Xt 8Xt 1 2 aO't aO't
= AP X)) 5555, T 10 E((X ))&pla(pz
10X,0X, L(L‘?%
0 0py 0y~ 207 O¢y Oy

Commencons par regarder pour ¢; = d;, ¢ = 0; ,

8lt 8lt 1 (9Xt 8Xt 1 80'? 80}2
B2l g L
(a(si 5, t) o2 95, 95, © zag 95: 99,

1 s— 5—
= ?thth 21 (Z/B 1‘)(752 st (t— SZ) (Zﬁ 1Xt2 S}/(t S)J)

= Rue(6:)" Ruu(8;) + Raor(6;)" Rau(6;)

Ce qui est bien la contribution de 'observation ¢ de 1’élément qui correspond a J; et

§; du produit matriciel R(d,0)T R(8,0). Pour les paramétres ¢; = d;, ¢y = ap
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E <0lt%

8(51 8&0

/o)

10X, 0X, n 1 do? do?
o2 98; Doy 2021 d6; Dayg

1 1—ptt do?
oo gy (Bt ) (5255
—o s—1 y2 1 _571 t—160920
O—t <Z/6 Xt s t 3)Z> ( 1 _6 +6 0@0

s=1

Ry (6:)" Rii(ag) + th(5i) Ry (o)

Pour les parametres ¢, = 0;, ¢y =

ol ol
E _
(8(51 8040

/o)

L0X,0X, | 1 0000}
02 90; oy 20} 99; Doy

1 s—1v2 — s—1 2 t—18‘7§
o+§?<—2alzﬁ Xt_smsﬁ) <Zﬁ X+ 8750

(Zﬁs IXESY’(tsz> <ZBS IXtZS_'_Btl j)

th(5i) Rii(aq) +R2t(5z‘) Roi(an)

Pour les parametres ¢, = 0;, ¢, = 3

a

25,95’

ol ol,

)

1 0X,0X, 1 do? ﬁat

o295, 08 24105, OB
a1 ap(t — 1) ag(l— 81
0—— (Zﬁ Xt2 sz(t s)z> ( 1-3 + (1 — 6)2

t—1 )
+ar Y (s—1)B7EXE 4 B 185)
s=1

th((si)Tth (B) + Ra ((5i)TR2t(5)

Pour les parameétres ¢, = ap, ¢ = oy
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Oavy Oavg 02 Do Doy 20% Devg v

< 8[,5 3lt Q) 1 aXt (9Xt 1 60% 80,52
a3 a9 t

2
1[5 1 do?
_ s—1x2 t-1003
20_21 (; 6 t—s + 6 80&1 )
= th(ao)Tth(Oéo) + R2t(040)Tth(Oéo)

Pour les parametres ¢; = ag, ¢y =

3[,5 (9lt 1 aXt 8Xt 1 80'? 80'3
E{ =7~/ — + 5
6050 (9061 (o 8@0 8051 20’t 8@0 8041

_ 1 1_5t_1 t—1802 — s—1v2 t—1803;
= 04—20?( 1-5 + 4 87«0 Zlﬁ X; +0 67041

= Rulao)’ Rig(ay) + Ror(ag)’ Ros(ay)

Pour les parametres ¢, = g, ¢y = 3

alt (9lt 1 aXt 8Xt 1 80'? 80'?
—_/Qt = a5 tran s
dag Of3 o; Oagy OB 207 Oag Of
1 [(1-p"" 002 ao(t — 1)312
- 20;1(1—5 +5 90 ) T\ 1-3 +
040<1 - 5t_1) — t—2 2 t—1 do?
+——"+a s—1)BTPXE, + T2

= th(Oéo)Tth(ﬂ) + th(Oéo)TR%(ﬂ)

Pour les parameétres ¢, = ag, ¢ =
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E ( 3lt alt 0 ) _ 1 aXt 8Xt 1 80,52 80%

Oy Doy’ 02 0oy Bay | 20% Doy Doy

1 [ do? ’
= 0 = 5—1X2 t—1""x
+ 20_21 (Z B t—s + 6 804

s=1 1

= Ru(a)" Ru(ar) + Rae(on)" Rae(on)

Pour les parametres ¢, = g, ¢y = 3

3[,5 8lt 1 3Xt GXt 1 80'? 80'?
g2 - L
(aal a5’ t) 2oy 0B | 20100y 03

L (= gz, g0 aolt—1)8"  ag(1— 5"
- 27?(;5 X8 +(— T R TR
t—1 80'2
t—2 12 t-190%
+a1;(s—1>ﬁ XP,+p aﬁ>
= Ru(on)" Riy(B) + Ror(an)" Rar(B)
Pour les parametres ¢, = 3, ¢, =
o0l 0\ | 10X,0X | 1 otoo?
0808 ) T o208 08 ' 20t 0B 08
t—1

1 ao(t — 1372 (1 —p7h
Wi\~ 15 (1-p)

= Ru(B)"Ru(B) + Rau(B)" Rat(B)

s=1

+toar Y (s—1)BTX7 + 5

On vient donc de montrer que la régression artificielle que nous avons construite cor-

respond a une maximisation par quasi-newton avec comme approximation numérique de

la Hessienne la matrice d’information du maximum de vraisemblance, on parle d’estima-

teur du score efficace, le processus itératif est le suivant
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Gy = b;+ 1 (ROTRO)) " R(O)Tr(9)

équivalent a

oL
91' - 91 [71—
+1 + K 20

en terme d’algorithme du gradient.
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Chapitre 3

Les Modéles GARCH multivariés

Les modéles univariés ne permettent que d’analyser une série financiére a la fois. Mais
dans la pratique, le fait d’analyser qu'une série a la fois n’est pas trés utile.

L’intérét pour un tel modele est de pouvoir examiner et analyser les diverses relations
qu’ont les différentes séries entre elles. Afin de pouvoir estimer plusieurs séries financiéres
pour analyser leurs corrélations et les transferts de volatilité, il faut utiliser les modeéles
GARCH multivariés (MVGARCH). Ce modeéle multivarié est souvent utilisé afin de tester
les transferts de volatilité ainsi que les effets de débordement dans les études portant sur
la contagion (Silvennoinen et Teriisvirta, 2008) [44]. Ce modeéle multivarié permet non
seulement d’analyser les volatilités, mais aussi les corrélations de différents marchés.
Il existe plusieurs spécifications au modele GARCH multivarié; les modeéles linéaires,
non linéaires, asymétriques, modéles a sauts, modeles a corrélations conditionnelles et

plusieurs autres.

3.1 La notion de causalité

La loi du processus est la loi du couple (X, Y;). Cette derniére s’écrit, a la date t,
conditionnellement au passé (noté z;_iet y;_1), €(z¢, y1/xi—1,y:—1). Dans le cas ou les

processus (X;) et (Y;) sont indépendants, alors
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K(xt,yt/@a M) = g(%/%) X f(yt/h)

3.1.1 Causalité au sens de Granger
Causalité en moyenne

Soient (X}) et (Y;) deux séries temporelles, et notons le passé de (X;) et (Y;), X; =
{Xe, Xy, ..} et Y = {Y;, Y4, ...}. Granger a introduit en 1969 [28] différentes notions
de causalité :

i) Y cause X a la date t si et seulement si

E(Xe/ X1, Ye) # E(Xe/Xi).

i1) Y cause X instantanément a la date ¢ si et seulement si

B(X./ X0, Y1) # B(Xo/Xo1, i),

- On dit que Y ne cause pas X si et seulement si

E(X;/X:-1,Y;-1) = E(X;/X;_1), presque strement pour tout ¢.

Il y une équivalence entre
1) X ne cause pas Y instantanément a la date ¢
2) Y ne cause pas X instantanément a la date t.

Causalité en variance

i) Y cause X ssi

VaT(Xt/thl, Y;,l) < Va?”(Xt/Xt,1>.
pour au moins une valeur de .
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i1) Y cause X instantanément ssi

VCLT(Xt/Xt,bE> < VaT(Xt/Xt,l,Y;,l).

pour au moins une valeur de t.
i1i) Rétroaction. Il y a rétroaction entre X et Y ssi X cause Y et Y cause X.

- On dit que Y ne cause pas X ssi

VCW’(Xt/thl, }/tfl) = VaT(Xt/thl), Vt.

En d’autres termes, Y ne cause pas X si et seulement si la prédiction de X sachant

I’historique de Y et X reste la méme que si on connait seulement I’historique de X.

3.2 La notion de cointégration

L’analyse de la cointégration permet d’identifier la relation entre plusieurs variables.
Cette notion a été introduite deés 1974 par Granger et Newbold [27], sous le nom de
”spurious régressions”, ou régressions fallacieuses, puis formalisée par Engle et Granger

en 1987 [21], et enfin par Johansen en 1991 [31]et en 1995 [32].

3.2.1 Principe de la cointégration

En scrutant les relations d’équilibre & long terme des variables, ’analyse de la coin-
tégration permet d’identifier 'existence des séries suivant un méme sentier d’équilibre a
long terme (I’existence d’un éventuel vecteur de cointégration) et d’éliminer son effet le
cas échéant.

Une série est intégrée d’ordre d s’il convient de la différencier d fois avant de la
stationnariser.

Définition 22 La série (X;) sera dite intégrée d’ordre d(d > 1) si A1 X, n’est pas

stationnaire et A?X, est stationnaire. Une série stationnaire sera dite intégrée d’ordre 0.
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Remarque 6

Soient (X;) une série stationnaire et (Y;) intégrée d’ordre 1, alors (X;+Y}) est intégrée
d’ordre 1.

Toutefois, si (X;) et (Y;) sont intégrées d’ordre d, alors (X;+7Y;) peut étre soit intégrée
d’ordre d, soit stationnaire (dans le cas ou les tendances s’annulent).

Deux séries (X;) et (Y;) sont cointégrées si

(1) (Xy) et (Y;) sont intégrées d’ordre d

(71) il existe une combinaison linéaire de ces séries qui soit intégrée d’ordre strictement
inférieur & d, noté d — b

Dans le cas de l'intégration, on notera X; ~ I(d), et pour la cointégration X, Y; ~
CI(d,b). Le vecteur («, 3) tel que aX; + 8Y; ~ I(d — b) sera appelé vecteur de cointé-
gration.

On généralisé (a plus de deux séries) comme suit :

Soit Z;, le vecteur de séries chronologiques, les composantes de Z; sont dites cointé-
grées d’ordre (d, b) si :

() toutes les composantes de Z; sont I(d)

(1) il y a au moins un vecteur de coefficients § = [, 85, ..., B,,] tel que : 57, ~ I(d—b)

3.2.2 Test de cointégration

Pour identifier I'existence d’un éventuel vecteur de cointégration, plusieurs méthodes
peuvent étre utilisées, notamment les approches proposées par : Engel — Granger(1987)
[21], Johansen (1991) [31], et Phillips-Ouliaris (1990) [41]. Dans cette écriture, nous décri-
vons 'algorithme & deux pas proposé par Engel et Granger et celui de Johansen appliqué

en cas de séries co-intégrées.

Test de Engel et Granger

Ce test est construit par deux étapes :
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-Etapel : tester 'ordre d’intégration des variables : une des conditions nécessaires
pour qu’il y ait cointégration étant que les deux séries doivent étre intégrées du méme
ordre. Ces tests reposent sur 'utilisation des tests de Dikey & Fuller.

On cherche alors d tel que X; ~ I(d) et Y; ~ I(d).

-Etape2 : Si X; ~ I(1) et Y; ~ I(1) : estime par les MCO la relation de long terme :

Y;g:OéXt‘i‘ﬁt‘i‘gt

En réécrivant 1’équation précédente comme suit, on a :

0, =Y, —aX, — 3~ I(0) pour a # 0

Ainsi, le test valide la présence de cointégration si le vecteur résiduel issu de cette

estimation est stationnaire.

3.3 GARCH(p,q) multivarié

Dans le cas univarié le modéle GARCH ait été 1'objet de nombreuses études, le cas
multivarié reste encore peu étudié. Dans le cas multivarié¢, On considére un vecteur
X = (X, Xot, ..., Xi)' et la matrice de covariance conditionnelle H; du processus

{Xi}ien ala date t de terme général hy;;

Ht — Et—l (XtXt)

Dans les modeles GARC' H multivariés, on exprime cette matrice de covariance condi-
tionnelle en fonction du passer du processus {X;}ien et des valeurs propres passées
de H;. Une premiére approche consiste a considérer un processus GARCH multivarié
{X:}ien ayant pour composantes des processus GARC H univariés indépendants entre
eux. Mais cette fagon de traiter le probléme est restrictive. En effet, I’étude des séries

financiéres a mis en évidence une corrélation non nulle entre les composantes des proces-
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sus GARC'H multivariés. Ainsi, différentes formulations tenant compte des corrélations
entre les composantes d'un processus GARCH multivarié¢ (ou MVGARCH) ont été
introduites. De la méme maniére que dans le cas univarié, on dit que{X;};en est un

processus MVGARCH (p,q) si :

X, = H%, (3.1)

ou Hy = [hy;:] est la matrice de covariance conditionnelle de X; de taille N x N
et €; un processus indépendant et identiquement distribué de moyenne nulle et tel que
E(eié:) = I ou I est une matrice identité de dimension N.

On voit que la notion de GARCH fort n’a de sens que si Htl/ “existe et donc que H,
est définie positive.

Le vecteur X; vérifie les conditions suivantes sur les moments :

E(Xi/Fi-1)=0
{E(th(t/ﬁ_l) = H,

3.3.1 Modéles GARCH(p,q) Vectoriels

Le modele vectoriel a été introduit par Bollerslev, Engle et Wooldridge (1988) [7], ce
modele est le plus simple pour représenter H; par rapport a son passé. En effet, cette
représentation présente une expression de H; similaire a I’expression de la volatilité dans

le cas univarié :

q p
Vech(H) = W+ AVech(X,i X))+ > BjVech(H,_;),t€Z  (32)

i=1 j=1

= W+ A(L)Vech(XtXt) + B(L)Vech(Hy),

ou H; est symétrique et Vech(H;) est un vecteur de dimension N(]\;H) x 1, W est un

N(N+1)
2

vecteur de dimension x 1, A;, Bj sont des matrices de parameétres de dimension
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NIHD o MDD A(L) = AL+ AgL? + ...+ A L% et B(L) = ByL + ByL? + ... + B, LP.
L’opérateur Vech appliquer & une matrice consiste a mettre en une seule colonne les
colonnes d’une matrice. Cependant la matrice H; étant clairement symétrique certaines
équations du modele précédent sont redondantes,

Pour un modele GARC H (p, q) multivarié & N équations, le nombre de parameétres a

estimer est donné par la formule suivante :

N(N +1)
2

NN+

+(p+a)(— ).
Modéles VEC-GARCH(1,1)

Dans ce modele, la matrice de covariance conditionnelle est donnée par H; = [h;j.] ,

telle que

hije = wij + @i Xig 1 X1 + Bijhije—1 , 4,7 =1,.., k. (3.3)

Modéles VEC-GARCH(1,1) bivarié

Partant d’abord d’'un GARC H(1, 1) bivarié pour rendre compte de la problématique
se rapportant au nombre de paramétres a estimer pour les VEC — GARC H (p, q) multi-
variés a N composantes. Soient 71 ; et r2, les rendements de deux actifs 1 et 2 obéissants
aux processus suivants :

e = flg + X,

Tot = foy + Xo,

Dans le cas GARCH (1,1), ot wg > 0,1, 5, >0,

On posons X; = (X;,;X5,), Alors la matrice de covariance conditionnelle H; du pro-

cessus {X; hen & la date t de terme général h;;;

/ X? Xl,tXQ,t hll,t h12,t
H, = B, y(X14Xy,) = By o ) = ,
X2,tX1,t Xg,t ha ¢ hzz,t

en utilisant 'opérateur vech(.), on obtient
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h11,t w11 11 Q12 Q13 X12,t—1
hy = h21,t = Wa1 + Q21 Q22 Q23 Xl,t71X2,t71
h22,t W22 a31 Q32 as3 X227t71
bir bz b3 hi14—1
T | bar baa b3 ho14—1
b3y b3y b33 h22,t—1

Rappelons au travers que non contraint signifie que chaque élément de la matrice
variance — covariance conditionnelle est généré par le méme type de processus GARCH.
Dans la littérature économétrique, on utilise souvent le nom V EC'H pour désigner cette
représentation.

Elle nous permet d’extraire les variances et les covariances conditionnelles comme
suit :

hi1y = wii + a11X12,t_1 +a1p X1 Xo 1+ a13X227t_1 +b11hi1e—1 +bi2hari—1 +bizhas i1

higs = war + Cl21X127t_1 +agXi -1 X941+ Cl23X227t_1 +ba1hi1t—1+baohor -1 +bazhos 1

has s = wag + a31X127t,1 +ase X1 Xo 1+ (l33X22,t,1 +b31h11,4—1 +bsahor i1+ bszhag 1

Précisons que hy1 4, et hag s, ne sont que les variances conditionnelles de nos deux actifs
1 et 2 et enfin hy94, leur covariance conditionnelle.

Il est clair que ce processus GARC H(1, 1) bivarié non contraint nécessite ’estimation
de 21 parameétres.

Modéles VEC-GARCH(p,q) Diagonal

C’est aux travaux de Bollerslev, Engle et Wooldridge (1988) [7] que remonte ['un des
plus anciens modéles contraints connus sous le nom de GARCH diagonal, La différence
entre le modeéle actuel et le précédent est dans le présent nous prendrons les deux matrices

A; et B; diagonales.
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Le nombre de paramétres & estimer est

N(N+1)

(p+q+1) 5

Modéles VEC-GARCH(1,1) Diagonal

Dans ce modele, les composantes de la matrice de covariance conditionnelle sont

données par

hije = wi + @i Xip1 X1 + Biihijie—1 5, 1,J =1,..., k. (3.4)

Modéles VEC-GARCH(1,1) Diagonal bivarié
si on prenant p = ¢ = 1 et N = 2, alors elle nous permet d’extraire les variances et

les covariances conditionnelles comme suit :

2
hiiy = wi+ anXi; g+ bi1hi14-1
hioy = war + agXi—1Xo—1 + baghor 1

2
hooy = was+ azs Xy, |+ bszhoss

Cette technique permet de contourner le probléme du nombre de paramétres a estimer.

Remarque 7

La représentation vectorielle (et donc a priori le modele diagonal) telle qu’elle est
définie dans la partie précédente ne tient pas compte de la nécessité que la matrice H;
est défnie positivité. Les hypothéses établissant la définie positivité pour H; & chaque
date t pour le modeéle vectoriel ne sont pas claires. Ainsi, il est difficile de considérer un

GARCH fort pour les processus multivariés dans le cadre de ce modele.
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3.3.2 Modéle BEKK-GARCH

Le modeéle BEKK — GARCH a été introduit par Engle et Kroner (1995) [19] pour
imposer la restriction de la définie positivité & la matrice H; sous des conditions treés
faibles.

L’expression de la matrice H; a chaque instant ¢ dans le modele BEK K est donnée

par la relation suivante

K q K p
H, =CC+ Z Z A X i Xy i Aug, + Z Z BjxH;_; By, (3.5)

k=1 i=1 k=1 j=1

avec Xy et Hy fixés, de plus Hy est défini positif, ot A, Bji, k € {1, ..., K'} sont des
matrices de dimension n x n et C' est une matrice constante de dimension n x n. De plus
C est la matrice triangulaire inférieure.

Le but de décomposer le terme constant en un produit de deux matrices triangulaires
est d’avoir une matrice de covariance conditionnelle semi-définie positive H, et v/H, est
la racine carrée symétrique de H,.

Le nombre de paramétres & estimer est : (p + q)kN? + w

Considérons le modeéle GARCH (1,1). L’expression du modele est la suivante
K K
H =CC+> AuX, 1 Xi 1Ay + ) BigH, 1B, (3.6)
k=1 k=1

Dans le cas ot n = 2, la relation précédente devient

!

2
, aix Qa2 X17t,1 Xl,thXQ,tfl 11 a2
Ht - CC"’
2
G21 Q22 X2,t—1X1,t—1 Xg,t_l Q21 Qg2
bir b2 hityi—1 h12,t—1 bii b1z
ba1 b2 h21,t71 h22,t71 ba1  bao

On remarque que ce modéle nécessite moins de parameétres que le modele GARCH (1,1)
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proposé dans ’exemple pour le modele vectoriel. Cependant, le nombre de parameétres
croit quadratiquement avec n. Ainsi, il est préférable de réduire ce nombre, tout en im-
posant des restrictions nous assurons l'identifiabilité et la généralité du modéle.

Proposition Si Hy, H 1,...., H — p + 1 sont définies positives, alors H; est définie
positive dans le modele BEK K si

p K
ker{C} ([ ) ker{Bu} = {0}

j=1k=1
On voit que les conditions pour obtenir une matrice H; définie positive quelque soit
t € N sont faibles : la condition portant sur les noyaux des matrices C' et By, j € {1,...,n}
est vérifiée si la matrice C' ou 'une des matrices Bj; est de plein rang. De plus on
remarque dans cette proposition que les conditions portent sur les termes GARCH et
la partie constante seulement de I'expression de la représentation BEK K. En effet la
quantité A;kXt,lXt,lAik est semi-définie positive car Xt,lXt,l est semi-définie positive.

Ainsi, pour assurer la définie positivité de H, il suffit que

K p
CC+> Y BjH,_;Bj
k=1 j=1
soit définie positive.
Une conséquence de cette proposition est que pour le modele MV ARC' H, la condition
nécéssaire pour que H; soit définie positive,t € N, devient ker{C} = {0}, c’est-a-dire

que C' soit de plein rang.

3.3.3 Modéle CCC-GARCH

Les modeles GARC H multivariés & corrélations conditionnelles décomposent la ma-
trice de corrélations en deux composantes, soit celle des écarts-types et celle des corréla-
tions conditionnelles. Bollerslev (1990) [9] introduit le premier modeéle de corrélations, le

modele a corrélations conditionnelles constantes (CCC —GARC H). 1l propose un modéle
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ou les variances et covariances conditionnelles varient dans le temps et les corrélations

conditionnelles restent constantes :

ou
T

oy

th

H;
Dy

re= 4+ X, (3.7)
X, = H}*, (3.8)
Ht - DtRDt (39)

: vecteur n X 1 des rendements de n actifs au temps t,

: vecteur n X 1 des espérences conditionnelles de r,

vecteur n X 1 des erreurs conditionnelles de n actifs au temps ¢, avec

E[X{ =0et Cov[X;] = Hy,

: matrice n X n des variances conditionnelles de ; au temps ¢,

: matrice diagonale n x n des écarts-types conditionnels de ¢; au temps %,

R : matrice n X n des corrélations constantes,

g; : vecteur n X 1 des erreurs i.i.d. avec

Ele)] =0et Ege] = 1,

Les composantes de la matrice H; = (h;;:), sont données par

J

hije = Pii\/ P i, i # ]

q p
hiig = wi + >0 g XP j+ 37 Bihiig—j, i=1,...,N
{ = =i (3.10)
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et la matrice D; est donnée par

Ve 0 0 0
0 \/h227t 0 0
Dt - 0 0 \/ h337t

0

0 0 wo 0 /hnng

et R est une matrice symétrique définie positive contenant les corrélations condition-

nelles constantes p;; telle que p; =1,i=1,..., N.

L pe pi3 P1in
P 1 pay Pan
R=| py pp 1

Prn—1n

pnl pn? pnn—l 1

Les éléments de la matrice d’écarts-types D; sont obtenus & partir des résidus des
GARCH univariés de chacune des variables a estimer et les éléments de la matrice de
corrélations R ne varient pas dans le temps.

Le nombre de paramétres a estimer est : (p+ ¢+ 1)N + w

3.3.4 Modéle DCC-GARCH

Engle (2002) [22] introduit le modeéle & corrélations conditionnelles dynamiques, le
DCC — GARCH, en permettant & la matrice de corrélations conditionnelles de varier
dans le temps. Ce modele est une généralisation du modele CCC — GARCH.

C’est un modele d’estimation en deux étapes. La premiere étape consiste & esti-
mer la variance conditionnelle avec un GARCH univarié pour chacune des séries. Dans

la deuxiéme étape, on utilise ensuite les résidus standarisés obtenus dans la premiére
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étape pour estimer les parametres de la matrice des corrélations dynamiques. Ce modéle
comporte des conditions permettant a la matrice de covariances d’étre définie positive
en tout temps ainsi qu’a la covariance d’étre stationnaire. Analogiquement au modéle
CCC — GARCH, la matrice H; est divisée en deux matrices, D; et R;. Les éléments de

la matrice D; proviennent des GARCH univarié estimés pour chacune des séries :

Hy = DR, Dy,

H,; : matrice n x n des variances conditionnelles de X; au temps t,

D, : matrice diagonale n x n des écarts-types conditionnels de ; temps t,

R; : est la matrice symétrique définie positive contenant les corrélations condition-
nelles dynamiques p;; ;.

La matrice D; est donnée par

hi, O 0 0
0 has O 0
D, = 0 0 oy :
0
0 0 0 /g

Les éléments contenus dans D, sont générés selon un processus GARCH (P, Q), qui

peut étre formulé comme suit

Qi Pi Qi Pi
hit = i + Z aig X2+ Z Biphit—p, ou Z Qg + Z Bip <1, (3.11)
q=1 p=1 q=1 p=1

La matrice R; est celle des corrélations conditionnelles des résidus standardisés Fj,

elle est maintenant dynamique :
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1 P12t P13y Pint
Pa1.t 1 P23 “ Pan.t
Ry = P3ie Paag 1 ’
Prn—1 nit
Prit Pn2t - Pnn-1t 1

La matrice H; doit étre définie positive, car elle est une matrice de variances-covariances.
Afin d’assurer que H; soit définie positive, il faut aussi que R; soit définie positive, car
H;, = D;R;D;. La matrice D, est toujours positive, car D; = dmg(\/m, s \/h_Nt), donc
ses éléments sont toujours positifs. 11 faut aussi s’assurer que les éléments de R; soient
plus petits ou égaux a 1, car ce sont des corrélations. Afin de s’assurer de la positivité de

R;, ce dernier est décomposé en deux matrices :

-1 -1
Rt = Q;ﬁk Qt :tk 3

ou
Va1t 0 0 0
0 V22, 0 0
Q= 0 0 V@s3: 0 )
) 0
0 0 e 0 Vavng |
et
Q: = (1 — apce — Boce)Q + apceXi 1 X, 1 + BpecQi1, (3.12)
avec

Q = cov(X,X,) = E(X,X,),
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() soit la covariance non conditionnelle des résidus standardisés obtenue par les
GARCH univariés,

alors nous pouvons écrire la matrice (); comme suit

qi1t  Qqi12¢ " qINg
G21t Qg22¢ - QanNt

Qt = )
gN1t 49N2¢ " 4NNt

La matrice @; doit étre définie positive afin que R; le soit aussi.
Notons que dans I'équation (3.13), ape et fp.. sont des scalaires. Les conditions

suivantes doivent étre respectées afin d’assurer que H; soit définie positive :

apcc = 0,8pcc 2 0 and apcc + Bpee < 1

La structure générale de corrélation dynamique DCC/(p, q) est la suivante :

P Q P Q
Q: = (1 —> apcci— Y. 5Dcc,j) Q+Y_ apcciXiiX; )+ Bpeo,Quj- (3.13)
i=1 j=1 i=1

Jj=1

qij,t
(Qii,tij,t)l/z )
N(N+1)
— -

Les corrélations conditionnelles dynamiques p;; =

Le nombre de paramétres a estimer est : (p + q) +

Cependant, dans cette recherche nous utiliserons un DCC — GARCH(1,1).

Modéle DCC-GARCH (1,1)

Dans cette recherche, nous utilisons la forme la plus simple du modeéle DCC —
GARCH pour analyser les relations de transfert de volatilité entre le prix de pétrole

et les différents marchés boursiers, soit le DCC — GARCH (1, 1) bivarié. La construction
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du modele DCC — GARCH (1,1) est :

2
hiiy = ap1+ 0411X1,t_1 + Bi1hi1-1
2
haoy = oo+ anXy, 1+ Barhazi—1
_ *—1 *—1
Rt - Qt Qt t

Q: = (1—apcc—Bpec)Q + apceXi X1 + BpocQi

avec

H, = hite hiog

hove haog
Les avantages du modele DC'C'— GARC H sont la modélisation directe de la variance
et de la covariance et ainsi que sa flexibilité. Cependant il a aussi des faiblesses, la fonction
de vraisemblance devient compliquée quand le nombre de variables est plus grand ou égal
a 3 et la matrice de corrélations conditionnelles doit étre définie positive pour tout ¢. Dans
notre recherche, le nombre de variables se limite & 2 et le logiciel utilisé s’assure d’obtenir

une matrice H; définie positive.

Ce modele permettra d’examiner les transferts de volatilité entre le le prix de pétrole

et les différents marchés boursiers.

3.4 La stationnarité du covariance.

Finalement, on a donné dans la proposition suivante des conditions nécessaires et
suffisantes pour que la covariance du processus GARCH multivarié soit stationnaire.
Proposition
On suppose que le processus {X;} commence arbitrairement loin dans le passé, a
Iinstant ¢t — 7 et on suppose aussi que lim H;_, est finie et définie positive,
T—00

Si le modele Vech — GARCH est défini positif, alors sa covariance est stationnaire si

et seulement si toutes les valeurs propres de
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q p
E A + E Bj sont strictement iférieures a 1 en valeur absolue.
i=1 j=1

De plus, le modele BEKK — GARC H est de covariance stationnaire si et seulement

si toutes les valeurs propres de

g K p K
Z Z (A ® Aik)—l—z Z (Bjir ® Bji,) sont strictements inférieurs & un en valeur absolue,
i=1 k=1 j=1 k=1
ol ® désigne le produit de Kronecker de deux matrices.
Dans le modele CCC' — GARC H, les conditions habituelles pour assurer la positivité

des variances et la stationnarité sont

q p
W; >O705ij7ﬁij >0 et ZO&@“FZBU < 1.

j=1 j=1
Les conditions nécessaires pour que le modele DC'C'— GARC H soit stationnaire sont

les suivantes

P Q
0 < apcc,i; Bpecy <1, et apcci+ ) Ppccy < 1.
7.] 7-7
i=1 j=1
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Chapitre 4
Application

Nous avons vu dans les trois premiers chapitres les formulations des modéles avec
hétéroscédasticité conditionnelle, les méthodes d’estimation utilisées en pratique. Dans

ce chapitre, nous nous proposons d’illustrer certaines de ces notions.

4.1 Reésultats

Les principaux résultats de cet article sont la modélisation et ’application en utilisant
le logiciel EViews. En appliquant aux données du taux de change des prix du pétrole et
aux trois séries de rendements boursiers qui sont CAC 40, S&P 500 et NIKKEI 225. Les
données représentent les prix du pétrole mensuels wti, ’étude se rapporte a la période

d’aotit 1987 a octobre 2016, Les données proviennent de inwvesting.com.

4.2 Les données et leurs propriétés statistiques

Dans notre application, nous étudierons d’abord ses différentes séries de données
graphiquement (analyse descriptive). Par la suite nous nous interrogeons sur la question
de la stationnarité des données, nous étudierons alors la stationnarité a ’aide des tests

appropriés. Puis, nous envisagerons un traitement (sous forme de transformation) de ces
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données afin de les stationnariser, s’il s’avére qu’elles ne le sont pas.

Enfin nous prouvons, successivement, par le calcul des différents Kurtosis, Skewness et
les P-values du test de Jarque-Bera, que le processus est non gaussien et que sa variance
est hétéroscédastique.

La figure 1 représente 1’évolution temporelle des prix du pétrole et comportement du

marché boursier au fil du temps.
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Prix du ptrole et comportement du march boursier au fil du

temps

La lecture visuelle de ces graphes indique une non-stationnarité en moyenne et en
variance (surtout en variance). Ce méme graphe montre des regroupements de volatilité,
ce qui signifie que ces séries sont volatiles. Nous remarquons, par ailleurs, que cette

volatilité évolue au cours du temps.
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4.3 1’étude de la stationnarité des séries.

Pour cela, on a utilis¢ le test de racine unitaire (test de non-stationnarité) de Dickey
Fuller (ADF) et de Philips Péron (PP).

Test de Dickey et Fuller augmenté(ADF)

Un test de non-stationnarité largement utilisé et répandu est le test de racine unitaire
proposé par Dickey et Fuller en 1979.

Hy : La série comporte une racine unitaire (ou de non-stationnarité),

H, : La série ne comporte pas de racine unitaire, la série est stationnaire.

Etant donné que le p-valu calculé est inférieur au niveau de signification o = 1%, on
doit rejeter 'hypothese nulle Hj de la non-stationnarité, et retenir I’hypothése alternative
H;.

Tests de Phillips et Perron(PP)

Phillips et Perron (1987, 1988) et Phillips (1987) proposent un autre test pour détecter
la non-stationnarité d’une série temporelle. Ce test est une adaptation non paramétrique
du test de Dickey et Fuller. L’hypothése nulle du test est, comme pour le test DF, la
présence d’une racine unitaire. La présentation détaillée de ce test se retrouve dans la
plupart des manuels consacrés a I’économétrie des séries temporelles (Bresson et Pirotte,
1995).

Hy : La série comporte une racine unitaire,

H, : La série ne comporte pas de racine unitaire, la série est stationnaire.

Etant donné que le p-valu calculé est inférieur au niveau de signification o = 1%, on
doit rejeter I’hypothése nulle Hy de non-stationnarité, et retenir I’hypothese alternative

H;.
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Le tableau 1 représente le test de stationnarité (Test de racine unitaire)

Series Test ADF P-valu | PP P-valu
wti -2.158718 0.2221 | -1.468379 0.5487
WTI Logwti -1.754289 0.4030 | -1.462268 0.5517
DLogwti —13.503220***1 0.0000 | -12.926670*** | 0.0000
Dwti -12.201670** | 0.0000 | -11.864940*** | 0.0000
cac_40 -1.576910 0.4933 | -1.767885 0.3962
CAC_40 Logcac 40 -1.630469 0.4659 | -1.702235 0.4293
DLogcac 40 -17.347770*** | 0.0000 | -17.357700*** | 0.0000
Dcac_ 40 -17.000150*** | 0.0000 | -17.129590*** | 0.0000
sp_ 500 -0.009170 0.9562 | -0.154496 0.9410
SP 500 Logsp 500 -0.894766 0.7894 | -0.930747 0.7778
DLogsp 500 -17.205800*** | 0.0000 | -17.198700*** | 0.0000
Dsp_ 500 -18.117990*** | 0.0000 | -18.172110™* | 0.0000
nikkei 225 -1.952964 0.3078 | -2.010034 0.2825
NIKKEI 225 | Lognikkei 225 | -1.879445 0.3419 | -1.988244 0.2921
DLognikkei 225 | -17.648070*** | 0.0000 | -17.676180*** | 0.0000
Dnikkei 225 -18.003820™* | 0.0000 | -17.996750*** | 0.0000

Table 1. Test de racine unitaire o = 1%(—3.448889)

Le test de racine unitaire confirme la stationnarité des séries.
A partir du tableau 1, on va utiliser dans ce qui suit les séries suivantes : Dlogwti,

Dlogcac 40, Dsp 500, DNikkei 225 car elles sont stationnaires.

Lxrk denote les statistiques significatives au seuil de 1%.
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Les graphes associés aux séries stationnaires sont présentés dans la figure 2
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Tester la présence d’effet ARC'H(q) consiste a faire une régression simple par les
moindres carrés ordinaires de u?, sur u?,u? ,,... et a considérer la statistique LM =
nR? |, ou R? et n sont respectivement coefficient de corrélation multiple et le nombre
d’observations. Sous ’hypothése nulle, cette statistique suit asymptotiquement une loi
de Khi-deux avec autant de degrés de liberté que le nombre de retards associé a u;. La
régression a été faite pour plusieurs degrés de ARCH. Le tableau 2 présente la statistique

de test, ainsi que les P-values correspondantes.

DLogwti | DLogcac 40 | Dsp 500 | Dnikkei 225

nR? 20.73225 | 51.5284 061.78815 | 51.0783

P-valus | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Table 2. Statistiques du test d’homoscédasticité
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Il est clair que toutes les P-values ne dépassent en aucun cas les 1%, ce qui nous
conduit a rejeter ’hypothése nulle d’homoscédasticité, et a accepter I’hypothése de 1'hé-
téroscédasticité.

Statistiques descriptives

Le tableau 3 présente des statistiques sommaires des quatre séries.

Dlogwti Dlogcac 40 | Dsp 500 | DNikkei 225
Mean 0.002273 | 0.003051 5.162657 | -26.25429
Median 0.009274 | 0.009999 7.555000 | 35.02500
Std.Dev 0.084150 | 0.057653 45.45415 | 1105.5990
Skewness -0.274326 | -0.520575 -0.567477 | -0.663243
Kurtosis 5.208957 | 4.460995 5.054818 | 6.346034
Jarque-Bera | 75.54910 | 46.93647 80.35997 | 188.9345
P-valus 0.000000 | 0.000000 0.000000 | 0.000000

Table 3. Statistiques descriptives pour chaque série stationnaire

Le tableau 3, montre que le rendement moyen le plus faible est attribué a l’indice
boursier Nikkei 225 avec une moyenne de —26.25; alors que le plus remarquable est
enregistré en Dsp 500 avec une moyenne de 5.16. En terme de risque, 'indice boursier
Cac_ 40 possede le risque le moins élevé avec un écart type de 0.05 alors que celui le
plus élevé est observé a l'indice boursier Nikkei 225 avec un écart-type de 1105.59. A
propos du marché du pétrole, il a connu un rendement moyen positif, ce qui n’est pas
surprenant compte tenu de la tendance a la hausse du prix du pétrole au cours de la
derniére décennie.

D’un autre coté, on peut voir que les coefficients de 'asymeétrie (Skewness) de DLogwti,
DLogcac_ 40, Dsp 500 et Dnikkei 225 est —0.274326, —0.520575, —0.567477 et —0.663243

respectivement, donc ils sont négatifs, ce qui illustre bien le fait qu'un choc négatif a plus

d’impact qu’un choc positif, de plus la moyenne est inférieur & la médiane, et il y a une
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distribution asymétrique a gauche.

Le coefficient d’aplatissement (Kurtosis) de DLogwti, DLogcac 40, Dsp 500 et Dnik-
kei 225 est 5.208957, 4.460995, 5.054818 et 6.346034 respectivement supérieur a 3, dans
ce cas la distribution est pointue (distribution leptokurtique) et cela indique aussi des
queues plus grosses que la distribution normale avec un pic supérieur.

Les valeurs de Jarque-Bera de DLogwti, DLogcac 40, Dsp 500 et Dnikkei 225 est
75.54910, 46.93647, 80.35997 et 188.9345 respectivement et on voie que les différentes va-
leurs de la P-value du test de Jarque-Bera sont nulles, ce qui conduit a rejeter I’hypothese

de normalité des résidus.
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4.4 Estimation de modéle GARCH(1,1) Univarié

Le tableau 4 représente le résultat d’estimation du modeéle GARC H (1, 1) univarié

Series Estimate | Coefficient Std.Error | Z-Statistic | prob
w 0.004485 0.004069 | 1.102050 0.270400
DLogwti w 0.001424** 0.000679 | 2.095656 0.036100

0.232790***2 | 0.063362 | 3.673971 0.000200

0.565363™* | 0.138289 | 4.088261 0.000000

w 0.006516™* 0.002953 | 2.206805 0.027300

DLogcac_40 | w 0.000395**3 | 0.000166 | 2.380379 0.017300

0.188655"* | 0.066264 | 2.847028 0.004400

0.677769™* | 0.098287 | 6.895826 0.000000

w 3.945604™* | 1.217499 | 3.240746 0.001200

Dsp_ 500 w 8.357726 6.708267 | 1.245885 0.212800

0.201430"** | 0.052514 | 3.835738 0.000100

0.820619"** | 0.041103 | 19.96483 0.000000

w 7.307306 45.25027 | 0.161486 0.871700

Dnikkei 225 | w 21700.750** | 13237.98 | 1.639280 0.101200

0.122979*** | 0.029467 | 4.173457 0.000000

I6; 0.856890"** | 0.030310 | 28.27050 0.000000

Table 4. Résultats d’estimation du modele GARCH(1,1) univarié

Pour le pétrole brut et pour chacun des trois indices boursiers, la plupart de «, 5 sont

statistiquement significatives.

24 % x dénote les statistiques significatives au seuil de 1%.

3%x dénote les statistiques significatives au seuil de 5%.
4% dénote les statistiques significatives au seuil de 10%.
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L’estimation du modéle GARCH (1,1) de la volatilité conditionnelle des différentes
séries nous donne les résultats suivants :

DlogWTI, = X;,

0? = 0.001424 + 0.232790X?2 | + 0.56536302 ;.

Dlog CAC 40, = 0.006516 + X,

0? = 0.000395 + 0.188655X?2 | + 0.67776902 .

DSP 500, = 3.945604 + X,

02 = 8.357726 + 0.201430X?2 , + 0.82061902 .

DNikkei 225, = X,

0? = 21700.750 + 0.122979X?2 | + 0.85689002 ;.

Au regard des résultats obtenus, le modéle GARCH(1,1) semble adéquat pour mo-
déliser la volatilité conditionnelle des quatre séries, car tous les coefficients de I’équation

de la variance sont significatifs.

Series AdjuR2 | SEE BIC RMSE MAE MAPE

Dlogwti 1,00000 | 2.47E-12 | -2.287103 | 0.83E-12 | 0.61E-13 | 11.62E-10

Dlogcac 40 | 1,00000 | 1.28E-10 | -3.653820 | 0.15E-11 | 0.24E-12 | 2.85E-8

Dsp_ 500 1,00000 | 6.93E-10 | -9.041710 | 5.23E-10 | 4.74E-10 | 1.19E-8

Dnikkei 225 | 1,00000 | 3.15E-08 | -13.43601 | 6.52E-7 | 8.34E-8 | 3.11E-7

Table 5.Quelques métriques d’ajustement GARCH(1,1) pour les différentes variables stationnaires.

Discussion

Les modeéles GARCH non linéaires, qui sont capables de capturer la volatilité a longue
mémoire et /ou asymétrique, présentent une plus grande précision de prévision que les
modeles linéaires, en particulier dans la prévision de volatilité sur des horizons temporels

plus longs, tels que cing ou vingt jours. Nos résultats indiquent que le degré de persistance
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de la volatilité a été réduit en intégrant les changements de variance dans le modeéle de
volatilité.

De plus, on peut voir que les modéles GARCH expliquent une partie de la non-
normalité de la distribution des prix de I’énergie. Quand ils le font, le terme d’erreur
présente encore asymétrie et la leptokurtose. A des niveaux de confiance plus élevés, les
estimations de VAR de I’énergie basées sur les modéles GARCH normales sont légérement
meilleures que celles habituellement utilisées par les sociétés d’énergie. Tenir compte de
la distribution non-gaussienne des rendements énergétiques et des changements de la

volatilité, en utilisant le modeéle GARCH stable.

4.5 Estimation de modéle GARCH(1,1) Bivarié

4.5.1 BEKK-GARCH(1,1) Bivarié

GARCH(P=1,Q=1,MV=BEKK DIST=GED)
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Dlogwti-Dlogcac 40

Dlogwti-Dsp 500

Estimate || coefficient T-stat Signif coefficient T-stat Signif
C(1,1) 0.067089™**  8.374270  0.000000 || 0.022404***  4.002340  0.000062
C(2,1) 0.009988*7 1.822840  0.068328 || -6.318450**  -1.894650 0.058139
C(2,2) 0.011716 0.827540  0.407929 || 0.000001 1.71e-008  0.999999
A(1,1) 0.672141"*  9.313670  0.000000 || 0.397405***  6.977120  0.000000
A(1,2) -0.050247 -0.878850  0.379480 || -41.387997 -1.340760 0.179998
A(2,1) 0.041396 0.511260  0.609166 || 0.000146 1.054080  0.291847
A(2,2) 0.630759™*  8.288900  0.000000 || 0.499761***  11.01996  0.000000
B(1,1) 0.355319* 1.781810  0.074779 || 0.781639**  24.86544  0.000000
B(1,2) -0.220792**7  -2.041210  0.041229 || 265.71584*** 14.23243  0.000000
B(2,1) -0.093463 -0.661930  0.508019 || -0.001009***  -12.50726 0.000000
B(2,2) 0.720523**7  10.456380 0.000000 || 0.683105***  19.00782  0.000000

Estimate || coeflicient T-stat Signif

C(1,1) 0.069010***  12.071910 0.000000

C(2,1) 330.59121***  4.626390  0.000003

C(2,2) 0.000022 1.68e-007  0.999999

A(1,1) 0.497504***  8.171140  0.000000

A(1,2) 294.33651 0.497970  0.618506

DLOGWTI-DNIKKEI 225 || A(2,1) 0.000016**  4.129530  0.000036

A(2,2) 0.456446™*  12.16280  0.000000

B(1,1) 0.394015***  3.805410  0.000141

B(1,2) -100.90630 -0.132590  0.894514

B(2,1) -0.000025***  -6.057940  0.000000

B(2,2) 0.860288***  32.43009  0.000000

Table.6 Résultats BEEK-GARCH(1,1) bivarié

%% dénote les statistiques significatives au seuil de 10%.
6xx dénote les statistiques significatives au seuil de 5%.

7

x * % dénote les statistiques significatives au seuil de 1%.
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A partir du tableau 6, la plupart des variables estimées sont statistiquement signifi-
catives.
L’estimation du modeéle BEKK — GARCH (1,1) peut étre obtenue ci-dessous

— Dlogwti — Dlogcac 40
0.672141 0
0 0.630759

A:

0 0.720523 0.009988 0

|:0.355319 0.22()792] c |:0.067089 0]

— Dlogwti — Dsp_ 500

A 0.397405 0 B { 0.781639 265.71584 ] o= { 0.022404 O ] ‘
i 0 0.499761 —0.001009 0.683105 —6.318450 0 |

— Dlogwti — Dnikkei 225

A [ 0.497504 0 ]7 B— |: 0.394015 0 ] 7 _ |: 0.069010 0 ] ‘
| 0.000016  0.456446 —0.000025 0.860288 330.59121 0 |
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4.5.2 DCC-GARCH(1,1)Bivarié

GARCH(P=1,Q=1,MV=DCC,DIST=GED)
Dlogwti-Dlogcac 40

Dlogwti-Dsp 500

Estimate || coefficient T-stat Signif coefficient T-stat Signif
C(1) 0.009192***%  72.66540  0.000000 || 0.063723**  281.99049  0.000000
C(2) -0.000003***  -3.68341  0.000230 | 275.03683*** 561.96769  0.000000
A(1) 0.821568***  42.05718  0.000000 | 0.306941**  783.82073  0.000000
A(2) 2.037555*  86.37950  0.000000 | 0.500475**  1020.11591 0.000000
B(1) 0.003781***  179.22273 0.000000 || -0.904574*** -254.60201 0.000000
B(2) 0.004930**  201.33666 0.000000 || 0.716348"*  266.54864  0.000000
DCC(A) | 0.020402**  5.06341 0.000000 | 0.022167**  628.56565  0.000000
DCC(B) | 0.902565*  4.83036 0.000001 || 0.917991***  1054.18464 0.000000
Dlogwti-Dnikkei 225

Estimate || coefficient T-stat Signif

C(1) 0.006897**  18.52578 (0.000000

C(2) 949660.80***  14.46775 0.000000

A1) 0.383113**  12.69728 0.000000

A(2) 0.332151**  12.67729 0.000000

B(1) 0.875396*  98.69942 (0.000000

B(2) 0.745604***  24.50621 0.000000

DCC(A) || 0.304008**  15.07005 0.000000

DCC(B) || 0.628507**  42.15344 0.000000

Table7. Résultats DCC-GARCH(1,1) bivarié
Les résultats de lestimation du modeéle DCC — GARCH(1,1) sont présentés au

tableau 7, les coefficients de tous les parameétres sont significatifs, ce qui indique qu’il

existe un effet de débordement mutuel entre le pétrole brut et les trois marchés boursiers.

8% % x dénote les statistiques significatives au seuil de 1%.
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Ensuite, le modele DCC estimé est le suivant,

— Dlogwti — Dlogcac 40

hi1+ = 0.009192 + 0.8215686%&1 +0.003781Nh11,4—1

haa+ = —0.000003 + 2.0375558%’1;_1 + 0.004930ha2 11

Q: = (1 — 0.020402 — 0.902565)Q + 0.020402¢; 1, ; + 0.902565Q;_;
— Dlogwti — Dsp 500

hi1 = 0.063723 + 0.3069416%7%1 —0.904574h11 ¢—1

haa+ = 275.03683 + O.50047E')5§)t_1 +0.716348ha2 1

Q: = (1 —0.022167 — 0.917991)Q + 0.022167z;_1¢, ; + 0.917991Q;_,
— Dlogwti — Dnikkei 225

hi1+ = 0.006897 + 0.3831136%_1 + 0.875396N11 11

haa+ = 949660.80 + 0.332151537,5_1 + 0.745604ha2 ¢ 1

Q: = (1 —0.304008 — 0.628507)Q + 0.304008z;_1¢, ; + 0.628507Q;—1
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Conclusion et Perspectives

Nous avons vu les limites des modeles habituels face aux événements imprévisibles
en finance; sans faire I'erreur de vouloir tout prévoir, nous sommes capables, avec les
meilleurs modéles GARCH, d’affiner notre compréhension des risques pour mieux les
anticiper. Des modeéles récents permettent d’aller encore plus loin. Par exemple, il est
probable que la corrélation ait, elle aussi, une réaction plus importante aux chocs néga-
tifs communs qu’aux chocs positifs communs. Des modeéles tels que celui de Cappiello,
Engle et Sheppard (2006), AG-DCC, permettent de prendre cela en compte. D’autres
modeéles reconnaissent 'importance de la macroé- conomie comme moteur sous-jacent
des fluctuations financiéres.

La présente étude examine les corrélations dynamiques entre les prix des actions a
savoir SP500, NIKKEI225, CAC40 et le pétrole brut (WTI). Plus précisément, nous
utilisons un modele GARCH (1,1) univarié et les modeles BEKK GARCH (1,1), DCC
GARCH (1,1) bivariés, durant la période d’aotit 1987 a octobre 2016, en concentrant sur
les corrélations conditionnelles dynamiques estimées entre les indices boursiers et le prix
du pétrole. Cette approche permet d’étudier les dynamiques des moments de second ordre
des prix des indices boursiers et le pétrole brut en prenant en compte le comportement
de dépendance a long terme, les asymétries et 'effet de levier.

Les modeles BEKK GARCH (1, 1), DCC GARCH (1, 1) sont identifiés comme étant
la meilleure spécification et la meilleure flexibilité pour modéliser I’hétéroscédasticité
conditionnelle de séries temporelles individuelles. Nous avons ensuite étendu les modéles
GARCH univariés ci-dessus & un cadre bivarié avec une paramétrisation de corrélation
conditionnelle dynamique afin d’étudier 'interaction entre les prix du pétrole et les indices
boursiers.

Les résultats ci-dessus pourraient étre importants pour mieux comprendre la

relation entre les prix du pétrole et les indices boursiers et pourraient étre utiles aux
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investisseurs et autres participants du marché tels que les gestionnaires financiers, les

analystes et les entreprises pour gérer leurs investissements et minimiser leurs risques.
Dans les perspectives d’avenir, ce travail peut généraliser sur les données de

gaz naturel et d’électricité. En outre, nous pouvons utiliser d’autres modeles GARCH

multivariés.
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