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Résumé 

 

Cette thèse étudie les propriétés empiriques des prix du pétrole et les 

volatilités des rendements des marchés boursiers en utilisant plusieurs 

modèles GARCH univariés et multivariés et des données mensuelles 

des États-Unis. 

L'étude porte sur la période d'août 1987 à octobre 2016, soit un total 

de 351 observations. L'objectif de cette thèse est d'examiner la relation 

entre les marchés boursiers et pétroliers. En outre, nous évaluons la 

performance de chaque modèle avec plusieurs tests de performance de 

prévision en utilisant les modèles GARCH univarié (1,1) et les 

modèles BEKK GARCH (1,1), DCC GARCH (1,1) bivariés. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

 

This paper investigates the empirical properties of oil price and Stock 

market return volatilities using a range of univariate and multivariate 

GARCH models and monthly data from the U.S. 

The study relates the period August 1987 to October 2016, a total of 

351 observations given. The aim of this paper is to examine the 

relationship between stock and oil markets. In addition, we evaluate 

the performance of each model with a range of diagnostic and forecast 

performance tests using univariate GARCH(1,1) and bivariate BEKK 

GARCH(1,1) , DCC GARCH(1,1) models. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 صـــملخ

 

 سوق عوائد وتقلبات النفط لأسعار يبيةالتجر الخصائص بدراسة نقوم الأطروحة هذه يف  

 الى بالإضافة اتيرالمتغ ومتعددة يةأحاد GARCH نماذج من مجموعة باستخدام الأسهم

 .المتحدة ياتالولا من يةشهر ياناتب

 ياتمعط بمجموع ، 6172 أكتوبر إلى 7891 أوت من الممتدة بالفترة الدراسة وتتعلق  

 وأسواق الأسهم أسواق ينب العلاقة دراسة هو العمل هذا من والهدف .سعر 157 بـقدٌر

 الأداء اختبارات من مجموعة باستخدام نموذج كل أداء ييمبتق نقوم ذلك، إلى بالإضافة النفط

، عزBEKK-GARCH(1,1) عزأحادي عزالمتغير عزج عزنمارج عزGARCH(1,1) عزنمارج باستخذام جالتنبؤ

DCC-GARCH(1,1)ثنائي عزالمتغير عز. 
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Introduction
Jusqu�au début des années 1980, l�économétrie s�est développée à un rythme relati-

vement lent. Elle avait beaucoup de mal à se libérer du paradigme statistique classique.

Mais avec la poussée fulgurante de l�informatique, l�économétrie a connu un essor fort

appréciable ces vingt dernières années. Que l�on pense simplement à la multiplication

e¤rénée des modèles économétriques non linéaires, des modèles de volatilité et des nou-

velles techniques d�estimation comme le GMM ou la méthode des moments simulés, pour

ne nommer que quelques nouveaux champs de l�économétrie contemporaine.

Mais ce qui est encore plus saisissant, c�est l�avancée au pas de charge de l�économé-

trie dans le domaine de la théorie �nancière. En e¤et, la théorie des produits dérivés,

qui prend sa source au début des années 1970, fait de plus en plus appel aux modèles

économétriques de volatilité, tels les modèles GARCH, et à la méthode du GMM pour

estimer les paramètres des équations di¤érentielles stochastiques qui servent à la détermi-

nation des prix des options, entres autres. L�économétrie a également permis au modèle

du CAPM, bien connu en théorie �nancière, de s�a¤ranchir de son cadre statique. On

peut maintenant parler de bêtas variables dans le temps et la transposition de l�approche

GARCH au CAPM a permis de le situer dans un cadre multivarié.

D�autre part, la modélisation de la volatilité est un enjeu important de la recherche

sur les marchés �nanciers et de l�énergie. Cependant, il n�y a pas de réponse pour le choix

des meilleurs modèles et les mesures de la volatilité des prix sont dues à la complexité

de la remise des prix de l�énergie où ce problème a motivé plusieurs chercheurs après la

crise �nancière de 2008. Les relations entre les marchés boursiers et pétroliers ont été

attiré une attention particulière de la part des praticiens et des universitaires. Une rela-

tion forte entre eux aurait des implications signi�catives pour les décisions politiques et

économiques car les chocs négatifs a¤ectant un marché peuvent être transmis rapidement

à l�autre par des e¤ets contagieux.

Les preuves empiriques sur la relation entre les prix boursiers et pétroliers ont été
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documentées par de nombreuses études. Plusieurs travaux traitent l�impact du prix du

pétrole sur les indices boursiers. Cependant, un nombre réduit de recherches aborde l�e¤et

du marché de pétrole sur rendement des actifs et l�e¤et de sa volatilité sur les prix des

indices.

Dans [33] ; Jones, Charles M. and Kaul, Gautam en 1996; ont été utilisé des données

trimestrielles pour véri�er si la réaction des marchés boursiers internationaux aux varia-

tions du prix du pétrole peut être justi�ée par le changement des rendements attendus

dans les pays tels que les USA, le Japon, et le Canada. Ils trouvent une relation stable et

négative entre l�évolution du prix du pétrole et les rendements des indices boursiers. Cette

relation est plus pertinente dans le cas du Japon que celui du Canada. Egalement, ces

auteurs montrent que les prix actuels et les prix du pétrole décalés a¤ectent négativement

le rendement boursier. Jones et Kaul (1996) utilisent des modèles de régression simples

pour étudier l�impact des prix du pétrole sur les rendements boursiers aux États-Unis,

au Canada, au Japon et au Royaume-Uni et constatent aussi que les prix du pétrole

ont un e¤et négatif sur tous les pays. Dans [18] ; El-Sharif I, Brown D, Burton B, Nixon

B, Russell A.(2005) utilisent des données quotidiennes et mensuelles pour examiner la

relation entre les prix du pétrole et les rendements des stocks pour les États-Unis et le

Royaume-Uni. Plus récemment, Arouri, M. E. H., & Nguyen, D. K [2] ; Arouri, M. E. H.,

& Rault, C [3] ; aussi Ji et Fan [30] ont étudié une approche V AR�GARCH récemment

développée pour analyser les débordements de la volatilité entre les marchés pétrolier et

boursier en Europe.

Dans [29], Huang, R.D, Masulis, R. W, Stoll, H.R (1996), ont examiné la relation

existante entre les rendements du cours de pétrole et le rendement journalier de l�indice

S&P 500 en utilisant le modèle VAR. Ils trouvent qu�il y a une relation entre le rendement

du pétrole et la valeur de marché de certaines compagnies pétrolières ; en revanche, il n�y

a pas une interaction signi�cative entre le prix du pétrole et l�indice composite S&P_500.

Sadorsky, P (1999) [43] ; est le premier à s�intéresser à la question de l�asymétrie dans

la relation entre le prix du pétrole et les rendements boursiers. Il montre que volatilité
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des cours de pétrole, jouent un rôle plus important que celui joué par le taux d�intérêt

dans l�explication du comportement des indices boursiers des États-Unis. En e¤et, la

fonction de réponse impulsionnelle au choc du VAR estimé, montre que les chocs positifs

matérialisés par une hausse du prix de pétrole, avaient un impact plus important sur

l�indice, et qu�un choc négatif illustré par une baisse du prix de pétrole, n�entraine pas le

même e¤et sur la variation de l�indice S&P_500.

PARK, J. W. and Ratti, R. A (2008) [40] ; analysent les impacts respectifs des prix

du pétrole et de leur volatilité sur les rendements des actifs boursiers aux États-Unis

et dans 13 pays industrialisés d�Europe. Utilisant la même méthodologie que [43], ils

montrent que les chocs sur les prix du pétrole ont un e¤et statistiquement signi�catif sur

le rendement des actifs boursiers, de manière contemporaine au cours du même mois ou

avec un décalage d�un mois. De plus, les e¤ets observés varient selon les pays. Pour la

plupart des pays de l�UE et non pour les USA, l�accroissement de la volatilité réduit le

rendement des actifs de manière contemporaine ou avec un décalage d�un mois.

Les séries �nancières sont caractérisées par une volatilité, qui varie au cours du temps,

par un kurtosis élevé, par une asymétrie et une persistance des chocs sur la volatilité. La

variance conditionnelle, qui constitue une mesure de la volatilité d�une série, n�est plus

constante et la volatilité dépend de ces valeurs passées.

Pour prendre en compte ce phénomène, Engle (1982) [20] et Bollerselv (1986) [8] ont

développé les modèles ARCH (AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques)

et GARCH (AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques Généralisées). Ces

modèles constituent une extension du modèle ARMA, introduit par Box et Jenkins en

1971.

Selon Bera, A. K, et Higgins, M. L (1993) [5], cette modélisation ARCH/GARCH et

ses extensions correspondent à une représentation spéci�que du non linéarité, qui permet

une modélisation simple de l�incertitude.

Dans l�économétrie de séries temporelles univariées, les modèles GARCH semblent être

les plus adéquats pour prévoir les séries �nancières. Le choix de ces modèles est dicté par

5



les propriétés qui caractérisent ces séries, à savoir : la stationnarité, l�autocorrélation des

carrés des variations de prix, les queues de distribution épaisses, les clusters de volatilité,

les queues épaisses conditionnelles, l�e¤et de levier, la saisonnalité, et l�asymétrie.

De plus, les modèles GARCH univariés ont été utilisés pour modéliser la volatilité des

prix du pétrole depuis le début des années 1990 et sont devenus une pratique standard.

Malgré l�explosion de nouveaux types de modèles GARCH, y compris le modèle GARCH

multivarié de Bollerslev (1986) [8], GARCH de Baillie R.T., Bollerslev, T., and Mikkelsen,

H.O. (1996) [4], GARCH non paramétriques de Bühlmann, P. and McNeil, A.J. (2002)

[12], et GARCH de la composante multiplicative de Engle, R. & Sokalska, M.E (2012)

[23], aussi Joshua C.C. Chan , Angelia L. Grant (2015) [34], les modèles simples de type

GARCH(1; 1) restent très utiles car ils convergent beaucoup plus rapidement vers un

maximum local lorsqu�on utilise une estimation par la méthode de quasi-maximum de

vraisemblance, tout en délivrant des performances de prévision qui ne sont pas forcément

inférieures aux modèles multivariés de Yudong Wang and Chongfeng Wu (2012) [47].

L�objectif de la thèse est d�analyser et d�étudier le comportement de la dynamique

du taux de change des prix du pétrole et les indices boursiers, en appliquant la méthode

de VaR. Comme dans la plupart des travaux existants dans la littérature économique,

on considère un modèle sous forme multiplication où le bruit blanc au sens faible, dé-

pendant de la volatilité. La théorie classique des séries temporelles n�étant pas su¢ sante

pour décrire les mouvements à court terme du taux de change, nous proposons dans ce

travail une méthode qui permet de modéliser la volatilité à l�aide d�un processus GARCH

univarié appliquées aux données sur des prix du pétrole et les indices boursiers. De plus,

on cherche d�examiner la performance des modèles GARCH multivariés. La contribution

de notre recherche puise du fait que nous appliquons les modèles GARCH multivariés

dans la gestion active du portefeuille sur une période 351mois et ce avec des données du

marchés boursiers et pétroliers utilisant les logiciels Eviews et RATES.

La thèse comporte quatre chapitres, une introduction et une conclusion. Ce travail

est composé de deux parties, une partie théorique contient trois chapitres et une partie
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pratique qui contient un seul chapitre.

Ainsi, le premier chapitre contient quelques dé�nitions et notions de base sur les séries

chronologiques ainsi un panorama des modèles clés de la classe ARCH /GARCH univarié.

Le chapitre 2 se focalise sur les di¤érentes méthodes d�estimations des paramètres des

modèles utilisés à savoir :

- la méthode de maximum de vraisemblance ;

- la méthode de quasi maximum de vraisemblance ;

- la méthode de la régression arti�cielle.

Ainsi que les propriétés asymptotiques de l�estimateur obtenu par ces méthodes.

Le chapitre 3 présente une synthèse sur le modèle GARCH multivarié et leur station-

narité.

En�n, le dernier chapitre, qui est l�essentiel de cette thèse, contient une application

portée sur les corrélations dynamiques entre les prix du pétrole et les marchés boursiers

(d�Amérique (SP 500), français (CAC 40) et Japon (NIKKEI 225)) en utilisant les mo-

dèles multivariés BEKK et DCC GARCH sur la période du 1er Août 1987 au 30 octobre

2016, soit 351 observations.
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Chapitre 1

Les Modèles ARCH, GARCH

Univariés

Dans cette partie, on distingue les di¤érents types des modèles de l�hétéroscédasticité

conditionnelle.

1.1 Notions de base

1.1.1 Notions de stationnarité

La stationnarité implique que l�état d�une série temporelle ne depend pas du temps.

En particulier, la stabilité d�une série (Xt; t 2 Z) est véri�ée si elle ne comporte pas de

tendance saisonnière, ni de tendance à la hausse ou à la baisse. Formellement, on envisage

deux types de stationnarité (stationnarité stricte et stationnarité au second ordre).

Dé�nition 1 (Stationnarité stricte) Le processus (Xt) est dit strictement station-

naire si 8 t1 < t2 < ::: < tn; ti 2 Z ; i = 1; ::; n et quelque soit h 2 Z , les vecteurs

(Xt1 ; :::; Xtn)
T et (Xt1+h; :::; Xtn+h)

T ont la même loi de probabilité.

Dé�nition 2 (Stationnarité au second ordre) Le processus (Xt; t 2 Z) est sta-

tionnaire au second ordre(stationnaire au sens faible) si les conditions suivantes sont
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véri�ées :

(i):8t 2 Z; E(X2
t ) <1;

(ii):8t 2 Z; E(Xt) = m; indépendant de t;

(iii):8t; h 2 Z; cov(Xt; Xt+h) = E [(Xt+h �m)(Xt �m)] = (h), indépendant de t.

La fonction (:) (resps. �(:) := (:)=(0)) est appelée fonction d�autocovariance (resp.

d�autocorrélation ) de (Xt):

-La condition (i) signi�e l�existence des moments d�ordre deux.

-La condition (ii) implique que les variables aléatoires (Xt) ayant la même espérance

quelle que soit la date t, i:e E(Xt) ne dépend pas du temps.

-La condition (iii) signi�e que les moments sont indépendants de la date considérée

et ne dépends que uniquement de l�ordre des retards, c�est-à-dire la fonction d�autocova-

riance de (Xt) doit être indépendante du temps. Donc on peut conclure qu�un processus

faiblement stationnaire si ses moments ne dépend pas du temps. Par conséquent, au cours

du temps si la variance de (Xt) est constante alors le processus (Xt) est stationnaire sans

passer aux test d�hypothèse sur la stationnarité.

1.1.2 Ergodicité

Soit fXtgnt=0 un processus stationnaire au second ordre, le processus (Xt) est ergodique

si

lim
n!1

1

n

nX
h=1

(h) = 0;

avec (h) représente la fonction d�autocovariance du processus Xt:

1.1.3 Fonctions d�autocovariance et d�autocorrélation

Dé�nition 3 Soit (Xt) une série stationnaire,

- La fonction d�autocovariance de (Xt) est dé�nie par :

9



X(h) = cov(Xt; Xt+h);8t; h 2 Z:

- La fonction d�autocorrélation de (Xt) est dé�nie par :

�X(h) =
X(h)

X(0)
= cor(Xt; Xt+h);8t; h 2 Z:

1.1.4 Le bruit blanc

Bruit blanc faible

Dé�nition 4 Soit ("t)t2Z un processus stochastique, le processus ("t) est appelé bruit

blanc faible si les trois propriétés suivantes soient véri�ées, pour une constante positive

�2 :

(i): E("t) = 0; 8t 2 Z;

(ii): E("2t ) = �2;8t 2 Z;

(iii): cov("t; "t+h) = E("t"t+h) = 0;8t; h 2 Z; h 6= 0:

on note ("t) � WN(0; �2).

1.1.5 La volatilité

Dé�nition 5 l�instabilité du cours d�un actif �nancier est mesurée par la volatilité,

cette dernière mesure l�amplitude d�un produit dérivé et des variations d�une action. Il

s�agit d�un paramètre de quanti�cation du risque de rendement et de prix. Les séries

monétaires et �nancières sont caractérisées par le clustering de volatilité, à savoir les

périodes de forte volatilité alternent avec les périodes de faible volatilité. Ce phénomène,

que nous appelons aussi l�hétéroscédasticité conditionnelle, est particulièrement fréquent

dans les données boursières, les taux de changes ou d�autres prix déterminés sur les

marchés �nanciers.
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1.1.6 Séries �nancières

La modélisation des séries �nancières est très di¢ cile. Cette di¢ culté due pour les

raisons suivantes :

-L�existence de régularités statistique qui est la même dans les di¤érentes séries �nan-

cières.

-La disponibilité d�échantillons de très grandes tailles.

-L�importance de la fréquence d�observation.

-La variété des séries �nancières.

Les propriétés concernent les régularités empiriques des séries �nancières qui sont

mises en 1963 par Mandelbrot, véri�ées et complétées par nombreux auteurs, ses pro-

priétés qu�on va présenter ci-dessous valent surtout pour les séries quotidiennes de prix

d�action.

Soit St le cours d�un actif à la date t et soit �t = log(St=St�1) présente le rendement.

Ainsi que (�t) décrit les variations relatives des prix rt =
St�St�1
St�1

: Si on pose �t = log(1+rt);

dans ce cas, ces deux séries présentent sur celle des prix l�avantage d�être sans unité, cela

ne permet de comparer facilement entre di¤érents titres.

1.1.7 Hétéroscédasticité

Dé�nition 6 En statistique, lorsque les variances des variables étudiées sont di¤é-

rentes, dans ce cas on parle sur l�hétéroscédasticité. Par contre, si la variance de l�erreur

des variables est constante, on parle ici sur l�homoscédasticité i:e V ar ("i) = �2 8i, nous

avons désormais V ar ("i) = �2i , où �
2
i 6= �2j si i 6= j.

1.2 Les modèles ARCH

Une classe de modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH)

a été créée par Engle nous permet de connaitre le comportement temporel de la volatilité.
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Le modèle est formé de deux équations. La première met en relation le rendement et cer-

taines variables qui l�expliquent et la seconde modélise la variance conditionnelle des ré-

sidus.

Le principe proposé par Engle consiste à introduire une dynamique dans la détermi-

nation de la volatilité en supposant que la variance est conditionnelle aux informations

dont nous disposons. Il avance une spéci�cation ARCH(q) ont le carré des innovations,

c�est-à-dire la variance du terme d�erreur au temps t, dépend de l�importance des termes

d�erreur au carré des q périodes passées. Le modèle ARCH(q) permet de générer des

épisodes de volatilité importante suivis d�épisodes de volatilité plus faibles.

1.2.1 Les modèles ARCH(1)

Dé�nition 7 Le processus (Xt)t�0 satisfait une représentation d�un processus auto-

régressif conditionnellement hétéroscédastique d�ordre 1, noté ARCH(1), si et seulement

si

Xt = "t
p
ht, (1.1)

où

ht = �0 + �1X
2
t�1;

et ("t) désigne un bruit blanc faible.

De façon générale, "t désigne un ensemble de variables aléatoires indépendantes, iden-

tiquement distribuées, centrées, réduites. La composante ht désigne une variable qui est

déterministe et positive conditionnellement à l�ensemble d�informations des valeurs pas-

sées de Xt, i:e. à Xt�1 = fXt�1; Xt�2; :::; Xt�j; ::g. Dans ce système, le processus (Xt) est

caractérisé par des autocorrélations nulles et une variance conditionnelle variée dans le

temps en fonction de l�ampleur de l�innovation passée.

On peut établir des résultats intéressants en considérant le processus autorégressif sur

12



X2
t . Pour simpli�er, on se limite au cas du ARCH(1). Dans ces conditions :

ht = �0 + �1X
2
t�1 , X2

t = �0 + �1X
2
t�1 + (X

2
t � ht);

soit encore :

X2
t = �0 + �1X

2
t�1 + �t;

où �t = X2
t � ht véri�ant E(�tjXt�1) = 0 est un processus d�innovation pour X2

t .

Ainsi, cette écriture précédente correspond celle d�un AR(1) sur le carré X2
t . On sait

que ce processus X2
t est stationnaire au second ordre si et seulement si �1 < 1. On peut

déduire de ses di¤érentes écritures, un certain nombre de propriétés qui pourront être

étendues au cas des processus ARCH(q).

1.2.2 Les modèles ARCH(q)

Dé�nition 8 On considère un modèle linéaire autorégressif exprimé sous la forme

suivante :

rt = �t +Xt;

où

�t = E(rt= t�1);

On dit que le processus (Xt) suit un processus ARCH(q) s�il est dé�ni par une équa-

tion de la forme

Xt = "t
p
ht;

l�équation de la variance conditionnelle d�un processus ARCH s�écrit :
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ht = �0 +

qX
i=1

�iX
2
t�i; (1.2)

où :

rt : rendements d�un actif au temps t,

�t : l�espérence conditionnelle de rt,

Xt : erreurs conditionnelles d�actif au temps t,

 t : ensemble d�informations au temps t,

ht : la variance conditionnelle au temps t (la volatilité au carré),

"t : bruit blanc faible,

�0 : paramètre qui représente la variance moyenne à long terme,

�i : paramètre qui mesure la sensibilité à la volatilité conditionnelle,

q : l�ordre du processus ARCH

A�n de s�assurer d�obtenir une variance conditionnelle positive, il faut respecter les

conditions suivantes : �0 > 0, �i � 0 pour tout i = 1; 2; 3; :::; q.

1.3 Les modèles ARCH généralisés (GARCH)

Les modèles ARCH (autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques) ont été

introduits par Engle (1982) [20] et leur extension GARCH (ARCH généralisés) est due à

Bollerslev (1986) [8]. Leur caractérisation repose essentiellement sur le concept de variance

conditionnelle. Dans ces modèles, celle-ci s�écrit comme une fonction a¢ ne des valeurs

passées du carré de la série. Cette spéci�cation particulière se révèle très fructueuse car

elle permet une étude complète des propriétés des solutions tout en étant assez générale.

Les modèles GARCH sont en e¤et susceptibles de capter les propriétés caractéristiques

de certaines séries.
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1.3.1 GARCH(p,q) (Sens faible)

Dé�nition 9 On dit que fXtgt2N est un processus GARCH(p; q) si ses deux premiers

moments conditionnels existent et véri�ent :

(i): E(XtjXs; s < t) = 0; t 2 Z;

(ii): Il existe des constantes �0; �i; i = 1; :::; q et �j; j = 1; :::; p telles que

ht = V (XtjXs; s < t) = �0 +

qX
i=1

�iX
2
t�i +

pX
j=1

�jht�j , t 2 Z; (1.3)

où "t est un bruit blanc faible.

L�équation (1:3) peut-être écrit de manière symbolique sous la forme plus compacte

ht = �0 + �(L)X2
t + �(L)ht; t 2 Z; (1.4)

où L est l�opérateur retard (LiX2
t = X2

t�i et L
iht = ht�i pour tout entier i), � et �

sont les polynômes de degrés q et p :

�(L) =

qX
i=1

�iL
i, �(L) =

pX
j=1

�jL
j:

Dé�nition 10 L�innovation du processus X2
t est par dé�nition la variable �t =

X2
t � ht. En remplaçant, dans l�équation (1:3), les variables ht�j par X2

t�j � �t�j ; on

obtient la représentation

X2
t = �0 +

rX
i=1

(�i + �i)X
2
t�i + �t �

pX
j=1

�j�t�j , t 2 Z;

où r = max(p; q), avec la convention �i = 0 (resp:�j = 0) si i > q (resp:j > p).

- On retrouve ainsi dans cette équation la structure linéaire des modèles ARMA,

- Sous l�hypothèse suivante :

X2
t est stationnaire, si (Xt) est unGARCH(p; q), alors (X2

t ) est un processusARMA(r; p).
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1.3.2 Processus GARCH(p,q) fort

Dé�nition 11 Dans le cas d�un GARCH fort, on dit que fXtgt2N suit un processus

GARCH(p; q) si :

�
Xt = "t

p
ht

ht = �0 +
Pq

i=1 �iX
2
t�i +

Pp
j=1 �jht�j, t 2 Z

; (1.5)

où �0 > 0; �i � 0; i = 1; :::; q et �j � 0; j = 1; :::; p; p � 0 et "t est un bruit blanc

fort gaussien N(0; 1); ou on peut écrire ht sous la forme suivante :

ht = �0 +

qX
i=1

�iht�i"
2
t�i +

pX
j=1

�jht�j, (1.6)

ou bien

ht = �0 +
rX
i=1

ai("t�i)ht�i,

où ai(z) = �iz
2 + �i; i = 1; :::; r. Cette représentation montre que dans le cas d�un

GARCH fort, le processus de volatilité véri�e une équation autorégressive, mais avec

coe¢ cients aléatoires.

Propriétés

-Si le processus GARCH(p; q) est stationnaire au second ordre, alors nécessairement

pX
i=1

�i +

qX
j=1

�j < 1;

et dans ce cas, la variance de Xt est donnée par

V (Xt) =
�0

1�
Pq

i=1 �i +
Pp

j=1 �j
:

- Les conditions �0 > 0; �i � 0 et �j � 0 su¢ santes pour garantir la positivité de ht.

- Bollerslev (1986) a montré que, dans le cas d�un GARCH(p; q), la variance du

processus reste �nie si la somme des paramètres �1+ :::+�q+�1+ :::+�p est plus petite
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que 1.

- Un GARCH(0; q) est un ARCH(q).

1.4 Etude de la stationnarité

1.4.1 Etude de la stationnarité du modèle GARCH(1,1)

Nous allons chercher sous quelles conditions il existe des processus stationnaires (au

sens strict et au second-ordre) véri�ant les dé�nitions 9 et/ou 11. On s�intéresse plus par-

ticulièrement aux solutions non anticipatives du modèle (1:5), c�est-à-dire aux processus

(Xt) tel que Xt soit une fonction mesurable des variables "t�s; s � 0.

Nous examinons d�abord le cas du modèle GARCH(1; 1) qui peut se traiter avec des

techniques élémentaires. On notera, pour x > 0, log+ x = max(log x; 0).

Modèle GARCH(1,1)

Dans le cas où p = q = 1, le modèle (1:5) s�écrit

�
Xt = "t

p
ht

ht = �0 + �X2
t�1 + �ht�1

(1.7)

avec �0 > 0; � � 0; et � � 0; on pose a(z) = �z2 + �.

Stationnarité stricte

Théorème 12 Stationnarité stricte du modèle GARCH(1,1) fort

Si

�1 �  := E
�
log
�
�"2t + �

	�
< 0; (1.8)

la série

17



st =

(
1 +

1X
i=1

a("t�1):::a("t�i)

)
�0; (1.9)

converge presque sûrement (p.s.) et le processus (Xt) dé�ni par Xt = "t
p
st est

l�unique solution strictement stationnaire du modèle (1:7).

Si  � 0 et �0 > 0, il n�existe pas de solution strictement stationnaire.

Remarque 1

1) Le coe¢ cient  = E logfa("t)g existe toujours dans [�1;+1[ car E
�
log+fa("t)g

�
� E (a("t)) = �+ �.

2) Dans le cas où �0 = 0 et  < 0, il est clair d�après (1:9) que la seule solution

strictement stationnaire du modèle est Xt = 0. Il n�est donc naturel d�imposer �0 > 0

dans la pratique.

3) On voit que la condition (1:8) dépend de la loi du processus ("t) et qu�elle n�est

pas symétrique en � et �.

4) La condition (1:8) implique � < 1. Inversement, si �+ � < 1, (1:8) est véri�ée, car

par application de l�inégalité de Jensen

E logfa("t)g � logEfa("t)g = log(�+ �) < 0:

5) Si (1:8) est satisfaite, elle l�est également pour tout couple (�1; �1) tel que �1 � �

et �1 � �. En particulier la stationnarité stricte du modèle GARCH implique celle du

modèle ARCH obtenu en supprimant �.

6) Dans le cas ARCH(1) (� = 0), la contrainte de stationnarité stricte s�écrit

0 � � < expf�E(log "2t )g: (1.10)

Preuve du théorème 12

En utilisant de manière itérative la seconde équation du modèle (1:7), on obtient,

pour N � 1,
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ht = �0 + a("t�1)ht�1 (1.11)

= �0

"
1 +

NX
n=1

a("t�1):::a("t�n)

#
+ a("t�1):::a("t�N�1)ht�N�1

: = st(N) + a("t�1):::a("t�N�1)ht�N�1:

Le processus limite st = limN!1 st(N) existe dans R
+
= [0;+1]; puisque les termes

de la somme sont positifs. De plus, en faisant tendre N vers l�in�ni dans la relation

st(N) = �0 + a("t�1)st�1(N � 1), on obtient :

st = �0 + a("t�1)st�1:

Nous allons montrer que st est presque sûrement �nie si et seulement si  < 0.

Supposons  < 0. On utilise la règle de Cauchy pour les séries à termes positifs.

On a

[a("t�1):::a("t�n)]
1=n = exp

"
1

n

nX
i=1

log fa("t�i)g
#
! e p.s, (1.12)

quand n ! 1, par application de la loi forte des grands nombres à la suite iid

(logfa("t)g).

La série dé�nie dans (1:9) converge alors presque sûrement dans R, par application

de la règle de Cauchy, et le processus limite, (ht), est à valeurs réelles positives.

Par suite, le processus (Xt) dé�ni par :

Xt = "t
p
st =

(
�0 +

1X
i=1

a("t�1):::a("t�i)�0

)1=2
"t, (1.13)

est strictement stationnaire (voir [14]). Il est non anticipatif comme fonction mesurable

des variables "t�i; i � 0. De plus (Xt) véri�e le modèle (1:7).

Nous montrons maintenant l�unicité. Soit ~Xt = "t
p
ht une solution strictement sta-

19



tionnaire. D�après (1:11) on a

ht = st(N) + a("t�1):::a("t�N�1)ht�N�1:

Par suite

ht � st = fst(N)� stg+ a("t�1):::a("t�N�1)ht�N�1:

Le terme entre accolades à droite de l�égalité tend vers 0 p.s. quand N ! 1. Par

ailleurs, puisque la série dé�nissant st converge p.s., on a a("t�1):::a("t�n) ! 0 avec

probabilité 1 quand n ! 1. De plus la loi de ht�N�1 est indépendante de N par sta-

tionnarité. Par suite a("t�1):::a("t�N�1)ht�N�1 ! 0 en probabilité lorsque N ! 1. On

a montré que ht � st ! 0 en probabilité quand N !1. Ce terme étant indépendant de

N; on a nécessairement st = ht pour tout t, p.s.

Si  > 0, d�après (1:12) et la règle de Cauchy,
NX
n=1

a("t�1):::a("t�n)! +1, p.s. lorsque

N ! 1. Donc si �0 > 0, st = +1, p.s. D�après (1:11), il est clair que ht = +1, p.s.

Par suite, il n�existe pas de solution �nie p.s. de (1:7).

Dans le cas  = 0, nous procéderons par l�absurde. Supposons qu�il existe une solution

strictement stationnaire (Xt; ht) de (1:7). Nous avons pour n > 0,

h0 � �0

(
1 +

nX
i=1

a("t�1):::a("t�i)

)
d�où on déduit que le terme général a("t�1):::a("t�n)�0 converge vers zéro, p.s., quand

n!1, ou, de manière équivalente, que

nX
i=1

log a("i) + log�0 ! �1 p.s. quand n!1: (1.14)

D�après le théorème de Chung-Fuchs nous avons lim sup
Pn

i=1 log a("i) = +1 avec

probabilité 1, ce qui contredit (1:14).
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Stationnarité au second ordre

Théorème 13 Stationnarité au second ordre du GARCH(1,1)

Supposons �0 > 0.

Si �+� � 1, il n�existe pas de solution GARCH(1; 1) non anticipative et stationnaire

au second ordre .

Si �+ � < 1, le processus (Xt) dé�ni par (1:13), est stationnaire au second ordre.

Plus précisément, (Xt) est un bruit blanc. De plus, il n�existe pas d�autre solution

stationnaire au second ordre et non anticipative.

Preuve

Si Xt est un processus GARCH(1; 1), au sens de la dé�nition 9, stationnaire au

second-ordre et non anticipatif, on a

E(X2
t ) = E

�
E(X2

t jXs; s < t)
	
= E(ht) = �0 + (�+ �)E(X2

t�1)

soit

(1� �� �)E(X2
t ) = �0

Il faut donc �+ � < 1. On obtient de plus : E(X2
t ) > 0.

Inversement, supposons � + � < 1. D�après la remarque 4 précédente, la condition

de stationnarité stricte est véri�ée. Il su¢ t donc de montrer que la solution strictement

stationnaire dé�nie dans (1:13) admet une variance �nie. La variable st étant une limite

croissante de variables aléatoires positives, d�après le théorème de Beppo Levi, on peut

intervertir espérance et somme in�nie et écrire
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E(X2
t ) = E(st) =

"
1 +

+1X
n=1

E fa("t�1):::a("t�n)g
#
�0

=

"
1 +

+1X
n=1

fEa("t)gn
#
�0

=

"
1 +

+1X
n=1

(�+ �)n

#
�0

=
�0

1� (�+ �)

Cela su¢ t à prouver la stationnarité au second-ordre de la solution. De plus cette

solution est un bruit blanc car E(Xt) = E fE(XtjXs; s < t)g = 0 et pour tout h > 0,

cov(Xt; Xt�h) = EfXt�hE(XtjXs; s < t)g = 0:

Soit ~Xt = "t
p
~st une autre solution stationnaire au second ordre et non anticipative.

On a

jst � ~stj = a("t�1):::a("t�n)jst�n�1 � ~st�n�1j

et par suite,

Ejst � ~stj = E fa("t�1):::a("t�n)gEjst�n�1 � ~st�n�1j

= (�+ �)nEjst�n�1 � ~st�n�1j:

Notons que la seconde égalité résulte du caractère non anticipatif des solutions, hypo-

thèse qui n�était pas nécessaire pour établir l�unicité de la solution strictement station-

naire. L�espérance de jst�n�1 � ~st�n�1j étant bornée par Ejst�n�1j + Ej~st�n�1j, quantité

�nie et indépendante de n par stationnarité, et (� + �)n tendant vers 0 quand n ! 1,

on obtient Ejst � ~stj = 0 et donc st = ~st pour tout t, p.s.
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1.4.2 Etude de la stationnarité du variance conditionnelle

Théorème 14

Soit (Yt) est un processus stochastique dé�ni par

Yt = At +BtYt�1; t 2 N;

On suppose que Y0 est indépendant de ((At; Bt)t�0) qui sont iid. Supposons que

E ln+ jAj <1 et �1 � E ln jBj < 0:

Alors

a� Yt
D! Y pour chaque variable Y , telle qu�elle véri�er l�identité en loi

Y = A+BY;

où Y et (A;B) sont indépendantes.

b� L�équation précédente a une unique solution au sens de distribution, qui est donnée

par

Yt
D!

1X
m=1

Am

m�1Y
j=1

Bj: (1.15)

Le côté droit de l�équation (1; 15) converge absolument avec une probabilité 1.

c� Si on choisit Y0
D! Y comme dans (1; 15), Alors le processus (Yt)t�0 est stricte-

ment stationnaire.

Théorème 15

Soit ht la variance conditionnelle du processus GARCH(1,1) dé�nie dans (1; 7); et

on suppose que

E
�
ln(�1"

2
0 + �1)

�
< 0
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et que h0 est indépendant de ("t).

Alors le processus (ht) est strictement stationnaire si

h0
D
= �0

1X
m=1

m�1Y
j=1

(�1 + �1"
2
j�1): (1.16)

et le série (1; 16) est converge absolument avec une probabilité égale à 1.

Preuve

De l�équation (1; 7) on a

ht = �0 + �1X
2
t�1 + �1ht�1;

ou

ht = �0 +
�
�1"

2
t�1 + �1

�
ht�1

qui représente une équation de di¤érence stochastique

Yt = At +BtYt�1;

où Yt = ht; At = �0 et Bt = �1"
2
t�1 + �1: A partir des hypothèses du théorème nous

avons E ln+ jAj < 1 et E ln jBj = E
�
ln(�1 + �1"

2
t�1)
�
< 0: Alors d�après le théorème

(14), on peut conclue que (ht) est strictement stationnaire avec une distribution marginale

unique donnée par (1; 16), ceci montre le résultat du théorème.

1.4.3 Etude de la stationnarité du modèle GARCH(p,q)

Dans le cas général duGARCH(p; q) fort, l�écriture vectorielle suivante sera très utile.

On a

zt = bt + Atzt�1; (1.17)
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où

bt = bt("t) =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

�0"
2
t

0
...

�0

0
...

0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
2 Rp+q; zt =

0BBBBBBBBBBBB@

X2
t

...

X2
t�q+1

ht
...

ht�p+1

1CCCCCCCCCCCCA
2 Rp+q

et

At =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1"
2
t � � � �q"

2
t �1"

2
t � � � �p"

2
t

1 0 � � � 0 0 � � � 0

0 1 � � � 0 0 � � � 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...

0 � � � 1 0 0 � � � 0 0

�1 � � � �q �1 � � � �p

0 � � � 0 1 0 � � � 0

0 � � � 0 0 1 � � � 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...

0 � � � 0 0 0 � � � 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(1.18)

est une matrice de dimension (p+ q)� (p+ q). Dans le cas ARCH(q), zt ne contient

que X2
t et ses q�1 premières valeurs passées, et At se limite au bloc supérieur a gauche de

la matrice ci-dessus. L�équation (1:17) constitue un modèle vectoriel autorégressif d�ordre

un, avec coe¢ cients positifs et iid. La loi de zt conditionnelle à son passé in�ni coïncide

avec sa loi conditionnelle à zt�1 seulement, ce qui fait que (zt) un processus de Markov.

On parle ainsi de représentation markovienne.

En itérant (1:17) on obtient
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zt = bt +
1X
k=1

AtAt�1:::At�k+1bt�k (1.19)

sous réserve que la série existe au sens presque sûr. L�objet de ce qui suit est de

trouver des conditions justi�ant l�existence de cette série. Lorsque le membre de droite

de l�équation (1:19) a un sens, cela n�assure pas pour autant que les composantes de ce

vecteur sont positives. Une condition su¢ sante pour que, presque sûrement,

bt +

1X
k=1

AtAt�1:::At�k+1bt�k > 0 (1.20)

au sens où toutes les composantes de ce vecteur sont strictement positives (éventuel-

lement in�nies), et évidemment

�0 > 0; �i � 0(i = 1; :::; q); �j � 0(j = 1; :::; p): (1.21)

Cette condition, très simple à utiliser, n�est cependant pas toujours nécessaire comme

nous le verrons plus loin.

Stationnarité stricte

L�outil principal pour l�étude de la stationnarité stricte est le concept d�exposant de

Lyapounov. Soit A une matrice de dimension (p+ q)� (p+ q). Son rayon spectral, noté

�(A), est le plus grand module de ses valeurs propres. Soit k:k une norme quelconque sur

l�espace des matrices (p+ q)� (p+ q). On a le résultat d�algèbre suivant

lim
t!1

1

t
log
At = log �(A) (1.22)

Théorème 16

Soit fAt; t 2 Zg une suite de matrices aléatoires, strictement stationnaire et ergo-

dique, telle que E log+ kAtk est �nie. On a
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lim
t!1

1

t
E(log kAtAt�1:::A1k =  = inf

t2N�
1

t
E(log kAtAt�1:::A1k ) (1.23)

et (resp: exp()) s�appelle plus grand exposant de Lyapounov (resp. rayon spectral)

de la suite de matrices fAt; t 2 Zg. De plus

 = lim
t!1

p:s:
1

t
log kAtAt�1:::A1k (1.24)

Remarque 2

1) On a toujours  � E(log kA1k), avec égalité en dimension 1.

2) Si At = A pour tout t 2 Z, on a  = log �(A) d�après (1:22).

3) Toutes les normes étant équivalentes sur un espace de dimension �ni, il est facile

de voir que  est indépendant du choix de la norme.

4) L�équivalence entre les dé�nitions de  se montre en utilisant le théorème ergodique

sous-additif, voir Kingmam (1973) théorème 6 [36]. La caractérisation (1:24) est particu-

lièrement intéressante car elle permet de calculer des approximations de ce coe¢ cient par

simulation. Des intervalles de con�ance asymptotiques peuvent également être obtenus,

voir Goldsheid (1991) [26].

Le lemme général suivant est très utile pour l�étude du produit de matrices aléatoires.

Lemme 17 Soit fAt; t 2 Zg une suite de matrices aléatoires iid telle que E(log+ kAtk

est �nie et de plus grand exposant de Lyapounov . Alors

limt!1 p:s: kA0:::A�tk = 0)  < 0 (1.25)

Comme pour les modèles ARMA, nous nous intéressons plus particulièrement aux

solutions (Xt) non anticipatives du modèle (1:5), c�est à dire telles que Xt appartient à

la tribu engendrée par f"t; "t�1; :::g:

Théorème 18 Stationnarité stricte du modèle GARCH(p, q)

Une condition nécessaire et su¢ sante d�existence d�un processus GARCH(p; q) stric-
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tement stationnaire, solution du modèle (1:5) est que

 < 0

où  est le plus grand exposant de Lyapounov de la suite fAt; t 2 Zg dé�nie par

(1:18).

Lorsqu�elle existe, la solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et

ergodique.

Preuve

Nous utiliserons la norme dé�nie par kAk =
P
jaijj. Par commodité la norme sera

notée de manière identique quelle que soit la dimension de A. Avec cette convention,

la norme est clairement multiplicative : kABk � kAk kBk pour toutes matrices A et B

telles que AB existe.

Remarquons que, les variables "t étant de variance �nie, tous les termes de la matrice

At sont intégrables. On a donc

E(log+ kAtk) � E kAtk <1:

Supposons d�abord  < 0. Alors, l�égalité (1:24) implique que la série

~zt = bt +
1X
n=0

AtAt�1:::At�nbt�n�1

converge presque sûrement pour tout t. On a en e¤et, en utilisant la multiplicativité

de la norme,

k~ztk � kbtk+
1X
n=0

kAtAt�1:::At�nk
bt�n�1 , (1.26)

et

28



kAt:::At�nk1=n
bt�n�11=n = exp � 1n log kAt:::At�nk+ 1

n
log
bt�n�1� p:s�! e < 1:

Par suite, par la règle de Cauchy, ~zt est bien dé�ni dans (R
�+)p+q. Soit ~zq+1;t la

q+1�eme composante de ~zt. En posantXt =
p
~zq+1;t"t; on dé�nit une solution strictement

stationnaire du modèle (1:5). D�après (1:19), Xt s�exprime comme fonction mesurable de

"t; "t�1; :::. La solution est donc non anticipative et ergodique puisque ("t) est ergodique.

L�unicité se démontre par le même raisonnement que dans le cas p = q = 1.

Supposons qu�il existe une autre solution strictement stationnaire du modèle (1:5),

ou de manière équivalente une autre solution strictement stationnaire positive (z�t ) de

(1:17). Alors, pour tout n � 0,

k~zt � z�tk =
At(~zt�1 � z�t�1)

 = ::: � kAt:::At�nk
~zt�n�1 � z�t�n�1

 .
On a P (k~zt � z�tk 6= 0) > 0. Or on sait que kAt:::At�nk ! 0 p:s: quand n!1 car la

série intervenant dans (1:26) converge. Par suite P (
~zt�n�1 � z�t�n�1

!1) > 0, ce qui

implique que
~zt�n�1!1 ou

z�t�n�1!1 avec une probabilité positive.

Ceci est impossible car les suites (~zt)t et (z
�
t )t sont stationnaires. On en conclut que

~zt = z�t pour tout t, p.s.

Nous montrons �nalement la partie nécessaire du théorème. D�après le lemme 1, il

su¢ t d�établir (1:25). Nous allons montrer que, pour 1 � i � p+ q

limt!1A0:::A�tei = 0; p:s: (1.27)

où ei est le i � �eme élément de la base canonique de Rp+q. Soit (Xt) une solution

strictement stationnaire de (1:5) et soit (zt) dé�ni par (1:17). On a pour t > 0
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z0 = b0 + A0z�1

= b0 +

t�1X
k=0

A0:::A�k b�k�1 + A0:::A�t z�t�1

�
t�1X
k=0

A0:::A�k b�k�1

car les coe¢ cients des matrices At; b0 et zt sont positifs. Par suite la série
Pt�1

k=0

A0:::A�k b�k�1 converge et donc A0:::A�k b�k�1 tend presque sûrement vers 0 quand

k ! 1. Or b�k�1 = �0"
2
�k�1e1 + �0eq+1. Donc A0:::A�k b�k�1 se décompose en deux

termes positifs et on a

limk!1A0:::A�k�0"
2
�k�1e1 = 0; limk!1A0:::A�k�0eq+1 = 0; p:s: (1.28)

Puisque �0 6= 0, (1:27) est vraie pour i = q + 1. En utilisant la relation

A�keq+i = �i"
2
�ke1 + �ieq+1 + eq+i+1; i = 1; :::; p, (1.29)

avec par convention ep+q+1 = 0, pour i = 1 on obtient

0 = limt!1A0:::A�keq+1 � limk!1A0:::A�k+1eq+2 � 0

donc (1:27) est vraie pour i = q + 2, et par récurrence, pour i = q + j; j = 1; :::; p en

utilisant (1:29). Par ailleurs, on remarque que A�keq = �q"
2
�ke1 + �qe

q+1 ce qui permet

de voir, d�après (1:28) , que (1:27) est véri�ée pour i = q. On conclut pour les autres

valeurs de i en utilisant

A�kei = �i"
2
�ke1 + �ieq+1 + ei+1; i = 1; :::; q � 1
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et une récurrence ascendante. Le théorème 18 est donc démontré.

Remarque 3

1) On aurait pu mener une démonstration analogue en utilisant la représentation

vectorielle markovienne suivante fondée sur (1:6)

ht = �0 +Btht�1; (1.30)

avec �0 = (�0; 0; :::; 0)0 2 Rr,

ht = (�
2
t ; :::; �

2
t�r+1) 2 Rr; Bt =

0@ a1("t�1) � � � ar("t�r)

Ir�1 0

1A ;

où Ir�1 est la matrice identité de taille r� 1. Notons que les matrices Bt ne sont pas

indépendantes, contrairement aux At. Il est amusant de noter

E
nY
t=0

Bt =
nY
t=0

EBt: (1.31)

La propriété d�indépendance des At sera cruciale pour trouver les conditions d�exis-

tence des moments, c�est pourquoi il est préférable de travailler avec la représentation

(1:17).

2) Pour véri�er que  < 0, il su¢ t de véri�er que

E(log kAtAt�1:::A1k) < 0

pour un t > 0.

3) Si un modèle GARCH admet une solution strictement stationnaire, tout modèle

GARCH obtenu en remplaçant les �i et �j par des coe¢ cients plus petits en admet

également une. En e¤et le coe¢ cient  du modèle ainsi dé�ni sera nécessairement inférieur

à celui du modèle initial car, avec la norme utilisée, 0 � A � B implique kAk � kBk. En

particulier la stationnarité stricte du modèle GARCH implique celle du modèle ARCH

obtenu en supprimant les coe¢ cients �j .
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Le résultat suivant (établi par Bougerol et Picard (1992) [11]) fournit une condition

nécessaire simple de stationnarité stricte.

Corollaire 19 Soit  le plus grand exposant de Lyapounov de la suite fAt; t 2 Zg

dé�ni par (1:18). Alors

 < 0)
pX
j=1

�j < 1:

Preuve

Comme tous les termes des matrices At sont positifs, il est clair que  est supérieur au

coe¢ cient de Lyapounov de la suite obtenue en remplaçant les coe¢ cients des q premières

lignes et des q premières colonnes par 0 dans les matrices At. En utilisant la remarque 2

du théorème (16) on voit que

 � log �(B)

où B est la matrice bloc de At dé�nie par :

B =

0BBBBBBBBB@

�1 �2 � � � �p

1 0 � � � 0

0 1 � � � 0
...

. . . . . .
...

0 � � � 1 0

1CCCCCCCCCA
Il est facile de montrer (par récurrence sur p et en développant par rapport à la

dernière colonne) que, pour � 6= 0,

det(B � �Ip) = (�1)p
�
�p � �p�1�1 � ��� � ��p�1 � �p

	
= (��)pB( 1

�
);

où B(z) = 1� �1z������pzp. On en déduit que si  < 0 alors B(z) = 0 a toutes ses

racines en dehors du cercle unité.

Montrons maintenant que
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fB(z) = 0) jzj > 1g ,
pX
j=1

�j < 1: (1.32)

On a B(0) = 1 et B(1) = 1�
Pp

j=1 �j . Donc si
Pp

j=1 �j � 1 alors B(1) � 0 et, par

continuité, il existe une racine dans ]0; 1].

Inversement si
Pp

j=1 �j < 1 et si B(z0) = 0 pour un z0 de module inférieur ou égal à

1 alors 1 =
Pp

j=1 �jz
j
0 =

���Pp
j=1 �jz

j
0

��� �Pp
j=1 �j

��zj0�� �Pp
j=1 �j , ce qui est

impossible. D�où (1:32) et �nalement le corollaire.

Stationnarité au second ordre

Le théorème suivant donne des conditions nécessaires et su¢ santes de stationnarité

au second-ordre.

Théorème 20 Stationnarité au second ordre du modèle GARCH(p, q)

S�il existe un processus GARCH(p; q), au sens de la dé�nition 9, stationnaire au

second-ordre et non anticipatif, et si �0 > 0, alors

qX
i=1

�i +

pX
j=1

�j < 1: (1.33)

Inversement, si (1:33) est véri�ée, l�unique solution strictement stationnaire du mo-

dèle (1:5) est un bruit blanc (donc est stationnaire au second ordre). Il n�existe pas d�autre

solution stationnaire au second ordre.

Preuve

Montrons d�abord que la condition (1:33) est nécessaire. Soit (Xt) un processus

GARCH(p; q), stationnaire au second ordre et non anticipatif. Alors la quantité

E(X2
t ) = E

�
EX2

t =Xs; s < t)
	
= E(�2t )

est un réel positif, indépendant de t. En prenant l�espérance des deux membres de

l�égalité (1:3), on tire donc
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E(X2
t ) = �0 +

qX
i=1

�iE(X
2
t ) +

pX
j=1

�jE(X
2
t )

soit

 
1�

qX
i=1

�i �
pX
j=1

�j

!
E(X2

t ) = �0: (1.34)

Puisque �0 est strictement positif, on doit avoir (1:33).

Supposons maintenant que (1:33) soit vraie et cherchons une solution GARCH au

sens fort qui soit stationnaire. Pour t; k 2 Z, dé�nissons les vecteurs à valeurs dans Rd

suivants :

Zk(t) =

�
0 si k < 0
bt + AtZk�1(t� 1) si k � 0:

On a

Zk(t)� Zk�1(t) =

8>>><>>>:
0 si k < 0

bt si k = 0

At fZk�1(t� 1)� Zk�2(t� 1)g si k � 0

En itérant ces relations on obtient, pour k > 0

Zk(t)� Zk�1(t) = AtAt�1:::At�k+1bt�k .

Par ailleurs, pour la norme victorielle kV k =
P

i jvij, on a pour toute matrice aléatoire

V à coe¢ cients positifs, E kV k = E
P

i jvij =
P

iE jvij = kE(V )k. Donc, pour k > 0

E kZk(t)� Zk�1(t)k =
E(AtAt�1:::At�k+1bt�k) ;

car la matriceAtAt�1:::At�k+1bt�k est positive. Tous les termes du produitAtAt�1:::At�k+1bt�k

sont indépendants (car le processus ("t) est iid et chaque terme du produit est fonction

d�une variable "t�i, les dates t� i étant distinctes).
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Par ailleurs, A := E(At) et b= E(bt) ne dépendent évidemment pas de t. Finalement,

pour k > 0

E kZk(t)� Zk�1(t)k =
Akb = (1; :::; 1)Akb;

car tous les termes du vecteur Akb sont positifs.

La condition (1:33) implique que les valeurs propres de A sont de module strictement

inférieur à 1 : en e¤et on véri�e que

det(�Id� A) = �p+q

 
1�

qX
i=1

�i�
�i �

pX
j=1

�j�
�j

!
; (1.35)

par exemple en retranchant la q + 1 � �eme ligne de �Id � A à la première, puis en

développant le déterminant par rapport à la première ligne. Donc si j�j �1, en utilisant

l�inégalité ja� bj � jaj � jbj, on obtient

jdet(�Id� A)j �
�����1�

qX
i=1

�i�
�i �

pX
j=1

�j�
�j

����� � 1�
qX
i=1

�i �
pX
j=1

�j > 0:

Par suite, en utilisant la décomposition de Jordan, ou (1:22), il est facile de voir que

Ak ! 0 à vitesse exponentielle quand k !1. Donc pour t �xé, Zk(t) converge à la fois

aux sens L1, en utilisant le critère de Cauchy, et presque sur quand k ! 1. Soit zt la

limite de (Zk(t))k. Ak �xé, le processus (Zk(t))t2Z est strictement stationnaire.

Le processus limite zt l�est donc également. Par ailleurs il est clair que zt véri�e

l�équation (1:17).

Remarque 4

1) Sous les conditions du théorème, l�unique solution stationnaire du modèle (1:5) est,

en utilisant (1:34), un bruit blanc de variance :

V ar(Xt) =
�0�

1�
Pq

i=1 �i �
Pp

j=1 �j

� :
2) Les conditions des théorèmes 18 et 20 étant nécessaires et su¢ santes, on a forcément
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"
qX
i=1

�i +

pX
j=1

�j < 1

#
)  < 0:

puisque la solution stationnaire au second ordre du théorème 20 l�est également

strictement. On véri�e directement cette implication en remarquant que si (1:33) est

vraie, d�après la preuve précédente, le rayon spectral �(A) est strictement inférieur à 1.

Par ailleurs, d�après un résultat de Kesten et Spitzer (1984; (1:4)) [35], on a toujours :

 � log �(A).

Lorsque

qX
i=1

�i +

pX
j=1

�j = 1

1.5 Tests d�hétéroscédasticité :

Il existe plusieurs tests possibles : test de Goldfeld et Quandt, test de White, test de

Breusch et Pagan et test ARCH de Engle. Nous étudierons ici le test ARCH car il est

très fréquemment employé en économétrie des séries temporelles �nancières.

1.5.1 Test ARCH :

Le test ARCH consiste à e¤ectuer une régression autorégressive des résidus carrés sur

q retards :

"2t = �0 +

qX
i=1

�i"
2
t�i

où "t désigne le résidu à l�instant t issu de l�estimation,

Pour déterminer le nombre de retards q, on étudie le corrélogramme des résidus au

carré.

Les hypothèses du test ARCH sont les suivantes :

H0 : homoscédasticité et �1 = ::: = �q = 0
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H1 : hétéroscédasticité et il y a au moins un coe¢ cient �i signi�cativement di¤érent

de 0:

Pour mener le test, on utilise la statistique de test n�R2 où n correspond au nombre

d�observations de la série et et R2 représente le coe¢ cient de détermination associé à la

régression û2t = �0 +
Pq

i=1 �iû
2
t�i:

Sous l�hypothèse H0, la statistique de test n � R2 suit la loi du Khi-deux de degrés

de liberté q. La règle de décision est alors :

-Si n � R2 � �2(q) où �2(q) désigne la valeur critique �gurant dans la table du

Khi-deux , on accepte ici l�hypothèse H0 d�homoscédasticité.

-Si n�R2 > �2(q), on rejette ici l�hypothèse H0 d�homoscédasticité et on admet qu�il

y a de l�hétéroscédasticité.

.
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Chapitre 2

Estimation des modèles GARCH

Dans cette section, nous allons traiter l�estimation des paramètres d�unmodèleGARCH.

Les modèles introduits reposent sur des formulations des moyennes et variances condi-

tionnelles.

En pratique celle-ci souvent paramétrées de façon que la moyenne conditionnellemt(�)

et la variance conditionnelle ht(�) apparaissent comme des fonctions de paramètres in-

connus et de valeurs passées du processus. La connaissance de, ces moments ne su¢ t

cependant pas sans hypothèse supplémentaire à caractériser la loi conditionnelle du pro-

cessus. Les méthodes d�estimation sont envisagées :

- La méthode de MV,

- La méthode de QMV,

- La méthode de régression arti�cielle.

2.1 Estimation des paramètres du modèle ARCH par

la méthode de MV

L�estimation des paramètres de modèles ARCH se base très souvent sur la maximisa-

tion de la fonction de vraisemblance. Nous supposons que le processus (Xt) est condition-

nellement gaussien. La vraisemblance associée à (Xt) conditionnellement au passé Xt�1
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est donné par :

L(XtjXt�1; �) =
1

�t
p
2�
exp(�X

2
t

2�2t
)

et dépend du vecteur de paramètres � = (�0; �1; : : : ; �q)
0 à travers �t. La fonction de

vraisemblance de (X1; :::::;XT )
0 conditionnelle à X0 = 0, est par conséquent

LT (X1; X2; ::; XT
jXt�1; �) =

T

�
t=1

1

�t
p
2�
exp(��X

2
t

2�2t
)

l�estimateur est alors dé�ni comme le vecteur

�̂T = (�̂0;T ; : : : ; �̂q;T )
0

qui maximise le logarithme de cette fonction de vraisemblance :

�̂T = argmax ln
�

LT (X1; X2; ::; XT ; �)

Sous diverses conditions de régularité, l�estimateur est convergent (Weiss 1986 ) [45].

2.2 Estimation des paramètres du modèle GARCH

par la méthode de MV

La vraisemblance associée à (Xt) conditionnellement au passé Xt�1 s�écrit :

L(XtjXt�1; �) =
1

�t
p
2�
exp(�X

2
t

2�2t
)

et dépend du vecteur de paramètres � = (�0; : : : ; �q; �1; :::; �p)
0, La fonction de vrai-

semblance de (X1; :::; XT )
0 conditionnelle à X0 = 0, est par conséquent

L(XtjXt�1; �) =
1

�t
p
2�
exp(�X

2
t

2�2t
)

et la fonction de vraisemblance totale est donnée par :
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LT (X1; X2; ::; XT
jXt�1; �) =

T

�
t=1
L(XtjXt�1; �)

Cette fonction de vraisemblance peut être calculée pour di¤érentes valeurs du vecteur

�0 et sa maximisation livre l�estimateur de maximum de vraisemblance.

La contribution de l�observation t à la fonction de log-vraisemblance à la forme :

lt(�) =
�1
2
ln(2��2t )�

X2
t

2�2t
:

Pour un échantillon de taille T la fonction de log-vraisemblance est s�écrit par :

LT =
1

T

TX
t=1

lt(�):

l�estimateur est alors dé�ni par le vecteur

�̂T = (�̂0;T ; : : : ; �̂q;T ; �̂0;T ; : : : ; �̂p;T )
0

qui maximise le logarithme de cette fonction de vraisemblance :

�̂T = argmax ln
�

LT (X1; X2; ::; XT ; �)

2.3 Estimation des paramètres du modèle GARCH

par la méthode de QMV

Dans cette approche, l�utilisation de la méthode du QMV ou PMV est particulière-

ment intéressante pour les modèles GARCH car elle est valide, asymptotiquement, pour

tout processus GARCH strictement stationnaire (sous des conditions de régularité mi-

neure), sans hypothèse de moments sur le processus observe. Par conséquent, la fonction

de vraisemblance dé�nissant l�estimateur du MV sous l�hypothèse de normalité et la

fonction de qausi-vraisemblance de l�estimateur QMV (ou PMV) sont les mêmes.
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Les conditions de régularité sont toujours de trois types :

- Des conditions de stationnarité forte du processus,

- Des conditions d�existence des dérivées et des moments apparaissant dans les diverses

formules,

- Des conditions d�indenti�abilitè des paramètres �, qui doit pouvoir être retrouvé,

sans ambigüité à partir des deux premiers moments conditionnels.

On supposera que les observations X1; :::; Xn constituent une réalisation (de longueur

n) d�un processus GARCH(p; q), solution strictement stationnaire non anticipative du

modèle qui dé�nit dans (1:5)

Les ordres p et q sont supposés connus. Le vecteur des paramètres

� = (�1; :::; �p+q+1)
0
:= (�0; �1; :::; �q; �1; :::; �p)

0

appartient à un espace de paramètres

� �]0;+1[�[0;1[p+q:

La vraie valeur du paramètre est inconnue. Elle est notée

�0 = (�0; �01; :::; �0q; �01; :::; �0p)
0
:

Pour écrire la vraisemblance du modèle, il faut spéci�er une distribution particulière

pour les variables iid "t. On considère généralement la quasi-vraisemblance gaussienne, i.e.

la vraisemblance obtenue à partir d�une loi normale centrée réduite pour les "t. Nous ne

ferons cependant pas l�hypothèse que cette loi constitue la vraie distribution du processus

iid.

La spéci�cation d�une distribution gaussienne pour les variables "t ne permet pas d�en

déduire simplement la loi de l�échantillon. On travaille avec la vraisemblance deX1; :::; Xn

conditionnellement a certaines valeurs initiales.

Étant donné des valeurs initiales X1; :::; X1�q; ~�
2
0; :::; ~�

2
1�p que nous allons préciser, la
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vraisemblance conditionnelle gaussienne Ln(�) s�écrit

Ln(�) = Ln(�;X1; :::; Xn) =

nY
t=1

1p
2�~�2t

exp

�
�X2

t

2~�2t

�
;

où les ~�2t sont dé�nis récursivement, pour t � 1, par

~�2t = ~�
2
t (�) = �0 +

qX
i=1

�iX
2
t�i +

pX
j=1

�j~�
2
t�j (2.1)

Pour une valeur donnée de �, sous l�hypothèse de stationnarité au second ordre, la

variance non conditionnelle (correspondant à cette valeur de �) est un choix raisonnable

pour les valeurs initiales inconnues :

X2
0 = ::: = X2

1�q = �20 = ::: = �21�p =
�0

1�
Pq

i=1 �i �
Pp

j=1 �j
: (2.2)

De telles valeurs initiales ne conviennent pas notamment pour les modèles IGARCH,

pour lesquels l�hypothèse de stationnarité au second ordre est relâchée, car la constante

(2:2) prendrait des valeurs négatives pour certaines valeurs de �. On peut alors prendre

comme valeurs initiales

X2
0 = ::: = X2

1�q = ~�
2
0 = ::: = ~�21�p = �0 (2.3)

ou encore

X2
0 = ::: = X2

1�q = ~�
2
0 = ::: = ~�21�p = X2

1 (2.4)

Un estimateur du QMV de � est dé�ni comme toute solution mesurable �̂n de

�̂n = arg�2� maxLn(�): (2.5)

On voit, en prenant le logarithme, que maximiser la vraisemblance revient à minimiser

par rapport à �
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~In = n�1
nX
t=1

~̀
t , où ~̀t = ~̀t(�) =

X2
t

~�2t
+ log ~�2t (2.6)

et ~�2t est dé�nie en (2:1). Un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est donc

une solution mesurable de l�équation

�̂n = arg�2�min~In(�): (2.7)

Nous montrerons que le choix des valeurs initiales n�a pas d�importance pour les pro-

priétés asymptotiques de l�estimateur du QMV. En pratique ce choix peut cependant

avoir de l�importance. Notons que d�autres méthodes sont possibles pour générer la suite

~�2t ; par exemple en prenant ~�
2
t = c0(�) +

Pt�1
i=1 ci(�)X

2
t�i ou les ci(�) sont calculés récur-

sivement (voir [6] ). Remarquons que pour calculer ~In(�), cette procédure nécessite un

nombre d�opérations de l�ordre de n2, tandis que celle que nous proposons ne requiert

qu�un ordre de n opérations.

Equations de vraisemblance

On obtient les équations de vraisemblance en annulant la dérivée par rapport à � du

critère ~In(�), ce qui donne

1

n

nX
t=1

�
X2
t � ~�2t

� 1
~�4t

@~�2t
@�

= 0: (2.8)

Ces équations s�interprètent, pour n grand, comme des relations d�orthogonalité.

En e¤et, comme nous le verrons plus précisément dans la partie suivante, le terme de

gauche de l�égalité précédente se comporte asymptotiquement comme

1

n

nX
t=1

�
X2
t � �2t

� 1
�4t

@�2t
@�

(2.9)

l�in�uence des valeurs initiales étant nulle lorsque n ! 1. Or, pour la vraie valeur

du paramètre, l�innovation de X2
t est �t = X2

t � �2t . Donc sous réserve que l�espérance

existe, on a
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E�0

�
�t

1

�4t (�0)

@�2t (�0)

@�

�
= 0

car 1
�4t (�0)

@�2t (�0)

@�
est une fonction mesurable des Xt�i; i > 0. Ce résultat n�est autre

que la version asymptotique de (2:8) en �0, en utilisant le théorème d�ergodicité.

Propriétés asymptotiques de l�estimateur du QMV

Nous utiliserons comme norme matricielle de A = (aij) quelconque la norme kAk =P
jaijj. Le rayon spectral d�une matrice carrée A sera noté par �(A). Le produit de

Kronecker sera noté 
 et le symbole L! désignera la convergence en loi.

Convergence forte

Rappelons que le modèle (1:5) possède une solution strictement stationnaire si et

seulement si la suite de matrices A0 = (A0t), où

A0t =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�01"
2
t � � � �0q"

2
t �01"

2
t � � � �0p"

2
t

1 0 � � � 0 0 � � � 0

0 1 � � � 0 0 � � � 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...

0 � � � 1 0 0 � � � 0 0

�01 � � � �0q �01 � � � �0p

0 � � � 0 1 0 � � � 0

0 � � � 0 0 1 � � � 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...

0 � � � 0 0 0 � � � 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
admet un coe¢ cient de Lyapounov strictement négatif, (A0) < 0, où

(A0) := inf
t2N�

1

t
E(log kAtAt�1:::A1k) = lim

t!1

1

t
log kAtAt�1:::A1k p:s: (2.10)
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Notons

A�(z) =
qX
i=1

�iz
i et B�(z) = 1�

pX
j=1

�jz
j:

Par convention A�(z) = 0 si q = 0 et B�(z) = 1 si p = 0.

Pour montrer la convergence forte, les hypothèses suivantes seront faites.

A1 : �0 2 � et � est compact.

A2 : (A0) < 0 et 8� 2 �;
Pp

j=1 �j < 1:

A3 : "2t a une loi non dégénérée et E("
2
t ) = 1.

A4 : si p > 0,A�0(z) et B�0(z) n�ont pas de racine commune,A�0(1) 6= 0, et �0q+�0p 6=

0.

Théorème 21 (Convergence forte de l�estimateur du QMV)

Soit (�̂n) une suite d�estimateurs du QMV satisfaisant (2:5), avec les conditions ini-

tiales (2:3) ou (2:4). Sous les hypothèses A1-A4,

�̂n ! �0; quand n!1 p.s.

Remarque 5

(1):On ne suppose pas que la vraie valeur �0 du paramètre appartient à l�intérieur

de �. Le théorème permet donc de traiter les cas où certains coe¢ cients, �i ou �j, sont

nuls.

(2):Il est important de noter qu�on ne suppose pas non plus que la condition de sta-

tionnarité stricte est véri�ée sur tout �. D�après le corollaire 17, la condition
Pp

j=1 �j < 1

est plus faible que celle de stationnarité stricte.

(3):L�hypothèse A4 disparaît dans le cas ARCH. Dans le cas général, elle permet

de sur identi�er l�un des ordres, p ou q, mais pas les deux. On estime ainsi de manière

convergente les paramètres d�un processus GARCH(p�1; q) (ou d�un GARCH(p; q�1))

si on utilise un GARCH(p; q).

(4):Quand p 6= 0, l�hypothèse A4 exclut le cas où tous les �0i sont nuls. Ceci est
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évidemment nécessaire, sinon le modèle a pour solution un bruit blanc fort qui peut

s�écrire de multiples manières. Par exemple, un bruit blanc fort de variance 1 peut s�écrire

sous la forme d�un GARCH(1; 1) avec �2t = �2(1� �) + 0�X2
t�1 + ��2t�1.

(5):L�hypothèse d�absence de racines communes, dans A4, n�est restrictive que si

p > 1 et q > 1. En e¤et si q = 1, la seule racine de A�0(z) est 0 et B�0(z) 6= 0.

Si p = 1 et �01 6= 0, la seule racine de B�0(z) est 1=�01 > 0 (si �01 = 0, le polynôme

n�admet pas de racine). En raison de la positivité des coe¢ cients �0i, cette valeur ne peut

annuler A�0(z).

(6):L�hypothèse que E("t) = 0 n�est pas nécessaire pour les propriétés asymptotiques

de l�estimateur du QMV d�un GARCH. La variance conditionnelle de t est donc, en

général, seulement proportionnelle à ht dans ce modèle : V ar(XtjXu; u < t) = f1 �

(E"t)
2ght. L�hypothèse E("2t ) = 1 est faite pour des raisons d�identi�abilité et n�est pas

restrictive dès que E("2t ) <1.

2.4 Estimation par régression arti�cielle du proces-

sus GARCH(1,1)

Soit un modéle de régression linéaire simple où les erreurs suivent un processus

GARCH(1; 1) introduit par Bollerslev en 1986 [8]

Z = Y � +X; (2.11)

avec

Xt = �t"t; où "t � IIdN(0; 1)

et

�2t = �0 + �1X
2
t�1 + �1�

2
t�1;

46



où Z est un vecteur (n� 1), Y est une matrice (n� k) et � un vecteur (k � 1) : On

notera � le vecteur (k + 3� 1) des paramétres du modéle (2:11)

� = (�; �0; �1; �1)
0

On considére la régression arti�cielle qui va nous permettre d�estimer le modèle de

régression linéaire (1:11) à erreurs GARCH(1; 1). Pour chaque observation correspondent

deux nouvelles observations arti�cielles (empilées). Soit R(�) la matrice (2n� k+3) des

régresseurs et r(�) le vecteur (2n) de la régressande, la régression arti�cielle est

r(�) = R(�)�+residus

où

�
r1(�)

r2(�)

�
=

�
R1(�)

R2(�)

�
�+residus

Une estimation par la méthode des moindres carrés ordinaire (OLS) de cette régres-

sion, nous donne

� = (R(�)TR(�))�1R(�)TY (�)

- Pour l�observation t les deux éléments qui correspondent la régressande r(�) sont

r1(�) =
Xt

�t
(2.12)

r2(�) =
(X2

t � �2t )

�2t
p
2

(2.13)

- Les éléments de R(�) de la régression arti�cielle qui correspondant au paramètre �

sont les éléments
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R1t(�) =
Yt
�t

(2.14)

R2t(�) = �
�1
p
2

�2t

t�1X
s=1

�s�1Yt�sXt�s) (2.15)

- Similairement, les éléments des régresseurs qui correspondent au paramètre �0 sont

R1t(�0) = 0 (2.16)

R2t(�0) =
1

�2t
p
2

�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�2x
@�1

�
(2.17)

- et les régresseurs correspondant au paramètre �1 sont

R1t(�1) = 0 (2.18)

R2t(�1) =
1

�2t
p
2

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�0

!
(2.19)

- Finalement, les éléments des régresseurs qui correspondent à � sont

R1t(�) = 0 (2.20)

R2t(�) =
1

�2t
p
2

 
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+
�1(1� �t�1)

(1� �)2
+ �1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s + �t�1

@�2x
@�

!
(2.21)

On montre que le gradient du log-vraisemblance est nul quand il est évalué en des

valeurs des paramètres pour lequels la régressande est orthogonale aux régresseurs. Plus

précisément, pour chaque observation et chaque paramètre, le produit des premiers élé-

ments de la régressande avec les premiers éléments correspondants des régresseurs, plus le
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produit des seconds éléments de la régressande avec les seconds éléments des régresseurs

est égal à la dérivée partielle de lt par rapport au paramètre soit

R1t(�)r1t(�) +R2t(�)r2t(�) =
@lt
@�

R1t(�0)
T r1t(�0) +R2t(�0)

T r2t(�0) =
@lt
@�0

R1t(�1)
T r1t(�1) +R2t(�1)

T r2t(�1) =
@lt
@�1

R1t(�)
T r1t(�) +R2t(�)

T r2t(�) =
@lt
@�

Finallement, on peut déduire que la contribution au gradient du log-vraisemblance

est donnée comme suit

@lt
@�i

=
@lt
@Xt

@Xt

@�i
+

@lt
@�2t

@�2t
@�i

=
YtiXt

�2t
� �1 (X

2
t � �2t )

�4t

t�1X
s=1

�s�1YtiX
2
t�s

@lt
@�0

=
@lt
@�2t

@�2t
@�0

=
(X2

t � �2t )

2�4t

�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�21
@�0

�

@lt
@�1

=
@lt
@�2t

@�2t
@�1

=
(X2

t � �2t )

2�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�21
@�1

!

@lt
@�

=
@lt
@�2t

@�2t
@�

=
(X2

t � �2t )

2�4t

�
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+��0(1� �t�1)

(1� �)2

+�1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s + �t�1

@�2u
@�

!

Il est bien sûr impossible d�utiliser ces dernières expressions sans connaître la valeur

de �2t :
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Pour cela, on a écrit �2t sous une forme suivante qui nous permet de calculer simple-

ment ces dérivées partielles :

�2t =
�0(1� �t�1)

1� �
+ �1

t�1X
s=1

�t�1X2
t�s + �t�1�21

En premier pour les éléments du vecteur � on forme l�expression

Yti
�t

Xt

�t
� X2

t � �2t
�2t
p
2

�1
p
2

�2t

t�1X
s=1

�s�1YtiX
2
t�s

=
YtiXt

�2t
� �1(X

2
t � �2t )

�4t

t�1X
s=1

�s�1YtiX
2
t�s =

@lt
@�

De même, pour �0, on a

X2
t � �2t
�2t
p
2

1

�2t
p
2

�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�21(�0; �1; �)

@�0

�
=

@lt
@�0

puis pour �1

X2
t � �2t
�2t
p
2

1

�2t
p
2

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�21(�0; �1; �)

@�1

!
=

@lt
@�1

Et en�n pour �

X2
t � �2t
�2t
p
2

1

�2t
p
2

 
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+��0(1� �t�1)

(1� �)2
+ �1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s

+�t�1
@�21(�0; �1; �)

@�

�
=
@lt
@�

On va maintenant montrer que R(�)TR(�) est la matrice d�information de la vraisem-

blance I

R(�)TR(�) + I
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où en terme de contribution, si �1 et �2 sont des paramètres du modèle, c�est-à-dire

des éléments de � ou de la variance conditionnelle

E

�
@lt
@�1

@lt
@�2

=
t

�
= R1t(�1)

TR1t(�2) +R2t(�1)
TR2t(�2)

Pour cela on remarque que �2t fait partie de l�ensemble d�informations 
t. on voit

qu�une contribution à la matrice d�information peut s�exprimer comme

E

�
@lt
@�1

@lt
@�2

=
t

�
= E

��
@lt
@Xt

@Xt

@�1
+

@lt
@�2t

@�2t
@�1

��
@lt
@Xt

@Xt

@�2
+

@lt
@�2t

@�2t
@�2

�
=
t

�
=

1

�4t
E
�
X2
t

� @Xt

@�1

@Xt

@�2
+

1

4�8t
E
��
X2
t � �2t

�2� @�2t
@�1

@�2t
@�2

=
1

�2t

@Xt

@�1

@Xt

@�2
+

1

2�4t

@�2t
@�1

@�2t
@�2

Commençons par regarder pour �1 = �i; �2 = �j ,

E

�
@lt
@�i

@lt
@�j

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�i

@Xt

@�j
+

1

2�4t

@�2t
@�i

@�2t
@�j

=
1

�2t
XtiXtj +

2�1
�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)i

! 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)j

!
= R1t(�i)

TR1t(�j) +R2t(�i)
TR2t(�j)

Ce qui est bien la contribution de l�observation t de l�élément qui correspond à �i et

�j du produit matriciel R(�; �)TR(�; �). Pour les paramètres �1 = �i; �2 = �0
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E

�
@lt
@�i

@lt
@�0

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�i

@Xt

@�0
+

1

2�4t

@�2t
@�i

@�2t
@�0

= 0 +
1

2�4t

 
�2�1

t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)i

!�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�2x
@�0

�

=
��1
�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)i

!�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�2x
@�0

�
= R1t(�i)

TR1t(�0) +R2t(�i)
TR2t(�0)

Pour les paramètres �1 = �i; �2 = �1

E

�
@lt
@�i

@lt
@�0

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�i

@Xt

@�1
+

1

2�4t

@�2t
@�i

@�2t
@�1

= 0 +
1

2�4t

 
�2�1

t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)i

! 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�1

!

=
��1
�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)i

! 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�1

!
= R1t(�i)

TR1t(�1) +R2t(�i)
TR2t(�1)

Pour les paramètres �1 = �i; �2 = �

E

�
@lt
@�i

@lt
@�

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�i

@Xt

@�
+

1

2�4t

@�2t
@�i

@�2t
@�

= 0� �1
�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�sY(t�s)i

!�
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+
�0(1� �t�1)

(1� �)2

+�1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s + �t�1

@�2x
@�

!
= R1t(�i)

TR1t(�) +R2t(�i)
TR2t(�)

Pour les paramètres �1 = �0; �2 = �0
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E

�
@lt
@�0

@lt
@�0

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�0

@Xt

@�0
+

1

2�4t

@�2t
@�0

@�2t
@�0

=
1

2�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�1

!2
= R1t(�0)

TR1t(�0) +R2t(�0)
TR2t(�0)

Pour les paramètres �1 = �0; �2 = �1

E

�
@lt
@�0

@lt
@�1

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�0

@Xt

@�1
+

1

2�4t

@�2t
@�0

@�2t
@�1

= 0 +
1

2�4t

�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�2x
@�0

� t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�1

!
= R1t(�0)

TR1t(�1) +R2t(�0)
TR2t(�1)

Pour les paramètres �1 = �0; �2 = �

E

�
@lt
@�0

@lt
@�

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�0

@Xt

@�
+

1

2�4t

@�2t
@�0

@�2t
@�

=
1

2�4t

�
1� �t�1

1� �
+ �t�1

@�2x
@�0

�
+

�
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+

+
�0(1� �t�1)

(1� �)2
+ �1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s + �t�1

@�2x
@�

!
= R1t(�0)

TR1t(�) +R2t(�0)
TR2t(�)

Pour les paramètres �1 = �0; �2 = �1
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E

�
@lt
@�1

@lt
@�1

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�1

@Xt

@�1
+

1

2�4t

@�2t
@�1

@�2t
@�1

= 0 +
1

2�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�1

!2
= R1t(�1)

TR1t(�1) +R2t(�1)
TR2t(�1)

Pour les paramètres �1 = �0; �2 = �

E

�
@lt
@�1

@lt
@�

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�1

@Xt

@�
+

1

2�4t

@�2t
@�1

@�2t
@�

=
1

2�4t

 
t�1X
s=1

�s�1X2
t�s + �t�1

@�2x
@�1

!
+

�
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+
�0(1� �t�1)

(1� �)2

+�1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s + �t�1

@�2x
@�

!
= R1t(�1)

TR1t(�) +R2t(�1)
TR2t(�)

Pour les paramètres �1 = �; �2 = �

E

�
@lt
@�

@lt
@�

=
t

�
=

1

�2t

@Xt

@�

@Xt

@�
+

1

2�4t

@�2t
@�

@�2t
@�

=
1

2�4t

 
��0(t� 1)�

t�2

1� �
+
�0(1� �t�1)

(1� �)2
+ �1

t�1X
s=1

(s� 1)�t�2X2
t�s + �t�1

@�2x
@�

!2
= R1t(�)

TR1t(�) +R2t(�)
TR2t(�)

On vient donc de montrer que la régression arti�cielle que nous avons construite cor-

respond à une maximisation par quasi-newton avec comme approximation numérique de

la Hessienne la matrice d�information du maximum de vraisemblance, on parle d�estima-

teur du score e¢ cace, le processus itératif est le suivant
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�i+1 = �i + �
�
R(�)TR(�)

��1
R(�)T r(�)

équivalent à

�i+1 = �i + �I�1
@L

@�

en terme d�algorithme du gradient.
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Chapitre 3

Les Modèles GARCH multivariés

Les modèles univariés ne permettent que d�analyser une série �nancière à la fois. Mais

dans la pratique, le fait d�analyser qu�une série à la fois n�est pas très utile.

L�intérêt pour un tel modèle est de pouvoir examiner et analyser les diverses relations

qu�ont les di¤érentes séries entre elles. A�n de pouvoir estimer plusieurs séries �nancières

pour analyser leurs corrélations et les transferts de volatilité, il faut utiliser les modèles

GARCHmultivariés (MVGARCH). Ce modèle multivarié est souvent utilisé a�n de tester

les transferts de volatilité ainsi que les e¤ets de débordement dans les études portant sur

la contagion (Silvennoinen et Teriisvirta, 2008) [44]. Ce modèle multivarié permet non

seulement d�analyser les volatilités, mais aussi les corrélations de di¤érents marchés.

Il existe plusieurs spéci�cations au modèle GARCH multivarié ; les modèles linéaires,

non linéaires, asymétriques, modèles à sauts, modèles à corrélations conditionnelles et

plusieurs autres.

3.1 La notion de causalité

La loi du processus est la loi du couple (Xt; Yt). Cette dernière s�écrit, à la date t,

conditionnellement au passé (noté xt�1et yt�1), `(xt; yt=xt�1; yt�1). Dans le cas où les

processus (Xt) et (Yt) sont indépendants, alors

56



`(xt; yt=xt�1; yt�1) = `(xt=xt�1)� `(yt=yt�1)

3.1.1 Causalité au sens de Granger

Causalité en moyenne

Soient (Xt) et (Yt) deux séries temporelles, et notons le passé de (Xt) et (Yt), Xt =

fXt; Xt�1; :::g et Yt = fYt; Yt�1; :::g. Granger a introduit en 1969 [28] di¤érentes notions

de causalité :

i) Y cause X à la date t si et seulement si

E(Xt=Xt�1; Yt�1) 6= E(Xt=Xt�1):

ii) Y cause X instantanément à la date t si et seulement si

E(Xt=Xt�1; Yt) 6= E(Xt=Xt�1; Yt�1):

- On dit que Y ne cause pas X si et seulement si

E(Xt=Xt�1; Yt�1) = E(Xt=Xt�1); presque sûrement pour tout t:

Il y une équivalence entre

1) X ne cause pas Y instantanément à la date t

2) Y ne cause pas X instantanément à la date t:

Causalité en variance

i) Y cause X ssi

V ar(Xt=Xt�1; Yt�1) < V ar(Xt=Xt�1):

pour au moins une valeur de t.
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ii) Y cause X instantanément ssi

V ar(Xt=Xt�1; Yt) < V ar(Xt=Xt�1; Yt�1):

pour au moins une valeur de t.

iii) Rétroaction. Il y a rétroaction entre X et Y ssi X cause Y et Y cause X.

- On dit que Y ne cause pas X ssi

V ar(Xt=Xt�1; Yt�1) = V ar(Xt=Xt�1); 8t:

En d�autres termes, Y ne cause pas X si et seulement si la prédiction de X sachant

l�historique de Y et X reste la même que si on connait seulement l�historique de X.

3.2 La notion de cointégration

L�analyse de la cointégration permet d�identi�er la relation entre plusieurs variables.

Cette notion a été introduite dès 1974 par Granger et Newbold [27], sous le nom de

�spurious régressions�, ou régressions fallacieuses, puis formalisée par Engle et Granger

en 1987 [21], et en�n par Johansen en 1991 [31]et en 1995 [32].

3.2.1 Principe de la cointégration

En scrutant les relations d�équilibre à long terme des variables, l�analyse de la coin-

tégration permet d�identi�er l�existence des séries suivant un même sentier d�équilibre à

long terme (l�existence d�un éventuel vecteur de cointégration) et d�éliminer son e¤et le

cas échéant.

Une série est intégrée d�ordre d s�il convient de la di¤érencier d fois avant de la

stationnariser.

Dé�nition 22 La série (Xt) sera dite intégrée d�ordre d(d � 1) si �d�1Xt n�est pas

stationnaire et �dXt est stationnaire. Une série stationnaire sera dite intégrée d�ordre 0.

58



Remarque 6

Soient (Xt) une série stationnaire et (Yt) intégrée d�ordre 1, alors (Xt+Yt) est intégrée

d�ordre 1.

Toutefois, si (Xt) et (Yt) sont intégrées d�ordre d, alors (Xt+Yt) peut être soit intégrée

d�ordre d, soit stationnaire (dans le cas où les tendances s�annulent).

Deux séries (Xt) et (Yt) sont cointégrées si

(i) (Xt) et (Yt) sont intégrées d�ordre d

(ii) il existe une combinaison linéaire de ces séries qui soit intégrée d�ordre strictement

inférieur à d, noté d� b

Dans le cas de l�intégration, on notera Xt � I(d), et pour la cointégration Xt; Yt �

CI(d; b). Le vecteur (�; �) tel que �Xt + �Yt � I(d � b) sera appelé vecteur de cointé-

gration.

On généralisé (à plus de deux séries) comme suit :

Soit Zt, le vecteur de séries chronologiques, les composantes de Zt sont dites cointé-

grées d�ordre (d; b) si :

(i) toutes les composantes de Zt sont I(d)

(ii) il y a au moins un vecteur de coe¢ cients � = [�1; �2; :::; �n] tel que : �Zt � I(d�b)

3.2.2 Test de cointégration

Pour identi�er l�existence d�un éventuel vecteur de cointégration, plusieurs méthodes

peuvent être utilisées, notamment les approches proposées par : Engel �Granger(1987)

[21], Johansen (1991) [31], et Phillips-Ouliaris (1990) [41]. Dans cette écriture, nous décri-

vons l�algorithme à deux pas proposé par Engel et Granger et celui de Johansen appliqué

en cas de séries co-intégrées.

Test de Engel et Granger

Ce test est construit par deux étapes :
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-Etape1 : tester l�ordre d�intégration des variables : une des conditions nécessaires

pour qu�il y ait cointégration étant que les deux séries doivent être intégrées du même

ordre. Ces tests reposent sur l�utilisation des tests de Dikey & Fuller.

On cherche alors d tel que Xt � I(d) et Yt � I(d).

-Etape2 : Si Xt � I(1) et Yt � I(1) : estime par les MCO la relation de long terme :

Yt = �Xt + �t+ "t

En réécrivant l�équation précédente comme suit, on a :

%t = Yt � �Xt � � � I(0) pour � 6= 0

Ainsi, le test valide la présence de cointégration si le vecteur résiduel issu de cette

estimation est stationnaire.

3.3 GARCH(p,q) multivarié

Dans le cas univarié le modèle GARCH ait été l�objet de nombreuses études, le cas

multivarié reste encore peu étudié. Dans le cas multivarié, On considère un vecteur

Xt = (X1t; X2t; :::; Xnt)
0 et la matrice de covariance conditionnelle Ht du processus

fXtgt2N à la date t de terme général hij;t :

Ht = Et�1(Xt
�Xt):

Dans les modèles GARCH multivariés, on exprime cette matrice de covariance condi-

tionnelle en fonction du passer du processus fXtgt2N et des valeurs propres passées

de Ht. Une première approche consiste a considérer un processus GARCH multivarié

fXtgt2N ayant pour composantes des processus GARCH univariés indépendants entre

eux. Mais cette façon de traiter le problème est restrictive. En e¤et, l�étude des séries

�nancières a mis en évidence une corrélation non nulle entre les composantes des proces-
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sus GARCH multivariés. Ainsi, di¤érentes formulations tenant compte des corrélations

entre les composantes d�un processus GARCH multivarié (ou MVGARCH) ont été

introduites. De la même manière que dans le cas univarié, on dit quefXtgt2N est un

processus MVGARCH(p; q) si :

Xt = H
1=2
t "t (3.1)

où Ht = [hij;t] est la matrice de covariance conditionnelle de Xt de taille N � N

et "t un processus indépendant et identiquement distribué de moyenne nulle et tel que

E("t�"t) = I où I est une matrice identité de dimension N .

On voit que la notion de GARCH fort n�a de sens que si H1=2
t existe et donc que Ht

est dé�nie positive.

Le vecteur Xt véri�e les conditions suivantes sur les moments :

�
E(Xt=Ft�1) = 0

E(Xt
�Xt=Ft�1) = Ht

3.3.1 Modèles GARCH(p,q) Vectoriels

Le modèle vectoriel a été introduit par Bollerslev, Engle et Wooldridge (1988) [7], ce

modèle est le plus simple pour représenter Ht par rapport à son passé. En e¤et, cette

représentation présente une expression de Ht similaire à l�expression de la volatilité dans

le cas univarié :

V ech(Ht) = W +

qX
i=1

AiV ech(Xt�i �Xt�i) +

pX
j=1

BjV ech(Ht�j), t 2 Z (3.2)

= W + A(L)V ech(Xt
�Xt) +B(L)V ech(Ht);

où Ht est symétrique et V ech(Ht) est un vecteur de dimension
N(N+1)

2
� 1, W est un

vecteur de dimension N(N+1)
2

� 1, Ai; Bj sont des matrices de paramètres de dimension

61



N(N+1)
2

� N(N+1)
2

, A(L) = A1L+ A2L
2 + :::+ AqL

q et B(L) = B1L+B2L
2 + :::+BpL

p:

L�opérateur V ech appliquer à une matrice consiste à mettre en une seule colonne les

colonnes d�une matrice. Cependant la matrice Ht étant clairement symétrique certaines

équations du modèle précédent sont redondantes,

Pour un modèle GARCH(p; q) multivarié à N équations, le nombre de paramètres à

estimer est donné par la formule suivante :

N(N + 1)

2
+ (p+ q)(

N(N + 1)

2
)2:

Modèles VEC-GARCH(1,1)

Dans ce modèle, la matrice de covariance conditionnelle est donnée par Ht = [hij;t] ,

telle que

hij;t = !ij + �ijXi;t�1Xj;t�1 + �ijhij;t�1 ; i; j = 1; :::; k: (3.3)

Modèles VEC-GARCH(1,1) bivarié

Partant d�abord d�un GARCH(1; 1) bivarié pour rendre compte de la problématique

se rapportant au nombre de paramètres à estimer pour les V EC �GARCH(p; q) multi-

variés à N composantes. Soient r1;t et r2;t les rendements de deux actifs 1 et 2 obéissants

aux processus suivants :

r1;t = �1;t +X1;t;

r2;t = �2;t +X2;t;

Dans le cas GARCH(1; 1), où !0 > 0; �1; �1 � 0;

On posons Xt = (X1;tX2;t); Alors la matrice de covariance conditionnelle Ht du pro-

cessus fXtgt2N à la date t de terme général hij;t :

Ht = Et�1(X1;tX
0

2;t) = Et�1

0@ X2
1;t X1;tX2;t

X2;tX1;t X2
2;t

1A =

0@ h11;t h12;t

h21;t h22;t

1A ;

en utilisant l�opérateur vech(:); on obtient
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ht =

0BBB@
h11;t

h21;t

h22;t

1CCCA =

0BBB@
!11

!21

!22

1CCCA+
0BBB@

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCA
0BBB@

X2
1;t�1

X1;t�1X2;t�1

X2
2;t�1

1CCCA

+

0BBB@
b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

1CCCA
0BBB@

h11;t�1

h21;t�1

h22;t�1

1CCCA :

Rappelons au travers que non contraint signi�e que chaque élément de la matrice

variance �covariance conditionnelle est généré par le même type de processus GARCH.

Dans la littérature économétrique, on utilise souvent le nom V ECH pour désigner cette

représentation.

Elle nous permet d�extraire les variances et les covariances conditionnelles comme

suit :

h11;t = !11+a11X
2
1;t�1+a12X1;t�1X2;t�1+a13X

2
2;t�1+ b11h11;t�1+ b12h21;t�1+ b13h22;t�1

h12;t = !21+a21X
2
1;t�1+a22X1;t�1X2;t�1+a23X

2
2;t�1+ b21h11;t�1+ b22h21;t�1+ b23h22;t�1

h22;t = !22+a31X
2
1;t�1+a32X1;t�1X2;t�1+a33X

2
2;t�1+ b31h11;t�1+ b32h21;t�1+ b33h22;t�1

Précisons que h11;t, et h22;t, ne sont que les variances conditionnelles de nos deux actifs

1 et 2 et en�n h12;t, leur covariance conditionnelle.

Il est clair que ce processus GARCH(1; 1) bivarié non contraint nécessite l�estimation

de 21 paramètres.

Modèles VEC-GARCH(p,q) Diagonal

C�est aux travaux de Bollerslev, Engle et Wooldridge (1988) [7] que remonte l�un des

plus anciens modèles contraints connus sous le nom de GARCH diagonal, La di¤érence

entre le modèle actuel et le précédent est dans le présent nous prendrons les deux matrices

Ai et Bj diagonales.
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Le nombre de paramètres à estimer est

(p+ q + 1)
N(N + 1)

2
:

Modèles VEC-GARCH(1,1) Diagonal

Dans ce modèle, les composantes de la matrice de covariance conditionnelle sont

données par

hij;t = !i + �iiXi;t�1Xj;t�1 + �iihij;t�1 ; i; j = 1; :::; k: (3.4)

Modèles VEC-GARCH(1,1) Diagonal bivarié

si on prenant p = q = 1 et N = 2, alors elle nous permet d�extraire les variances et

les covariances conditionnelles comme suit :

h11;t = !11 + a11X
2
1;t�1 + b11h11;t�1

h12;t = !21 + a22X1;t�1X2;t�1 + b22h21;t�1

h22;t = !22 + a33X
2
2;t�1 + b33h22;t�1

Cette technique permet de contourner le problème du nombre de paramètres à estimer.

Remarque 7

La représentation vectorielle (et donc a priori le modèle diagonal) telle qu�elle est

dé�nie dans la partie précédente ne tient pas compte de la nécessité que la matrice Ht

est défnie positivité. Les hypothèses établissant la dé�nie positivité pour Ht à chaque

date t pour le modèle vectoriel ne sont pas claires. Ainsi, il est di¢ cile de considérer un

GARCH fort pour les processus multivariés dans le cadre de ce modèle.
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3.3.2 Modèle BEKK-GARCH

Le modèle BEKK � GARCH a été introduit par Engle et Kroner (1995) [19] pour

imposer la restriction de la dé�nie positivité à la matrice Ht sous des conditions très

faibles.

L�expression de la matrice Ht à chaque instant t dans le modèle BEKK est donnée

par la relation suivante

Ht = �CC +

KX
k=1

qX
i=1

�AikXt�i �Xt�iAik +

KX
k=1

pX
j=1

�BjkHt�jBjk; (3.5)

avec X0 et H0 �xés, de plus H0 est dé�ni positif, où Aik; Bjk; k 2 f1; :::; Kg sont des

matrices de dimension n�n et C est une matrice constante de dimension n�n. De plus

C est la matrice triangulaire inférieure.

Le but de décomposer le terme constant en un produit de deux matrices triangulaires

est d�avoir une matrice de covariance conditionnelle semi-dé�nie positive Ht et
p
Ht est

la racine carrée symétrique de Ht:

Le nombre de paramètres à estimer est : (p+ q)kN2 + N(N+1)
2

:

Considérons le modèle GARCH(1; 1). L�expression du modèle est la suivante

Ht = �C C +
KX
k=1

�A1kXt�1 �Xt�1A1k +
KX
k=1

�B1kHt�1B1k; (3.6)

Dans le cas où n = 2, la relation précédente devient

Ht = �CC +

0@ a11 a12

a21 a22

1A00@ X2
1;t�1 X1;t�1X2;t�1

X2;t�1X1;t�1 X2
2;t�1

1A0@ a11 a12

a21 a22

1A
+

0@ b11 b12

b21 b22

1A00@ h11;t�1 h12;t�1

h21;t�1 h22;t�1

1A0@ b11 b12

b21 b22

1A
On remarque que ce modèle nécessite moins de paramètres que le modèleGARCH(1; 1)
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proposé dans l�exemple pour le modèle vectoriel. Cependant, le nombre de paramètres

croit quadratiquement avec n. Ainsi, il est préférable de réduire ce nombre, tout en im-

posant des restrictions nous assurons l�identi�abilité et la généralité du modèle.

Proposition Si H0; H�1; :::; H � p + 1 sont dé�nies positives, alors Ht est dé�nie

positive dans le modèle BEKK si

kerfCg
p\
j=1

K\
k=1

kerfBikg = f0g

On voit que les conditions pour obtenir une matrice Ht dé�nie positive quelque soit

t 2 N sont faibles : la condition portant sur les noyaux des matrices C et Bjk j 2 f1; :::; ng

est véri�ée si la matrice C ou l�une des matrices Bjk est de plein rang. De plus on

remarque dans cette proposition que les conditions portent sur les termes GARCH et

la partie constante seulement de l�expression de la représentation BEKK. En e¤et la

quantité A
0
ikXt�1 �Xt�1Aik est semi-dé�nie positive car Xt�1 �Xt�1 est semi-dé�nie positive.

Ainsi, pour assurer la dé�nie positivité de Ht il su¢ t que

�CC +
KX
k=1

pX
j=1

�BjkHt�jBjk

soit dé�nie positive.

Une conséquence de cette proposition est que pour le modèleMVARCH; la condition

nécéssaire pour que Ht soit dé�nie positive; t 2 N , devient kerfCg = f0g, c�est-à-dire

que C soit de plein rang.

3.3.3 Modèle CCC-GARCH

Les modèles GARCH multivariés à corrélations conditionnelles décomposent la ma-

trice de corrélations en deux composantes, soit celle des écarts-types et celle des corréla-

tions conditionnelles. Bollerslev (1990) [9] introduit le premier modèle de corrélations, le

modèle à corrélations conditionnelles constantes (CCC�GARCH). Il propose un modèle
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où les variances et covariances conditionnelles varient dans le temps et les corrélations

conditionnelles restent constantes :

rt = �t +Xt (3.7)

Xt = H
1=2
t "t (3.8)

Ht = DtRDt (3.9)

où

rt : vecteur n� 1 des rendements de n actifs au temps t,

�t : vecteur n� 1 des espérences conditionnelles de rt,

Xt : vecteur n� 1 des erreurs conditionnelles de n actifs au temps t, avec

E [Xt] = 0 et Cov [Xt] = Ht;

Ht : matrice n� n des variances conditionnelles de "t au temps t,

Dt : matrice diagonale n� n des écarts-types conditionnels de "t au temps t,

R : matrice n� n des corrélations constantes,

"t : vecteur n� 1 des erreurs i.i.d. avec

E ["t] = 0 et E ["t"0t] = In

Les composantes de la matrice Ht = (hij;t), sont données par

� hii;t = !i +
qP
j=1

�ijX
2
i;t�j +

pP
j=1

�ijhii;t�j; i = 1; : : : ; N

hij;t = �ij
p
hii;thjj;t; i 6= j:

(3.10)
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et la matrice Dt est donnée par

Dt =

0BBBBBBBBB@

p
h11;t 0 0 ::: 0

0
p
h22;t 0 ::: 0

0 0
p
h33;t :::

::: ::: ::: 0

0 0 ::: 0
p
hNN;t

1CCCCCCCCCA
et R est une matrice symétrique dé�nie positive contenant les corrélations condition-

nelles constantes �ij telle que �ii = 1; i = 1; :::; N:

R =

0BBBBBBBBB@

1 �12 �13 ::: �1n

�21 1 �23 ::: �2n

�31 �32 1 :::

::: :::
. . . �n�1n

�n1 �n2 ::: �nn�1 1

1CCCCCCCCCA
Les éléments de la matrice d�écarts-types Dt sont obtenus à partir des résidus des

GARCH univariés de chacune des variables à estimer et les éléments de la matrice de

corrélations R ne varient pas dans le temps.

Le nombre de paramètres à estimer est : (p+ q + 1)N + N(N�1)
2

:

3.3.4 Modèle DCC-GARCH

Engle (2002) [22] introduit le modèle à corrélations conditionnelles dynamiques, le

DCC � GARCH, en permettant à la matrice de corrélations conditionnelles de varier

dans le temps. Ce modèle est une généralisation du modèle CCC �GARCH:

C�est un modèle d�estimation en deux étapes. La première étape consiste à esti-

mer la variance conditionnelle avec un GARCH univarié pour chacune des séries. Dans

la deuxième étape, on utilise ensuite les résidus standarisés obtenus dans la première
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étape pour estimer les paramètres de la matrice des corrélations dynamiques. Ce modèle

comporte des conditions permettant à la matrice de covariances d�être dé�nie positive

en tout temps ainsi qu�à la covariance d�être stationnaire. Analogiquement au modèle

CCC �GARCH, la matrice Ht est divisée en deux matrices, Dt et Rt. Les éléments de

la matrice Dt proviennent des GARCH univarié estimés pour chacune des séries :

Ht = DtRtDt;

Ht : matrice n� n des variances conditionnelles de Xt au temps t,

Dt : matrice diagonale n� n des écarts-types conditionnels de "t temps t,

Rt : est la matrice symétrique dé�nie positive contenant les corrélations condition-

nelles dynamiques �ij;t.

La matrice Dt est donnée par

Dt =

0BBBBBBBBB@

p
h1;t 0 0 ::: 0

0
p
h2;t 0 ::: 0

0 0
p
h3;t :::

::: ::: ::: 0

0 0 ::: 0
p
hN;t

1CCCCCCCCCA
;

Les éléments contenus dans Dt sont générés selon un processus GARCH (P, Q), qui

peut être formulé comme suit

hit = �0;i +

QiX
q=1

�iqX
2
i;t�q +

PiX
p=1

�iphi;t�p; ou
QiX
q=1

�iq +

PiX
p=1

�ip < 1; (3.11)

La matrice Rt est celle des corrélations conditionnelles des résidus standardisés Et,

elle est maintenant dynamique :
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Rt =

0BBBBBBBBB@

1 �12;t �13;t ::: �1n;t

�21;t 1 �23 ::: �2n;t

�31;t �32;t 1 :::

::: :::
. . . �n�1 n;t

�n1;t �n2;t ::: �n n�1;t 1

1CCCCCCCCCA
;

LamatriceHt doit être dé�nie positive, car elle est une matrice de variances-covariances.

A�n d�assurer que Ht soit dé�nie positive, il faut aussi que Rt soit dé�nie positive, car

Ht = DtRtDt. La matrice Dt est toujours positive, car Dt = diag(
p
h1;t; :::;

p
hN;t), donc

ses éléments sont toujours positifs. Il faut aussi s�assurer que les éléments de Rt soient

plus petits ou égaux à 1, car ce sont des corrélations. A�n de s�assurer de la positivité de

Rt, ce dernier est décomposé en deux matrices :

Rt = Q��1t Qt Q
��1
t ;

où

Q�t =

26666666664

p
q11;t 0 0 � � � 0

0
p
q22;t 0 � � � 0

0 0
p
q33;t 0

...
...

. . . 0

0 0 � � � 0
p
qNN;t

37777777775
;

et

Qt = (1� �DCC � �CCC)Q+ �DCCXt�1X
0

t�1 + �DCCQt�1; (3.12)

avec

�Q = cov(XtX
0

t) = E(XtX
0

t),
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Q soit la covariance non conditionnelle des résidus standardisés obtenue par les

GARCH univariés,

alors nous pouvons écrire la matrice Qt comme suit

Qt =

26666664
q11;t q12;t � � � q1N;t

q21;t q22;t � � � q2N;t
...

...
. . .

...

qN1;t qN2;t � � � qNN;t

37777775 ;

La matrice Qt doit être dé�nie positive a�n que Rt le soit aussi.

Notons que dans l�équation (3:13), �Dcc et �Dcc sont des scalaires. Les conditions

suivantes doivent être respectées a�n d�assurer que Ht soit dé�nie positive :

�DCC � 0; �DCC � 0 and �DCC + �DCC < 1

La structure générale de corrélation dynamique DCC(p; q) est la suivante :

Qt =

 
1�

pX
i=1

�DCC;i �
QX
j=1

�DCC;j

!
Q+

pX
i=1

�DCC;i(Xt�iX
0

t�i)+

QX
j=1

�DCC;jQt�j: (3.13)

Les corrélations conditionnelles dynamiques �ij =
qij;t

(qii;tqjj;t)
1=2 :

Le nombre de paramètres à estimer est : (p+ q) + N(N+1)
2

:

Cependant, dans cette recherche nous utiliserons un DCC �GARCH(1; 1).

Modèle DCC-GARCH (1,1)

Dans cette recherche, nous utilisons la forme la plus simple du modèle DCC �

GARCH pour analyser les relations de transfert de volatilité entre le prix de pétrole

et les di¤érents marchés boursiers, soit le DCC�GARCH(1; 1) bivarié. La construction
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du modèle DCC �GARCH(1; 1) est :

h11;t = �0;1 + �11X
2
1;t�1 + �11h11;t�1

h22;t = �0;2 + �21X
2
2;t�1 + �21h22;t�1

Rt = Q��1t QtQ
��1
t

Qt = (1� �DCC � �DCC)Q+ �DCCXt�1X
0

t�1 + �DCCQt�1

avec

Ht =

24 h11;t h12;t

h21;t h22;t

35 :
Les avantages du modèle DCC�GARCH sont la modélisation directe de la variance

et de la covariance et ainsi que sa �exibilité. Cependant il a aussi des faiblesses, la fonction

de vraisemblance devient compliquée quand le nombre de variables est plus grand ou égal

à 3 et la matrice de corrélations conditionnelles doit être dé�nie positive pour tout t. Dans

notre recherche, le nombre de variables se limite à 2 et le logiciel utilisé s�assure d�obtenir

une matrice Ht dé�nie positive.

Ce modèle permettra d�examiner les transferts de volatilité entre le le prix de pétrole

et les di¤érents marchés boursiers.

3.4 La stationnarité du covariance.

Finalement, on a donné dans la proposition suivante des conditions nécessaires et

su¢ santes pour que la covariance du processus GARCH multivarié soit stationnaire.

Proposition

On suppose que le processus fXtg commence arbitrairement loin dans le passé, à

l�instant t� � et on suppose aussi que lim
�!1

Ht�� est �nie et dé�nie positive,

Si le modèle V ech�GARCH est dé�ni positif, alors sa covariance est stationnaire si

et seulement si toutes les valeurs propres de
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qX
i=1

Ai +

pX
j=1

Bj sont strictement iférieures à 1 en valeur absolue:

De plus, le modèle BEKK �GARCH est de covariance stationnaire si et seulement

si toutes les valeurs propres de

qX
i=1

KX
k=1

(Aik 
 Aik)+

pX
j=1

KX
k=1

(Bjk 
Bjk) sont strictements inférieurs à un en valeur absolue;

où 
 désigne le produit de Kronecker de deux matrices.

Dans le modèle CCC�GARCH, les conditions habituelles pour assurer la positivité

des variances et la stationnarité sont

!i > 0; �ij; �ij > 0 et
qX
j=1

�ij +

pX
j=1

�ij < 1:

Les conditions nécessaires pour que le modèle DCC�GARCH soit stationnaire sont

les suivantes

0 � �DCC;i; �DCC;j � 1; et
pX
i=1

�DCC;i +

QX
j=1

�DCC;j < 1:
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Chapitre 4

Application

Nous avons vu dans les trois premiers chapitres les formulations des modèles avec

hétéroscédasticité conditionnelle, les méthodes d�estimation utilisées en pratique. Dans

ce chapitre, nous nous proposons d�illustrer certaines de ces notions.

4.1 Résultats

Les principaux résultats de cet article sont la modélisation et l�application en utilisant

le logiciel EViews. En appliquant aux données du taux de change des prix du pétrole et

aux trois séries de rendements boursiers qui sont CAC 40, S&P 500 et NIKKEI 225. Les

données représentent les prix du pétrole mensuels wti, l�étude se rapporte à la période

d�août 1987 à octobre 2016, Les données proviennent de investing.com.

4.2 Les données et leurs propriétés statistiques

Dans notre application, nous étudierons d�abord ses di¤érentes séries de données

graphiquement (analyse descriptive). Par la suite nous nous interrogeons sur la question

de la stationnarité des données, nous étudierons alors la stationnarité à l�aide des tests

appropriés. Puis, nous envisagerons un traitement (sous forme de transformation) de ces
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données a�n de les stationnariser, s�il s�avère qu�elles ne le sont pas.

En�n nous prouvons, successivement, par le calcul des di¤érents Kurtosis, Skewness et

les P-values du test de Jarque-Bera, que le processus est non gaussien et que sa variance

est hétéroscédastique.

La �gure 1 représente l�évolution temporelle des prix du pétrole et comportement du

marché boursier au �l du temps.

Prix du ptrole et comportement du march boursier au �l du

temps

La lecture visuelle de ces graphes indique une non-stationnarité en moyenne et en

variance (surtout en variance). Ce même graphe montre des regroupements de volatilité,

ce qui signi�e que ces séries sont volatiles. Nous remarquons, par ailleurs, que cette

volatilité évolue au cours du temps.
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4.3 l�étude de la stationnarité des séries.

Pour cela, on a utilisé le test de racine unitaire (test de non-stationnarité) de Dickey

Fuller (ADF) et de Philips Péron (PP).

Test de Dickey et Fuller augmenté(ADF)

Un test de non-stationnarité largement utilisé et répandu est le test de racine unitaire

proposé par Dickey et Fuller en 1979.

H0 : La série comporte une racine unitaire (ou de non-stationnarité),

H1 : La série ne comporte pas de racine unitaire, la série est stationnaire.

Étant donné que le p-valu calculé est inférieur au niveau de signi�cation � = 1%; on

doit rejeter l�hypothèse nulleH0 de la non-stationnarité, et retenir l�hypothèse alternative

H1:

Tests de Phillips et Perron(PP)

Phillips et Perron (1987, 1988) et Phillips (1987) proposent un autre test pour détecter

la non-stationnarité d�une série temporelle. Ce test est une adaptation non paramétrique

du test de Dickey et Fuller. L�hypothèse nulle du test est, comme pour le test DF, la

présence d�une racine unitaire. La présentation détaillée de ce test se retrouve dans la

plupart des manuels consacrés à l�économétrie des séries temporelles (Bresson et Pirotte,

1995).

H0 : La série comporte une racine unitaire,

H1 : La série ne comporte pas de racine unitaire, la série est stationnaire.

Étant donné que le p-valu calculé est inférieur au niveau de signi�cation � = 1%; on

doit rejeter l�hypothèse nulle H0 de non-stationnarité, et retenir l�hypothèse alternative

H1:
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Le tableau 1 représente le test de stationnarité (Test de racine unitaire)

Series Test ADF P-valu PP P-valu

wti -2.158718 0.2221 -1.468379 0.5487

WTI Logwti -1.754289 0.4030 -1.462268 0.5517

DLogwti -13.503220���
1

0.0000 -12.926670��� 0.0000

Dwti -12.201670��� 0.0000 -11.864940��� 0.0000

cac_40 -1.576910 0.4933 -1.767885 0.3962

CAC_40 Logcac_40 -1.630469 0.4659 -1.702235 0.4293

DLogcac_40 -17.347770��� 0.0000 -17.357700��� 0.0000

Dcac_40 -17.000150��� 0.0000 -17.129590��� 0.0000

sp_500 -0.009170 0.9562 -0.154496 0.9410

SP_500 Logsp_500 -0.894766 0.7894 -0.930747 0.7778

DLogsp_500 -17.205800��� 0.0000 -17.198700��� 0.0000

Dsp_500 -18.117990��� 0.0000 -18.172110��� 0.0000

nikkei_225 -1.952964 0.3078 -2.010034 0.2825

NIKKEI_225 Lognikkei_225 -1.879445 0.3419 -1.988244 0.2921

DLognikkei_225 -17.648070��� 0.0000 -17.676180��� 0.0000

Dnikkei_225 -18.003820��� 0.0000 -17.996750��� 0.0000

Table 1. Test de racine unitaire � = 1%(�3:448889)

Le test de racine unitaire con�rme la stationnarité des séries.

À partir du tableau 1, on va utiliser dans ce qui suit les séries suivantes : Dlogwti,

Dlogcac_40, Dsp_500, DNikkei_225 car elles sont stationnaires.

1*** dénote les statistiques signi�catives au seuil de 1%.
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Les graphes associés aux séries stationnaires sont présentés dans la �gure 2

Evolution temporelle des titres

Tester la présence d�e¤et ARCH(q) consiste à faire une régression simple par les

moindres carrés ordinaires de bu2, sur bu2t ; bu2t�1; ::: et à considérer la statistique LM =

nR2 , où R2 et n sont respectivement coe¢ cient de corrélation multiple et le nombre

d�observations. Sous l�hypothèse nulle, cette statistique suit asymptotiquement une loi

de Khi-deux avec autant de degrés de liberté que le nombre de retards associé à ut. La

régression a été faite pour plusieurs degrés de ARCH. Le tableau 2 présente la statistique

de test, ainsi que les P-values correspondantes.

DLogwti DLogcac_40 Dsp_500 Dnikkei_225

nR2 20.73225 51.5284 561.78815 51.0783

P-valus 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Table 2: Statistiques du test d�homoscédasticité
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Il est clair que toutes les P-values ne dépassent en aucun cas les 1%, ce qui nous

conduit à rejeter l�hypothèse nulle d�homoscédasticité, et à accepter l�hypothèse de l�hé-

téroscédasticité.

Statistiques descriptives

Le tableau 3 présente des statistiques sommaires des quatre séries.

Dlogwti Dlogcac_40 Dsp_500 DNikkei_225

Mean 0.002273 0.003051 5.162657 -26.25429

Median 0.009274 0.009999 7.555000 35.02500

Std.Dev 0.084150 0.057653 45.45415 1105.5990

Skewness -0.274326 -0.520575 -0.567477 -0.663243

Kurtosis 5.208957 4.460995 5.054818 6.346034

Jarque-Bera 75.54910 46.93647 80.35997 188.9345

P-valus 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Table 3: Statistiques descriptives pour chaque série stationnaire

Le tableau 3, montre que le rendement moyen le plus faible est attribué à l�indice

boursier Nikkei_225 avec une moyenne de �26:25 ; alors que le plus remarquable est

enregistré en Dsp_500 avec une moyenne de 5:16. En terme de risque, l�indice boursier

Cac_40 possède le risque le moins élevé avec un écart type de 0:05 alors que celui le

plus élevé est observé à l�indice boursier Nikkei_225 avec un écart-type de 1105:59. À

propos du marché du pétrole, il a connu un rendement moyen positif, ce qui n�est pas

surprenant compte tenu de la tendance à la hausse du prix du pétrole au cours de la

dernière décennie.

D�un autre côté, on peut voir que les coe¢ cients de l�asymétrie (Skewness) de DLogwti,

DLogcac_40, Dsp_500 et Dnikkei_225 est�0:274326;�0:520575;�0:567477 et�0:663243

respectivement, donc ils sont négatifs, ce qui illustre bien le fait qu�un choc négatif a plus

d�impact qu�un choc positif, de plus la moyenne est inférieur à la médiane, et il y a une
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distribution asymétrique à gauche.

Le coe¢ cient d�aplatissement (Kurtosis) de DLogwti, DLogcac_40, Dsp_500 et Dnik-

kei_225 est 5:208957; 4:460995; 5:054818 et 6:346034 respectivement supérieur à 3, dans

ce cas la distribution est pointue (distribution leptokurtique) et cela indique aussi des

queues plus grosses que la distribution normale avec un pic supérieur.

Les valeurs de Jarque-Bera de DLogwti, DLogcac_40, Dsp_500 et Dnikkei_225 est

75:54910; 46:93647; 80:35997 et 188:9345 respectivement et on voie que les di¤érentes va-

leurs de la P-value du test de Jarque-Bera sont nulles, ce qui conduit à rejeter l�hypothèse

de normalité des résidus.
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4.4 Estimation de modèle GARCH(1,1) Univarié

Le tableau 4 représente le résultat d�estimation du modèle GARCH(1; 1) univarié

Series Estimate Coe¢ cient Std.Error Z-Statistic prob

! 0.004485 0.004069 1.102050 0.270400

DLogwti ! 0.001424�� 0.000679 2.095656 0.036100

� 0.232790���2 0.063362 3.673971 0.000200

� 0.565363��� 0.138289 4.088261 0.000000

! 0.006516�� 0.002953 2.206805 0.027300

DLogcac_40 ! 0.000395��3 0.000166 2.380379 0.017300

� 0.188655��� 0.066264 2.847028 0.004400

� 0.677769��� 0.098287 6.895826 0.000000

! 3.945604��� 1.217499 3.240746 0.001200

Dsp_500 ! 8.357726 6.708267 1.245885 0.212800

� 0.201430��� 0.052514 3.835738 0.000100

� 0.820619��� 0.041103 19.96483 0.000000

! 7.307306 45.25027 0.161486 0.871700

Dnikkei_225 ! 21700.750�4 13237.98 1.639280 0.101200

� 0.122979��� 0.029467 4.173457 0.000000

� 0.856890��� 0.030310 28.27050 0.000000

Table 4: Résultats d�estimation du modèle GARCH(1,1) univarié

Pour le pétrole brut et pour chacun des trois indices boursiers, la plupart de �; � sont

statistiquement signi�catives.

2� � � dénote les statistiques signi�catives au seuil de 1%:
3�� dénote les statistiques signi�catives au seuil de 5%:
4� dénote les statistiques signi�catives au seuil de 10%.
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L�estimation du modèle GARCH(1; 1) de la volatilité conditionnelle des di¤érentes

séries nous donne les résultats suivants :

D logWTIt = Xt;

�2t = 0:001424 + 0:232790X
2
t�1 + 0:565363�

2
t�1:

D logCAC_40t = 0:006516 +Xt;

�2t = 0:000395 + 0:188655X
2
t�1 + 0:677769�

2
t�1:

DSP_500t = 3:945604 +Xt;

�2t = 8:357726 + 0:201430X
2
t�1 + 0:820619�

2
t�1:

DNikkei_225t = Xt;

�2t = 21700:750 + 0:122979X
2
t�1 + 0:856890�

2
t�1:

Au regard des résultats obtenus, le modèle GARCH(1; 1) semble adéquat pour mo-

déliser la volatilité conditionnelle des quatre séries, car tous les coe¢ cients de l�équation

de la variance sont signi�catifs.

Series AdjuR2 SEE BIC RMSE MAE MAPE

Dlogwti 1,00000 2.47E-12 -2.287103 0.83E-12 0.61E-13 11.62E-10

Dlogcac_40 1,00000 1.28E-10 -3.653820 0.15E-11 0.24E-12 2.85E-8

Dsp_500 1,00000 6.93E-10 -9.041710 5.23E-10 4.74E-10 1.19E-8

Dnikkei_225 1,00000 3.15E-08 -13.43601 6.52E-7 8.34E-8 3.11E-7

Table 5:Quelques métriques d�ajustement GARCH(1,1) pour les di¤érentes variables stationnaires.

Discussion

Les modèles GARCH non linéaires, qui sont capables de capturer la volatilité à longue

mémoire et /ou asymétrique, présentent une plus grande précision de prévision que les

modèles linéaires, en particulier dans la prévision de volatilité sur des horizons temporels

plus longs, tels que cinq ou vingt jours. Nos résultats indiquent que le degré de persistance
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de la volatilité a été réduit en intégrant les changements de variance dans le modèle de

volatilité.

De plus, on peut voir que les modèles GARCH expliquent une partie de la non-

normalité de la distribution des prix de l�énergie. Quand ils le font, le terme d�erreur

présente encore l�asymétrie et la leptokurtose. À des niveaux de con�ance plus élevés, les

estimations de VAR de l�énergie basées sur les modèles GARCH normales sont légèrement

meilleures que celles habituellement utilisées par les sociétés d�énergie. Tenir compte de

la distribution non-gaussienne des rendements énergétiques et des changements de la

volatilité, en utilisant le modèle GARCH stable.

4.5 Estimation de modèle GARCH(1,1) Bivarié

4.5.1 BEKK-GARCH(1,1) Bivarié

GARCH(P=1,Q=1,MV=BEKK,DIST=GED)
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Dlogwti-Dlogcac_40 Dlogwti-Dsp_500

Estimate coe¢ cient T-stat Signif coe¢ cient T-stat Signif

C(1,1) 0.067089��� 8.374270 0.000000 0.022404��� 4.002340 0.000062

C(2,1) 0.009988�7 1.822840 0.068328 -6.318450�� -1.894650 0.058139

C(2,2) 0.011716 0.827540 0.407929 0.000001 1.71e-008 0.999999

A(1,1) 0.672141��� 9.313670 0.000000 0.397405��� 6.977120 0.000000

A(1,2) -0.050247 -0.878850 0.379480 -41.387997 -1.340760 0.179998

A(2,1) 0.041396 0.511260 0.609166 0.000146 1.054080 0.291847

A(2,2) 0.630759��� 8.288900 0.000000 0.499761��� 11.01996 0.000000

B(1,1) 0.355319� 1.781810 0.074779 0.781639��� 24.86544 0.000000

B(1,2) -0.220792��7 -2.041210 0.041229 265.71584��� 14.23243 0.000000

B(2,1) -0.093463 -0.661930 0.508019 -0.001009��� -12.50726 0.000000

B(2,2) 0.720523���7 10.456380 0.000000 0.683105��� 19.00782 0.000000

Dlogwti-Dnikkei_225

Estimate coe¢ cient T-stat Signif

C(1,1) 0.069010��� 12.071910 0.000000

C(2,1) 330.59121��� 4.626390 0.000003

C(2,2) 0.000022 1.68e-007 0.999999

A(1,1) 0.497504��� 8.171140 0.000000

A(1,2) 294.33651 0.497970 0.618506

A(2,1) 0.000016��� 4.129530 0.000036

A(2,2) 0.456446��� 12.16280 0.000000

B(1,1) 0.394015��� 3.805410 0.000141

B(1,2) -100.90630 -0.132590 0.894514

B(2,1) -0.000025��� -6.057940 0.000000

B(2,2) 0.860288��� 32.43009 0.000000

Table.6 Résultats BEEK-GARCH(1,1) bivarié

5� dénote les statistiques signi�catives au seuil de 10%.
6�� dénote les statistiques signi�catives au seuil de 5%:
7� � � dénote les statistiques signi�catives au seuil de 1%:
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À partir du tableau 6, la plupart des variables estimées sont statistiquement signi�-

catives.

L�estimation du modèle BEKK �GARCH(1; 1) peut être obtenue ci-dessous

� Dlogwti�Dlogcac_40

A=

24 0:672141 0

0 0:630759

35 B=

24 0:355319 �0:220792

0 0:720523

35; C=

24 0:067089 0

0:009988 0

35.
:

� Dlogwti�Dsp_500

A=

24 0:397405 0

0 0:499761

35, B=

24 0:781639 265:71584

�0:001009 0:683105

35; C=

24 0:022404 0

�6:318450 0

35.
� Dlogwti�Dnikkei_225

A=

24 0:497504 0

0:000016 0:456446

35, B=

24 0:394015 0

� 0:000025 0:860288

35; C=

24 0:069010 0

330:59121 0

35.
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4.5.2 DCC-GARCH(1,1)Bivarié

GARCH(P=1,Q=1,MV=DCC,DIST=GED)

Dlogwti-Dlogcac_40 Dlogwti-Dsp_500

Estimate coe¢ cient T-stat Signif coe¢ cient T-stat Signif

C(1) 0.009192���8 72.66540 0.000000 0.063723��� 281.99049 0.000000

C(2) -0.000003��� -3.68341 0.000230 275.03683��� 561.96769 0.000000

A(1) 0.821568��� 42.05718 0.000000 0.306941��� 783.82073 0.000000

A(2) 2.037555��� 86.37950 0.000000 0.500475��� 1020.11591 0.000000

B(1) 0.003781��� 179.22273 0.000000 -0.904574��� -254.60201 0.000000

B(2) 0.004930��� 201.33666 0.000000 0.716348��� 266.54864 0.000000

DCC(A) 0.020402��� 5.06341 0.000000 0.022167��� 628.56565 0.000000

DCC(B) 0.902565��� 4.83036 0.000001 0.917991��� 1054.18464 0.000000

Dlogwti-Dnikkei_225

Estimate coe¢ cient T-stat Signif

C(1) 0.006897��� 18.52578 0.000000

C(2) 949660.80��� 14.46775 0.000000

A(1) 0.383113��� 12.69728 0.000000

A(2) 0.332151��� 12.67729 0.000000

B(1) 0.875396��� 98.69942 0.000000

B(2) 0.745604��� 24.50621 0.000000

DCC(A) 0.304008��� 15.07005 0.000000

DCC(B) 0.628507��� 42.15344 0.000000

Table7. Résultats DCC-GARCH(1,1) bivarié
Les résultats de l�estimation du modèle DCC � GARCH(1; 1) sont présentés au

tableau 7, les coe¢ cients de tous les paramètres sont signi�catifs, ce qui indique qu�il

existe un e¤et de débordement mutuel entre le pétrole brut et les trois marchés boursiers.

8� � � dénote les statistiques signi�catives au seuil de 1%:
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Ensuite, le modèle DCC estimé est le suivant,

� Dlogwti�Dlogcac_40

h11;t = 0:009192 + 0:821568"
2
1;t�1 + 0:003781h11;t�1

h22;t = �0:000003 + 2:037555"22;t�1 + 0:004930h22;t�1
Qt = (1� 0:020402� 0:902565)Q+ 0:020402"t�1"�t�1 + 0:902565Qt�1
� Dlogwti�Dsp_500

h11;t = 0:063723 + 0:306941"
2
1;t�1 � 0:904574h11;t�1

h22;t = 275:03683 + 0:500475"
2
2;t�1 + 0:716348h22;t�1

Qt = (1� 0:022167� 0:917991)Q+ 0:022167"t�1"�t�1 + 0:917991Qt�1
� Dlogwti�Dnikkei_225

h11;t = 0:006897 + 0:383113"
2
1;t�1 + 0:875396h11;t�1

h22;t = 949660:80 + 0:332151"
2
2;t�1 + 0:745604h22;t�1

Qt = (1� 0:304008� 0:628507)Q+ 0:304008"t�1"�t�1 + 0:628507Qt�1
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Conclusion et Perspectives

Nous avons vu les limites des modèles habituels face aux événements imprévisibles

en �nance ; sans faire l�erreur de vouloir tout prévoir, nous sommes capables, avec les

meilleurs modèles GARCH, d�a¢ ner notre compréhension des risques pour mieux les

anticiper. Des modèles récents permettent d�aller encore plus loin. Par exemple, il est

probable que la corrélation ait, elle aussi, une réaction plus importante aux chocs néga-

tifs communs qu�aux chocs positifs communs. Des modèles tels que celui de Cappiello,

Engle et Sheppard (2006), AG-DCC, permettent de prendre cela en compte. D�autres

modèles reconnaissent l�importance de la macroé- conomie comme moteur sous-jacent

des �uctuations �nancières.

La présente étude examine les corrélations dynamiques entre les prix des actions à

savoir SP500, NIKKEI225, CAC40 et le pétrole brut (WTI). Plus précisément, nous

utilisons un modèle GARCH (1,1) univarié et les modèles BEKK GARCH (1,1), DCC

GARCH (1,1) bivariés, durant la période d�août 1987 à octobre 2016, en concentrant sur

les corrélations conditionnelles dynamiques estimées entre les indices boursiers et le prix

du pétrole. Cette approche permet d�étudier les dynamiques des moments de second ordre

des prix des indices boursiers et le pétrole brut en prenant en compte le comportement

de dépendance à long terme, les asymétries et l�e¤et de levier.

Les modèles BEKKGARCH (1, 1), DCCGARCH (1, 1) sont identi�és comme étant

la meilleure spéci�cation et la meilleure �exibilité pour modéliser l�hétéroscédasticité

conditionnelle de séries temporelles individuelles. Nous avons ensuite étendu les modèles

GARCH univariés ci-dessus à un cadre bivarié avec une paramétrisation de corrélation

conditionnelle dynamique a�n d�étudier l�interaction entre les prix du pétrole et les indices

boursiers.

Les résultats ci-dessus pourraient être importants pour mieux comprendre la

relation entre les prix du pétrole et les indices boursiers et pourraient être utiles aux
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investisseurs et autres participants du marché tels que les gestionnaires �nanciers, les

analystes et les entreprises pour gérer leurs investissements et minimiser leurs risques.

Dans les perspectives d�avenir, ce travail peut généraliser sur les données de

gaz naturel et d�électricité. En outre, nous pouvons utiliser d�autres modèles GARCH

multivariés.
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