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Résumé

Il est bien connu que la théorie des inégalités intégrales joue un rôle essentiel dans

l�étude de l�analyse qualitative et quantitative du comportement de divers types de solu-

tions des équations di¤érentielles non linéaires.

L�objectif de cette thèse est d�établir, dans un premier temps, de nouvelles inégalités

intégrales fractionnaires pour les fonctions à une et à deux variables.

Dans un deuxième temps, nous allons établir de nouvelles inégalités de type Gamidov

unidimensionnelles et bidimensionnelles.

En�n, nous avons utilisé quelques inégalités intégrales pour étudier la stabilité expo-

nentielle de certains systèmes dynamiques non linéaires perturbés aux échelles de temps

arbitraires.

Mots-clés: Échelles de temps, Inégalité de Gronwall, Inégalité de Bihari, Inégalité de

Gronwall- Bellman, Inégalité de Gamidov, Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville,

Stabilité exponentielle, Systèmes perturbés.
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Abstract

It is well known that the theory of integral inequalities plays a vital role in the study

of the qualitative and quantitative analysis behaviour of non-linear di¤erential equations

solutions.

The objective of this thesis is to establish, in a �rst time, new fractional integral

inequalities for one- and two-variable functions.

In a second time, we will establish new one-dimensional and two-dimensional Gamidov

inequalities.

Finally, we have used some integral inequalities to study the exponential stability of

some perturbed nonlinear dynamical systems at arbitrary time scales.

Keywords : Time scales, Inequality of Gronwall, Inequality of Bihari, Inequality

of Gronwall- Bellman, Inequality of Gamidov, Fractional integral of Riemann-Liouville,

Exponential stability, Perturbed systems.
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Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans divers branches de mathématiques modernes

telles que la théorie des probabilités et des statistiques, l�analyse réelle, l�analyse com-

plexe, l�analyse numérique. En particulier les inégalités intégrales ont connu un grand

développement et des nouvelles idées et techniques sont apparues ce qui a contribué à

la résolution de nombreux problèmes importants en théorie de l�approximation et en

analyse numérique où l�estimation des erreurs d�approximation est exigée. Par ailleurs

l�importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie dans l�étude des équa-

tions intégrales et plus généralement dans le cadre des équations di¤érentielles ordinaire

au point de vue existence des solutions et stabilité des points d�équilibres. Elles ont été

introduites par Gronwall en 1919 [33], et appliquées à l�étude de certains problèmes

concernant les équations di¤érentielles ordinaires dont l�énoncer peut-être comme suit:

Soit u une fonction continue sur [�; �+ h] et a et b sont deux constantes positives.

Si l�inégalité

0 � u(t) �
Z t

�

[a+ bu(s)] ds, pour t 2 [�; �+ h] ;

est véri�ée, alors

0 � u(t) � ahebh, t 2 [�; �+ h] :

Après la découverte de cette inégalité intégrale, un certain nombre de mathématiciens

ont montré un intérêt considérable pour généraliser la forme originale de cette inégalité.

Pendant la période 1919-1975, plusieurs publications sur ce sujet ont vu le jour tels les

travaux de Bellman [8], Beesack [10] et Bihari [11]. Ces travaux sont bien connus et

ont trouvé de nombreuses applications. D�autres scienti�ques R.P. Agarwal, Azbelev,
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Introduction

Bainov, DEO, Dhongade, Lakshmikantham, Leela et Pachpatte [3, 39, 52] sont

mentionnés avec le développement ultérieur de la théorie des inégalités intégrales.

L�objectif principal de cette thèse est d�établir, dans un premier temps de nouvelles

généralisations des inégalités intégrales fractionnaires de type Gronwall-Bellman et de

type Gamidov pour les fonctions à une et à deux variables ainsi que leurs applications.

Dans un second temps, nous montrerons l�utilité de quelques inégalités intégrales aux

échelles de temps, pour étudier la stabilité exponentielle de certains systèmes perturbés.

Cette thèse est structurée en quatre chapitres :

Le premier chapitre consiste en un rappel des principales dé�nitions et propriétés sur

la théorie des échelles de temps, puis nous présentons les principes et les concepts math-

ématiques relatifs au calcul fractionnaire. Aussi, nous rappellerons brièvement quelques

notions fondamentales et dé�nitions relatives à la stabilité, ainsi que quelques résultats

importants d�analyse qui seront utilisés ultérieurement.

Le deuxième chapitre, est consacré à l�étude des inégalités intégrales fractionnaires. En

e¤et, nous présentons d�abord quelques résultats classiques de type Gronwall-Bellman à

une et à deux variables, puis nous citerons quelques généralisations apparues ces dernières

années. En�n, nous présentons de nouvelles généralisations qui seront illustrées par

quelques applications. .

Les résultats ont été soumis pour une éventuelle publication dans une revue interna-

tionale.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude des inégalités intégrales de type Gamidov

à une et à deux variables.

Nous allons citer brièvement les résultats classiques obtenus sur ce type des inégalités,

puis nous donnerons de nouvelles généralisations, et nous concluons ce chapitre par des

exemples illustratifs des nouveaux résultats.

Ces nouvelles inégalités ont contribué à l�étude de nouvelles classes d�équations inté-

grales et di¤érentielles et ont fait l�objet de la publication :
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Introduction

K. Boukerrioua, D. Diabi and I. Meziri , New explicit bounds on Gami-

dov type integral inequalities on times scales and applications. Journal of

Mathematical Inequalities Volume 12, Number 3 (2018), 807�825.

K. Boukerrioua, D. Diabi and B. Kilani, On some new generalizations of

certain Gamidov integral inequalities in two independent variables and their

applications. Facta Universitatis (Ni�) Ser. Math. Inform. Vol. 33, No 3

(2018), 467-479.

Le quatrième chapitre sera consacré à l�étude de stabilité exponentielle de certains

systèmes dynamiques non linéaires perturbés en utilisant quelques inégalités intégrales

aux échelles de temps.
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CHAPITRE

1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension

de ce manuscrit, ce chapitre est organisé comme suit. La première section comporte un

bref rappel sur les éléments de base de la théorie des échelles de temps. La plupart de

ces résultats seront énoncés sans preuve. Les preuves peuvent être consultées dans [5]

et [6]. La deuxième section est consacrée à la présentation de notions de base relatives

au calcul fractionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, l�intégration fractionnaire,

l�exponentielle de Mittag-Le­ er. Dans la troisième section, nous rappellerons �brièvement

quelques notions fondamentales et dé�nitions relatives à la stabilité. On conclut le chapitre

par une section réservée aux quelques lemmes importants qui seront très utiles dans la

suite.

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Le calcul des échelles de temps a été lancé par Stefane Hilger [61] dans sa thèse de

doctorat en 1988, a�n de mettre au point une nouvelle théorie, laquelle peut uni�er

l�analyse discrète et continue, où il a notamment dé�ni la �-dérivée. C�est à partir de

cette dé�nition qu�ont été introduites les équations aux échelles de temps qui ont la même

forme qu�une équation di¤érentielle ou presque, à titre d�exemple, une équation du premier

ordre dont la dérivée (u0) est remplacée par la �-dérivée
�
u�
�
.
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

Nous verrons plus loin que si T = R, la �-dérivée équivaut à la dérivée au sens

classique et les équations aux échelles de temps deviennent des équations di¤érentielles.

Si T = Z, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux di¤érences

�nies. D�ailleurs, l�intérêt pour ce dernier type d�équations a connu un essor considérable

au cours des dernières années pour expliquer plusieurs phénomènes discrets notamment

en économie, psychologie, génie et en informatique. Ainsi, la théorie des équations aux

échelles de temps vient dans un premier temps, uni�er les résultats des études réalisées

dans le domaine des équations di¤érentielles et des équations aux di¤érences �nies. Dans

un deuxième temps, elle permet l�étude des phénomènes se fondant sur, la modélisation

qui fait appel simultanément au discret et au continu.

1.1.1 Généralités sur les échelles de temps

Dé�nition 1.1.1 Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé non vide de l�ensemble

des nombres réels R.

Exemple 1.1.1 Les ensembles Z, [0; 1] [ [2; 3], [0; 1] [N , R et les ensembles de Cantor

sont des échelles de temps.

Exemple 1.1.2 Les ensembles Q, RnQ, C, (0; 1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

1.1.2 Opérateurs de sauts

Dé�nition 1.1.2 Soit T une échelle de temps. On dé�nit

i) l�opérateur de saut avant ( forward jump operator) � : T �! T par

�(t) = inf fs 2 T : s > tg ; (1.1)

ii) l�opérateur de saut arrière (backward jump operator) � : T �! T par

�(t) = sup fs 2 T : s < tg : (1.2)

5



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Dans cette dé�nition, nous posons sup ; = inf T, (ie, �(t) = t si T a un minimum en

t ) et inf ; = supT, (ie, �(t) = t si T a un maximum en t ), où ; désigne l�ensemble

vide.

1.1.3 Classi�cation des points dans une échelle de temps T

Soit T une échelle de temps, t un point de T.

Dé�nition 1.1.3 On dit que t est un point dense à droite de T, t < supT (resp. un

point dense à gauche de T), si � (t) = t (resp. � (t) = t).

Dé�nition 1.1.4 On dit que t est un point dense s�il est simultanément dense à droite

et à gauche.

Dé�nition 1.1.5 On dit que t est un point dispersé à droite de T (resp. un point dispersé

à gauche de T), si � (t) > t (resp. � (t) < t).

Dé�nition 1.1.6 t est dit point isolé s�il est simultanément dispersé à droite et à gauche.

Dé�nition 1.1.7 nous dé�nissons la fonction de granulation � : T! [0;+1) par

�(t) = �(t)� t: (1.3)

[Tab.1.1] Le tableau suivant résume la classi�cation des points dans une échelle de

temps.

point La description

dense à droite t = �(t)

dense à gauche t = �(t)

dense �(t) = t = �(t)

dispersé à droite t < �(t)

dispersé à gauche �(t) < t

isolé �(t) < t < �(t)

6



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Maintenant, nous illustrons les dé�nitions précédentes par quelques ensembles des

échelles de temps ainsi que leurs caratéristiques ( opérateur de saut, fonction de granula-

tion ) indiqués dans le tableau ci-dessous

[Tab.1.2] Quelques échelles de temps et leurs caractérstiques.

T R Z Nk qZ [ f0g p
N0 [ f0g ; p 2 (0; 1)

p
2n+ 1

�(t) t t+ 1 (1 + k
p
t)k qt t

p

p
t2 + 2

�(t) t t� 1
�
k
p
t� 1

�k t
q

pt
p
t2 � 2

�(t) 0 1 (1 + k
p
t)k � t (q � 1)t t(1

p
� 1)

p
t2 + 2� t

1.1.4 Sous ensembles dérivés d�une échelle de temps

Nous notons que de chaque échelle de temps nous pouvons extraire les sous ensembles

suivants:

Dé�nition 1.1.8 Soit T une échelle de temps, l�ensemble Tk est dé�ni comme suit:

Tk =

8<: Tn (� (supT) ; supT ] si supT <1

T si supT =1:

Dé�nition 1.1.9 Soient a; b deux points de T, l�intervalle d�échelle de temps est dé�ni

par :

[a; b]T = ft 2 T : a � t � bg :

Exemple 1.1.3 Soit T =
�
1
n
: n 2 N

	
[ f0g. Alors supT =1 et

�(1) = sup fs 2 T : s < 1g = 1

2
:

Donc

Tk = Tn
�
1

2
; 1

�
=

�
1

n
: n 2 N n f1g

�
[ 0:

Exemple 1.1.4 Soit T = f2n : n 2 Ng. Alors supT =1 et Tk = T.

7



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Exemple 1.1.5 Soit [a; b] un intervalle dans T, et soit b un point dense à gauche de T.

Alors

sup [a ; b] = b;

et

�(b) = b

[a ; b]k = [a ; b] n (b ; b] = [a; b] n ; = [a ; b] :

1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps

Dans cette section nous rappelons la dé�nition de la �-dérivée dite aussi la dérivée au

sens de Hilger.

Dé�nition 1.1.10 Soit f : T ! R une fonction et t 2 Tk. On dira que f est �-

di¤érentiable en t s�il existe un nombre f � (t) 2 R tel que pour tout " > 0, il existe un

voisinage U de t où

��[f(� (t))� f (s)]� f� (t) [(� (t)� s)]�� � " j� (t)� sj ; pour tout s 2 U .

pour tout s 2 U . Si f est �-di¤érentiable en tout point t 2 Tk, alors la fonction f� :

Tk 7�! R est dite la �-dérivée de f sur Tk.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivée qui sont utilisées dans ce travail.

Théorème 1.1.1 Soit f : T ! R une fonction et soit t 2 Tk. Alors nous avons les

propriétés suivantes :

1: Si f est �-di¤érentiable en t, alors f est continue en t.

2: Si f est continue en t et si t est dispersé à droite, alors f est �-di¤érentiable en t

et

f � (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)
: (1.4)
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

3: Si t est dense à droite , alors f est ��di¤érentiable en t si et seulement si,

lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s ;

existe et �nie. Dans ce cas nous avons:

f�(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s :

4: Si f est �-di¤érentiable en t, alors

f(� (t) = f (t) + � (t) f � (t) : (1.5)

1: Si T = R, alors pour t 2 Tk = R est un point dense a droite,

f�(t) = lim
t!s

f (t)� f (s)
t� s = f

0
(t):

2: Si T = Z, alors pour t 2 Tk = Z est un point isolé,

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t =
f (t+ 1)� f (t)

1
= f (t+ 1)� f(t) = �f(t):

3: Si T = hZ, alors pour t 2 Tk = hZ est un point isolé,

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t =
f(t+ h)� f(t)

h
= �hf(t):

Exemple 1.1.6 Considérons l�ensemble T =
�

5
p
n+ 1 : n 2 N0

	
avec N0 est l�ensemble

des entiers non négatifs, f(t) = t+ t3; t 2 T.

Pour tout t 2 T; t = 5
p
n+ 1; n = t5 � 1; n 2 N0, nous avons

�(t) = inf
n

5
p
l + 1 :

5
p
l + 1 > 5

p
n+ 1; l 2 N0

o
= 5

p
n+ 2

=
5
p
t5 + 1 > t:

9



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Par conséquent, chaque point de T est dispersé à droite. Nous notons que la fonction f(t)

est continue sur T. Ainsi,

f � (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)
;

=
� (t) + �3 (t)� t� t3

� (t)� t

=
� (t)� t+ �3 (t)� t3

� (t)� t
= 1 + �2 (t) + t2 + t� (t)

= 1 +
5
p
t5 + 1 + t

5
p
t5 + 1 + t2; t 2 Tk:

1.1.6 Propriétés de la �-dérivée

Théorème 1.1.2 Soient f; g : T ! R deux fonctions delta-di¤érentiables en t 2 TK.

Alors nous avons les propriétés suivantes :

1. f + g est �-di¤érentiable en t, de plus

(f + g)� (t) = f� (t) + g� (t) :

2. (�f) est �-di¤érentiable en t pour tout � 2 R et nous avons

(�f)� (t) = �f� (t) :

3. fg est �-di¤érentiable en t et nous avons

(fg)� (t) = f� (t) g (t) + f (� (t)) g� (t)

= f (t) g� (t) + f� (t) g (� (t)) :

4. Si f(t)f(�(t)) 6= 0; alors 1
f
est �-di¤érentiable en t et nous avons�

1

f

��
(t) = � f�(t)

f(t)f(�(t))
:

5. Si g(t)g(� (t)) 6= 0, alors f
g
est �-di¤érentiable en t nous avons�

f

g

��
(t) =

f� (t) g (t)� f (t) g� (t)
g(t)g(� (t))

:
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

1.1.7 Dérivation des fonctions composées

Théorème 1.1.3 Soit g : R ! R une fonction continue, g : T ! R est �-di¤érentiable

en Tk et si f : R! R est continûment di¤érentiable, alors il existe c 2 [t; � (t)] satisfaisant

(f � g)� = f 0(g(c))g�(t):

Théorème 1.1.4 Soient f : R! R une fonction continûment di¤érentiable et g : T! R

une fonction ��di¤érentiable. Alors f �g est �-di¤érentiable et on a la formule suivante:

(f � g)� (t) =
�Z 1

0

f 0(g(t) + h�(t)g�(t))dh

�
g�(t):

Exemple 1.1.7 Soit g : Z! R et f : R! R telles que g(t) = t2 et f(t) = et. Alors

f 0(t) = et;

g�(t) = 2t+ 1

et

(f � g)� (t) = g�(t)

Z 1

0

f 0
�
g(t) + hg�(t)

�
dh

= g�(t)

Z 1

0

et
2+h(2t+1)dh

= (2t+ 1) et
2

�
e2t+1

2t+ 1
� 1

2t+ 1

�
= et

2 �
e2t+1 � 1

�
:

Puisque f � g est dé�ni sur T =Z on peut en déduire que

(f � g)� (t) = (f � g)� (t+ 1)� (f � g)� (t) = e(t+1)
2

� et2 = et2
�
e2t+1 � 1

�
:

1.1.8 Intégration

Naturellement, les calculs sur les échelles de temps ne seront pas complets sans l�introduction

de la ��intégrabilité. Nous dé�nissons alors les fonctions qui sont intégrables et pour

cela nous présentons les dé�nitions suivantes:
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

Dé�nition 1.1.11 Nous dirons qu�une fonction f : T ! R est régulière si sa limite à

droite existe en tout point dense à droite de T et sa limite à gauche existe en tout point

dense à gauche de T.

Dé�nition 1.1.12 Une fonction f : T ! R est dite rd-continue si elle est continue en

tout point dense à droite de Tet si sa limite à gauche existe et est �nie en tout point dense

à gauche de T:

Remarques 1.1.2 L�ensemble de toutes les fonctions rd-continues sur Test noté par

Crd = Crd(T) = Crd(T;R):

Remarques 1.1.3 L�ensemble de toutes les fonctions��di¤érentiables sont rd-continues

sur T sera noté par :

C1rd = C
1
rd(T) = C1rd(T;R):

Dé�nition 1.1.13 La fonction F : T 7�! R, est dite primitive de f : T 7�! R, si elle

véri�e F� (t) = f (t) pour tout t 2 Tk.

Exemple 1.1.8 Soit T =Z. Alors �(t) = t+1; t 2 T: Soit f(t) = 3t2+5t+2; t 2 T: La

fonction g dé�nie par g(t) = t3 + t2 est prmitive de f:

g� (t) = (�(t))2 + t�(t) + t2 + �(t) + t

= (t+ 1)2 + t (t+ 1) + t2 + t+ 1 + t

= t2 + 2t+ 1 + t2 + t+ t2 + 2t+ 1

= 3t2 + 5t+ 2

= f(t):

Théorème 1.1.5 Toute fonction rd-continue f : T 7�! R, admet une primitive F :

T 7�! R, et nous notonsZ r

s

f (t)�t = F (r)� F (s) pour tout r; s 2 T:

12



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Théorème 1.1.6 Si f 2 Crd(T) et t 2 Tk, nous avons:Z �(t)

t

f (�)�� = � (t) f (t) :

Théorème 1.1.7 Soit a; b; c 2 T; � 2 R et f; g 2 Crd
�
Tk
�
alors:

1.
R b
a
[f (t) + g (t)]�t =

R b
a
f (t)�t+

R b
a
g (t)�t .

2.
R b
a
(�f (t))�t = �

R b
a
f (t)�t :

3.
R b
a
f (t)�t = �

R a
b
f (t)�t :

4.
R b
a
f (t)�t =

R c
a
f (t)�t+

R b
c
f (t)�t:

5.
R a
a
f (t)�t = 0.

6. Si jf (t)j � g (t) sur [a; b]T, alors
���R ba f (t)�t��� � R ba g (t)�t:

7. Si f(t) � 0 pour t 2 [a; b] \ T;alors
R b
a
f(t)�t � 0:

� Pour T = R, nous avons: Z b

a

f (t)�t =

Z b

a

f (t) dt:

� Pour T = Z, nous avons:

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

b�1P
t=a

f (t) si a < b

0 si a = b

�
a�1P
t=b

f (t) si a > b:

� Si [a; b] contient des points isolés alors :

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

P
t2[a;b[

� (t) f (t) si a < b

0 si a = bP
t2[b;a[

� (t) f (t) si a > b:

13



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Exemple 1.1.9 Si T = Z et si t 2 Z telque t > 1 et a 6= 1, alorsZ t

0

as�s =
k=t�1X
k=0

ak�s =
at � 1
a� 1 :

Exemple 1.1.10 Si T = qZ, avec q > 1, alorsZ 1

1

1

t2
�t = lim

b!1

Z b

1

1

t2
�t

= lim
b!1

X
t2[1;b)

�(t)

t2

= (q � 1) lim
b!1

k=n�1X
k=0

q�k = q:

Proposition 1.1.1 Si a; b 2 T et f; g 2 C1rd (T;R), alorsZ b

a

f� (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g (t)�t;Z b

a

f (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g� (t)�t:

Théorème 1.1.8 Soit a 2 Tk, b 2 T et L : T � Tk ! R, est continue en (t; t), pour

t 2 Tk, t > a et L� (t; :) est rd-continue dans [a; � (t)], nous supposons que pour tout

" > 0, 9 U voisinage de t indépendant de � 2 [a; � (t)] telle que:��L (� (t) ; �)� L (s; �)� L� (t; �) (� (t)� s)�� � " j� (t)� sj ; 8s 2 U ;

où f� dénote la dérivée de f par rapport à la 1i�ere variable alors nous avons:

g (t) =

Z t

a

L (t; �)�� ) g� (t) =

Z t

a

L� (t; �)�� + L (� (t) ; �) ;

et

h (t) =

Z b

t

L (t; �)�� ) h� (t) =

Z b

t

L� (t; �)�� � L (� (t) ; �) :

1.1.9 Dérivation des fonctions à plusieurs variables

Soient T1 et T2 deux échelles de temps, �1, �2 les opérateurs de saut avant par rapport

à T1 et T2 respectivement et �1, �2 les opérateurs de dérivation. Supposons a < b deux

points de T1, c < d deux points de T2.

Soit f une fonction à valeurs réelles sur T1 � T2.
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

Dé�nition 1.1.14 On dit que f admet une dérivée partielle f�1 (s; t) au point (s; t) 2

T1�T2 (par rapport à s) si pour chaque " > 0, il existe un voisinage Us de s tel que nous

avons: ��f (�1 (s) ; t)� f (�; t)� f�1 (s; t) (�1 (s)� �)�� � " j�1 (s)� �j ;
pour tout � 2 Us.

Dé�nition 1.1.15 On dit que f admet une dérivée partielle f�2 (s; t) au point (s; t) 2

T1�T2 (par rapport à t) si pour chaque " > 0, il existe un voisinage Ut de t tel que nous

avons: ��f (s; �2 (t))� f (s; �)� f�2 (s; t) (�2 (t)� �)�� � " j�2 (t)� �j ;
pour tout � 2 Ut.

1.1.10 La fonction exponentielle

Dans cette section, nous dé�nissons une fonction importante sur une échelle de temps qui

généralise la fonction exponentielle sur R; ep (:; t0).

Dé�nition 1.1.16 Soit h > 0, on dé�nit les nombres complexes de Hilger par :

Ch :=
�
z 2 C : z 6= 1

h

�
et l�axe imaginaire de Hilger

Zh :=
n
z 2 C : ��

h
< Im z <

�

h

o
:

Pour h = 0, on pose par dé�nition C0 = C; Z0 = C:

Dé�nition 1.1.17 On dit que la fonction p : T! R est régressive si

1 + � (t) p (t) 6= 0: pour tout t 2 Tk:

Dé�nition 1.1.18 L�ensemble de toutes les fonctions régressives positives est dé�nit par:

<+ =
�
p 2 < : 1 + � (t) p (t) > 0; pour tout t 2 Tk

	
: (1.6)
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

Dé�nition 1.1.19 On note l�espace des fonctions rd-continues régressives par :

R = R (T) = R (T;R) :

On munit cet ensemble de l�addition dé�nie pour tous p; q 2 R par:

(p� q) (t) := p(t) + q(t) + �(t)p(t)q(t); pour tout t 2 Tk:

Le groupe (R;�) est dit groupe régressif. Le conjugué de chaque élément p du groupe R

noté par 	p est donné par :

	p = �p(t)
1 + �(t)p(t)

; pour tout t 2 Tk:

Dé�nition 1.1.20 Pour h � 0, la transformation cylindrique �h : Ch ! Zh est dé�nie

par:

�h(z) =

8<: 1
h
log (1 + zh) si h 6= 0;

z si h = 0:

Dé�nition 1.1.21 Nous supposons que p 2 < et t0 2 T un point �xé, alors le problème

à valeur initiale

y� (t) = p (t) y (t) ; y (t0) = 1; (1.7)

admet une unique solution dans T.

Dé�nition 1.1.22 Soit p 2 <, la fonction exponentielle est dé�nie comme solution du

problème (1:7) et nous avons

y (t) = exp

�Z t

t0

��(�)(p (�))��

�
; pour t; t0 2 T;

nous la notons souvent par

ep (t; t0) = exp

�Z t

t0

��(�)(p (�))��

�
; pour t; t0 2 T;

où �� est la transformation cylindrique donnée par la dé�nition 1:1:20.

Proposition 1.1.2 Soit p; q 2 < et t; t0; s 2 T; alors

F e0 (t; t0) � 1 et ep (t; t) � 1;
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1.2. Éléments de calcul fractionnaire

F ep (� (t) ; t0) = (1 + � (t) p (t)) ep (t; t0) ;

F ep (t; t0) ep (t0; s) = ep (t; s) ;

F ep (t; t0) =
1

ep(t0;t)
;

F ep (t; t0) eq (t; t0) = ep�q (t; t0) où (p� q)(t) := p(t) + q(t) + � (t) p (t) q(t),

F La fonction ep (:; s) est ��di¤érentiable en t et (ep (:; s))� (t) = p(t)ep (t; s).

Exemple 1.1.11 Soit T =hZ pour h > 0: Soit � 2 R une constante, i.e.

� 2 C�
�
�1
h

�
:

Tous les points dans l�échelle de temps hZ sont dispersés à droite et nous avons

e� (t; 0) = exp

�
1

h

Z t

0

ln (1 + �h)��

�
= exp

1

h
ln (1 + �h) t

= (1 + �h)
t
h :

1.2 Éléments de calcul fractionnaire

1.2.1 Aperçu historique sur la dérivation fractionnaire

Le calcul fractionnaire est un sujet qui n�est pas nouveau. Il généralise la notion de la dif-

férentiation et l�intégration d�ordre entier à la di¤érentiation et l�intégration d�ordre non

entier. Le sujet est aussi vieux que le calcul di¤érentiel et remonte à l�époque quand Lib-

niz, Gauss, Newton ont inventé ce type de calcul. A la �n du 19ème siècle où plusieurs

mathématiciens, comme par exemple P.S. Laplace (1812), J.B. Fourier (1822), N.H.

Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A.K. Grünwald

(1867-1872) etA.V. Letnikov (1868-1872) ont contribué à ce sujet. Ces dernières années,

il y a eu un développement considérable concernant l�étude des équations di¤érentielles

d�ordre fractionnaire.
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1.2. Éléments de calcul fractionnaire

De nombreuses dé�nitions ont été alors données sur la dérivation et l�intégration frac-

tionnaire.

Le calcul fractionnaire a plusieurs domaines d�applications, par exemples, en viscoélas-

ticité, théorie du contrôle, équation de di¤usion, électricité, biologie, électromagnétiques.

1.2.2 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctionsGamma, Bêta etMittag-Le­ er. Ces

fonctions jouent un rôle important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

L�une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d�Euler

�(z). La fonction Gamma �(z) est dé�nie par l�intégrale suivante

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt; (1.8)

avec �(1) = 1; �(0+) = +1; �(z) est une fonction monotone et strictement décroissante

pour 0 < z � 1. Une propriété importante de la fonction Gamma �(z) est la relation

de récurrence suivante

�(z + 1) = z�(z);

Qu�on peut la démontrer par une intégration par parties

�(z + 1) =

Z 1

0

e�ttzdt =
�
�e�ttz

�1
0
+ z

Z 1

0

e�ttz�1dt = z�(z):

La fonction Gamma d�Euler généralise la factorielle car �(n+ 1) = n !; 8n 2 N:
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1.2. Éléments de calcul fractionnaire

Le graphe de la fonction Gamma

La fonction Bêta

Dé�nition 1.2.1 La fonction B(p; q) est la fonction Bêta (ou intégrale eulérienne de

première espèce), dé�nie par :

B(p; q) =

Z 1

0

(1� t)p�1 tq�1dx p > 0; q > 0: (1.9)

On a une égalité exprimant le lien entre l�intégrale eulérienne de première et seconde

espèce :

B(p; q) =
�(p)�(q)

� (p+ q)
; Re(p) > 0; Re(q) > 0: (1.10)

La fonction de Mittag-Le­ er

La fonction exponentielle, ez, joue un rôle très important dans la théorie des équations

di¤érentielles d�ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul

paramètre a été introduite par G.M. Mittag-Le­ er [44] et [45] désignée par la fonction

suivante [29] et [30] :

E�(z) =

1X
k=0

zk

�(�k + 1)
. (1.11)

La fonction deMittag-Le­ er à deux paramètres joue également un rôle très important

dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette dernière a été introduite par Agarwal [1]
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1.2. Éléments de calcul fractionnaire

et elle est dé�nie par le développement en série suivant [29] et [30]:

E�;�(z) =

1X
k=0

zk

�(�k + �)
; (� > 0; � > 0) : (1.12)

Pour � = 1, � = 1 on retrouve la relation (1:11). A partir de la relation (1:12) on

montre que

E1;1 (z) =
1X
k=0

zk

�(k + 1)
=

1X
k=0

zk

k!
= ez:

Pour les équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire, la fonction deMittag-Le­ er joue

le même rôle que la fonction exponentielle.

1.2.3 Intégrale fractionnaire

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre

l�approche de Riemann pour proposer une première dé�nition d�intégrale fractionnaire,

l�intégrale de Riemann-Liouville.

Soit f 2 C ([a; b]), l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f

d�ordre � 2 C (Re (�) > 0) notée (I�a f) est dé�nie par :

(I�a f) :=
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1 f(t)dt (x > a) ; (1.13)

où � est la fonction Gamma.

1.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L).

Il existe plusieurs dé�nitions de dérivées fractionnaires. Dans cette partie on va présenter

la dérivée de Riemann-Liouville, elle est la plus utilisée.

Dé�nition 1.2.2 Soit f une fonction intégrable sur l�intervalle [a; b], la dérivée d�ordre

� non entier (avec n� 1 < � < n; n 6= 0)au sens de (R-L) dé�nie par

D�
a f(x) =

dn

dxn
�
In��f(x)

�
;

D�
a f(x) =

1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1 f(t)dt: (1.14)
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1.3. Notions fondamentales de stabilité

où n = [�] + 1. En particulier, si � = 0 on aura

D0
af(x) = f(x):

De plus si 0 < � < 1, alors n = 1, d�où

D�
a f(x) =

1

� (1� �)
dn

dxn

Z x

a

(x� t)�� f(t)dt:

Exemple 1.2.1 [Tab.1.3] Quelques exemples d�intégrale fractionnaire au au sens de

(R-L) et leurs dérivées .

f(x) I
(�)

a+ f(x) D
(�)

a+ f(x) Spéci�cations

(x� a)� �(�+1)
�(�+�+1)

(x� a)�+� �(�+1)
�(��+�+1) (x� a)

��� a 2 R et � > 0; � > �1

C C
�(�+1)

(x� a)� C
�(1��) (x� a)

�� a 2 R et � 2 R , C 2 R

e�x ���e�x �+�e�x a = �1; � > 0; � > 0

e��x ���e��x ��e��x a = +1; � > 0; � > 0

1.3 Notions fondamentales de stabilité

La stabilité est une notion vaste dans le monde des mathématiques.

La première étude de stabilité aux échelles de temps a été réalisée en 1992 en utilisant

la methode de Lyapunov.

Les dé�nitions de stabilité des systèmes sur les échelles de temps sont obtenues par

une légère modi�cation de leurs dé�nitions standard pour les équations di¤érentielles

ordinaires.

Choi et al. [24] et Hamza [60], Dacunha [28] ont donné des caractérisations

généralisées des di¤érents types de stabilité (stabilité uniforme, stabilité exponentielle,

h-stabilité,...) pour les solutions des systèmes dynamiques sur les échelles de temps.

L�analyse de la stabilité des systèmes linéaires non-autonomes peut complètement être

caractérisée en terme de la résolvante du système. En e¤et, considérons le problème

x�(t) = A(t)x(t); x(t0) = In; (1.15)
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1.3. Notions fondamentales de stabilité

où x 2 Rn; t; t0 2 T et A : T7�!Rn�n une matrice rd-continue, régressive, dépend de

t.

Dé�nition 1.3.1 L�application A : T 7�! Mn(R) est appelée régressive, si pour tout

t 2 T la matrice carrée I + �(t)A de degré n � n est inversible, où I est la matrice

identité.

La classe de tous les fonctions régressives et rd-continues A de T versMn(R) est notée

par Crd<(T;Mn(R)).

Dé�nition 1.3.2 Pour t0 2 T, la solution du problème (1:15) s�appelle exponentielle de

la fonction matricielle, notée par �A(t; t0), où A 2 Crd<(T;Mn(R)):

En conséquence, la fonction �A(t; t0) possède les deux propriétés suivantes:

��A(t; t0) = A(t)�A(t; t0); (1.16)

�A(t0; t0) = In:

Cette fonction matricielle est appelée matrice de transition et notre hypothèse sur A(t)

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Théorème 1.3.1 Supposons r; s; t 2 T et A;B 2 Crd<(T;Mn(R)), alors la matrice de

transition possède les propriétés suivantes:

| �A(t; r)�A(r; s) = �A(t; s);

| �A(�(t); s) = (I + �(t)A(t))�A(t; s);

| si T = R et A est constante, alors �A(t; s) = eA(t; s) = eA(t�s) ;

| si T = hZ, avec h > 0 et A est constante, alors �A(t; s) = (I + hA)
(t�s)
h :

Dé�nition 1.3.3 Le système dynamique (1.15) est dit uniformément stable si, pour tout

t 2 T et pour tout 
 > 0, tel que

k�A(t; t0)k � 
; pour tout t � t0; t 2 T: (1.17)
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Dé�nition 1.3.4 Le système dynamique (1.15) est dit exponentiellement stable s�il existe

� > 0 avec �� 2 R+ tel que pour tout t 2 T, il existe 
 � 1 indépendant de tout point

initial t0 tel que

k�A(t; t0)k � 
e��(t; t0); pour tout t � t0; t 2 T: (1.18)

1.4 Quelques inégalités importantes

Dans cette section nous donnons un petit rappel de quelques classes de fonctions, ainsi

que quelques inégalités utiles à notre étude.

Dé�nition 1.4.1 Soit w : R+ ! R+ une fonction dé�nie sur R+; w est dite de classebH, si elle véri�e les conditions suivantes
(H1) w(u) est fonction croissante et continue pour u � 0 et positive pour u > 0,

(H2) il existe une fonction continue � sur R+ avec w(�u) � �(�)w(u) pour � > 0; u � 0;

(H3) lim
u!0+

w(u)
u
existe.

Dé�nition 1.4.2 ([27]) Soit g une fonction continue positive et croissante dé�nie sur

R+, g est dite de classe S, si elle véri�e

1

a
g(x) � g(x

a
) pour tout x � 0 et a � 1:

Lemme 1.4.1 ([36]) Supposons a � 0; p � q � 0 et p 6= 0 , nous avons

a
q
p � q

p
K

q�p
p a+

p� q
p
K

q
p :

pour tout K > 0:

Lemme 1.4.2 ([52]) (l�inégalité de Jensen). Pour x; y 2 R+. Alors:

(A1 + A2 + :::An)
r � nr�1(Ar1 + Ar2 + :::Arn)

pour Ai � 0 (i = 1; 2; ::; n) et r � 1.
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1.4. Quelques inégalités importantes

Lemme 1.4.3 ([5]) (Comparaison) : On suppose que x; b 2 Crd; a 2 <+. Si

x� (t) � a (t)x (t) + b (t) ; t � t0; t 2 Tk:

Alors,

x (t) � x (t0) ea (t; t0) +
Z t

t0

ea (t; � (s)) b (s)�s; t � t0; t 2 Tk:

Lemme 1.4.4 ([12]) Soient a 2 T; �; '; �; 	 2 Crd (T;R+). Si

�(t) � '(t) + 	(t)
Z t

a

�(s)'(s)�s;

Alors,

�(t) � '(t) + 	(t)
Z t

a

�(s)'(s) + exp

�Z t

�(s)

�(�)	(�)��

�
�s; pour tout t 2 T+a :

Lemme 1.4.5 ([12]) Supposons que t0 2 T: Si U; �; # 2 Crd(T;R+) et � est une

fonction delta-di¤érentiable sur T avec ��(t) � 0. Si U satisfait

U(t) � �(t) +
Z t

t0

#(s)U(s)�s; t 2 Tk;

alors, nous avons

U(t) � �(t0)e#(t; t0) +
Z t

t0

��(s)e#(t; �(s))�s; t 2 Tk:

Lemme 1.4.6 ([58]) (page 296)Soient �; �; 
 et p des constantes positives. AlorsZ t

0

(t� � s�)p(��1) sp(
�1)ds = t�

�
B

�
p (
 � 1)

�
; p (� � 1) + 1

�
; t 2 R+;

où

B [�; �] =

Z 1

0

s��1 (1� s)��1 ds (<� > 0;<� > 0) ;

� = p [� (� � 1) + 
 � 1] + 1:

Lemme 1.4.7 ([64]) Soient � > 0; a(t); b(t); u(t) des fonctions continues sur R+. Si

D�
t u(t) � a(t) + b(t)u(t);
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1.4. Quelques inégalités importantes

alors,

u(t) � u(0) exp

(Z t�

�(1+�)

0

�
s�(1 + �))

1
�

�
ds

)
+

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1 a (�)

� exp
(
�
Z t�

�(1+�)

�(1+�)

b (s� (1 + �))
1
� )ds

)
d� :

Lemme 1.4.8 ([52]) ( page 329)Soient u(x; y); p(x; y); q(x; y) et k(x; y) des fonctions

continues, positives et dé�nies pour tout x; y 2 R+. Si

u(x; y) � p(x; y) + q(x; y)
Z x

0

Z y

0

k(s; t)u(s; t)dsdt;

alors,

u(x; y) � p(x; y) + q(x; y)
�Z x

0

Z y

0

k(s; t)p(s; t)dsdt

�
exp

�Z x

0

Z y

0

k(s; t)q(s; t)dsdt

�
:
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CHAPITRE

2 Inégalités intégrales

fractionnaires

Les inégalités intégrales jouent un rôle fondamental dans la théorie des équations dif-

férentielles et des sciences appliquées. En outre, l�étude des inégalités de type fraction-

naire est également d�une grande importance dans la théorie des probabilités, pour plus

d�informations et des applications [4]. Dans les dernières années, de nombreux auteurs

ont étudié les inégalités fractionnaire à l�aide de l�intégral de Riemann-Liouville, l�intégral

de Caputo et l�intégrale q-fractionnaire.

Dans la première partie de ce chapitre, nous commençons par citer quelques résultats

classiques de type Gronwall-Bellman, puis nous établissons de nouvelles généralisations

concernant les inégalités intégrale fractionnaire en dimension une.

Dans la deuxième partie, nous donnerons des nouvelles généralisations concernant les

inégalités fractionnaire en dimension deux et nous concluons ce chapitre par des exemples

illustratifs des nouveaux résultats.
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2.1. Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall unidimensionnelles

2.1 Quelques célèbres inégalités intégrales de type

Gronwall unidimensionnelles

En 1943, Bellman généralisa le résultat de Gronwall dans le cas où b est une fonction

qui dépend de la variable t, son résultat fut le suivant :

Théorème 2.1.1 ([8]) Soient u et g deux fonctions continues non négatives sur I =

[�; �] � R et c � 0. Si

u(t) � c+
tZ

�

g(s)u(s)ds;

est satisfaite, alors

u(t) � c exp(
tZ

�

g(s)ds); t 2 I.

En 1956, Bihari prouva une inégalité encore plus générale que celles de Gronwall et

de Bellman, dont l�énoncé est le suivant :

Théorème 2.1.2 ([11]) Soient u; f deux fonctions continues non négatives sur [0;+1[,

w une fonction croissante et continue sur [0;+1[, véri�ant w(x) > 0 pour tout x > 0 et

c une constante positive. Si

u(t) � c+
tZ
t0

f(s)w (u (s)) ds;

est satisfaite pour tout t � 0; alors

u(t) � G�1
0@G (c) + tZ

t0

f(s)ds

1A pour tout 0 � t � T;

où G est solution de l�équation intégrale suivante

G(t) =

tZ
t0

1

w(s)
ds; t > t0 > 0;

G�1 est la fonction inverse de G; T est choisi de telle sorte que
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2.1. Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall unidimensionnelles8<:G (c) +
tZ
t0

f(s)ds

9=; 2 DomG�1 pour tout 0 � t � T:

En 1958, Bellman établissait une autre variante du Théorème 2.1.1 comme suit:

Théorème 2.1.3 ([9]) Soient u et g deux fonctions continues et non négatives sur I =

[�; �] et soit n(t) une fonction continue, positive et non décroissante dé�nie sur I: Si

l�inégalité

u(t) � n(t) +
tZ

�

g(s)u(s)ds; t 2 I;

est satisfaite, alors

u(t) � n(t) exp(
tZ

�

g(s)ds); t 2 I.

En 1967, Chu et Metcalf ont établi une variante de l�inégalité de Gronwall-Bellman

dans le cas où la fonction g dépendra du parmaètre t ( i.e g(s) = k(t; s)), dont l�énoncé

est le suivant:

Théorème 2.1.4 ([25]) Soient u et f deux fonctions continues et positives sur I =

[�; �] et k(t; s) une fonction continue et positive sur le triangle � : � � s � t � �: Si

l�inégalité

u(t) � f(t) +
tZ

�

k(t; s)u(s)ds;

alors,

u(t) � f(t) +
tZ

�

H(t; s)f(s)ds; t 2 I;

où

H(t; s) =

1X
t=1

ki(t; s); (t; s) 2 �;

est le noyau resolvant.

En 1969, Gollwitzer a étendu le résultat du Théorème 2.1.3 comme suit :
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2.1. Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall unidimensionnelles

Théorème 2.1.5 ([34]) Soient u; f; g et h des fonctions continues et non négatives sur

I = [�; �] : Si l�inégalité

u(t) � f(t) + g(t)
tZ

�

h(s)u(s)ds;

est satisfaite, alors

u(t) � f(t) + g(t)
tZ

�

h(s)f(s) exp(

tZ
s

h(�)g(�)d�)ds; t 2 I.

I. Györi, établi en 1971 une variante de Théorème 2.1.5.

Théorème 2.1.6 ([35]) Soient u et � deux fonctions continues et non négatives sur

I = [t0;1), et soient f; g et � des fonctions di¤érentiables avec f non négative, g positive

et non décroissante et � non négative et non croissante. Supposons que

u(t) � f(t) + �(t)
tZ

t0

�(s)g (u(s)) ds;

Si

f 0 (t)

�
1

g (� (t))
� 1
�
� 0; sur I;

pour toute fonction continue et non négative � (t), alors

u(t) � G�1
8<:G (f(t0)) +

tZ
t0

[�(s)�(s) + f 0 (s)] ds

9=; ;
où G est solution de l�équation intégrale suivante

G(t) =

tZ
t0

1

g(s)
ds; t > t0 > 0;

G�1 est la fonction inverse de G,

8<:G (f(t0)) +
tZ

t0

[�(s)�(s) + f 0 (s)] ds

9=; 2 DomG�1:
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau unidimensionnelles

2.2 Quelques inégalités intégrales de type Gronwall

à noyau unidimensionnelles

En 1987Norbury et Stuart ont établi une variante de l�inégalité deGronwall-Bellman

(Théorème 2.1.1) dans le cas où la fonction g dépendra du paramètre t (i.e. g(s) = k (t; s)),

dont l�énoncé est le suivant:

Théorème 2.2.1 ([51]) Soient u(t) et k(t; s) dé�nies comme dans le Théorème 2.1.4

telle que k(t; s) est croissante par rapport à t pour tout s 2 I.

i) Si l�inégalité

u(t) � c+
tZ

�

k(t; s)u(s)ds;

est satisfaite pour toute constante c � 0, alors

u(t) � c exp

0@ tZ
�

k(t; s)ds

1A ; t 2 I:
ii) Soit n(t) une fonction continue, positive et croissante pour tout t 2 I. Si l�inégalité

u(t) � n(t) +
tZ

�

k(t; s)u(s)ds;

est satisfaite, alors

u(t) � n(t) exp

0@ tZ
�

k(t; s)ds

1A ; t 2 I:
Pachpatte a établi une version plus générale du théorème précédent comme suit :

Théorème 2.2.2 ([52]) Soient u; p; q; r et f des fonctions continues et non négatives

dé�nies sur I = [�; �] et soit k (t; s) et sa dérivée partielle
@

@s
k(t; s) deux fonctions posi-

tives et continues, pour � � s � t � �. Si l�inégalité

u(t) � p(t) + q(t)
tZ

�

k(t; s) [r(s)u(s) + f(s)] ds;
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau unidimensionnelles

est satisfaite, alors

u(t) � p(t) + q(t)

0@ tZ
�

B(�)(exp

tZ
�

A(�)d�)d�

1A ;
où

A(t) = k(t; t)r(t)q(t) +

tZ
�

@

@t
k(t; s)r(s)q(s)ds;

et

B(t) = k(t; t) [r(t)p(t) + f(t)] +

tZ
�

@

@t
k(t; s) [r(s)p(s) + f(s)] ds:

En 2000, Pachpatte a aussi établi une seconde généralisation du théorème précédent

comme suit :

Théorème 2.2.3 ([57]) Supposons que les hypothèses du Théorème précédent sont véri-

�ées. Soit, k(t; s) et sa dérivée partielle
@

@s
k(t; s) deux fonctions positives et continues,

pour 0 � s � t � 1: Si l�inégalité

up(t) � a(t) + b(t)
tZ
0

k(t; s) [g(s)up(s) + h(s)u(s)] ds;

est satisfaite pour p > 1; alors nous avons

u(t) �

8<:a(t) + b(t)
tZ
0

A(�)(exp

tZ
�

B(�)d�)d�

9=;
1
p

;

où

A(t) = k(t; t)
n
g(t)a(t) + h(t)

h
a(t)
p
+ p�1

p

io
+

tZ
0

@

@s
k(t; s)

n
g(s)a(s) + h(s)

h
a(s)
p
+ p�1

p

io
ds;

et

B(t) = K(t; t)b(t)
h
g(t) + h(t)

p

i
+

tZ
0

@

@s
k(t; s)b(s)

h
g(s) + h(s)

p

i
ds:
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau unidimensionnelles

Ye et al. a présenté une nouvelle inégalité de type Gronwall-Bellman dans le

théorème suivant:

Théorème 2.2.4 ([63]) Supposons que u(t); a(t) sont des fonctions positives et locale-

ment intégrables sur 0 � t � T (avec T � 1) et g(t) une fonction positive, croissante et

continue sur 0 � t � T; g(t) �M (constante) ; Si l�inégalité

u(t) � a(t) + g(t)
Z t

0

(t� s)��1 u(s)ds;

est satisfaite, où � est une constante telle que � > 0: Alors

u(t) � a(t) +
Z t

0

1X
n=1

�
(g (t) � (�))n

� (n�)
(t� s)n��1 a(s)

�
ds; 0 � t < T:

Q. Feng et F. Meng [31] ont établi une généralisation du Théorème 2.2.4 comme

suit

Théorème 2.2.5 ([31]) Supposons que u(t); a(t) ; h(t) sont des fonctions positives et

localement intégrables sur [0; X), telles que h(x) est une fonction croissante bornée par

M . Si

up(x) � a(x) + 1

� (�)
h(x)

Z x

0

(x� t)��1 L (t; u(t)) dt; 0 � x < X;

où M > 0; � > 0; p � 1 sont des constantes et L; T 2 C
�
R2+;R+

�
satisfaisant

0 � L (t; ; u)� L (t; v) � T (x� y) ; pour u � v � 0

alors, nous avons

u(x) �
(ea(x) + Z x

0

" 1X
n=1

�
T

p
K

1�p
p

�
hn(x)

� (n�)
(x� t)n��1 ea(t)# dt) 1

p

;

où ea(x) = a(x) + 1

� (�)
h(x)

Z x

0

(x� t)��1L
�
t;
p� 1
p
K

1
p

�
dt; K > 0:

Un autre résultat prouvé par Q. Feng et F. Meng est le suivant :
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau unidimensionnelles

Théorème 2.2.6 ([31]) On suppose que les hypothèses du Théorème 2.2.5 sont véri�ées.

Soit b une fonction positive localement intégrable sur [0; X), a(t) une fonction croissante.

Si l�inégalité

up(x) � a(x) +
Z x

0

b(t)uq(t)dt+
1

� (�)
h(x)

Z x

0

(x� t)��1 L (t; u(t)) dt;

est satisfaite alors,

u(x) � exp
�
q

p2
K

q�p
p

Z x

0

b(t)dt

�(ba(x) + Z x

0

" 1X
n=1

�
T

p
K

1�p
p

�n bhn(x)
� (n�)

(x� t)n��1 ba(t)# dt) 1
p

;

où

ba(x) = a(x) +
p� q
p
K

q
p

Z x

0

b(t)dt+
1

� (�)
h(x)

Z x

0

(x� t)��1 L
�
t;
p� 1
p
K

1
P

�
dt;

bh(x) = exp

�
q

p
K

q�p
p

Z x

0

b(t)dt

�
h(x):

B. Zheng and Q. Feng, a établi aussi une nouvelle généralisation du Théorème 2.2.4

comme suit :

Théorème 2.2.7 ([64]) Soient u; a; b; g; h des fonctions positives continue telles que a(t)

et b(t) sont des fonctions croissantes et � > 0; p � q > 0; p � r > 0 sont des constantes.

Si l�inégalité

up (t) � a(t) + b(t)

� (�)

Z t

0

(t� s)��1
�
g(s)uq(s) +

Z s

0

h(�)ur (�) d�

�
ds;

est satisfaite alors, nous avons

u(t) �
(
a(t)b(t)� exp

"Z t�

�(1+�)

0

H2

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

#
+
b(t)

�(�)

Z t

0

(t� �)��1H1 (�)

� exp
"
�b(t)

Z t�

�(1+�)

��

�(1+�)

H2

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

#
d�

) 1
p

;

où

H1(t) = g(t)

�
p� q
p
K

q
p

�
+

Z t

0

h (�)

�
p� r
p
K

r
p

�
d�;

H2(t) = g(t)
q

p
K

(q�p)
p +

Z t

0

h (�)
r

p
K

(r�p)
p d�:
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau unidimensionnelles

Remarque 2.2.1 Si nous prenons g(t) = 1; h(t) = 0 et p = q = 1 alors l�inégalité donnée

dans le Théorème 2.2.7 se réduit à l�inégalité de Ye et al. donnée dans le Théorème 2.2.4.

Théorème 2.2.8 ([64]) Supposons que les hypothèses du Théorème 2.2.7 sont véri�ées

et soit ! une fonction continue, croissante et positive, véri�ant ! > 0 pour tout r > 0. Si

l�inégalité

u(t) � a(t) + b(t)

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 g(s)! (u(s)) ds; t � 0

est satisfaite pour tout t � 0, alors+�

u(t) � G�1
�
G (a(t)) +

b(t)

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 g (�) d�
�
; t � 0;

où G est solution de l�équation intégrale suivante

G (v) =

Z v

0

�
1

! (r)

�
dr; G (v) <1:

Théorème 2.2.9 ([64]) On suppose que les hypothèses du Théorème 2.2.7 sont véri�ées.

Soit m une fonction continue, croissante et positive sur t � 0, w est dé�nie comme

dans le Théorème 2.2.8, de plus nous supposons qu�elle est sous multiplicative, véri�ant

w (��) � w (�)w (�) ; �; � � 0. Si l�inégalité

u(t) � a(t) +
Z t

0

m(s)u(s)ds+
b(t)

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 g(s)w ((u(s))) ds;

est satisfaite, alors nous avons

u(t) � G�1
�
G (a(t)) + b(t)

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 g(�) exp
�Z �

0

m (�) d�

�
d�

�
;

où G est solution de l�équation intégrale suivante

G (v) =

Z v

0

�
1

w (r)

�
dr; G (v) <1 pour v <1:

Q. Ma et J. Peµcaríc, ont établi les inégalités intégrales faiblement singulières type

Gronwall-Bellman, cités par les théorèmes suivants

Théorème 2.2.10 ([46]) Soient u; a; b et f des fonctions continues et positives pour

t 2 R+. Si l�inégalité

up (t) � a(t) + b(t)
Z t

0

(t� � s�) s
�1f(s)uq(s)ds; t 2 R+;

est satisfaite pour p � q � 0, alors:
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau unidimensionnelles

(i) Si [�; �; 
] 2 I, on a

u(t) �
�
a(t) +M�

1 t
(�+1)(��1)+
b(t)

�
A1��1 (t) +K

q�p
p M�

1

h
1� (1� V1 (t))1��

i�1
�

�Z t

0

s
(�+1)(��1)+


1�� f
1

1�� (s)b
1

1�� (s)A1 (s)V1 (s) ds
�1��#) 1

p

;

où

M1 =
1

�
B

�
� + 
 � 1
��

;
2� � 1
�

�
; A (t) =

q

p
K

q�p
p a(t) +

p� q
p
K

q
p ;

A1 (t) =

Z t

0

f
1

1�� (s)A
1

1�� (s)ds;

et

V1(t) = exp

�
�K

p�q
p(1��)M

�
1��
1

Z t

0

s
(�+1)(��1)+


1�� f
1

1�� (s)b
1

1�� (s)ds

�
;

(ii) Si [�; �; 
] 2 II, on a

u(t) �
�
a(t) +M

1+3�
1+4�

2 t
[�(��1)+
](1+4�)��

1+4� b(t)

�
A

�
1+4�

2 (t) +K
q�p
p M

1+3�
1+4�

2

h
1� (1� V1 (t))

�
1+4�

i�1
�

�Z t

0

s
[�(��1)+
](1+4�)��

� f
1+4�
� (s)b

1+4�
� (s)A2 (s)V2 (s) ds

� �
1+4�

#) 1
P

;

où

M2 =
1

�
B

�

 (1 + 4�)� �
� (1 + 3�)

;
4�2

1 + 3�

�
; A2 (t) =

Z t

0

f
1+4�
� (s)A

1+4�
� (s)ds;

et

V2 = exp

�
�K

(q�p)(1+4�)
p� M

1+3�
�

2

Z t

0

s
[�(��1)+
](1+4�)��

� f
1+4�
� (s)ds

�
:

Corollaire 2.2.1 ([46]) Supposons que u; a; b et f dé�nies comme dans le théorème

2.2.10. Si l�inégalité

u(t) � a(t) + b(t)
Z t

0

(t� s)��1 f(s)u(s); t 2 R+;

est satisfaite, alors
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(i) Si � 2
�
1
2
; 1
�
, on a

u(t) � a(t) +M�
11t

2��1b(t)

"
A1��11 (t) +

M�
11

1� �V
�1
11 (t)

�
Z t

0

s
2��1
1�� f

1
1�� (s)b

1
1�� (s)A11 (s)V11 (s) ds

�
;

où

M11 = B

�
1;
2� � 1
�

�
; A11 (t) =

Z t

0

f
1

1�� (s)a
1

1�� (s)ds;

et

V11(t) = exp

�
�M

�
1��
11

Z t

0

s
2��1
1�� f

1
1�� (s)b

1
1�� (s)ds

�
:

(ii) Si � 2
�
0; 1

2

�
, on a

u(t) � a(t) +M
1+3�
1+4�

12 t4�b(t)

�
A

�
1+4�

12 (t) +
1 + 4�

�
M

1+3�
1+4�

12 V �112 (t)

�
Z t

0

s4�f
1+4�
� (s)b

1+4�
� (s)A12 (s)V12 (s) ds

�
;

où

M12 = B

�
1;

4�2

1 + 3�

�
; A12 (t) =

Z t

0

f
1+4�
� (s)a

1+4�
� (s)ds;

et

V12 = exp

�
�M

1+3�
�

12 M2

Z t

0

s4�f
1+4�
� (s)b

1+4�
� (s)ds

�
;

Pour t 2 R+.

Théorème 2.2.11 ([49]) Soient u(t); h(t) des fonctions positives, localement in-

tégrable sur [0; X) avec X � +1. Soit �(x) une fonction positive , continue et

croissante sur [0; X); véri�ant �(x) �M où M 2 R+. Si l�inégalité

u(x) � h(x) + k�(x)
Z x

0

(x� �)
�
k
�1 u (�) d�;

est satisfaite, où k; � 2 R+, alors

u(x) � h(x) +
1X
n=1

fk�(x)�k(�)gn

�k(n�)

Z x

0

(x� �)n
�
k
�1 h(�)d�:

36



2.3. Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall bidimensionnelles

Théorème 2.2.12 ([49]) Soient u(t); h(t) des fonctions positives, localement in-

tégrable sur [1; X) avec X � +1. Soit �(x) une fonction positive , continue et

croissante sur [0; X), véri�ant �(x) �M où M 2 R+. Si l�inégalité

u(x) � h(x) + k�(x)
Z x

0

�
ln
x

�

��
k
�1

u (�) d�;

est satisfaite, où k; � 2 R+, alors

u(x) � h(x) +
1X
n=1

fk�(x)�k(�)gn

�k(n�)

Z x

0

�
ln
x

�

�n�
k
�1

h(�)d�:

2.3 Quelques célèbres inégalités intégrales de type

Gronwall bidimensionnelles

L�analogue de l�inégalité de Gronwall pour les fonctions à deux variables dite aussi

l�inégalité deWendro¤ est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 ([3]) Soient u(x; y); c(x; y) deux fonctions positives et continues dé�nies

pour x; y 2 R+; a(x); b(y) deux fonctions strictement positives, continues et croissantes

sur R+: Si l�inégalité

u(x; y) � a(x) + b(y) +
xZ
0

yZ
0

c(t; s)u(t; s)dtds;

est satisfaite, alors

u(x; y) � E(x; y) exp

0@ xZ
0

yZ
0

c(t; s)dtds

1A ;
où

E(x; y) =
[a(x) + b(0)] [a(0) + b(y)]

a(0) + b(0)
:

T. Nurimov, donna une version plus générale du théorème précédent dont l�énoncé

est le suivant:
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2.3. Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall bidimensionnelles

Théorème 2.3.2 ([50]) Soient u(x; y); a(x; y); b(x; y) et c(x; y) des fonctions positives et

continues dé�nies sur D = [0; x0]� [0; y0] : Si l�inégalité

u(x; y) � a(x; y) + b(x; y)
xZ
0

yZ
0

c(t; s)u(t; s)dtds;

est satisfaite, alors

u(x; y) � a(x; y) + b(x; y)

xZ
0

yZ
0

24exp
0@ xZ
�

yZ
�

c(t; s)b(t; s)dtds

1A
�a(� ; �)c(� ; �)] d�d�:

La version du Théorème 2.1.2 deBihari pour les fonctions à deux variables fût élaborée

par Bainov et Simeonov comme suit

Théorème 2.3.3 ([3]) Soient I = [0; a], J = [0; b], où a; b � 1. Soient c � 0; '

2 [0;1)� [0;1) une fonction non décroissante véri�ant ' (r) > 0 pour r > 0, u et f

2 C (I � J; [0;1)). Si

u(x; y) � c+
xZ
0

yZ
0

f(t; s)' (u(t; s)) dtds;

est satisfaite, alors

u(x; y) � ��1
24� (c) + xZ

0

yZ
0

f(t; s)dtds

35 ;
pour tout (x; y) 2 [0; x1]� [0; y1], où

� (r) =

rZ
1

1

' (s)
ds; r > 0;

��1 est l�inverse de �; (x1; y1) 2 I � J est choisi de telle sorte que8<:� (c) +
xZ
0

yZ
0

f(t; s)dtds

9=; 2 Dom
�
��1

�
:

Pachpatte a généralisé le résultat deBainov et Simeonov en remplaçont la fonction

f(t; s) par k(x; y; s; t)

38



2.3. Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall bidimensionnelles

Théorème 2.3.4 ([56]) Soient u(x; y) et a(x; y) deux fonctions strictement positives

continues dé�nie sur R2+; k(x; y; s; t); D1k(x; y; s; t); D1k(x; y; s; t) et D1D2k(x; y; s; t) 2

C (G2;R+) et c une constante non négative où G2 = f(x; y; s; t) 2 R4 : 0 � s � x <1 et 0 � t � y <1g.

(b1) Soit g (u) une fonction continue di¤érentiable véri�ant pour u � 0; g (u) > 0 de

plus g0 (u) � 0 pour tout u � 0 et soit G (r) =
rR
r0

ds
g(s)
; r > 0; G�1 l�inverse de G. Si

u(x; y) � c+
xZ
0

yZ
0

k(x; y; s; t)g (u(s; t)) dtds;

est satisfaite pour tout x; y 2 R+, alors pour 0 � x � x1; 0 � y � y1; x; x1; y; y1 2 R+,

nous avons

u(x; y) � G�1
24G (c) + xZ

0

yZ
0

P (s; t)dtds

35 ;
où

P (x; y) = k(x; y; x; y) +

xZ
0

D1k(x; y; �; y)d� +

yZ
0

D2k(x; y; x; �)d�

+

xZ
0

yZ
0

D1D2k(x; y; �; �)d�d� ;

pour x; y 2 R+ et x1; y1 2 R+ sont choisis de telle sorte que

G (c) +

xZ
0

yZ
0

P (s; t)dtds 2 Dom
�
G�1

�
;

pour tout x; y dans [0; x1] ; [0; y1] respectivement.

(b2) Soient g; G et G�1 des fonctions dé�nies comme dans (b1), supposons que g est

sous additive. Si

u(x; y) � a(x; y) +
xZ
0

yZ
0

k(x; y; s; t)g (u(s; t)) dtds;

est satisfaite pour tout x; y 2 R+, alors pour 0 � x � x2; 0 � y � y2; x; x2; y; y2 2 R+,

on a

u(x; y) � a(x; y) +G�1
24G (E (x; y)) + xZ

0

yZ
0

P (s; t)dtds

35 ;
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où P est dé�nie comme dans (b1), et

E (x; y) =

xZ
0

yZ
0

k(x; y; s; t)g (a(s; t)) dtds;

pour tout x; y 2 R+ et x2; y2 2 R+ dont x2; y2 sont choisis de telle sorte que

G (E (x; y)) +

xZ
0

yZ
0

P (s; t)dtds 2 Dom
�
G�1

�
:

pour tout x; y dans [0; x2] ; [0; y2] respectivement.

W. Cheung et al., ont établi une forme plus générale d�inégalité intégrale faiblement

singulière non linéaire de type Wendro¤ , comme suit :

Théorème 2.3.5 ([20]) Soient u(x; y); a(x; y); b(x; y et f(x; y)des fonctions positives et

continues dé�nies sur D = [0; T )� [0; T ) (0 < T � 1). Si l�inégalité

up(x; y) � a(x; y) + b(x; y)
Z x

0

Z y

0

(x� � s�)��1 s
�1 (y� � t�)��1 t
�1f(s; t)uq(s; t)dsdt;

est satisfaite, où p � q > 0 sont des constantes.

Alors , si [�; �; 
] 2 I, on a

u(x; y) �
�
a(x; y) +

�
P1x; y) +Q1 (x; y)

�Z x

0

Z y

0

f
1

(1��) (s; t)P1(s; t)dsdt

�

� exp

�Z x

0

Z y

0

f
1

(1��) (s; t)Q1(s; t)dsdt

��1��) 1
p

;

pour (x; y) 2 D, où

M1 =
1

�
B

�
� + 
 � 1
��

;
2� � 1
�

�
;

A (x; y) =
q

p
K

(q�p)
p a(x; y) +

p� q
p
K

q
p ;

A1 (x; y) =

Z x

0

Z y

0

f
1

(1��) (s; t)A
1

(1��) (s; t)dsdt;

P1 (x; y) = 2
�

(��1)M
2�

(1��)
1 (xy)

(�+1)(��1)+

(1��) A1 (x; y) b

1
(1��) (x; y) ;

Q1 (x; y) = 2
�

(��1)K
q�p

p(1��)M
2�

(1��)
1

�
q

p

� 1
(1��)

(xy)
(�+1)(��1)+


(1��) b
1

1�� (x; y) :
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Si [�; �; 
] 2 II, on a

u(x; y) �
�
a(x; y) +

�
P2(x; y) +Q2 (x; y)

�Z x

0

Z y

0

f
(1+4�)

� (s; t)P2(s; t)dsdt

�

� exp

�Z x

0

Z y

0

f
(1+4�)

� (s; t)Q2(s; t)dsdt

�� �
(1+�)

) 1
p

;

pour (x; y) 2 D, où

M2 =
1

�
B

�

 (1 + 4�)� �
� (1 + 3�)

;
4�2

1 + 3�

�
;

A2 (x; y) =

Z x

0

Z y

0

f
(1+4�)

� (s; t)A
(1+4�)

� (s; t)dsdt;

P2 (x; y) = 2
(1+3�)

� M
2(1+3�)

�

2 (xy)(1+4�)[�(��1)+
)��]�� A2 (x; y) b(1+4�)=�(x; y);

Q2 (x; y) = 2
(1+3�)

� K
(q�p)(1+4�))

p� M2(1+3�)

2

�
q

p

� (1+4�)
�

(xy)(1+4�[�(��1)+
]��)�� b
(1+4�)

� (x; y) :

B. Zheng a présenté une nouvelle inégalité de type Gronwall-Bellman dans le

théorème suivant:

Théorème 2.3.6 Soient u(x; y); a(x; y) et h(x; y) des fonctions positives et localement

intégrables sur D, avec h(x; y) non croissant et borné par M , et L 2 C (D � R+;R+)

satisfaisant

0 � L(s; t; u)� L(s; t; v) � T (u� v) pour tout u � v � 0;

où T est la constante de Lipschitz. Si l�inégalité

up(x; y) � a(x; y) + 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1L(s; t; (s; t))dsdt;

est satisfaite, où p � 1; �; � > 0; M > 0. Alors

u(x; y) �
(ea(x; y) + Z y

0

Z x

0

" 1X
n=1

�
T

P
K

1�P
P

�n
hn(x; y)

� (n�) � (n�)
(x� s)n��1

� (y � t)n��1ea(s; t) � dsdt 	 ;
où

ea(x; y) = a(x; y)+ 1

� (�) � (�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1 (y � t)��1 L
�
s; t;

p� 1
p
K

1
p

�
dsdt;

pour (x; y) 2 D = f(x; y)j 0 � x < X; 0 � y < Y g ; K > 0.

41



2.4. Nouvelles généralisations

Un autre résultat prouvé par B. Zheng est le suivant :

Théorème 2.3.7 ([65]) On suppose que les hypothèses du Théorème 2.3.6 sont véri�ées.

Soit b(x; y) une fonction positive localement intégrable sur D. Soit a(x; y) une fonction

croissante. Si l�inégalité suivante,

up(x; y) � a(x; y) +

Z y

0

Z x

0

b(s; t)uq(s; t)dsdt

+
1

� (�) � (�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1 (y � t)��1 L (s; t; u(s; t)) dsdt;

est satisfaite où, p � q � 1: Alors

u(x; y) � exp

�
q

p2
K

q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

�(ba(x; y) + Z y

0

Z x

0

" 1X
n=1

�
T

P
K

1�p
p

�n

�
bhn(x; y)

� (n�) � (n�)
(x� s)n��1 (y � t)n��1 ba(s; t)# dsdt) 1

p

:

2.4 Nouvelles généralisations

2.4.1 Sur quelques inégalités intégrales fractionnaires en dimen-

sion une

Dans cette partie, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles inégalités intégrales

fractionnaire en dimension une de typeGronwall- Bellman, qui sont des généralisations

des résultats obtenus par K. S. Nisar, G. Rahman, J. Choi, S. Mubeen, et M.

Arshad [49].

Théorème 2.4.1 Supposons que k; � 2 R+; h et u sont des fonctions positives et locale-

ment intégrables dé�nies sur [0; X) avec X � +1, �(x) une fonction continue, positive

et croissante sur [0; X), véri�ant �(x) �M avec M 2 R+. Si l�inégalité

up(x) � h(x) + k �(x)
Z x

0

(x� �)
�
k
�1 uq (�) d�; (2.1)

est satisfaite, où p 6= 0; p � q � 0. Alors

u(x) �

8<:eh(x) +
1X
n=1

n
ke�(x)�k(�)on
�k(n�)

Z x

0

(x� �)n
�
k
�1 eh(�)d�

9=;
1
p

; (x 2 [0; X)) ; (2.2)
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où

eh(x) = h(x) + m2k �(x)

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 d� et K > 0 est une constante, (2.3)

m1 =
q

p
K

q�p
p ;m2 =

p� q
p
K

q
p , e�(x) = m1�(x):

Preuve. Dé�nissons la fonction z(x) par

z(x) = h(x) + k �(x)

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 uq (�) d�;

Alors nous avons

u(x) � z
1
p (x); (x 2 [0; X)) (2.4)

z(x) � h(x) + k�(x)
Z x

0

(x� �)
�
k
�1 z

q
p (�) d�; (x 2 [0; X)) (2.5)

Utilisons le Lemme 1.4.1 (page 24) pour tout K > 0, nous obtenons facilement

z(x) � h(x) + k�(x)
Z x

0

(x� �)
�
k
�1
�
q

p
K

q�p
p z (�) +

p� q
p
K

q
p

�
d�; (x 2 [0; X)) (2.6)

l�inégalité ci-dessus peut être reformulée comme suit :

z(x) � eh(x) + km1�(x)

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 z(�)d�;

� eh(x) + km1
e�(x)Z x

0

(x� �)
�
k
�1 z(�)d�; (2.7)

où eh , e�(x) et m1;m2 sont données par (2.3).

Appliquons le Théorème 2.2.11 à cette dernière, nous en déduisons l�inégalité souhaitée

(2.2).

Remarque 2.4.1 Si nous prenons p = q = 1, le Théorème 2.4.1 sera semblable au

Théorème 2.2.11 dans [49].

Corollaire 2.4.1 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.4.1 et soit b 2 R+ [ f0g.

Si l�inégalité

up(x) � h(x) + kb
Z x

0

(x� �)
�
k
�1 uq (�) d�; (2.8)

est satisfaite, alors

u(x) � eh1(x) + 1X
n=1

fkm1b�k(�)gn

�k(n�)

Z x

0

(x� �)n
�
k
�1 h(�)d�; (x 2 [0; x)) ; (2.9)
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où eh1(x) = h(x) + km2b

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 d�: (2.10)

Corollaire 2.4.2 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.4.1 sont véri�ées et soit

h(x) une fonction croissante. Si l�inégalité

up(x) � h(x) + k �(x)
Z x

0

(x� �)
�
k
�1 uq (�) d�; (2.11)

est satisfaite, alors

u(x) �
n
1� k + kEk;�;k

�
k�k (�) e�(x)x�

k

�eh(x)o 1
P
; (2.12)

où

eh(x) = h(x) + m2k �(x)

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 d�; (2.13)

m1 =
q

p
K

q�p
p ;m2 =

p� q
p
K

q
p ; e�(x) = m1�(x):

Preuve. Étant donné h une fonction croissanteZ x

0

(x� �)n
�
k
�1 eh (�) d� � eh(x)Z x

0

(x� �)
n�
k
�1
d� =

k

n�
eh(x)xn�

k : (2.14)

La combinaison de l�inégalité ci-dessus avec l�inégalité (2.2), entraîne (2.12). Ce qui

achève la preuve.

Théorème 2.4.2 Supposons que k; � 2 R+, h , u sont des fonctions positives et locale-

ment intégrables dé�nies sur [1; X) avec X � +1, �(x) une fonction continue, positive

et croissante sur [0; X) , véri�ant �(x) �M avec M 2 R+. Si l�inégalité

up(x) � h(x) + k�(x)
Z x

0

�
ln
x

�

��
k
�1

uq (�)
d�

�
; (2.15)

est satisfaite, alors

u(x) �
(eh2(x) + 1X

n=1

k f�(x)�k (�)gn

�k (n�)

Z x

1

�
ln
x

�

�n�
k
�1

h (�)
d�

�

) 1
p

; (x 2 [1; X)) ; (2.16)

où eh2(x) = h(x) + km2�(x)

Z x

0

�
ln
x

�

��
k
�1

d�:
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Preuve. La preuve est similaire à celle du Théorème 2.4.1.

Théorème 2.4.3 Soient u; �; h 2 C (R+;R+) telles que h(x); �(x) sont des fonctions

croissantes en t. Soit g : R+ ! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[

telle que sa dérivée première est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

up(x) � h(x) + 1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 g(uq (�))d�; (2.17)

est satisfaite, où p � q � 0 et p 6= 0, � > 0. Alors

u(x) �
(
h(x) +

1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 bh (�) exp �Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

b��(s� (1 + �)) 1�� ds! d�) 1
p

;

(2.18)

où

bh(x) = g(
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p ); (2.19)

b�(x) =
q

p
K

q�p
p �(x)g

0
(
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p ):

Preuve. Dé�nissons la fonction v(x) par

v(x) =
1

�(�)

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 g(uq (�))d�; (2.20)

Ainsi, nous avons

u(x) � (h(x) + �(x)v(x))
1
p ; x 2 [0; X) ; (2.21)

Appliquons le Lemme 1.4.1 à cette dernière, nous trouvons

u(t) � 1

p
K

1�p
p (h(x) + �(x)v(x)) +

p� 1
p
K

q
p ;

D�
xv(x) � g

�
(h(x) + �(x)v(x))

q
p

�
; (2.22)

et

D�
xv(x) � g(

q

p
K

q�p
p (h(x) + �(x)v(x)) +

p� q
p
K

q
p ):

Par une simple application du Théorème de la valeur moyenne à la fonction g, nous

aurons pour tout x � y > 0, il existe c 2 ] y; x[ tel que,

g(x)� g(y) = g0(c)(x� y) � g0(y)(x� y)
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D�
xv(x) � g(

q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p ) + g

0
(
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p )

�
q

p
K

q�p
p �(x)v(x)

�
D�
xv(x) � bh(x) + b�(x)v(x) (2.23)

où bh et b� sont données par (2.19).
Faisons appel au Lemme 1.4.7, l�inégalité ci-dessus donne

v(x) � 1

�(�)

Z x

0

(x� �)��1 bh (�) exp(�Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

b��(s� (1 + �)) 1�� ds) d�: (2.24)

Le résultat souhaité découle des deux inégalité (2.24) et (2.21).

Corollaire 2.4.3 Supposons que toutes les condtions du Théorème 2.4.3 sont véri�ées.

Si l�inégalité

up(x) � h(x) + 1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 arctan (uq (�)) d�;

est satisfaite, où p � q � 0 et p 6= 0. Alors

u(x) �
(
h(x) +

1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 bh (�) exp �Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

b��(s� (1 + �)) 1�� ds! d�) 1
p

;

où

bh(x) = arctan(
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p );

b�(x) =

q
p
K

q�p
p �(x)

1 +
�
q
p
K

q�p
p h(x) + p�q

p
K

q
p

�2 :
Corollaire 2.4.4 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.4.3 sont véri�ées. Si

l�inégalité

up(x) � h(x) + 1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 log (1 + uq (�)) d�;

est satisfaite, alors

u(x) �
(
h(x) +

1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 bh (�) exp �Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

b��(s� (1 + �)) 1�� ds! d�) 1
p

;
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où

bh(x) = log(1 +
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p );

b�(x) =

q
p
K

q�p
p �(x)

1 +
�
q
p
K

q�p
p h(x) + p�q

p
K

q
p

� :
Théorème 2.4.4 Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 2.4.3 sont véri�ées.

Soit S : [0; X)� R+ ! R+ une fonction continue satisfaisant

0 � S(t; x)� S(t; y) � R(t; y)(x� y); 8t 2 R+; (2.25)

pour t 2 [0; X) et x � y � 0, où R : R2+ ! R+. Si l�inégalité

up(x) � h(x) + 1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 S(�; uq (�))d�; (2.26)

est satisfaite, alors

u(x) �
(
h(x) + �(x)

1

�(�)

Z t

0

(x� �)��1 h1 (�) exp
(
�
Z t�

�(1+�)

t�

�(1+�)

�1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
d�

) 1
p

;

(2.27)

où

h1(x) = S

�
x;
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p

�
; (2.28)

�1(x) =
q

p
K

q�p
p R

�
x;
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p

�
�(x):

Preuve. Dé�nissons une fonction z(x) par

z(x) =
1

�(�)

Z x

0

(x� �)
�
k
�1 S(�; uq (�))d�; (x 2 [0; X)) ; (2.29)

alors

z(0) = 0;

u(x) � (h(x) + �(x)z(x))
1
p : (2.30)

En appliquant le Lemme 1.4.1, pour tout K > 0

u(x) � 1

p
K

1�p
p (h(x) + �(x)z(x)) +

p� 1
p
K

1
p ; (x 2 [0; X)) (2.31)
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et

D�
xz(x) = S(x; u

q(x)): (2.32)

En utilisant la première condition de (2.25),

S(x; uq(x)) � S(x; ((h(x) + �(x)z(x))
q
p ) � S

�
x;
q

p
K

q�p
p (h(x) + �(x)z(x)) +

p� q
p
K

q
p

�
� q

p
K

q�p
p R

�
x;
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p

�
�(x)z(x) (2.33)

+S

�
x;
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p

�
:

En se servant des inégalités (2.32) et (2.33), nous obtenons

D�
xz(x) � q

p
K

q�p
p R

�
x;
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p

�
�(x)z(x) + S

�
x;
q

p
K

q�p
p h(x) +

p� q
p
K

q
p

�
= h1(x) + �1(x)z(x); (2.34)

où h1(x) et �1(x)sont données par (2.28).

Faisons appel au Lemme 1.4.7, l�inégalité (2.34) devient

z(x) =
1

�(�)

Z x

0

(x� �)��1 h1 (�) exp
(
�
Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

�1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
d�: (2.35)

La combinaison de l�inégalité ci-dessus avec l�inégalité (2.30), entraîne (2.27). Ce qui

achève la preuve.

Corollaire 2.4.5 Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 2.4.3 sont véri�ées.

Soit c � 0. Si S est dé�nie comme dans le Théorème 2 .4.4. Si

up(x) � c+ 1

�(�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 S(�; uq (�))d�; (2.36)

est satisfaite alors

u(x) �
(
c exp

(
�(x)

Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

G1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
�(x)

1

�(�)

Z x

0

(x� �)��1H1 (�)

� exp
(
��(x)

Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

G1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
d�

) 1
p

; (2.37)
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où

G1(x) =
q

p
K

q�p
p R

�
x;
p� q
p
K

q
p

�
; (2.38)

H1(x) = S

�
x;
p� q
p
K

q
p

�
:

Preuve. Fixon X � 0, d�après (2.36), nous avons

up(x) � c+ 1

�(�)
�(X)

Z x

0

(x� �)��1 S(�; uq (�))d�; (x 2 [0; X)) ;

Dé�nissons la fonction z(x) comme suit

z(x) = c+
1

�(�)
�(X)

Z x

0

(x� �)��1 S(�; uq (�))d�; (x 2 [0; X)) ; (2.39)

alors

z(0) = c;

u(x) � z(x)
1
p (2.40)

et

D�
xz(x) = �(X)S(x; u

q(x)) : (2.42)

En utilisant la première condition de (2.25) et en appliquant le Lemme 1.4.1, il s�ensuit

que, pour tout K > 0

S(x; uq(x)) � S(x; z
q
p (x)) � S

�
x;
q

p
K

q�p
p z(x) +

p� q
p
K

q
p

�
;

� q

p
K

q�p
p R

�
x;
p� q
p
K

q
p

�
z(x) + S

�
x;
p� q
p
K

q
p

�
: (2.43)

En se servant des inégalités (2.43) et (2.42), nous obtenons

D�
xz(x) � �(X)

�
q

p
K

q�p
p R

�
x;
p� q
p
K

q
p

�
z(x) + S

�
x;
p� q
p
K

q
p

��
= �(X)H1(x) + �(X)G1(x)z(x); (2.44)

où H1(x); G1(x) sont données par (2.38).

Faisons appel au Lemme 1.4.7, l�inégalité (2.44) donne une estimation de z(x) de la

forme suivante

z(x) = c exp

(
�(X)

Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

G1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
+ �(X)

1

�(�)

Z x

0

(x� �)��1H1 (�)

� exp
(
��(X)

Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

G1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
d�: (2.45)
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Prenons x = X dans (2.45), nous obtenons

z(x) = c exp

(
�(x)

Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

G1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
+ �(x)

1

�(�)

Z x

0

(x� �)��1H1 (�)

� exp
(
��(x)

Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

G1

�
(s� (1 + �))

1
�

�
ds

)
d�: (2.46)

La combinaison de l�inégalité ci-dessus avec l�inégalité (2.40), entraîne (2.37). Ce qui

achève la preuve.

Théorème 2.4.5 Si toutes les hypothèses du Théorème 2.4.3 sont satisfaites, � : R+ !

R+ est de classe S, 0 < � < 1 et soit h(x) est une fonction croissante sur [0; X). Si

l�inégalité suivante

u(x) � h(x) + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 � (u (�)) d�; (2.47)

est satisfaite, alors

u(x) � b(x)
�

�1q

�


�
2q�1

�
+Kq�(x)

Z x

0

e�q�d�

�� 1
q

; (2.48)

où 0 � x � X1 � X,

� =
1

1 + z
; z > 0; q =

1

�
+ " = 1 + z + "; p =

1 + z + "

z + "
; " > 0;


q (�) =

Z �

�0

d�

�q
�
�
1
q

� ; (2.49)

et

Kq =
1

� (�)

2q�1epx

p1��p
� (1� �p) ; (2.50)

� = 1� � = z

1� z ; � est la fonction Gamma d�Euler

Kq

Z x

0

e�q�d� 2 Dom
�

�1q

�
; x 2 [0; X1] :

Preuve. Notons b(x) = max (h(x); 1). Alors l�inégalité (2.74) peut être réecrite sous

la forme suivante

u(x)

b(x)
� 1 + 1

b(x)

1

� (�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 � (u (�)) d�; (2.51)
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Comme b(x) est une fonction croissante, nous aurons

u(x)

b(x)
� 1 + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

1

b(�)

�
(x� �)��1 � (u (�))

�
d�;

Soit z(t) = u(x)
b(x)
. Puisque la fonction � est de classe S, nous aurons

z(x) � 1 + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

�
(x� �)��1 � (z (�))

�
d�; (2.52)

Utilisons l�ingalité de Hölder, nous trouvons

z(x) � 1 +
1

� (�)
�(x)

Z x

0

�
(x� �)��1 e�e��� (z (�))

�
d�;

� 1 +
1

� (�)
�(x)

�Z x

0

(x� �)��p ep�d�
� 1
p
�Z x

0

e�q�� (z (�))q d�

� 1
q

; (2.53)

Utilisons l�inégalité(A+B)q � 2q�1 (Aq +Bq) pour tout A � 0; B � 0 etZ x

0

(x� �)��p ep�d� = epx
Z x

0

���pe�p�d� � epx

p1��p
� (1� �p) ;

Utilisons l�inégalité (A+B)q � 2q�1 (Aq +Bq) pour tout A � 0; B � 0; q > 1 et

1� �p = "
(1+z)(z+")

> 0,

zq (x) � 2q�1 +Kq�(x)

Z x

0

e�q��q (z(�)) d�;

Prenons x� 2 [0; x] une constante positive, nous obtenons

zq (x) � 2q�1 +Kq�(x
�)

Z x

0

e�q��q (z(�)) d�; (2.54)

où Kq est donnée par (2.50).

Dé�nissons la fonction N(x) par

N(x) = 2q�1 +Kq�(x
�)

Z x

0

e�q��q (z(�)) d�; (2.55)

alors

z(x) � N
1
q (x);

�q (z(x)) � �q
�
N

1
q (x)

�
:
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Donc, de l�inégalité (2.54), il résulte que

N 0(x)

nq
�
N

1
q (x)

� � Kq�(x
�)e�qx�q (z(x))

�q
�
N

1
q (x)

� ;

alors
d

dx

Z N(x)

0

d�

�q
�
�
1
q

� � Kqe
�qx�(x�);

et
d

dx

q (N (x)) � �(x�)Kqe

�qx; (2.56)

où 
q est donnée par (2.49).

Intégrons l�inégalité (2.56) de 0 à x, nous obtenons


q (z (x)
q) � 
q

�
2q�1

�
+ �(x�)Kq

Z x

0

e�q�d�; (2.57)

Prenons x = x� dans (2:57), x� > 0 est choisi arbitraire, donne


q (z (x)
q) � 
q

�
2q�1

�
+ �(x)Kq

Z x

0

e�q�d�; (2.58)

Alors

z(x) �
�

�1q

�


�
2q�1

�
+Kq�(x)

Z x

0

e�q�d�

�� 1
q

: (2.59)

Utilisons l�inégalité (2.59), nous obtenons l�inégalité désirée (2.48).

Corollaire 2.4.6 Si toutes les hypothèses du Théorème 2.4.3 sont satisfaites, � : R+ !

R+ est de classe S, 0 < � < 1 et soit h(x) est une fonction croissante sur [0; X). Si

l�inégalité suivante est satisfaite,

up(x) � hp(x) + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 � (up (�)) d�; (2.60)

alors

u(x) � b(t)
�

�1q1

�


�
2q1�1

�
+Kq1�(x)

Z x

0

e�q1�1d�

�� 1
q1p

; (2.61)

où p � 1 et p 6= 0;

� =
1

1 + z
; z > 0; q1 =

1

�
+ " = 1 + z + "; p1 =

1 + z + "

z + "
; " > 0;

1

p1
+
1

q1
= 1;


q1 (�) =

Z �

�0

d�

�q1
�
�

1
q1

� ; (2.62)
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et

Kq1 =
1

� (�)

2q�1ep1x

p1��p
� (1� �p) ; (2.63)

� = 1� � = z

1� z ; � est la fonction gamma et X1 > 0;

Kq1

Z x

0

e�q1�1d� 2 Dom
�

�1q

�
; x 2 [0; X1] ; 
�1q l�inverse de 
q:

Preuve. Notons bp(t) = max (hp(x); 1). Alors l�inégalité (2.60) peut être réecrite sous

la forme suivante

up(x)

bp(x)
� 1 + 1

b(x)

1

� (�)
�(x)

Z x

0

(x� �)��1 � (u (�)) d�; (2.64)

up(x)

bp(x)
� 1 + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

1

bp(�)

h
(x� �)��1 � (u (�))

i
d�;

Soit z(x) = u(x)
b(x)
. Puisque la fonction � est de classe S, nous aurons�
u(x)

b(x)

�p
� 1 + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

�
(x� �)��1 �

��
u (�)

b(�

�p��
d�;

zp(x) � 1 + k�(x)
Z x

0

h
(x� �)��1 � (zp (�))

i
d�; (2.65)

Dé�nissons la fonction y(x) par

y(x) = 1 + k�(x)

Z x

0

h
(x� �)��1 � (zp (�))

i
d�;

donc

z(x) � y
1
p (x) (2.66)

y(x) � 1 + 1

� (�)
�(x)

Z x

0

h
(x� �)��1 � (y (�))

i
d�; (2.67)

En suivant les mêmes étapes de la démonstration du Théorème2.4.6, nous obtenons

y(x) �
�

�1q1

�


�
2q1�1

�
+Kq1�(x)

Z x

0

e�q1�1d�

�� 1
q1

: (2.68)

Il résulte de ces deux inégalités (2:68) et (2:66)que

z(x) �
(�


�1q1

�


�
2q1�1

�
+Kq1�(x)

Z x

0

e�q1�1d�

�� 1
q1

) 1
p

:
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2.4.2 Applications

La dernière partie de cette section est consacrée à illustrer nos principaux et récents

résultats par la présentation de quelques exemples dont l�objectif principal est d�étudier

et explorer certaines propriétés de solutions des équations di¤érentielles fractionnaire.

up(x) = h(x) + I�(F (x; u(x))); (2.69)

où 0 < � < 1; p > 1 et F 2 C(R�R;R); a(t) 2 C(I; R+).

Exemple 2.4.1 Supposons que

jF (x; u)j � g (juj) ; (2.70)

où g est dé�nie dans le Théorème 2.4.3. Si u(x) est solution de (2.69) et (2.70), alors

ju(x)j �
(
jh(x)j+

Z x

0

(x� �)��1 bh (�) exp �Z x�

�(1+�)

��

�(1+�)

b��(s� (1 + �)) 1�� ds! d�) 1
p

;

(2.71)

où

bh(x) = g(
1

p
K

1�p
p h(x) +

p� 1
p
K

1
p ); (2.72)

b�(x) =
1

�(�)

1

p
K

1�p
p g

0
(
1

p
K

q�p
p h(x) +

p� 1
p
K

1
p ):

Preuve. La solution u(x) s�écrit sous la forme

up(x) = h(x) +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1(F (s; u(s))ds: (2.73)

Appliquons la valeur absolue, nous obtenons

jup(x)j � jh(x)j+ 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 j(F (s; u(s))j ds: (2.74)
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� jh(x)j+ 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1g ju(s)j ds:

Appliquons le Théorème 2.4.3
�
q = 1; �(x) = 1

�(�)

�
, nous trouvons le résultat voulu (2.71).

Exemple 2.4.2 Supposons que

jF (x; u)� F (x; u)j � g (ju� uj) ; (2.75)

où g est dé�nie dans le théorème 2.4.3 , g(0) = 0 et u(t) est solution de (2.75), alors

l�équation (2.69) possède au plus une solution.

Preuve. Soient u(x), u(x) deux solutions de (2.69), alors

u(x) = h(x) +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1F (s; u(s))ds;

u(x) = h(x) +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1F (s; u(s))ds;

u(x)� u(x) = 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 [F (s; u(s))� F (s; u(s))] ds;

Utilisons (2:75), nous aurons

ju(x)� u(x)j � 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1g (ju(s)� u(s)j) ds: (2.76)

Appliquons le Théorème 2.4.3 (pour p = q = 1) à l�inégalité ci-dessus, nous obtenons que

ju(x)� u(x)j � 0, ce qui donne: u(x) = u(x) i.e., l�équation (2.69) admet une unique

solution.

2.4.3 Sur quelques inégalités intégrales fractionnaires en dimen-

sion deux

Le but de ce travail est de donner une estimation a priori de la solution des inégalités

intégrales suivantes :

up(x; y) � a(x; y)+ 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1g(uq(s; t))dsdt; (x; y) 2 D;
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up(x; y) � a(x; y)+
Z y

0

Z x

0

b(s; t)uq(s; t)dsdt+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1g(uq(s; t))dsdt:

où a; h; b et g doivent remplir certaines conditions.

Nous mentionnons que les résultats obtenus représentent des généralisations des résul-

tats obtenus dans [65]

Théorème 2.4.6 Soient u(x; y); a(x; y); h(x; y) des fonctions positives continue sur D =

[0; T ) � [0; T ) (0 < T � 1), et �; � > 0 des constantes. Soit g : R+ ! R+ une fonction

di¤érentiable croissante sur ]0;+1[telle que sa dérivée première est continue et décrois-

sante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

up(x; y) � a(x; y)+ 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1g(uq(s; t))dsdt; (x; y) 2 D;

(2.77)

est satisfaite, où p � q > 0. Alors

u(x; y) �
h
a(x; y) + ex+y	

1
n (x; y)

i 1
p
; (x; y) 2 D; (2.78)

où

	(x; y) = w(x; y) + 2n�1 Lnhn(x; y)

�Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)w(s; t)dsdt

�
(2.79)

� exp
�
2n�1 Ln

Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)hn(s; t)dsdt

�
;

ea(x; y) =
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt;

A(x; y) =
q

p
k
q�p
p a(x; y) +

p� q
p
k
q
p ;

A(x; y) = g
0
(A(x; y) ) ; (2.80)

et

L =
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)

�
� (m��m+ 1)� (m��m+ 1)

m2+m(�+��2)

� 1
m

m � 1; n � 1; 1
m
+
1

n
= 1:

(2.81)

Preuve. Dé�nissons la fonction z(x; y) comme suit :

z(x; y) =
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g(uq(s; t))dsdt; (2.82)
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Il est clair que

z(0; y) = z(x; 0) = 0;

et

up(x; y) � a(x; y) + z(x; y);

ainsi, nous avons

u(x; y) � (a(x; y) + z(x; y))
1
p ; (2.83)

Substituons (2.83) dans (2.82), on obtient

z(x; y) � 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 � g
�
(a(s; t) + z(s; t))

q
p

�
dsdt;

Utilisons le lemme 1.4.1 (p.27) pour l�inégalité précédente, nous obtenons

z(x; y) � 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1�g
�
q

p
K

q�p
p (a(s; t) + z(s; t)) +

p� q
p
K

q
p

�
dsdt;

(2.84)

par une simple application du théorème de la valeur moyenne à la fonction g, nous

aurons, pour tout x � y > 0, l�existence de c 2 ] y; x[ tel que,

g(x)� g(y) = g0(c)(x� y) � g0(y)(x� y):

Ainsi (2.84) peut être réécrite comme suit :

z(x; y) � 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1

�
�
g

�
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p

�
+ g

0
�
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p

�
q

p
k
q�p
p z(s; t)

�
dsdt;

� 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g
�
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p

�
dsdt

+
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g0
�
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p

�
z(s; t)dsdt;

z(x; y) � ea(x; y) + q
p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1A(s; t)z(s; t)dsdt;

(2.85)

où ea(x; y); A(x; y); A(x; y) sont données par (2.80).
z(x; y) � ea(x; y) + q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1es(y � t)��1

�et
�
e�(s+t)A(s; t)z(s; t)

�
dsdt; (2.86)
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En appliquant l�inégalité de Hölder, nous trouvons

z(x; y) � ea(x; y) + q
p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

�
�Z y

0

Z x

0

(x� s)m(��1)ems(y � t)m(��1)emtdsdt
� 1
m

�
�Z y

0

Z x

0

e�n(s+t)A
n
(s; t)zn(s; t)dsdt

� 1
n

; (2.87)

Si on e¤ectue le changement de variable suivant

x� s = �

y � t = �

on trouve Z y

0

Z x

0

(x� s)m(��1)ems(y � t)m(��1)emtdsdt

= em(x+y)
xZ
0

�m(��1)e�m�
yZ
0

�m(��1)e�m�d�d�

=
em(x+y)

m2+m(�+��2)

mxZ
0

�m(��1)e��
myZ
0

�m(��1)e��d�d�

=
em(x+y)

m2+m(�+��2)� (m��m+ 1)� (m� �m+ 1) :

En utilisant (2.87), nous obtenons

z(x; y) � ea(x; y) + q
p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

�
em(x+y)

m2+m(�+��2)� (m��m+ 1)� (m��m+ 1)
� 1
m

�
�Z y

0

Z x

0

e�n(s+t)A
n
(s; t)zn(s; t)dsdt

� 1
n

;

z(x; y) � ea(x; y) + Lh(x; y)ex+y
�Z y

0

Z x

0

e�n(s+t)A
n
(s; t)zn(s; t)dsdt

� 1
n

; (2.88)

où L est dé�ni dans (2.81).

par une simple application de l�inégalité de Jensen�
e�(x+y)z(x; y)

�n � 2n�1ean(x; y)e�n(x+y)+2n�1 Lnhn(x; y)Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)

�
e�(s+t)z(s; t)

�n
dsdt

(2.89)
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vn(x; y) � w(x; y) + 2n�1 Lnhn(x; y)
Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)vn(s; t)dsdt; (2.90)

où

v(x; y) = e�(x+y)z(x; y); w(x; y) = 2n�1ean(x; y)e�n(x+y): (2.91)

Appliquons le Lemme 1.4.8 et utilisons l�inégalité (2.90), nous obtenons

vn(x; y) � w(x; y) + 2n�1 Lnhn(x; y)

�Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)w(s; t)dsdt

�
� exp

�
2n�1 Ln

Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)hn(s; t)dsdt

�
: (2.92)

Ainsi, d�aprés (2.92) et (2.91), on obtient

z(x; y) � ex+y	 1
n (x; y); (2.93)

où 	(x; y) est dé�ni dans (2.79).

l�inégalité désirée (2.78) découle des deux inégalités (2.93) et (2.83).

Corollaire 2.4.7 Supposons que toutes les conditions du Théorème 2.4.7 sont véri�ées.

Soit w(t) = arctan t. Si l�inégalité

up(x; y) � a(x; y) + 1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 arctan(uq(s; t))dsdt;

(2.94)

est satisfaite, où p 6= 0; p � q � 0. Alors

u(x; y) �
h
a(x; y) + ex+y'

1
n (x; y)

i 1
p
; (2.95)

où

'(x; y) = w(x; y) + 2n�1 Lnhn(x; y)

�Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)w(x; y)

�
� exp

�
2n�1 Ln

Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)hn(x; y)

�
dsdt;

w(x; y) = 2n�1ean(x; y)e�n(x+y);
ea(x; y) =

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 arctan(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt;

L =
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)

�
� (m��m+ 1)� (m��m+ 1)

m2+m(�+��2)

� 1
m

;

A(s; t) =
1

1 +
�
q
p
k
q�p
p a(s; t) + p�q

p
k
q
p

�2 :

59



2.4. Nouvelles généralisations

Théorème 2.4.7 Assumons que toutes les hypothèses du Théorème 2.4.7 véri�ées. b(x; y)

et une fonction continue, positives. Si l�inégalité

up(x; y) � a(x; y)+
Z y

0

Z x

0

b(s; t)uq(s; t)dsdt+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1g(uq(s; t))dsdt;

(2.96)

est satisfaite, où p � q > 0, alors

u(x; y) �
h
a(x; y) + ex+y	

1
n
1 (x; y)

i 1
p

; (2.97)

où

	1(x; y) = w(x; y) + 2n�1 Lnbhn(x; y)�Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)w(x; y)

�
� exp

�
2n�1 Ln

Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)bhn(x; y)� dsdt; (2.98)

et

ba1(x; y) =
q

P
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)a(s; t) +
P � q
P

K
q
P

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt;

bh1(x; y) = exp

�
q

p
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt)

�
h(x; y);

A1(s; t) = g
0
(
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p ); (2.99)

L1 =
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)

�
� (m��m+ 1)� (m��m+ 1)

m2+m(�+��2)

� 1
m

: (2.100)

Preuve. Dé�nissons la fonction v(x; y) comme suit :

v(x; y) =

Z y

0

Z x

0

b(s; t)uq(s; t)dsdt+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1g(uq(s; t))dsdt;

alors, pour tout (x; y) 2 D on a

up(x; y) � a(x; y) + v(x; y);

et

u(x; y) � [a(x; y) + z(x; y)]
1
p ; (2.101)
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Utilisons le Lemme 1.4.1, nous obtenons aisément

v(x; y) �
Z y

0

Z x

0

b(s; t)

�
q

P
k
q�p
p (a(s; t) + v(s; t)) +

P � q
P

k
q
P

�
dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)�

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1;

�
�
g

�
q

p
k
q�p
p (a(s; t) + v(s; t)) +

p� q
p
k
q
p

��
dsdt; (2.102)

où k > 0.

Par une simple application du théorème de la valeur moyenne à la fonction g, nous

aurons, pour tout x � y > 0, il existe c 2 ] y; x[ tel que,

g(x)� g(y) = g0(c)(x� y) � g0(y)(x� y):

L�inégalité (2.102) peut être réécrite sous la forme suivante :

v(x; y) �
Z y

0

Z x

0

b(s; t)

�
q

P
k
q�p
p (a(s; t) + v(s; t)) +

P � q
P

k
q
P

�
dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1

�
�
g(
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p ) + g

0
(
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )(

q

p
k
q�p
p v(s; t))

�
dsdt;

(2.103)

ainsi, nous avons

v(x; y) �
Z y

0

Z x

0

b(s; t)

�
q

P
k
q�p
p (a(s; t) + v(s; t)) +

P � q
P

k
q
P

�
dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt

+
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g0(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )v(s; t)dsdt;

Dé�nissons une fonction z(x; y) par

z(x; y) =
q

P
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)a(s; t) +
P � q
P

k
q
P

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt

+
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g0(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )v(s; t)dsdt;

(2.104)
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alors

v(x; y) � z(x; y) + q

P
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)v(s; t)dsdt; (2.105)

Comme z(x; y) est une fonction croissante et en appliquons le Lemme 1.4.8 (p.25) à

l�inégalité (2.22), (avec q(x; y) = 1) , on trouve

v(x; y) � z(x; y) exp
�
q

p
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

�
;

et

v(s; t) � z(s; t) exp
�
q

p
k
q�p
p

Z t

0

Z s

0

b(� ; �)d�d�

�
: (2.106)

Ainsi, d�après (2.106) et (2.104), on obtient

z(x; y) � q

P
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)a(s; t) +
P � q
P

k
q
P

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt

+
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g0(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )

� z(s; t) exp
�
q

p
k
q�p
p

Z t

0

Z s

0

b(� ; �)d�d�

�
dsdt

z(x; y) � q

P
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)a(s; t) +
P � q
P

K
q
P

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt

+
q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
exp

�
q

p
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

�
� h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g0(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )z(s; t)dsdt;

z(x; y) � ba1(x; y) + q
p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
bh1(x; y)Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1

�g0(q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )� z(s; t)dsdt

� ba1(x; y) + q
p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)
bh1(x; y)Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1

A1(s; t)� z(s; t)dsdt; (2.107)

où ba1(x; y);bh1(x; y) et A1(x; y) sont données par (2.99).
Appliquons le Théorème 2.4.7, nous trouvons le résultat voulu (2.97).
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Corollaire 2.4.8 Supposons que toutes les conditions du Théorème 2.4.8 sont véri�ées.

Si

up(x; y) � a(x; y) +

Z y

0

Z x

0

b(s; t)uq(s; t)dsdt (2.108)

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 log (1 + uq(s; t)) dsdt;

est satisfaite, alors h
a(x; y) + ex+y	

1
n
2 (x; y)

i 1
p

; (2.109)

où, p � q > 0

	2(x; y) = w(x; y) + 2n�1 Ln bh1n(x; y)�Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)w(x; y)

�
� exp

�
2n�1 Ln

Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t) bh1n(x; y)� dsdt;

ba2(x; y) =
q

P
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)a(s; t) +
P � q
P

K
q
P

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 log(1 + q
p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p )dsdt;

w2(x; y) = 2n�1ban2 (x; y)e�n(x+y);
L2 =

q

p
k
q�p
p

1

�(�)�(�)

�
� (m��m+ 1)� (m��m+ 1)

m2+m(�+��2)

� 1
m

;

A(s; t) =
1

1 + q
p
k
q�p
p a(s; t) + p�q

p
k
q
p

;

et bh2(x; y) = exp�q
p
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)dsdt)

�
h(x; y):

Théorème 2.4.8 Supposons que toutes les conditions du Théorème 2.4.8 sont véri�ées.

Soient w1; w2 : I 7�! I deux fonctions di¤érentiables croissantes sur ]0;1[ telles que leurs

dérivées premières sur ]0;1[ sont continues et décroissantes. Si l�inégalité

up(x; y) � a(x; y) +

Z y

0

Z x

0

b(s; t)g1 (u
q(s; t)) dsdt (2.110)

+
1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g2(ur(s; t))dsdt;

est satisfaite, alors

u(x; y) �
h
a(x; y) + ex+y	

1
n
1 (x; y)

i 1
p

; (2.111)
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2.5. Application

où p 6= 0; p � q � 0 et p � r � 0

	3(x; y) = w(x; y) + 2n�1 Lnbhn3 (x; y)�Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)w(x; y)

�
� exp

�
2n�1 Ln

Z y

0

Z x

0

A
n
(s; t)bhn(x; y)� dsdt;

ba3(x; y) =

Z y

0

Z x

0

b(s; t)g1

�
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p

�
+

1

�(�)�(�)
h(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1 g2(
r

p
k
r�p
p a(s; t) +

p� r
p
k
r
p )dsdt;

w3(x; y) = 2n�1ban3 (x; y)e�n(x+y);
L3 =

r

p
k
r�p
p

1

�(�)�(�)

�
� (m��m+ 1)� (m��m+ 1)

m2+m(�+��2)

� 1
m

;

A(s; t) = g2

�
r

p
k
r�p
p a(s; t) +

p� r
p
k
r
p

�
; A(s; t) = g

0

2

�
r

p
k
r�p
p a(s; t) +

p� r
p
k
r
p

�
et

bh3(x; y) = exp�q
p
k
q�p
p

Z y

0

Z x

0

b(s; t)g01

�
q

p
k
q�p
p a(s; t) +

p� q
p
k
q
p

�
dsdt

�
h(x; y):

Preuve. La preuve est similaire à celle du Théorème 2.4.8.

2.5 Application

Nous allons présenter quelques exemples pour étudier certaines propriétés de solutions

des équations di¤érentielles fractionnaires.

Exemple 2.5.1 Considérons l�équation intégrale fractionnaire

z(x; y) = l(x; y)+
1

�(�)�(�)
w(x; y)

Z y

0

Z x

0

(x�s)��1(y�t)��1G(s; t; z(s; t))dsdt; (2.112)

où l(x; y); w(x; y) 2 C(D�R; R) et F 2 (D � R;R) pour tout (x; y) 2 D satisfaisant aux

conditions suivantes:

jl(x; y)j � a(x; y) ;

jw(x; y)j � h(x; y) ;

jG(x; y; u)j � g(juj) ; (2.113)
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2.5. Application

où a; h; g sont dé�nies comme dans le Théorème 2.4.7.

Preuve. Supposons que u(x; y) est solution de (2.112), alors en combinant (2.113) et

(2.112) et en appliquant le Théorème 2.4.7 (avec p = q = 1), nous pourrons facilement

trouver l�estimation de la solution u(x; y) de (2.112).

Proposition 2.5.1 Supposons que

jG (x; y; z1)�G (x; y; z2)j � g (jz1(s; t)� z2(s; t)j) ; (2.114)

où g est dé�nie dans Théorème 2.4.7 et z(s; t) est une solution de (2.112). Alors

l�équation (2.112) possède au plus une solution.

Preuve. Soient z1(s; t) et z2(s; t) deux solutions de (2.112), alors

z1(x; y) = a(x; y) +
1

�(�)�(�)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g(z1(s; t))dsdt; (2.115)

et

z2(x; y) = b(x; y) +
1

�(�)�(�)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1g(z2(s; t))dsdt: (2.116)

Faisons la di¤érence ensuite appliquons la valeur absolue au résultat, on trouve

jz1(x; y)� z2(x; y)j � ja(x; y)� b(x; y)j+ 1

�(�)�(�)

Z y

0

Z x

0

(x� s)��1(y � t)��1

�g(jz1(s; t)� z2(s; t)j)dsdt: (2.117)

Appliquons le Théorème 2.4.7 (pour p = q = 1) à l�inégalité ci-dessus, nous obtenons que

jz1(s; t)� z2(t)j � 0, ce qui donne: z1(s; t) = z2(s; t), i.e.,l�équation (2.112) admet une

unique solution.
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CHAPITRE

3 Inégalités intégrales de

type Gamidov

Ce chapitre est consacré entièrement aux inégalités de type Gamidov. Ce type des in-

égalités a été d�abord initié par Gamidov [32] en 1969, tout en étudiant les problèmes

aux limites relatifs aux équations di¤érentielles d�ordre supérieur. Par la suite, de nom-

breux chercheurs ont établi des inégalités plus générales, plus ra¢ nées que celles prouvées

par Gamidov[32]. Parmi ces chercheurs, on peut citer : Bainov, Pachpatte, Kendre et

Latpate...

En outre, leurs résultats sont considérés comme des outils fondamentaux dans l�étude

du comportement qualitatif des solutions de certaines classes d�équations intégrales. Pour

plus de détails, nous pouvons consulter[3, 52, 53, 54, 55, 38].

Dans la première section de ce chapitre, nous allons établir de nouvelles inégalités

de type Gamidov unidimensionnelles sur une échelle de temps quelconque. Tout d�abord,

nous introduirons les célèbres inégalités de type Gamidov. Nous contenterons de présen-

ter certaines généralisations apparues dans les revues scienti�ques, et établissons notre

premier résultat concernant les inégalités intégrale de type Gamidov sur une échelle de

temps. Nous présentons, en�n, un exemple adéquat pour valider le résultat obtenu.

Dans la deuxième section, nous donnerons de nouvelles généralisations concernant

les inégalités de type Gamidov bidimensionnelles. Nous concluons cette section par un

exemple illustratif.
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3.1. Quelques célèbres inégalités de type Gamidov

Ces nouveaux résultats ont fait l�objet de publications:

K. Boukerrioua, D. Diabi and I. Meziri, New explicit bounds on Gami-

dov type integral inequalities on times scales and applications. Journal of

Mathematical Inequalities Volume 12, Number 3 (2018), 807�825.

K. Boukerrioua, D. Diabi and B. Kilani, On some new generalizations of

certain Gamidov integral inequalities in two independent variables and their

applications. Facta Universitatis (Ni�)Ser. Math. Inform. Vol. 33, No 3

(2018), 467-479.

3.1 Quelques célèbres inégalités de type Gamidov

Dans cette première partie, nous énoncerons les inégalités les plus cylèbres de type Gami-

dov. Dans tout ce qui suit, nous désignerons par J l�intervalle [�; �].

En 1969 Gamidov [32] a prouvé les inégalités suivantes a�n de les appliquer dans

l�étude de certains problèmes de valeurs aux limites.

Corollaire 3.1.1 ([32]) Soient u; f; g1 ; g2 ; hi (i = 1; 2; :::::::::::n) des fonctions positives,

continues et dé�nies sur J . Si

u(t) � f(t) + g1(t)
Z t

t1

h1(s)u(s)ds+ g2(t)
nX
i=1

ci

Z ti

t1

hi(s)u(s)ds;

où

� = t1 � t2 � ::::::::::::: � tn = � et ci sont des constantes;

telle que

nX
i=2

ci

Z ti

t1

hi(s)

�
g2(s) + g1(s)

Z s

t1

h1(�)g2 (�)� exp
�Z s

�

g1 (�)h1 (�) d�

�
d�

�
ds < 1

alors, nous avons

u(t) � p1(t) +Mp2(t);
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3.1. Quelques célèbres inégalités de type Gamidov

où

p1(t) = f(t) + g(t)

Z t

t1

h1(s)f(s) exp

�Z t

s

g1(�)h1(�)d�

�
ds;

p2(t) = g2(t) + g1(t)

Z t

t1

h1(s)g2(s) exp

�Z t

s

g1 (�)h1(�)d�

�
ds;

M =

 
nX
i=2

ci

Z ti

t1

hi(s)p1(s)ds

! 
1�

nX
i=2

ci

Z ti

t1

hi(s)p2(s)ds

!�1
:

Théorème 3.1.1 ([32]) Soient u et k des fonctions positives continue sur J , et soient

0 < p < 1; a1 � 0; a2 � 0 et a3 > 0 des constantes. Supposons que pour tout t 2 J

u(t) � a1 + a2
Z t

�

k(s)up(s)ds+ a3

Z �

�

k(s)up(s)ds;

alors, nous aurons

u(t) �
�
xq0 + a2q

Z t

�

k(s)ds

� 1
q

;

où q = 1� p et x0 est l�unique racine positive de l�équation�
a2 + a3
a3

x� a1a2
a3

�q
� xq � a2q

Z �

�

k(s)ds = 0:

En 1989, Leela et Martynyuk [40] ont établi une nouvelle inégalité de type Gamidov,

dont l�énoncé est le suivant:

Théorème 3.1.2 ([40]) Soient m; v 2 C (R+;R+) ; T > t0 � 0. Si l�inégalité

m(t) � m(t0) +
Z t

t0

v(s)m(s)ds+

Z T

t0

v(s)m(s)ds;

est satisfaite, de plus

exp

�Z T

t0

v(s)ds

�
< 2

alors, nous obtenons

m(t) � m(t0)

2� exp
�R T

t0
v(s)ds

� exp�Z t

t0

v(s)ds

�
:

En 1992, Bainov et Simeonov[3] ont démontré une variante du Théorème 3.1.2. Ce

résultat est le suivant :
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3.2. Quelques généralisations

Théorème 3.1.3 ([3]) Soient u(t); b(t) et c(t) des fonctions continues sur J telles que

b(t) et c(t) sont positives sur J . Admettons que

u(t) � a+
Z t

�

b(s)u(s)ds+

Z �

�

c(s)u(s)ds; t 2 J;

où a est une constante et si

q =

Z �

�

C(s) exp

�Z s

�

b (�) d�

�
ds < 1;

alors,

u(t) � a

1� q exp
�Z t

�

b(s)ds

�
; t 2 J:

Dans[53], Pachpatte a établi une version plus générale de l�inégalité de Gamidov,

Dont l�énoncé est le suivant, nous notons � = f(t; s) 2 J2 : � � s � t � �g.

Théorème 3.1.4 ([53]) Soient u(t) 2 C (J;R+) ; a(t; s); b(t; s) 2 C (�;R+) telles que

a(t; s) et b(t; s) sont des fonctions croissantes en t, pour chaque s 2 J et supposons que

u(t) � c+
Z t

�

a(t; s)u(s)ds+

Z �

�

b(t; s)u(s)ds;

pour tout t 2 J , où c � 0 est une constante. Si la condition

p(t) =

Z �

�

b(t; s) exp

�Z s

�

a(s; �)d�

�
ds < 1

est satisfaite, alors nous avons

u(t) � c

1� p(t) exp
�Z t

�

a(t; s)ds

�
; 8t 2 J:

3.2 Quelques généralisations

3.2.1 Quelques inégalités intégrales de type Gamidov unidimen-

sionnelles

Nous allons exposer, sans démonstration, quelques variantes et généralisations obtenues

sur les inégalités présentées dans la section précédente. Pour plus de détails, nous pouvons

consulter [53, 54, 38, 3, 14]:
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3.2. Quelques généralisations

Théorème 3.2.1 ([54]) Soient u; a; b; c; f; g 2 C (J;R+)

(H1) Soit a(t) une fonction continûment di¤érentiable sur J telle que a0(t) � 0 et

u(t) � a(t) +
Z t

�

b(s)u(s)ds+

Z �

�

c(s)u(s)ds; 8t 2 J

et si

p1 =

Z �

�

c(s) exp

�Z s

�

b(�)d�

�
ds < 1;

alors

u(t) �M1 exp

�Z t

�

b(s)ds

�
+

Z t

�

a0(s) exp

�Z t

s

b(�)d�

�
ds;

où

M1 =
1

1� p1

�
a(�) +

Z �

�

c(s)(

Z s

�

a0(�) exp

�Z s

�

b(�)d�

�
d�)ds

�
:

(H2) Supposons que

u(t) � a(t) + b(t)
Z t

�

f(s)u(s)ds+ c(t)

Z �

�

g(s)u(s)ds; 8t 2 J

et si nous avons

p2 =

Z �

�

g(s)k2(s)ds < 1;

alors

u(t) � k1(t) +M2k2(t); 8t 2 J;

avec

k1(t) = a(t) + b(t)

Z t

�

f(�)a(�) exp

�Z t

�

f (�) b(�)d�

�
d� ;

k2(t) = c(t) + b(t)

Z t

�

f(�)c(�) exp

�Z t

�

f (�) b(�)d�

�
d� ;

et

M2 =
1

1� p2

Z �

�

g(s)k1(s)ds:

(H3) Soient h(t; s) et sa dérivée partilelle
@h(t;s)
@t

des fonctions positives et continues pour

� � s � t � � et si l�inégalité

u(t) � a(t) +
Z t

�

h(t; s)u(s)ds+

Z �

�

c(s)u(s)ds;
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3.2. Quelques généralisations

est satisfaite pour tout t 2 J , et si encore

P3 =

Z �

�

c(s) exp

�Z s

�

B� (�) d�

�
ds < 1;

alors,

u(t) � a(t) +M3 exp

�Z t

�

B� (�) d�

�
+

Z t

�

A�(s) exp

�Z t

s

B� (�) d�

�
ds ; 8t 2 J;

où

A�(t) = h(t; t)a(t) +

Z t

�

@

@t
h(t; s)a(s)ds ;

B�(t) = h(t; t) +

Z t

�

@

@t
h(t; s)ds;

et

M3 =
1

1� P3

Z �

�

c(s)

�
a(s) +

Z s

�

A� (�) exp

�Z s

�

B� (�) d�

�
d�

�
ds:

Remarque 3.2.1 L�inégalité établie dans (H1,Théorème 3.2.1) est une variante de l�inégalité

donnée par Bainov et Simeonov dans le (Théorème 3.1.3), tandis que l�inégalité établie

en (H2) est une variante de l�inégalité donnée par Gamidov dans le Corollaire 3.1.1.

S. D. Kendre et S. G Latpate[38] ont développé l�inégalité prouvée par B. G.

Pachpatte dans (H1, Théorème 3.2.1) en démontrant les résultats suivants :

Théorème 3.2.2 ([38]) Soient u(t); f(t); g(t); c(t); c0(t) 2 C (J;R+) et p � q � 0; p 6=

0 sont des constantes.

Si l�inégalité

up(t) � c(t) +
Z t

�

f(s)uq(s)ds+

Z �

�

g(s)up(s)ds;

est satisfaite, et

' =

Z �

�

g(s) exp

�Z s

�

n1f(�)d�

�
ds < 1;

alors, nous avons

up(t) �
c(�) +

R �
�
g(s)

�R s
�
[c0(�) + n2f (�)] exp

�R s
�
n1f(�)d�

�
d�
�
ds

1� '

� exp
�Z t

�

mf(s)ds

�
+

Z t

�

[c0(s) + n2f(s)] exp

�Z t

s

n1f (�) d�

�
ds;
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3.2. Quelques généralisations

où

k > 0; n1 =
q

p
k
q�p
p et n2 =

p� q
p
k
q
p :

Théorème 3.2.3 ([38]) Soient u(t); f(t); g(t); h(t) 2 C (J;R+) et c � 0 une constante.

Si l�inégalité

up(t) � c+
Z t

�

h(s)

�
uq(s) +

Z s

�

f(�)uq(�)d� +

Z �

�

g(�)up(�)d�

�
ds; 8t 2 J;

alors

up(t) � c exp
�Z t

�

n1A(�)d�

�
+

Z t

�

n2B(s) exp

�Z t

s

n1A (�) d�

�
;

où

A(t) = h(t)

�
1 +

Z t

�

f(�)d� +
1

n1

Z �

�

g(�)d�

�
;

B(t) = h(t)

�
1 +

Z t

�

f(�)d�

�
;

et p; q; n1; n2 sont exactement les mêmes constantes dé�nies dans le Théorème 3.2.2.

Corollaire 3.2.1 ([38]) Supposons que les hypothèses du Théorème 3.2.3 sont véri�ées

et soit c(t) � 1 une fonction croissante. Si l�inégalité

up(t) � c(t) +
Z t

�

h(s)

�
uq(s) +

Z s

�

f(�)uq(s)d� +

Z �

�

g(�)up(�)d�

�
ds;

est satisfaite, alors

up(t) � cp(t) exp
Z t

�

n1A(�)d� + c
p(t)

Z t

�

n2B(s) exp

�Z t

s

n1A(�)d�

�
;

telle que p � q � 1; A(t); B(t) et n1; n2 sont exactement les même fonctions dé�nies

dans les Théorème 3.2.3 et 3.2.2 respectivement.

Boukerrioua et Meziri ont obtenu des résultats plus ra¢ nés et des versions plus

générales des inégalités représentées dans les deux sections précédentes sur des échelles de

temps arbitraires.
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Théorème 3.2.4 ([14]) Assumons que u; c; g 2 Crd ([�; b]T ;R+) et c� � 0. Si f

est dé�nie comme dans le Théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour

t; s 2 [�; b]T avec s � t. Alors

up(t) � c(t) +
tZ

�

f(t; s)uq(s)�s+

bZ
�

g(s)ur(s)�s;

implique

u(t) �

266666664
m(t) +

r
p
k
r�p
p eP (t; �)

bZ
�

g(s)m(s)�s

1� r
p
k
r�p
p

bZ
�

g(s)eP (s; �)�s

377777775

1
p

;

pour t 2 [�; b]kT, où

P (t) =
q

p
k
q�p
p

24f (� (t) ; t) + tZ
�

f�(t; s)�s

35 ;
Q(t) = c�(t) +

p� q
p
k
q
p

24f (� (t) ; t) + tZ
�

f�(t; s)�s

35 ;
et

m(t) = c(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(s)eP (t; � (s))�s+
p� r
p
k
r
p eP (t; �)

bZ
�

g(s)�s;

à condition que

r

p
k
r�p
p

bZ
�

g(s)eP (s; �)�s < 1:

Remarque 3.2.2 Si nous prenons T = R; p = q = r = 1, l�inégalité donnée dans le

Théorème 3.2.4 se réduit à l�inégalité donnée dans [[54];Théorème1, (a3)].

Théorème 3.2.5 ([14]) Assumons que u; h; g 2 Crd ([�; b]T ; R+), et c � 0 une con-

stante. Si f est dé�nie comme dans le Théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0
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3.2. Quelques généralisations

pour t; s 2 [�; b]T avec s � t. Alors

up(t) � c+
tZ

�

h(s)

24uq(s) + sZ
�

f(s; �)uq(�)�� +

bZ
�

g(�)ur(�)��

35�s;
implique

u(t) �
"
c+

Z t

�

h(s)

 
m(s) +

l(s)
R b
�
g(�)m(�)��

1�
R b
�
g(�)l(�)��

!
�s

# 1
p

;

pour t 2 [�; b]kT, à condition que Z b

�

g(�)l(�)�� < 1;

où

m(t) = (
q

p
K

q�p
p
c+

p� q
p
K

q
p +

p� r
p
K

r
p

Z b

�

g(�)��)eP (t; �) +

tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� ;

et

P (t) =
q

p
K

q�p
p
h(t) + f(�(t); t) +

Z t

�

f�(t; �)�� ;

Q(t) =
p� q
p
K

q
p (f(�(t); t) +

Z t

�

f�(t; �)��):

Remarque 3.2.3 Notons que lorsque T = R; r = p; f(t; s) = f(t); le Théorème 3.2.5

se réduit à l�inégalité indiquée dans le Théorème 3.3.2 dans [38].

Inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-Bihari-Gamidov

Théorème 3.2.6 ([14]) Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 3.2.4 sont

véri�ées. Soit S : [�; b]kT � R+ 7�! R+ une fonction rd-continue satisfaisant

0 � S(t; x)� S(t; y) � R(t; y)(x� y);

S�(t; 0) � 0; R�(t; 0) � 0;

pour t 2 [�; b]kT et x � y � 0, où R : [�; b]
k
T�R+ 7�! R�+ est une fonction rd-continue.

Alors
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up(t) � c(t) +
tZ

�

f(t; �)S(� ; uq(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))�� ;

implique

u(t) �

8>>>>>>><>>>>>>>:
m(t) +

l(t)

bZ
�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )m(�)��

1�
bZ

�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )l(�)��

9>>>>>>>=>>>>>>>;

1
p

;

pour t 2 [�; b]kT, où

l(t) =
r

p
K

r�p
p
eP (t; �);

m (t) =

0@c(�) + bZ
�

g(�)S(� ;
p� r
p
K

r
p )��

1A eP (t; �)
+

tZ
�

Q(�)ep(t; �(�))�� ;

et

P (t) =
q

p
K

q�p
p
R(t;

p� q
p
K

q
p )f(�(t); t) +

tZ
�

q

p
K

q�p
p
R(� ;

p� q
p
K

q
p )f�(t; �)�� ;

Q(t) = c�(t) + f(�(t); t)S(t;
p� q
p
K

q
p
) +

tZ
�

f�(t; �)S(� ;
p� q
p
K

q
p )�� :

Remarque 3.2.4 Si T = R; S(t; u(t)) = u(t); f(t; s) = f(t); p = q = r = 1 et c(t) = c

(une constante), l�inégalité donnée dans le Théorème 3.2.6 se réduit à l�inégalité donnée

dans [[3],Lemme BS] et si on prend r = p; f(t; s) = f(t); le Théorème 3.2.6 se réduit au

Théorème 3.2 dans [38].
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3.2.2 Quelques Généralisations des inégalités de type Gamidov

bidimensionnelles

K. Cheng et C. Guo[21] ont développé l�inégalité prouvée par B. G. Pachpatte dans

(H1, Théorème 3.2.1) en démontrant les résultats suivants:

Lemme 3.2.1 ([21]) Supposons que u(x; y); a(x; y); c(x; y); g(x; y) 2 C([0;M ] �

[0; N ] ; [0;1)). Si

u(x; y) � a(x; y) + c(x; y)
Z M

0

Z N

0

u(s; t)g(s; t)dsdt;

alors

u(x; y) � a(x; y) +
c(x; y)

RM
0

R N
0
a(s; t)g(s; t)dsdt

1�
RM
0

R N
0
c(s; t)g(s; t)dsdt

;

pour (x; y) 2 [0;M ]� [0; N ] à condition queZ M

0

Z N

0

c(s; t)g(s; t)dsdt < 1:

Dans tous ce qui suit, nous désignons par I1 = [0;M ] ; I2 = [0; N ] des sous-ensembles de

R: Soit � = I1 � I2: C(U; V )) l�ensemble des fonctions continues de U dans V:

Théorème 3.2.7 Soient u(x; y); a(x; y); b(x; y); c(x; y); f(x; y); g(x; y) 2 C (�;R+) et

a(x; y); b(x; y); c(x; y) des fonctions croissantes en x et y. Si

u(x; y) � a(x; y) + b(x; y)
Z x

0

Z y

0

f(s; t)u(s; t)dsdt+ c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t)u(s; t)dsdt;

alors, nous avons

u(x; y) �
�
a(x; y) + c(x; y)�

��Z M

0

Z N

0

a(s; t)g(s; t)� exp
�
b(s; t)

Z s

0

Z t

0

f(u; v)dudv

�
dsdt

�
�
�
1�

Z M

0

Z N

0

c(s; t)g(s; t)� exp
�
b(s; t)�

Z s

0

Z t

0

f(u; v)dudv

�
� dsdt

��1!#

� exp
�
b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
;
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est valable pour tout (x; y) 2 � à condition que :Z M

0

Z N

0

c(s; t)g(s; t) exp

�
b(s; t)

Z s

0

Z t

0

f(u; v)dudv

�
dsdt < 1:

Théorème 3.2.8 ([21]) Supposons que les hypothèses du Théorème 3.2.7 sont véri�ées.

Si l�inégalité suivante

umx; y) � a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)un(s; t)dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t)ur(s; t)dsdt;

est satisfaite, où m � n � 0;m � r � 0;où m;n sont des constantes, alors nous avons

u(x; y) �
�
a(x; y) +

�
A(x; y) + C(x; y)�

�Z M

0

Z N

0

A(s; t)G(s; t)

� exp
�
B(s; t)�

Z s

0

Z t

0

F (u; v)dudv

�
dsdt

�
;

�
�
1�

Z M

0

Z N

0

C(s; t)G(s; t)� exp
�
B(s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v)dudv

�
� dsdt

��1!#

� exp
�
B(x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t)dsdt

�� 1
m

;

où

A(x; y) = b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)

�
n

m
K
(n�m)=m
1 (s; t)a(s; t) +

m� n
m

K
n
m
1 (s; t)

�
dsdt;

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t)

�
r

m
K

(r�m)
m

2 (s; t)a(s; t) +
m� r
m

K
r=m
2 (s; t)

�
dsdt;

B(x; y) =
n

m
b(x; y); C(x; y) =

n

m
c(x; y);

F (x; y) = f(x; y)K
(n�m)
m

1 (x; y);

G(x; y) = g(x; y)K
(r�m)
m

2 (x; y) ;

pour tout Ki 2 C (�;R0) (i = 1; 2) :

Ce qui est valable pour tout (x; y) 2 � à condition que :Z M

0

Z N

0

C(s; t)G(s; t) exp

�
B(s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v)dudv

�
dsdt < 1:
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Corollaire 3.2.2 ([21]) Supposons que les hypothèses du Théorème 3.2.7 sont véri�ées.

Si l�inégalité

u2x; y) � a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)u(s; t)dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t)u(s; t)dsdt;

est satisfaite, où m � n � 0;m � r � 0;où m;n sont des constantes. Nous avons

u(x; y) �
�
a(x; y) +

�
A(x; y) +

1

2
c(x; y)�

��Z M

0

Z N

0

A(s; t)G(s; t)�
�

� exp
�
1

2
b(s; t)�

Z s

0

Z t

0

F (u; v)dudv

�
dsdt

�
�
1�

Z M

0

Z N

0

1

2
c(s; t)G(s; t)� exp

�
1

2
b(s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v)dudv

�
� dsdt

��1!#

� exp
�
1

2
b(x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t)dsdt

�� 1
2

;

où

A(x; y) = b(x; y)

Z x

0

Z y

0

1

2
f(s; t)

h
K

�1
2
1 (s; t)a(s; t) +K

1
2
1 (s; t)

i
dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

1

2
g(s; t)

h
K

�1
2
2 (s; t)a(s; t) +K

1
2
2 (s; t)

i
dsdt;

B(x; y) =
n

m
b(x; y); C(x; y) =

n

m
c(x; y);

F (x; y) = f(x; y)K
�1
2
1 (x; y);

G(x; y) = g(x; y)K
�1
2
2 (x; y) ;

pour tout Ki 2 C (�;R0) (i = 1; 2) ; est valable pour tout (x; y) 2 � à condition que :Z M

0

Z N

0

1

2
c(s; t)G(s; t)� exp

�
1

2
b(s; t)

Z s

0

Z t

0

F (u; v)dudv

�
dsdt < 1:

Ma et Peµcaríc [48] ont discuté de l�inégalité intégrale de type Gamidov retardée:

Théorème 3.2.9 ([48]) Soient u(x; y) et l(x; y) 2 C (�;R+) ; a(x; y; s; t) et b(x; y; s; t) 2

C (E;R+) ; a(x; y; s; t); b(x; y; s; t) sont des fonctions croissantes en x et y pour chaque
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s 2 I1, t 2 I2; � 2 C1 (I1; I2) sont des fonctions croissnates avec � (x) � x sur I1; �(y) � y

sur I2. Si l�inégalité

up(x; y) � l(x; y) +

Z �(x)

0

Z �(y)

0

a(x; y; s; t)uq(s; t)dtds

+

Z �(M)

�(x0)

Z �(N)

�(y0)

b(x; y; s; t)ur(s; t)dtds;

est satisfaite, où p � q � 0; p � r � 0;où p; q et r sont des constantes, alors on a

u(x; y) �
�
l(x; y) +

A1(x; y) +B1(x; y)

1� �1(x; y)
exp (A1(x; y))

� 1
p

;

pour tout Ki 2 � et Ki (x; y) 2 C (�;R0) (i = 1; 2)où

A1(x; y) =
q

p

Z �(x)

�(x0)

Z �(y)

�(y0)

a(x; y; s; t)K
q�p
p

1 (s; t)dtds;

A1(x; y) =

Z �(x)

�(x0)

Z �(y)

�(y0)

a(x; y; s; t)

�
q

p
K

q�p
p

1 (s; t) l(s; t) +
p� q
p
K

q
p

1 (s; t)

�
dtds;

et

B1(x; y) =

Z �(M)

�(x0)

Z �(N)

�(y0)

b(x; y; s; t)

�
r

p
K

r�p
p

2 l(s; t) +
p� r
p
K

r
p

2 (s; t)

�
dtds;

est valable pour tout (x; y) 2 � à condition que :

�1(x; y) =
r

p

Z �(M)

�(x0)

Z �(N)

�(y0)

b(x; y; s; t)K
r�p
p

2 (s; t) exp (A1(s; t)) dtds < 1:

3.3 Nouvelles extensions et généralisations

3.3.1 Sur quelques inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-

Gamidov en dimension une

Dans la présente section, nous examinerons le problème d�obtention de résultats plus

ra¢ nés et des versions plus générales des inégalités représentées dans les deux sections

précédentes sur des échelles de temps arbitraires.

Lemme 3.3.1 Soient u; m; l et n 2 Crd ([a; b]T ;R+) où a; b 2 T. Soit g : R+ ! R+ une

fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée première est continue et
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décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

u(t) � m(t) + l(t)
bZ
a

n(s)g(u(s))�s; (3.1)

est satisfaite, alors

u(t) � m(t) +

l(t)

bZ
a

n(s)g(m(s))�s

1�
bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s

; (3.2)

pour t 2 [�; b]kT, à condition que

bZ
a

g�(m(s))n(s)l(s)�s < 1:(3.3)

Preuve. Posons

� =

bZ
a

n(s)g(u(s))�s: (3.4)

De toute évidence, � est une constante. Il résulte de (3.1) que

u(t) � m(t) + l(t)�: (3.5)

par une simple application du théorème de la valeur moyenne à la fonction g, nous aurons,

pour tout x � y > 0, il existe c 2]y; x[ tel que,

g(x)� g(y) = g0(c)(x� y) � g0(y)(x� y): (3.6)

Ainsi,

g(u(t)) � g(m(t) + l(t)�) � g0(m(t))l(t)� + g(m(t)): (3.7)

Multiplions les deux côtés de l�inégalité (3.7) par n(t), puis intégrons le résultat obtenu a

à b, nous aurons

bZ
a

n(s)g(u(s))�s �
bZ
a

n(s)g(m(s))�s+ �

bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s; (3.8)
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on peut réécrire l�inégalité (3.8) sous la forme :

� �
bZ
a

n(s)g(m(s))�s+ �

bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s; (3.9)

et donc, l�inégalité (3.9) implique l�estimation suivante

�(1�
bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s) �
bZ
a

n(s)g(m(s))�s; (3.10)

utilisons l�inégalité (3.3), l�inégalité précédente devient

� �

bZ
a

n(s)g(m(s))�s

1�
bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s

: (3.11)

Le résultat souhaité découle des inégalités (3.11) et (3.5). Ce qui achève la preuve.

Remarque 3.3.1 Si nous prenons, T = R; g(x) = x, a = 0, b = T , le Lemme 3.3.1 sera

réduit au Lemme 2.2 dans [22] :

Corollaire 3.3.1 Supposons que toutes les conditions du Lemme 3.3.1 sont véri�ées. Si

l�inégalité

u(t) � m(t) + l(t)
bZ
a

n(s) arctan(u(s))�s;

ce qui implique que

u(t) � m(t) +

l(t)

bZ
a

n(s) arctan(m(s))�s

1�
bZ
a

n(s)l(s)

1 +m2(s)
�s

;

pour t 2 [�; b]kT ; à condition que
bZ
a

n(s)l(s)

1 +m2(s)
�s < 1;
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et si

u(t) � m(t) + l(t)
bZ
a

n(s) ln(u(s) + 1)�s;

alors

u(t) � m(t) +

l(t)

bZ
a

n(s) ln(m(s) + 1)�s

1�
bZ
a

n(s)l(s)

1 +m(s)
�s

;

pour t 2 [�; b]kT, à condition que

bZ
a

n(s)l(s)

1 +m(s)
�s < 1:

Théorème 3.3.1 Supposons que u; c; n 2 Crd ([a; b]T ;R+)et c� � 0. Si f est dé�nie

comme dans le Théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [a; b]T et

s � t. Soit g : R+ ! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa

dérivée première est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

u(t) � c(t) +
tZ

a

f(t; s)u(s)�s+

bZ
a

n(s)g(u(s))�s; (3.12)

est satisfaite pout tout t 2 [a; b]kT ; alors

u(t) � m(t) +

l(t)

bZ
a

n(s)g(m(s))�t

1�
bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s

; (3.13)

où

m(t) = c(a)eP (t; a) +

tZ
a

Q(s)eP (t; � (s))�s; (3.14)

l(t) = eP (t; a);
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et

P (t) =

24f (� (t) ; t) + tZ
a

f�(t; s)�s

35 ; (3.15)

Q(t) = c�(t);

à condition que
bZ
a

g0(m(s))n(s)l(s)�s < 1: (3.16)

Preuve. Dé�nissons une fonction z(t) par

z(t) = c(t) +

tZ
a

f(t; s)u(s)�s+

bZ
a

n(s)g(u(s))�s; (3.17)

alors

u(t) � z(t); (3.18)

z (a) = c(a) +

bZ
a

n(s)g(u(s))�s:

Il résulte de ces deux inégalités (3.17) et (3.18) que

z(a) = c(a) +

bZ
a

n(s)g(z(s))�s; (3.19)

z�(t) = c�(t) + f(� (t) ; t)u(t) +

tZ
a

f�(t; s)u(s)�s; (3.20)

z�(t) � c�(t) + (f(� (t) ; t) +
tZ

a

f�(t; s)�s)z(t); (3.21)

alors, l�inégalité ci-dessus peut être reformulée comme suit :

z�(t) � P (t)z(t) +Q(t); (3.22)

où P et Q sont dé�nies par (3.15).
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Appliquons le Lemme 1.4.3 à l�inégalité (3.22), nous obtenons

z(t) � z(a)eP (t; a) +
tZ

a

Q(s)eP (t; � (s))�s: (3.23)

La substitution de (3.19) dans (3.23), nous trouvons

z(t) �
tZ

a

Q(s)eP (t; � (s))�s+ c(a)eP (t; a) + eP (t; a)

bZ
a

n(s)g(z(s))�s; (3.24)

Nous pouvons réécrire l�inégalité (3.24) sous la forme suivante

z(t) � m(t) + l(t)
bZ
a

n(s)g(z(s))�s; (3.25)

où m et l sont données par (3.14).

Appliquons le Lemme 3.3.1 et en utilisant l�inégalité (3.18), on obtient l�inégalité

voulue (3.13). Ce qui achève la preuve.

Remarque 3.3.2 Si T = R; g(x) = x, l�inégalité donnée dans le Théorème 3.3.1 se réduit

à l�inégalité donnée dans[[54]; Th�eor�eme 1; (a3)] :

Théorème 3.3.2 Supposons que u; a; b; n 2 Crd ([a; b]T ;R+) et c� � 0. Si f est dé�nie

comme dans le Théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [a; b]T et

s � t. Soit g : R+ ! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa

dérivée première est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

up(t) � a(t) + b(t)

0@ tZ
a

f(t; s)uq(s)�s+

bZ
a

n(s)g(u(s))�s

1A ; (3.26)

est satisfaite pout tout t 2 [a; b]kT, alors

u(t) � m�(t) +

l�(t)

bZ
a

n(s)g(m�(s))�s

1�
bZ
a

g0(m�(s))n(s)l�(s)�s

:
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où

m�(t) =
1

p
K

1�p
p b(s)

tZ
a

Q�(s)eP �(t; � (s))�s+
1

p
K

1�p
p a(t) +

p� 1
p
K

1
p ; (3.27)

l�(t) =
1

p
K

1�p
p b(t)eP �(t; �);

et

P �(t) =
q

p
K

q�p
p b(t)f(� (t) ; t) +

tZ
a

q

p
K

q�p
p b(s)f�(t; s)�s; (3.28)

Q�(t) = f(� (t) ; t)(
q

p
K

q�p
p a(t) +

p� q
p
K

q
p ) +

tZ
a

f�(t; s)(
q

p
K

q�p
p a(s) +

p� q
p
K

q
p )�s;

.

à condition que

bZ
a

g0(m�(s))n(s)l�(s)�s < 1:

Preuve. Dé�nissons une fonction z(t) par

z(t) =

tZ
a

f(t; s)uq(s)�s+

bZ
a

n(s)g(u(s))�s; (3.29)

alors

u(t) � (a(t) + b(t)z(t))
1
p : (3.30)

Utilisons le Lemme 1.4.1(p.24), nous obtenons facilement

u(t) � 1

p
K

1�p
p (a(t) + b(t)z(t)) +

p� 1
p
K

1
p = w(t); (3.31)

z(a) =

bZ
a

n(s)g(u(s))�s �
bZ
a

n(s)g(w(s))�s:
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Ainsi, une simple application du Théorème 1.1.8, nous donne le résultat suivant

z�(t) = f(� (t) ; t)uq(t) +

tZ
a

f�(t; s)uq(s)�s (3.32)

� f(� (t) ; t)(a(t) + b(t)z(t))
q
p +

tZ
a

f�(t; s)(a(s) + b(t)z(s))
q
p�s:

Utilisons le Lemme 1.4.1 pour toutK > 0, nous obtenons facilement le résultat suivant

z�(t) � f(� (t) ; t)(
q

p
K

q�p
p (a(t) + b(t)z(t)) +

p� q
p
K

q
p ) (3.33)

+

tZ
a

f�(t; s)(
q

p
K

q�p
p (a(s) + b(s)z(s)) +

p� q
p
K

q
p )�s;

Nous pouvons réécrire l�inégalité (3.33) sous la forme suivante

z�(t) � (
q

p
K

q�p
p b(t)f(� (t) ; t) +

tZ
a

q

p
K

q�p
p f�(t; s)b(s)�s)z(t) (3.34)

+f(� (t) ; t)(
q

p
K

q�p
p a(t) +

p� q
p
K

q
p ) +

tZ
a

f�(t; s)(
q

p
K

q�p
p a(s) +

p� q
p
K

q
p )�s:

L�inégalité ci-dessus peut être reformulée de la manière suivante :

z�(t) � P �(t)z(t) +Q�(t); (3.35)

où P �et Q� sont dé�nies par (3.28).

Faisons appel au Lemme 1.4 .3, l�inégalité (3.35), donne une estimation de z(t) de la

forme suivante

z(t) � z(a)eP �(t; a) +
tZ

�

Q�(s)eP �(t; � (s))�s: (3.36)

Il résulte des inégalités (3.31) et (3.36) que

z(t) � eP �(t; a)

bZ
a

n(s)g(w(s))�s (3.37)

+

tZ
�

Q�(s)eP �(t; � (s))�s:
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Multiplions les deux côtés de l�inégalité (3.37) par 1
p
K

1�p
p b(t) et en ajoutant 1

p
K

1�p
p a(t)+

p�1
p
K

1
p aux deux côtés de l�inégalité résultante, nous obtenons

w(t) � 1

p
K

1�p
p b(t)eP �(t; a)

bZ
a

n(s)g(w(s))�s (3.38)

+
1

p
K

1�p
p b(t)

tZ
a

Q�(s)eP �(t; � (s))�s+
1

p
K

1�p
p a(t) +

p� 1
p
K

1
p :

En outre, l�inégalité ci-dessus peut être réécrite sous la forme suivante

w(t) � m�(t) + l�(t)

bZ
a

n(s)g(w(s))�s; (3.39)

où m� et l� sont données par (3.27).

Utilisons le Lemme 3.3.1, l�inégalité (3.39) devient

u(t) � w(t) � m�(t) +

l�(t)

bZ
a

n(s)g(m�(s))�s

1�
bZ
a

g0(m�(s))n(s)l�(s)�s

: (3.40)

Ce qui achève la preuve.

Corollaire 3.3.2 Supposons que u; a; b; c; n 2 Crd ([a; b]T ;R+). Si f est dé�nie comme

dans le Théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [a; b]T et s � t.

Soit g : R+ ! R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée

première est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité suivante

up(t) � a(t) + b(t)
tZ

�

f(t; s)uq(s)�s+ c(t)

bZ
a

n(s)g(u(s)�s; (3.41)

est satisfaite pout tout t 2 [a; b]kT ; alors
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u(t) � m�(t) +

l�(t)

bZ
a

n(s)g(m�(s))�s

1�
bZ
a

g0(m�(s))n(s)l�(s)�s

; (3.42)

où m�(t), l�(t); P �(t) et Q�(t) sont données par (3.27) et (3.28), en remplaçant b(t) par

(b(t) + c(t)), sous la condition

bZ
a

g0(m�(s))n(s)l�(s)�s < 1:

Preuve. L�inégalité (3.41) peut être estimée comme

up(t) � a(t) + (b(t) + c(t))(
tZ

a

f(t; s)uq(s)�s+

bZ
a

n(s)g(u(s)))�s: (3.43)

Appliquons le Théorème 3.3.2 à cette dernière, nous en déduisons l�inégalité souhaitée

(3.42).

Théorème 3.3.3 Supposons que u; c; n 2 Crd ([a; b]T ;R+) et c� � 0. Si f est dé�nie

comme dans le théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [a; b]T et

s � t. Soient g1; g2 R+ ! R+ deux fonctions di¤érentiables croissantes sur ]0;+1[ telles

que leurs dérivées premières sur ]0;+1[ sont continues et décroissantes. Si l�inégalité

up(t) � c(t) +
tZ

a

f(t; s)g1(u(s))�s+

bZ
a

n(s)g2(u(s))�s; (3.44)

est satisfaite pout tout t 2 [a; b]kT, alors

u(t) � m(t) +

l(t)

bZ
a

n(s)g2(m(s))�s

1�
bZ
a

g02(m(s))n(s)l(s)�s

; (3.45)
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à condition que
bZ
a

g02(m(s))n(s)l(s)�s < 1;

où

m(t) =
1

p
K

1�p
p (c(a)eP (t; a) +

tZ
a

Q(s)eP (t; � (s))�s) +
p� 1
p
K

1
p ; (3.46)

l(t) =
1

p
K

1�p
p eP (t; a);

et

P (t) = (f(� (t) ; t) +

tZ
a

f�(t; s)�s)(
1

p
K

1�p
p g01(

p� 1
p
K

1
p ); (3.47)

Q(t) = c�(t) + g1(
p� 1
p
K

1
p )(f(� (t) ; t) +

tZ
a

f�(t; s)�s):

Preuve. Dé�nissons une fonction z(t) comme suit

z(t) = c(t) +

tZ
a

f(t; s)g1(u(s))�s+

bZ
a

n(s)g2(u(s))�s; (3.48)

alors

u(t) � z
1
p (t) � 1

p
K

1�p
p z(t) +

p� 1
p
K

1
p = w(t); (3.49)

z�(t) = c�(t) + f(� (t) ; t)g1(u(t)) +

tZ
a

f�(t; s)g1(u(s))�s;

z�(t) � c�(t) + (f(� (t) ; t) +

tZ
a

f�(t; s)�s)g1(w(t));

z(a) = c(a) +

bZ
a

n(s)g2(u(s))�s � c(a) +
bZ
a

n(s)g2(w(s))�s:

A l�aide des propriétés de la fonction g1 et en utilisant (3.49), il en résulte que

z�(t) � c�(t) + (f(� (t) ; t) +
tZ

a

f�(t; s)�s)(g01(
p� 1
p
K

1
p )
1

p
K

1�p
p z(t) + g1(

p� 1
p
K

1
p )):

(3.50)
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L�inégalité (3.50) peut être reformulée comme suit

z�(t) � P (t)z(t) +Q(t); (3.51)

où P et Q sont données par (3.47).

Faisons appel au Lemme 1.4.3, l�inégalité (3.51) devient, alors

z(t) � z(a)eP (t; a) +
tZ

a

Q(s)eP (t; � (s))�s; (3.52)

Substituons l�inégalité (3.49) dans l�inégalité (3.52), nous aurons

z(t) � c(a)eP (t; a) +
tZ

a

Q(s)eP (t; � (s))�s+ eP (t; a)

bZ
a

n(s)g2(w(s))�s; (3.53)

Multiplions les deux côtés de l�inégalité (3.53) par 1
p
K

1�p
p b(t) et en ajoutant p�1

p
K

1
paux

deux côtés de l�inégalité résultante, nous obtenons

w(t) � 1

p
K

1�p
p (c(a)eP (t; a) +

tZ
a

Q(s)eP (t; � (s))�s) +
p� 1
p
K

1
p (3.54)

+
1

p
K

1�p
p eP (t; a)

bZ
a

n(s)g2(w(s))�s;

alors, l�inégalité ci-dessus peut être reformulée comme suit :

w(t) � m(t) + l(t)
bZ
a

n(s)g2(w(s))�s; (3.55)

où m et l sont données par (3.46).

Utilisons le lemme 3.3.1, nous obtenons

u(t) � w(t) � m(t) +

l(t)

bZ
a

n(s)g2(m(s))�s

1�
bZ
a

g02(m(s))n(s)l(s)�s

:

Ce qui achève la preuve.
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Théorème 3.3.4 Supposons que u; h; n 2 Crd ([a; b]T ;R+) et c � 0. Si f est dé�nie

comme dans le e Théorème 1.1.8 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [a; b]Tet

s � t. Soit g : R+ ! R+une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa

dérivée première est continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

up(t) � c +
tZ

�

h(s)

24uq(s) + sZ
a

f(s; �)uq(�)�� +

bZ
a

n(�)g(u(�))��

35�s; (3.56)

est satisfaite, alors

u(t) �

266666664
c+ qK

q�1
p

tZ
a

h(�)

0BBBBBBB@
m(t) +

l(�)

bZ
a

n(t)g(m(t))�t

1�
bZ
a

g0(m(t))r(t)l(t)�t

1CCCCCCCA
��

377777775

1
p

; (3.57)

pour t 2 [�; b]kT, à condition que

bZ
a

g0(m(t))r(t)l(t)�t < 1; (3.58)

où

m(t) = (
1

p
K

1�p
p c+

p� 1
qp

K
1
p )eP (t; a) +

p� 1
p
K

1
p (3.59)

+
1

q
K

1�q
p

tZ
�

Q(s)eP (t; � (s))�s;

l(t) =
1

q
K

1�q
p eP (t; a);

P (t) =
q

p
K

q�p
p
h(t) + f(�(t); t) +

tZ
a

f�(t; �)�� ; (3.60)

Q(t) =
p� q
p
K

q
p (f(�(t); t) +

tZ
a

f�(t; �)��):
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Preuve. Dé�nissons une fonction z(t) par

z(t) = c +

tZ
a

h(s)

24uq(s) + sZ
a

f(s; �)uq(�)�� +

bZ
a

n(�)g(u(�))��

35�s; (3.61)

alors

z (a) = c; (3.62)

u(t) � z
1
p (t) � 1

p
K

1�p
p z(t) +

p� 1
p
K

1
p ; (3.63)

et

z�(t) = h(t)

24uq(t) + tZ
a

f(t; �)uq(�)�� +

bZ
a

n(�)g(u(�))��

35 : (3.64)

Utilisons (3.63), comme la fonction z(t) est croissante, l�inégalité (3.64) assure

z�(t) � h(t)

240@z qp (t) + tZ
a

f(t; �)z
q
p (�)��

1A+
0@ bZ
a

n(�)g(z
1
p (�))��

1A35 : (3.65)

Utilisons le Lemme 1.4.1 pour l�inégalité précédente, nous obtenons

z�(t) � h(t)

26666664
( q
p
K

q�p
p z(t) + p�q

p
K

q
p ) +

tZ
a

f(t; �)( q
p
K

q�p
p z(�) + p�q

p
K

q
p )��

+

bZ
a

n(�)g(1
p
K

1�p
p z(�) + p�1

p
K

1
p )�� ;

37777775 : (3.66)

Dé�nissons une fonction v(t) par

v(t) =

26666664
( q
p
K

q�p
p z(t) + p�q

p
K

q
p ) +

tZ
a

f(t; �)( q
p
K

q�p
p z(�) + p�q

p
K

q
p )��

+

bZ
a

n(�)g(1
p
K

1�p
p z(�) + p�1

p
K

1
p )��

37777775 : (3.67)

Il est claire que

v(a) =
q

p
K

q�p
p c+

p� q
p
K

q
p +

bZ
�

n(�)g(
1

p
K

1�p
p z(�) +

p� 1
p
K

1
p )�� ; (3.68)

de plus
q

p
K

q�p
p z(t) � v(t); z�(t) � h(t)v(t) (3.69)
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et que la fonction v(t) est croissante pour t 2 [a; b]kT. Ainsi, une simple application du

Théorème 1.1.8, donne le résultat suivant

v�(t) =
q

p
K

q�p
p z�(t) + f(�(t); t)(

q

p
K

q�p
p z(t) +

p� q
p
K

q
p ) (3.70)

+

tZ
�

f�(t; �)(
q

p
K

q�p
p z(�) +

p� q
p
K

q
p )�� ;

Il résulte des inégalités (3.69) et (3.70) que

v�(t) � (
q

p
K

q�p
p h(t) + f(�(t); t) +

tZ
�

f�(t; �)��)v(t) (3.71)

+
p� q
p
K

q
p (f(�(t); t) +

tZ
�

f�(t; �)��):

En outre, l�inégalité ci-dessus peut être réécrite sous la forme suivante

v�(t) � P (t)v(t) +Q(t); (3.72)

où P et Q sont dé�nies par (3.60).

Faisons appel au Lemme 1.4.3, l�inégalité (3.72) donne une estimation de v(t) de la

forme suivante

v(t) � v(a)eP (t; a) +
tZ

a

Q(s)eP (t; � (s))�s; (3.73)

v(t) � (
q

p
K

q�p
p c+

p� q
p
K

q
p )eP (t; a) (3.74)

+eP (t; a)

bZ
a

n(�)g(
1

p
K

1�p
p z(�) +

p� 1
p
K

1
p )��

+

tZ
a

Q(s)eP (t; � (s))�s:

Multiplions les deux côtés de l�inégalité (3.74) par 1
q
K

1�q
p et en ajoutant p�1

p
K

1
p aux deux

membres de l�inégalité résultante et en utilisant (3.69), nous obtenons

1

q
K

1�q
p v(t) +

p� 1
p
K

1
p � m(t) + l(t)

bZ
a

n(�)g(
1

q
K

1�q
p v(�) +

p� 1
p
K

1
p )�� ; (3.75)
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où l(t) et m(t) sont données par (3.59).

Ainsi (3.75) peut être réécrite comme suit :

w(t) � m(t) + l(t)
bZ

�

n(�)g(w(�))�� ; (3.76)

où

w(t) =
1

q
K

1�q
p v(t) +

p� 1
p
K

1
p : (3.77)

Appliquons le Lemme 3.3.1 à l�inégalité (3.77), nous obtenons

w(t) � m(t) +

l(t)

bZ
�

n(s)g(m(s))�s

1�
bZ

�

g0(m(s))n(s)l(s)�s

: (3.78)

Il résulte de (3.77) que
1

q
K

1�q
p v(t) � w(t): (3.79)

Il résulte des deux dernières inégalités que

v(t) � qK
q�1
p

0BBBBBBB@
m(t) +

l(t)

bZ
�

n(s)g(m(s))�s

1�
bZ

�

g0(m(s))n(s)l(s)�s

1CCCCCCCA
; (3.80)

Donc, de l�inégalité (3.69), on peut écrire

z�(t) � qK
q�1
p h(t)

0BBBBBBB@
m(t) +

l(t)

bZ
�

n(s)g(m(s))�s

1�
bZ

�

g0(m(s))n(s)l(s)�s

1CCCCCCCA
: (3.81)

L�intégration des deux membres de la dernière inégalité de (3.81) de a à t, donne

z(t) � c+ qK
q�1
p

tZ
�

h(�)(m(�) +

l(�)

bZ
�

n(s)g(m(s))�s

1�
bZ

�

g0(m(s))n(s)l(s)�s

)�� : (3.82)
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L�inégalité désirée (3.57) découle des deux inégalités (3.82) et (3.63).

Remarque 3.3.3 Pour T = R ; g(x) = x; f(t; s) = f(t); p = q = 1, l�inégalité donnée

dans le Théorème 3.3.4 se réduit à l�inégalité donnée dans[ [55]; p.47; (c2)].

3.4 Applications

La dernière partie de cette section est consacrée à une certaine illustration de nos princi-

paux et récents résultats par la présentation de quelques exemples dont l�objectif principal

est explorer et d�étudier certaines propriétés de solutions des équations dynamiques sur

des échelles de temps.

Exemple 3.4.1 Considérons l�équation intégrale générale, mixte et non linéaire suivante

yp(t) = x(t) +

Z t

a

F (s; yq(s))�s+

Z b

a

G(s; y(s))�s > 0; (3.83)

pour t 2 [a; b]T, où p � q � 1; p � r � 1; y(t) est une fonction inconnue, x 2

Crd ([a; b]T ;R) ; F;G 2 Crd ([a; b]T � R;R).

Supposons les fonctions F et G indiquées dans la formule (3.83) satisfaisant aux con-

ditions suivantes :

jx(t)j � a(t); (3.84)

jF (s; yq(s))j � f(s) jyjq ;

jG(s; y(s))j � n(s)g(jyj):

où a(t); n(t); g(t) , f(t) 2 Crd ([a; b]T ;R+).

Proposition 3.4.1 Admettons que y(t) est la solution unique de l�équation (3.83) etR b
a
g0(m�(s))n(s)l�(s) �s < 1, alors
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jy(t)j �
(
m�(t) +

l�(t)
R b
a
n(s)g(m(s))�s

1�
R b
a
g0(m(s)n(s)l(s)�s

)
; (3.85)

pour tout t 2 [�; b]kT, où m�(t) et l�(t) sont dé�nies comme dans le Théorème 3.3.2.

Preuve. A partir des équations (3.83) et (3.84), nous obtenons

jy(t)jp � a(t) +
Z b

a

f(s) jy(s)jq�s+
Z b

a

n(s)g(jyj)�s: (3.86)

En faisant appel au Théorème 3.3.2 à l�inégalité ci-dessus, nous trouvons le résultat

voulu (3.85).

Remarque 3.4.1 Si nous prenons, g(x) = arctan(x) dans l�inégalité (3:86), alors la

solution de (3.83) et (3.84) peut être estimée comme

jy(t)j �

8>><>>:m�(t) +
l�(t)

R b
a
n(s) arctan(m�(s))�s

1�
R b
a

n(s)l(s)

1 +m�2(s)
�s

9>>=>>; ;
où m�(t) et l�(t) sont dé�nies comme dans le Théorème 3.3.2.

Exemple 3.4.2 Considérons le problème à valeur initiale suivant :

y�(t) = h(t)

�
yq(t) +

Z t

�

f(t; s)yq(s)�s+

Z b

a

n(s) ln(jy(s)j+ 1)�s
�
; y(a) = c; (3.87)

où h(t), f(t; s) et n(t) sont exactement dé�nies comme dans le Théorème 3.3.4, et c

une constante.

Proposition 3.4.2 Supposons que y(t) est la solution unique de l�équation (3.87). Alors

y(t) �

266666664
c+ qK

q�1
p

tZ
a

h(�)(m(t) +

l(�)

bZ
a

n(s) ln(m(s) + 1)�s

1�
bZ
a

n(s)l(s)

1 +m(s)
�s

)��

377777775

1
p

; (3.88)
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pour tout t 2 [�; b]kT, avec
bZ
a

n(s)l(s)

1 +m(s)
�s < 1; (3.89)

où m�(t) et l�(t) sont dé�nies comme dans le Théorème 3.3.4.

Preuve. Si y(t) est l�unique solution de (3.87), alors y(t) peut être exprimée de la

manière suivante

y(t) = c+

Z t

a

h(s)

�
yq(s) +

Z s

a

f(s; �)yq(�)�� +

Z b

�

n(�) ln(jy(�)j+ 1)��
�
�s: (3.90)

En outre,

jy(t)j � jcj+
Z t

a

h(s)

�
jyq(s)j+

Z s

a

f(s; �) jyq(�)j��) +
Z b

a

n(�) ln(jy(�)j+ 1)��
�
�s:

(3.91)

Appliquons le Théorème 3.3.4, nous trouvons le résultat voulu (3.88).

3.4.1 Sur quelques inégalités de type Gamidov bidimension-

nelles

Dans cette partie, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles inégalités intégrales

de type Gamidov en dimension deux qui sont des généralisations des résultats obtenus

par K. Cheng et C. Guo[21].

Lemme 3.4.1 Supposons que u(x; y); a(x; y); c(x; y); g(x; y) 2 C(�;R+). Soit n : R+ !

R+ une fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée première est

continue et décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

u(x; y) � a(x; y) + c(x; y)
Z M

0

Z N

0

n(u(s; t))g(s; t)dsdt; (3.92)

est satisfaite, alors

u(x; y) � a(x; y) +
c(x; y)

RM
0

R N
0
g(s; t)n(a(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0
c(s; t)g(s; t)n0(a(s; t))dsdt

: (3.93)

Ceci est valable pour tout (x; y) 2 � à condition que :Z M

0

Z N

0

n0(a(s; t))c(s; t)g(s; t)dsdt < 1: (3.94)
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Preuve. De toute évidence
RM
0

R N
0
g(s; t)n(u(s; t))dsdt est une constante.

Soit


 =

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt; (3.95)

alors

u(x; y) � a(x; y) + c(x; y)
: (3.96)

Comme n est une fonction croissante sur ]0;+1[, alors, on a

n(u(x; y)) � n(a(x; y) + c(x; y)
):

Et, par une simple application du théorème de la valeur moyenne à la fonction n, nous

aurons, pour tout x1 � y1 > 0 l�existence c 2]y1; x1[ tel que,

n(x1)� n(y1) = n0(c)(x1 � y1) � n0(y1)(x1 � y1): (3.97)

On peut obtenir aisément

n(u(x; y)) � n0(a(x; y))c(x; y)
 + n(a(x; y): (3.98)

Comme g(x; y) est une fonction positive, alors

g(x; y)n(u(x; y)) � g(x; y)n0(a(x; y))c(x; y)
 + g(x; y)n(a(x; y): (3.99)

En intégrant les deux membres de (3.99), on obtient


 =

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt (3.100)

� 


Z M

0

Z N

0

n0(a(s; t))c(s; t)g(s; t)dsdt+

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(a(s; t))dsdt:

Utilisons l�inégalité (3.96), l�inégalité précédente devient


 �
RM
0

R N
0
g(s; t)n(a(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0
c(s; t)g(s; t)n0(a(s; t))dsdt

: (3.101)

L�inégalité désirée (3.93) découle des deux inégalités (3.101) et (3.96).

Remarque 3.4.2 Si nous prenons n(x) = x , le Lemme 3.4.1 sera réduit au Lemme

3.2.1.
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Corollaire 3.4.1 Supposons que toutes les conditions du Lemme 3.1 sont véri�ées. Si

l�inégalité

u(x; y) � a(x; y) + c(x; y)
Z M

0

Z N

0

g(s; t) arctan(u(s; t))dsdt;

est satisfaite, alors

u(x; y) � a(x; y) +
c(x; y)

RM
0

R N
0
g(s; t) arctan(a(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0

c(s; t)g(s; t)

1 + a2(s; t)
dsdt

;

pour tout (x; y) 2 �, sous la conditionZ M

0

Z N

0

c(s; t)g(s; t)

1 + a2(s; t)
dsdt < 1:

Et si

u(x; y) � a(x; y) + c(x; y)
Z M

0

Z N

0

g(s; t) ln(u(s; t) + 1)dsdt;

alors

u(x; y) � a(x; y) +
c(x; y)

RM
0

R N
0
g(s; t) ln(a(s; t) + 1)dsdt

1�
RM
0

R N
0

c(s; t)g(s; t)

1 + a(s; t)
dsdt

;

pour tout (x; y) 2 �, sous la conditionZ M

0

Z N

0

c(s; t)g(s; t)

1 + a(s; t)
dsdt < 1:

Théorème 3.4.1 Soit a(x; y); b(x; y); c(x; y); f(x; y); g(x; y) 2 C(�;R+) ,et a(x; y);

b(x; y); c(x; y) sont des fonctions non décroissantes en x et y . Soit n : R+ ! R+ une

fonction di¤érentiable croissante sur ]0;+1[ telle que sa dérivée première est continue et

décroissante sur ]0;+1[. Si l�inégalité

u(x; y) � a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)u(s; t)dsdt+ c(x; y)

�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt; (3.102)

est satisfaite, alors

u(x; y) � A�(x; y) + C�(x; y) (3.103)

�
RM
0

R N
0
g(s; t)n(A�(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0
C�(s; t)g(s; t)n0(A�(s; t))dsdt

;

99



3.4. Applications

pour tout (x; y) 2 �, sous la conditionZ M

0

Z N

0

C�(s; t)g(s; t)n0(A�(s; t))dsdt < 1;

où

A�(x; y) = a(x; y) exp

�
b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
; (3.104)

C�(X;Y ) = c(x; y) exp

�
b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
:

Preuve. Fixons arbitrairement (X; Y ) 2 �, pour (x; y) 2 �1 = [0; X]� [0; Y ],

d�aprés (3.102), on a

u(x; y) � a(X; Y ) + b(X; Y )

Z x

0

Z y

0

f(s; t)u(s; t)dsdt

+c(X; Y )�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt; (3.105)

Dé�nissons une fonction z(x; y) par

z(x; y) = a(X; Y ) + b(X; Y )

Z x

0

Z y

0

f(s; t)u(s; t)dsdt

+c(X;Y )�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt ;

alors,

u(x; y) � v(x; y); (3.106)

et

v(0; y) = a(X; Y ) + c(X;Y )

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt; (3.107)

@

@x
v(x; y) = b(X; Y )

Z y

0

f(x; t)u(x; t)dt (3.108)

� b(X; Y )

Z y

0

f(x; t)v(x; t)dt

� (b(X; Y )

Z y

0

f(x; t)dt)v(x; y):

Comme v(x; y) non décroissant en y, alors (3.108) devient

(@=@x) v(x; y)

v(x; y)
� b(X; Y )

Z y

0

f(x; t)dt: (3.109)
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En �xant x = s et en intégrant les deux membres de l�inégalité ci-dessus de 0 à x, nous

pouvons obtenir

v(x; y) � v(0; y) exp

�
b(X; Y )

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
: (3.110)

De (3.106) à (3.107), on obtient,

u(x; y) �
�
a(X; Y ) + c(X; Y )

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(v(s; t))dsdt

�
� exp

�
b(X; Y )

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
= a(X;Y ) exp

�
b(X; Y )

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
+c(X; Y ) exp

�
b(X;Y )

Z x

0

Z y

0

f(s; t)dsdt

�
�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(v(s; t))dsdt

= A1(x; y;X; Y ) + C1(x; y;X; Y )

�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(v(s; t))dsdt: (3.111)

Appliquons le Lemme 3.4.1 à l�inégalité (3.111), nous obtenons

u(x; y) � A1(x; y;X; Y ) + C1(x; y;X; Y ) (3.112)

�
RM
0

R N
0
g(s; t)n(A1(s; t;X; Y ))dsdt

1�
RM
0

R N
0
C1(x; y;X; Y )g(s; t)n0(A1(s; t;X; Y ))dsdt

puisque l�inégalité (3.112) est valable pour tous (x; y) 2 �1, nous prenons x = X et

y = Y , on obtient,

u(X; Y ) = A�(X; Y ) + C�(X; Y )�RM
0

R N
0
g(s; t)n(A�(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0
C�(s; t)g(s; t)n0(A�(s; t))dsdt

;

nous remplaçons X et Y par x et y, respectivement, et nous obtenons l�inégalité (3.103).

Remarques 3.4.3 Si nous prenons n(x) = x, le Théorème 3.4.1 sera réduit au Théorème

2 dans [21].
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Théorème 3.4.2 Soient a(x; y); b(x; y); c(x; y); f(x; y) et g(x; y) des fonctions dé�nies

comme dans le Théorème 3.4.1. Si u(x; y) 2 C(�;R+) satisfait à

up(x; y) � a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)uq(s; t)dsdt+ c(x; y)

�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt; (3.113)

où p; q sont des constantes réelles telles que p � q � 0; p � 1, alors

u(x; y) � A�(x; y) + C�(x; y) (3.114)

�
RM
0

R N
0
G�(s; t)n(A�(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0
C�(s; t)G�(s; t)n0(A�(s; t))dsdt

;

est valable pour (x; y) 2 �, où

A�(x; y) = A1(x; y) exp

�
B1(x; y)

Z x

0

Z y

0

F �(s; t)dsdt

�
; (3.115)

C�(X; Y ) = C1(x; y) exp

�
B1(x; y)

Z x

0

Z y

0

F �(s; t)dsdt

�
;

et

A1(x; y) =
1

p
K

1�p
p b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)

�
q

p
K(q�p)=pa(s; t) +

p� q
p

Kq=p

�
dsdt

+
1

p
K

1�p
p a(x; y) +

p� 1
p
K

1
p ;

B1(x; y) =
q

p
K(q�p)=pb(x; y); C1(x; y) =

1

p
K

1�p
p c(x; y);

F �(x; y) = f(x; y); G�(x; y) = g(x; y); (3.116)

sous la condition Z M

0

Z N

0

C�(s; t)G�(s; t)n0(A�(s; t))dsdt < 1:

Preuve. Dé�nissons une fonction w(x; y) par

w(x; y) = b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)uq(s; t)dsdt (3.117)

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(u(s; t))dsdt;
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alors

up(x; y) � a(x; y) + w(x; y); (3.118)

Utilisons le Lemme 1.4.1 pour tout K > 0, nous obtenons facilement

u(x; y) � (a(x; y) + w(x; y))1=p � 1

p
K

1�p
p (a(x; y) + w(x; y)) +

p� 1
p
K

1
p = v(x; y);

uq(x; y) � (a(x; y) + w(x; y))q=p � q

p
K(q�p)=p (a(x; y) + w(x; y)) +

p� q
p

Kq=p;

1

p
K

1�p
p w(x; y) � v(x; y): (3.119)

Il résulte des inégalités (3.117) et (3.119) que

w(x; y) � b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)

�
q

p
K(q�p)=pa(s; t) +

p� q
p

K
q=p

�
dsdt

+qK(q�1)=pb(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t)v(s; t)dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t) n(v(s; t))dsdt; (3.120)

Multiplions les deux côtés de l�inégalité (3.120) par 1
p
K

1�p
p et en ajoutant 1

p
K

1�p
p a(x; y)+

p�1
p
K

1
p aux deux côtés de l�inégalité résultante, nous obtenons

v(x; y) � A1(x; y) +B1(x; y)
Z x

0

Z y

0

F �(s; t)v(s; t)dsdt (3.121)

+C1(x; y)

Z M

0

Z N

0

G�(s; t)n(v(s; t))dsdt;

où A1(x; y); B1(x; y); C1(x; y); F �(x; y) et G�(x; y) sont dé�nies par (3.116).

Comme A1(x; y); B1(x; y) et C1(x; y) sont des fonctions croissantes, continues et posi-

tives, l�Appliquons du Théorème 3.4.1, donne l�estimation de v(x; y) suivante:

u(x; y) � v(x; y) � A�(x; y) + C�(x; y) (3.122)

�
RM
0

R N
0
G�(s; t)n(A�(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0
C�(s; t)G�(s; t)n0(A�(s; t))dsdt

:

où A�(x; y) et C�(x; y) sont données par (3.115).

Remarque 3.4.4 Si nous prenons n(x) = x, le Théorème 3.4.2 sera réduit au Théorème

6 [21].
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3.5 Applications

Nous allons présenter quelques exemples pour étudier certaines propriétés des solutions

des équations di¤érentielles et intégrales.

Exemple 3.5.1 Considérons l�équation intégrale suivante:

z(x; y) = a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t; z)dsdt+ c(x; y)

Z M

0

Z N

0

G(s; t; z)dsdt; (3.123)

pour (x; y) 2 �, où z(x; y) 2 C(�;R); a(x; y); b(x; y); c(x; y) 2 C(�;R+) sont non

décroissants en x et y et F (x; y; z); G(x; y; z) 2 C(�� R;R):

Théorème 3.5.1 Supposons les fonctions F et G indiquées dans la formule (3.123)

satisfaisant les deux conditions suivantes :

jF (s; t; z)j � f(s; t) jzj ; (3.124)

jG(s; t; z)j � g(s; t)n(jzj);

où f(s; t) , g(s; t) et n sont dé�nis comme dans le Théorème 3.4.1.

Admettons que z(x; y) est la solution unique de l�équation (3.123). Alors

jz(x; y)j � A�(x; y) + C�(x; y) (3.125)

�
RM
0

R N
0
n(A�(s; t))g(s; t)dsdt

1�
RM
0

R N
0
n0(A�(s; t))C�(s; t)g(s; t)dsdt

est valable pour tout (x; y) 2 � sous la conditionZ M

0

Z N

0

C�(s; t)g(s; t)n0(A�(s; t))dsdt < 1: (3.126)

où A�(x; y); C�(x; y) sont dé�nies comme dans (3.115).
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Preuve. Si z(x; y) est la solution unique de (3.123), alors z(x; y) peut être exprimé

de la manière suivante

jz(x; y)j � a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t) jz(s; t)j dsdt (3.127)

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(jz(s; t)j)dsdt:

Appliquons le Théorème 3.4.1 à (3.127), nous trouvons le résultat voulu (3.125).

Corollaire 3.5.1 Si nous prenons, n(z) = arctan(z), dans l�inégalité(3.124), alors la

solution unique de (3.123) peut être exprimée par

jz(x; y)j � A�(x; y) + C�(x; y)

�
RM
0

R N
0
g(s; t) arctan(A�(s; t))dsdt

1�
RM
0

R N
0

C�(s;t)g(s;t)dsdt
1+A�2(s;t)

:

Sous la condition Z M

0

Z N

0

C�(s; t)g(s; t)dsdt

1 + A�2(s; t)
< 1:

Si nous prenons n(z) = ln(z + 1), alors

jz(x; y)j � A�(x; y) + C�(x; y)

�
RM
0

R N
0
g(s; t) ln(A�(s; t) + 1)dsdt

1�
RM
0

R N
0

C�(s;t)g(s;t)dsdt
1+A�(s;t)

:

Sous la condition Z M

0

Z N

0

C�(s; t)g(s; t)dsdt

1 + A�(s; t)
< 1:

Proposition 3.5.1 Supposons que les fonctions F et G dans (3.123) satisfaisant les con-

ditions suivantes :

jF (s; t; z)j � F (s; t; z) � f(s; t) jz � zj ; (3.128)

jG(s; t; z)j �G(s; t; z) � g(s; t)n(jz � zj);
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où f(s; t), g(s; t), n sont dé�nies dans le Théorème 3.4.1, n(0) = 0. Si

Z M

0

Z N

0

C�(s; t)g(s; t)n0(A�(s; t))dsdt < 1;

où A�, C� sont dé�nies dans le Théorème 3.4.1 et z(x; y) est solution de (3.123),

alors l�équation (3.123) possède au plus une solution.

Preuve. Soient z(x; y) et z(x; y) deux solutions de (3.123), alors

z(x; y) = a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t; z)dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

G(s; t; z)dsdt;

z(x; y) = a(x; y) + b(x; y)

Z x

0

Z y

0

F (s; t; z)dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

G(s; t; z)dsdt; (3.129)

de (3.129), nous avons

jz(x; y)� z(x; y)j � b(x; y)

Z x

0

Z y

0

jF (s; t; z)� F (s; t; z)j dsdt

+c(x; y)

Z M

0

Z N

0

jG(s; t; z)�G(s; t; z)j dsdt

� b(x; y)

Z x

0

Z y

0

f(s; t) jz � zj dsdt + c(x; y)

�
Z M

0

Z N

0

g(s; t)n(jz � zj)dsdt: (3.130)

Appliquons le Théorème 3.4.1, nous obtenons que jz(x; y)� z(x; y)j � 0, ce qui donne :

z(x; y) = z(x; y) pour (x; y) 2 �.
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CHAPITRE

4 Stabilité de quelques

systémes perturbés aux

échelles de temps par

l�approche des inégalités

intégrales

La théorie de la stabilité est l�une des branches importantes de la théorie des équations dif-

férentielles. Plusieurs activités de recherche sont principalement axées sur cette approche

(voir [18] et [39]). Certains résultats relatifs aux équations dynamiques aux échelles de

temps sont obtenus [41] . En particulier, l�analyse de la stabilité aux échelles de temps a

été lancée dans les années 1990 avec les travaux d�Aulbach et Hilger [2] .

Une attention particulière a été accordée aux équations di¤érentielles delta linéaires et

à la stabilité asymptotique utilisant l�approche de Lyapunov dans [62]. Plusieurs articles

(Dacunha [28], Peterson et Ra¤oul [59] , Bohner et Martynyuk [7] , Martynyuk [42] ,

Martynyuk et al.[43] ont étudié les propriétés de la stabilité exponentielle des systèmes

dynamiques aux échelles de temps .
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4.1. Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles de temps

Les équations di¤érentielles ou di¤érentielles linéaires non autonomes régressives décrites

par les équations suivantes:

x� = A(t)x; (4.1)

où x 2 Rn; t 2 T et A : T ! Rn�n est une fonction régressives à valeurs matricielles;

le système a été traité depuis longtemps dans des cas aussi discrets que continus et sous

diverses hypothèses pour étudier le comportement des solutions.

Ici, nous représentons la perturbation comme un terme additif au côté droit de l�expression

(4.1). Ainsi, le système perturbé associé sur les échelles de temps est donné par l�équation

suivante:

x�(t) = A(t)x+ F (t; x(t)); (4.2)

où F (t; 0) = 0 et F : T� Rn ! Rn est une fonction rd-continues de T:

Dans la première section de ce chapitre, en citant tout d�abord quelques inégalités

intégrales dynamiques non linéaires de type Gronwall aux échelles de temps, qui sont

utiles pour notre présente étude, nous allons étendre les résultats de stabilité asympto-

tique du système perturbé (4.2) présentés par B. B. Nasser et K. Boukerrioua [12, 13] .

Dans une seconde section , nous énonçons quelques nouveaux résultats sur l�étude de la

stabilité exponentielle de système perturbé (4.2), sous di¤érentes conditions imposées sur

la perturbation F:

4.1 Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles

de temps

Dans cette section, on cite quelques inégalités intégrales dynamiques non linéaires de type

Gronwall aux échelles de temps, qui sont nécessaires à notre étude.

Lemme 4.1.1 ([12]) Soient �; '; �;	; � 2 Crd (T;R+) :Si l�inégalité

�(t) � '(t) + 	(t)
Z t

a

f�(s)'(s) + �(s)g�s; pour tout t 2 T+a ;
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4.1. Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles de temps

est véri�ée, alors

�(t) � '(t) + 	(t)
Z t

a

f�(s)'(s) + �(s)g exp
�Z t

�(s)

�(�)	(�)��

�
�s; pour tout t 2 T+a :

Lemme 4.1.2 ([12]) Soit p une fonction positive et rd-continue, nous avons les inégal-

ités

1 +

tZ
t0

p(�)�� � ep(t; t0) � exp

0@ tZ
t0

p(�)��

1A ; pour tout t 2 T+t0 :
où, l�ensemble noté T+t0 est dé�ni par: T

+
t0 = ft; t0 2 T; t � t0g .

Théorème 4.1.1 ([12]) Si les conditions suivantes sont satisfaites

� le système linéaire (4.1) uniformément asymptotiquement stable.

� Le terme perturbé satisfait

F (t; x) � d(t) kxk+ k(t);

�
R +1
a

d(s)
1���(s)�s � ed < +1; R +1

a
k(s)e�� (a; �(s))�s � k < +1: Alors le système

perturbé (4.2) est uniformément attractif .

Théorème 4.1.2 ([12]) Si les conditions suivantes sont satisfaites

� le système linéaire (4.1)est uniformément et exponentiellement stable.

� Le terme perturbé satisfait

F (t; x) � � (t) kxk+ �(t);

�
R +1
t0

�(s)
1���(s)�s � ed < +1; R +1

t0
�(s)e�� (t0; �(s))�s � k < +1: Alors le système

perturbé (4.2) est uniformément partialement et exponentiellement stable.
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4.2. Quelques nouveaux résultats sur l�étude la stabilité exponentielle de système
perturbée

4.2 Quelques nouveaux résultats sur l�étude la sta-

bilité exponentielle de système perturbée

La solution du système perturbé (4.2) véri�e l�équation intégrale

x(t) = �A(t; t0)x0 +

Z t

t0

�A(t; �(s))F (s; x(s))�s:

Rappelons que �A(t; t0) est une fonction matricielle est appelée matrice de transition

(voir Dé�nition 1.3.2)

Nous énonçons maintenant quelques nouveaux résultats sur l�étude de la stabilité

exponentielle de système perturbée.

Théorème 4.2.1 Si les conditions suivantes sont satisfaites

� le système linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable.

� Le terme perturbé satisfait

F (t; x) � g(t)w(kxk); t � t0 (4.3)

Où g (t) une fonction positive and rd-continue, w 2 bH (voir Dé�nition 1.4.1, p.23) :

Soit r la solution de

r�(t) = 
�(t)w(r(t); r(t0) = 
 (4.4)

� Il existe une fonction bijective W satisfaisant

(W � r)� = 
� sachant que
Z 1

t0

�(s)�s <1; (4.5)

W (u) =

Z u

u0

ds

W (s)
; W (1) =1:

Alors le système perturbé (4.2) est uniformément et exponentiellement stable.

Preuve. Soit le système linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable, la

fonction correspondante de la matrice de transition satisfait

k�A(t; t0)k � 
e��(t; t0); (4.6)
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4.2. Quelques nouveaux résultats sur l�étude la stabilité exponentielle de système
perturbée

La solution du système perturbé (4.2) véri�e l�équation intégrale

x(t) = �A(t; t0)x0 +

Z t

t0

�A(t; �(s))F (s; x(s))�s; (4.7)

En prenant les deux parties de l�équation (4:7) en norme avec l�utilisation de (4.6), nous

obtenons

kx(t)k � k�A(t; t0)k kx0k+
Z t

t0

k�A(t; �(s))k kF (s; (x(s))k�s;

� 
e��(t; t0) kx0k+ e��(t; t0)
Z t

t0


e��(t0; �(s))g(s)w(kx(s)k)�s;

� e��(t; t0)

�

 kx0k+

Z t

t0


e��(t0; �(s))g(s)w(kx(sk)�s
�
; (4.8)

e��(t0; t) kx(t)k � 
 kx0k+
Z t

t0


e��(t0; �(s))g(s)w(kx(sk)�s;

e��(t0; t) kx(t)k
kx0k

� 
 + 


Z t

t0

e��(t0; �(s))

kx0k
g(s)w

�
kx0k


e��(t0; t)


e��(t0; t) kx(sk
kx0k

�
�s

Posons maintenant, u(t) = e��(t0;t)kx(t)k
kx0k , nous obtenons

u(t) � 
 +
Z t

t0

e��(t0; �(s))

kx0k
g(s)w

�
kx0k


e��(t0; t)
u(s)

�
�s: (4.9)

Puisque la fonction w est de classe bH , nous aurons

u(t) � 
 +
Z t

t0

e��(t0; �(s))

kx0k
g(s)�

�
kx0k


e��(t0; t)

�
w(u(s))�s;

En prenons :

�(s) =
e��(t0; �(s))

kx0k
g(s)�

�
kx0k


e��(t0; t)

�
;

Nous obtenons

u(t) � 
 +
Z t

t0

�(s)w(u(s))�s;

Appliquons le théorème 2.1.2 (voir page 27), nous obtenons :

u(t) � W�1
�
W (
) + 


Z t

t0

�(s)�s

�
; (4.10)

� W�1
�
W (
) + 


Z 1

t0

�(s)�s

�
;
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4.2. Quelques nouveaux résultats sur l�étude la stabilité exponentielle de système
perturbée

pour tout t 2 T; alors

kx(t)k � de��(t; t0) kx0k

où

d = W�1
�
W (
) + 


Z 1

t0

�(s)�s

�
:

Alors le système perturbé (4.2) est uniformément et exponentiellement stable.

Théorème 4.2.2 Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) le système linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable.

ii) Le terme perturbé satisfait la condition:

kF (t; x)k � � (d(t) kxk+ k(t)) ; (4.11)

où d; k 2 Crd(T;R+); � : R+ ! R+ est une fonction croissante di¤érentiable sur

]0;1[telle que sa dérivée première �0 est continue et décroissante sur ]0;1[.

iii)
R +1
a

�0(k(s))d(s)
1���(s) �s � ed < +1; R +1

a
�(k(s))e��(a; �(s)) � ek < +1;

Alors, le systeme perturbé (4.2) est uniformément partialement et exponentiellement

stable.

Preuve. La solution du système perturbé (4.2) véri�e l�équation intégrale suivante:

kx(t)k � k�A(t; t0)k kx0k+
Z t

t0

k�A(t; �(s))k kF (s; (x(s))k�s:

Comme le système linéaire (4.1) est uniformément et exponentiellement stable, d�aprés

les conditions i) et ii), nous obtenons aisément

kx(t)k � 
e��(t; t0) kx0k+ 
e��(t; t0)
Z t

t0

e��(t0; �(s))g (d(s) kxk+ k(s))�s: (4.12)

Par une simple application du Théorème de la valeur moyenne à la fonction �; nous

aurons, pour tout x1 � y1 > 0; il existe c 2 ]y1; x1[ tel que,

�(x1)� �(y1) = �0(c)(x1 � y1) � �0(y1)(x1 � y1)
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4.2. Quelques nouveaux résultats sur l�étude la stabilité exponentielle de système
perturbée

Ainsi, nous avons:

� (d(s) kxk+ k(s)) � �0(k(s))� (d(s) kxk) + �(k(s)) (4.13)

Et en se servant des inégalités (4.12) et (4.13) précédentes, nous obtenons:

kx(t)k � 
e��(t; t0) kx0k+ 
e��(t; t0)
Z t

t0

e��(t0; �(s)) [�
0(k(s))� (d(s) kxk) + �(k(s)]�s;

Appliquons le Lemme 4.4.1 à cette dernière inégalité, nous trouvons:

kx(t)k � 
e��(t; t0)

24 kx0k+ (R tt0 (e��(t0; �(s))�0(k(s))d(s)
e��(s; t0) kx0k+ e��(t0; �(s))�(k(s))
� exp

�R t
�(s)

e��(t0; �(�))�
0(k(�))� d(�)
e��(� ; t0)��

�
�s;

35
(4.14)

D�aprés les conditions ii) et iii), nous déduisons que:

kx(t)k � 

�
1 + 
 ed exp�
 ed�� e��(t; t0) kx0k+ 
ek exp�
 ed� e��(t; t0): (4.15)

Théorème 4.2.3 Si les conditions suivantes sont satisfaites

� le système linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable.

� Le terme perturbé satisfait la relation suivante:

F (t; x) � a(t)�(kxk); t � t0

où a (t) 2 Crd (T;R+), � 2 S:

Alors, le système perturbé ( 4.2) est uniformément et exponentiellement stable.

Preuve. La solution du système perturbé (4.2) véri�e l�équation intégrale suivante:

x(t) = �A(t; t0)x(t0) +

Z t

t0

�A(t; �(s))F (s; x(s))�s;
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4.2. Quelques nouveaux résultats sur l�étude la stabilité exponentielle de système
perturbée

kx(t)k = k�A(t; t0)k kx0k+
Z t

t0

k�A(t; �(s))k kF (s; (x(s))k�s;

� 
e��(t; t0) kx0k+ e��(t; t0)
Z t

t0


e��(t0; �(s))a(t)�(kx(s)k)�s;

� 
e��(t; t0) kx0k+ e��(t; t0)
Z t

t0


e��(t0; �(s))a(t) kx0k
�(kx(s)k)
kx0k

�s;

� 
e��(t; t0) kx0k+ e��(t; t0)
Z t

t0


e��(t0; �(s))a(t) kx0k
�(kx(s)k)
kx0k

�s;

� 
e��(t; t0) kx0k+ e��(t; t0)
Z t

t0


e��(t0; �(s))a(t) kx0k e��(t; t0)�
�

kx(s)k
kx0k e��(t; t0)

�
�s;

� e��(t; t0) kx0k
�

 + 


Z t

t0

e��(t0; �(s))a(t) kx0k e��(s; t0)�
�

kx(s)k
kx0k e��(s; t0)

�
�s

�
;

Prenons: u(t) = kx(t)k kx(t0)k�1 e��(t0; t); alors, nous obtenons:

u(t) � 
 + 

Z t

t0

a(s)

1� ��(s) kx0k � (u(s))�s; (4.16)

Cela implique par l�inégalité de Bihari [3] que

u(t) � W�1
�
W (
) + 


Z t

t0

�(s)�s

�
� W�1

�
W (
) + 


Z 1

t0

�(s)�s

�
; (4.17)

Ainsi nous avons

x(t) �M(t0) kx0k e��(t; t0);

où

d = W�1
�
W (
) + 


Z 1

t0

�(s)�s

�
; (4.15)

�(s) =
a(s)

1� ��(s) kx0k :
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CHAPITRE

5 Conclusion

Cette étude s�inscrit dans la démarche de l�application des outils d�analyse des équa-

tions di¤érentielles.Il s�agit d�une certaine généralisation des inégalités intégrales de type

Gronwall-Belmann fractionnaires et, également de type Gamidov, pour des fonctions à

une et à deux variables.

Le premier chapitre de notre recherche nous a permis d�esquisser la théorie des échelles

de temps, des notions basiques de l�intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,

ainsi que quelques notions fondamentales et des dé�nitions relatives à la stabilité.

Dans le deuxième chapitre, nous avons traité les inégalités intégro-di¤érentielles frac-

tionnaires uni et bidimensionnelles. Nous avons pu, d�une part, établir de nouvelles iné-

galités de ce type, et d�autre part, trouver une application pour ces résultats.

Le troisième chapitre a été consacré à l�étude des inégalités intégrales de type Gamidov

où il nous a été possible de procéder à leur généralisation pour les fonctions à une et deux

variables

respectivement.

En�n, dans le quatrième et dernier chapitre, on a procédé à l�étude de la stabilité de

certains systèmes perturbés aux échelles de temps par l�approche des inégalités intégrales.

Nous nous sommes intéressés, plus particulièrement, à la stabilité exponentielle de ces

systèmes.

Publications Internationales :
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