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Résumé

Il est bien connu que la théorie des inégalités intégrales joue un role essentiel dans
I’étude de 'analyse qualitative et quantitative du comportement de divers types de solu-
tions des équations différentielles non linéaires.

L’objectif de cette theése est d’établir, dans un premier temps, de nouvelles inégalités
intégrales fractionnaires pour les fonctions & une et & deux variables.

Dans un deuxiéme temps, nous allons établir de nouvelles inégalités de type Gamidov
unidimensionnelles et bidimensionnelles.

Enfin, nous avons utilisé quelques inégalités intégrales pour étudier la stabilité expo-
nentielle de certains systémes dynamiques non linéaires perturbés aux échelles de temps

arbitraires.

Mots-clés: Echelles de temps, Inégalité de Gronwall, Inégalité de Bihari, Inégalité de
Gronwall- Bellman, Inégalité de Gamidov, Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville,

Stabilité exponentielle, Systémes perturbés.



Abstract

It is well known that the theory of integral inequalities plays a vital role in the study
of the qualitative and quantitative analysis behaviour of non-linear differential equations
solutions.

The objective of this thesis is to establish, in a first time, new fractional integral
inequalities for one- and two-variable functions.

In a second time, we will establish new one-dimensional and two-dimensional Gamidov
inequalities.

Finally, we have used some integral inequalities to study the exponential stability of
some perturbed nonlinear dynamical systems at arbitrary time scales.

Keywords : Time scales, Inequality of Gronwall, Inequality of Bihari, Inequality
of Gronwall- Bellman, Inequality of Gamidov, Fractional integral of Riemann-Liouville,

Exponential stability, Perturbed systems.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques modernes
telles que la théorie des probabilités et des statistiques, I’analyse réelle, I’analyse com-
plexe, 'analyse numérique. En particulier les inégalités intégrales ont connu un grand
développement et des nouvelles idées et techniques sont apparues ce qui a contribué a
la résolution de nombreux problémes importants en théorie de ’approximation et en
analyse numérique ou l’estimation des erreurs d’approximation est exigée. Par ailleurs
I'importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie dans I’étude des équa-
tions intégrales et plus généralement dans le cadre des équations différentielles ordinaire
au point de vue existence des solutions et stabilité des points d’équilibres. Elles ont été
introduites par Gronwall en 1919 [33], et appliquées a I’étude de certains problémes
concernant les équations différentielles ordinaires dont I’énoncer peut-étre comme suit:

Soit u une fonction continue sur [o, o + h] et a et b sont deux constantes positives.
Si I'inégalité t

0<u(t) < / l[a + bu(s)]ds, pour t € [a, v + A,
a

est vérifiée, alors

0 <u(t) <ahe™ t € a,a+h].

Apres la découverte de cette inégalité intégrale, un certain nombre de mathématiciens
ont montré un intérét considérable pour généraliser la forme originale de cette inégalité.
Pendant la période 1919-1975, plusieurs publications sur ce sujet ont vu le jour tels les
travaux de Bellman [8], Beesack [10] et Bihari [11]. Ces travaux sont bien connus et

ont trouvé de nombreuses applications. D’autres scientifiques R.P. Agarwal, Azbelev,



Introduction

Bainov, DEO, Dhongade, Lakshmikantham, Leela et Pachpatte [3, 39, 52| sont
mentionnés avec le développement ultérieur de la théorie des inégalités intégrales.

L’objectif principal de cette thése est d’établir, dans un premier temps de nouvelles
généralisations des inégalités intégrales fractionnaires de type Gronwall-Bellman et de
type Gamidov pour les fonctions a une et a deux variables ainsi que leurs applications.
Dans un second temps, nous montrerons 1'utilité de quelques inégalités intégrales aux
échelles de temps, pour étudier la stabilité exponentielle de certains systémes perturbés.

Cette thése est structurée en quatre chapitres :

Le premier chapitre consiste en un rappel des principales définitions et propriétés sur
la théorie des échelles de temps, puis nous présentons les principes et les concepts math-
ématiques relatifs au calcul fractionnaire. Aussi, nous rappellerons briévement quelques
notions fondamentales et définitions relatives a la stabilité, ainsi que quelques résultats
importants d’analyse qui seront utilisés ultérieurement.

Le deuxiéme chapitre, est consacré a I’étude des inégalités intégrales fractionnaires. En
effet, nous présentons d’abord quelques résultats classiques de type Gronwall-Bellman a
une et a deux variables, puis nous citerons quelques généralisations apparues ces derniéres
années. FEnfin, nous présentons de nouvelles généralisations qui seront illustrées par
quelques applications. .

Les résultats ont été soumis pour une éventuelle publication dans une revue interna-
tionale.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des inégalités intégrales de type Gamidov
a une et a deux variables.

Nous allons citer brievement les résultats classiques obtenus sur ce type des inégalités,
puis nous donnerons de nouvelles généralisations, et nous concluons ce chapitre par des
exemples illustratifs des nouveaux résultats.

Ces nouvelles inégalités ont contribué & 1’étude de nouvelles classes d’équations inté-

grales et différentielles et ont fait 'objet de la publication :
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K. Boukerrioua, D. Diabi and I. Meziri , New explicit bounds on Gami-
dov type integral inequalities on times scales and applications. Journal of
Mathematical Inequalities Volume 12, Number 3 (2018), 807—825.

K. Boukerrioua, D. Diabi and B. Kilani, On some new generalizations of
certain Gamidov integral inequalities in two independent variables and their
applications. Facta Universitatis (Ni§) Ser. Math. Inform. Vol. 33, No 3
(2018), 467-479.

Le quatrieme chapitre sera consacré a 1’étude de stabilité exponentielle de certains
systéemes dynamiques non linéaires perturbés en utilisant quelques inégalités intégrales

aux échelles de temps.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension
de ce manuscrit, ce chapitre est organisé comme suit. La premiére section comporte un
bref rappel sur les éléments de base de la théorie des échelles de temps. La plupart de
ces résultats seront énoncés sans preuve. Les preuves peuvent étre consultées dans [5]
et [6]. La deuxiéme section est consacrée & la présentation de notions de base relatives
au calcul fractionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, 'intégration fractionnaire,
I’exponentielle de Mittag-Leffler. Dans la troisiéme section, nous rappellerons ’briévement
quelques notions fondamentales et définitions relatives a la stabilité. On conclut le chapitre
par une section réservée aux quelques lemmes importants qui seront trés utiles dans la

suite.

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Le calcul des échelles de temps a été lancé par Stefane Hilger [61] dans sa these de
doctorat en 1988, afin de mettre au point une nouvelle théorie, laquelle peut unifier
I’analyse discréte et continue, ol il a notamment défini la A-dérivée. C’est a partir de
cette définition qu’ont été introduites les équations aux échelles de temps qui ont la méme
forme qu’une équation différentielle ou presque, a titre d’exemple, une équation du premier

ordre dont la dérivée (u') est remplacée par la A-dérivée (uA).



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Nous verrons plus loin que si T = R, la A-dérivée équivaut a la dérivée au sens
classique et les équations aux échelles de temps deviennent des équations différentielles.
Si T = Z, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux différences
finies. D’ailleurs, I'intérét pour ce dernier type d’équations a connu un essor considérable
au cours des derniéres années pour expliquer plusieurs phénomeénes discrets notamment
en économie, psychologie, génie et en informatique. Ainsi, la théorie des équations aux
échelles de temps vient dans un premier temps, unifier les résultats des études réalisées
dans le domaine des équations différentielles et des équations aux différences finies. Dans
un deuxiéme temps, elle permet ’étude des phénomeénes se fondant sur, la modélisation

qui fait appel simultanément au discret et au continu.

1.1.1 Généralités sur les échelles de temps

Définition 1.1.1 Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé non vide de l’ensemble

des nombres réels R.

Exzemple 1.1.1 Les ensembles Z, [0,1] U [2,3], [0,1] UN , R et les ensembles de Cantor

sont des échelles de temps.
Exemple 1.1.2 Les ensembles Q, R\Q, C, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

1.1.2  Opérateurs de sauts

Définition 1.1.2 Soit T une échelle de temps. On définit
i) 'opérateur de saut avant ( forward jump operator) o : T — T par

o(t)=inf{s €T :s>t}, (1.1)

ii) V'opérateur de saut arriere (backward jump operator) p: T — T par

p(t) =sup{s € T:s <t}. (1.2)
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Dans cette définition, nous posons sup ) = inf T, (ie, p(t) = ¢t si T a un minimum en
t)etinf ) =supT, (ie, o(t) =t si T a un maximum en ¢ ), ou () désigne 1’ensemble

vide.

1.1.3 Classification des points dans une échelle de temps T

Soit T une échelle de temps, ¢ un point de T.

Définition 1.1.3 On dit que t est un point dense a droite de T, t < supT (resp. un
point dense a gauche de T), si o (t) =1t (resp. p(t) =1t).

Définition 1.1.4 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense a droite

et a gauche.

Définition 1.1.5 On dit que t est un point dispersé a droite de T (resp. un point dispersé

a gauche de T), si o (t) >t (resp. p(t) <1).
Définition 1.1.6 t est dit point isolé s’il est simultanément dispersé a droite et a gauche.
Définition 1.1.7 nous définissons la fonction de granulation p : T — [0, +00) par

p(t) =o(t) —t. (1.3)

[Tab.1.1] Le tableau suivant résume la classification des points dans une échelle de

temps.
point La description
dense a droite t=o(t)
dense a gauche t = p(t)
dense o(t) =1t =p(t)
dispersé & droite t<o(t)
dispersé a gauche p(t) <t
isolé p(t) <t <o(t)
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Maintenant, nous illustrons les définitions précédentes par quelques ensembles des
échelles de temps ainsi que leurs caratéristiques ( opérateur de saut, fonction de granula-

tion ) indiqués dans le tableau ci-dessous

[Tab.1.2] Quelques échelles de temps et leurs caractérstiques.

T |[R| Z NF U{0} | p°uU{0},pe(0,1)| V2n+1
oty | t [t+1] (14t qt : 2+ 2
p) |t [t—1| (Vi-1)" : pt 72
p@) |0 1 | A+ VO —t]| (¢— 1)t t(L—1) VE2+2—t

1.1.4 Sous ensembles dérivés d’une échelle de temps

Nous notons que de chaque échelle de temps nous pouvons extraire les sous ensembles

suivants:

Définition 1.1.8 Soit T une échelle de temps, l'ensemble T* est défini comme suit:

T T\ (p(supT),supT ] si supT < oo

T st sup T = oo.

Définition 1.1.9 Soient a,b deux points de T, lintervalle d’échelle de temps est défini

par :

Exzemple 1.1.3 Soit T ={% :n e N} U{0}. Alors supT =1 et
1
p(l):sup{se'ﬂ‘:s<1}:§.

Done

T’f:’ﬂ‘\(%,l} :{%:neN\{l}}UO.

Ezxemple 1.1.4 Soit T ={2n:n € N}. Alors supT =co et T* =T.
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Exzemple 1.1.5 Soit [a,b] un intervalle dans T, et soit b un point dense a gauche de T.
Alors
sup [a ,b] = b,

et
p(b) = b

[a 0" =[a,b] \(b,b=][a,b] \O=][a,b].

1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps

Dans cette section nous rappelons la définition de la A-dérivée dite aussi la dérivée au

sens de Hilger.

Définition 1.1.10 Soit f : T — R une fonction et t € T*. On dira que f est A-
différentiable en t s’il existe un nombre f 2 (t) € R tel que pour tout € > 0, il existe un

voisinage U det ou

[[flo@®) = f(&)]=F2 D)o t) =) <elo(t)—s|, pourtoutsel .

pour tout s € U. Si f est A-différentiable en tout point t € T*, alors la fonction f> :
T* — R est dite la A-dérivée de f sur T*.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivée qui sont utilisées dans ce travail.

Théoréme 1.1.1 Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. Alors nous avons les

propriétés sutvantes :

1. Si f est A-différentiable en ¢, alors f est continue en ¢.

2. Si f est continue en t et si t est dispersé a droite, alors f est A-différentiable en ¢

et

fom= : (1.4)
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3. Sit est dense a droite , alors f est A—différentiable en ¢ si et seulement si,

VICENIO

s—t t—s ’

existe et finie. Dans ce cas nous avons:

4. Si f est A-différentiable en ¢, alors
flo@®) =f@)+u)f2@). (1.5)

1. Si T =R, alors pour t € T¥ = R est un point dense a droite,

f)=f(s)

7A() =tim RO g,
2. Si T = Z, alors pour t € T* = Z est un point isolé,
e e e B SRS ORI}

3. Si T = hZ, alors pour t € T* = hZ est un point isolé,

) = f(U(ti) —f@) _ flt+h) - f{t)

e L]

Exemple 1.1.6 Considérons l’ensemble T = {\5/71 +1:ne NO} avec Ny est ['ensemble
des entiers non négatifs, f(t) =t+t3,t € T.

Pour tout t € T, t = v/n+ 1, n =t> — 1, n € Ny, nous avons

o(t) = inf{\s/l—f-l:\5/l+1>\5/n—|—1, ZENO}
= Vn+2
= VtP+1>t
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Par conséquent, chaque point de T est dispersé a droite. Nous notons que la fonction f(t)

est continue sur T. Ainsi,

flo(®) = f()

FA0 = S
o)+t (t)—t—t?
B o(t)—t
o) —t+o(t)—t?
B o(t)—t

= 1+o*(t)+t*+to(t)

= 1+ VO +14+t Vo +1+12 te Tk

1.1.6 Propriétés de la A-dérivée

Théoréme 1.1.2 Soient f, g : T — R deux fonctions delta-différentiables en t € TX.

Alors nous avons les propriétés suivantes :

1. f + g est A-différentiable en ¢, de plus

(f+9)% @) =21 +g° ().

\G)

. (af) est A-différentiable en ¢ pour tout a € R et nous avons
A
(af)™ (t) = af2 ().
3. fg est A-différentiable en ¢ et nous avons

(f9)™ (1) = f2 () g)+ f(o(t) > (t)
= OO+ 2B g(o().

4. Si f(t)f(o(t)) # 0, alors% est A-différentiable en ¢ et nous avons

I )
<f) U= =T o)

. Sig(t)g(o(t)) # 0, alors ! est A-différentiable en ¢ nous avons
g

ot

AP0 - FdA )
(g) ="y

10
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1.1.7 Dérivation des fonctions composées

Théoréme 1.1.3 Soit g : R — R une fonction continue, g : T — R est A-différentiable

enTF et si f : R — R est contintiment différentiable, alors il existe ¢ € [t, o (t)] satisfaisant
(fog)™ = f'(9(e)g™ ().

Théoréme 1.1.4 Soient f : R — R une fonction continiment différentiable et g : T — R

une fonction A—différentiable. Alors fog est A-différentiable et on a la formule suivante:

(o { / 7 (g(t) + hia(t)g <t>>dh}gﬁ<t>.

Exemple 1.1.7 Soit g: Z — R et f : R — R telles que g(t) = t* et f(t) = e'. Alors
fi(t) =¢,
g (t) =2t +1
et

(fog) (1) = /f )+ hg(t)] dh
= g ()/ t2+h(2t+1)dh

€2t+1 1
2A4+1 26+ 1]

I (€2t+1 _ 1) '

= (2t+1)e” [

Puisque f o g est défini sur T =Z on peut en déduire que

(fog)* ()= (fog)* (t+1) = (fog)® (1) = e®V — e = ¢ (271 —1).

1.1.8 Intégration

Naturellement, les calculs sur les échelles de temps ne seront pas complets sans I'introduction
de la A—intégrabilité. Nous définissons alors les fonctions qui sont intégrables et pour

cela nous présentons les définitions suivantes:

11



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.11 Nous dirons qu’une fonction f : T — R est réguliére si sa limite a
droite existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe en tout point

dense a gauche de T.

Définition 1.1.12 Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est continue en
tout point dense o droite de Tet si sa limite o gauche existe et est finie en tout point dense

a gauche de T.

Remarques 1.1.2 L’ensemble de toutes les fonctions rd-continues sur Test noté par
Crq = Crq(T) = Cry(T,R).

Remarques 1.1.3 L’ensemble de toutes les fonctions A— différentiables sont rd-continues

sur T sera noté par :

q}d = Cﬁd(T) = Cﬁd(ﬂqa R).

Définition 1.1.13 La fonction F : T —— R, est dite primitive de f : T — R, si elle
vérifie F2 (t) = f (t) pour tout t € T,

Exemple 1.1.8 Soit T =Z. Alorso(t) =t+1,t € T. Soit f(t) =3t*+5t+2,t € T. La
fonction g définie par g(t) = t3 + t2 est prmitive de f.
g2 () = (o) +to(t)+ 12 +o(t) +t
= (t+1)Htt D) F 2t 1+t
= 22+ 1+t 2t 4+ 1

= 3t2+5t4+2

= ().

Théoréme 1.1.5 Toute fonction rd-continue f : T —— R, admet une primitive F :

T — R, et nous notons

/Tf(t)At:F(r)—F(s) pour tout r,s € T.

12



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Théoréme 1.1.6 Si f € C,.4(T) et t € T, nous avons:
o(t)
| r@ar—u s,
¢
Théoréme 1.1.7 Soita,b,ce T, NeR et f, g € Cry (']I‘k) alors:

L LI+ g @] A= [ f () At+ [ g(t) At .

\G)

PO @) A= N[0 F () At

w

P F@) A=~ [ F(t) At

=~

P r@ At = [CF @) At + [P F () At.
5. [T f(t) At =0.

6. Si|f(t)| <g(t)sur |a,b]p, alors

[LF @A < gt At

7. Si f(t) > 0 pour t € [a,b] N T,alors fab f(t)At > 0.

B Pour T = R, nous avons:

/abf(t)At:/abf(t)dt.

(

B Pour T = 7Z, nous avons:

b—1

Sf(t) sia<d
b t=a
/f(t)At:< Osia="b

a—1

ST F () sia>b.

\ t=b

B Si [a, ] contient des points isolés alors :

;

S () f(t) sia<b

b tela,b|
/f(t)At: Osia="0
Yoo (t) f(t) sia>b.

\ t€[bal

13



1.1. Calculs sur les échelles de temps

Exemple 1.1.9 SiT=7Z et sit € Z telque t > 1 et a # 1, alors

k=t—1

¢ k at —1
/OaAs: ZaAs:a_l.

k=0

Exemple 1.1.10 Si T = ¢%, avec ¢ > 1, alors

00 1 b
/ —At = lim —At
t2
1

Proposition 1.1.1 Sia, b€ T et f, g € CL, (T,R), alors
b b

/ F g WA = [(fg) B — / (1) g () A,
b b

/ F g AL = [(fg) () — / 2 (1) % () At

Théoréme 1.1.8 Soita € T*, b€ T et L : T x TF — R, est continue en (t,t), pour
t €Tk t > a et LA (t,.) est rd-continue dans [a,o (t)], nous supposons que pour tout

e >0, 3 U wvoisinage de t indépendant de T € [a, o (t)] telle que:
|L(o(t),7) = L(s,7)— LA (t, 1) (o (t) — s)| <elo(t)—s|, Vsel,
o f2& dénote la dérivée de f par rapport & la 17 variable alors nous avons:
g(t)= /tL(t,T)AT = g™ (t) = /tLA (t,T)AT+ L (o (t),T),

et
h(t)z/t L(t,r)m:,h%):/t LA (t7) Ar — Lo (1) 7).

1.1.9 Dérivation des fonctions a plusieurs variables

Soient Ty et Ty deux échelles de temps, o1, o2 les opérateurs de saut avant par rapport
a Ty et Ty respectivement et Aq, A, les opérateurs de dérivation. Supposons a < b deux
points de Ty, ¢ < d deux points de Ts.

Soit f une fonction a valeurs réelles sur T; x T,.
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.14 On dit que f admet une dérivée particlle f>1 (s,t) au point (s,t) €
Ty x Ty (par rapport a s) si pour chaque € > 0, il existe un voisinage U de s tel que nous

[f (01 (s),8) = f(a,t) = f2 (s,8) (01 (5) — )| < eon (s) = al,

pour tout o € Us.

Définition 1.1.15 On dit que f admet une dérivée partielle f22 (s,t) au point (s,t) €
Ty x Ty (par rapport at) si pour chaque € > 0, il existe un voisinage U; de t tel que nous

|f (s,02(8)) = f (5,8) = [ (5,1) (02 () = B)| < elo2 () = B,

pour tout 3 € U,.

1.1.10 La fonction exponentielle

Dans cette section, nous définissons une fonction importante sur une échelle de temps qui

généralise la fonction exponentielle sur R, e, (., o).
Définition 1.1.16 Soit h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger par :
1
Ch::{ZEC:z#—}
h
et l'axe 1maginaire de Hilger
™ ™
Zhlz{Z€C2—ﬁ<ImZ<%}.
Pour h =0, on pose par définition Cy = C, Zy = C.
Définition 1.1.17 On dit que la fonction p: T — R est régressive si
L+ut)p(t) #0.  pour tout t € T".

Définition 1.1.18 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définit par:

R ={peR:1+ut)p(t) >0, pour toutt € T"}. (1.6)
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1.1. Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.19 On note l’espace des fonctions rd-continues régressives par :
R=R(T)=R(T,R).
On munit cet ensemble de [’addition définie pour tous p,q € R par:

(p® q) (t) := p(t) + q(t) + u(t)p(t)q(t), pour tout t € T*.

Le groupe (R, ®) est dit groupe régressif. Le conjugué de chaque élément p du groupe R

noté par Sp est donné par :

_ —p@)
L+ u(t)p(t)’

Définition 1.1.20 Pour h > 0, la transformation cylindrique &, : C, — Zj, est définie

op pour tout t € T*.

par:
+log (14 zh) sih #0,
z st h = 0.

En(2) =

Définition 1.1.21 Nous supposons que p € R et tg € T un point fixé, alors le probléme

a valeur initiale
y> () =pt)y(t), y(to) =1, (1.7)

admet une unique solution dans T.

Définition 1.1.22 Soit p € R, la fonction exponentielle est définie comme solution du

probléme (1.7) et nous avons

y(t) =exp (/ Euir) (P (T))AT) , pourt,ty €T,

nous la notons souvent par

t
e (1, o) = exp ( [ euntr <T>>Ar) pourt,ty € T,
to

ou &, est la transformation cylindrique donnée par la définition 1.1.20.
Proposition 1.1.2 Soit p,q € R et t,tg,s € T, alors

* eo(t,to) =1ete,(tt) =1,
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1.2. Eléments de calcul fractionnaire

* ep(a(t),to) = (1 +p)p(t)ep(tto),

* e, (t,t) e, (to,s) = e, (t,5),

* e (tt0) = Sy

* e (L, to) €q (£,t0) = epag (£, 10) 00 (p® q)(t) := p(t) +q(t) + p (£) p (£) q(t),

% La fonction e, (., s) est A—différentiable en ¢ et (e, (., N2 () = p(t)e, (t,s).
Exemple 1.1.11 Soit T =hZ pour h > 0. Soit « € R une constante, i.e.

1
eC—-—q——7.
wee-{f

Tous les points dans [’échelle de temps hZ sont dispersés a droite et nous avons

eo (0) = exp (%/Otln(uah)m)

1
= eXpEln(l—i—ozh)t

|

= (1+ah)".

1.2 Eléments de calcul fractionnaire

1.2.1 Apercu historique sur la dérivation fractionnaire

Le calcul fractionnaire est un sujet qui n’est pas nouveau. Il généralise la notion de la dif-
férentiation et l'intégration d’ordre entier a la différentiation et 'intégration d’ordre non
entier. Le sujet est aussi vieux que le calcul différentiel et remonte & ’époque quand Lib-
niz, Gauss, Newton ont inventé ce type de calcul. A la fin du 19éme siécle ot plusieurs
mathématiciens, comme par exemple P.S. Laplace (1812), J.B. Fourier (1822), N.H.
Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A.K. Griinwald
(1867-1872) et A.V. Letnikov (1868-1872) ont contribué a ce sujet. Ces derniéres années,
il y a eu un développement considérable concernant I’étude des équations différentielles

d’ordre fractionnaire.
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1.2. Eléments de calcul fractionnaire

De nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et I'intégration frac-
tionnaire.
Le calcul fractionnaire a plusieurs domaines d’applications, par exemples, en viscoélas-

ticité, théorie du controle, équation de diffusion, électricité, biologie, électromagnétiques.

1.2.2 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et Mittag-Leffler. Ces
fonctions jouent un role important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler

I'(z). La fonction Gamma I'(z) est définie par I'intégrale suivante

['(z) = /000 e~ dt, (1.8)

avec ['(1) = 1, I'(0;) = 400, I'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante
pour 0 < z < 1. Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation
de récurrence suivante

[(z+1) =2I(2),

Qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

(z+1) = / e 'trdt = [—e 7] + z/ e 't = 2T (2).
0 0

0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) =n !, Vn € N.
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1.2. Eléments de calcul fractionnaire

Le graphe de la fonction Gamma

I'(=)
s

[ ——
Lh_l E

La fonction Béta

Définition 1.2.1 La fonction B(p,q) est la fonction Béta (ou intégrale eulérienne de

premiére espéce), définie par :

1
B(p,q) = / (1 -t Yz p>0, ¢>0. (1.9)
0

On a une éqgalité exprimant le lien entre l'intégrale eulérienne de premiére et seconde
espece :

B(p,q) = L(p)T(a) Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.10)

I'(p+aq)
La fonction de Mittag-Leffler
La fonction exponentielle, e, joue un role trés important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle & un seul
parametre a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [44] et [45] désignée par la fonction
suivante [29] et [30] :

Ea(z) = ;m (1.11)

La fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres joue également un role trés important

dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniére a été introduite par Agarwal [1]
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1.2. Eléments de calcul fractionnaire

et elle est définie par le développement en série suivant [29] et [30]:

kzzoFak‘Jrﬁ (a>0,8>0). (1.12)

Pour f = 1, @ = 1 on retrouve la relation (1.11). A partir de la relation (1.12) on

montre que

Eun (2 Zrm Zk':

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-LefHer joue

le méme role que la fonction exponentielle.

1.2.3 Intégrale fractionnaire

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre
I’approche de Riemann pour proposer une premiére définition d’intégrale fractionnaire,
I'intégrale de Riemann-Liouville.

Soit f € C'([a,b]), I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f

d’ordre a € C (Re () > 0) notée (I2f) est définie par :

(I°f) == ﬁ / (@ -0 f()dt (x> a), (1.13)

ou I est la fonction Gamma.

1.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L).

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires. Dans cette partie on va présenter

la dérivée de Riemann-Liouville, elle est la plus utilisée.

Définition 1.2.2 Soit f une fonction intégrable sur lintervalle [a,b], la dérivée d’ordre

a non entier (avecn —1 < a < n; n # 0)au sens de (R-L) définie par
DOC — ]n (03
() dxn - s

Do f(a) = / (x— 1" (). (1.14)

(n—a) dx"
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1.3. Notions fondamentales de stabilité

oun = [a] + 1. En particulier, si « =0 on aura
Dy f(x) = f(z).
De plussi 0 < a < 1, alors n = 1, d’ou
1 d"

D) =m0 S0

Exemple 1.2.1 [Tab.1.3] Quelques exemples d’intégrale fractionnaire au au sens de

(R-L) et leurs dérivées .

f(x) Iéi) f(x) Dfﬁ) f(x) Spécifications

(x —a)’ %(w—a)aw %(m—a)ﬂ_a aeR eta>0,0>-1
C %(x—a)a ﬁ(x—a)_a aeR etaeR,CeR

e A% ATeerr a=—00,a>0, >0
e A e A a=+4oo,a>0,\A>0

1.3 Notions fondamentales de stabilité

La stabilité est une notion vaste dans le monde des mathématiques.

La premiere étude de stabilité aux échelles de temps a été réalisée en 1992 en utilisant
la methode de Lyapunov.

Les définitions de stabilité des systémes sur les échelles de temps sont obtenues par
une légére modification de leurs définitions standard pour les équations différentielles
ordinaires.

Choi et al. [24] et Hamza [60], Dacunha [28] ont donné des caractérisations
généralisées des différents types de stabilité (stabilité uniforme, stabilité exponentielle,
h-stabilité,...) pour les solutions des systémes dynamiques sur les échelles de temps.

L’analyse de la stabilité des systémes linéaires non-autonomes peut complétement étre

caractérisée en terme de la résolvante du systéme. En effet, considérons le probléme

(1.15)
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1.3. Notions fondamentales de stabilité

oux € R" t.tg € T et A: T—R" "™ une matrice rd-continue, régressive, dépend de

Définition 1.3.1 L’application A : T —— M,(R) est appelée régressive, si pour tout
t € T la matrice carrée I + u(t)A de degré n x n est inversible, ot I est la matrice

identité.

La classe de tous les fonctions régressives et rd-continues A de T vers M,,(R) est notée

par C.yR(T, M, (R)).

Définition 1.3.2 Pour ty € T, la solution du probléme (1.15) s’appelle exponentielle de
la fonction matricielle, notée par ¢ 4(t,to), ou A € Cr.qR(T, M,(R)).
En conséquence, la fonction ¢ 4(t,ty) posséde les deux propriétés suivantes:
P2t to) = A()palt to), (1.16)
Palto,to) = In.

Cette fonction matricielle est appelée matrice de transition et notre hypothése sur A(t)

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Théoréme 1.3.1 Supposons r,s,t € T et A, B € C.yR(T; M,(R)), alors la matrice de

transition posséde les propriétés suivantes:

) (bA(ta r)¢A(T7 8) = d)A(tv 5)3
& 04(0(t),s) = (I + p)A(L)) ¢, 5);
& si T =R et A est constante, alors ¢ 4(t,s) = ea(t,s) = eAt—9;

)
& si T =hZ, avec h > 0 et A est constante, alors ¢ ,(t,s) = (I + hA) *

Définition 1.3.3 Le systéme dynamique (1.15) est dit uniformément stable si, pour tout

t €T et pour tout v > 0, tel que

o4t to)|| < 7y, pour tout t > tq,t € T. (1.17)
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1.4. Quelques inégalités importantes

Définition 1.3.4 Le systéme dynamique (1.15) est dit exponentiellement stable s’il existe
A >0 avec —\ € R* tel que pour tout t € T, il existe v > 1 indépendant de tout point

matial ty tel que

lpa(t,to)ll < ve—x(t,to), pour toutt > to,t € T. (1.18)

1.4 Quelques inégalités importantes

Dans cette section nous donnons un petit rappel de quelques classes de fonctions, ainsi

que quelques inégalités utiles a notre étude.

Définition 1.4.1 Soit w : Rt — R une fonction définie sur Ry, w est dite de classe

H, si elle vérifie les conditions suivantes

1) w(u) est fonction croissante et continue pour u > 0 et positive pour u > 0,
H t foncti i te et ti >0et iti 0
(H,) il existe une fonction continue ¢ sur R™ avec w(au) < ¢(a)w(u) pour o > 0, u > 0,

H3) lim “® existe.
+
u—0

Définition 1.4.2 ([27]) Soit g une fonction continue positive et croissante définie sur

R, , g est dite de classe S, si elle vérifie
1 T
—g(z) < g(=) pour tout x >0 eta > 1.
a a
Lemme 1.4.1 ([36]) Supposonsa>0,p>q>0 etp#0, nous avons
p—q

ar < gK%avL—K%.
p p

pour tout K > 0.

Lemme 1.4.2 ([52]) (l’inégalité de Jensen). Pour x,y € R,. Alors:

(Ap+ Ay + A" <" AT+ AL+ A7)

pour A; >0 (i=1,2,..,n) et r > 1.
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1.4. Quelques inégalités importantes

Lemme 1.4.3 ([5]) (Comparaison) : On suppose que z,b € Cyrq, a € RT. Si
2 () <a(t)x(t)+b(t), t >ty t €TF

Alors,
t
x(t) < x(ty)eq (L, to) +/ ea (t,0(8))b(s) As, t > ty, t € T".

to

Lemme 1.4.4 ([12]) Soient a € T, ¢, v, a, ¥ € Cpq (T,R,). Si

o10) < 00+ 90) [ ats)els)s

Alors,

t

610) < o1+ 000) [ als)ots) + e | [

oz(T)\II(T)AT] As, pour tout t € T;.
(s)

Lemme 1.4.5 ([12]) Supposons que to € T. Si U, §, 9 € Cq(T,Ry) et § est une
fonction delta-différentiable sur T avec 6°(t) > 0. Si U satisfait

U(t) <o(t) + /tﬁ(s)U(s)As, te T,

to

alors, nous avons

U(t) < d(to)eg(t, to) + /t 6% (s)eg(t, o(s))As, t € T

to
Lemme 1.4.6 ([58]) (page 296)Soient o, B, et p des constantes positives. Alors
! 0 —1
/ (t* — 5P PV 0 Dgs = — B {p—(y L pB-1)+1], ter,,
0 o Q

ol

B(,n] = /1 L1 —5)""ds (R¢ > 0,Rn >0),
0
0 = pla(f—-1)+y—-1] +1

Lemme 1.4.7 ([64]) Soient a > 0, a(t),b(t), u(t) des fonctions continues sur R,.. Si

Diu(t) < a(t) + b(t)u(t),
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1.4. Quelques inégalités importantes

alors,

Q=

u(t) < u(0)exp {/Or(ﬁa) (SF(I + a))

)ds}—i—ﬁ/ot(t—r)a_la(ﬂ

X exp —/F(Ha) b(sI'(1+a))=)ds pdr.
I'(1+a)

Lemme 1.4.8 ([52]) ( page 329)Soient u(zx,y), p(z,y), q(x,y) et k(x,y) des fonctions

Q=

continues, positives et définies pour tout x,y € R,. Si

u(z,y) < p(r,y) +q(z,y) /OI /Oyk(s,t)U(s,t)dsdt,

alors,

utean) < ptec) +atw) ([ stsoptss0asa ) exo ([ [ ks (s, asar)
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CHAPITRE

Inégalités intégrales

fractionnaires

Les inégalités intégrales jouent un role fondamental dans la théorie des équations dif-
férentielles et des sciences appliquées. En outre, I'étude des inégalités de type fraction-
naire est également d’une grande importance dans la théorie des probabilités, pour plus
d’informations et des applications [4]. Dans les derniéres années, de nombreux auteurs
ont étudié les inégalités fractionnaire & 1’aide de I'intégral de Riemann-Liouville, I'intégral
de Caputo et l'intégrale g-fractionnaire.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous commencons par citer quelques résultats
classiques de type Gronwall-Bellman, puis nous établissons de nouvelles généralisations
concernant les inégalités intégrale fractionnaire en dimension une.

Dans la deuxiéme partie, nous donnerons des nouvelles généralisations concernant les
inégalités fractionnaire en dimension deux et nous concluons ce chapitre par des exemples

illustratifs des nouveaux résultats.
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2.1. Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall unidimensionnelles

2.1 Quelques célébres inégalités intégrales de type
Gronwall unidimensionnelles

En 1943, Bellman généralisa le résultat de Gronwall dans le cas ot b est une fonction

qui dépend de la variable ¢, son résultat fut le suivant :

Théoréme 2.1.1 ([8]) Soient u et g deuz fonctions continues non négatives sur I =

[, /] CR et c>0. Si

t

ut) <ct [ glsyus)is

«

est satisfaite, alors
t

u(t) < cexp(/g(s)ds), tel.

«

En 1956, Bihari prouva une inégalité encore plus générale que celles de Gronwall et

de Bellman, dont I’énoncé est le suivant :

Théoréme 2.1.2 ([11]) Soient u, f deuz fonctions continues non négatives sur [0, 400,
w une fonction croissante et continue sur [0,4o00], vérifiant w(z) > 0 pour tout x > 0 et

¢ une constante positive. Si

u(t) < e+ / f(s)w (u (s)) ds,

est satisfaite pour tout t > 0, alors
¢
u(t) <G| G(e) + /f(s)ds pour tout 0 <t <T,
to

ot G est solution de l’équation intégrale suivante

t

1
G(t) = /w(s)ds, t >ty >0,

to

G~ est la fonction inverse de G, T est choisi de telle sorte que
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2.1. Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall unidimensionnelles

t
G(c)+ /f(s)ds € DomG ™" pour tout 0 <t < T.
to

En 1958, Bellman établissait une autre variante du Théoréme 2.1.1 comme suit:

Théoréme 2.1.3 ([9]) Soient u et g deuz fonctions continues et non négatives sur I =
[, B] et soit n(t) une fonction continue, positive et non décroissante définie sur I. Si

l'inégalité
t

u(t) < n(t) + /g(s)u(s)ds, tel,

«

est satisfaite, alors
t

u(t) < n(t) exp(/g(s)ds), tel.

«

En 1967, Chu et Metcalf ont établi une variante de l'inégalité de Gronwall-Bellman
dans le cas ou la fonction g dépendra du parmaétre t ( i.e g(s) = k(t, s)), dont l’énoncé

est le suivant:

Théoréme 2.1.4 ([25]) Soient u et f deux fonctions continues et positives sur I =
[a, B] et k(t,s) une fonction continue et positive sur le triangle A : a < s <t < 3. Si

l'inégalité
t

u(t) < f(t)—i—/k(t, s)u(s)ds,

«

alors,
u(t) < f(t) —I—/H(t, s)f(s)ds, t €1,

ou
oo

H(t,s) =Y ki(t,s), (t,5) € A,

est le noyau resolvant.

En 1969, Gollwitzer a étendu le résultat du Théoréeme 2.1.3 comme suit :
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2.1. Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall unidimensionnelles

Théoréme 2.1.5 ([34]) Soient u, f,g et h des fonctions continues et non négatives sur

I =[a,]. Silinégalité
t

u(t) < f(t) —i—g(t)/h(s)u(s)ds,

«

est satisfaite, alors

t t

M®§ﬂ0+mw/M$ﬂﬁwm/M®w®wﬂ&teﬂ

« S

I. Gyori, établi en 1971 une variante de Théoréme 2.1.5.

Théoréme 2.1.6 ([35]) Soient u et 5 deux fonctions continues et non négatives sur
I = [tg,0), et soient f, g et a des fonctions différentiables avec f non négative, g positive

et non décroissante et o mon négative et non croissante. Supposons que

wwsﬂw+mw/M@mw$m&

St
1

rdoas 1) <o st

pour toute fonction continue et non négative n (t), alors

t

u®§G1<%Wm+/M®M$tNM%

to

ou G est solution de l’équation intégrale suivante

t

1
Gt:/—ds, t >ty >0,
() g9(s) ’

to
G~ est la fonction inverse de G,
¢

G (f(to)) + / [a(s)B(s) + ' (s)]ds p € DomG™.

to
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall a noyau unidimensionnelles

2.2 Quelques inégalités intégrales de type Gronwall
a noyau unidimensionnelles

En 1987 Norbury et Stuart ont établi une variante de I'inégalité de Gronwall-Bellman
(Théoréme 2.1.1) dans le cas ou la fonction g dépendra du parameétre ¢ (i.e. g(s) = k (¢, s)),

dont 1’énoncé est le suivant:

Théoréme 2.2.1 ([51]) Soient u(t) et k(t,s) définies comme dans le Théoréme 2.1.4
telle que k(t, s) est croissante par rapport a t pour tout s € I.

i) Si l'inégalite t

u(t) < c—l—/k(t, s)u(s)ds,

«

est satisfaite pour toute constante ¢ > 0, alors

t
u(t) < cexp /k:(t,s)ds ,tel.
«
ii) Soit n(¢) une fonction continue, positive et croissante pour tout ¢ € I. Si l'inégalité

t

u(t) < nl(t) +/k(t,s)u(s)ds,

«

est satisfaite, alors

t

u(t) < n(t)exp /k(t,s)ds ,tel.

«

Pachpatte a établi une version plus générale du théoréme précédent comme suit :

Théoréme 2.2.2 ([52]) Soient u,p,q,r et [ des fonctions continues et non négatives
. . . 0 . .
définies sur I = |a, 3] et soit k(t,s) et sa dérivée partielle a—k(t, s) deux fonctions posi-
s
tives et continues, pour o < s <t < (. Silinégalité

t

ult) < p(t) + qlt) / K(t,8) [r(s)uls) + £(5)) ds.

[0}
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2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall a noyau unidimensionnelles

est satisfaite, alors

alt) < p(t) + q(t) / B(o) (exp / A(r)dr)do | |
A) = kit Or(0a(0) + [ 9 kit s)r(s)als)ds,
et

Bt) = (e, ) r(0p(0) + 10 + [ 51k(t.5) r(5)p(s) + F(s)) s

En 2000, Pachpatte a aussi établi une seconde généralisation du théoreme précédent

comme suit :

Théoréme 2.2.3 ([57]) Supposons que les hypothéses du Théoréme précédent sont véri-

0
fiées. Soit, k(t,s) et sa dérivée partielle —k(t,s) deux fonctions positives et continues,

Js
pour 0<s<t<oo. Sl inégalité

uP(t) < alt) + b(t) / k(t, ) [g(s)? (s) + h(s)u(s)] ds,

est satisfaite pour p > 1, alors nous avons

u(t) < S a(t) + 40 [ Al)ex [ B(r)dr)do ;
A(t) = k(tt) {g(t)a(t) +h(t) [% + %1} }
+ / %k@’ s) {g(s)a(s) + h(s) [% + 7%1} } ds,
et

31



2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall a noyau unidimensionnelles

Ye et al. a présenté une nouvelle inégalité de type Gronwall-Bellman dans le

théoréme suivant:

Théoréme 2.2.4 ([63]) Supposons que u(t),a(t) sont des fonctions positives et locale-
ment intégrables sur 0 <t < T (avec T' < o0) et g(t) une fonction positive, croissante et

continue sur 0 <t <T, g(t) < M (constante) , Si l'inégalité

ult) < a(t) + g(t) / (t — 5 u(s)ds,

est satisfaite, ou [ est une constante telle que 5 > 0. Alors
t n
(g ()T (8)) ng-1 ]
utﬁat+/ [—t—s a(s)| ds, 0 <t <T.
W<+ 37| EPRg - et

Q. Feng et F. Meng [31] ont établi une généralisation du Théoréme 2.2.4 comme

suit

Théoréme 2.2.5 ([31]) Supposons que u(t),a(t) ,h(t) sont des fonctions positives et
localement intégrables sur [0,X), telles que h(x) est une fonction croissante bornée par
M. Si

uP(x) < a(z) + ! >h(x) /Ox (x—t)* " L(t,u)dt, 0<z <X,

I«
ot M >0,a>0,p>1 sont des constantes et L, T € C (Ri,]&.) satisfaisant

0<L(t,,u)—L(t,v)<T(x—y), pouru>v>0

CLZOT'S, nous avons

ol

a(z) = alz) + —h(z) /Ox(x — 1)L (t, %Ké) dt, K > 0.

Un autre résultat prouvé par Q. Feng et F. Meng est le suivant :
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Théoréme 2.2.6 ([31]) On suppose que les hypothéses du Théoréme 2.2.5 sont vérifiées.
Soit b une fonction positive localement intégrable sur [0, X), a(t) une fonction croissante.
St Uinégalité
x 1 xr
uP(z) < a(z) +/ b(t)u?(t)dt + —h(x)/ (z —t)* " L(t,u(t)) dt,
0 I'(a) 0

est satisfaite alors,

= e (z%K /0 w b<t>dt> {a@:) 4 /0 ’

ol

3 (%}{Z”) ?ngz)) (x — t)’w‘la(t)] dt}

n=1

a@) = a(@)+ ]%KZ /0 Cb(t)dt + ﬁh(x) /0 St (t, 2%1[(}’) dt,

hz) = exp (%qup /0 xb(t)dt) h(z).

B. Zheng and Q. Feng, a établi aussi une nouvelle généralisation du Théoréme 2.2.4

comme suit :

Théoréme 2.2.7 ([64]) Soientu,a,b, g,h des fonctions positives continue telles que a(t)
et b(t) sont des fonctions croissantes et « >0, p > q > 0,p > r > 0 sont des constantes.
Si 'inégalité

) ol + 2 [ =0 [atsganto) + [ e €] as,

est satisfaite alors, nous avons

Q=

) < {a(t)b(t) X exp [/O(” 1, (5T (1+ @)

b(t) [ a1
+—)/O(t—7') Hl(T)

(a

>ds
X exp [—b(t) /m” H, <(5F (1+a)) ) d5] dT}” |

I'(l4+a)

Q=

ou

H(t) = g(t) (u[(g) +/Oth(§) (p”m) dc,

p
r (r—p)

Hy(t) = g(t)]%K 7 +/Oth(g)]3f(pdg.
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Remarque 2.2.1 Si nous prenons g(t) = 1,h(t) =0 et p = q = 1 alors linégalité donnée

dans le Théoréme 2.2.7 se réduit a l'inégalité de Ye et al. donnée dans le Théoréme 2.2.4.

Théoréme 2.2.8 ([64]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.2.7 sont vérifiées
et soit w une fonction continue, croissante et positive, vérifiant w > 0 pour tout r > 0. Si
l'inégalité

b(t)

u(t) < a(t) + m/o (t —5)* " g(s)w (u(s))ds, t >0

est satisfaite pour tout t > 0, alors+—

u(t) <G™! {G (a(t)) + %/ (t — T)ail g(r)dr|, t>0,

) Jo

ou G est solution de l’équation intégrale suivante

G(v):/ov (ﬁ) dr, G (v) < oo

Théoréme 2.2.9 ([64]) On suppose que les hypothéses du Théoréme 2.2.7 sont vérifiées.
Soit m une fonction continue, croissante et positive sur t > 0, w est définie comme
dans le Théoréeme 2.2.8, de plus nous supposons qu’elle est sous multiplicative, vérifiant
w(af) <w(a)w(B), a, B> 0. Sil'inégalité

u(t) < alt) + /0 m(s)u(s)ds + %/0 (t — S)a_l g(s)w ((u(s))) ds,

est satisfaite, alors nous avons
w6 [ot) + o0 s [ = gtrrew ([ Tm0de) ar].

ot G est solution de l’équation intégrale suivante

G(v):/ov (L)dr, G (v) < oo pourv < 0.

w(r)
Q. Ma et J. Pecaric, ont établi les inégalités intégrales faiblement singuliéres type

Gronwall-Bellman, cités par les théorémes suivants

Théoréme 2.2.10 ([46]) Soient u,a,b et f des fonctions continues et positives pour

t e R,. Sil’inégalité
t
uP (t) < alt) + b(t)/ (t* — s*) 7 f(s)ul(s)ds, t € Ry,
0

est satisfaite pour p > q > 0, alors:

34



2.2. Quelques inégalités intégrales de type Gronwall a noyau unidimensionnelles

(1) Si|o,B,7] €1, 0na

-1

u(t) < {a(t) + MPeFE=D4r () [A}‘B t)+ K5 M [1 — 1=V @)"

t (a+D)(B-D+~y 1 1 1-8 v
‘ ( / S o (b () A, (5) Vi (s) ds |
0

ou
M, = éB {B 275_ L 2%‘ 1] L A() = %Kq;pa(t) + ]%Kg,
A = [ 1t
et

P I - E ) 1
Vi(t) = exp (—Kw—me-ﬁ e le(S)blﬁ(S)ds),
0

(i) Si[a,B,v] € 11, 0on a

-1

1438 [0(8—1)4~](1448)— 8 (t){ 8 1435

u(t) < {a(t) + M ¢ 1+45 21475 (t) + K%M;Hg [1 11— (t))ﬁ

IR
t a(B—1)+~](1 — 1+45
y (/ S[ (B=1)r)(1+49) Bf#(S)bH;B (5)As (5) Va (5) ds) + ]} |
0

ou

1 (11448 — 8 47 s,
MQ_EB[ L ,Hw],Az(t)—/of # (5) A (5)ds,

et

(@=p)(1+48) 1438 [ (05 1)44)(14+48)-8 1148
Vo = exp (—K v M, " s E f7 (s)ds | .
0

Corollaire 2.2.1 ([46]) Supposons que u,a,b et f définies comme dans le théoréme

2.2.10. Si l'inégalité

u(t) < a(t) + b(t) /0 (= )7 f(s)u(s), t € Ry,

est satisfaite, alors
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(1) Sipe (%,1), on a

B
ut) < aft)+ MRS () [Aiﬁ 0+ 75V 0

ou

et

(i) Sip e (0,3],ona

1438

u(t) < alt)+ ]\/[112+45t4ﬂb( ) {Aww (1) + 1+4p =38

5 M112+45 ‘/151 (t)

/0 PP ()b (5)Ava (5) Via (s) ds] ’

ou
4/82 1+4ﬁ 1+4ﬁ
M, = B |1 d
12 [71*’35]7 A12 /f sa ()57
et
1433 t
Vi = exp (—Mmﬁ Mz/ 84’8]0%(5)17# (5)d3> )
0
Pour t € R,.

Théoréme 2.2.11 ([49]) Soient wu(t),h(t) des fonctions positives, localement in-
tégrable sur [0,X) avec X < 4o00. Soit ¢(x) une fonction positive , continue et

croissante sur [0, X), vérifiant ¢p(x) < M ou M € RT. Si l'inégalité

>

ulz) < h(z) + k() / = o) u(p) dp.

est satisfaite, ou k,\ € R*, alors

Z{M) R e

36



2.3. Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall bidimensionnelles

Théoréme 2.2.12 ([49]) Soient wu(t),h(t) des fonctions positives, localement in-
tégrable sur [1,X) avec X < +4o00. Soit ¢(x) une fonction positive , continue et
croissante sur [0, X), vérifiant ¢(x) < M ou M € RT. Si l'inégalité

-1

o) <he) +ote) [ (m2) uio)dn

est satisfaite, ot k, A\ € R, alors
. A
E { ¢ MY / <ln ) h(p)dp.

2.3 Quelques célébres inégalités intégrales de type

=|>

Gronwall bidimensionnelles

L’analogue de l'inégalité de Gronwall pour les fonctions & deux variables dite aussi

I'inégalité de Wendroff est donnée par le théoréeme suivant :

Théoréme 2.3.1 ([3]) Soientu(z,y),c(x,y) deux fonctions positives et continues définies
pour z,y € Rt a(x), b(y) deux fonctions strictement positives, continues et croissantes

sur R, Si l'inégalité

uw(z,y) < alx)+ b(y) —I—//c(t, s)u(t, s)dtds,

est satisfaite, alors
u(z,y) < E(z,y)exp // (t,s)dtds |,

[a(z) + b(0)] [a(0) + b(y)]
a(0) + b(0) '

T. Nurimov, donna une version plus générale du théoreme précédent dont 1’énoncé

E(.Cb',y) =

est le suivant:
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2.3. Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall bidimensionnelles

Théoréme 2.3.2 ([50]) Soient u(z,y),a(x,y),b(z,y) et c(z,y) des fonctions positives et
continues définies sur D = [0, xq] x [0,yo] . Si l"inégalité

T Y

u(z,y) < alz,y) + b(a:,y)//c(t,s)u(t,s)dtds,

0

est satisfaite, alors

u(z,y) < a(x,y)+b(x,y)]/y exp /x/yc(t,s)b(t,s)dtds
xa(T,n)c(r,n)] dOTc;n. o

La version du Théoréme 2.1.2 de Bihari pour les fonctions a deux variables fit élaborée

par Bainov et Simeonov comme suit

Théoréme 2.3.3 ([3]) Soient I = [0,a], J = [0,b], o a,b < oco. Soient ¢ > 0, ¢
€ [0,00) x [0,00) une fonction non décroissante vérifiant ¢ (r) > 0 pour r > 0, u et f
€ C (I % J,]0,00)). Si

T Y

u(z,y) <c+ f(t,s)p (ult, s)) dtds,
Il
est satisfaite, alors
z oy
u(z,y) < ®7 | (c) + f(t,s)dtds| ,
[l

pour tout (x,y) € [0,21] X [0,11], ou

T

1
@(r)—l/mds, r >0,

Ot est Uinverse de ®, (xq,11) € I x J est choisi de telle sorte que

D (c) +]/yf(t, s)dtds y € Dom (@) .

Pachpatte a généralisé le résultat de Bainov et Simeonov en remplagont la fonction

f(t,s) par k(z,y,s,t)
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Théoréme 2.3.4 ([56]) Soient u(z,y) et a(zr,y) deux fonctions strictement positives
continues définie sur R, k(x,y,s,t), Dik(z,y,s,t), Dik(x,y,s,t) et DiDok(z,y,s,t) €
C (G, R,) et ¢ une constante non négative ot Gy = {(z,y,5,t) ER*: 0<s <z < o0 et 0 <t <y < oo
(b1) Soit g (u) une fonction continue différentiable vérifiant pour u > 0, g (u) > 0 de
plus ¢’ (u) > 0 pour tout u > 0 et soit G (r) = }%, r >0, G linverse de G. Si
]

u(z,y) < c+ //k(x,y,s,t)g (u(s,t)) dtds,

est satisfaite pour tout x,y € Ry, alors pour 0 <z <z, 0 <y <y, z,r1,y,y1 € Ry,

nous avons
r Yy
u(z,y) < GG (c) + //P(S,t)dtds ,
00

ol

x Yy
P(z,y) =km@am+/bm@%mmw+/bﬂm%aﬂw
0 0

xT

Yy
+/ D1 Dsk(x,y, 0, 7)dodr,
00

pour v,y € Ry et x1,y; € Ry sont choisis de telle sorte que

G(c)+ 77P(s,t)dtds € Dom (G1),

pour tout x,y dans [0,x1],[0,y1] respectivement.
(by) Soient g, G et G™* des fonctions définies comme dans (by), supposons que g est

sous additive. Si
z Yy
uwy) < alevy) + [ [ b0 (uts. 1) deds,
00

est satisfaite pour tout x,y € Ry, alors pour 0 < x < x5, 0 <y < yo, x,22,y,y2 € Ry,

on a
Yy

w(z,y) < a(e,y) + G |G (E (0,) + / / P(s, t)dtds | |

0
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ot P est définie comme dans (by), et

T Yy

E(z,y) = //k(x,y, s,t)g (a(s,t)) dtds,

0 0

pour tout x,y € Ry et x9,y2 € Ry dont x5, ys sont choisis de telle sorte que

E(z,y)) + //P(s,t)dtds € Dom (G™1).

pour tout x,y dans [0, xs], [0, ya] respectivement.

W. Cheung et al., ont établi une forme plus générale d’inégalité intégrale faiblement

singuliére non linéaire de type Wendroff , comme suit :

Théoréme 2.3.5 ([20]) Soient u(x,y),a(x,y),b(z,y et f(z,y)des fonctions positives et
continues définies sur D = [0,T) x [0,T) (0 < T < 00). Si l'inégalité

uP(z,y) < alx,y) + b(z,y / / VI =L (e —YPT (s ) ud (s, t)dsdt,

est satisfaite, ou p > q > 0 sont des constantes.

Alors , si o, B,y] € I, on a

wen) < {atwn+ [P+ @) ([ [ e ors o)

oy 1-8Y) »
XGXP(/O/Of(l—m(s,t)Ql(s,t)dsdt)} }

pour (x,y) € D, ot

M, — aB[ﬁJrv—l 25—1}’

ap B
(a—p
A(z,y) = %K P)a(:r: y)+p—Kp

x 4 1 1

AiGey) = [ [ £ 04T (s s,
0 0

(Dc+1)(ﬁ 1)+7

A (z,y) b0 = ) (x,y),

28 (17B) (a+D)(B=D)+y
Ql (xjy) _ 2(5 I)Kp(l /B)M(l B) (%) (xy) (1-5) i bﬁ (x,y) .

R )
Py (z,y) = 260M; " (zy)
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Si o, 8,7] € II, on a

u(z,y) < {a(x,y)—i—{Pg(x,y)—i—Qg(x,y) (/O/Oyf”f) (s,t)PQ(s,t)dsdt)

2 13
X exp (/O /0 f%m(s7t)Q2(s,t)dsdt>} (HB)} :

pour (x,y) € D, ot

1 [y(@+4p) -8 4p?
M, = _B[ (1+35) 1+35}

Ay (z,) = / / FUE (s, ) AT (s, t)dsdt,

(1+35) 2(1+38) o _
P2 (l‘, y) = M2 ’ (xy)(1+4ﬂ)[ (B=Dtn=0l75 AQ (Q?, y) b(1+4ﬁ)/5 (:Ea y)7
(1+48)
_ B
Qs (my) = 2577 KU a0 ( q ) (ay) BB -B)/B pEF2 1y
p

B. Zheng a présenté une nouvelle inégalité de type Gronwall-Bellman dans le

théoréme suivant:

Théoréme 2.3.6 Soient u(x,y),a(x,y) et h(z,y) des fonctions positives et localement
intégrables sur D, avec h(x,y) non croissant et borné par M, et L € C' (D xR, ,R,)

satisfaisant
0 < L(s,t,u) — L(s,t,v) < T(u—v) pour tout u > v > 0,
ou T est la constante de Lipschitz. Si l'inégalité

P(x a(x L x ’ mx—so‘_l — )97 L(s, ¢, (s S
) < ae) + gt [ =0 = 07 L (s

est satisfaite, oup > 1,a,8 >0, M > 0. Alors

u(w,y) < {Zi(x,y)—i—/oy/ox [2 (%K?)"%(x_s)m_l

x (y—t)""Ya(s,t) | dsdt },

ol

~ . 1 Yy rx el Bt p;l %
a(w,y)a(:v,y)Jr—F(a)F(ﬁ)h(:v,y)/o /O (x—9)"" (y—1t) L(s,t, 5 K )dsdt,
pour (z,y) € D={(z,y)| 0<z <X, 0<y<Y}, K >0.
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Un autre résultat prouvé par B. Zheng est le suivant :

Théoréme 2.3.7 ([65]) On suppose que les hypothéses du Théoréme 2.3.6 sont vérifiées.
Soit b(x,y) une fonction positive localement intégrable sur D. Soit a(x,y) une fonction

croissante. St l’inégalité suivante,

uP(z,y) < a(:L‘,y)+/0y/0$b(s,t)uq(s,t)dsdt

L ey /0 ’ /O =) (= 7 L (s, 4 u(s, ) dsd,

F(a) I (5)
()

est satisfaite ou, p > q > 1. Alors

u(z,y) < exp <]%K“?f /Oy /Omb(s,t)dsdt) {a(x,y)+/0y /0[

X ———2 (g — )" (y— )" (s s
I (na) I (np) ( )y —1) ( ,t)] d dt}

WE

'B\Hﬁ

2.4 Nouvelles généralisations

2.4.1 Sur quelques inégalités intégrales fractionnaires en dimen-
sion une

Dans cette partie, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles inégalités intégrales

fractionnaire en dimension une de type Gronwall- Bellman, qui sont des généralisations

des résultats obtenus par K. S. Nisar, G. Rahman, J. Choi, S. Mubeen, et M.
Arshad [49].

Théoréme 2.4.1 Supposons que k, A € RT, h et u sont des fonctions positives et locale-
ment intégrables définies sur [0, X) avec X < 400, ¢(x) une fonction continue, positive

et croissante sur [0, X), vérifiant () < M avec M € R*. Si l'inégalité

#(z) < hiz) + k 6(x) / (o= )Vt () dp. (2.1)

est satisfaite, oup # 0, p > q > 0. Alors

hSA

_a{menw) e
u(a) < h<m>+2{ Fo) ! [ @=pthodp § L @ebx), @2
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ol
h(z) = h(z)+ mok (/ﬁ(x)/ (x — p)%_1 dp et K >0 est une constante, (2.8)
0
m = gK"?,mF’%Kiﬂ, () = mio(x).

Preuve. Définissons la fonction z(x) par

2(x) = hz) + k $(2) / = p) () dp,

Alors nous avons

w(@) < zv(z), (z €[0,X)) (2.4)

2(2) < h(z) + ko(2) / S (p)dp, (e [0,X)) (2.5)

Utilisons le Lemme 1.4.1 (page 24) pour tout K > 0, nous obtenons facilement

o) < b+ kote) [ (o= (LK () + P2 0K ) dp, e 0.x) @20

l'tnégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :

2x) < W)+ kmd(a) / (@ — ) ).

< () + kmid(a) / (= (). (2.7)

ot h , 5(x) et my, mo sont données par (2.3).
Appliquons le Théoréme 2.2.11 & cette derniére, nous en déduisons l'inégalité souhaitée

(2.2). m

Remarque 2.4.1 Si nous prenons p = q = 1, le Théoréeme 2.4.1 sera semblable au

Théoréme 2.2.11 dans [49].

Corollaire 2.4.1 Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.4.1 et soit b € RT U {0}.
St 'inégalité
(@) <hw) 41 [ (o= )Pt () d, (2.9
0

est satisfaite, alors

) <z Z{k””‘rlfl;’} )} / 2= )" B(p)dp, (x € [0,1)), (2.9)
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ol

T(x) = h(z) + kmab /0 Ce— )i . (2.10)

Corollaire 2.4.2 Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.4.1 sont vérifiées et soit

h(z) une fonction croissante. Si l'inégalité

() < h(z) + k o) / = o)t () dp, (2.11)

est satisfaite, alors

1
u(z) < {1 — ket kB (/d“k \) ¢(;c)x%) h(x)}P , (2.12)
ol
Ho) = ha)+ mak ofa) [ @)t dp (2.13)
0
m; = QK%,WQ = UK%> (Nb(m) = mip(x).
p p
Preuve. Etant donné h une fonction croissante
‘ nAo17 ~ * ni-1 ko~ | n

(@=p)"  "h(p)dp < h(z) [ (z—p) " dp=—Sh(z)z*. (2.14)

0 0

La combinaison de I'inégalité ci-dessus avec 'inégalité (2.2), entraine (2.12). Ce qui

acheve la preuve. m

Théoréme 2.4.2 Supposons que k, A € R, h , u sont des fonctions positives et locale-
ment intégrables définies sur [1,X) avec X < 400, ¢(z) une fonction continue, positive

et croissante sur [0, X) , vérifiant p(x) < M avec M € R*T. Si l'inégalité

>
I
—

W(x) < h(z) + k() /0 ’ (m %) wi (p) 2. (2.15)

est satisfaite, alors

u(e) < {z2<x>+2“¢%’“§)}n [ (%) h<p>@} (e [LX)), (2.16)

ol

Fia(@) = h(z) + kmao(z) /0 ) (m %) o dp.
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Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoréeme 2.4.1. =

Théoréme 2.4.3 Soient u,¢,h € C (R, R,) telles que h(x),p(x) sont des fonctions
croissantes en t. Soit g : Ry — Ry une fonction différentiable croissante sur ]0,+o00|

telle que sa dérivée premiére est continue et décroissante sur |0, 4+o00|. Si l'inégalité

1

(a) < ho) + Fe0la) / "= p)" gl (p))dp. (2.17)

est satisfaite, oup > q >0 et p#0, a > 0. Alors

1 v P ey ~
u(z) < {h(:v) + mwx)/o (z —p)" " h(p)exp (— /r<+> ¢ ((sF(l +a)) ) d5> dp}

Q=

(2.18)
ol
hx) = g(%Kq;ph(x)an%Kz), (2.19)
~ q . .a—p r.q .. a-p p—q. .4
= —K P —K P h —KP .
¢(z) » ¢(z)g (p (z) + ’ )

Preuve. Définissons la fonction v(z) par

) = ey || o= () (2.20)

Ainsi, nous avons

B =

u(z) < (h(z) + ¢(x)o(x))r, z€[0,X), (2.21)
Appliquons le Lemme 1.4.1 & cette derniére, nous trouvons

K (i) + ola)ota)) + L2 K,

SATSY

Deo(w) < g ((hlx) + é(x)o())? ) (2.22)
et
[ q a-r p—q q
Div(z) < g(ng v (h(z) + o(z)v(z)) + TK*’)-
Par une simple application du Théoréme de la valeur moyenne a la fonction g, nous
aurons pour tout x >y > 0, il existe ¢ € | y, [ tel que,

g(@) —g(y) =g () —y) < g )z —y)
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Deu(z) < g(%quph(:L‘) n ]%KZ) + g'(%quph(.r) n ]%KZ) ( %qupqﬁ(:r:)v(x))

Dgo(x) < h(x) + olx)v(x) (2.23)
ou I et ¢ sont données par (2.19).

Faisons appel au Lemme 1.4.7, I'inégalité ci-dessus donne

@

v(z) < ﬁ /Ox (z — p)* ' h(p)exp {— /Ffw o ((SF (1+ a))é> ds} dp.  (2.24)

P
T'(14+o)

Le résultat souhaité découle des deux inégalité (2.24) et (2.21). =
Corollaire 2.4.3 Supposons que toutes les condtions du Théoréme 2.4.3 sont vérifiées.
St Uinéqgalité

W#(2) < hx) + ﬁ () / *(z— p)*axctan (u? (o)) dp.

est satisfaite, oup > q >0 et p#£ 0. Alors

u(x) < {h(z) " %a) (2) / (o= R () exp (— /” S ((sT(1+ ) )ds> dp} ,

T'(14+a)

3=

Q=

ol

h(z) = arctan(gK?h(x) + uK%),
p p

LK ()

4—p

q 2°
1+ (gKTh(a:) + Z%lﬁ)

Corollaire 2.4.4 Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.4.3 sont vérifiées. Si
['inégalité

(e) < ha) + Frrole) / (@ p)" Mog (1+ut () dp,

est satisfaite, alors

ulz) < {h@) " ﬁcb(x) / (o= ) R (p)exp (— / 3 (s @+ a))?) ds> dp} ,

T'(l4+a)

Q=

Q=
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ol

hx) = log(1+ LK niz) + LK),
p p

1K 7 o(x)
1+ (%K%h(x) + %Kﬂ

Théoréme 2.4.4 Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 2.4.3 sont vérifiées.

Soit S : [0, X) x Ry — Ry une fonction continue satisfaisant
0< S(t,x) — S(t.y) < R(t.y)(x — y), Vi € R, (2.25)
pourt € [0,X) et x>y >0, oo R:R%2 — Ry. Si linégalité

(1) < hx) + —— () / (= 0 S (puut (9))dp, (2.26)

est satisfaite, alors

o

u() < {h@s) o) [ @ e {— [ (6T

ey
I'(14o)

Qlm

(2.27)
ol
hi(z) = s(%%Kﬁﬁmw+3§ﬁkﬁ), (2.28)
6y (1) = ]%KQ?R (g; %KT’h(x) + Z%KZ) o(z).
Preuve. Définissons une fonction z(z) par
— L : _ it q
“0) = g | @0 S (). (@ € 0.X)). (229)
alors
2(0) =0,
u(x) < (h(x) + ¢lw)z(x))7 (2:30)
En appliquant le Lemme 1.4.1, pour tout K > 0
ula) < K () + 0la)z(a)) + 2 KD, (@ € 0.X)) (2.31)
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et
D%z(z) = S(z,ul(x)). (2.32)
En utilisant la premiére condition de (2.25),

q9—p q

LSRR

S(a,ul(z)) < Sz, ((h(z) + o(2)2(x))

IA

p

+S (x 4 h(z) + uld) .
p b

En se servant des inégalités (2.32) et (2.33), nous obtenons

p

Doz(z) < IKS'R <x T h(z) + uKZ) é(x)2(x) + S <m T ha) + 2= Ks
p p P

p

<5 (o 2K (o) + ol)s(o)) + 2 0

T R (x %quph(:c) + ]%KZ> é(x)2(z) (2.33)

)

= hi(x) + é1(2)2(2), (2.34)

ot hyi(z) et ¢,(x)sont données par (2.28).
Faisons appel au Lemme 1.4.7, linégalité (2.34) devient

z2(x) = % /OI (= p)* " ha (p) exp {— /F:H 1 ((sF (1+ 04))%) dS} dp.  (2.35)

a
I'(l4a)
La combinaison de l’inégalité ci-dessus avec l'inégalité (2.30), entraine (2.27). Ce qui

achéve la preuve. m

Corollaire 2.4.5 Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 2.4.3 sont vérifiées.

Soit ¢ > 0. Si S est définie comme dans le Théoréme 2 .4.4. Si

() < ot gpota) [ ) S ()i, (2.36)

est satisfaite alors

u(z) < {cexp{¢<x> / ”G ((sr<1+a>>3)ds}¢<x>r(1a) /Om<x—p>a—lﬂl<p>

I'(l14+a)

e

T'(l1+a)

X exp{—gb(x)/r(ﬁa) G ((sr(1+a))é) ds}dp}p, (2.37)
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ol

Gi(z) = ]%K"JR (x,]%f(g), (2.38)

Hi(z) = S (a: u[(ii) .
p
Preuve. Fixon X > 0, d’aprés (2.36), nous avons
1 = o
() < e+ oY) | @ St (g, (@ € 0.3)).
0

Définissons la fonction z(x) comme suit

(o) = ot o) [ @0 St (. (wE DX, (239)
alors
2(0) = ¢,
u(@) < 2(z)r (2.40)
et
D2 () = $(X)S(x, () . (2.42)

En utilisant la premiére condition de (2.25) et en appliquant le Lemme 1.4.1, il s’ensuit

que, pour tout K > 0
q q . a=r b—q, 4
S, ui(x) < S Hw) <5 ( R () + —Kp) ,
p p
< IK%"R (x u}d) 2(z) + S (x UKZ) L (243)
p p p
En se servant des inégalités (2.43) et (2.42), nous obtenons
Doz(z) < #(X) L%qupR <x Z%KZ> Az)+ S <x ]%KZH
= O(X)Hi(x) + ¢(X)G1(2)2(), (2.44)

ou Hy(z),G1(x) sont données par (2.38).
Faisons appel au Lemme 1.4.7, l'inégalité (2.44) donne une estimation de z(z) de la

forme suivante

o) = ceXp{¢<X> / e, (<sr<1+a>>i)ds}+¢<x>ﬁ | @0 m)

I'(l14a)

oo

T'(1+a)

X exp {—¢(X) /(“ e ((sr (1+ a))é> ds} dp. (2.45)
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Prenons x = X dans (2.45), nous obtenons

2r) = cexp{qs(x) / G (<sr<1+a>>i)ds}+¢<x>ﬁ /Oﬂc(:c—p)alm(p)

I'(l4a)

2

X exp {—qﬁ(x) /F(:M) G1 <(5F (1+ a))é) ds} dp. (2.46)

P
I'(14+o)

La combinaison de l'inégalité ci-dessus avec l'inégalité (2.40), entraine (2.37). Ce qui

acheve la preuve. m

Théoréme 2.4.5 Si toutes les hypothéses du Théoréme 2.4.3 sont satisfaites, n : Ry —
R, est de classe S, 0 < a < 1 et soit h(x) est une fonction croissante sur [0, X). Si

[tnégalité suivante
) < ho) + o) [ =) o) do (2.47)

est satisfaite, alors

1

u(z) < b(x) {Q;l [Q (2971) + K, ¢(x) /0 ) 6_qup} } , (2.48)

o 0<z<X; <X,

1 1 1+2+¢
a = ,2>0, g=—+e=1424¢, p=—"7, >0,
14z « z+te
Y do
Q(v) = T~ (2.49)
Vo 77q <0’q>
et
1 20 lepe
K, = ——TI'(1— 2.50
q F(Oz) pl_ﬂp ( Bp)v ( )
b = 1—a= : , ' est la fonction Gamma d’Euler

Kq/ e %dp e Dom ('), x€l0,Xy].
0

Preuve. Notons b(z) = max (h(x),1). Alors 'inégalité (2.74) peut étre réecrite sous

la forme suivante

L @) / (&= 0V (u(p)) dp, (2.51)
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Comme b(x) est une fonction croissante, nous aurons

B 1t 9@ [ [0 )] d

Soit z(t) = ulz) Puisque la fonction 7 est de classe S, nous aurons

b(z)
<14— ’ ot d 2.52
(o) € 1+ s o) [ (@ =) 0 (o) d (25
Utilisons l'ingalité de Holder, nous trouvons
! ' *Lere=p (2
) < 1t pgole) [ (@) et (o) do

1
1 x ; x e
1ot | [ oren] | [Cemeora]' e
I'(a) 0 0
Utilisons I'inégalité(A + B)? < 2971 (A% + BY) pour tout A > 0, B > 0 et

pIT

: _ )PP g, — o R — ¢ —
/O(x p) P ePPdp =e /07' e dTSpl—ﬁpF(l Bp),

Utilisons I'inégalité (A + B)? < 2971 (A9+ B?) pour tout A > 0,B > 0,q > 1 et

L) < 27 4 Kyb(a) / "t (2(0)) dp.

Prenons z* € [0, z] une constante positive, nous obtenons

() <274 Kyle') [ (o) d (2.54)

ot K, est donnée par (2.50).

Définissons la fonction N(x) par

N(z) = 271+ K(a") / " et (2(0) do. (2.55)

alors

o1
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Donc, de I'inégalité (2.54), il résulte que
N'(z)  _ Kpla)e *n? (z2(z))
nt (N3 (x)) 7 (N (@)

Y

alors “
d N® (o
. < —qx *
dlL’ 0 77q (0’%) - qu ¢('T >’
et
d * —qx
0, (N (@) < 6" Kpe ™, (2.56)

ou €, est donnée par (2.49).

Intégrons 'inégalité (2.56) de 0 & =, nous obtenons

Q, (2(2)") <Q, (2q’1) + ¢(z*) K, /Or e dp, (2.57)

Prenons = z* dans (2.57), * > 0 est choisi arbitraire, donne

Q (2 (2)") < Qq (271 + ¢(2) K, /0 ' e %dp, (2.58)
Alors 1
oa) < {qu [Q (27 + K,b(2) /0 ’ equp} } (2.59)

Utilisons l'inégalité (2.59), nous obtenons l'inégalité désirée (2.48). =

Corollaire 2.4.6 Si toutes les hypothéses du Théoréme 2.4.3 sont satisfaites, n : R, —
R, est de classe S, 0 < a < 1 et soit h(x) est une fonction croissante sur [0, X). Si

["inégalité suivante est satisfaite,

P(2) < W(2) + ——o(2) / = ) e () do. (2.60)
alors
ute) <000 {0 [ (227 + Kote) [ emman] 261)
oup>1etp+#D0,

1+2+¢ 1 1
a0, — 4 — =1,
z+e P Q1

Q, (v) = /U:nqu%i), (2.62)

1 1
a = >0, =—+e=1+2+¢e,p1 =
1+2 o
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et
1 20 lem
K, = —— ri- 2.63
q1 F <&) plfap ( 5}7) ) ( )
b = 1—a= 1 : , I' est la fonction gamma et X; > 0,
-z

K, / e ®P1rdp € Dom (Q;l) , T €e0,Xq], Q;l Uinverse de €.
0

Preuve. Notons bP(t) = max (h*(x),1). Alors linégalité (2.60) peut étre réecrite sous

la forme suivante

c1r L / @ p) (o)) dp. (2.64)

) 1L g /% (= ) 0w (0)] dp,

Soit z(x) = U2, Puisque la fonction n est de classe S, nous aurons
b(x)

() <t wew [ [0 ((50) )] %
2@ <1+ k0l) [ [0 0 ()] do (2.65)

Définissons la fonction y(x) par

a) =1+ ko) [ (= o) 02 (o) do.
0
donc
2(w) < yr(n) (2.66)
) < 1+ =o@) [ [@= )" 0w o) o (2.6)
I' (@) 0
En suivant les mémes étapes de la démonstration du Théoréme2.4.6, nous obtenons
1
q1

y(x) < {qul [Q (29271 + Ky ¢(2) /Ox eqlpldp]} : (2.68)

Il résulte de ces deuz inégalités (2.68) et (2.66)que

A= {{Qq_ll [Q (2771 + Ky (x) /Om e_qwldp:| }}

B =
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2.4.2 Applications

La derniére partie de cette section est consacrée & illustrer nos principaux et récents
résultats par la présentation de quelques exemples dont 1'objectif principal est d’étudier

et explorer certaines propriétés de solutions des équations différentielles fractionnaire.
u?(x) = hiw) + I°(F(z,u(x))), (2.69)

otl0<a<l,p>let FeC(RxR,R),a(t) € C(I,Ry).
Exemple 2.4.1 Supposons que
|F (2, u)| < g (lul), (2.70)

ot g est définie dans le Théoréme 2.4.53. Siu(x) est solution de (2.69) et (2.70), alors

@

u(z)] < {\h(x)l + /Ox (x = p)*" T (p) exp (— /fwﬂ(sl“(l +a))%> d8> dp} :

T'(1+«)

D=

(2.71)
ou
~ 1 1 p—1 1
h(ZU) = g(;K P h(l')—FTKP), (272)
~ 1 1 1,1 a4 p—1_1
) = ——K 7 g(-K7? h(z)+——KP).
o) = T I )+ i)
Preuve. La solution u(z) s’écrit sous la forme
I .
uP(x) = h(x —|——/ t—3s)* (F(s,u(s))ds. 2.73
(z) ()P(a)o( )" (F (s, u(s)) (2.73)
Appliquons la valeur absolue, nous obtenons
1 t
|u” ()] < [h(x)] + —/ (t = )" (F (s, u(s))| ds. (2.74)
I'(a) Jo
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< |h(z)| + %04)/0 (t — 5)* g |u(s)| ds.

Appliquons le Théoreme 2.4.3 <q =1,¢(x) = ﬁ), nous trouvons le résultat voulu (2.71).

Exemple 2.4.2 Supposons que
|F(z,u) = F(z,u)] < g (ju—1l), (2.75)

ou g est définie dans le théoréeme 2.4.3 , g(0) = 0 et u(t) est solution de (2.75), alors
léquation (2.69) posséde au plus une solution.
Preuve. Soient u(x), u(x) deux solutions de (2.69), alors

1 ¢ o1
u(z) = h(:v)—km/o(t—s) F(s, u(s))ds,

u = x 1 t —5)* 1 F(s,u(s))ds
a) = A+ poer | (=9 Pl al)as

u —L t — ) [F(s,u(s)) — F(s,u(s S
u(z) —u(z) = (a)/o(t )T [F (s, uls)) — F(s,u(s))] ds,

Utilisons (2.75), nous aurons

1

|u(z) —u(z)| < m/o (t—5)"""g (Ju(s) —u(s)]) ds. (2.76)

Appliquons le Théoréme 2.4.3 (pour p = q = 1) a l'inégalité ci-dessus, nous obtenons que
lu(z) —u(z)| <0, ce qui donne: u(x) = u(x) i.e., léquation (2.69) admet une unique

solution. m

2.4.3 Sur quelques inégalités intégrales fractionnaires en dimen-
sion deux

Le but de ce travail est de donner une estimation a priori de la solution des inégalités

intégrales suivantes :

1

up(gj’y) < a’(xay)_l_mh(x?y)/o /0 (x_s)a_l(y_t)ﬁ_lg(uq(s>t))det’ (ﬂf,y) S D’
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uP(z,y) < afz,y) / / s, t)ul(s, t)dsdt+r(

ou a, h,b et g doivent remplir certaines cond1t1ons.

h(z,y // z—8)" "N y—t)""g(ul(s,t))dsdt.

Nous mentionnons que les résultats obtenus représentent des généralisations des résul-

tats obtenus dans [65]

Théoréme 2.4.6 Soient u(x,y), a(z,y), h(z,y) des fonctions positives continue sur D =
[0,7) x [0,7) (0 < T < 0), et a, > 0 des constantes. Soit g : Ry — Ry une fonction
différentiable croissante sur |0, +oo[telle que sa dérivée premiére est continue et décrois-

sante sur |0, +oo[. Si l'inégalité

P( Wy / / Uy —t)Lg(ut(s, ))dsdt, (v,y) € D,
(2.77)

u’(r,y) < a(z,y)+ 5 —ra

est satisfaite, ou p > q > 0. Alors

Sl

u(z,y) < [a(x,y) + e“y\I/%(a:,y)} , (z,y) € D, (2.78)

ol

U(x,y) = w(x,y)+2"" L"h"(z,y) (/ / (s t)dsdt) (2.79)
X exp (2” b / / t)h" (s t)dsdt)

ile,y) = mh@s, ) / ' / =)y 07 g alsyt) + P s

p
Alry) = JK T aley)+ 5k,
Alz,y) = g (Alz,y)), (2.80)
et
1

q,ar 1 I'(ma—m+1)T (ma—m+1)\m 1 1

L=1p% >1,n>1—+-=1
[(a)L'(B) ( m2+m(ath=2) et = "m + n

(2.81)

Preuve. Définissons la fonction z(x,y) comme suit :

z(x,y) = F( xy// — 1) g(u?(s, t))dsdL, (2.82)
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1l est clair que
2(0,y) = z(x,0) = 0,
et
uP(z,y) < alz,y) + 2(2,y),
ainst, NOuUs aVOns
u(e,y) < (alz,y) + 2(z,))" (2.83)

Substituons (283) dans (2.82), on obtient

(o0) < o) [ @ =07 g (o) + (.07 s
Utilisons le lemme 1.4.1 (p.27) pour Uinégalité précédente, nous obtenons
2(z,y) < F( / / r—5)*"H(y—t)°~ xg(qu (a (s,t)—i—z(s,t))—l—u[(z)dsdt,
p p
(2.84)
par une simple application du théoréme de la valeur moyenne & la fonction g, nous
aurons, pour tout x >y > 0, lexistence de ¢ € | y, z| tel que,
9(@) = g9(y) = g ()(z —y) < g (¥)(= — y).
Ainsi (2.84 ) peut étre réécrite comme suit :

@) < prten) [ [ @t

—p

x {g (gkqp a(s t)+p—k: ) ( k5 als, t)+7k ) qu?’z(s,t)] dsdt,

p p
1 q, a=r pP—4q,s
<F( my/ / r—8)* Ny —t)" g(;kpa(s,t)—i— P krp)dsdt
4 q; h(x - v oa(s P95 ) o(s,t)ds
+pk F()( y// —t) (k (s,t) + k > (s,t)dsdt,
~ q,a»r a 1 17
z(z,y) <alz,y) + ]—)k v T@)T(5) h(z,y / / T —s) — 1) A(s, ) 2(s, t)dsdt,
(2.85)
ot a(z,y), A(x,y), A(x,y) sont données par (2.80).
~ q,a-r yore a—1_s -1
z2(x,y) < a(z,y)+ 5k » Wh(aj, y)/o /0 (x—s)* tes(y — t)°
xe' [em T A(s, 1)z (s, t)] dsdt, (2.86)
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En appliquant l’inégalité de Hélder, nous trouvons

Azyy) < dlz,y) + qﬁ?

1
|:/ / m(a 1) ems(y . t)m(ﬂl)emtdsdtl
1
X [/ / e_”(”t)zn(s,t)z"(s,t)dsdt} : (2.87)
0 0

Si on effectue le changement de variable suivant

on trouve

/ / m(a 1) ems(y . t)m(ﬂfl)emtdsdt

Y

_ em(x—l—y)/O_m(oz—l)e—ma/vnm(ﬂ—l)€—m77d0_d77
0

m(:):er m(a—1) —5 (B-1) _—¢
- / 5 / 5D e~ d5d¢

em(z+y)

En utilisant (2.87), nous obtenons

1
a—p 1 em™(@+y) m
1
[/ / A (s t)z"(s,t)dsdt] ,
y e m
2(x,y) <alz,y) + Lh(z,y)e™t [/ / e”(S”)Zn(s,t)z”(s,t)dsdt] : (2.88)
o Jo
o L est défini dans (2.81).

par une simple application de l’inégalité de Jensen

(7= 2(r,y))" < 271 (2, y)e "+ TlL%ﬂxy/’/ e~ (s, 1))" dsdt

(2.89)
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v (z,y) < w(z,y)+ 2" LW (z,y / / (s,t)dsdt, (2.90)
ol
v(z,y) = e Tz (x,y), wiz,y) = 271" (z, y)e Y, (2.91)

Appliquons le Lemme 1.4.8 et utilisons l'inégalité (2.90), nous obtenons
v (z,y) < w(r,y) + 2" LA™ (z,y) (/y /xzn(s,t)w(s,t)dsdt>
X exp (2” trr / / (s,t)h"(s t)dsdt) (2.92)
Ainsi, d’aprés (2.92) et (2.91), on obtient
2(z,y) < eV (2, y), (2.93)

o V(z,y) est défini dans (2.79).
linégalité désirée (2.78) découle des deux inégalités (2.93) et (2.83). =

Corollaire 2.4.7 Supposons que toutes les conditions du Théoréme 2.4.7 sont vérifiées.

Soit w(t) = arctant. Si l'inégalité

Plx a(x ; x ’ I:C—so"l — )’ Larctan(u?(s S
() < ) + o) [ @ 0r =0 arctan(u(s, )dsar,

(2.94)
est satisfaite, oup #0, p > q > 0. Alors
u(e,y) < |a(w,y) + et (e,y)] (2.95)
o
1 Yo
play) = wlay) +277 LW(,y) ( / [ st
X exp (2” 1 L”/ / t)h" (x y)) dsdt,
wley) = 27 (e
~ 1 / / -1 = pP—q,a
a(x, = h(x —t arctan(—k » a(s,t) + ——kr )dsdt,
(z,y) T Y ) ( ) (s, 1) P )
o= 45 1 I'(ma—m+1)T (ma—m+1) ”
p T(a)T(B) m2tm(at5-2) ’
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Théoréme 2.4.7 Assumons que toutes les hypothéses du Théoréme 2.4.7 vérifiées. b(z,y)

et une fonction continue, positives. Si l'inégalité

uP(z,y) < a(x,y)—i—/oy /Off b(s,t)uq(s,t)dsdt—kmh(x,y) /Oy /Or(x—s)a_l(y—t)ﬂ_lg(uq(s,t))dsdt,

(2.96)
est satisfaite, ou p > q > 0, alors
DRNRE
u(z,y) < [a(%y) +e" Ty (x,y)] , (2.97)
ou
1 rnp Y[
N(ey) = wlay)+ 2 R) ( / [ A ute)
X exp <2" ! L"/ / h" (x y)> dsdt, (2.98)
et

R q ., ap [Y [" P—q_ 4 [V ["
ay(z,y) = =k7» / / b(s,t)a(s,t) + ——K7P / / b(s,t)dsdt
P o Jo P o Jo

1 Y r a—p - q
+—h<$7 y) / / (x—s) " y—t)"! g(gk:Ta(S, t)+ b qkﬁ)dsdt,
p

T(a) p
ﬁl(x,y) = exp( K // stdsdt)h( ),
Aifs,t) = ¢ CRT als,0)+ 52k, (2.99)

(2.100)

L= 45 1 (F(ma—m+1)F(ma—m+1))é.

POV E) )

Preuve. Définissons la fonction v(z,y) comme suit :
(z,y) / / s, )ul(s,t) dsdt—i—r( h(z,y / / r—5)" " (y—t)P1g(ul(s,t))dsdt,
alors, pour tout (z,y) € D on a
uP(z,y) < az,y) +v(z,y),

et

D=

u(z,y) < fa(z,y) + 2(x,y)]7 (2.101)
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Utilisons le Lemme 1.4.1, nous obtenons aisément

/y / b(s, 1) [ik%” (als, £) +v(s, 1)) + P; q
>>$y // -

{g (g T (a(s,t) +v(s b)) + . — 3 )} dsdt, (2.102)

k%} dsdt

ou k > 0.
Par une simple application du théoréme de la valeur moyenne & la fonction g, nous

aurons, pour tout x >y > 0, il existe ¢ € | y, z[ tel que,

g(@) —gy) =g )z —y) < g (W)(x—y).

L’inégalité (2.102) peut étre réécrite sous la forme suivante :

v(x,y) < /y /1 b(s,t) [gkq;p (a(s,t) +v(s,t)) 7 7| dsdt
h(x T —s)*" 1 p-1
T y// -
—q q,ar
[ (pk; Z a(s t) " ) ( K a(s t)+Tk: )( 5/€ P (s, t))| dsdt,

(2.103)

ainsi, nous avons
i 4,40 P—q, q
”(I’?J)S/ / b(s.t) |5k 7 (a(st) + (s, 1) + —5—k7 | dsdt
o Jo P P
—1 . - - q,ar P—q,
Far e | ] e w0 ok et )+ k)
q, a=p 1 /y/x . o1 e »
+_l€p—hl’, xr— S —t —kpas’t+
p I'(a)T'(8) (=.9) 0o Jo ( A g(p (5:%)

Définissons une fonction z(x,y) par

(wy—%kp// St+—k // (s,t)dsdt

(T3 & z—8) Yy -1 g(Zk al(s P= 9.4 s
“mmﬂ“wlé< )y 1) ﬂk (5,0) + k¥ st

gz 1 z ’ xx—sa_l A1y > als P41 5y0(s, t)ds
*ﬁkrmmﬂ“wﬁﬁ( = 071 (R ol )+ Pk o, s,

(2.104)

qk%)v(s, t)dsdt,
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2.4. Nouvelles généralisations

alors
v(z,y) < z(x,y) + = kp / / (s,t)v(s,t)dsdt, (2.105)

Comme z(x,y) est une fonction croissante et en appliquons le Lemme 1.4.8 (p.25) a

I'inégalité (2.22), (avec g(z,y) = 1) , on trouve

a—p Y z
v(z,y) < 2(z,y)exp (%kp/ / b(s,t)dsdt) :
0 0

o(s,1) < 2(s,1) exp (ﬂk%” /O t /O S b(T,g)deg> | (2.106)

Ainsi, d’aprés (2.106) et (2.104), on obtient

2(z, <;ikp// st+—k// (s, t)dsdt
Frrten [ @m0 ok F el + Pk s

! h(x,y)/oy/ox(:v—s)o‘_l — )1 /( L a(s t)+Tk )

+ Ig%
q. ap t s
z(s,t) exp (5161’/ / b(T,f)def) dsdt
0 Jo

p T()T(B)
2, y) <]qu:?// (s,)a st+—K // (s, t)dsdt

al PCLS p_Q%S
+F( xy//x—s =07 g (s, t) + s

q,ar
+ =kr ex(kp// stdsdt)
p I )( P

h(z,y / / z— ) Ny —t) g (pk: z a(s t) + p;qk:g)z(s,t)dsdt,

et

z(z,y) < wlzy)+ gkL F( (z,y / / — )7
(pk v a(s,t) q ») X z(s, t)dsdt
~ q ., a-p .
< a1(x,y)—|—]—9k F( (z,y / / _—
Ay(s,t) x z(s,t)dsdt, (2.107)

ol al(x,y),ﬁl(x,y) et A;(z,y) sont données par (2.99).

Appliquons le Théoréme 2.4.7, nous trouvons le résultat voulu (2.97). =
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Corollaire 2.4.8 Supposons que toutes les conditions du Théoréme 2.4.8 sont vérifiées.

Si
uP(z,y) < a(z,y) / / s, t)ul(s,t)dsdt (2.108)
+F( h(zx,y / / )y — )P log (1 4 u(s, t)) dsdt,

est satisfaite, alors

RS

[a(a:, y) + 6“14\112% (z, y)} : (2.109)

o, p>q>0

W) = w2 0 o) ([ A6 0u)
X exp (2" ! L”/ / (s,t)h ( )) dsdt,
as(z,y) = —k’P/ / b(s,t)a(s,t)%——Kﬁ /Oy/oaf b(s,t)dsdt

+———h(z (x— )y —1)"" lo 1+gk%as,t +p_qk%dsdt,
e [ P Tog(1+ Lk as, ) + 2kt

waw,y) = 2"ay (1‘ y)
o 45 1 F(ma—m—l—l)F(ma—m—l—l) m
2T I'(2)T(B) m2tm(a+p—2) )

— 1

L+ 2k als, t) + 4k

Fa(, 1) = exp (]%W /Oy /O b(s,t)dsdt)> Wz y).

Théoréme 2.4.8 Supposons que toutes les conditions du Théoréme 2.4.8 sont vérifiées.

n(:rer

Soient wy, wy : I — I deux fonctions différentiables croissantes sur |0, ool telles que leurs

dérivées premiéres sur 0,00 sont continues et décroissantes. Si l'inégalité

uP(x,y) < alz,y) / / s, t) g1 (ui(s,t)) dsdt (2.110)

- T JZ—Sa_l _,6_12ur8 s
*nwnmm’”ﬂol< )74y — 17 go (s, 1)) dsd,

est satisfaite, alors

3 =

ule,y) < Ja(e,y) + 0 @) (2.111)
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oup#0,p>qg>0et p>r >0

Uy(o,y) = wle,y)+ 20 LR y) ( / [T uten)
% eXp (2" 1 / / A" (2 y)> dsdt,
Ga(z,y) = / / (5,0)g ( K5 als, t)+7k )

+F( h(z,y / / x—s)Hy— 1) gg(gkrﬂpa(s,t) + p;rk;)dsdt,
ws(z,y) = 2"7'a; (-r y) e,
L, — T 1 (F(ma—m—i—l)f‘(ma—m—i—l))i
o' T T ’
T, r=p p—r.r — r [T, r=p p—r. =
A(s,t) = g9 <5k voa(s,t) + 5 k:p>, A(s,t) = g (Z;k v oa(s,t) + ) k:P)
et

h(xy)—exp(kP// (5,t)g (kpa(st)

Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoréeme 2.4.8. =

qu> dsdt) h(z,y).

2.5 Application

Nous allons présenter quelques exemples pour étudier certaines propriétés de solutions

des équations différentielles fractionnaires.

Exemple 2.5.1 Considérons l’équation intégrale fractionnaire

=l(z ;wx ’ x:c—sa’1 —t)’71G (s, t, 2(s s
“(o9) = o) + e | [ o =) s s, (2112)

o l(z,y),w(z,y) € C(DxR,R) et F' € (D xR,R) pour tout (z,y) € D satisfaisant aux

conditions sutvantes:

(z,y)] < a(z,y),
lw(z,y)| < hz,y),
G(z,y,u)] < g(lul) , (2.113)
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ou a, h, g sont définies comme dans le Théoréme 2.4.7.
Preuve. Supposons que u(x,y) est solution de (2.112), alors en combinant (2.113) et
(2.112) et en appliquant le Théoréeme 2.4.7 (avec p = ¢ = 1), nous pourrons facilement

trouver l’estimation de la solution u(z,y) de (2.112). m

Proposition 2.5.1 Supposons que

|G (2,9, 21) = G (2,9, 22)| < g (|25, 1) = 22(s,1)]) (2.114)

ou g est définie dans Théoréme 2.4.7 et z(s,t) est une solution de (2.112). Alors
I’équation (2.112) posséde au plus une solution.

Preuve. Soient z;(s, t) et z(s, t) deux solutions de (2.112), alors
o) = ale) + rmpey [ ] @9 =0 s s, 219
et
alo) = W) + iy | @9 =0 el )asar. 2110

Faisons la différence ensuite appliquons la valeur absolue au résultat, on trouve

21(0,y) — (@) < lalz,y) — bz, y)| + m / ' / o= sy — 1)
xg(|z1(s,t) — za(s, t)|)dsdt. (2.117)

Appliquons le Théoréme 2.4.7 (pour p = ¢ = 1) a I'inégalité ci-dessus, nous obtenons que
|z1(s,t) — 2z2(t)| < 0, ce qui donne: z(s,t) = z2(s,t), i.e.,’équation (2.112) admet une

unique solution. m
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CHAPITRE

Inégalités intégrales de

type Gamidov

Ce chapitre est consacré entiérement aux inégalités de type Gamidov. Ce type des in-
égalités a été d’abord initié par Gamidov [32] en 1969, tout en étudiant les problémes
aux limites relatifs aux équations différentielles d’ordre supérieur. Par la suite, de nom-
breux chercheurs ont établi des inégalités plus générales, plus raffinées que celles prouvées
par Gamidov[32]. Parmi ces chercheurs, on peut citer : Bainov, Pachpatte, Kendre et
Latpate...

En outre, leurs résultats sont considérés comme des outils fondamentaux dans 1’étude
du comportement qualitatif des solutions de certaines classes d’équations intégrales. Pour
plus de détails, nous pouvons consulter[3, 52, 53, 54, 55, 38].

Dans la premiére section de ce chapitre, nous allons établir de nouvelles inégalités
de type Gamidov unidimensionnelles sur une échelle de temps quelconque. Tout d’abord,
nous introduirons les célébres inégalités de type Gamidov. Nous contenterons de présen-
ter certaines généralisations apparues dans les revues scientifiques, et établissons notre
premier résultat concernant les inégalités intégrale de type Gamidov sur une échelle de
temps. Nous présentons, enfin, un exemple adéquat pour valider le résultat obtenu.

Dans la deuxiéme section, nous donnerons de nouvelles généralisations concernant
les inégalités de type Gamidov bidimensionnelles. Nous concluons cette section par un

exemple illustratif.
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3.1. Quelques célébres inégalités de type Gamidov

Ces nouveaux résultats ont fait ’objet de publications:

K. Boukerrioua, D. Diabi and I. Meziri, New explicit bounds on Gami-
dov type integral inequalities on times scales and applications. Journal of
Mathematical Inequalities Volume 12, Number 3 (2018), 807—825.

K. Boukerrioua, D. Diabi and B. Kilani, On some new generalizations of
certain Gamidov integral inequalities in two independent variables and their
applications. Facta Universitatis (Ni§)Ser. Math. Inform. Vol. 33, No 3
(2018), 467-479.

3.1 Quelques célébres inégalités de type Gamidov

Dans cette premiére partie, nous énoncerons les inégalités les plus cylebres de type Gami-
dov. Dans tout ce qui suit, nous désignerons par J lintervalle [, f3].
En 1969 Gamidov [32] a prouvé les inégalités suivantes afin de les appliquer dans

I’étude de certains probléemes de valeurs aux limites.

Corollaire 3.1.1 ([32]) Soientu, f, g,, g,, hi (i =1,2,........... n) des fonctions positives,

continues et définies sur J. Si

) < FO+000) [ muds 0,036 [ hisus

a=t <ty < ... <t, =0 etc sont des constantes,

telle que

> e [ ) [ss) 0.9 [ 101, 0 s (10 o))

ds <1

t1

CLZOTS, nous avons

u(t) < p,(t) + Mp,(1),
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3.1. Quelques célébres inégalités de type Gamidov

ol

p (0= 10)+) [ 15 e ([ o oh o) ds

t1

50 = 0.0+ 0.0 [ 1) e ( [ 001101 ) s,

t1

M = (Z; ¢ /tli hi(s)p1(5)d‘9) (1 — Z_;Cl/tll hi(g)pz(s)d8> .

Théoréme 3.1.1 ([32]) Soient u et k des fonctions positives continue sur J, et soient

O0<p<l,a;1>0,as >0 et ag >0 des constantes. Supposons que pour tout t € J

t B

u(t) <ap+ a2/ k(s)uP(s)ds + CL3/ k(s)uP(s)ds,

« «

u(t) < ( + axg / t k(s)ds)é ,

o q=1—p et xqg est ['unique racine positive de [’équation

q B
[a2+a3x_a1a2} —xq—a2q/ k(s)ds = 0.

as as

alors, nous aurons

En 1989, Leela et Martynyuk [40] ont établi une nouvelle inégalité de type Gamidov,

dont 1’énoncé est le suivant:

Théoréme 3.1.2 ([40]) Soient m,v € C (R, Ry), T >ty > 0. Si l'inégalité

T

m(t) gm(t0)+/ v(s)m(s)ds—l—/ v(s)m(s)ds,

to to

exp (/tOTU(S)d8> <2

= expngzg)v(s)ds) o (/t:U(S)dS) |

En 1992, Bainov et Simeonov|3| ont démontré une variante du Théoréme 3.1.2. Ce

est satisfaite, de plus

alors, nous obtenons

résultat est le suivant :
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Théoréme 3.1.3 ([3]) Soient u(t), b(t) et c(t) des fonctions continues sur J telles que

b(t) et c(t) sont positives sur J. Admettons que

t B

u(t) < a+/ b(s)u(s)ds +/ c(s)u(s)ds, t € J,

ol a est une constante et si

q:/jC(s)eXp </:b(7)d7> ds < 1,

u(t) < —2 exp (/atb(s)ds), te .

l—q
Dans[53|, Pachpatte a établi une version plus générale de l'inégalité de Gamidov,

alors,

Dont 1’énoncé est le suivant, nous notons A = {(¢,s) € J>: a < s <t < (}.

Théoréme 3.1.4 ([53]) Soient u(t) € C(J,R,), a(t,s), b(t,s) € C (A, R,) telles que

a(t,s) et b(t,s) sont des fonctions croissantes en t, pour chaque s € J et supposons que
B

t
u(t) < c+/ a(t,s)u(s)ds—i—/ b(t, s)u(s)ds,
« «
pour tout t € J, ot ¢ > 0 est une constante. Si la condition

plt) = /a ﬁb(t, 5) exp ( /a Sa(s,a)da) ds < 1

est satisfaite, alors nous avons

u(t) < —S exp (/ata(t,s)ds) , Ve .

1 —p(t)

3.2 Quelques généralisations

3.2.1 Quelques inégalités intégrales de type Gamidov unidimen-

sionnelles

Nous allons exposer, sans démonstration, quelques variantes et généralisations obtenues
sur les inégalités présentées dans la section précédente. Pour plus de détails, nous pouvons

consulter [53, 54, 38, 3, 14].
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Théoréme 3.2.1 ([54]) Soient u, a, b, ¢, f, g € C(J,Ry)

(Hy) Soit a(t) une fonction contindment différentiable sur J telle que a'(t) > 0 et

u(t) < a(t) + /at b(s)u(s)ds + /j c(s)u(s)ds, Yt € J
et st
Py = /j o(s) exp </a b(a)da) ds < 1.
alors
u(t) < My exp ( /a t b(s)ds) + /a () exp ( / tb(a)da) ds,

M= _1p1 {a(a) + /a " o) /a Ca(7) exp ( / S b(a)do) dr)ds} |

(Hs) Supposons que

B
u(t) < a(t) + b(t /f ds+c()/ g(s)u(s)ds, Yt € J

et st nous avons

B
D, —/ g(s)ka(s)ds < 1,

alors
u(t) < ki(t) + Makso(t), Vt € J,
ka(t) = a(t) 1 b(t) [ F(r)a(r) exp ( [ @ b(a)da) dr,
ka(t) = e(t) + (1) [ f(r)e(r) exp ( [ @ b(a)da) dr,
et

(Hs) Soient h(t, s) et sa dérivée partilelle ah : 9s) - des fonctions positives et continues pour
a<s<t<f etsilinégalité

t

B
u(t) < alt) +/ h(t,s)u(s)d8+/ c(s)u(s)ds,

«
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est satisfaite pour tout t € J, et si encore

B s
P = / c(s) exp (/ B* (o) da) ds <1,
alors,

u(t) < a(t) + Msexp </at B* (o) da) + /(: A*(s) exp </t B* (o) da) ds | Vt € J,

A*(t) = h(t, t)a(t) +/ %h(t, s)a(s)ds
B*(t) = h(t,t) + /t %h(t, s)ds,
et

My = - _1P3 /j o(s) [a(s) + /a A% (7) exp (/ B* (o) da) df} ds.

Remarque 3.2.1 L’inégalité établie dans (Hy, Théoréme 3.2.1) est une variante de l’inégalité
donnée par Bainov et Simeonov dans le (Théoréme 3.1.3), tandis que l'inégalité établie

en (Hs) est une variante de l'inégalité donnée par Gamidov dans le Corollaire 3.1.1.

S. D. Kendre et S. G Latpate[38] ont développé I'inégalité prouvée par B. G.

Pachpatte dans (H1, Théoréme 3.2.1) en démontrant les résultats suivants :

Théoréme 3.2.2 ([38]) Soient u(t), f(t), g(t), c(t), d(t) € C(J,Ry) et p>q>0,p#
0 sont des constantes.

Si l'inégalité

t B8
P (t) < eft) + / F(s)u(s)ds + / o(s)uP(s)ds,

8 ;
P = / g(s) exp (/ nlf(a)da) ds < 1,
alors, nous avons

(@) + [7g(s) ([ 1) + naf (D] exp ([*naf(o)do) dr) ds
-

X exp ( (: mf(s)ds) + /: /() + naf(s)] exp (/t nif (o) da) ds,

S

est satisfaite, et

uP(t) <
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ol
q,a->r p—q,a

l{?>0, ny=-k7» et ng=——kvr.
p p
Théoréme 3.2.3 ([38]) Soient u(t), f(t), g(t), h(t) € C (J,R;) et ¢ > 0 une constante.
Si l'inégalité

t

W(t) < o+ / hs) [uq(s)—l— /a CF(o)ut(o)do + / ’ g(a)up(a)da] ds, Vi € J

«

wP(t) < cexp ( /a t nlA(a)dU) + /a t nsB(s) exp ( / A (o) da) ,

A(t) = h(t) [1 + /atf(a)da + nil jg(o)da] )

alors

ol

B(t) = h(t) {1 + /a t f(a)da] ,

et p, q, ny, ny sont exactement les mémes constantes définies dans le Théoréme 3.2.2.

Corollaire 3.2.1 ([38]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 3.2.3 sont vérifiées

et soit c(t) > 1 une fonction croissante. Si l'inégalité

t

w(t) <ct)+ [ s [u%s) + [ s [ ﬁg(a)up((,)da] ds,

«

est satisfaite, alors

t

wP(t) < () exp / niA(o)do + (1) /a t nsB(s) exp ( / t nlA(J)da) ,

telle que p > q > 1, A(t), B(t) et nq1, ny sont exactement les méme fonctions définies

dans les Théoreme 3.2.3 et 3.2.2 respectivement.

Boukerrioua et Meziri ont obtenu des résultats plus raffinés et des versions plus
générales des inégalités représentées dans les deux sections précédentes sur des échelles de

temps arbitraires.
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3.2. Quelques généralisations

Théoréme 3.2.4 ([14]) Assumons que u, ¢, g € Cpq ([, by, Ry) et ¢ > 0. Si f
est définie comme dans le Théoréme 1.1.8 telle que f (t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pour

t,s € [, bly avec s < t. Alors

t b
uP(t) < c(t) + /f(t, s)ul(s)As + /g(s)u’"(s)As,

implique

D=

ep (t,a) /g(s)m(s)As

1-— %kl’p/g(S)Gp (s,a) As

Pit) = k% f(a(t),t)+/fA(t,s)As ,

= CA u% g A S S
Q) = Ao+ | f <t>,t>+a/f (t.5)As) |

et

m(t) = c(a)ep(t,a) + /Q(s)ep(t, o(s))As + d ; Tkiep(t7 a)/g(s)As,

a condition que

b

/Q(S)GP (s,) As < 1.

[0}

ro r—p
—Kk P
p

Remarque 3.2.2 Si nous prenons T =R, p = q = r = 1, l"inégalité donnée dans le

Théoréme 3.2.4 se réduit & l'inégalité donnée dans [[54], Théorémel, (as)].

Théoréme 3.2.5 ([14]) Assumons que u, h, g € Crq([o,bly, Ry), et ¢ > 0 une con-
stante. Si f est définie comme dans le Théoréme 1.1.8 telle que f (t,s) > 0 et f2(t,s) >0
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3.2. Quelques généralisations

pourt,s € [a,bly avec s <t. Alors

t s

e} e} «

implique

3=

u(t) <

C+/ hs) (m(s) N lis) fabg(T)m(T)Ar> A

pourt € |a, b}%, a condition que

b
/ g(T)l(T)AT < 1,

ol

s b t
= g TC p—_q % p—_r % T T)E (0% T)E o\T T
m(o) = (A&7 e+ P AKE P [ gmanentt.a) + [Q@enttotr)ar,

et
q qa—p t
PU) = UK HO + fol).0)+ [ FAeAn
P—q,.a o
at = PR+ [ £ ran)
Remarque 3.2.3 Notons que lorsque T =R, r = p, f(t,s) = f(t), le Théoréeme 3.2.5
se réduit a l'inégalité indiquée dans le Théoréme 3.3.2 dans [38).

Inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-Bihari-Gamidov

Théoréme 3.2.6 ([14]) Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 8.2.4 sont

vérifiées. Soit S : [, b]’% X Ry —— R, une fonction rd-continue satisfaisant

0

IA

S(t,x) = St y) < R(t,y)(z —y),
SA(t,0) > 0, R2(t,0) >0,

pour t € [, bk et x>y >0, ot R : [a, b5 x Ry +—s R est une fonction rd-continue.

Alors
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3.2. Quelques généralisations

uP(t) < c(t) + /f(t,T)S(T,uq(T))AT + /g(T)S(T,UT(T))AT,

implique

hSA

pour t € [a, b]qkr, ol

et

P(t) = %Kq;p}z(t,f%fd)f(a(t),tn / %KTR@Z%KZ)JC%,T)AT,

Q) = A)+ f(o(t),1)S <t—K /fAtT i

Remarque 3.2.4 Si T =R, S(t,u(t)) =u(t), f(t,s) = f(t),p=q=r=1cetc(t) =c
(une constante), l'inégalité donnée dans le Théoréme 3.2.6 se réduit & l'inégalité donnée

dans [[3],Lemme BS| et si on prend r = p, f(t,s) = f(t), le Théoréme 3.2.6 se réduit au
Théoréme 3.2 dans [38].
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3.2. Quelques généralisations

3.2.2 Quelques Généralisations des inégalités de type Gamidov

bidimensionnelles

K. Cheng et C. Guol[21] ont développé I'inégalité prouvée par B. G. Pachpatte dans

(H1, Théoréme 3.2.1) en démontrant les résultats suivants:

Lemme 3.2.1 ([21]) Supposons que u(z,y), a(z,y), c(z,y), g(z,y) € C([0, M] x
[0, N],[0,00)). Si

M N
u(z,y) < a(z,y) + cle.y) / / u(s, 0)g(s, t)dsdt,
0 0
alors

c(x,y) fOM fON a(s,t)g(s,t)dsdt

Uu :C’ y S a :C7 y —"_ )
(=.9) (=.9) 1— fOM fONc (s,t)g(s,t)dsdt

pour (z,y) € [0, M] x [0, N] & condition que

N]
/ / c(s,t)g(s,t)dsdt < 1.

Dans tous ce qui suit, nous désignons par [; = [0, M|, I, = [0, N] des sous-ensembles de

R. Soit A = I x I. C(U,V')) ’ensemble des fonctions continues de U dans V.

Théoréme 3.2.7 Soient U(il?,’y), a(a:,y), b(l’,y), C(l’,y), f(xay)a g(flj,y) S C(A,R+) et

a(x,y), b(x,y), c(x,y) des fonctions croissantes en x et y. Si

u(z,y) < alz,y) + b(z,y) /Ox /Oy f(s,t)u(s,t)dsdt + c(x,y)/0 /0 g(s, t)u(s,t)dsdt,

CLZOTS, nous avons

w(z,y) < {(my)—i—c(xy) ((/OM/N (st)g(st)xexp{ st//fuvdudv
(0 [ ctnatetyxes (a0 [ [ sty i)
xexp{b(x,y)/o /O f(s,t)dsdt},
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est valable pour tout (z,y) € A a condition que :

[ [ ettt tre ot [ [ wvytud fasar <1

Théoréme 3.2.8 ([21]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 3.2.7 sont vérifiées.

Si linégalité suivante
z oy
ux,y) < a(:r,y)—l—b(x,y)/ / f(s,t)u(s,t)dsdt
0o Jo

vete) [ [ ottt yasa

est satisfaite, oum >mn > 0,m > r > 0,00 m,n sont des constantes, alors nous avons

w(z,y) < {a(x,y)+lA(xy)+C$y (/ / A(s, )G
X exp {E(s,t) « / S / F(u,v)dudu}dsdt) |
(1= [ [t oo B0 [ [F Mdudv}xdsdt)”)]

X exp {E(m,y) /01‘ /OyF(S,f)det}}m ;

ol

Az, y) = b(z,y / / f(s,1) [ K™ (s Ha(s,t) + —— K77 (s, t)} dsdt,

(r—m) —
c(x,y / / (s,1) [ Ky, ™ (s,t)a(s,t)+ —K;/m(s,t)} dsdt,
m

B(z,y) = —b(w y), Clz,y ):Ec(;c,y),
F(z,y) = f(x,y)Kl(nmm)(af,y),

(r=—m)

Glz,y) = glz, K, ™ (z,y),

pour tout K; € C(ARy) (i=1,2).

Ce qui est valable pour tout (z,y) € A a condition que :

// (s, )G stexp{ st// uvdudv}dsdt<1
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3.2. Quelques généralisations

Corollaire 3.2.2 ([21]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 3.2.7 sont vérifiées.
Si 'inégalité

wlr,y) < alz,y) + bz, y) /Ox /Oy f(s,t)u(s,t)dsdt

tez,y) /0 N /0 Y o5 tyu(s. £)dsdr,

est satisfaite, oum >mn > 0,m > r > 0,00 m,n sont des constantes. Nous avons

u(z,y) < {a(w,y)Jr [A(w y)+ ¢ y) ((/ / (s,)G )
xexp{%b(s,t)x /O /0 Fm,mdudv}dsdt
« (1_ /0 " /0 ! %c(s,t)@(s,t) xexp{lb(s,t) /0 s /0 tf(u,v)dudv} xdsdt>_1)]

<o { o) [ ] yﬂs,t)dsdt}}%,

[\

ol

|

(z,9) = bz,y) /x/ylf(s,t) Kﬁl(s,t)a(s,t)u(ﬁ(s,t)] dsdt

c(x,y / / —g (s,t) K ( ,t)a(s,t)—l—KQ%(s,t)} dsdt,
) = gbw
(z,y) = f(%y)Kl%(ﬂf,y),

(z,y) = g(x,y)Kg%l (z,9),

x|

= Ec(x Y),

Ql =

pour tout K; € C (A, Rg) (i =1,2), est valable pour tout (x,y) € A a condition que :

/ / 5,1) X exp {%b(s,t) /05 /Otf(u, v)dudv} dsdt < 1.

Ma et Pecaric [48] ont discuté de I'inégalité intégrale de type Gamidov retardée:

Théoréme 3.2.9 ([48]) Soientu(x,y) etl(x,y) € C(A,R), a(x,y,s,t) etb(x,y,s,t) €

C(E,Ry), a(x,y,s,t), b(z,y,s,t) sont des fonctions croissantes en x et y pour chaque
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

s€ I, t €l aecC (I, 1) sont des fonctions croissnates avec a (z) < x sur Iy, 5(y) <y

sur Iy. Si linégalité

a(z)
uP(z,y) < U(z,y) / / a(x,y, s, t)ul(s,t)dtds

a(M)
—i—/ / b(x,y, s, t)u"(s,t)dtds,
a(zo)  B(yo)

est satisfaite, ot p > q > 0,p > r > 0,0u p,q et r sont des constantes, alors on a

1
P

Ay(z,y) + Bi(z,y) exp (A (x, y))] ;

1—)\1<£L‘,y)
pour tout K; € A et K; (x,y) € C(A,Ry) (1 =1,2)ou

u(x,y) < [l(w,y) +

a(z) B(y) q—p
Ai(z,y) = —/( /6 a(z,y,s,t) K, " (s,t)dtds,
1'0

(yo
T B = p—q,.°
1(z,y) = ) a(x,y,s,t) K1 (s, t)l(s,t)—i—TKl (s,t)| dtds,
CEO yO

et
ﬁ(N r r—p p—r r
(x,y) / / b(z,y,s,t) l—KZ” l(s,t) + —K (s,t)] dtds,
(xo) /B p p

(vo)

est valable pour tout (z,y) € A a condition que :

5(1\7) r—p
/ / b(x,y,s,t)Ky" (s,t)exp (Ai(s,t))dtds < 1.
(zo) VB

(o)
3.3 Nouvelles extensions et généralisations

3.3.1 Sur quelques inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-

Gamidov en dimension une

Dans la présente section, nous examinerons le probléme d’obtention de résultats plus
raffinés et des versions plus générales des inégalités représentées dans les deux sections

précédentes sur des échelles de temps arbitraires.

Lemme 3.3.1 Soient u, m, l et n € Cpq([a,blp,Ry)ona, beT. Soit g: Ry — Ry une

fonction différentiable croissante sur |0, +o00[ telle que sa dérivée premiére est continue et
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

décroissante sur |0, +oo[. Si linégalité

u(t) < mit) + 1) / n(5)g(u(s))As, (3.1)

est satisfaite, alors

1(t) / n(s)g(m(s))As
+ b“

ult) < m(t)

1-— /g’(m(s))n(s)l(s)As

a

pour t € [a, b]qkr, a condition que

b
/g)gm(s))n(s)l(s)As < 1.(3.3)

Preuve. Posons
b

Y= /n(s)g(u(s))As. (3.4)

De toute évidence, 3 est une constante. Il résulte de (3.1) que
u(t) <m(t) +1(t)E. (3.5)

par une simple application du théoréme de la valeur moyenne a la fonction g, nous aurons,

pour tout z > y > 0, il existe ¢ €]y, x[ tel que,

9(x) —g(y) = g'(c)(z —y) < g (y)(x —y). (3.6)
Ainsi,
g(u(t)) < g(m(t) +11)E) < ¢'(m(E)I(E)S + g(m(t)). (3.7)

Multiplions les deux cotés de I'inégalité (3.7) par n(t), puis intégrons le résultat obtenu a

a b, nous aurons

g'(m(s))n(s)l(s)As, (3-8)

S .

/ n(s)g(u(s)) As < / n(s)g(m(s))As + 2
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

on peut réécrire l'inégalité (3.8) sous la forme :
b b
S < [nls)glm(s)as +2 [ g m(s)n(s)(s)As
et donc, I'inégalité (3.9) implique 'estimation suivante
b b
/ g 15)85) < [n(s)g(m(s)as

utilisons 'inégalité (3.3), 'inégalité précédente devient

11— /g’(m(s))n(s)l(s)As

a

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Le résultat souhaité découle des inégalités (3.11) et (3.5). Ce qui achéve la preuve. m

Remarque 3.3.1 Si nous prenons, T =R, g(z) =x,a=0,b="1T, le Lemme 3.3.1 sera

réduit au Lemme 2.2 dans [22] .

Corollaire 3.3.1 Supposons que toutes les conditions du Lemme 3.5.1 sont vérifiées. Si

['inégalité
b

u(t) < /n ) arctan(u(s))As,

ce qui implique que
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

et si

alors

pour t € [a, b]qkr, a condition que

[ n(s)l(s)
/—1 —I—m(S)AS < 1.

a

Théoréme 3.3.1 Supposons que u,c,n € Crq([a, by, Ry)et ¢® > 0. Si f est définie
comme dans le Théoréme 1.1.8 telle que f(t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pour t,s € [a,b]; et
s < t. Soit g : R, — R, une fonction différentiable croissante sur ]0,4o00] telle que sa

dérivée premiére est continue et décroissante sur |0, +oo[. Si l'inégalité

/ £t 5)u(s) s + / (5)g(u(s)) A, (3.12)

est satisfaite pout tout ¢ € [a, b]qkf, alors

u(t) < m(t) + = : (3.13)

ou

m(t) = c(a)ep(t,a)—i—/Q(s)ep(t,a(s))As, (3.14)
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

et

)

P(t) = |:f(a(t),t)+/fA(t,s)As

a condition que

Preuve. Définissons une fonction z(t) par

b

z(t) = c(t) + /f(t,s)u(s)AS + [ n(s)g(u(s))As,

alors

£
—~
~
N—
IN
N
—~
~
~—

() = A) + flo (1) Dult) + / FA(E s)u(s)As,

A <A + (o 0),0+ [ £205)88):(0),

alors, 'inégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :
22 (t) < P(1)z(t) + Q(t),

ot P et () sont définies par (3.15).
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Appliquons le Lemme 1.4.3 a I'inégalité (3.22), nous obtenons

2(t) < z(a)ep(t,a) + /Q(s)ep(t,a (s))As. (3.23)

La substitution de (3.19) dans (3.23), nous trouvons

b

2(t) < /Q(s)ep(t, o (8))As + c(a)ep(t,a) + ep(t, a)/n(s)g(z(s))As, (3.24)

a

Nous pouvons réécrire 'inégalité (3.24) sous la forme suivante

b
2(t) < mf(t) + l(t)/n(s)g(z(s))As, (3.25)

ot m et [ sont données par (3.14).
Appliquons le Lemme 3.3.1 et en utilisant l'inégalité (3.18), on obtient I'inégalité

voulue (3.13). Ce qui acheve la preuve. m

Remarque 3.3.2 SiT =R, g(z) = z, l'inégalité donnée dans le Théoréme 3.3.1 se réduit
a linégalité donnée dans[[54], Théoreme 1, (as)].

Théoréme 3.3.2 Supposons que u,a,b,n € Cpq([a,bly,Ry) et ¢ > 0. Si f est définie
comme dans le Théoréme 1.1.8 telle que f(t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pour t,s € [a,b]; et
s < t. Soit g : R, — R, une fonction différentiable croissante sur ]0,4o00] telle que sa
dérivée premiére est continue et décroissante sur |0, +oo[. Si l'inégalité

b

uP(t) < a(t) + b(t) /f(t, s)ul(s)As + /n(s)g(u(s))As , (3.26)

a

est satisfaite pout tout ¢ € [a, b}%, alors
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* _ ! (s t *(s)ep«(t, o (s))As 1 S alt p—1 v,
) = oK u)/Q<)f4a (DAs+ K alt) + = Kb (3.27)
T N
() = pK b(t)ep-(t, )
et
P*(t) = ];Kpb /Kb (8)fA(t, 5)As (3.28)

q—p P—q q

a=p

@0 = St 0EK a0 + 1K) /fAts a(s) + LK )As,

p p

a condition que

b

/gl(m*(s))n(s)l*(s)As < 1.

a

Preuve. Définissons une fonction z(¢) par

b

:/f(t, s)uq(s)As—i—/n(s)g(u(s))AS, (3:29)

a

alors

S

u(t) < (alt) + b(t)=(t))7. (3.30)

Utilisons le Lemme 1.4.1(p.24), nous obtenons facilement

K5 (a(t) + b)) + L2 Kb = w(t), (3.31)

£
)
N
IN
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Ainsi, une simple application du Théoréme 1.1.8, nous donne le résultat suivant

A = flo),Hul(t) + / FA(t, 5)ut(s)As (3.32)

t
< o (@).00alt) + B0 + [ £ als) +b0):(5)F s
Utilisons le Lemme 1.4.1 pour tout K > 0, nous obtenons facilement le résultat suivant

A < S0 (0,00 KT @lt) + b)) + LK) (3.33)

A ke T (als s)z(s P 9ps s
+/f (1)K (als) + bs)z(s) + T LK) As,

a

Nous pouvons réécrire l'inégalité (3.33) sous la forme suivante

Al < (%Kq;pb(t)f(a(t),t)Jr / %KTfA(t,s)b<s)As>z<t) (3.34)

Hilo (), 0K alt) + B LK) 4 /fA(t, )0 KT a(s) + F 2 KA

L’inégalité ci-dessus peut étre reformulée de la maniére suivante :

22 (1) < PH(t)z(t) + Q*(t), (3.35)

ot P *et Q* sont définies par (3.28).
Faisons appel au Lemme 1.4 .3, I'inégalité (3.35), donne une estimation de z(t) de la

forme suivante

2(t) < 2(a)ep(ta) + / Q" (8)ep- (.0 (5))As. (3.36)

Il résulte des inégalités (3.31) et (3.36) que

b
2(t) < ep*(t,a)/n(s)g(w(s))As (3.37)

+/Q*(s)ep* (t,o(s))As.

«
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Multiplions les deux cotés de I'inégalité (3.37) par %K 5 b(t) et en ajoutant %K 1;fpa(t)—l—

1.1 s e
pTlK » aux deux cotés de I'inégalité résultante, nous obtenons

b
1 1
w(t) < Z;K Z b(t)ep*(t,a)a/n(s)g(w(s))As (3.38)
Lyt t *(s)ep«(t,o (s))As ! Sa p-1 >
K b(t)a/Q()p(t, (DAs+ K alt) + 2.

En outre, I'inégalité ci-dessus peut étre réécrite sous la forme suivante
b
w(t) <m*(t) + l*(t)/n(s)g(w(s))As, (3.39)

ot m* et [* sont données par (3.27).

Utilisons le Lemme 3.3.1, l'inégalité (3.39) devient

(3.40)

0 / n(s)g(m*(s))As
u(t) < w(t) <m*(t) + —

1= [ g ()i (s)as

a

Ce qui achéve la preuve. m

Corollaire 3.3.2 Supposons que u,a,b,c,n € Cq([a,blp,Ry). Si f est définie comme
dans le Théoréme 1.1.8 telle que f(t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pourt,s € [a,blp et s < t.

Soit g : Ry — Ry une fonction différentiable croissante sur |0, +o0| telle que sa dérivée

premiére est continue et décroissante sur |0, +o00|. Si l'inégalité suivante

W) < at) + b(t) / F(t, 5)ut(s)As + o(t) / n(s)g(u(s)As, (3.41)

est satisfaite pout tout ¢ € [a, b]% , alors
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(1) / n(s)g(m*(s))As
+ ; z

u(t) < m*(t)

, (3.42)
- / g (m*(s))n(s)1* () As

a

ou m*(t), I*(t), P*(t) et Q*(t) sont données par (3.27) et (3.28), en remplagant b(t) par
(b(t) + c(t)), sous la condition

b

/gl(m*(s))n(s)l*(s)As <1.

Preuve. L’inégalité (3.41) peut étre estimée comme

b

uP(t) < a(t) + (b(t) + c(t))(/f(t, s)u?(s)As + /n(s)g(u(s)))As. (3.43)

a
Appliquons le Théoréme 3.3.2 a cette derniére, nous en déduisons I'inégalité souhaitée

(3.42). m

Théoréme 3.3.3 Supposons que u,c,n € Crq([a, by, Ry) et ¢® > 0. Si f est définie
comme dans le théoréme 1.1.8 telle que f(t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pourt,s € [a,b]; et
s <t. Soient g1,92 Ry — R, deux fonctions différentiables croissantes sur]0,4o00] telles

que leurs dérivées premiéres sur |0, +oo[ sont continues et décroissantes. Si l'inégalité

w(t) <clt) + [ Ftmu(s)As + [nlmu(s)as (3.44)

est satisfaite pout tout ¢ € [a, b]%, alors

u(t) < m(t) + - : (3.45)
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a condition que

[ohmEn(s)is)as <1,

= 1 1%pCCI/B a | S)e gl(s S p_l %
m(t) = pf( (c(a) P@,)-+Z[Q() p(t,o(s))As) + p Kv, (3.46)
1 1
I(t) = 5Kp ep(t,a),
et
= o t At s)As 1 %,p—l v
P(t) = (flo(t).t) + /f (1 9)88)( K7 (2 K), (3.47)

Preuve. Définissons une fonction z(t) comme suit

b

/f (t,8)g1(u As+/n( )ga(u(s))As, (3.48)

alors

Kv = w(t), (3.49)

S
=
S~—
IA

N

Sl
=

A

N
>
=
~—
IN
9}
>
—~
=
_l’_
~
—~
Q
=
u(*
~
+
Kﬁ
>
=
>,
P>
N
2
g
—~
=

A Taide des propriétés de la fonction g; et en utilisant (3.49), il en résulte que

—1 1.1 —1
K»)=-K 5 2(t) + g1 (2
p p p

A1) <A+ (flo (1)) + / 2t 5)As) (g (2
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L’inégalité (3.50) peut étre reformulée comme suit
(1) < P(1)2(1) + Q(1), (3.51)

ot P et () sont données par (3.47).

Faisons appel au Lemme 1.4.3, I'inégalité (3.51) devient, alors

2(t) < z(a)ep(t,a) + /Q(s)ep(t,a (s))As, (3.52)

Substituons l'inégalité (3.49) dans l'inégalité (3.52), nous aurons

b

2(t) < c(a)ep(t,a) /Q epto()As+epta/n As, (3.53)

Multiplions les deux cotés de U'inégalité (3.53) par %K Tt b(t) et en ajoutant = LK aux

deux cotés de I'inégalité résultante, nous obtenons

w(t) < -K 7 (c(a)ep(t,a) + /Q Yep(t, o (s ))As)ﬂ%f{p (3.54)

1 1 /
L eptta / n(s)g2(w(s))As,

alors, I'inégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :

b

w(t) < m(t) + l(t)/n(s)gQ(w(s))As, (3.55)

ot m et [ sont données par (3.46).

Utilisons le lemme 3.3.1, nous obtenons

Ce qui achéve la preuve. m
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

Théoréme 3.3.4 Supposons que u,h,n € Crq([a, bl ,Ry) et ¢ > 0. Si f est définie
comme dans le e Théoréme 1.1.8 telle que f (t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pourt,s € [a,b] et
s < t. Soit g : R, — Ryune fonction différentiable croissante sur |0,+oo[ telle que sa

dérivée premiére est continue et décroissante sur |0, +oo[. Si l'inégalité

t

uP(t) <c +/h(s) ul(s) —|—/f(s,T)uq(T)AT+/n(7)g(u(7'))AT As, (3.56)

[0}

est satisfaite, alors

t 1) [ n(®yg(m(e)) At
() < |e+ g /h(T) m(t) + —* Arl L (357)
‘ 1= [gm@)ronnar
pour t € [a, b]%, a condition que
/g'(m(t))r(t)l(t)At <1, (3.58)
= AR e P ke tta) + Pt K
mit) = GKFerEmihept.a) + =K (3.59)
1. 1-4
K / Qs)ep(t, o (5)As,
1 14
Ity = 5[( v ep(t,a),
_ Ik o t A(t,T)AT
PO) = 2K b0+ floft).0) + / FA 7)AT, (3.60)

_ P73 o At T)AT).
v = K <t>,t>+/f (t, 7)AT)
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Preuve. Définissons une fonction z(t) par

t

s b
2(t) =c¢ +/h(s) u!(s) +/f(s,T)uq(T)AT—l—/n(T)g(u(T))AT As, (3.61)

alors
z(a) = c, (3.62)
1 1-p -1
u(t) < zv(t) < K 7 2(t) + L2 K7, (3.63)
p p
et
t b
22(t) = h(t) uq(t)+/f(t,T)uq(T)A7'+/n(T)g(u(T))AT : (3.64)
Utilisons (3.63), comme la fonction z(¢) est croissante, I'inégalité (3.64) assure
b
22(t) < h(t /f (t,7)z» ( + /n(T)g(le)(T))AT . (3.65)
Utilisons le Lemme 1.4.1 pour I'inégalité précédente, nous obtenons
(LK 2(t) + LK P) + /f (t,T) (LK 5" 2(7) + LK) At
22(t) < h(t) . (3.66)
+/n (1) + ’%K%)Ar,
Définissons une fonction v(t) par
_ . -
(4K"5"2(t) + E4K») + /f(t, TYEK 5 2(r) + LUK P ) At
o(t) = ) a : (3.67)
+/n(7)g(%K1;pz(7) + LK) Ar
Il est claire que
/ 1 1
q, o0 P—q,.1 Lp p—
va:—KPc—l——Kp—i—/nTg—K +—KPA 3.68
(a) ) P (7) (p z(7) P ) (3.68)
de plus
TR 2(t) < o(t), 22(t) < h(t)v(t) (3.69)
p
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

et que la fonction v(t) est croissante pour t € [a, b]qkr. Ainsi, une simple application du
Théoréme 1.1.8, donne le résultat suivant

) = TES A0+ T (),t)(%K“&(t)H%Kp) (3.70)

A e p—4q
/f (t,7)( ()—i—pK)A

Il résulte des inégalités (3.69) et (3.70) que

vR(t) < %KﬂfMﬂ+fw@Lﬂ+/}%aﬂAﬂMQ (3.71)

+p—K /f (t, 7)AT).
p

En outre, I'inégalité ci-dessus peut étre réécrite sous la forme suivante

vA(t) < P(t)u(t) + Q(b), (3.72)

ot P et ) sont définies par (3.60).
Faisons appel au Lemme 1.4.3, I'inégalité (3.72) donne une estimation de v(t) de la

forme suivante

o(t) < v(a)ep(t, a) + / Q(s)ep(t, o (5))As, (3.73)
q,.a-r P—q,.a
v(t) < (]—)K Z c—i—TKp)ep(t,a) (3.74)
b
1 1-p P — 1
+ep(t,a) /n(T)g(];K z(T )+TKP)A

a
t

n / Q(s)ep(t, o (5))As.

Multiplions les deux cotés de I'inégalité (3.74) par %K 5 eten ajoutant p LK v aux deux

membres de l'inégalité résultante et en utilisant (3.69), nous obtenons

b

%K” (t)+—KP < m(t)+1(t /n (r )+7Kp)A (3.75)
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

ou [(t) et m(t) sont données par (3.59).

Ainsi (3.75) peut étre réécrite comme suit :
b

w(t) < m(t) + () / n(r)g(w(r))Ar, (3.76)
st P
wlt) = K7 u(t) + P K (3.77)

Appliquons le Lemme 3.3.1 a l'inégalité (3.77), nous obtenons

w(t) < m(t) + ; (3.78)
1- /g’(m(s))n(s)l(s)As
Il résulte de (3.77) que
LS < w(t). (3.79)
q
Il résulte des deux dernieres inégalités que
b
16) [ n(s)g(m(s) s
o(t) < gK'7 | m(t) + = , (3.80)
1-— /g’(m(s))n(s)l(s)As
Donc, de I'inégalité (3.69), on peut écrire
b
1e) [ n(s)g(m(s) s
A < KT h(t) | m(t) + a . (3.81)

1- /g’(m(s))n(s)l(s)As

«

L’intégration des deux membres de la derniére inégalité de (3.81) de a a ¢, donne

2(t) <c+ qKqu/h(T)(m(T) + = JAT. (3.82)

94



3.4. Applications

L’inégalité désirée (3.57) découle des deux inégalités (3.82) et (3.63). m

Remarque 3.3.3 Pour T =R ,g(x) = z, f(t,s) = f(t),p = ¢ = 1, Uinégalité donnée
dans le Théoréme 3.5.4 se réduit a l'inégalité donnée dans| [55], p.47, (c2)].

3.4 Applications

La derniére partie de cette section est consacrée a une certaine illustration de nos princi-
paux et récents résultats par la présentation de quelques exemples dont I'objectif principal
est explorer et d’étudier certaines propriétés de solutions des équations dynamiques sur

des échelles de temps.

Exemple 3.4.1 Considérons l’équation intégrale générale, mixte et non linéaire suivante

t b

yP(t) = z(t) +/ F(s,y1(s))As +/ G(s,y(s))As > 0, (3.83)

pour t € [a,blp, oup > ¢ > 1, p > r > 1, y(t) est une fonction inconnue, = €
Cra(la, b, R), F,G € Cpq([a, by x R, R).

Supposons les fonctions F' et G indiquées dans la formule (3.83) satisfaisant aux con-

ditions suivantes :

()]
[E(s,9'(s)l < f(9) [yl
G(s,y(s))l < n(s)g(lyl).

IA
IS
—~
~
~

(3.84)

ot a(t), n(t), g(t) , f(t) € Cra([a, by, Ry).

Proposition 3.4.1 Admettons que y(t) est la solution unique de [’équation (3.83) et
fab g (m*(s))n(s)l*(s) As < 1, alors
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(3.85)

y(t)] < {m*(t)+ (@) J, n(é‘)g( (s))As }

1= [, g (s)I(s)As
pour tout t € [a, b]%, ou m*(t) et I*(t) sont définies comme dans le Théoréme 3.3.2.

Preuve. A partir des équations (3.83) et (3.84), nous obtenons

b b
y(@)I" < a(t)+/ f(s) Iy(S)IqAS+/ n(s)g(lyl)As. (3.86)

En faisant appel au Théoréme 3.3.2 & I'inégalité ci-dessus, nous trouvons le résultat

voulu (3.85). m

Remarque 3.4.1 Si nous prenons, g(x) = arctan(z) dans l'inégalité (3.86), alors la

solution de (3.83) et (3.84) peut étre estimée comme

I*(t) fabn(s) arctan(m*(s))As
SICLIONVE &

@14+ m2(s)

ot m*(t) et I*(t) sont définies comme dans le Théoréme 3.3.2.

ly(®)] < §m*(t) +

Exemple 3.4.2 Considérons le probléeme & valeur initiale suivant :

YA (t) = [ / f(t,s) As—i—/ n(s)In(ly(s)| + 1)As|, y(a) =¢, (3.87)

ou h(t), f(t,s) et n(t) sont exactement définies comme dans le Théoréme 3.3.4, et ¢

une constante.

Proposition 3.4.2 Supposons que y(t) est la solution unique de l’équation (3.87). Alors

3=

)Ar| (3.88)
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pour tout t € [, b]qkr, avec

[ n(s)l(s)
/ Tm()A s<1, (3.89)

a

ou m*(t) et I*(t) sont définies comme dans le Théoréme 3.3.4.
Preuve. Si y(t) est 'unique solution de (3.87), alors y(t) peut étre exprimée de la

maniére suivante

y(t)—c—i—/at { /fm m+/b <T)1n<|y<7)|+1)m] As. (3.90)

En outre,

y(0)] < || + / h(s) [|yq<s>| n / (s, ()] A7) + / n(r) In(Jy(r)] + mr} As.
(3.91)

Appliquons le Théoréme 3.3.4, nous trouvons le résultat voulu (3.88). m

3.4.1 Sur quelques inégalités de type Gamidov bidimension-

nelles

Dans cette partie, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles inégalités intégrales
de type Gamidov en dimension deux qui sont des généralisations des résultats obtenus

par K. Cheng et C. Guo[21].

Lemme 3.4.1 Supposons que u(z,y), a(z,y), c(x,y), g(x,y) € C(A,R,). Soitn: R, —
R, wune fonction différentiable croissante sur |0,+oo[ telle que sa dérivée premiére est

continue et décroissante sur |0,4o0[. Si l'inégalité

u(z,y) < alx,y)+c(x,y / / (s,t)dsdt, (3.92)
est satisfaite, alors

c(z,y fo fo )n(a s,t))dsdt .
1— [ [V s, t)g(s, ) (als, t))dsdt

Ceci est valable pour tout (z,y) € A a condition que :

/ / s,t)g(s, t)dsdt < 1. (3.94)

u(z,y) < a(z,y) + (3.93)

97



3.4. Applications

Preuve. De toute évidence fOM fONg(s, t)n(u(s,t))dsdt est une constante.

:/OM /ONg(s,t)n(u(s,t))dsdt, (3.95)

u(z,y) < alx,y) + c(z,y)8. (3.96)

Soit
alors

Comme 7 est une fonction croissante sur |0, +oo], alors, on a

n(u(z, y)) < nla(z,y) + c(z, y)2).

Et, par une simple application du théoréme de la valeur moyenne & la fonction n, nous

aurons, pour tout x; > y; > 0 lexistence ¢ €|y, z1] tel que,

n(z1) = n(y:) = n'(c)(x1 —y1) < n'(y1) (21 — ). (3.97)

On peut obtenir aisément

n(u(z,y)) < n'(a(z,y))e(z, y)2 + nla(z, y). (3.98)

Comme ¢(z,y) est une fonction positive, alors

g(z,y)n(u(z,y)) < g(z,y)n'(alz,y))c(z,y)Q + g(x, y)n(a(z,y). (3.99)

En intégrant les deux membres de (3.99), on obtient

Q = /M /Ng(s,t)n(u(s,t))dsdt (3.100)
< / / a(s,t))e(s,t)g(s,t) dsdt—i—/ / (s,t)n(a(s,t))dsdt.

Utilisons l'inégalité (3.96), I'inégalité précédente devient

Iy gy (s, tnlals, )dsdt
L= foM fUN c(s,t)g(s, t)n'(a(s,t))dsdt

L’inégalité désirée (3.93) découle des deux inégalités (3.101) et (3.96). m

(3.101)

Remarque 3.4.2 Si nous prenons n(x) = = , le Lemme 3.4.1 sera réduit au Lemme

3.2.1.
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Corollaire 3.4.1 Supposons que toutes les conditions du Lemme 3.1 sont vérifiées. Si
l'inégalité
M N
(o) < alevy)+e(wg) [ [ gl t)anctan(u(s, ) dsc,
o Jo

est satisfaite, alors

c(x,y fo fo (s,t) arctan(a(s,t))dsdt

~ (s, 1)g(s, 1)
1— M Ha—Mddt

pour tout (z,y) € A, sous la condition

/ / 1+ 2 dsdt<1
a

u(z,y) < alz,y) + c(z,y) /0 /0 g(s,t)In(u(s,t) + 1)dsdt,

u(z,y) < alz,y) +

)

Et si

alors
c(z,y fo fo (s,t)In(a(s,t) + 1)dsdt

L=y 018+t2L(i t))d dt

u(z,y) < a(z,y) +

Y

pour tout (z,y) € A, sous la condition

/ / ddt<1
1+a3t

Théoréme 3.4.1 Soit a(z,y), b(z,y), c(z,y), f(2,y), g(x,y) € C(ARy) et a(z,y),
b(x,y), c(z,y) sont des fonctions non décroissantes en x ety . Soit n : R, — R, une
fonction différentiable croissante sur |0, 400 telle que sa dérivée premiére est continue et

décroissante sur |0, 4o00[. Si l'inégalité

u(z,y) < alz,y)+ b(z,y) /Ox /Oy f(s,tu(s, t)dsdt + c(z,y)

X /OM /ONg(s,t)n(u(s,t))dsdt, (3.102)

u(z,y) < A'(z,y)+ C*(x, y) (3.103)

fo fo A*(s t))dsdt
1— MY ox( s,t s, )/ (A*(s, t))dsdt’

est satisfaite, alors
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pour tout (x,y) € A, sous la condition
M N
/ / C*(s,t)g(s, t)n'(A*(s,t))dsdt < 1,
o Jo
ot
z oy
) = alwpyexn (e [ [ s oasir}.
o Jo
Ty
) = cleyes {oen [ [ sts.odsar
o Jo

Preuve. Fixons arbitrairement (X,Y) € A, pour (z,y) € A; =
d’aprés (3.102), on a

wwy) < a(X,Y)+b(X,Y) / ' / " (s, tus, £)dsdt

o Jo

M N
XY dsd
o) [ [ gt tntuts, s,
Définissons une fonction z(x,y) par

z(x,y) = a(X,Y)+b(X,Y) /x/yf(s,t)u(s,t)dsdt

o Jo

M N
+e(X,Y) ></ / g(s,t)n(u(s,t))dsdt ,
o Jo
alors,
u(z,y) < v(,y),
et

0(0,9) = a(X,Y) + o(X,Y) /0 /0 o(s, n(u(s, £))dsdt,

Do) = oxY) /0 " f e (e, )t

< b(X,Y) /y flz, t)o(z, t)dt
< (b(X,Y) /Oy f(z, t)ydt)v(z,y).

Comme v(z,y) non décroissant en y, alors (3.108) devient

(0/9z) v(z,y)

e <) /0 Fla ).
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En fixant = = s et en intégrant les deux membres de I'inégalité ci-dessus de 0 a z, nous

pouvons obtenir

o(z,y) < v(0,y) exp {b(X,Y) /0 ' /0 ’ f(s,t)dsdt}. (3.110)

De (3.106) & (3.107), on obtient,
u(z,y) < [a(X, Y) + (X, Y)/O /0 g(s,t)n(v(s,t))dsdt}

xexp{b(X,Y) /0 /Oyf(s,t)dsdt}

— (X, Y)exp {b(X, Y) /0 ' /0 ' f(s,t)dsdt}
+e(X,Y) exp{b(X,Y) /0 ' /0 ’ f(s,t)dsdt}
<[ [ sts.omets,pasa

= Ai(z,y, X,Y) + Ci(x,y, X,Y)

/ / (5, )n(v(s, t))dsdt. (3.111)

Appliquons le Lemme 3.4.1 a l'inégalité (3.111), nous obtenons

w(z,y) < Ai(z,y, X,Y) +C’1(:c y,X Y) (3.112)
JMN (s, t)n(Ay(s,t, X, Y))dsdt
1—f0 fo Cy( a:,y,X, Y) (s,t)n/(A1(s,t, X,Y))dsdt

puisque l'inégalité (3.112) est valable pour tous (z,y) € Aj, nous prenons r = X et

y =Y , on obtient,

wX,Y) = AYX,Y)+ C*(X Y)

fo fo n(A*(s,t))dsdt
1— [ o s,t) (s, t)n/(A*(s, t))dsdt’

nous remplagons X et Y par x et y, respectivement, et nous obtenons I'inégalité (3.103).

Remarques 3.4.3 Sinous prenons n(z) = x, le Théoréme 3.4.1 sera réduit au Théoréme

2 dans [21].
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Théoréme 3.4.2 Soient a(z,y), b(z,y), c(x,y), f(z,y) et g(x,y) des fonctions définies
comme dans le Théoréme 3.4.1. St u(x,y) € C(A,Ry) satisfait a

uP(z,y) < a(z,y) + b(z,y) /OI /Oy f(s,t)ui(s, t)dsdt + c(x,y)

X/o /0 g(s,t)n(u(s,t))dsdt, (5.113)

ol p, g sont des constantes réelles telles que p > ¢ > 0, p > 1, alors

u(z,y) < A*(z,y)+ C*(z,y) (3.114)
y fOM fON G*(s,t)n(A*(s,t))dsdt
1-— fOM fON C*(s,1)G* (s, t)n! (A*(s, t))dsdt

est valable pour (z,y) € A, ou

A(z,y) = Al(x,y)exp{Bl(x,y) /Ow/OyF*(s,t)dsdt}, (3.115)
CHX,Y) = Cl(x,y)exp{Bl(:E,y) /Ox/OyF*(s,t)dsdt},
et
Ai(z,y) = —K #b(x,y / / £(5,1) { K- p)/pa(s,t)—i—]% Kq/p] dsdt
+ L “a(r, y)+TKp
By(z,y) = %K TP (z,y),  Ci(w,y) = %KI?C(%?J%
Fi(z,y) = [flz,y), G*(z,y) = g(z,y), (3.116)

sous la condition

/M /N C*(s’t)G*(Sat)nl<A*(S,t))dsdt <1

Preuve. Définissons une fonction w(z,y) par

wzy) = bz,y) /0 ’ /0 " (s t)ut (s, ) dsdt (3.117)
—i—c(w,y)/o /0 g(s,t)n(u(s,t))dsdt,
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alors

uP(z,y) < alz,y) +w(z,y), (3.118)

Utilisons le Lemme 1.4.1 pour tout K > 0, nous obtenons facilement

1 15 —1_ 1
U(l’,y) S (a(m,y)—l—w(x,y))l/p S ]_)K P (CL(CL’,y)—FU)(I,y))—f—pTK; :U(I7y)u
Wi(z,y) < (ale,y) +wle,y)"” < LK@ ((e,y) +wlz,y) +22 Ko,
p p
1 —p
—KlTw(:L’,y) < o(z,y). (3.119)
p

I1 résulte des inégalités (3.117) et (3.119) que

Y q P—q _am
w(zy) < b,y) / / F(s,1) {—K(qp)/pa(s,t)Jr—K dsdt
o Jo p P

+qK D2, y) /I /y f(s,t)v(s, t)dsdt
+c(z,y) /0 /0 g(s,t) n(v(s,t))dsdt, (3.120)

Multiplions les deux cotés de 'inégalité (3.120) par iKI_Tp et en ajoutant %K%G(ZE, y)+

I%K » aux deux cotés de I'inégalité résultante, nous obtenons
z oy
o) < Aifey) + Balay) [ [P (stu(s st (3121
o Jo

Oy (2, ) /0 N /0 Y G (5. Dynfu(s. £))dsdt.

ou Ai(z,y), Bi(z,y),Ci(z,y), F*(z,y) et G*(x,y) sont définies par (3.116).
Comme A;(x,y), Bi(z,y) et Ci(z,y) sont des fonctions croissantes, continues et posi-

tives, ’Appliquons du Théoréme 3.4.1, donne 'estimation de v(x,y) suivante:

u(z,y) < v(z,y) < A'z,y) +C(x,y) (3.122)
S [N G (s, tyn(A* (s, 1)) dsdt
1— M [V O (s, 8)G* (s, t)n! (A*(s, 1)) dsdt

ou A*(z,y) et C*(x,y) sont données par (3.115). m

Remarque 3.4.4 Si nous prenons n(z) = x, le Théoréme 3.4.2 sera réduit au Théoréme

6 [21].

103



3.5. Applications

3.5 Applications

Nous allons présenter quelques exemples pour étudier certaines propriétés des solutions

des équations différentielles et intégrales.

Exemple 3.5.1 Considérons [’équation intégrale suivante:

A(z,y) = alz,y) + b(z, y) /0 ’ /0 " Fs.t, 2)dsdt + clx, y) /0 N /0 NG(s,t,z)dsdt, (3.123)

pour (z,y) € A, ot z(z,y) € C(AR) a(z,y),b(z,y),c(z,y) € C(AR,) sont non
décroissants en x ety et F(x,y,z),G(x,y,z) € C(A x R, R).

Théoréme 3.5.1 Supposons les fonctions F et G indiquées dans la formule (3.123)

satisfaisant les deux conditions suivantes :

|F(s,t,2)] < f(s,1)]|2], (3.124)
G(s,t,2)] < g(s,t)n(]2]),

ou f(s,t), g(s,t) et n sont définis comme dans le Théoréme 3.4.1.

Admettons que z(x,y) est la solution unique de ’équation (3.123). Alors

2zy)l < Aey) +C(x,y) (3.125)
fo fo n(A*(s,t))g(s,t)dsdt
fo fo n'(A*(s,t))C*(s,t)g(s, t)dsdt

est valable pour tout (x,y) € A sous la condition

/ N / Y Ot (5. g (5. ) (A* (5. 1)) dsdt < 1. (3.126)

ou A*(z,y), C*(x,y) sont définies comme dans (3.115).
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Preuve. Si z(z,y) est la solution unique de (3.123), alors z(z,y) peut étre exprimé

de la maniére suivante

e y)l < aley)+bz,y) / ' / " Fs.1) |2(s.1)| dsdt (3.127)

+c(z,y) /0 /o g(s,t)n(|z(s,t)])dsdt.

Appliquons le Théoréme 3.4.1 a (3.127), nous trouvons le résultat voulu (3.125). m

Corollaire 3.5.1 Si nous prenons, n(z) = arctan(z), dans linégalité(3.124), alors la

solution unique de (3.123) peut étre exprimée par

lz(z,y)] < A(z,y) +C*(x y)
fo fo (s,t)arctan(A*(s,t))dsdt

N C*(s,t)g(s,t)dsdt
L= fo 1+A*2(s,t)

/ /C*st st)dsdt<1
1+ A*2(s,t)

Si nous prenons n(z) = In(z + 1), alors

Sous la condition

lz(z,y)] < A¥(z, y)+0*(fc )

fo fo (s,t)In(A*(s,t) + 1)dsdt

N C*(s,t)g(s,t)dsdt
1 - fo 1+A*(s,t)

//C*st st)dsdt<1
1+ A*(s,t) '

Proposition 3.5.1 Supposons que les fonctions F et G dans (3.123) satisfaisant les con-

Sous la condition

ditions suivantes :

|F(S7t7z)| - F(S7t77)

IN

f(s,t) |z =7, (3.128)
|G(s,t,2)| — G(s,t,2) < g(s,t)n(lz —Z]|),
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ou f(s,t), g(s,t), nsont définies dans le Théoréme 3.4.1, n(0) = 0. Si

M N
/ / C*(s,t)g(s,t)n'(A*(s,t))dsdt < 1,
o Jo
ou A*, C* sont définies dans le Théoréme 3.4.1 et z(x,y) est solution de (3.123),

alors I’équation (3.123) posséde au plus une solution.

Preuve. Soient z(x,y) et Z(z,y) deux solutions de (3.123), alors

Z(x,y) = a(x,y ~|—bxy// (s,t,Z)dsdt

—i—c(:v,y)/ / G(s,t,z)dsdt,
o Jo

Ha,y) = al@y) + bz, y) /0 ' /0 " B(st, 2)dsdt
te(z,y) /0 " /0 Y Gt 2)dsdt, (3.129)

de (3.129), nous avons

2(z,y) — Z(zy)| < wam/m/ﬂm&ua—F@uamwt

c(x,y) / / (s,t,2) — G(s,t,Z)| dsdt

M%wltﬁf@ﬂk—ﬂ%ﬁ T o)

X/O /0 g(s,t)n(|z — z|)dsdt. (3.130)

Appliquons le Théoréme 3.4.1, nous obtenons que |z(z,y) — Z(z,y)| < 0, ce qui donne :

IN

z(z,y) =Z(x,y) pour (z,y) €A. =
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CHAPITRE

Stabilité de quelques
systémes perturbés aux
échelles de temps par
’approche des inégalités

intégrales

La théorie de la stabilité est I'une des branches importantes de la théorie des équations dif-
férentielles. Plusieurs activités de recherche sont principalement axées sur cette approche
(voir [18] et [39]). Certains résultats relatifs aux équations dynamiques aux échelles de
temps sont obtenus [41] . En particulier, 'analyse de la stabilité aux échelles de temps a
été lancée dans les années 1990 avec les travaux d’Aulbach et Hilger [2] .

Une attention particuliére a été accordée aux équations différentielles delta linéaires et
a la stabilité asymptotique utilisant 'approche de Lyapunov dans [62]. Plusieurs articles
(Dacunha [28], Peterson et Raffoul [59] , Bohner et Martynyuk [7] , Martynyuk [42] ,
Martynyuk et al.[43] ont étudié les propriétés de la stabilité exponentielle des systémes

dynamiques aux échelles de temps .
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4.1. Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles de temps

Les équations différentielles ou différentielles linéaires non autonomes régressives décrites
par les équations suivantes:

& = A(t)x, (4.1)

ounx € R" t € Tet A: T — R"™" est une fonction régressives a valeurs matricielles;
le systeme a été traité depuis longtemps dans des cas aussi discrets que continus et sous
diverses hypothéses pour étudier le comportement des solutions.

Ici, nous représentons la perturbation comme un terme additif au coté droit de ’expression
(4.1). Ainsi, le systéme perturbé associé sur les échelles de temps est donné par 1’équation

suivante:

22 (t) = A(t)x + F(t,z(t)), (4.2)

ou F(t,0) =0et F: T x R" — R" est une fonction rd-continues de T.

Dans la premiére section de ce chapitre, en citant tout d’abord quelques inégalités
intégrales dynamiques non linéaires de type Gronwall aux échelles de temps, qui sont
utiles pour notre présente étude, nous allons étendre les résultats de stabilité asympto-
tique du systéme perturbé (4.2) présentés par B. B. Nasser et K. Boukerrioua [12, 13] .
Dans une seconde section , nous énoncons quelques nouveaux résultats sur ’étude de la
stabilité exponentielle de systéme perturbé (4.2), sous différentes conditions imposées sur

la perturbation F.

4.1 Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles
de temps

Dans cette section, on cite quelques inégalités intégrales dynamiques non linéaires de type

Gronwall aux échelles de temps, qui sont nécessaires & notre étude.
Lemme 4.1.1 ([12]) Soient ¢,p,a, ¥, x € C.q (T,R;).Si l'inégalité

o(t) < o(t) + W(t) /t {a(s)p(s) + x(s)} As, pour tout t € T,
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4.1. Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles de temps

est vérifiée, alors

t
Oz(T)\I/(T)AT] As, pour tout t € T;.

o(t) < o(t) + W(1) /at {a(s)p(s) + x(s)} exp {/U

(s)
Lemme 4.1.2 ([12]) Soit p une fonction positive et rd-continue, nous avons les inégal-

1tés
t t

1+ /P(T)AT < ep(t,ty) < exp /p(T)AT , pour tout t € T} .

to to
ot, Uensemble noté T est défini par: T = {t,ty € T,t >ty} .
Théoréme 4.1.1 ([12]) Si les conditions suivantes sont satisfaites
e le systéme linéaire (4.1) uniformément asymptotiquement stable.

e Le terme perturbé satisfait

F(t,x) < d(t) [lz]| + k(t),

. f;roo 17d)fz)(s)As < d < 400, f;oo k(s)e_x (a,0(s)) As < k < +o0. Alors le systéme

perturbé (4.2) est uniformément attractif .
Théoréme 4.1.2 ([12]) Si les conditions suivantes sont satisfaites

e le systéme linéaire (4.1)est uniformément et exponentiellement stable.

e Le terme perturbé satisfait

F(t,z) < o(t) o] + x(2),

° ft:m 1_“/\(2)(5)As <d< +00, ft::m x(s)e_x (to, 0(s)) As < k < +00. Alors le systéme

perturbé (4.2) est uniformément partialement et exponentiellement stable.
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4.2. Quelques nouveaux résultats sur I’étude la stabilité exponentielle de systéme
perturbée

4.2 Quelques nouveaux résultats sur 1’étude la sta-
bilité exponentielle de systéme perturbée

La solution du systéme perturbé (4.2) vérifie ’équation intégrale

x(t) = ®al(t, to)zo —|—/ D 4(t,0(s))F(s,x(s))As.

to
Rappelons que ¢ 4(t,tog) est une fonction matricielle est appelée matrice de transition
(voir Définition 1.3.2)
Nous énoncons maintenant quelques nouveaux résultats sur I’étude de la stabilité

exponentielle de systéme perturbée.
Théoréme 4.2.1 Si les conditions suivantes sont satisfaites

e le systéme linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable.
e Le terme perturbé satisfait

F(t.2) < g(tyw(|le]).t > to (4.3)

Ou ¢ (t) une fonction positive and rd-continue, w € H (voir Définition 1.4.1, p.23).

Soit r la solution de

r2 (1) = YA w(r(t), r(to) = 7 (4.4)
e Il existe une fonction bijective W satisfaisant

(Wor)® = ~\ sachant que/ A(s)As < oo, (4.5)

to

Wiu) = /u:%, W (00) = 0.

Alors le systéme perturbé (4.2) est uniformément et exponentiellement stable.
Preuve. Soit le systéme linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable, la

fonction correspondante de la matrice de transition satisfait

1D a(t,to)]| < ve_x(t, o), (4.6)
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La solution du systéme perturbé (4.2) vérifie ’équation intégrale

x(t) = P a(t, to)xo —i—/t DA(t,o(s))F(s,z(s))As, (4.7)

En prenant les deux parties de 1’équation (4.7) en norme avec l'utilisation de (4.6), nous

obtenons

lz@I < 1®alt, to) ||fffo||+/t [P a(t, o ()IECs, (z(s))]| As,

IN

ve-x(t,to) [l zoll +€—A(t,to)/ ve-a(to, o (s))g(s)w(l|z(s)[])As

to

IA

e-(t, to) [vllwollJr/ ve-x(to, a(s))g(s)w(||z(s[)) A ] (4.8)

to

ex(to, 1) =B < vonHJr/ ve-x(to, a(s))g(s)w(||z(s])As

to

OO ¢y [l g, (ol 7€—A(toat)|!x(3||> N

[[oll o]l ve-x(to, 1) ol

l[zoll

<+ [ g (I8 as (19)

|0l ve_x(to, )

Posons maintenant, u(t) = , ous obtenons

Puisque la fonction w est de classe H , nous aurons

ult) < v+ / ity (Y wtugsnas,

(B ve_x(to, )

A o) (ol

|0l ve_x(to,t)

En prenons :

Nous obtenons
t
u(t) <+ [ Apulu(s) s,
to

Appliquons le théoréeme 2.1.2 (voir page 27), nous obtenons :

u(t) < Wt [W (7) —i—”y/t)\(s)As] ; (4.10)

to

< w! [W (7) +7/oo A(S)AS] :

to
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pour tout t € T, alors
[z(£)]| < de—x(t, o) [[zo|

ol

W [W () + y/oo A(S)As} |

to

Alors le systéme perturbé (4.2) est uniformément et exponentiellement stable. =
Théoréme 4.2.2 Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) le systéme linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable.

ii) Le terme perturbé satisfait la condition:
IE @ 2) || < 0 (d) o]l + k(2) (4.11)

oud,k € Cy(T,R), n : Ry — R, est une fonction croissante différentiable sur

10, oo[telle que sa dérivée premiére 1’ est continue et décroissante sur |0, ool.

iff) " LI A s < d < +oo, [ n(k(s))e_r(a,0(s)) <k < +oo,

Alors, le systeme perturbé (4.2) est uniformément partialement et exponentiellement
stable.

Preuve. La solution du systéme perturbé (4.2) vérifie I’équation intégrale suivante:

@I < [1Pa(t, to)[ lzoll + /tt [@a(t, o (s)IE (s, (z(s))]| As.

Comme le systéme linéaire (4.1) est uniformément et exponentiellement stable, d’aprés

les conditions i) et ii), nous obtenons aisément

Jz(6)]] < vex(t,to) [|zoll +7€—A(tato)/ e-x(to, 0(s))g (d(s) lz]| + k(s)) As. (4.12)

to
Par une simple application du Théoréeme de la valeur moyenne & la fonction 7, nous

aurons, pour tout x; > y; > 0, il existe ¢ € Jy;, x1] tel que,

n(w1) —ny) = n'(c) (@1 — ) < 1'(y1)(xr — m1)
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Ainsi, nous avons:

n(d(s) [zl + k(s)) < n'(k(s)) x (d(s) [z]]) + n(k(s)) (4.13)

Et en se servant des inégalités (4.12) et (4.13) précédentes, nous obtenons:
t

[z()[] < ve-x(t, o) [|zo +7€—A(tato)/ e-x(to, o(5)) [ (k(s)) x (d(s) |z]l) + n(k(s)] As,
to

Appliquons le Lemme 4.4.1 & cette derniére inégalité, nous trouvons:

ol + (f, (e-a(to, o ()1 (())d(s)ve-(s, to) o]l + e-r(to, o (s))m(k(s))

xexp (f1,) ealto, o (D) (k()) x d(r)re A(, ) AT ) As,
(4.14)

(@) < ve-x(t; to)

D’aprés les conditions ii) et iii), nous déduisons que:

lz(B)]] <~ (1 + ydexp (ﬂ)) e_x(t, o) ||zol| + vk exp (ycf) BAD] (4.15)

Théoréme 4.2.3 Si les conditions suivantes sont satisfaites

e le systéme linéaire (4.1) uniformément et exponentiellement stable.

e Le terme perturbé satisfait la relation suivante:

oua(t) € Cry(T,Ry), 5 €S
Alors, le systéme perturbé ( 4.2) est uniformément et exponentiellement stable.

Preuve. La solution du systéme perturbé (4.2) vérifie I’équation intégrale suivante:

x(t) = P a(t, to)z(to) +/ D y(t,0(s))F(s,x(s))As,

to
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perturbée

=@ = [[®alt, o)l ||$o||+/t [@ A, o ()] [|F(s, (z(s))]] As,

IN

ve-x(t;to) HonJreA(t,to)/ ve-a(to, a(s))a(t) B([lz(s)[))As,

et ol + e-a(t o) | et or(s))a(t) an]] 2G5

° B(ll=(s)])

IN

IN

to o]l

< ye-a(t, to) ||ﬂfo||+6—x(t,to)/ ve-x(to, a(s))a(t) [lzoll e-x(t, t0) 5

to

< ea(tsto) ||zl {’Hv/ e-(to, o(s))a(t) ||z ex(sato)5<

to

Prenons: u(t) = ||z(t)| ||(to)|| " e—a(to, t), alors, nous obtenons:

u(t) < v+ /t T uls _a(;lz(s)

Cela implique par I'inégalité de Bihari [3] que

[zoll B (u(s)) As,

u(t) < W [Wm = A<s>As] <w {W@) = A(s)As] ,

to to
Ainsi nous avons

z(t) < M(to) [[ol| e-a(t, to),

d = W [W(’y) +’y/too )\(S)A8:| :
A = s
|
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CHAPITRE

Conclusion

Cette étude s’inscrit dans la démarche de ’application des outils d’analyse des équa-
tions différentielles.Il s’agit d’une certaine généralisation des inégalités intégrales de type
Gronwall-Belmann fractionnaires et, également de type Gamidov, pour des fonctions a
une et & deux variables.

Le premier chapitre de notre recherche nous a permis d’esquisser la théorie des échelles
de temps, des notions basiques de 'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,
ainsi que quelques notions fondamentales et des définitions relatives a la stabilité.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons traité les inégalités intégro-différentielles frac-
tionnaires uni et bidimensionnelles. Nous avons pu, d’une part, établir de nouvelles iné-
galités de ce type, et d’autre part, trouver une application pour ces résultats.

Le troisiéme chapitre a été consacré a I’étude des inégalités intégrales de type Gamidov
ou il nous a été possible de procéder a leur généralisation pour les fonctions a une et deux
variables

respectivement.

Enfin, dans le quatriéme et dernier chapitre, on a procédé a I’étude de la stabilité de
certains systémes perturbés aux échelles de temps par ’approche des inégalités intégrales.
Nous nous sommes intéressés, plus particulierement, & la stabilité exponentielle de ces

systémes.

Publications Internationales :
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