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Résumé

Les travaux présentés dans cette thése portent sur ’étude de systémes quasi-linéaires
de type elliptique, présentant des singularités & 1’origine. Notre objectif est de montrer

I’existence, I’absence et multiplicité de solutions positives et réguliéres.

Cette these est structuré en trois chapitres que nous décrivons briévement:

Le chapitre 1 est consacré aux rappels sur les espaces fonctionnels (espaces de Lebesgue,
espaces de Sobolev), sur la Méthode des sous et sur-solutions, le degré topologique, ainsi

que sur les principaux outils dont nous faisons un usage fréquent dans les autres chapitres.

Dans le Chapitre 2, nous étudions I’existence de solutions pour un systéme d’équations

elliptiques quasi-linéaires présentant des singularités a 1’origine

(

—Ayu = Au*v?1 + §hy(z) dans Q,
—Av = Au2vP2 + §hy(z)  dans Q,
u,v >0 dans €,

u,v =10 sur 0f),

\

Trois situations relatives a la structure du probléme sont abordées: sous-homogeéne, ho-
mogene et super-homogene. Notre approche est basée essentiellement sur la méthode des
sous et sur-solutions combinée a un argument de perturbation, nous étudions aussi un
résultat de non existence de solution dans les cas homogeéne en utilisant les propriétés

spectrales de 'opérateur p-Laplacien.

Dans le chapitre 3, nous abordons la question de multiplicité de solutions pour une

classe de systémes quasi-linéaires singuliers

(

—Ayu = f(u,v) dans Q
—Auv = g(u,v) dans

u,v >0 dans 2

u,v =10 sur 0f),

v



Deux solutions positives sont obtenues. La premiére est obtenue en utilisant la méthode
des sous et sur solutions et la deuxieme en utilisant la théorie du degré topologique de

Leray-Schauder qui nécessite d’avoir des estimations a priori sur les solutions.

Mots-clés: Systéme singulier, p-Laplacian, sous et sur solutions, théorie du degré

topologique, régularité.



Abstract

The thesis focuses on the study of quasi-linear elliptic systems, with singularities at
the origin. Our aim is to show existence, nonexistence and multiplicity of positive smooth

solutions.
This thesis is structured in three chapters that we briefly describe:

Chapter 1 is devoted to reminders on functional spaces (Lebesgue spaces, Sobolev
spaces), on sub-supersolutions Method, topological degree, as well as the main tools that

we use frequently in the other chapters.

In Chapter 2, we study the existence of solutions for a system of quasi-linear elliptic

equations with singularities at the origin

;

—Ayu = A0’ + hy(x) in Q,
—Av = 2052 + Shy(z) in Q,
u,v >0 in Q,

u,v =0 on 0f),

\

Three situations related to the structure of the problem are addressed: subhomogeneous,
homogeneous and superhomogeneous. Our approach is chiefly based on sub-supersolutions
method, combined with perturbation arguments, we also study a result of nonexistence of

solution in homogeneous cases using the spectral properties of the p-Laplacian operator.

In Chapter 3, we discuss the multiplicity of solutions for a class of singular quasilinear
elliptic systems
( —Ayu= f(u,v) in Q
—Av = g(u,v) inQ
u,v >0 in
| v = 0 on 0f),

Two positive solutions are obtained. The first one is obtained by using the method
of sub-supersolutions and the second by using Leray-Schauder topological degree theory

,this is based on a priori estimates on the solutions.

vi
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Introduction

L’objectif de cette thése est d’étudier 'existence et la multiplicité de solutions pour
des systemes d’équations elliptiques quasi-linéaires, soumis & des conditions au bord de
Dirichlet et présentant des singularités a I’origine. Des solutions explicites sont, en général,
impossibles & déterminer, ce qui rend donc I’étude quantitative et qualitative des solu-
tions d’une importance capitale. Cependant, en général, ces résultats ne s’obtiennent
pas aisément. La principale difficulté réside dans le choix et 'adaptation de la méthode
d’approche, qui est étroitement liée a la structure des non-linéarités présentes dans le
probléme, ainsi qu’a la géométrie du domaine. Par ailleurs, ces difficultés sont encore
plus accentuées quand des singularités apparaissent dans le probleme. Cela est di au fait
que les méthodes utilisées pour I’étude des problémes réguliers (i.e. ne présentant pas de
singularités) ne s’adaptent pas forcément au cas singulier. Il est alors impératif de faire

appel & d’autres outils d’analyse fonctionnelle pour espérer obtenir des résultats.

L’étude des problémes elliptiques singuliers est largement justifiée vu qu’ils modélisent
de nombreux phénomeénes naturels tels que I’écoulement des pseudo-plastiques en mé-
canique des fluides [16] et certains processus biochimiques [27]. En particulier, nous
citons l'important systéme parabolique et singulier, proposé par Gierer & Meinhardt [22],

qui intervient dans I’étude de la morphogenése.
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Cette theése s’inscrit dans la continuité des travaux scientifiques antérieurs [5, 18, 21,
31, 32, 33] , relatifs a I’étude du systéme quasi-linéaire du type:

(

—Ayu = 0?1 + §hy(z) dans Q,

—Av = Mu2vP2 + §hy(x)  dans €,
‘ 2() (0.0.1)
u,v >0 dans 2,

\ u,v =20 sur 0f2,

ot  est un domaine borné de R de frontiére réguliere 00, et A, (s = p, q) est I'opérateur

s-Laplacien donné par
Agu = div (|Vu\s_2 Vu), avecl< s < oc.
Les exposants «;, 3, sont des constantes réelles non-nulles vérifiant
ay, 8y <0 < g, fy. (0.0.2)

Cela fait apparaitre des singularités a l’origine du fait que les non-linéarités & droite des
équations explosent quand u ou v approchent 0. En plus, de (0.0.2) il en découle que le
systéme (0.0.1) est coopératif, c’est-a-dire, en fixant u (resp. v) dans la premiére (resp.

deuxiéme) équation, la monotonie du terme a droite suit celle de v (resp. u).

Recemment, le systéme singulier (0.0.1), avec § = 0, a été étudié dans [18, 21, 31, 32,

33], sous la condition suivante:
1 1
Bi,a0 >0, —24+-<a3<0et —2+-<f,<0.
p q

Un résultat d’existence a été établi dans [33], ou les autheurs ont combiné la méthode
des sous et sur solutions, dans sa version pour les systémes quasi-linéaires [10, Section
5.5], avec a un argument de perturbation. Dans [18], un résultat similaire a été obtenu
en construisant un schéma itératif, moyennant des sous et sur solutions, tandis que dans
[21], ces derniéres ont été associées aux méthodes variationnelles. Dans [31], I'existence
d’une solution positive a été montré via le théoréme du point fixe de Schauder. Le cas

semi-linéaire de (0.0.1) (c’est-a-dire, p = g = 2) a été considéré dans [17, 20, 34], ou la
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propriété de linéarité de la partie principale des equations a été fortement utilisée. Le cas
du systéeme (0.0.1) présentant structure compétitive, en supposant que min{as, 5} < 0,
a été étudié dans [21, 31, 32].

Il est important d’observer que, dans tous les travaux précités, les systémes étudiés
sont associés a une condition sous-homogéne. Cela se traduit par le fait que la constante

O est positive, oul O est définie comme suit:

O={p-1-0a1)(g—1-p;) = fiae. (0.0.3)

La constante O est étroitement liée a la stabilité du systeme (0.0.1), dont elle est fortement
dépendante de son signe. En effet, dans le cas super-homogéne, c’est-a-dire, © < 0, le
probléme (0.0.1) est instable du fait qu’il n’est pas possible de construire une suite de
solutions monotone et convergente, voir [11]. Autrement dit, si © < 0, les méthodes

itératives ne peuvent étre appliquées afin de montrer I'existence de solutions.

Conformément aux travaux précités et dans I'optique de les compléter, il sera question,
dans le chapitre 2, de montrer ’existence et ’absence de solutions pour le systéme singulier
(0.0.1) dans les cas homogene (© = 0) et super-homogene (O < 0). Le cas sous-homogene
est également traité. Des résulats d’existence sont obtenues pour des exposants négatifs
oy et B, pouvant étre inférieurs a —2 + % et —2 + %, respectivement, et des résultats de
régularité pour eventuellement a4, 5, < —1. Notre approche est basée essentiellement sur

la méthode de la sous et sur solutions combinée & un argument de perturbation.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions 1’existence de multiples solutions pour une
classe de systémes elliptiques singuliers
(
—Ayu = f(u,v) dans Q
—Av = g(u,v) dans )
v = gu,v) (0.0.4)
u,v >0 dans

| u,v =10 sur 052,

ot les non-linéarités f, ¢ : (0, +00) x (0, +00) — (0,400) sont des fonctions continues sat-

isfaisant certaines conditions de croissance. Deux solutions positives et réguliéres (uq,v;)
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et (ug,vy) sont obtenues. La premiére (uj,v;) est localisée dans un rectangle formé par
des sous et sur solutions. Ces derniéres ont été construites en exploitant principalement
les propriétés des fonctions propres associées aux premiéres valeurs propres des opérateurs
p-Laplacien et ¢-Laplacien. Dans le méme temps, ces propriétés nous renseignent sur le
signe de la solution (uj,v1), ainsi que sur sa régularité. Plus précisément, nous obtenons
que la solution (uy,v;) € CLQ) x CL(Q) est positive et qu'il existe une constante & > 0,
indépendante de u; et vy, telle que ||uy||cr + [[v1]|cr < R (voir la définition de la norme
|/l o1 dans la page 11) . Il est important de noter qu’aucune régularisation du systéme n’est
nécessaire malgré la présence de singularité dans le probléme considéré. Cela s’explique
par Papplication d’un Théoréme d’existence, impliquant des sous et sur solutions, relatif
aux problémes singuliers (voir [26, Théoréme 2)).
La deuxiéme solution (usg, v3) de (0.0.4) est obtenue via l’application du degré topologique

de Schauder. C’est une solution differente de (uq,v;) du fait qu’elle n’appartient pas a la

boule contenant la premiére solution, c’est-a-dire:
B(0) := {(u,v) € G5 () x C3() : ullea + [[v]ler < R}

L’existence de (ug,vs) est assurée principallement par la propriété d’excision du degré
topologique, en montrant que le degré est bien défini et non-nul sur Bg(0)\Bz(0), avec
R > R. Ici, la boule Bg(0) est constituée de toutes les solutions (u,v) € CL(Q) x CL(Q)
de (0.0.4) vérifiant [ju||. + ||v]|o < R.

e Le chapitre 2 est un article co-écrit avec B. Khodja et A. Moussaoui, accepté pour
publication dans le «Journal of Siberian Federal University. Mathematics & Physics

» .

e Le chapitre 3 est un article co-écrit avec A. Moussaoui, publié¢ dans le journal «

Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo>».



CHAPITRE

1 Rappels d’analyse

fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions essentielles sur les espaces fonctionnels et
tout particuliérement, les espaces de Lebesgue LP et les espaces de Sobolev WP et nous
donnons, par la méme occasion, quelques définitions et résultats qui nous seront utiles par
la suite. Nous abordons aussi la théorie du degré topologique en exposant d’une maniere

succincte quelques propriétés et résultats la concernant.



1.1. Notations. Espaces fonctionnels

1.1 Notations. Espaces fonctionnels

1.1.1 Notations Générales

N >2 Entier naturel, dimension de I'espace de travail

RY Espace euclidien muni de sa norme usuelle notée ||

Q Domaine borné de RY

o) Frontiere de 2

d(x) Distance du point = a 0f2

D.p. Presque partout

— Convergence faible

— Convergence forte

— Injection continue

e Injection compacte

p* Exposant critique de Sobolev p* = NN—ZD

2 Exposant conjugué de p (i.e. % + z% =1)

Vu Gradient de u défini par Vu = ((;9—;1, . ai—ljv)

Ayu L’opérateur p-Laplacien défini par Aju “ div (]Vu|p -2 Vu)
AMp Premieére valeur propre du p-Laplacien sur €2

1p Fonction propre positive, associée a A;

C(Q) Ensemble des fonctions continues sur Q

Co(Q) Ensemble des fonctions continues sur ) s’annulant sur 9
o(9) Ensemble des fonctions dérivables sur €.

Ensemble des fonctions de C*(Q2) a-Holderiennes, avec 0 < o < 1,c’est a dire,
CLe(Q) = {v eC\@MVie{l,., N}, &¢ cw(ﬁ)}

LP(Q) Espace de Lebesgue standards sur €2 d’exposant p

L>(92) Espace de Lebesgue standards sur €2 d’exposant oo

WP(Q)  Espace de sobolev standard sur € d’exposant p

WyP(Q)  Adhérence de D(Q) dans W'?(Q) pour la norme lullwroq)

W% () Dual topologique de W, (Q)

ull oy ~ Norme de u sur LP(§2) définie par |ul| o) = (Jo, luf” d:z:)%

ull ooy Norme de u surL>(€2) définie par |[ufl jeo(g) = €55SUP,eq [u(2)]
6



1.1. Notations. Espaces fonctionnels

1.1.2 Les espaces L?

Soient p € R avec 1 < p < 0o et 2 C RY un ensemble mesurable au sens de Lebesgue; on
définit
LP(Q) = {f : Q — R/ f est mesurable et / |fIP dp < oo} ;
Q

On définit la norme de f dans LP (Q2) par:

1/p
11, = (/Q|f|”du> .

L>®(Q)={f:Q— R/ f est mesurable et 3¢ >0 / |f (z)] < ¢ p— pp sur Q}

Si p = oo, on définit

| flloo =min{M >0:|f] <M p-presque partout }.

est la norme de f dans L™ (Q).

Pour p = 2, l'espace L? () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(fag):/Qf(l’)g(x) dz.

1 .(9) I'ensemble des fonctions localement inteégrables sur €, i.e

loc

On désigne par L
L. () ={u:ue L' (K) pour tout compact K de Q}

Remarque 1.1.1 :
(i) L* (Q) C L}, () pour tout 1 < p < 00

(i1) L’espace (Lp (Q), ||||p) est de Banach pour 1 < p < oo, séparable pour 1 < p < 0o

et réflexif pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.1.1 /8] (convergence dominée)

Soit (f,) une suite de fonction de L*(2). On suppose que:

a) fo(z) — f p.p.sur.
b) Il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n,

|fu(@)| < g(x), pp sur Q

alors

feLiQ) et |fa—fllpx — 0.
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Lemme 1.1.1 /8] Soient (f,),cy une suite de LP (2) et f € LP (Q) tels que

V= fll, — 0

alors il existe une sous-suite extraite (fn,)qcy telle que:

i) S (x) — f (x) p-p sur Q.
i) | fo, ()] < h(x) VE et p.p. sur Q avec h € LP (Q) .

Lemme 1.1.2 [8] Soit (p,q,r) € [1,00] tels que ¢ < oo et % +% =18igeL(Q) et
(fa)ns1 est une suite bornée de LP (Q2) qui converge presque partout sur Q wvers f, alors

fng — fg dans L™ (Q).

Inégalité de Holder [8] Soient 1 < p < 0o et ¢ ’éxposant conjugué de p. Si f € LP ()
et g € L1(Q) sont deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (2, %, 1), alors fg €
L' (Q), et

[ Vol die < 111 Nl

Inégalité de Young [8] Pour 1 < p < oo et pour tout a et b positifs, on a
1 1.
ab < —aP + —/bp ,
p p

1 1
avec—+—,:1.
p



1.1. Notations. Espaces fonctionnels

1.1.3 Espaces de Sobolev

Soit © un ouvert de RY, on définit la fonctionnelle ||.|,, , ot m est un entier non négatif

1/p
HUHm,p={ > IIDC“UHZ} 7

0<|a|<m

et 1 < p < oo comme suit:

Jull = e |D"].

pour toute fonction u qui donne un sens a cette écriture.

On définit WP () comme étant ’espace des fonctions mesurables u € LP () telles
que la dérivée au sens faible Du, 0 < || < oo appartient a L? () et I'espace Wy"" (Q)
la ferméture de C§° (2) dans W™ (Q).

On associe a I'espace W™ (€2) la norme |-, , et on a alors la proposition suivante:

Proposition 1.1.1 i) WP (Q) est un espace de Banach
it) Pour p < 400, W™ (Q) est séparable
i11) Pour 1 < p < +oo, W™P (Q) est réflexif.

Pour p = 2, on pose H™ (Q) = W™?2 (Q) définit comme suit:
H™(Q)={f€eL*() /VaeN" avec |a| <m, D*f € L*(Q)}.
H™ () est un Banach muni du produit scalaire

(U, V) g = Z (D%, D*v) ;2 ;

lal<m

c’est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.2 (Traces des fonctions de WP (Q)) Soit un ouvert borné lipschitzien

de frontiere I" et soit 1 < p < +o00. Alors il existe une unique application linéaire continue

Yo WH(Q) — L7 (D)

U —  ur

pour tout u € C* () . On dit alors que v, (u) est la trace de w € W (Q) sur .



1.1. Notations. Espaces fonctionnels

Théoréme 1.1.3 ([1]) Si Q est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne (ot si Q =
RY) on a:

i) Sip < N alors W'? (Q) — L™ Q).

ii) Sip> N alors WP (Q) — coly ().

iii) pour tout q € |N,+oo[, WV (Q) — L1(Q).

St Uon supprime U'hypothése "a frontiére lipschitzienne”, alors le dernier théoréme
reste valable en remplagant W (Q) par WP (Q). Dans ce cas, et si N > 1, (iii) est

méme valable pour tout q € [1,+00].

Théoréme 1.1.4 ([1]) Soit Q un ouvert borné & frontiére lipschitzienne:
1) Si1l<p< oo alors WhH (Q) —— LP (Q).
2) Si 1< p< oo alors la trace v : WP (Q) — LP (99Q) est compacte.

Remarque 1.1.2 La propriété (2) du théoréme précédent est fausse si p = 1, puisque
v WEHQ) — L' (09)
est surjective.

Lemme 1.1.3 (Inégalité de Hardy-Sobolev [3]) Soit Q un domaine borné de RY de

frontiére réguliére. Siu € WH (Q) et 1 < p < N alors prlls L™ (), pour
1

1 1-9§
— ——— 0<¥<1
r N - =

=

et

u
e
1

<C ”VUHLP(Q) 5
L ()

ot C > 0 est une constante et ¢, > 0 est la fonction propre associée a la premiére valeur

propre Ay de (—A, H3()).
Lemme 1.1.4 ([28, page 726])
/ gb‘fdm < oo si, et seulement si, 0 > —1,
Q

avec ¢; > 0 est la fonction propre associée a la premiére valeur propre Ay de (—A, H}(Q)).
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1.1. Notations. Espaces fonctionnels

1.1.4 Espaces de Hoélder

Soit Q un ouvert quelconque non vide de R
Définition 1.1.1 * B(Q, E) l’espace des fonctions bornées muni de la norme

Hf||B(Q,E) ZSUP||f||E
e

x C(Q, E) Uespace des fonctions continues et bornées , muni de la norme

||f||C(Q,E) = ||f||B(Q,E)

x CF(Q, E) avec k € N ’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l’ordre k sont

continues et bornées , muni de la norme

1 flow@e = Y 110°f (@)l p@.p

18I<k

Définition 1.1.2 Les espace de Hélder des fonctions bornées de Q) dans E, C*(Q; E) et
Cre(Q; E) avec k € N sont définis par

€ B) = {f € BOUE) : [flew — sup L= Wle

< 0
A P J

on le muni de la norme

[ fllce@ey = I fllB@p) + [floa@m

et
CH e E) = {f € CHQLE) : 0°f(z) € CU(QLE)Y |8 =k (1.1.1)

munt de la norme

[ fllcrra@my = [|1f|lcx@m) + [aﬁf]Ca(Q;E)

ot [ est multi-indice.
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1.2. Notions sur les opérateurs

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Définitions et propriétés
Soit (X, || - ||) un espace réel de Banach et soit X* sont dual topologique.
Définition 1.2.1 Un opérateur A : X — X* est dit:

e Borné s’il applique des ensembles bornés en ensemble borné.

e Continu si || Az, — Ax|

v — 0 lorsque ||z, — x|l — 0.

e Compact si A(By) est relativement compacte dans X*, ot Bx désigne la boule

unité dans X.

e Coercif si
L AW)a)

= +00.
lzl|—+oo |||

e Monotone si

(Au— Av,u —v) >0 Yu,v € X avec u#wv
e Strictement monotone si

(Au — Av,u —v) >0 Yu,v € X avec u#v

e Pseudo-momnotone si

Ty, — x dans X et limsup(A(x,), z, — ) <0
n—-+o00

implique

liminf(A(x,), z, — 2) > (A(x),x — 2), pour tout z € X.

n—-+o00

e de type (S), si

x, = x dans X et limsup(A(z,),z, —2z) <0
n—-+00

implique

T, — x dans X.

12



1.2. Notions sur les opérateurs

Théoréme 1.2.1 (Minty Browder [8, Théoréme 5.15]) Soit E un espace de Banach
réflexif et soit A : E — E' une application (non-linéaire) continue, strictement monotone

et coercive. Alors, pour tout f € E', il existe u € E unique solution de I’équation Au = f.

1.2.2 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien (1 < p < o0) est un opérateur aux dérivées partielles quasi-

linéaire elliptique du second ordre défini par
Ayu = div(|Vul[P"2Vu) pour tout u € WHP(€Q).
Pour p # 2, I'opérateur A, est dégénéré. Sip = 2, A, coincide avec 'opérateur de Laplace
usuel A.
Propriétés
Soit © C RY un domaine borné.
o A, WyP(Q) — W-17(Q) est borné, monotone, coercif et de type (),

o A, WyP(Q) — WP (Q) est uniformément continu sur tous ensemble borné de

Wy (Q).
o (A,) LWL (Q) — WyP(Q) est continu.

e L’opérateur composé (A,)~' : W1 (Q) — Wy (Q) — LI(Q) est compact si 1 <

N
qg < N__P;)
e La premiere valeur propre \; , > 0 de I'opérateur A, est simple et isolée. La fonction

propre ¢, , corespondant & A, est de signe constant et vérifie

— 0
¢, € CHQ) et % < 0 sur 09,

ou 7 est le vecteur normal extrieure au domaine ().

e Toute fonction propre ¢ correspondant a une valeur propre A > A, de 'opérateur

A, est de signe changeant.

13



1.3. Régularité et principes de comparison

1.3 Reégularité et principes de comparison

1.3.1 Reégularité

Théoréme 1.3.1 ([29]) Soit u € Wy (Q), avec |u| < My, My étant une constante posi-

tive, une solution du probléme

—Apu = f(x,u) dans (2,
u=>0 sur 051,

et supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que:
|f(z,u)| < M, pour tout (x,u) € Q x [—My, M.
Alors, il existe des constantes R > 0 et 6 € (0,1) telles que
u€CH(Q) et [ullero@) < R-

Théoréme 1.3.2 ([23, Lemme 3.1]) Soit h € L2.(2) et supposons qu’il existe 6 €

loc

(0,1) et une constante C' > 0 telles que:
|h(x)| < Cd(x)™°, pour tout x € Q.

Siu € WyP(Q) est la solution du probléme

—Ayu = h(xz) dansQ,
u=20 sur 0S),

alors, il existe des constantes R > 0 et § € (0,1) telles que

u &€ Cl’é(ﬁ) et ||U||cl,5(§) < R.

1.3.2 Principes de comparison (voir [6])

Pour f,g € W=17(Q), soient u,v € W,?(Q) les solutions des problémes de Dirichlet

suivants:

—Ayu = f(x) dans Q,
u=20 sur 0f),

14



1.4. Méthode de sous et sur solutions

—Ayv =g(x) dans Q,
v=20 sur 0f).

Définition 1.3.1 o On dit que f < g dans Q si (g— f,w) > 0 pour tout w € W,*(Q)

avec w > 0.

e On dit que f < g dans ) si pour tout compact K C €, il existe € > 0 tel que

f(z) +e < g(x), pourtout x € K.

o On dit que u < v sur 9Q si (u—v); € WP(Q).

e On dit que u < v siu,v € CHQ) et

u < v dans 2, @ < @ sur 0S2.
dn  9n

Lemme 1.3.1 (Principe de comparaison faible) Si f < g dans Q et u < v sur 012,

alors uw < v dans €.

Théoréme 1.3.3 (Principe de comparaison fort) Pour f,g € L>(Q) etu,v € C*(Q),
si f <getv>0, alors u < v dans ().

1.4 Meéthode de sous et sur solutions

On considére le systéme d’équations elliptiques quasi-linéaires

—Ayu = F(z,u,v) dans Q,
(Pra) —Av =G(z,u,v) dans €,
u,v =20 sur 0f),

ou  C RY (N > 2) est un domaine borné de frontiere réguliere 9 et F,G : @ x R?* — R
sont des fonctions de Carathéodory.
Le but de cette section est de présenter des théoremes d’existence de solutions de

(Pr¢), impliquant des sous et sur solutions pour des systémes elliptiques quasi-linéaires

15



1.4. Méthode de sous et sur solutions

(Pr¢). Deux situations liées & la structure du probléme (Pp¢) seront abordées: le cas
singulier et le cas régulier. Le premier cas correspond & la situation ot les fonctions non-
linéaires F et G présentent des singularités a 'origine. Cela se traduit par le fait que F
et G explosent quand u et v approchent zéro. Dans le cas complémentaire, le systéme

(Ppq) est dit régulier.

Définition 1.4.1 [10] On appelle sous-solution et sur-solution de (Ppg) toutes paires

(u,) et (,T) dans (Wy"(2) N L=(Q)) x (Wy"(Q) N L*(Q)), telles que
(w,7) > (u,v) dans €,

et qui vérifient

Jo \Vul|" > VuVp do — Jo F(@,u,we)p do <0
Jo V0" VoV do — [, G(z, wi,0)¢ do <0,

Jo \Va" > VaVe de — Jo F(z, 1, ws)p dz >0
[ V0" 2 VoY do — [, Gz, wi,0) dz > 0,
pour tout (,) € Wy (Q) x Wy (Q) avec o, > 0 p.p. dans Q et pour tout (wy,ws) €
WhrL(Q) x WP2(Q) dans [u, ] X [v,7].
1.4.1 Systémes réguliers
On impose aux fonctions F et G la condition de croissance suivante:
(A.1) Pour tout p > 0, il existe une constante M > 0 telle que
max{|F(z, s,1)|,|G(x, s, t)|} < M
dans Q x [—p, p]2.
Le résultat d’existence impliquant les sous et sur solutions est formulé comme suit.

Théoréme 1.4.1 ([9]) Sous Uhypothése (A.1), le probléme (Pr¢) admet une solution
(u,v) € CH(Q) x CH(Q2), pour un certain v €)0, 1], telle que

u<u<u et v<ov<7.
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1.5. Le degré topologique

1.4.2 Systémes singuliers

Dans ce cas, les fonctions F et G dans (Pp¢) sont de Carathéodory et présentent des
singularités lorsque les variables u et v approchent zéro. Cela rend le Théoréme 1.4.1

inapplicable, du fait que ’hypothése de croissance (A.1) n’est pas satisfaite.

(A.2) 1l existe des constantes ki, ks > 0 et —1 < o, 8 < 0 telles que:
| F(z,u,v)| < kid(2)® et |G(x,u,v)| < kod(x)?, dans Q x [u, 7] x [v,7].

Théoréme 1.4.2 ([26]) Soient (u,v), (U, v) € C1() x C1(Q) des sous et sur solutions
du probléme (Prq), avec

u(x),v(x) > cod(x) dans 2,

pour toute constante cy > 0, et supposons que (A.2) est vérifiée. Alors, le systéme (Prg)
admet une solution positive (u,v) dans C*(Q) x CY7(Q), pour un certain v € (0,1), telle

que

IS
IA
<
IA
S
S
IS4
IA
<
IA
<

1.5 Le degré topologique

1.5.1 Le degré topologique de Brouwer

Soit A un ensemble défini par:

A={(f,Qy), Qouvert borné de RY, f € C(Q,RY), y¢ f(9Q)}.
Il existe une unique application d : A — Z vérifiant:
(i) Normalisation: si y € Q, alors d (Id,,y) = 1,

(1) Additivité: si (f,Q,y) € A et Q, Qo sont des ouverts disjoints de € tels que
y & f(Q\(QUQy)), alors

d(f7Q7y) :d(f,Ql,y)+d(f,Q2,y),

17



1.5. Le degré topologique

(4ii) Invariance par homotopie: si f : [0,1]xQ — R est continueet y : [0,1] — RY

vérifie Vt € [0,1], y (t) & f (t,00), alors d (f (t,-), 2,y (t)) est indépendant de t.

1.5.2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Si E est un espace de Banach et

A={(Id—- f,9Qy), Qouvert born¢ de E, f:Q — E compacte, y ¢ (Id — f) (0Q)},
alors il existe une unique application d : A — 7Z vérifiant:

(i) Siy € Q,alors d(I,Q,y) =1,

(17) Si(Id— f,Q,y) € A et Qq, s sont des ouverts disjoints de 2 tels que

y & (Id— f) (Q\ (1 U)),

alors

d([d_f>Q7y):d(Id_f>Ql7y)+d(1d_f792>y)a

(iii) Si h : [0,1] x Q@ — E est continue et y : [0,1] — E vérifie Vt € [0,1], y (t) ¢
(Id—h(t,-)) (092), alors

d(Id—h(t,-),Q,y(t)) est indépendant de t.
(iv) Si K C Qest un fermé de Q et y ¢ f(K)U f(09) alors
d(f,Qy) =d(f,NK,y).

Remarque 1.5.1 La propriété importante du degré est:
Si

(Id—f.Qy) e et d(Id— f,Q,y)#0,
alors il existe x € ) tel que

v—f(z) =y

18



1.6. Définitions et résultats supplémentaires

1.6 Définitions et résultats supplémentaires

Définition 1.6.1 (Fonction de Carathéodory) On dit que h :  x R? — R est une
fonction de Carathéodory si:
(i) @ — h(x,s,t) est mesurable pour tout (s,t) € R2.

(1) (s,t) — h(x,s,t) est continue pour p.p x € §).

On considére le systéme quasi-linéaire suivant:

—Ayu = hy(x,u,v) dans €,
(Pn) —A,v = hy(z,u,v) dans (2,
u,v =10 sur 0f2.

Définition 1.6.2 (solution faible) On dit que (u,v) € Wy (Q) x W, () est une so-

lution faible de (Py,) si, et seulement si:

Jo IVuP2VuVe dx = [, hi(z,u,v)p dx
Jo V0|92V oVY do = [, ho(z, u,v)0 dx

pour tout (p,1) € Wol’p(Q) X Wol’q(Q)-

Définition 1.6.3 (Systéme variationnel) Le systéme (P}) est dit variationnel si ['une

des conditions suivantes est vérifiée:
e Il existe une fonction différentiable H (x,u,v) pour (z,u,v) € Q x R x R telle que

—8H(gq;u’”) = hy (z,u,v) et —aH(g;]u’v) = hy (z,u,v).

Dans ce cas, (Py) est de type Gradient.

o Il existe une fonction différentiable H (x,u,v) pour (z,u,v) € Q x R x R telle que

OH (z,u,v)
ou

T, u,0).

= hy (z,u,v) et%:hl(

Dans ce cas, (Py) est de type Hamiltonien.
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CHAPITRE

Existence et absence de
solutions pour un
systéme elliptique

quasi-linéaire singulier

On considére le systéme quasi-linéaire
(

—Apu = Au*vP1 + 6hy(z) dans €,

—A v = Mu2vP2 4 §hy(z)  dans Q,
(Px)
u,v >0 dans (2,

u,v =20 sur 02,

\

ol € est un domaine borné¢ de RY (N > 2) de frontiere régulicre 9Q, A > 0 et § > 0

sont des parameétres positifs et hq, hy € L>(2) sont des fonctions non-négatives. Dans les
parties principales de (P,), A, et A, (1 < p,q < N) sont, respectivement, les opérateurs

p-Laplacien et g-Laplacien définis par
Apu=div ([VuP 2 Vu) et Ap = div (Vo' ? Vo).
Le systéeme (P,) est supposé singulier du fait que les exposants «;, 5; vérifient

ag, By <0< ag, 5. (2.0.1)
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2. Existence et absence de solutions pour un systéme elliptique quasi-linéaire singulier

Notre objectif est de montrer ’existence et ’absence de solutions pour le systéme
singulier (P,) dans les cas sous-homogene (O > 0), homogeéne (O = 0) et super-homogéne
(© < 0), ou la constante © est donnée par (0.0.3). Notre approche est basée sur la

méthode de la sous et sur solutions, combinée & un argument de perturbation.

La principale difficulté, dans I’étude du probléme (P),), réside dans la présence de
termes singuliers, qui apparaissent sous I’hypotheése (2.0.1). En effet, ’hypotheése con-
sidérée ne garantie pas que la fonctionnelle d’Euler, associée au probléme (P)), soit bien
définie. Ceci rend la méthode variationelle inapplicable. En outre, malgré le caractére
coopératif du systéme (P,), la méthode des sous et sur solutions est difficilement ap-
plicable, particuliérement dans les cas homogéne et super-homogéne. De ce fait et afin
de surmonter les difficultés, nous sommes amenés, tout d’abord, & perturber le probléme
(Py) en introduisant un parameétre € > 0. En appliquant la méthode de la sous et sur
sursolutions, nous montrons que le systéme régularisé a une solution positive (u.,v.) dans
C1A(Q) x CH#(Q), pour un certain 0 < 3 < 1. Il est important de noter qu’un choix de
fonctions appropriées avec un ajustement adéquat de constantes est crucial pour pouvoir
construire une sur solution (@, v), indépendante de € > 0, et une sous solution (u,v) qui,
en revanche, peut dépendre de . Par ailleurs, ce choix permet de traiter simultanément

toutes les situations relatives au signe de la constante ©.

La solution (u,v) du systéme (P,) s’obtient en passant a la limite avec ¢ — 0. Ceci
est basé sur des estimations a priori, le Lemme de Fatou, 'inégalité de Hardy-Sobolev et
la propriété (S, ) des opérateurs p-laplacien et ¢-Laplacien. La positivité de la solution
(u,v) est déduite a la fois de la positivité de la sous solution et de son indépendance de
e quand © > 0, alors que si © < 0, elle est assurée par les fonctions h; et hy, moyennant
une hypothése supplémentaire. La régularité C*(Q) de la solution obtenue est fournie
par les résultats de régularité énoncés dans les Théorémes 1.3.1 et 1.3.2. Par ailleurs,
dans la derniére section, nous présentons une classe d’exposants dans le cas homogéne

pour laquelle le probléme (P,) n’admet pas de solutions.
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

Ce chapitre est divisé en deux sections: les cas homogéne et super-homogéne sont
traités dans la premiére section tandis que le cas sous-homogeéne est abordé dans la sec-

onde.

2.1 Cas homogéne et super-homogéne
2.1.1 Théorémes d’existence
Le théoréme suivant traite le cas super-homogéne.
Théoréme 2.1.1 Supposons que (2.0.1) est vérifié avec
o+ G >p—1 ax+ P, >q—1,

ay, By > —1, (2.1.1)

et supposons que

igf hy(x), igf ha(x) > 0. (2.1.2)

Alors, il existe une constante §9 > 0 telle que, pour tout § € (0,dp), le probléeme (P)
admet une solution (u,v) dans Cy°(Q) x CY7(Q), B € (0,1), qui vérifie

u(z),v(x) > cd(x) dans 9, (2.1.3)
pour une certaine constante ¢ > 0, et pour tout X > 0.

Le résultat d’existence dans le cas homogene du probleme (P,) est formulé par le

théoréme suivant.
Théoréme 2.1.2 Supposons que (2.0.1), (2.1.2) et (2.1.1) sont vérifiés, avec

051“‘61229_1 et 042“‘52:{7_1-
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

Alors, il existe des constantes dg, \g > 0 tel que pour tout 6 € (0,00) et tout A € (0, N\g),

le probléme (Py) admet une solution (positive) (u,v) dans Cy" (Q) x Cy* (Q), pour certain

B € (0,1), vérifiant (2.1.3). De plus, sid =0 et

Br="2p—1-a1) ou ay="2(q—1~p,), (2.1.4)

Alors, il existe une constante A, > 0 telle que le probléme (Py) n’admet pas de solutions

pour A € (0, \,).

2.1.2 Systéme régularisé (P, )
Pour tout € > 0, on considére le probleme régularisé suivant

—Ayu = ANu+e)* (v+¢e)’r + dhy(z) dans Q
(Pxe) —Av = ANu+¢)*(v+e)’2 + 0hy(z) dans Q
u,v =20 sur Of).

Le systéme (P, .) fournit des solutions approximatives pour le probléme (P,). En ap-
pliquant la méthode des sous et sur sursolutions, on montre que (P,.) a une solution
positive (u.,v.) dans C#(Q2) x C*#(Q), pour un certain 0 < 3 < 1. Ensuite, en passant

a la limite avec ¢ — 0, on dérive la solution (u,v) de (Py).

Construction de la sous solution

Dans tout ce qui suit, on note par ¢, , et ¢, , les fonctions propres associées, respective-
ment, aux principales valeurs propres A, et A\, ; des opérateurs —A, et —A,. Ce sont les

solutions des problémes suivants:

-2
—Dpd1p = A1y |¢1,p}p ¢y, dans (),

) (2.1.5)
¢y, =0 sur 09, H(prHp =1,

—DyP14 = Ag |¢1,q|q72 ¢, dans €,

. (2.1.6)
¢1,,=0 sur 09, H¢Lqu = 1.

23



2.1. Cas homogéne et super-homogéne

Il existe des constantes positives [; et I; telles que
l](blyp(:c) > ¢y 4(x) > l}(bl’p(x), pour tout z € (2.1.7)
et
hd(z) > ¢y ,(2), ¢y ,(7) > lod(z), pour tout x € Q, (2.1.8)
ou d(x) := dist(x,00) (voir, par exemple, [19]).
On pose
M = max{max¢, ,(z), max¢, ,(7)}. (2.1.9)
Q Q
Lemme 2.1.1 Sous la condition (2.0.1) et pour tout € € (0,¢), il existe une constante

c. > 0 suffisament petite et dépendante de € > 0, telle que

(u€7Q€> = C€(¢l,p7 ¢1,q)7 (2110)

est une sous solution de (Py.), pour tout A > 0 et tout § > 0.

Preuve. On fixe ¢ dans (0, ¢¢). De (2.1.10), (2.0.1) et (2.1.9), les estimations suivantes
sont, vérifiées
(e + )~ (e + &) P (= Dpue = 0h1) < (ue + 20) ™ (v + €)1 (= Ayu)
= ey, + 20) " (e +8) A pat,)
< (01, 20) M (et )AL,

< PHM 4 gp)"@1e P ,MPE < X dans Q,

(. + )72 (v, + )72 (Agu, — ho) < (u, +)7* (v, +0) 2 (Agu,)
= Cg_l(cs¢1,p + 8)_a2 (Cé(bl,q + €0>_B2)\1,q¢({;11

< et ey, + )7 (B, + 20) AL,

< 0t (M 4 g9) 2 M\ (M9 < X dans Q,

pour toute constante c. > 0 suffisament petite. Donc, il s’ensuit que
—Apu, < My, + €)™ (v, +€)°t + 5hy dans

et
—Ang < )\(Q + 5)a2 (QE + 5)'82 + 5h2 dans ﬁ,

ce qui montre que (u,,v.) est une sous solution de (P, .), pour tout € € (0,5p). m
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

Construction de la sur solution

Soit © un domaine borné de RV, de frontiére régulicre 99, tel que
QcQ.
On note par d(z) := d(x, Q). Par définition de Q, il existe une constante p > 0 telle que
d(z) > p dans Q. (2.1.11)

Soient wy, wy, € C'(Q) Punique solutions des problémes de Dirichlet

—A,w; = 1 dans Q —Aywy = 1 dans Q
~ et N (2.1.12)
wy; = 0 sur 0f2 wy = 0 sur 0,
telles que
wi(x) > cod(x) et wy(x) > cod(x) dans Q, (2.1.13)

pour une certaine constante 0 < ¢y < 1.
Pour C' > 1, on pose
(w,7) = O (wy, wy). (2.1.14)

Sans perte de généralité, on suppose que la constante c. dans (2.1.10) vérifie
0<c <clytC™ (2.1.15)
Alors, de (2.1.14), (2.1.10), (2.1.13) et (2.1.8), on obtient
a(z) = C'wy(x) > Cleod(z) > Cepd(x)

> 171 C Yoy ,(7) > ey (x) = u(x) dans Q

Le

et
T(x) = C Ywy(z) > Cleod(z) > Cepd(x)

> 17'C7 ooy (1) = ety (2) = v(x) dans Q,

pour tout € € (0,&0). Par conséquent, on a
(w,7) > (u.,v.) dans Q,

pour tout € € (0, &).

25



2.1. Cas homogéne et super-homogéne

Lemme 2.1.2 Supposons que (2.0.1) est vérifié et hy, hy # 0 dans Q. Alors
(i) Si
ar+ 6, >p—1 et as+ Py >q—1,

il existe une constante dg > 0 tel que, pour tout § € [0, 0|, (u,v) dans (2.1.14) est

une sur solution de (Py.), pour tout A > 0 et tout € € (0, ).
(ii) Si
o +fi=p—1 e art+fy=q—1,
il existe des constantes 8o, A\g > 0 tel que, pour tout § € (0,00) et tout A € (0, \g),

(w,v) dans (2.1.14) est une sur solution de (P, .), pour tout € € (0,&p).

Preuve. D’abord, on traite le cas © < 0. On pose
o — C_l

et
1 1

G, Ol
En tenant compte de (2.0.1), (2.1.14), (2.1.13), (2.1.11) et (2.1.16), pour tout J € (0, do)

0 < §p < min{ (2.1.16)

et tout € € (0,¢¢), on obtient

W+ e) (0 +e)P1(—=Apu — 6hy) > T (T + o) P (=Ayu— )

> C A (cod(w)) = ([fwa| o + 1) TFH(CTETD = G ||

= P (cop) = ([|wa | + 1)1 (1 = 8oCP ! [|hul ) = A dans ©,
et

(u+e) 20+ ) P2(=Ayv — dha) > (W+ )20 P2(—Av — 6 || hal|)

> Co2¥P2([lun |, + 1) 7P (cod(x)) P2 (G707 = 6o || hal.)

= Coom @R ([lun ||, + 1) (cop)P2(1 — 3007 [|hafl ) > A dans €,
pour tout A > 0, et pour toute constante C' > 1 suffisament grande. Ceci montre que
(@, ) est une sur solution pour le probleme (P, .), pour tout A > 0, et tout € € (0, g).

Maintenant, si © = 0, en répétant 'argument préceédent, on arrive a la méme conclu-

sion, pour A > 0 suffisament petit. Ceci compléte la preuve. =
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

2.1.3 Existence de solutions pour (P))
Nous énongons le résultat suivant relatif au systéme régularisé (P . ).
Théoréme 2.1.3 Supposons que (2.0.1) est vérifié et que hy, hy # 0 dans Q. Alors
(1) Si
ap+08,>p—1¢et ag+ 0y >q—1,

il existe des constantes gy, g > 0 telles que, pour tout € € (0, ) et tout & € (0, o), le
systéme (Py..) admet une solution (positive) (u.,v.) € Cy”(Q) x Cy” (Q), € (0, 1),
satisfaisant

us(z) <u(zr) et v.(r) <v(x) dans Q, (2.1.17)
pour tout A > 0.
(2) Si
o+ fi=p—1et ar+P,=q—1,

il existe des constantes €y, dg, A\g > 0 telles que, pour tout € € (0,e0) et tout § €
(0,8), le systéme (Py.) admet une solution (u.,v.) € C3*(Q) x C;*(Q), 8 € (0,1),
satisfaisant (2.1.17), pour tout A € (0, \p).

(3) Pour
a1+61 2p_17 a2+522q_17

et sous 'hypothése (2.1.2), il existe des constantes ¢y et ), indépendantes de ¢,

telles que toutes solutions (u.,v.) du systéme (P, .) vérifient
ue(z) > cod(z) et v.(z) > chd(z), pour a.a. z € Q, (2.1.18)
pour tout € € (0,&p).

Preuve. Sur la base des Lemmes 2.1.1 et 2.1.2, le théoréme des sous et sur solutions
pour les systémes d’équations quasi-linéaires (voir Théoréme 1.4.1) peut étre appliqué.

De ce fait, il existe une solution (u.,v.) du probleme (P,.), pour tout ¢ € (0,¢p). De
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

plus, en appliquant le Théoréme 1.3.1, on déduit que (u,v.) € Co7(Q) x €37 (Q), avec
p € (0,1). Cela prouve (1) et (2).

Il reste & montrer (3). Sur la base de (2.1.2), on consideére la constante o > 0 telle que
1gf hy(x), 1%f ha(x) > 0.

On définit z; et zo comme étant I'unique solutions des problémes

—A,z; = 0o dans () . —A,ze = 0o dans (2
e
z1 = 0 sur 0f2 2o = 0 sur 012,

qui vérifient

21(x) > cod(z) et zo(x) > chd(z) dans .

Alors, il s’ensuit que

—Apu. > —Ayz dans ot —Agv. > —A 2 dans Q
Ue = 21 sur Of) Ve = 2o sur 0f),

pour tout € € (0,&0). Par conséquent, le Lemme 1.3.1 implique

ue(x) > 21(z) et ve(x) > z2(x), pour tout z € Q,

et on déduit
us () > cod(z) et ve(z) > chd(z),

pour tout z € Q, et tout ¢ € (0,eq). Ceci compleéte la preuve théoréme. =

2.1.4 Preuve des résultats principaux

Preuve des Théorémes 2.1.1 et 2.1.2. On pose ¢ = % avec tout entier positif

n > 1/g9. Du Théoréme 2.1.3 avec ¢ = %, on sait qu’il existe u,, := u1 et v, := v1 tels

n n

que
(=Dptn, ) = X [, (un + %)al (Un - l)’B1 ¢ dz + [, 0hipdx

n

(=200, ) = A [ (un + 1) (00 + 2)? ¢ da + [, Shoytpda

n n

(2.1.19)
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

pour tout (p,v) € Wy?(Q) x Wy 4(Q). En prenant ¢ = u, dans (2.1.19), de (2.1.17) et

puisque —1 < a3 < 0 < 34, on obtient

unllf, = A fo (un + D) (v, + %)51 U, dv + [, 6hyu, dx
< Juett (v, + 1) da + 6 ||l foy tn da

<A Jou @+ 1) de+ 8 |, [y T de

< AUl (19l + 1% + 6 1l 17]l.0).

(2.1.20)

Par conséquent, {u,} est bornée dans W," (Q). De maniére analogue, on montre que
{v,} est bornée dans W, (). Alors, il est possible d’extraire des sous-suites, encore

notée {u,} et {v,}, telles que
(Un, V) — (u,v) dans WP (Q) x Wy(Q). (2.1.21)

La convergence faible dans (2.1.21), combinée au théoréme de Rellich, (2.1.17) et (2.1.18)

permettent de déduire que
cod(z) < wu(z) <u(z) et cyd(x) <wv(z) <v(x) dans Q. (2.1.22)
En posant (p, ) = (u, — u,v, —v) dans (2.1.19), on a

(=Aptin, up —u) = [, [)\ (un + %)al (vn + %)ﬁl + 5h1} (uy — u) dz
(=AgUn, vy —v) = | [)\ (un + %)% (vn + %)62 + 5h2] (v, — ) du.

Montrons que
lim sup (—A,up, u, —u) = lim sup (—A,v,, v, —v) <O0.

En effet, d’apres (2.1.17), (2.1.18), (2.0.1) et (2.1.22), nous avons

((un + %)“1 (v, + %)51 + 6hy)(u, — u)

< () 0 )% o 5 — )
< 2((cod(2))* (T + 1)1 4 6hy)T
< 2(ead(0) ([Tl + 1) + 6 ] ) [l < Coda)™ dans ©,
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

avec Cy une constante positive. Alors, (2.1.1) et le Lemme 1.1.4 impliquent que
1 a 1 B 1
((un + ﬁ) Yo, + ﬁ) U+ 0hy)(u, —u) € L°(9). (2.1.23)
En utilisant (2.1.21), (2.1.23) et en appliquant le lemme de Fatou, il s’ensuit que

lim sup [, ((un + )™ (v, 1)51 + O0hy)(u, — u) dx

Th
< J, lim sup (((un + )% (v, + %)61 + dhy)(u, — u)) dx — 0,
ce qui montre que

lim sup (—Apuy,, u, —u) < 0.

n—oo

En répétant le méme argument, on prouve que

lim sup (—A,vy,, v, —v) <0.

n—oo

Alors, la propriété (S), de —A, et —A, sur WyP(Q) et WyU(€), respectivement, (voir

Définition 1.2.1) garantit que
(Un, V) — (u,v) dans Wy P (Q) x W, (). (2.1.24)

En ayant (2.1.19), en plus de (2.1.24), I’étape suivante consiste a vérifier que

1 aq 1 61
lim <un + —> (vn + —> pdr = /uo‘lvﬁhp dx, (2.1.25)
n—oo Jq n n

1 a2 1 /82
lim (un + —) (vn + —) Y dr = /u‘”vﬁ%p dx, (2.1.26)
n—oo o n n

pour tout (g, 1) € Wy (Q) x Wy(Q). Par (2.1.17), (2.1.18), (2.0.1) et (2.1.22), on a

(4 217200+ 20 | < Cadle)™ (ol + 1 o

et

(4 2004 20| < ([l 4 1) (Gl

Alors, sur la base de (2.1.1) et de l'inégalité de Hardy-Sobolev (voir Lemme 1.1.3), le
Théoreme de convergence dominée de Lebesgue montre que les assertions (2.1.25) et

(2.1.26) sont vérifiées.
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2.1. Cas homogéne et super-homogéne

Par conséquent, on peut passer a la limite dans (2.1.19) et conclure que (u,v) est une
solution du probléme (P,). En plus, de (2.1.22), on déduit que (u,v) est positive.
Par ailleurs, en utilisant (2.1.22), (2.1.14) et (2.1.18), on a

u® P + 5hy

IN

Qalﬁﬁl + 46 ||h1||oo

(cad(@)) ™ |[D1132 + 6 || o d()™

VAN

IN

Cid(z)*, pour tout z € Q,
et

u®2v%2 + 5hy

IN

ﬂchBQ +45 ||h2||0o

IN

155 (chd(@))?2 + & ||zl o d(x) 7%

IN

Cjd(x)?2, pour tout z € Q,

ou C et C4 sont des constantes positives. Donc, (2.1.1) permet d’appliquer le Théoréme

1.3.2 de régularité, qui prouve que (u,v) € C3” () x Co’(Q), pour un certain 5 € (0,1).

Il reste a montrer le résultat de non-existence de solutions indiqué dans le Théoréme
2.1.2. Supposons que (u,v) est une solution positive du probléme (P,) avec § = 0. En
multipliant, respectivement, la premiére et la deuxiéme équation dans (P)) par u et v, on
a:

Jo IVulP de = X [ u T oPrda
et
Jo Vot dz = X [, uv?2 T da

Puisque o, 8, > —1, I'inégalité de Young donne

Bip

Jo IVul’ de < X fo(8Hup 4 B==typ=imar) da (2.1.27)

et
Jo IV0| da < X [ (12221 4 Batlyay g, (2.1.28)

En additionnant (2.1.27) avec (2.1.28), d’aprés (2.1.4), on a

6% —1— 1 —1l—«
IVallp + [ Fllg < A (28 4 200 )y 4 (225 4 2=toe ojje)
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2.2. Cas sous-homogéne

Comme O = 0, alors de (2.1.4), on a

a1+1 + q—1-0, — aataz+l

" ! P (2.1.29)
Ba+1 + p—l—o1 __ B1+85+1
q p q ’
Donc
IVul? + || Vol|? < A (%ﬁl Julf? 4 Ertbatl |yu||g) . (2.1.30)

Rappelons que les valeurs propres A;, et A;, introduites dans (2.1.5) et (2.1.6) peuvent

étre caractérisées par le minimum du quotient de Rayleigh

[Vully Vollg

Ap = 0 yewirnoy Tl €8 Mg = Mhventoanop oy (2.1.31)

Donc, de (2.1.29) - (2.1.31), on obtient
(Arp — SFEELN) [Jul|? + (A, — 2E2ELY) o2 < 0,

ce qui est une contradiction pour

0</\<)\*:min{ A1

p q A
a1+oe+17" 5P Bi+6,+1 Laf(-

Alors, le probléme (P)) n’a pas de solution pour A < A, ce qui compléte la démonstration.

2.2 Cas sous-homogéne

2.2.1 Théoréme d’existence
Théoréme 2.2.1 Supposons que (2.0.1) est vérifié tel que
O<ar+p,<p—1, 0<ay+py<q—1, (2.2.1)

avec
min {ya; + By, 7as + 5} > —1, (2.2.2)

et
1<y <1+min{f,as}.
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2.2. Cas sous-homogéne

Alors le probleme (Py) admet une solution (positive) (u,v) dans Co”(Q) x CyP(Q), B €
(0,1), pour tout X > 0 et tout 6 > 0.

2.2.2 Systéme régularisé (fﬁ,g)

En vu de montrer le résultat principal et particuliérement, compte tenu de la condition

(2.2.2), le probléme régularisé (P, .) doit étre légérement modifié comme suit:

—Ayu = ANu+ &)*vP1 + §hy(x) dans
(Pxe) —Av = Mu2(v+ €)P2 + Jhy(z) dans Q (2.2.3)
u,v =20 sur Of).

pour tout € € (0,&), avec g < 1.

Théoréme 2.2.2 Supposons que (2.0.1) et (2.2.1) soient vraies. Alors, il existe g > 0
telle que, pour tout € € (0,ep), le systeme (Py.) admet une solution (positive) (u.,v.) €
CoP(Q) x €% (), B e (0,1), pour tout X > 0 et tout § > 0. En plus, il existent des sous

et sur solutions (u,v) et (u,v) vérifiant

u(w) < u.w) <) et v(x) < v.(r) < T@), (2.2.4)

pout tout x € ), et tout € € (0,¢&p).

Existence d’une sous solution

Lemme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.0.1), (2.2.1) et (2.2.2),

(u,0) = C N, H1,) (2.2.5)

1,p> %1,

est une sous solution de (15,\,5), pour tout A > 0, ¢ € (0,g9), et toute constante réelle

C > 1 suffisamment grande.
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2.2. Cas sous-homogéne

Preuve. Un calcul direct donne
—Ayu = O~ Dt DT (3 k(= 1) (p— 1) [V, [") (2.2.6)

et
—Agu = Oyt LG I (O 6l — (v —1) (g = 1) [Voy,|"). (2.2.7)

Multiplions (2.2.6) et (2.2.7) par (u + &) v A1 et u=*2(v + ) "2, respectivement, nous

obtenons

(u+e) v 1(=Ayu)

= OB (O] ) T T (M, — (= 1) (p— 1) |[Voy,|")
(2.2.8)

et
(v +e) 2 (Ap)
= O~ (a-1-a2)ya- 1¢1 70‘2¢7(q - 1(C- 1g25 + )P ()\l,qﬁb({,q —(v=1(-1) ‘v¢1,q|q) :

(2.2.9)
Pour toute constante o > 0 suffisamment petite, notons par
Qy ={x € Q:dist (x,00) < o}.
Comme
¢17p, QS]_’q - O et ‘v¢1’p‘ 5 ‘v¢1’q| > O sur aQ,
alors
)\17p¢1’p(:c)p —(y=1)((p-1) |V¢1,p(x)]p <0, pour tout x € €, (2.2.10)
et
APy () = (v —=1) (¢ —1) |V, (2)]? <0, pour tout € Q. (2.2.11)
Rappelons qu’il existe une constante p = p(o) > 0 telle que
$1,(2), ¢y ,(x) > pin Q\Q,. (2.2.12)
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2.2. Cas sous-homogéne

Fixons eg = C~!. Alors, comme v > 1, de (2.0.1), ( 2.2.18), (2.1.5), (2.1.7), (2.1.9) et
(2.2.12), pour tout € € (0,ep) et tout A > 0, il s’ensuit que

C(p—1) p— _ o _ -1
S (G S I (T L
< C’—(p—l—ﬁﬂfyp—l)\l’p(c—l ’177p+80)—a1¢1—73ﬁ1¢1(5*1)
< C’ﬁl‘(ﬁ—l—al)fyp—l)\l,p(MW + 1)—061[2*'Yﬁ1¢'177(pP*1*51)

(2.2.13)
MYP=1=51) sig <p—1

< 061—(p—1—a1)fyp—1)\1’p(M7 + 1)—@1j;751
u7(p_1_ﬁl) Si 61 Z p . 1

< )\ dans Q\ﬁg,

pour C' > 1 suffisamment grand. Procédons de la méme maniére, pour tout A > 0 et tout

e € (0,&9), nous obtenons de (2.0.1), (2.1.6), (2.1.7), (2.1.9) et (2.2.12) que

C—laDra=1y, (C71 '1Y7p)—a2(0—1 1q+€)—/32¢1(5*1)
az—(q— — —yo — — —1

< Oyt 937 (O] + <o) Pl

< C’O‘2*(Q*1*52)7‘1*1/\17(1[1_70‘2(M’Y + 1)~ % ¢1(;1—1—oc2)

(2.2.14)
M"Y(q_l_oﬁ) si Qo S q— 1

< Car(qflfﬁz)7(171/\17(}[1—7@2(Mv + 1) P
MV(Q_l_QQ) si Qg 2 q— 1

< A dans Q\Q,,

sous la condition que la constante C' > 1 est suffisamment grande.
En rassemblant (2.2.8)-(2.2.11), (2.2.13) et (2.2.14) ensemble et en gardant a l’esprit

que v > 1 et hy, ho > 0, nous déduisons que
—Ayu < Mu +e)* 0™ + 5hy dans Q

et
—Agv < Au*?(v+ €)% 4 6hy dans Q,

ce qui montre que (u,v) dans (2.2.18) est une sous solution du problem (Py ), pour tout

e€(0,60). m

Existence d’une sur solution
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2.2. Cas sous-homogéne

Soient ey, e; € C*(Q) 'unique solutions des problémes de Dirichlet suivants:
p

—Aje; = €' dans Q —Aey = €22 dans Q
T et 20 (2.2.15)
e; = 0 sur 0f2 es = 0 sur 09,
avec
0> 6,0, > —1, (2.2.16)
qui vérifient
cod(z) < e1(z) < pd(z) et chd(z) < eg(x) < cid(z) dans Q, (2.2.17)

ol ¢g, ¢, ¢1 et ¢} sont des constantes positives (voir [19]).
Lemme 2.2.2 Sous les hypothéses (2.0.1) et (2.2.1),
(w,v) = Cley, e2), (2.2.18)

est une sur solution de (f),\ﬁ), pour tout A > 0, € € (0,e9), et toute constante réelle C' > 1

suffisamment grande. En plus, on a
u>wu et v>v dans . (2.2.19)

Preuve. Pour une constante C' > 1 assez grande, il est aisé de voir que les inégalités
(2.2.19) sont vérifiées.

Montrons que (%, 7) dans (2.2.18) est une sur solution du probléme (P .). En tenant
compte de (2.0.1), (2.2.15) - (2.2.18), pour tout € € (0,¢p) et puisque a;+5; > 0 (i = 1,2),
nous avons

(@ + &) v P (—=Ayu — §hy) > a v (=Ayu — 0 ||hal| )

> Cra e e, (CP el — 6 | hal.)

> Crtm A (qod ()~ (¢hd(2)) P (ead(@)™ = O~ 706 || Ryl

> Or B () () (e () — C-0 D8 [y]l) > A dans B,
et

u2(0+g) P2 (=AU — Shy) > U202 (= A0 — 6 ||he|)

> Coelae %2e; 2 (CT Ve — 6 || hal,)

> O P (egd(w)) 2 (cd(2)) P2 ((cd(2))" — C77D6 || ha )

> QLo Bag o ) Pad(a) @8 (L d(w))" — OO V5 |hg])) = A dans ©,
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2.2. Cas sous-homogéne

pour C' > 1 suffisamment grand. Donc, nous déduisons que
— AT > NT + )07 + 6hy dans Q,

et
— AT > X (T + €)% + §hy dans Q,

ce qui prouve que (7, 7) est une sur solution de (P rc); bour tout € € (0,g0). m

Existence de solutions de (P,.)

Preuve du Théoréme 2.2.2. Sur la base des Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, la théorie générale
des sous et sur solutions aux systémes d’équations quasi-linéaires (voir Théoréme 1.4.1)
peut étre appliquée, et montre I'existence d’une solution (u.,v.) du probléeme (P rc) dans
[u, @] x [v,7], pour tout € € (0,&9). De plus, le Théoréme 1.3.1 de régularité assure que

(ue, v2) € CyP(Q) x €37 (Q), pour un certain 3 € (0,1), et pour tout ¢ € (0,¢,). =

2.2.3 Preuve du théoréme d’existence

Preuve du Théoréme 2.2.1. On pose € = % avec tout entier positif n > 1/g9. D’apres

le Théoréme 2.2.2, il existe u,, := u1 et v, := v1 tels que

(—Apun, ) = A [, (un + )™ v o da + Jo, Ohipda
(= Agun, ) = A [y u2? (v, + 224 da + [, Shotpder

pour tout (p,v) € WyP(Q) x W 4(Q). En prenant (¢,%) = (un,v,) dans (2.2.20) et

(2.2.20)

comme o7 < 0 < 3, on obtient

unllf, = A fq (wn +2)™ v, d + Jo, 0Py, dx
<A fyutlongt do + [, 0hu, do (2.2.21)
<A fquar g e dz + 0 || bl o Jo tun dz.
et
lvall?, = )\fQ 2 (v, + 1) 0, dz + [, 6hov, do
<A Jul? (vy) )Pt dg 4 Jq Ohovy, dx
< Joul? (v,)"2 T d + 5 ||hal| [oyvn do.
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2.2. Cas sous-homogéne

Si —1 < ay < 0 (Voir (2.1.1)), sur la base de (2.2.4) avec ¢ = 1, il sensuit que {u,} est
bornée dans W, ” (€2). Dans le cas ot ay < —1, de (2.0.1), (2.1.8), (2.2.17) - (2.2.4) et de
I'inégalité de Holder, (2.2.21) conduit &

[unlf, < AfQ (C7101 ) (Cea)?r dx + 3 ||l fo un do
< Oy Jod(@)Y @t dy 4+ OF flunl|y, |

pour certaines constantes C et C] indépendantes de n. Comme
p>1 et v(ag+1)+ 5, >0,

(voir (2.2.2)), 'inégalité ci-dessus implique que {u, } est bornée dans Wy ? () . De maniére
analogue, on montre que la suite {v,} est bornée dans I/VO1 “(Q). Dong, il est possible

d’extraire des sous-suites, notée {u,} et {v,}, telles que
(U, vn) = (u,v) dans WyP(Q) x Wy (Q). (2.2.22)
avec
0<u(r) <ulx)<u(zr) et 0<uv(r)<wv(r)<v(r) dans Q. (2.2.23)
En tenant compte de (2.0.1), (2.2.2), (2.2.23), (2.2.18), (2.2.17) et (2.1.8), on a
(e + %)‘“ o 0l (un )
< (U0l + 6hy)(Jun| + ul)
< 2(u*vPr + 6hy)u
< Co (d(@) % + 6 |17l ) 117

(2.2.24)

[+ Byeroll] < uwilg
< (CT191,) (Cea) ol (2.2.25)
< Cod(x) 1|,

pour des constantes Cp, C; > 0 indépendantes de n, et pour tout ¢ € I/VO1 P(Q). De

maniére analogue, on obtient

(57 (v + ) + 6ha) (v = )|

< (ug2vi? 4 6ha)([va + 0])

2( QUBQ + 5h2)@

< Ci(d(x)*27%2 + 6 || hal ) 7]l

(2.2.26)
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2.2. Cas sous-homogéne

et

1 -
U (o, + )| < T[] < Crd(a) oy, (2.2.27)

pour des constantes Ci, CN’{ > 0 indépendantes de n et pour tout ¢ € VVOl Q).

Alors, en gardant a I’esprit (2.2.2) avec les estimations (2.2.24) - (2.2.27) et en suivant
un argument similaire & celui de la preuve des Théoréemes 2.1.1 et 2.1.2, on conclut que
(u,v) est une solution du probléeme (P,). En plus, de (2.0.1), (2.2.23), (2.2.18) et (2.1.8),

on a
uvPt + §hy < u*vPr + 6y
<(C71¢] ) (Cen)Pr + 6 |7 o
< Chd(x) 101 4§ || byl , pour tout z € €,

ol Cu’l > 0 est une constante. Si

les _I'ﬁl < 07

alors (2.2.2) permet d’appliquer le Théoréme 1.3.2 de régularité montrant que u € Col P Q)
pour un certain 3 € (0, 1).
Si
yaq + B > 0,

on arrive a la méme conclusion en utilisant le Théoréme 1.3.1 de Lieberman, qui est
applicable grace a (2.2.23) avec @ € L>(2). Un argument similaire donne que v € Cy” (Q)

avec 5 € (0,1). Ceci achéve la démonstration. m

39



CHAPITRE

Multiples solutions pour
une classe de systémes
elliptiques quasi-linéaires

et singuliers

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’existence de multiples solutions pour le systéme
elliptique quasi-linéaire suivant:

(

—Ayu = f(u,v) dans €,
—Ayv = g(u,v) dans Q,
u,v >0 dans €2,

\ u,v =20 sur 0f),

ot 2 est un domaine borné de RY (N > 2), de fronti¢re réguliére, et les non-linéarités
f,9: (0, +00) x (0, +00) — (0, +00)

sont des fonctions continues satisfaisant les conditions de croissance suivantes:
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3. Multiples solutions pour une classe de systémes elliptiques quasi-linéaires et singuliers

(H.1) Pour tout L > 0, il existe des constantes m;, M; > 0 (i = 1,2) telles que

mys®tP < f(s,t) < Mys™tP1) pour tout 0 < s < L, et tout ¢ > 0,

mas®2 P2 < g(s,t) < Mys®2t”2, pour tout 0 < t < L, et tout s > 0,
avec

—-1l<o <0< <p—1
: br<p (3.0.1)
—1<fy,<0<ay<qg—1

(H.2) Pour tout > 0, il existe des constantes J; > A1, et Jo > A1, telles que

S,t —x

lim f(5,t) = Jipourtout 0 <t < L,
s——+o00 Sp_l

S,t —%

lim 9(s,1) Jo pour tout 0 < s < L,

t—4oo gd1

Le systéme (P) présente des singularités a l'origine qui apparaissent sous ’hypothese
(H.1). La présence de ces singularités, en plus de la structure non-variationelle du prob-
léme, complique davantage I’étude de (P). De ce fait, résoudre ce type de problémes
nécessitent, en général, des techniques mathématiques non-triviales, qui impliquent, entre
autre, le degré topologique, les théories de bifurcation et de point Fixe [31, 32|, la méthode
des sous et sur solutions et la théorie des opérateurs pseudo-monotones. Pour d’ample
information sur I'application des méthodes susmentionnées, nous renvoyons le lecteur con-
sulter les références suivantes: Alves & Moussaoui [5], Hai [23], Ghergu & Radulescu [20],
Giacomoni, Hernandez & Moussaoui [18], Giacomoni, Hernandez & Sauvy [21], Hernan-
dez, Mancebo & Vega, [24], Khodja & Moussaoui [26], Zhang [41], Zhang & Yu [42],
Diaz, Morel & Oswald [15], Alves, Corréa & Gongalves [4], Crandall & Rabinowitz [12],
Taliaferro [37], Lunning & Perry [30], Motreanu & Moussaoui [31, 32, 33], Moussaoui,
Khodja & Tas [34], Agarwall and O’Regan [2], Stuart [36]. Donc, outre 'importance des
applications des problémes singuliers mentionnées dans 'introduction, nous soulignons
I'intérét de les étudier d’un point de vue mathématique.

Dans ce chapitre, notre but est d’établir ’existence de deux solutions positives et

réguliéres pour le probléme (P). Le résultat principal est formulé comme suit.
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3.1. Existence d’une solution

Théoréme 3.0.3 Sous les hypothéses (H.1) et (H.2), le probléme (P) posséde au moins

deux solutions positives dans C*(Q) x C#(Q), pour certain 3 € (0,1).

Notre approche est basée sur la méthode des sous et sur solutions et la théorie du degré
topologique. Avant de procéder a la démonstration du Théoréme 3.0.3, nous donnons,

d’abord, un exemple ou les hypotheses (H.1) et (H.2) sont vérifiées.

Exemple 3.0.1 Soit 0 € C.(R) avec 6(s) = 1 dans un ensemble borné. Considérons les
fonctions

f19+(0,400) x (0, +00) — (0, +00)
dans (P), définies comme suit:
f(s,t) = 0(s)s* 1t + (1 — 0(s)) JysP 7,

et
g(s,t) = 0(t)s™2t%2 + (1 — 0(t)) Jot ",

pour s, t > 0. Alors, il est aisé de vérifier que les hypothéses (H.1) et (H.2) sont satisfaites.

3.1 Existence d’une solution

Dans cette section, on montre l'existence de la premiére solution du probléme (P) en
appliquant le Théoréme 1.4.1 (voir Chapitre 1), relatif au systémes singuliers.

Soient w; et wy 'unique solutions des problémes

—Ayw; = wi" dans Q, —Ajwy = wh?  dans €,
wy >0 dans €, et wy > 0 dans Q, (3.1.1)
w; =0 sur 02 wy =0 sur 0f2,

qui vérifient les estimations suivantes:

02¢1,p($> <wy(x) < C3¢1,p($) et Clzﬁbl,q@) < wo(x) < Cgﬁbl,q(x)a (3.1.2)

ol ¢;, ¢; > 0 sont des constantes (voir [19]).
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3.1. Existence d’une solution

On considere &;,&, € C! (ﬁ) solutions des problemes de Dirichlet

“Ap6i(r) = ¢fl(z) dans Q| —Ag(r) = ¢)(x)  dans .

, (3.1.3)
§& =0 sur OS2 & =0 sur Of).

L’inégalité de Hardy-Sobolev (voir Lemme 1.1.3) guarantie que les cotés droit dans les
équations de (3.1.3) appartiennent, respectivement, a W= (Q) et W19 (Q). Par con-
séquent, le Théoréme 1.2.1 de Minty-Browder assure 1’existence d’une unique solutions &,
et & dans (3.1.3). En plus, de (3.1.1), (3.1.2) ainsi que de la monotonicité des opérateurs

—A, et —A,, on dérive

CO¢1,p($) < &) < 01¢1,p(x> et 06¢1,q(x> < &y(z) < C,1¢1,q(x) dans €2, (3.1.4)

pour certaines constantes positives ¢y, c1, ¢, ¢}

Soient 21 et zo tels que

—Apzi(x) = hy(x) dans Q, z; =0 sur 0, (3.1.5)
et
—A,z9(x) = ho(x) dans Q, 2o =0 sur 09, (3.1.6)
ou
o d O\ Qs,
ha(z) = Pple)  dans G (3.1.7)
—¢1,(z) sur Qj,
3 _
2 dans O\Q;,
ha(z) = (bl’qﬁ(@ ans {2 (3.1.8)
—qblfq(a:) sur €,
et

Qs ={reQ:d(zx)<d}.

L’inégalité de Hardy-Sobolev (voir Lemme 1.1.3) combinée avec le Théoreme 1.2.1
de Minty-Browder assurent l'existence et 'unicité de z; et zo dans (3.1.5) et (3.1.6).
Par ailleurs, (3.1.5) et (3.1.6), la monotonicité des opérateurs —A, et —A,, ainsi que le

Théoréme 1.3.2, montrent que

%°¢1,p(37) < zi(x) < 01¢1,p($> et %%,q(x) < zo(w) < C/1¢1,q($) dans Q. (3.1.9)
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3.1. Existence d’une solution

On pose
(w,v) = C (21, 22) (3.1.10)

et
(W, v) = C(&1,&), (3.1.11)

ou C' > 0 est une constante. Pour C assez grand, il apparait clairement que
(u,v) < (u,) dans €.

Théoréme 3.1.1 Sous Uhypothése (H.1), le systéme (P) admet une solution (u,v) dans
CyP(Q) x P (), avee B € (0,1), qui vérifie
u(z) <u(x) <u(z) et v(z) <v(x) <T(x), (3.1.12)

pour tout x € Q.

Preuve.

Existence d’une sous solution:

Pour tout C >0 on a

—Cm G () <0 < (Ol (1)) (C (@), o € Qs (3:1.13)
et
—C P (x) < 0 < my(C e (1)°(C ()2, € s (3.1.14)

Soit une constante 1 > 0 telle que

b1, (), 01, (2) > p dans Q\Qs. (3.1.15)
Puisque oy < 0 < 4, (3.1.9) et (3.1.15) impliquent

Cthmr=De (2)(21(2))~* < COHPmEUG0 () (16, ()~
— Oa1+617(p71)(M61)7a1 < ml(cgﬂ)lgl S m1<06¢17q<x))ﬁ1 (3116)

< my(z (x))%, pour tout z € Q\Qy,
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3.1. Existence d’une solution

pour C' > 0 suffisamment grand. Ceci est équivalent a

C=P g (2) < my(C7 21 (2))* (C 2 ()%, pour tout x € O\
D’une maniére analogue, on a

C”(q’l)gbffq(x) < my (C712y (1) (C'2o(2))2 pour tout = € Q\Qy,

pour C' > 0 assez grand.

D’autre part, un calcul direct donne

—2 —(p— aq —(p— (o3}
fQ ‘Vg‘p VQVQO de =C (p=1) fQ\QE ¢17PSO dx —C ®=1) f§25 ¢17pg0 dx

et
Jo Vo2 Vv = = [ o @ de — O [ 6120 d,

ol (p, 1) € Wy (Q) x Wy (Q) avec ¢, > 0.

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)

En combinant (3.1.19), (3.1.20), (3.1.13), (3.1.14), (3.1.16), (3.1.18) et (H.1), on ob-

tient
[o IVul" 2 VuVe do < my [yuv’ip do

<my Jpuiwse do < [y fu,ws)p da
et
o IVo|9? VoV de < my Jo u™vP21) dx

<my [pwiv?2y do < [, g(wi,v)Y da,

pour tout (¢, 1)) € Wy (Q) x Wy? (Q), avec @, > 0, pour tout wy > u et wy > v dans

Q2. Ceci prouve que (u,v) est une sous solution de (P).
Existence d’une sur solution:

Compte tenu de (3.1.3), (3.1.4), (2.1.9) et (3.0.1), on a
T (= Au) = OP g P Or e (¢ ()
> Cp_l_al_ﬁl(cllM)_Bl > M, dans Q
et
ﬂfogvfﬁz(_Aq@)chflfoﬁfﬁz (01]\4)70‘2 > M, dans ﬁ,
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3.2. Existence d’une seconde solution

sous la condition que C' > 0 est assez grand. Donc, de (H.1), il s’ensuit que

[o IValP 2 vave dz > M, [,a* "¢ dx

1.21
> M —ai, O1 dr > I d (3 )
= 1fQu Wy @ [)S_fo(U,LUQ)(,O T

et
[ V0|2 VoY do > M, [, a0 dv

> M, [owi?0%2¢ do > [, g(w1,0)¢ dx,

pour tout (p, ) € Wy () x Wy (Q) avec @, > 0, pour tout (wy,ws) dans [u, @] X [v, 7).

(3.1.22)

Alors, (u,v) est une sur solution de (P).

Preuve du Théoréme 3.1.1 (conclusion):

En utilisant (H.1), (2.1.8), (3.1.12), (3.1.10), (3.1.11), (3.1.9) et (3.1.4), pour (u,v)

dans [u,u] X [v,7], on a
f(u,v) < Myu®oP <y < Cyd(z)™

et
g(u,v) < Myu™v?> < 0% < Cod(x)"2,

pour tout x € , ou (' et Cy sont des constantes positives. Par conséquent, & travers le
Théoréme 1.4.2, on déduit qu’il existe une solution (u,v) € Co?(Q) x C3*(Q), 8 € (0,1),
du probléme (P) dans le rectangle [u,u| X [v,7]. Ceci compléte la preuve du Théoréme.

3.2 Existence d’une seconde solution

D’aprés le Théoréme 3.1.1, le probléme (P) posséde une solution (positive) (u,v) dans
C1(Q2) x C'(Q), localisée dans le rectangle [u, 7] x [v,7]. Donc, la preuve du Théoréme
3.0.3 sera compléte si nous montrons que le probléeme (P) admet une seconde solution.
Cependant, il convient de noter que, par le Théoréme 3.1.1, ’ensemble de solutions (u, v)

dans C'(2) x C'(Q2) du probléme (P) n’est pas vide. Alors, sans perte de généralité,
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3.2. Existence d’une seconde solution

on peut supposer qu’il existe une constante R > 0 telle que toute solution (u,v) dans
CL(Q) x CL(Q) satisfait
ullery s 10ller @y < B (3.2.1)

Sinon, il existe une infinité de solutions bornées dans C*(Q) x C1(Q) et de ce fait, le

Théoréme 3.0.3 est prouvé.

Dans tout ce qui suit, on note
Bgr(0) = {(u,v) e CHQ) x CH) : |Juller + ||v]|er < R},

Or ={(u,v) € Bp(0) : u< u <K Up and v € v K U}

et
Or = {(u,v) € Br(0) : u < u < Uy and v K v K Uy},

ou
(EA76A> = A(gla§2) et (aRv@R) = AR(§17€2)7 (3'2'2)

avec &, &, définies dans (3.1.3) et Ag, A > 0 sont des constantes qui seront choisies plus
tard. Un simple calcul donne que O et O, sont des ensembles ouverts dans C!(2) xC1(Q).

Sans perte de généralité, on pose
R > max{||wlloo, [[@llso, [[0]loc, [1V]lse, 1A lloo, VA l[o0}-
Notation 3.2.1 Rappelons que: u; < uy si ui,uy € CH(Q) et
u(7) < uz(z) Vo € Q et 22 < 91 gyr 9Q,
ot v est la normale extérieure a Of).

La proposition suivante sera trés utile pour prouver 'existence d’une deuxiéme solu-

tion.

Proposition 3.2.1 Supposons que (H.1) est vérifié. Alors, toute solution (u,v) de (P)
dans C*(Q) x CY(Q), satisfait

u(x) < ug(z) et v(r) < og(x) dans Q, (3.2.3)
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3.2. Existence d’une seconde solution

a chaque fois que

u(z) > u(z) et v(x) >wv(r) dans Q.

De plus, pour toute solution (u,v) de (P), localisée dans [u,u] X [v,7], on a
u(zr) K up(r) et v(x) K va(z) dans L (3.2.4)

Preuve. On montre uniquement la premiere partie des inégalités (3.2.3) et (3.2.4) car
a seconde partie peut étre justifiée de la méme maniére. En rappelant que toute solution
(u,v) bornée dans C*(Q) x CH#(Q) satisfait (3.2.1), alors, de (H.1), (3.1.10) et (3.1.9),
et pour
u(x) > u(z) et v(zr) > v(xr) dans Q.

on a

—Ayu = flu,v) < Mu*ofr < Myu™ RP

< M(CT' 0, ) R < Aot

= —A,(Ag&) = —A,up dans Q,
pour Ag assez grand. De plus, de (H.1), (3.1.11), (3.1.10), (3.1.4) et (3.1.9), pour (u,v) €

[u, 1] x [v,7], il S’ensuit que
—Aju = f(u,v) < Mju*vPr < Miuvh
< Ml(cffl%ogbl’p)al (Ccllqbl,q)ﬁl < C*a1+51(050)041 (C&M)’Bl ilp (325)
< Ap_1¢‘f‘; = —A,(A&,) = —Ayup dans Q,

a condition que A est suffisamment grand. Par conséquent, le principe de comparaison

fort (voir le Lemme 1.3.3) conduit & la conclusion souhaitée. m

3.2.1 Un probléme auxiliaire.

Afin de montrer I'existence d’une seconde solution pour le probléme (P), nous ferons
appel a la théorie du degré topologique. Cependant, les termes singuliers présents dans le
systéme (P) rendent les calculs relatifs au degré indéfinis. Afin surmonter cette difficulté,

on perturbe le systéme (P), en introduisant un parameétre ¢ € (0,1). Cela donne lieu a
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3.2. Existence d’une seconde solution

un systéme régularisé de (P), défini pour € > 0, comme suit:

—Ayu= f(u+e,v) inQ,
(P:) —Apv=g(u,v+¢e) inQ,
u,v =0 on 0f).
On applique la théorie du degré topologique pour le probléme régularisé (P.). Ceci

revient a trouver une solution positive pour (P.), située a l'extérieur de I'ensemble O,.

Le principal résultat concernant le probléme (P.) est énoncé comme suit:

Théoréme 3.2.1 Supposons que les hypothéses (H.1) et (H.2) sont vérifiées. Alors, le
probléme (P.) posséde une solution positive (1., v.) € CHP(Q) x CYA(Q), B € (0,1), telle
que

(U, V) € Or\Oy, pour tout ¢ € (0,1).

Remarque 3.2.1 I est important d’observer que le méme raisonnement utilisé dans la
prewve du Théoréme 3.1.1 et de la Proposition 3.2.1 montre que (P-) admet une solution
(ue,v.) € CHB(Q) x CB(Q), B € (0,1), dans [u, 1] x [v,7], ou les fonctions (u,v) et (U,D)

sont des sous et sur solutions de (P.) et (u.,v.) vérifie
us(r) < up(x) et v.(z) Kvp(x) dans 2,
pour tout € € (0,1).

Le lemme suivant fournit une propriété de comparaison importante qui sera utilisée

dans la preuve des résultats d’existence.

Lemme 3.2.1 Soient uy,uy € CH(2) les solutions des problémes

/];,p(ul) = f(:E) dans €1, ” Te,p(UQ) = g(l’) dans €,
e
u; =0 sur 0f), Uy = 0 sur OS2,
ol
T.,(u) = —Apu+ p(u+ &) =D |y P2 (u +¢), (3.2.6)
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3.2. Existence d’une seconde solution

avec p,e > 0 et f,g € L2(Q). Si f < g, c’est-a-dire, pour chaque ensemble compact

loc

I C Q, il existe une constante T = 7(IC) > 0 telle que
flz)+7<g(x) p.p. dans K,
alors u; < us.

Preuve. La preuve est identique a celle de la Proposition 2.6 dans [6]. =

3.2.2 Premiére estimation (le degré sur Op)

Nous introduisons les fonctions

s siu<s s siv<s
Xu(s) = , , Xo(s) = . , (3.2.7)
u sis<u v osis<w
et
ﬂR Sl¢2’be QA)R SlgOE’lAjR
usigp<u v osip<u,

ou (u,v) et (ug,vr) sont données, respectivement, par (3.1.10) et (3.2.2). Nous étudions

le probléeme
—Apu = Foy(xu,v) dans Q,

(P-t) —Ayu=G.(x,u,v) dans €,
u,v =10 sur 0f2,

ou les fonctions F., et G., sont définies par:
Fep(z,u,v) = tf(x,(w) +€,0) + 7(1 — t)x, (w) ", (3.2.9)

Ge a1, u,0) = tg(i, Xy (v) + &) + 71— t)x, ()" (3.2.10)

pour t € [0,1] et £ € (0,1), avec 77 > 0 une constante qui sera choisie plus tard.
Les résultats suivant sont cruciaux pour établir d’importantes estimations a priori pour
le systéme (P-;). Il est montré que les solutions du probléme (P.:) ne peuvent exister
a Pextérieur du rectangle formé par la sous solutions (u,v) et Pestimation & priori des

solutions de (P ;).
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3.2. Existence d’une seconde solution

Proposition 3.2.2 Sous I’hypothése (H.1), toute solution (u,v) € C(Q)xCY(Q) de (P.,)
satisfait

u(z) < u(x) et v(r) <<wv(x) dans, (3.2.11)

pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1).

Preuve. Tout d’abord, nous transformons (P .) en un probléme possédant une pro-
priété de monotonie qui sera déterminante dans la suite de la démonstration. En effet,

nous introduisons le probléme auxiliaire

—Apu+ pLep(u) = Feop(x,u,v) + pLe,(0) dans Q
—Ayv+pL.,(v) =G i(x,uw) + pL. 4(0) dans 2
u,v = 0 sur €,
ou
Lep(s) = (w+e) V(s +e)P~!
L.,(s) = (v+ )P0V (s )it
pour s > 0 et e € (0,1). Ici, la constante p > 0 est supposée suffisamment grande de sorte

que les inégalités suivantes soient satisfaites:
ai(s1 + €)™ Log(x)” + plp — Du(z) =PV > 0 (3.2.12)

et
Byt ()2 (sy + €)% + p(q — Dv(z)P2~0=Ds™* > 0, (3.2.13)

uniformément pour x € 2, et pour

~

Urp > 81 >u et Up > sy > 0.

Noter que les inégalités (3.2.12) et (3.2.13) sont vérifices. En effet, de (3.1.10), (3.1.9),
(3.2.2), (3.1.4), (2.1.9) et pour toute constante p > 0 grande, si p > 2, nous avons

(s + &) Lo + p(p — 1)(u+ &)@~V (sy + £)p~?
> on(u+ &)L+ plp — 1) (w+ )™~ (u + )2

> (u+e)n ! [al(ARC,1¢1,q)Bl +p(p — 1)]
> (u+ ) [ar(Arci M)% + p(p — 1)] > 0 dans €.
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3.2. Existence d’une seconde solution

Si p < 2, il s’ensuit que
o (s1+ €)M + p(p — 1)+ €)= D (s) 4 £)r2
> an(u+e) Moyt + p(p — 1 (u+ ) =D (ig + )7~
> (u+e) ! [a1(Arc 1) +p(p = D)(CT 90y, +€)* P(Arcrgy, + )]
> (u+ )t [ar(Arc, M) + p(p — 1)Co(¢y + €)* P (¢, + )77
= (u+e)! [al(ARc’lM)Bl + p(p — 1)6’0} > (0 dans €,
ou

Co = min{1, 0_1%}2_” -max{1, Agc, }P 2

Ici, du choix de la constante p, il est important d’observer que la croissance des fonctions

(514 2)55" + pLey(s1) et s52(s2+ €)% + pLe y(s2)
suit, respectivement, celle de s; et so, avec
Up > 12U et Ur > $2 > v,

pour tout ¢ € (0, 1).

Maintenant, montrons que les inégalités dans (3.2.11) sont vérifiées, pour toute solution
(u,v) de (P.;) bornée dans C'(2) x C1(2), pour tout t € [0,1], et tout £ € (0,1). Nous ne
montrons que la premiére inégalité dans (3.2.11) car la seconde peut étre prouvée d’une

maniére similaire. Soient les fonctions X; : 2 — R définies par
Xi(z) = C~ P Vhy(2) + pLey(u)
et
Xo(z) = Feulwu,v) + pLe ().
En tenant compte de (H.1), (3.1.7), (3.2.7)-(3.2.9), nous avons
Xi(z) = _C_(p_l)wﬁ)(x) + pLep(u)
< tmy(u+ &) P + (1 — t)juP~t + pL.,(u)
< tma(xy (w) + )M + (1= 0)ix, ()P~ + pLe (1) (3.2.14)

< tf(xu(w) +2,0) + (1= )7x, (W)™ + pLe (@)
= Foi(zu,v) + pL. p(0) = Xo(z) dans Qs

52



3.2. Existence d’une seconde solution

pour tout ¢ € [0,1] et tout £ € (0,1).
D’autre part, de (3.1.9), (3.0.1), (3.1.10), (3.1.15) et (2.1.9), nous obtenons

Xi(x) = C Vg (2) + pLey(u)

B (3.2.15)
< M (u+ a)algﬂl +pL.,(u) dans Q\Q;s
et
my(u+e)* vt = My(t+ 1 —t)(u+ &)™
<tma(u+ )0 + (1 —t)my(C 1L, ) (C7 e ¢y )
< tmy(u+ 5)0‘1051 + (1 = t)ymy (C™1Lp)> (C 1y M )P (3.2.16)
<tmy(u+e) v + (1 —t)(C 1 Lp)r!
< tmy(u+e)MvP + (1 —t)uP~! dans Q\Qs,

a condition que 77 > 0 soit trés grande, pour tout ¢t € [0,1] et tout ¢ € (0,1). En

rassemblant (3.2.15) et (3.2.16) ensemble, nous déduisons que
Xi(z) =C~7Y ¢ ( ) + pLep(u)
< tma(u+ 6)0‘1251 + (L= t)nu? ™" + pLey(u)
<t (x(w) + )0 0% + (1= 1)7x, ()™ + pLe (1)
< Forlwu,v) + pL. (@) = Xo(x) dans Q\Qs,

(3.2.17)

pour tout ¢ € [0,1] et tout € € (0,1). Par conséquent, de (3.2.14) et (3.2.17), pour tout

compact K C €, il existe une constante 7 = 7(K) > 0 telle que

Xi(z) +7=—-C"P VM (2) + pLey(u) + 7
< Feilzu,v) + pL.,(0) = Xa(x) p.p. dans KN Qs

et
Xy(x) 471 =00 DM (2) + pLep(u) + 7

< Foilzu,v) + pL. (@) = Xo(x) p.p. dans K N (Q\Qs),
pour tout ¢ € [0,1] et tout £ € (0,1). Donc,

X1 <X; et X, € L;)OOC(Q),

et ainsi, d’aprés le principe de comparaison fort donné par le Lemme 1.3.3, nous concluons
que

u(z) > u(x), VreQ.

Ceci acheve la preuve. m
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3.2. Existence d’une seconde solution

Proposition 3.2.3 Supposons que (H.1) et (H.2) sont vérifiées. Alors, toute solution
(u,v) de (P.;) appartient a C1(2) x C*(Q) et satisfait

||UHCI(§) , HU”cl(ﬁ) <R, (3.2.18)
pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1).

Preuve. Par contradiction, supposons que, pour tout entier positif n, il existe ¢, €

[0, 1] et une solution (u,,v,) de (P-4,) tels que
ta =t €1[0,1] et [lunller @) [[vnllei@ — 00 quand n — oo.
D’aprés la Proposition 3.2.2, nous avons
u(z) < uy(r) et v(xr) < v,(z) dans (. (3.2.19)
Donc, (P.4,) est équivalent a

—Apuy, = tof(un +€,9,) + (1 — t)ul™'  dans Q,
+

—A vy = tyg(tn, v, +) +0(1 —t)vi™t  dans Q,

Up, Uy, =0 sur 0f).

Sans perte de généralité, nous pouvons assumer que
On = |lunller@m — oo quand n — oo.

Notons

1
U, == g Un € C'(Q) avec [l @ = 1, pour tout n € N. (3.2.20)

La premiére équation dans (P.,) donne
—AUy = =t (taf (un +2,00) + (L= to)7ul ") | (3.2.21)

ou

U, (x) >0 p.p. dans Q,

a cause de (3.2.19).
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3.2. Existence d’une seconde solution

Si u, < L dans € pour une certaine constante L > 0, alors de (H.1), (3.2.8), (3.1.10),
(3.2.19), (3.2.2), (3.1.4), (3.1.9) et (2.1.8), nous avons
ﬁ (tnf (un + &, 00) + (1 = ta)uly ™)
em 1f<un +e€ vn) + (1 - tn)ﬁZ/{f;_l

(3.2.22)
< My on' + 7|t o g
< Mlualf)zﬁal +1 < Cr97), < Cid(z)™ dans Q,
oi la constante C; > 0 est indépendante de n et €. Sinon, de (H.2), nous avons
Gm;_l (tnf (un +€,0) + (1 — tp)ul )
= 2 f(OnUn + 5),0n) + (1= £0)7 (3.2.23)

f(en(un+ )Un)
:tn(un*F%) 1w+(

< Co(14UPt) < Co(1+ Hunugj@) < (C, dans Q,

)U’“1

avec une constante Cy > 0 indépendante de n et . Donc, du Théoréme 1.3.2 (resp.
Théoréme 1.3.1) dans le cas de (3.2.22) (resp. (3.2.23)), nous déduisons que U,, est bornée
dans C1#(Q) avec 3 € (0,1). L’injection compacte

CH(Q) == CH(Q)
implique

U, — U dans C'(Q). (3.2.24)
En utilisant (3.2.21), (3.2.24), (H.2) et (3.2.19), nous obtenons

—AU = (tJy + (1 —t)nUP~! dans Q
U =0 sur 09,

(3.2.25)

avec

U >0 dans 2.

Puisque

th+ (1= )7 > Ay,

alors la fonction propre correspondante U doit changer de signe et donc, nous avons

forcément que U = 0. Ainsi, de (3.2.24),

U, — 0 dans C'(9),

95



3.2. Existence d’une seconde solution

ce qui contredit (3.2.20).

Par conséquent, en augmentant la valeur de la constante i > 0 si nécéssaire, toute

solution (u,v) € CHQ) x C(Q) de (P.,) satisfait (3.2.18), pour tout ¢t € [0,1] et tout

e€(0,1). m

Proposition 3.2.4 Sous la condition (3.0.1), le probléme (P-;) n’a pas de solutions pour

t=0.

Preuve. En raisonnant par contradiction, supposons que (i, %) € C1(Q) x C1(€) est

une solution non-nulle de (P, ;) avec
(101,,13) € Or ett =0,
qui, di a (3.2.7) et (3.2.11), vérifie

—Ayu=nuP~t dans Q,
—A0 =70t dans Q,

u,v =0 sur 0,
De (3.1.9) et (3.1.10), nous avons
u(z) = C 'z (x) > C7 'L ¢, ,(x) dans Q.

Dans ce qui suit, posons

u(z) = 0*1%@,,9(1;) < u(z) dans Q,
et
As = A1p+ 0 pour d > 0.
Soit uy € C*(Q) la solution du probléme

-1
—Ayus = Asuj” dans €,

uy = 0 sur 0f2.

Pour 6 > 0 petit et 5 grand, nous avons

—Ajuy = Mgt < [Pt = — A6 dans Q
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3.2. Existence d’une seconde solution

et

-1 1
—Ayur = Apul T < Asul = —Ajuy dans Q.

Du le principe de comparaison faible donné par le Lemme 1.3.1, nous obtenons

ui(x) < wug(z) <u(zr) dans Q.

Maintenant, en considérant les solutions du probléme

1
—Apu, = Asub_;  dans Q,

Up =0 sur 0f),

nous construisons une suite croissante {u, }, telle que
ur(z) < up_1(x) < up(x) < d(x) p.p. dans Q.

En passant a la limite, nous obtenons une solution positive u € W, () qui vérifie le
probléeme

—Apu = AsuP~t  dans Q,

u=20 sur 0,
qui est impossible pour ¢ > 0 suffisamment petit du fait que la premiére valeur propre du
p-Laplacien est isolée. Par conséquent, le probléme (P. ;) n’a pas de solutions pour ¢ = 0.

]
On définit I’lhomotopie H,. dans [0, 1] x C*(Q) x C'(Q) par

_A -1 0 fs u,
H(t,u,v) = I(u,v) — ( p) y 773(.17 u, v)
0 (=4)™" ez, u,v)

Comme les fonctions F.; et G.; sont dans C(Q), alors pour tout = € Q et tout ¢ € (0, 1),

‘H. est bien définie. En plus,
H. :[0,1] x CH(Q) x C(Q) — C(Q) x C(Q)
est complétement continue pour tout € € (0,1). Cela est da & la compacité des opérateurs

(=8,) 71 (=4 C(Q) — Q).
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3.2. Existence d’une seconde solution

Donc, (u,v) € O est une solution pour (P.) si, et seulement si,
(u,v) € Or et He(1,u,v) =0.

Sur la base des Propositions 3.2.2 et 3.2.3, il est clair que les solutions de (P.;) sont
localisées dans Op. En plus, du fait que le probléme (P, ;) n’a pas de solutions pour ¢t = 0

(voir Proposition 3.2.4), il s’ensuit que
deg (H.(0,-,),Og,0) =0, pour tout € € (0,1).
Par conséquent, d’apres la propriété d’invariance par homotopie, on a

deg (H(1,-,-),Or,0) =0, pour tout € € (0,1). (3.2.27)

3.2.3 Seconde estimation (le degré sur O,)

Nous montrons que le degré d’un opérateur associé au systéme (P.) est égal & 1 sur
I'ensemble O,. A cet effet, nous modifions le probléme (P.) de sorte que les solutions ne

peuvent pas exister a l'extérieur du rectangle formé par (u,v) et (ua,7y).

Posons
EASiuZﬂA @ASiUZ@A
u=9q usiu<u<uy , V=9 vsiv<ov<Ty (3.2.28)
usiu<u vsiv <y,

(Pe.t) —Av =Goy(z,u,v) dans )
u,v =20 sur 0f),
avec
Ferlw,u,v) = tf(i+e,0) + (1= )n(¢y, + €)™
et

Get(z,u,v) =tg(@, 0 +¢) + (1 — )¢y, +€)2,

pour t € [0,1], € € (0,1) et une constante 77 > 0.

Nous énongons le résultat suivant concernant le systéme (P ).
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3.2. Existence d’une seconde solution

Proposition 3.2.5 Sous I’hypothése (H.1), toute solution (u.,v.) de (P.:) est bornée
dans C*(Q) x C1(Q) avec
lucller@y » veller@) < B,

pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1). De plus, on a

u(r) K us(x) K up(x) et v(r) K v(r) K va(x), Vel (3.2.29)
pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1).

Preuve. De (H.1), (3.2.28), (3.1.10), (3.1.9), (3.2.2) et (3.1.4), nous avons

Fep(w,u,v) < f(U+e,0) + 197, < Mlgo‘liﬁl +n¢7}, < Ci¢7), dans

et
Gerlw,u,v) < (@ +e,0) + 707} < MyTPe® + 767 < Cod, dans Q.
ou (' C5 > 0 sont des constantes indépendantes de . Donc, par le Théoréme 1.3.2, nous
dérivons que les solutions (u.,v.) de (P. ;) sont bornées dans C*#(Q) x C*#(€2), pour tout
e € (0,1).
Montrons (3.2.29). Nous ne montrons que la premiére partie des inégalités dans
(3.2.29) car la seconde partie peut étre justifice de la méme fagon.

Introduisons le probleme

—Apu+ pLep(u) = Feop(x,u,v) + pLe,(0) dans Q
—A+ pLey(v) = Gey(x,u,v) + pLe o(7) dans ©
u,v = 0 sur 052,

pour t € [0,1], € € (0,1) et 7 > 0. La constante p > 0 est choisie assez grande de sorte

que les inégalités suivantes soient satisfaites:

ar(s1+e)™ syt 4 p(p — 1) (ute)™ P (s4e)" % > 0,

By552(sa4+2) 7! + plg — 1)(w+e)* Y (s+2)"77 > 0,

uniformément pour x € €2, pour tout (s, s2) € [u, U] X [v,74], et tout € € (0, 1).
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3.2. Existence d’une seconde solution

Définissons les fonctions X; : 2 — R par
Xi(z) = C~ P Vhy(2) + pLey(u)
et
Xo(2) = Feelwu,v) + pLep(@).
De (2.1.9) et (3.1.9), pour tout € € (0,1), et tout ¢ € [0, 1], nous obtenons
(t+1—t)(ute) o
< tute) v + (1 =) (CT1dy, + )" (C ey )
t(ute)”v” + (1= 1)(C1 G ¢y, +e) (C g M)
tute)™ v® + (1 = 1)7(¢y, + €)* dans €,

(3.2.30)

IN

IA

pour 77 > 0 suffisamment grand. Alors, en suivant un raisonnement similaire & celui utilisé

dans la preuve de (3.2.11) dans la Proposition 3.2.2, nous obtenons
X; < Xy avec Xy, Xy € L5 ().
Dong, le principe de comparaison fort (voir Lemma 1.3.3) implique
u(z) > u(x), Vel
Il reste & montrer que
u(z) K up(zr), Vel

A cet effet, soient les functions X; :  — R définies par

Xi(x) = Feplw,u,v) + pLe (@)
et
Xo(x) = A1y (1) + pLey(Wa).
De (3.1.4), (3.1.11) et du choix de p > 0, nous avons
tM, (Gi+e)™ 0% + (1= 1)7(¢y, + )% + pLe ()
< Mi(Ta+e) T + (61, + &) + pLep(Ta)
< Myuy ot + 765 + pLey(Tn)
= MiAAERE + o, + pLep(Tn)
< MiA“H P (cody )™ (11 )™ + 10T, + pLep(Tn)
< AP + pL. (Tp) dans Q,
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3.2. Existence d’une seconde solution

pour A > 0 suffisamment grande. Donc, pour tout ensemble compact I C €, il existe

une constante 7 = 7(K) > 0 telle que

Xi(x) + 71 = Fou(w,u,0) + pLe (@) + 7
< AP (1) + pLep(Tn) = Xo(z) p.p. dans KN Q,

pour tout ¢ € [0,1] et tout £ € (0,1). Clest-a-dire,
X1 < Xy, avec X; € L2 (9).
Le principe de comparaison fort, donné par le Lemma 1.3.3, implique
us(r) K up(x) Vo e Q,
pour tout € € (0,1). Ceci achéve la preuve. m

Définissons ’homotopie N, sur [0, 1] x C1(Q) x C(Q2) par

-A -t 0 f& s Wy
N (t,u,v) = I(u,v) — (=2) X al@,u,v) , pour e € (0,1).

0 (=A™ Get(z,u,0)
(3.2.31)

Il est clair que N est bien définie et qu’elle est complétement continue pour tout € € (0, 1)
et tout t € [0,1]. En plus, (u,v) € Oy est une solution du systéme (P.) si, et seulement
si,

(u,v) € Op et Ne(1,u,v) =0, pour tout € € (0,1).

Compte tenu de la Proposition 3.2.5 et d’aprés la définition des fonctions wy et vy, il
s’ensuit que toutes solutions de (P.;) sont également des solutions de (P.). De plus, ces
solutions sont localisées dans O,. Par ailleurs, pour ¢ = 0 dans (3.2.31), le Théoréme de
Minty-Browder, combiné a 'inégalité de Hardy-Sobolev et au Théoréme 1.3.2, assurent
que les problémes

—Apu =1(¢;, +¢)* dans —Aw =1y, +¢)? dans Q

et
u=20 sur 0f) v=20 sur 0f2,
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possédent, respectivement, une solution unique 7. et 0. dans C*#(Q), pour 3 € (0,1) et

pour ¢ € (0,1). Donc, la propriété d’invariance par homotopie du degré implique

deg(A/;(la "y ')7 OA? 0) = deg(-/\[zz(07 "y ')7 OA7 0)
= deg(-/\/s(oa ) ')7 BR(O))7 0) (3'2'32)

Puisque

il s’ensuit que

deg(H-(1,-,-),04,0) = 1, pour tout € € (0,1). (3.2.33)

3.2.4 Troisiéme estimation (le degré sur Op\O,)
Preuve du Théoréme 3.2.1. Dans ce qui suit, on suppose que
Ho(1,u,v) #0 V(u,v) € 00,.

Sinon, il existe une solution (., v.) € d0,, qui est différente de la solution (u, v) obtenue
dans le Théoreme 3.1.1, car (u,v) € Oy et que (u,v) ¢ 00, du fait que Oy est un
ensemble ouvert.

D’aprés (3.2.27) et (3.2.33), on déduit de la propriété d’excision du degré que
deg(H:(1,+,-), Or\Oy,0) = ~1.
et donc, le probléme (P.) admet une solution (i, 9.) € C*(Q) x C*(Q) telle que
(e, 0.) € Or\Oh. (3.2.34)
Par conséquent, d’aprés le Théoréme 1.3.2, on conclut que (i, 7.) € C*#(Q) x CY#(Q),
pe(0,1). m
3.2.5 Preuve du résultat principal

Preuve du Théoréme 3.0.3. On pose ¢ = %, pour tout entier positive n > 1. De

(3.2.34) avec ¢ = 1, il existe une suite de solutions (i, ¥,) = (%1,91) bornée dans
n n
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3.2. Existence d’une seconde solution

CHA() x C1#(Q), avec B € (0,1), telle que

— Ay, = f(t, + %,Tjn) dans Q,
— Ay, = g(lin, U, + +) dans Q, (3.2.35)

v

U, = 0, = 0 sur 01,

et
(tln, U) € Og\Oy, Vn € N, (3.2.36)

Sur la base du Théoréme d’Arzela-Ascoli, il existe (i, 9) € C1(Q) x C*(Q), solution de (P),
telle que
(U, V) — (1, 0) dans C*(Q) x CH(Q)

et
(i1,7) € Or\Oy (3.2.37)

Finalement, compte tenu de (3.2.37) et de la Proposition 3.2.1, on conclut que (u, ) est

une seconde solution positive du probléme (P). Ceci acheve la preuve du Théoréme. m
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Conclusion et

Perspectives

Dans cette thése, nous avons étudié certaines classes de systémes elliptiques quasi-linéaires,
gouvernées par les opérateurs p; g-Laplacien et présentant des singularités a I’origine. Plus
précisément, nous avons étudié I'existence et ’absence de solutions pour une classe de
systemes elliptiques quasi-linéaires singuliers, ou trois situations relatives a la structure
du probléme sont considérées : sous-homogeénes, homogenes et super-homogene. Les
résultats d’existence sont obtenus en combinant la méthode des sous et sur solutions avec
un argument de perturbation. Par ailleurs, en exploitant les propriétés spectrales de
Iopérateur p-Laplacien, un résultat de non-existence de solutions est fourni dans le cas
homogene.

D’autre part, nous avons présenté des résultats d’existence et de multiplicité de solu-
tions pour une autre classe de systémes quasi-linéaires singuliers. Deux solutions y sont
obtenues : la premiére est localisée dans un rectangle formé par des sous et sur solutions.
La deuxieme solution est montrée en utilisant le degré topologique de Leray-Schauder, a
travers des estimations a priori sur les solutions ainsi que l'introduction de fonctions de
troncature. La question relative a la régularité des solutions est également abordée.

Actuellement, le travail eectué souléve un certain nombre de questions qui méritent
d’étre approfondies. Par exemple, il serait judicieux d’étendre et de compléter les résultats
obtenus dans le chapitre 2 en précisant les conditions sous lesquelles il y a unicité et

multiplicité de solutions pour le probléme considéré. Il serait aussi intéressant d’étudier
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Perspective

I’existence et la multiplicité de solutions pour des systémes elliptiques singuliers faisant

intervenir 'opérateur p(x)-Laplacien.
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Introduction
We consider the following system of quasilinear and singular elliptic equations:

—Ap,uy = Ml 4 5hy () in
P) —Ap,ug = )\u‘f2ug2 + dha(z) in Q
u1,uz > 0in

u1,us = 0 on 012,

where Q is a bounded domain in RY (N > 2) having a smooth boundary 9Q, A > 0, § > 0 are
parameters, and h; € L>(Q) is a nonnegative function. Here A, stands for the p;-Laplacian
differential operator with 1 < p; < N. A solution of (P) is understood in the weak sense, that
is, a pair (u1,ug) € Wy (Q) x Wy?(Q), which are positive a.e. in Q and satisfying

Q

We consider the system (P) in a singular case assuming that

P2y, Vs do = / ()\u‘l’”ug + 6hi)pi da, for all o; € Wy P (Q), i =1,2.
Q

O<ae<pi—1, 0<pBr<py—1and —1<ay, f2<0, (1)
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Np;
N —p;
fixed the right term in the first (resp. second) equation of (P) is increasing in us (resp. uy).

Recently, singular cooperative system (P) with § = 0 was mainly studied in [8,9,20]. In [20]
existence and boundedness theorems for (P) was established by using sub-supersolution method
for systems combined with perturbation techniques. In [8] one gets existence, uniqueness, and
regularity of a positive solution on the basis of an iterative scheme constructed through a sub-
supersolution pair. In [9] an existence theorem involving sub-supersolution was obtained through
a fixed point argument in a sub-supersolution setting. The semilinear case in (P) (i.e. p; = 2)
was considered in [7,13,21] where the linearity of the principal part is essentially used. In
this context, the singular system (P) can be viewed as the elliptic counter-part of a class of
Gierer-Meinhardt systems that models some biochemical processes (see, e.g. [21]). It can be also
given an astrophysical meaning since it generalizes to the system the well-known Lane-Emden
equation, where all exponents are negative (see [7]). For the one dimentional case (N = 1)
we quote [15] and the references therein. The complementary situation for the system (P) with
respect to (1) is the so-called competitive system, which has recently attracted much interest.
Relevant contributions regarding this topic can be found in [9,18,19]. For the regular case in
(P), that is when all the exponents are positive, we refer to [6,22], while for quasilinear systems
with singular weights we cite [2,4] and their references.

where pf = . This assumption makes system (P) be cooperative, that is, for u (resp. uz)

It is worth pointing out that the aforementioned works have examined the subhomogeneous
case © > 0 of singular problem (P) where

O=((p1—1—a1)(p2—1-p52) — froe. (2)

The constant © is related to system stability (P) that behaves in a drastically different way,
depending on the sign of ©. For instance, for © < 0 system (P) is not stable in the sense that
possible solutions cannot be obtained by iterative methods (see [5]).

Unlike the subhomogeneous case © > 0 studied in the above references, the novelty of this
paper is to establish the existence, regularity and nonexistence of (positive) solutions for singular
problem (P) by processing the two cases: "homogeneous’ when © = 0 and ’superhomogeneous’
if ® < 0. It should be noted that throughout this paper, ® < 0 (resp. = 0) means that
pi —1—a; — B; <0 (resp. =0).

The existence result for problem (P) is stated as follows.

Theorem 1. Assume (1), © <0 (resp. © = 0) and suppose that
igf hi(zx), igf ho(z) > 0. (3)
Then, there is g > 0 (resp. 6o, Ao > 0) such that, for all § € (0,00), problem (P) possesses a
(positive) solution (uy,us) in CoP (Q) x CoP(Q), for certain B € (0,1), verifying
u; = cd(x) in £,
for some constant ¢ > 0 and for all X\ > 0 (resp. A € (0,Xg)). Moreover, if © =§ =0 and

51:%(;)171—041) or 012:%(]7271752)3 (4)

then, there exists Ay > 0 such that problem (P) has no solution for every X € (0, \,).

The main technical difficulty consists in the presence of singular terms in system (P) with
(1), expressed through (super-) homogeneous condition. Our approach is chiefly based on sub-
supersolution method in its version for systems [3, section 5.5]. However, this method cannot

-
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be directly implemented due to the presence of singular terms in (P) under assumption (1). So,
we first disturb system (P) by introducing a parameter € > 0. This gives rise to a regularized
system for (P) depending on £ whose study is relevant for our initial problem. By applying the
sub-supersolution method, we show that the regularized system has a positive solution (u1 ¢, u2.e)
in C12(Q) x C1#(Q) for some S € (0,1). Tt is worth noting that the choice of suitable functions
with an adjustment of adequate constants is crucial in order to construct the sub-supersolution
pair as well as to process the both cases ©® < 0 and © = 0. The (positive) solution (uj,us) in
(Wy P (Q) N L®(Q)) x (W P2(Q2) N L>®(2)) of (P) is obtained by passing to the limit as & — 0.
This is based on a priori estimates, Fatou’s Lemma and S -property of the negative p;-Laplacian.
The positivity of the solution (u1,us) is achieved through assumption (3) while C*#-regularity
is derived from the regularity result in [11].

The rest of the paper is organized as follows. Section 1 is devoted to the existence of solutions
for the regularized system. Section 2 established the proof of the main result.

1. The regularized system
Given 1 < p < oo, the space LP(Q) and W, *(Q) are endowed with the usual norms
1/p 1/p
[[ull, = (f [ul? da:) and |uf,, = (f |Vul? dx) , respectively. We will also use the space
Q Q

CyP (@) = {ueC¥(Q):u=0on 00} for a suitable 8 € (0,1).
In what follows, we denote by ¢ ,, the positive eigenfunction associated with the principal
eigenvalue \; ,,, characterized by the minimum of Rayleigh quotient

Vi

pi
Mop, = inf — b
P wewri oy lluill}:

()

For a later use recall there exist constants li’lAi > 0 such that

Zl¢17p1 () = P1,p,(2) 2 52</>1,p1 (z) and lhid(x) > ¢1,p, () > l2d(z) for all z € €, (6)

where d(x) := dist(z,0Q) (see, e.g., [10]).

_ Let © be a bounded domain in R]Y with a smooth boundary 9 such that Q C . Denote
d(z) := d(z,09). By the definition of {2 there exists a constant p > 0 sufficiently small such that

d(z) > pin Q. (7)
Define w,; € C 1(5) the unique solution of the torsion problem
—Apwi=1in Q, w;=0 on Y, (8)

satisfying the estimates ) }
i) > cod(x) in D, (9)

for certain constant c¢o € (0,1) (see [12, Lemma 2.1]).
For a real constant C' > 1, set

(W 0o Wi) = (et p,, C ), i =1,2, (10)

where c. > 0 is a constant depending on € > 0 such that

0<c <colytC™h (11)

_ —
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Then, by (10), (6) and (8), it is readily seen that
Ti(z) = O~ tw;(z) = Ctepd(z) = CLepd(z) >
> 171 C gy p, (1) = coy g, () = u; () in Q, fori=1,2.
For every ¢ € (0,¢&p), with g < 1, let introduce the auxiliary problem
—Apup = Mug +€)* (ug + €)% + Shy(z) in Q
(Pe) —Apous = Aug +€)*2(ug + €)% + Sha(z) inQ
U, Uz =0 on 0f2
which provides approximate solutions for the initial problem (P).

Lemma 1. Assume (1) and hqi,ho # 0 in Q. Then, if © < 0 (resp. © =0), there is a constant
do > 0 (resp. do, Ao > 0 ) such that for all § € (0,0¢), (u1,U2) in (10) is a supersolution of (Pe)
for all A >0 (resp. A € (0,X0)) and all € € (0,¢ep).

Proof. Assume © < 0 and set ¢g = C™1,

1 1
0= 3 i { ey 12

On account of (1), (7)—(10) and (12), for all § € (0,dp) and & € (0,&¢), one derives
(@ + &)~ (T + €)M (= Ap,Tr — Sha) =T ™ (T2 + o) P (= Ap W = 6 [|hall) =
> Cot P (cod(@)) = ([|wall + 1) 7P (O™ D) = & ||al,) =

> OB 010 (cgp) = (gl + 1) (1= 0P ) >
1

V
N

CPr=r=1=01) (¢ p) = (||| L +1)Pr > X in ©Q,
and similarly
(T + €)™ (T + &) P2 (= Ap, o — 0ha) = (W1 + £0) 2Ty 7 (—Ap, T2 — 6 || hall.) =
> C B2 (|lwy ||+ 1) 2 (cod(z)) P2 (C~ P2~ — 6 ||hol.) =
— o2~ (P2 1=82) (|[uy || 4 1) 72 (cop) B2 (1 — 6oCP2 1 || gl ) =
> Jooe e (| + 1) 2 (eop) 2 > A in T,

for all A > 0, provided C' > 1 is sufficiently large. This shows that (u;,%2) is a supersolution
pair for problem (P;). If © = 0, by repeating the argument above, the same conclusion can be
drawn for A € (0, \g) with a constant Ay > 0 that can be precisely estimated. This completes
the proof. O

Lemma 2. Assume (1) and © < 0 hold. Then, (u; ., u,.) is a subsolution of (P.) for all
A, 8 >0 and every e € (0,eq).

Proof. Fix € € (0,&¢). From (10) and (1), we obtain
(yl,e + E)_al (QQ,E + E)_61 (_Aplul,s - 5h‘1) <
< Cglil(csgﬁl,pl + 50)70[1 (Cs¢l,p2 + 5)7&)\1,171 ¢110,1ij <
< Cglil(qsl,pl + 60)7041(66(2517172 + €)7ﬁ1A17p1¢];;)1 <

<SP ([|01 [l + DT A 15, 1277 <A In O

— 4 —
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and similarly

(@1,6 + 5)_a2 (H2,€ + E)_B2 <_Ap222,5 - 6h2) <

g (Ql,s + E)_Oé2 (@2,5 + 50)_/32 (Ap2@2,6) =

= 227N (cahrp + )T (D1ps +20) P A0, < 14
< A2 (|| g1 py o +20) P2 M s H¢1,p2”£271 <\ inQ,
provided c. > 0 is sufficiently small. Gathering (13) and (14) together yields
—Apu; o < Muy o +8)% (uy . + E)ﬂi +6h; in Q,
proving that (u; .,u, ) in (10) is a subsolution pair for problem (7). O

We state the following result regarding the regularized system.

Theorem 2. Assume (1) and hq,ho # 0 in Q. Then

(a) If ©® <0 (resp. © = 0) there exist a constant o9 > 0 (resp. o, Ao > 0) such that for all
0 € (0,00) system (‘Pc) has a (positive) solution (u1 ¢, use) € C’é”g(ﬁ) xCé’B(ﬁ), B e (0,1),
satisfying

Ui e(x) <T(x) in Q, (15)

for all A > 0 (resp. A € (0,)g)), and every ¢ € (0,&g).

(b) For © <0 and under assumption (3), if § > 0, there exists a constant ¢y > 0, independent
of €, such that all solutions (u1e,us.e) of system (P.) verify

Ui e(x) = cod(zx) for a.a. z € £, for all € € (0, ). (16)

Proof. On the basis of Lemmas 1 and 2 together with [3, section 5.5] there exists a solution
(u1,e,u2,e) of problem (P.), for every e € (0,&9). Moreover, applying the regularity theory
(see [16]), we infer that (uy ., us.) € CoP (Q) x C3?(Q) for a suitable 8 € (0,1). This proves (a).

Now, according to (3), let o > 0 be a constant such that infq hq(z), infq ha(z) > o. Define
z; the only positive solution of

—Ap,zi =060 inQ, z,=0 on 09,
which is known to satisfy z;(z) > cod(x) in Q. Then it follows that —Apu. > —A,,z; in Q,

U e = %z on 09, for all ¢ € (0,¢0), and therefore, the weak comparison principle ensures the
assertion (b) holds true. O

2. Proof of the main result

1 1
Set ¢ = — with any positive integer n > 1/g¢. From Theorem 2 with ¢ = —, there exists
n

n
Wi 1= Uy, such that

ES
n

(—Ap, Ui, i) = )\/Q (Ulm + %)a (uz}n + %)Bigoi dx + (5/thapidx, (17)

-5 -
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for all p; € Wol’pi (Q),7=1,2. Taking ¢1 = u1, in (17), since oy < 0 < B1, we get

1 a1 1 B1
[ua ¥, = /\/ <u1,n + > <u2,n + ) Uy dz +/ Shauy p dz <
Q n n Q

< )\/ u(f1n+1 (ug.n + l)ﬁ1 dx + 96 ||h1|\oo/ Ul dr <
O Q (18)

<)\/ﬂ‘1’“+1 (@ + 1% dw+6||h1||oo/ﬂ1 dz <
Q Q
SN2 (2]l + 1D + 81kl IT1]lo0)

Hence, {u;,} is bounded in Wy ** (Q). Similarly, we derive that {us,,} is bounded in Wy*? ().
We are thus allowed to extract subsequences (still denoted by {u;,}) such that

Uiy — u; 0 WP (), i=1,2. (19)

The convergence in (19) combined with Rellich embedding Theorem and (15)—(16) entails
cod(z) < ui(z) < u;(z) in Q. (20)

Inserting ¢; = w;n — w; in (17) yields
1\ 1\B:
(= Ap Ui,y Wiy — Us) = >\<u1,n + *) (U2,n + *) + 6h; | (Ui — u;) da.
O n n

We claim that
lim <_Apiui,naui,ﬂ - Ui> < 0.

n— oo

Indeed, from (15), (16) and (10), we have

<<u1n+ ) <u2n+%>51+5h )(uln—ul)

< (ug, (u2n+1 )7 4 0hn) (i, + [ ]) <
2

<

X

1

( Cod al ’ZLQ + ].)ﬁl + 6h1)u1 S
< 2((cod(@))* (Jalloc + D™ + 8110 ) [l < Cod(w)™ in 2,

N

with some positive constant Cy. Then, (1) together with Lemma in [14, page 726] imply that
1\ 1\ B 1
(wn + ﬁ) (uzn + H) 4 0hy ) (urm — ur) € LHQ). (21)

Using (19), (21) and applying Fatou’s Lemma, it follows that

1\ ™ 1 B
lim sup/ ( (ulm + ) <U27n + ) + 5h1> (U1, —u1)de <
n— 00 Q n n
1\« 1 B1
< / lim sup ( (ul,n + ) (uz,n + ) + (5h1) (w1, —u1) | dz — 0,
Q n—oo n n

showing that lim sup (=Ap, w1 n,u1,, —u1) < 0. Likewise, we prove that
n—oo

lim sup (—Ap,ug.n, U2, — u2) < 0.
n— o0

-6 —
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Then the S -property of —A,, on Wy"**(Q) (see, e.g., [17, Proposition 3.5|) guarantees that

Uiy — u; in WP (Q), i = 1,2. (22)
On account of (17), besides (22), the next step is to verify that
. 1y 145 a; B
lim (uLn + 7) (ug,n + 7> i de = | ufuy'ey; de, (23)
N0 o n n Q

for all ¢; € W, 7*(Q). By (15), (16), (1) and (20), it holds

1\ 1 B1 _ B
(w10 +5) " (w2 + ) o] < (cod@)® (Tallog + 1)l

and
1\ @2 1\ B2
(U1,n + *) (U2,n + *) P2
n n

Then, by (1) together with Hardy-Sobolev inequality (see, e.g., [1, Lemma 2.3]), assertion (23)
stem from Lebesgue’s dominated convergence Theorem. Hence we may pass to the limit in (17)
to conclude that (u1,uz) is a solution of problem (P) satsifying (20). Furthermore, using (1),
(20) and (10), one has

< ([l +1)°2 (cod()) 2.

utuyt + Shy < u st + 6 [|hall o <
< (cod(@)) 7)1 + 8 | o d()™— < (24)
< Cid(z)* for all x € Q

and
uSu? + Shy < TS2UY + 0 ||hal|, <
<[5 (cod(x))? + 8[|l d(x)?2~F2 < (25)
< Chd(z)P2 for all v € Q,

for certain positive constants C and C5. Hence, (1) enable us to apply Lemma 3.1 in [11] to

infer that (u,v) € C3*(Q) x C3P(Q) for some 8 € (0,1).

We are left with the task of determining the nonexistence result stated in Theorem 1. Arguing

by contradiction and assume that (ug,us) is a positive solution of problem (P) with 6 = 0.
Multiplying in (P) by w;, integrating over €, applying Young inequality with aq, 8y > —1, we

1 —1— Bip1
/Ivu1|’“ dsc—A/ a1+l 51dx<A/ (0‘1+ P+ Muﬁl“‘l) dx (26)

P1

—1 - a2p2 1
| [Vual™dw = A | ui? uy* e <\ <p2 L g) de.  (27)
Q

Q P2 D2
Adding (26) with (27), according to (4), this is equivalent to
ar+1 pp—1- P2 +1 pl—l—a1
Vui [Pt +||Vu mg/\[( + ) ( ) v||P2 ], (28
IVua [, + Vel s . [l Iy P o [ollps |- (28)

Since © = 0, observe from (4) that
041+1_|_p2—1—52 _aptag+1

P1 P2 P1 (29)
52+1+p1—1—a1 _ Bt B+l
D2 P1 P2 ’

-7 —
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Then gathering (5), (28) and (29) together yields

ar+as+1 B+ B2+ 1
(A = 22200 g+ (v = 22 el <0

P2

which is a contradiction for

P1 A D2 A }
a1 t+ax+ 17 P B+ B+ 17

)\<)\*min{

Thus, problem (P) has no solution for A < A., which completes the proof.
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Abstract

In this paper we establish the existence of two positive solutions for a class of quasilinear
singular elliptic systems. The main tools are sub and supersolution method and Leray—
Schauder Topological degree.

Keywords Singular system - p-Laplacian - Leray—Schauder degree - Regularity

Mathematics Subject Classification 35J75 - 35J48 - 3592

1 Introduction

We consider the following system of quasilinear elliptic equations:

—Apu = f(u,v) inQ,
—Agv=g(u,v) inQ,
u,v>0 in Q,
u,v=>0 on 082,

(P)

where 2 is a bounded domain in RV (N = 2) with cle boundary 92, « € (0,1), A,
and A;, 1 < p,q < N, are the p-Laplacian and g-Laplacian operators, respectively,
that is, A u = div(|Vu|P~% Vu) and Agjv = div(|Vv|?72 Vv). The nonlinearities f, g :
(0, +00) x (0, +00) — (0, +00) are continuous functions satisfying the growth condition:

(H.1) For every L > 0, there are constants m;, M; > 0 (i = 1, 2) such that

mys®h < f(s,1) < Mys®tP1 forall 0 <s < L, andall ¢ > 0,
mas®2tP2 < g(s, 1) < Mps®tP2, forall 0 <t < L, andall s> 0,
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with

(1.1)

—1l<a<0<pr<p-—-1
—1<pr<0<ap<qg—1.

(H.2) For every L* > 0 there exist constants J| > A1,p and Jp > Aq 4 such that

, 1 =
fim LD g forano <1 < 0%,
§— 00 SI’*1

, 1 -
lim 8. 1) =J, forall0 <s < L*.

t—oo t4—1

We provide an example where (H.1) and (H.2) are fulfilled. Notice that under the above
assumptions system (P) is cooperative, that is, for u (resp. v) fixed the right term in the first
(resp. second) equation of (P) is increasing in v (resp. u).

Example 1 Let 6 € C.(R) with 0(s) = 1 on bounded sets. Consider the functions f, g :
(0, +00) x (0, 400) — (0, +00) defined by the following:

Fs, 1) =0(s)s¥ P + (1 —0(s))JysP~!, fors,t >0
and

g(s, 1) = 0()s® 1P + (1 —0(t))Jpt97 ", fors, 1 > 0,
which clearly verify assumptions (H.1) and (H.2).

The study of singular elliptic problems is greatly justified because they arise in several
physical situations such as fluid mechanics pseudoplastics flow, chemical heterogeneous
catalysts, non-Newtonian fluids, biological pattern formation and so on. In Fulks and Maybee
[10], the reader can find a very nice physical illustration of a practical problem which leads
to singular problem.

With respect to singular system it is worth to cite, among others, the important Gierer—
Meinhardt system which is the stationary counterpart of a parabolic system proposed by
Gierer—Meinhardt (see [8,15]) which occurs in the study of morphogenesis on experiments
on hydra, an animal of a few millimeters in length.

Besides the importance of the physical application above mentioned, we would like to
mention that from a mathematical point of view the singular problems are also interesting
because to solve some of them are necessary nontrivial mathematical techniques, which
involve Topological degree, Bifurcation theory, Fixed point theorems, sub and supersolution
Method, Pseudomonotone Operator theory and Variational Methods. Here, it is impossible
to cite all papers in the literature which use the above techniques, however the reader can
find the applications of the above mentioned methods in Alves and Moussaoui [3], Hai [16],
Ghergu and Radulescu [13], Giacomoni et al. [11], Giacomoni, Hernandez and Sauvy [14],
Hernandez et al. [17], Khodja and Moussaoui [18], Zhang [27], Zhang and Yu [28], Diaz et
al. [9], Alves et al. [2], Crandall et al. [7], Taliaferro [26], Lunning and Perry [20], Motreanu
and Moussaoui [21-23], Moussaoui et al. [24], Agarwall and O’Regan [5], Stuart [25] and
their references.

After a review bibliography, we did not find any paper where the existence of multiple
solutions have been considered for a singular system. Motivated by this fact, we prove in the
present paper the existence of at least two positive solutions for system (P). Our main result
has the following statement:
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Quasilinear singular elliptic systems

Theorem 1 Underﬁssumptioni (H.1) and (H.2) problem ( P) possesses at least two (positive)
solutions in C1Y (Q) x CVV(Q), for certain y € (0, 1).

In the proof of the above theorem, we will use sub and supersolution method combined with
Leray—Schauder Topological degree. However, before proving that theorem it was necessary
to get some informations about the regularity of the solutions. To this end, the below result
was crucial in our approach.

Theorim 2 Assume (H.1) holds. Then, system (P) has a positive solution (u, v) in cl7(Q)x
CLY(Q) for some y € (0, 1). Moreover, there exist a sub-supersolution (g, y) , (W, v) €
CcH(Q) x C(Q) for (P) such that

u(x) < u(x) <u(x)and v(x) < v(x) <v(x)forall x € Q. (1.2)

In the present paper, a solution of (P) is understood in the weak sense, that is, a pair
(u,v) e Wol’p(Q) X Wol’q (2), with u, v positive a.e. in €2, satisfying

{ Jo IVulP=2VuVe dx = [, f(u, v)¢ dx, (1.3)

Jo IVv972VuVyr dx = [ g(u, v)V dx,

forall (¢, ¥) € Wy (Q) x Wy /() .

The Proof of Theorem 2 is done in Sect. 2. The main technical difficulty consists in the
presence of singular terms in system (P) under condition (H.1). Our approach is based on the
sub-supersolution method in its version for systems [18, Theorem 2]. We show the existence
of a (positive) solution (i, v) € CLY (Q) x C1-¥(Q), for certain y € (0, 1), of problem (P).

The Proof of Theorem 1 is done in Sect. 3. It is based on topological degree theory with
suitable truncations. Here, it suffices to show the existence of a second (positive) solution for
problem (P). The first one is given by Theorem 2 which is located in a rectangle formed by
the sub-supersolutions. However, due to the singular terms in system (P), the degree theory
cannot be directly implemented. To handle this difficulty, the degree calculation is applied
for the regularized problem (P, ) for ¢ > 0. Under assumption (H.1), Theorem 2 ensures the
existence of a smooth solution for (P). This gives rise to the possible existence a constant
R > 0 such that all solutions (x, v) with C1-¥ -regularity satisfy |[ullc1y , [vllc1y < R.
On the basis of this, we show that the degree of an operator corresponding to system (P;)
on a larger set is 0. Another hand, we show that the degree of an operator corresponding to
the system (P;) is 1 on an appropriate set. This leads to the existence of a second solution
for (P.) by using the excision property of Leray—Schauder degree. Then the existence of a
second solution for (P) is derived by passing to the limit as ¢ — 0.

In what follows, we denote by ¢; , and ¢, the normalized positive eigenfunctions
associated with the principal eigenvalues A1 , and A1 4 of —A ), and — A, respectively:

—Apdip =2 plé1plP 21, N Q, ¢1, =0003Q, [o¢], =1 (1.4)
and
—Ag$rg =M gldr gl 2p1ginQ, ¢1, =00003Q, [oof =1 (15)

The strong maximum principle ensures the existence of positive constants /; and /; such
that

L191,p(x) < ¢1,4(x) < haopy,p(x) forall x € Q. (1.6)
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For a later use we recall that there exists a constant / > 0 such that
O1,p(x), 91,4(x) = ld(x) forall x € Q, (1.7)

where d(x) := dist(x, 0Q2) (see, e.g., [12]). Moreover, since ¢1, , and ¢ 4 belongs to cl(Q),
there is M > 0 such that

M= m%(“(/)l,p(x)l + P14 ()} (1.8)
xXe

2 Proof of Theorem 2: Existence of the first solution

Let us define w; and w; as the unique weak solutions of the problems

—Apw; =w]' ingQ, —Aqwzzwzﬂ2 in Q,
wy; >0 inQ, and { wy >0 inQ, (2.1)
w; =0 on 082 wy =0 on 0€2,

respectively, which are known to satisfy
c201,p(x) < wi(x) < 301, p(x) and chp1 4 (x) < wa(x) < c31,4(x), (2.2)

with positive constants ¢, ¢3, c/z, c’3 (see [12]). Consider &1,& € C 1 (5) the solutions of
the homogeneous Dirichlet problems:

[ —ApE1(x) = ¢! (x) in €, { ~Agha(0) = ¢ (v) ing, 03

%’1:0 ondQ "’ 5220 on 0L2.

The Hardy—Sobolev inequality (see, e.g., [1, Lemma 2.3]) guarantees that the right-hand
side of (2.3) belongs to W’l”’/(Q) and W’l"’,(Q), respectively. Consequently, the Minty—
Browder theorem (see [6, Theorem V.15]) implies the existence of unique £; and &; in (2.3).
Moreover, (2.1), (2.2), the monotonicity of the operators —A , and — A yield

cod1,p(x¥) < E1(x) < c11,p(x) and o1, (x) < E2(x) < h1g(x) In 2,  (2.4)

for some positive constants ¢, ¢, ¢, ¢}. Let z; and z, satisfy

—Apzi(x) = h1(x), z1 =00n 9, 2.5)
and
— Ayza(x) = ha(x), z2 =00n 0%, (2.6)
where
e megs,
hi(x) = { _‘157,],,()‘) in 2. 2.7)
$12 () in 2\,
_ 1% 2.
ho(x) { “ot ) e 238)
and

Qs ={xeQ:dx) <8},
with a fixed § > O sufficiently small and d(x) = d (x, 92).
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The Hardy—Sobolev inequality together with the Minty-Browder theorem imply the
existence and uniqueness of z; and z; in (2.5) and (2.6 ). Moreover, (2.5) and (2.6), the
monotonicity of the operators —A , and —A, and [16, Corollary 3.1] imply that

D1, ,(x) < z21(x) < c1¢1,p(x) and %d)l,q(X) <@ =dergx)inQ. (2.9

Next, our goal is to show the existence of sub and supersolution for (P).
Existence of subsolution

For a constant C > 0, we have
—CP7gY (x) < 0 < mi(C ' z1 ()™ (C @), x € Qs (2.10)
and
—c—<’1—1>¢ﬁ2q (X) <0 <ma(C7 121 (x)2(C7 2o (x)P2, x € Q. (2.11)
Let « > 0 be a constant such that
¢1(xX), d2 (x) = puin Q\Qs. (2.12)
Then, since @1 < 0 < By, (2.9) and (2.12) lead to
COtPmmhH () (z1(x)) ™ < COFPTPTGH () (err p(x)) !
= CHPPTD (Mo < mi(com)’ < mi(chp g (x))P!
<mi(z2 (x))P1, forallx € Q\Qs, (2.13)
provided C > 0 large enough. This is equivalent to
CP=DgT (x) < mi(CT 21 () (CT 22 ()1, forallx € Q\Qs.  (2.14)
Similarly,
C—<q—1>¢ﬁ2q(x) <my (C7'z1 ()™ (C'z2(x))P2 forall x € Q\Qs, (2.15)
for C > 0 large enough. The pair
(1, v) = C7'(z1, 22). (2.16)
is a subsolution for (P), Indeed, a direct computation shows that
Jo [Vu|" 2 VuVp dx = €07 fo o ¢ pdx — CmPTD fo ¢t pdx  (217)
and
Jo [Vu|" 2 Vuvy = c=6D [ o ¢ wdx — 7D [0 @ yax,  (218)

where (¢, %) € Wy (2) x Wy? (Q) with ¢, > 0. Combining (2.17), (2.18), (2.10),
(2.11), (2.13), (2.15) and (H.1), it is readily seen that

/ Vu|""* VuVy dx smlfz“‘y“‘w dx
Q Q

Smlfﬂa'wglfﬂdxif fu, mm)p dx
Q Q

@ Springer



H. Didi, A. Moussaoui

and
/ |Vg|472 VoV dx < m2/ U vy dx
Q Q
fmzf w2y dx < / g(w1, V)Y dx,
Q Q

for all (¢, ) € Wy (Q) x Wy (R) with ¢, ¥ > 0,all @ > u and @y > v in Q. This
proves that (g, y) is a subsolution for (P).

Existence of supersolution Next, we prove that
u,v) = C(&1, &) (2.19)

is a supersolution for problem (P) for C > 0 large enough. Obviously, we have (i, v) >
(g, g) in Q for C large enough. Taking into account (2.3), (2.4), (1.8) and (1.1) we derive

that in  one has the estimates
@ P (A = CPTI g P ep T (g ()
> crtabieM)yh > M in Q
and
a2 P (— A 0)>CTTIT TR (0 M) > My in Q,

provided that C > 0 is sufficiently large. Consequently, by (H.1) , it turns out that
/ \Va|P~2 VuVe dx > Ml/ TP g dx
Q Q

> le b dx zf (@, w2) dx (2.20)
Q Q
and
/ V|92 VIV dx > M2/ a2y dx
Q Q
> Mz/ 2Py dx Z/ g(w1, V)Y dx, (2.21)
Q Q
for all (¢, ¥) € Wy (2) x Wy (Q) with ¢, ¥ > 0, all (w;, wy) within [u, 7] X [v, T].
Thus, (u, v) is a supersolution for (P).

Proof of Theorem 2 (conclusion) Using and (H.1), (1.7), (1.2), (2.16), (2.19), (2.9) and (2.4),
for (u, v) within [u, u] x [v, v], one has

fu,v) < Mu® P < u® 7P < Crd(x)® forallx € Q
and
g(u, v) < Mau®vP? < w®vP? < Crd(x)? forall x € Q,

where Cy and C; are positive constants. Then, olving to [18, Theorem 2] we deduce that
there exists a solution (u, v) € CY(Q) x C1Y (), for certain y € (0, 1), of problem (P)
within [ﬂ R ﬁ] X [y , i]. This completes the proof.
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3 Proof of Theorem 1: existence of the second solution

According to Theorem 2 we know that problem (P) possesses a (positive) solution (u, v) in
Cl(Q) x C1(Q), located in the rectangle [u, u] x [v, v]. Thus, to prove Theorem 1 it suffices
to show the existence of a second solution for problem (P ). However, it is worth noting that
by Theorem 2 the set of solutions (u, v) in C 1(Q) x c1(Q) for problem (P) is not empty.
Then, without any loss of generality, we may assume that there is a constant R > 0 such that
all solutions (u, v) with C'-regularity satisfy

||M||c1(§) , ”v||cl(§) < R. 3.1)

Otherwise, there are infinity solutions with C!-regularity and the Proof of Theorem 1 is
completed.
Hereafter, we denote

Br(0) = {(u,v) € C'(Q) x C'(Q) : llullcr + [vller < R,
Og = {(u, V) € BR(0) : u Ku<Kig and v K v K f)R}

and
On = {(.v) € Br(0) : u K u < @p and v K v L Va},
where
(up,vA) = A1, &) and (iR, Ur) = AR (&1, 62), (3.2)

with &1, & fixed in (2.3) and Ag, A > 0 are constants whic}Lwill be chosen later on. A
simple computation gives that Og and O, are open sets in C!' () x C!(Q).
In what follows, we will assume without loss of generality that

R > max{|[ullco, 1#lloo: 1Vlloo, 1Vlloos A lloo, VA lloo}-

In the sequel, we use the notation u; < uy when uy, u; € cl) satisfy:

u1(x) < uy(x) Vx € Q and %2 < %‘ on 02,

where v is the outward normal to 9€2.
The next proposition is useful for proving our second main result.

Proposition 1 Assume (H.1) holds. Then all solutions (u, v) of (P) in C'(Q) x C1(Q),
satisfy

u(x) K ugx)and v(x) € 0gr(x) in Q, (3.3)

whenever u(x) > u(x) and v(x) > v(x) in Q. Moreover; for all solutions (u, v) of (P) within
[u, u] x [v, V], it holds

u(x) K up(x)andv(x) K va(x) in Q. (3.4)
Proof We prove only the first parts of inequalities (3.3) and (3.4) because the second ones

can be justified similarly. Recalling that all solutions (i, v) with C!-¥ -regularity satisfy (3.1),
by (H.1), (2.16) and (2.9), for u(x) > u(x) and v(x) > v(x) in €2, one has
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—Apu = f(u,v) < M vPr < M]EO”R‘B1

IA

—1€0 -1
Mi(CT )M RP < AL 9,
= _Ap(ARSI) = _ApﬁR in 2,

for Ag large enough. Furthermore, from (H.1), (2.19), (2.16), (2.4) and (2.9), for (u, v) €
[u, u] x [v, V], it follows that

—Apu = f(u,v) < Miu® Pt < Myu*vh
< M (Cflciod)l Y(Cc ¢ )/31 < cuth €0\ (c M)ﬂ1¢“1
= ) Nz 19P1.q = ) 1 Lp
< A"_1¢‘1""p = —A,(A&) = —A,uy in Q, (3.5)

provided that A is large enough. Consequently, the strong comparison principle found in [4,
Proposition 2.6] leads to the conclusion. This ends the proof. O

3.1 An auxiliary problem

We will make use the topological degree theory to get the second solution for system (P).
However, the singular terms in system (P) prevents the degree calculation to be well defined.
To overcome this difficulty, we disturb system (P) by introducing a parameter ¢ € (0, 1).
This gives rise to a regularized system for (P ) defined for ¢ > 0 as follows:
—Apu= f(u+ev) inQ,
(Pe) § —Agv=g(u,v+¢e) inQ,
u,v=>0 on 0Q2.

We apply the degree theory for the regularized problem (P, ). This leads to find a positive
solution for (P;) lying outside of the set O 5. Our main result regarding problem (7P;) is stated
as follows:

Theorem 3 Assume (H.1) and (H.2) hold. Then problem (P) possesses a positive solution
(ilg, Ue) € CHY(Q) x CLY(Q), for certain y € (0, 1), such that (iig, s) € Og\O, for all
e € (0,1).

Remark 1 1t is very important to observe that the same reasoning exploited in the Proof of
Theorem 2 and Proposition 1 furnishes that problem (P, ) has a (positive) solution (u,, ve) €
Ch7(Q) x C17(Q), y € (0, 1), within [u, #] x [v, V], where functions (u, v) and («, V)
are sub-supersolutions of (P;) and (u., v,) verifies

ue(x) K up(x)and ve(x) K va(x)in 2,
foralle € (0, 1).
The next lemma provides a helpful comparison property which will be used later on.

Lemmal Letuy,us € CH(Q) be the solutions of the problems

T =f() nQ, [T, =gx) n,
uy =0 on 012, upr =0 on 012,

where

Tep) = —Apu+ pu+ &)~ PVju 4 ¢]P72 (u + ¢), (3.6)
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with constants p, e > Oand f, g € LS (Q2) . If f < g, that is, for each compact set € C €,
there is T = t(K) > 0 such that

fx)+71<gx) aein K,
then uy < us.

Proof The proof is very similar to that of Proposition 2.6 in [4]. O

3.2 Topological degree results
3.2.1 The first estimate (the degree on Op)

We transform the problem (P;) to one with helpful monotonicity properties. To this end, let
us introduce the functions

s ifu<s s ifv<s
xg(s)—{Z ifsﬂ,xgs)—{y oy (3.7)
and
y ugp if¢ > ug v ifp > 0
p=1¢ ifu<¢p<ir,p=19¢ ifv=<g=<ig (3.8)
u ifg<u v ifg <u,

where (u, v) and (éig, Og) are given by (2.16) and (3.2), respectively. We shall study the
homotopy class of problem

—Apu = Fg (x,u,v) inQ,
(Pe.t) _Aqu =G (x,u,v) inQ,
u,v=>0 on 0€2,

where functions F, ; and G, ; are defined as follows:
Fer ey, v) = tf (xu(u) + &, 0) + (1 — ) xu ()", (3.9
Ger(x, u,v) = tg (i, xu(v) + &) + (1 — Oy, (3.10)

fort € [0, 1] and € € (0, 1), with constant 7 > 0 which will be chosen later on.

The next results are crucial in our approach which establish an important prior estimate
for system (P ;). Moreover, it is also shown that the solutions of problem (P, ;) cannot occur
outside the rectangle formed by the subsolution (u, v) and the a priori estimates of solutions
of (Pe,).

Proposition 2 Under assumption (H.1), all solutions (u,v) € C'(Q) x CY(RQ) of (Pe.)
satisfy

u(x) K ulx)and v(x) K v(x) in 2, (3.11)
forallt € [0,1] and all € € (0, 1).

Proof First, we transform the problem (7 ) to one with helpful monotonicity properties. To
this end, let us introduce the auxiliary problem
_Ap” + pcs,p(”) =Ferlx,u,v)+ pﬂe,p(ﬁ) in Q

—Agv + pﬁs,q ) =Ger(x,u,v) + p[ls,q (V) in
u,v=>0 on 2,
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where

Lep(s) = @+ &)~ PD(s 4+ g)p~!
Leg(s) = @+~ D(s o)1,

for s > 0 and ¢ € (0, 1). Here the constant p > 0 is assumed sufficiently large so that the
following inequalities are satisfied:

a1 (51 + &) oR@)P + p(p — Du@)@ PN > 0
and
Pailr(¥)* (52 + &)~ + p(g — D)~ Ds] ™ = 0,

uniformly in x € Q, for ig > s; > u and Og > sp > v. This is possible because from
(2.16), (2.9), (3.2); (2.4) and (1.8) and for p > O sufficiently large, if p > 2, one has

ai(s1 )" 71 0R + p(p = D+ o)~ Vst +6)P 7
> i+ o) 0k + o(p — D+ P 4 e)P 2
> (u+ &) o (Arcip1.)P + p(p — 1]
> + &) [ar (ARSI )P + p(p = D] 2 0in Q.
If p < 2, one gets
a1(s1+ )7 4 p(p — D+ ) =PV sy + )P
> a1+ ) 7oR + p(p — D+ ) =PV (g + £)P 2
> o)~ [a1(Areid1)" +p(p = DCT D1+ 07 (Arerdrp +e)' 7]
>+ &) a1 (Arc] MY + p(p — DCo(¢r1.p + 8> P (p1.p + )P
=+ &) [ (Age] M) + p(p = 1)Co] = 0in Q,

where Co = min{1, C™'$}?>77 - max{1, Agc}’~2, provided p > 0 large enough. Here, it
is important to observe, by the choice of p, that functions

(s1+ 8)“‘sf‘ + pLe p(s1) and 572 (s2 + &) + pLe 4 (52)

increases as g > s1 > u and Og > s» > v increases, respectively, for all ¢ € (0, 1).

Next, let us prove that (3.11) holds true for every solution (#, v) of ( P, ) bounded in
CH(Q) x CH(Q), forall r € [0, 1] and all ¢ € (0, 1). We only show the first inequality in
(3.11) because the second one can be justified similarly. To this end, we set the functions
X; : Q — R given by

X1(x) = C P Vni(x) + pLe,p(u)
and
Xo(x) = Fer(x,u,v) + pLe p(it).
On account of (H.1), (2.7), (3.7)—(3.9), we have
Xi(x) = =C™P7VgH () + pLe p (W)
< tmi(u+e)* v + (1= )i’ + pLe W)
< tm (@) + )" 5P + (1 = Dixu ™" + pLe, (i)
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< 1f Q@) + &, ) + (1 = D @? ™" + pLe, (@)
= Fer(x,u,v) + pLe p(it) = X2(x) in Q5 (3.12)

forallz € [0, 1] and all € € (0, 1).
On another hand, by (2.9), (1.1), (2.16), (2.12) and (1.8), we obtain

X1(x) = € P VG (x0) + pLe pw)
< Mi(u+ )P + pLe (W) in Q\Qs (3.13)
and
my(+ &) vt = Myt + 1 — 1)+ &) 0"
< o1+ &) 0 + (1= mr (€71 D 1,) " (€l

o
< i+ &) + (1= nmy (€71 2p)" €My

2
p—1
< tmy(u+ &) P+ (1 — 17 (c—l%%)
< tmy(u+ &) P + (1 — HjuP " in Q\Qs, (3.14)

provided that n > O sufficiently large, for all # € [0, 1] and all ¢ € (0, 1). Gathering (3.13)
and (3.14) together leads to

Xi(x) = C~P VM (x) + pLe, p )
<tmy(u+ &) v + (1= O)iu? ™" + pLe W)
< tm) () + &) 07 + (1 = Diixu P~ + pLe (@)
< Fer(x,u,v) + pLe p(i) = X2(x) in Q\Qs, (3.15)

forall r € [0, 1] and all € € (0, 1). Consequently, it follows from (3.12) and (3.15) that for
each compact set K CC €2, there is a constant T = t(K) > 0 such that

Xi(0) +1==C""" VM (x) + pLe ) + 7
< Fer(x,u,v) + pLe p(i) = Xo(x) ae. in N Qs
and
X1(x) +7 = C" PVl () + pLe ) + T
< Fei(x,u,v) + pLe p(i1) = Xo(x) ae. in K N (2\Qs),

forallt € [0,1] and all ¢ € (0, 1). Hence X| < Xy and X; € L;’;’C(Q) and thereby, by the
strong comparison principle in Lemma 1, we infer that

ulx) > u(x), Vx e Q.

The proof of the second inequality in (3.21) is carried out in a similar way. This ends the
proof. O

Propﬁosition 37Assume (H.1) and (H.2) hold. Then all solutions (u, v) of (Pe,) belong to
CcH(Q) x C(Q) and satisfy

”u”(jl(ﬁ) , ||v||cl(§) <R, (3.16)
forallt € [0,1] and all € € (0, 1).
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Proof By contradiction suppose that for every positive integer n there exist 7, € [0, 1] and
a solution (u,, v,) of (Pe;,) such that#, — ¢t € [0, 1] and lunllcr @y lvnllcr gy — oo as
n — o0o. Thanks to Proposition 2, we have

u(x) < uy(x)and v(x) K v, (x) in Q. (3.17)
Thus, (Pe,;,) is equivalent to

—Aptty =ty f (uy + £, Tp) + (1 = Duf "' inQ,
—AgUy = tyg (i, vp + &) + (1 — vl inQ,
Up, vy =0 on 0%2.

Without loss of generality we may admit that
6, = IIunIICI@) — ooasn — 0.

Denote

1 _
Uy = oty € C'(Q) with |ty llc1 gy = 1 foralln € N. (3.18)

n

The first equation in (P ;,) results in
Ay = iz (1 e+ 65+ (1= )il ) (3.19)

where Uy, (x) > 0 a.e. in €2 because of (3.17).
If u, < L in § for certain constant L > 0, from (H.1), (3.8), (2.16), (3.17), (3.2), (2.4),
(2.9) and (1.7), we have

(tnf(un +e&,U,) + (1 — tn)nun )

9171 api—1
~ - -1
= Qpl_l S, +e,v,)+ 10— tn)nl/{r]z7
< My o+ U 1
< Mo +7 < Cigf!, < C1d()™ in Q, (3.20)

where a constant C 1 > 0 is independent of n and ¢. Otherwise, by (H.2), one has

9[)1 -1 <tnf(un +8 Un) + (1 - fn)W )

ty & - _ p—1
= p—lf On o+ — ) On | + (1 = 1)Uy
6, On

=1 (U + )1"1 TO.0h + 3. 2 + (= g)qul !
=In\Un a ©n (Un-i-i))p_l ( n) Uy

= CU+UH =6 (1414l <GinQ, (3.21)

CI(Q))

for some constant C; > 0 independent of n and ¢. Thus, owing to [16, Lemma 3.1] (resp.
[19]) in the case of (3.20) (resp. (3.21)), one derive that 4, is bounded in C Ly (£2) for certain
y € (0, 1). The compactness of the embedding C LY@ c cl(Q) implies

U, — Uin C'(Q). (3.22)
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From (3.19), (3.22), (H.2) and (3.17), we find

{ AU =@l + 1 —DpUr~t i Q (3.23)

U=0 on 092,

with/ > 0in . Since tJ; + (1 — )5 > Ay ), , the corresponding eigenfunction U should
change sign. This forces that &/ = 0. Therefore, by (3.22), U, — 0 in C 1(Q), which
contradicts (3.18).

Consequently, by increasing the constant R > 0 if necessary, all solutions (u, v) €
Cl(Q) x C1(Q) of (Pe.r) satisfy (3.16) for all ¢ € [0, 1] and all € € (0, 1). This completes
the proof. O

Proposition 4 Under the assumption (1.1) problem (Pg ;) has no solutions for t = 0.

Proof Arguing by contradiction, let (i, §) € C'(Q2) x C'(Q) be a nontrivial solution of
(Pe.r) with

(it,v) € Ogandt =0, (3.24)
which reads as

—Api = qaP~! in Q,

—Agb =701 inQ,

u,v=0 on 0€2,

because of (3.7) and (3.11). From (2.9) and (2.16)
u(x) =C7lz1(x) = €719y, (x) in Q.

In the sequel, we fix u(x) = c! 670¢1,p(x) < u(x) in  and take A5 = Ay , + & for 6 > 0.
Let up € C1(Q) be the solution of the problem

—Apupy = Agufil in ,
up =0 on 0%2.
Then for § > 0 small and 7 large enough, we have
—Apuy = rsul ™t < AP = —ALiin Q
and
—Apuy = kl’puf_l < )\.(Suf_l =—Apup in .
By weak comparison principle we get

u1(x) <wuz(x) <u(x)in Q.

Now considering solutions of problems

n—1

—Apu, = kgup_l in 2,
u, =0 on 0%2,

we obtain an increasing sequence {u,}, such that

u1(x) < up—1(x) <up(x) <u(x)ae. in Q.
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Passing to the limit we get a positive solution u € WO1 "7 (Q) for problem

—Apu = AsuP~l inQ,
u=~0 on 0€2,

which is impossible for § > 0 small enough because the first eigenvalue for p-Laplacian is
isolate. Hence, problem (P ;) has no solutions for t = 0. O

Define the homotopy H; on [0, 1] x C1(R) x C'(Q) by

A -l
He(t,u,v) =1(u,v) — <( AOP) (_A(l)_1> X <§§Z((;C: Z: 3;) .

Since functions F, ; and G, belong to C(R) forall x € Q and all ¢ € (0, 1), H, is well
defined. Moreover, H; : [0, 1]x C1(©) x C1(Q) — C(Q) x C(R) is completely continuous
for all ¢ € (0, 1). This is due to the compactness of the operators (—A,,)_l, (—Aq)_1 :
C(Q) — CY(Q). Hence, (1, v) € O is a solution for (P,) if, and only if,

(u,v) € Og and H:(1,u,v) =0.

From the previous Propositions 2 and 3 it is clear that solutions of (P ;) must lie in Og.
Thus, the fact that problem (P ;) has no solutions for t = 0 (see proposition 4) implies that

deg (H(0, -, -), Og,0) =0, forall e € (0, 1).
Consequently, from the homotopy invariance property, it follows that

deg (Hs(1,-,-), Or,0) =0, foralle € (0, 1). (3.25)
3.2.2 The second estimate (the degree on Op)
We show that the degree of an operator corresponding to the system (P;) is 1 on the set

O . To this end, we modify the problem to ensure that solutions cannot occur outside of the
rectangle formed by (u, v) and (up, vy ). Set

upn ifu>up vp ifv >y
Uu=1u ifu<u<up,v=13v ifv<v <7y (3.26)
u ifu <u v ifv<v

and let us define the truncation problem

- —Apu = Fey(x,u,v) inQ
(Pe,t) —Agv = Ger(x,u,v) inQ
u,v=>0 on 0%,

with

Fer(x,u,v) = tf (@ +e,0) + (1 = 0ii(¢1,p + )"
and

Ger(x,u,v) = 18(i, 0+ &) + (1 = il (p1,4 + )P,
fort € [0, 1], e € (0, 1) and a constant 5 > 0.

We state the following result regarding truncation system (P ;).
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Proposition 5 Under assumption (H.1) every solution (ug, ve) of (Ps.) is bounded in
CH(Q) x CH(Q) with
lucllcrg » lvellergy < R,
forallt € [0, 1] and all € € (0, 1). Moreover, it holds
u(x) L ug(x) Lup(x) and v(x) L ve(x) L vax), Vx €2, (3.27)
forallt € [0,1] and all € € (0, 1).

Proof By (H.1), (3.26), (2.16), (2.9), (3.2) and (2.4), one has

Feale,u.v) < flii+e,0) + 79}, < M) +7¢}", < Ci¢}", in @

and

Geu(x,u,v) < gl +e,0) + 9% < Maiistvf +ipf2 < Crgf? in Q,

with certain constants C; C2 > 0 independent of €. Then, thanks to [16, Lemma 3.1], one
derive the C!¥ -boundedness of solutions (ug, vg) of (ﬁg,t) forall e € (0, 1).

Now, let us prove (3.27). We only show the first part of inequalities in (3.27) because the
second ones can be justified similarly. Let us introduce the problem

—Apu+ pLe p(u) :fe,t()ﬁ u,v) + pﬁs,p(ﬁ) in Q
—Agu+ pLe g (V) = Ge (X, u, V) + pLe g (V) in Q
u,v=00n09Q,

forz € [0, 1], ¢ € (0, 1) and 1 > 0. The constant p > 0 is chosen sufficiently large so that
the following inequalities are satisfy:

a1 (s14+e)" s + p(p — D(+e) =PV (s+e)P 72 > 0,
Basi?(s2+)" ! + plg — D+e)> "1 V(s 46)772 = 0,

uniformly in x € 2, for (s1, s2) € [u,up] X [v, V7], and for all ¢ € (0, 1).
Set the functions X; : 2 — R given by

X1(x) = C™ P Dhi(x) + pLe pw)
and
Xo(x) = Fey(x.u,v) + pLe,p (@).
From (1.8) and (2.9), for all ¢ € (0, 1) and all € [0, 1], one has
(t +1—1)(ute) v
< 1) 0" + (1= D€' D1+ (C'¢l1.)"
< 1) 0" + (1= (€' D1+ (€M)
< t(u+e)*v”' + (1 — D)ij(p1,p + &)™ in Q, (3.28)

provided that 7 > 0 is sufficiently large. Then, following the quite similar argument which
proves (3.11) in Proposition 2, we obtain X| < X, with X, X, € L?;C(Q). Thus, the strong
comparison principle (see Lemma 1) imply

u(x) > ulx) Vx e Q.
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It remains to show that u(x) < ua(x), Vx € . To do so, set functions X; : & — R
defined by

X1(x) = Fer(x,u,v) + pLe (i)
and
Xao(x) = APy p ()™ + pLe p(iin).
Using (2.4), (2.19) and the choice of p > 0 we get
M (ii+) 57 + (1 = D1, p + &)™ + pLe,p(il)
< My@a+e) T +ii(f1.p + &) + pLe p(n)
< My TR + 7S + pLe (@)
= My TPENED 4 gl + pLe (i)
< MiA“HP (codr ) (€11.0)" + 79T, + pLe p(En)
< APTIGY, + pLe p(@n) in Q2

for A > O sufficiently large. Thus, for each compact set £ CC €2, there is a constant
T = t(K) > 0 such that

)_(1()6) +1= ?8,[()63 u,v) + pﬁg’p(fl) +T
< AP () + pLe ,(n) = Xa(x) ae. in KN R,

forall € [0, 1] and all & € (0, 1). Thatis, X; < X, with X; € L{° () and therefore, by
the strong comparison principle in Lemma 1, we infer that

us(x) Luplx) vx € Q, foralle € (0, 1).

A quite similar argument provides that v (x) << v (x) forall x € Q and all ¢ € (0, 1). This
ends the proof. o

Let us define the homotopy NV; on [0, 1] x C1(Q) x C'(Q) by
—A,)7! 0
Ne(t,u,v) = 1(u,v) — (( 0”) (—Aq)—l)
x (fs,t(xaus U)

?E,l('xauv v)

Clearly, NV; is well defined and completely continuous homotopy for all ¢ € (0, 1) and all
t € [0, 1]. Moreover, (u, v) € Oy is a solution of system (P;) if, and only if,

> , fore € (0, 1). (3.29)

(u,v) € Op and N (1,u,v) =0forall e € (0, 1).

In view of Proposition 5 and from the definition of function s and v, it follows that all
solutions of (P ;) are also solutions of (7). Moreover, these solutions must be in the set
O . Moreover, for t = 0 in (3.29), Minty-Browder Theorem together with Hardy—Sobolev
Inequality and [16, Lemma 3.1] ensure that problems

—Apu=iiprp+ ) inQ [ Ay =g + )P inQ
u=20 on 92 v=0 on €2,
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admit unique positive solutions i, and ¥ in C17(Q) forcertainy € (0, 1) andfore € (0, 1),
respectively. Then, the homotopy invariance property of the degree gives

deg(-/\/:?(lv Yy ')7 OAv O) = deg(-/\/:“(05 sy ')5 OA5 0)
= deg(N: (0, -, -), Br(0)), 0)
= 1. (3.30)

Since
He(1, ) = Ne(1,+,+) in Oy,
it follows that
deg(He(1,-,-),04,0) =1, foralle € (0, 1). (3.31)

3.2.3 Proof of Theorem 3

Herafter, we will assume that
He(1,u,v) #0 V(u,v) € 304,

otherwise we will have a solution (i., Vg) € 30, which is different from the solution
(u, v) in Theorem 2, because (u, v) € Op. Here, we have used that O, is an open set, then
(u,v) ¢ 004.

By (3.25) and (3.31), we deduce from the excision property of Leray—Schauder degree
that

deg(Hs(1,+,-), Og\Oa,0) = —1
and thus problem (P;) has a solution (if¢, Us) € C'(R2) x C'(Q) with
(ite, V) € OR\Op. (3.32)

Then, owing to [16, Lemma 3.1] we conclude (it., U;) € CI*V(§) X CI’V(§) for some
y € (0, D).
3.3 Proof of Theorem 1

Set e = % with any positive integer n > 1. From ( 3.32) with ¢ = %, we know that there

exist (ity, Up) 1= (i1, V1) bounded in C17 () x CL¥(Q) for some y € (0, 1) such that

_Apizn = f(i, + %v Uy) in 2,

—AgVy = gy, U+ 1) inQ, (3.33)
Uy =0,=0 on 982,
satisfying
(itn, Un) € OR\Op ¥n € N, (3.34)

Employing Arzela-Ascoli’s theorem, we may pass to the limit in C'(Q) x C'(Q2) and the
limit functions (if, ¥) € C1(Q) x C1(Q) satisfy (P) with

(it, V) € Or\Oyp (3.35)
Finally, on account of (3.35) and Proposition 1, we achieve that (i, v) is a second solution

of problem (P). This complete the Proof of Theorem 1.
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