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Abstract

It is well known that a matrix (or an operator) has an inverse, if it is square and
of non-zero determinant. However, in several areas of applied mathematics we have
need some types of partial inverses of a singular matrix, or even rectangular. For
example, solutions of equations or linear systems may exist even if the matrix de-
fining this system is singular. Which leads to the inverse so called generalized of a
matrix. Invertibility is one of the most common disciplines in mathematics, many
problems are interpreted by an equation of the type Ax = y ; where A is a given
linear transformation, which is in our situation a matrix of type m x n on K.

Keywords :

Drazin inverse, operator equation, consistent equation, generalized inverse.

Résumé

Il est bien connu qu’une matrice (ou un opérateur) a une inverse, si elle est carrée et
de déterminant non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques ap-
pliquées on a besoin de quelques types d’inverses partielles d’une matrice singulière,
ou même rectangulaires. Par exemple, les solutions des équations ou des systèmes
linéaires peuvent exister même si la matrice définissant ce système est singulière.
Ce qui conduit à l’inverse ainsi nommé généralisée d’une matrice. L’inversibilité est
l’une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beaucoup de problèmes
sont interprétés par une équation du type Ax = y ; où A est une transformation
linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice de type mxn sur K.

Mots-clés :

Inverse de Drazin, Équation d’opérateurs, Équation consistente, inverse généralisée
.
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Notations génrales

H : Espace de Hilbert.
(.; .) : Produit scalaire.
‖.‖ : Norme.
B(H) : espace des opérateurs linéaires bornés sur H.
A−1 : L’inverse de l’opérateur A.
A∗ : L’adjoint de l’opérateur A.
R(A) : L’image de l’opérateur A.
N(A) : Le noyau de l’opérateur A.
σ(A) : Le spectre de l’opérateur A.
σp(A) : Le spectre ponctuel de l’opérateur A.
σc(A) : Le spectre continu de l’opérateur A.
σr(A) : Le spectre résiduel de l’opérateur A.
r(A) : Le rayon spectral de A.
(FP )B(H) : La propriété de Fuglède-Putnam.
a⊗ b : Produit tensoriel de deux vecteurs a et b.
A : algèbre de Banach.
N (A) : classe des opérateurs quasi nilpotentes.



Introduction

La résolution des équations d’opérateurs et des systèmes d’équations dans les
différents espaces a joué un rôle primordial dans la physique et dans beaucoup spé-
cialité d’ingénierie.
Dans la pratique, il existe plusieurs cas de singularité, on sait en général, qu’une
matrice (ou un opérateur) admet une inverse, si elle est carrée et de déterminant
non nul..
Cependant, pour certains cas de singularité on a besoin de quelques types d’inverses
partielles d’une matrice singulière, ou même rectangulaire, Par exemple, les solutions
d’un système linéaire peuvent exister même si la matrice définissant ce système est
singulière. Ce qui conduit à l’inverse généralisée d’une matrice. L’inversibilité des
matrices et des opérateurs est l’une des disciplines les plus répandues en Mathéma-
tique, beaucoup de problèmes sont interprétés par une équation du type Ax = y ;
où A est une transformation linéaire donnée, qui est dans notre cas une matrice de
type m × n sur K ( ou un opérateur linéaire défini d’un espace vectoriel E dans
un autre F de dimensions n et m). Ces problèmes dans des différents domaines tels
que l’analyse numérique, l’optimisation, la théorie de contrôle, théorie de codage, la
statistique et les modèles linéaires et plusieurs domaines d’ingénierie, sont traités via
le concept d’une inverse généralisée (ou le pseudo inverse) d’une matrice (ou d’un
opérateur linéaire). Devant des questions de ce type on cherche un opérateur ayant
le maximum de propriétés dont l’inverse usuelle réjouit, et d’une manière que cette
inverse existe pour une classe aussi large d’opérateurs linéaires..

L’inverse de Drazin d’une matrice carrée a été récemment utilisée dans la so-
lution des systèmes et des équations d’opérateurs ou matricielles [1, 2, 12], et plus
particulièrement dans la solution d’équations différentielles avec matrices singulières
à coefficients constants [12]. Les méthodes de calcul de l’inverse de Drazin sont donc
d’un certain intérêt..

Dans [36] une méthode est donnée pour calculer l’inverse de Drazin d’une ma-
trice A(n × n) comme polynôme de degré n − 1 ou moins pourvu que les valeurs

8
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propres de A soient connues.
Cette méthode a été utilisée pour la solvabilitée des équations différentielles avec
matrices singulières à coefficients constants [12]..

Soit X l’espace de Banach à dimension infini et B(X) désigne l’espace des opéra-
teurs linéaires définis sur X. Nous rappelons que l’inverse de Drazin de l’opérateur
A ∈ B(X) est l’opérateur unique AD ∈ B(X), à condition qu’il existe un en-
tier positif k, remplissant les conditions suivantes ADA = AAD, ADAAD = AD,
Ak+1AD = Ak.

Le plus petit nombre naturel k satisfaisant le système d’équations précédent est
appelé indice de l’opérateur A est noté ind (A). Castro-Gonzàlez et al. [8] ont pu
arrivé à une expression explicite pour l’inverse de Drazin AD..
Le concept de l’inverse généralisée de Drazin (GD-inverse) sur un espace de Banach
à dimension infinie a été introduit par Koliha [26], qui est l’élément AD dans B(X)
tel que ADA = AAD, ADAAD = AD, A − A2AD est quasi-nilpotent. Ces dernières
années, les caractérisations de l inverses de Drazin des matrices ou d’opérateurs
sur un espace de Banach de dimension infini ont été considérées par de nombreux
auteurs[3, 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 20, 44, 46]. Caradus [6], Bhaskara[3] et Brnes[5],
ont étudiés l’inverse de Drazin de quelques opérateurs linéaires bornés sur des es-
paces complexes de Banach..
Caradus[6] a prouvé qu’un opérateur linéaire borné A sur un espace complexe de
Banach admet une inverse de Drazin si et seulement si 0 est un pôle du résolvant
(λI − A)−1 de A ; l’ordre du pôle est égal à l’indice de Drazin de A. (Voir aussi
Nicolas [36] .).
Castro-González et Al[8], Mosic et Djordjevic[32, 33, 34] , Nashed[35] et Koliha[26]
Lian et Zeng[29] ont étudié l’inverse généralisée de Drazin sur un espace de Banach.
Quelques propriétés additives et les expressions explicites de l’inverse de GD de la
somme produit sont obtenues dans[1, 10, 13, 17, 18, 19, 27]..
Dans cette thèse, en utilisant la technique des matrices blocs d’opérateurs, nous
examinerons des représentations explicites de l’inverse généralisée de Drazin de la
somme (A+B)D en termes de A, AD B, BD sous la condition AB = BA..

Nashed et Zhao [35] ont généralisé l’inverse de Drazin pour les opérateurs li-
néaires fermés et ses applications à des équations d’évolution singulières et partielles..

Dans [1], moi-même, Mansour et Salmi, on a pu arriver à des bons résultats
concernant les conditions de solvabilité de plusieur types d’équations d’opérateurs
(En basant toujours sur les propriétés des inverses de Drazin). La thèse se compose
d’une introduction, cinq chapitres et une liste bibliographique.
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Le premier chapitre, en plus de son caractère introductif, il est consacré á rappeler
quelques propriétés des opérateurs linéaires bornés, quelques classes d’opérateurs
considérées dans B(H), les définitions et les caractérisations des opérateurs sur un
espace de Banach, ainsi que quelques propriétés et techniques opératorielles..

Le deuxième chapitre traite principalement quelques types des d’équations opé-
ratorielles, telles que l’équation de Sylvester et d’autres types..

Dans le troisième chapitre on présente la théorie des inverses généralisées, et
principalement quelque méthodes de calcul d’une inverse généralisée, et la solution
de quelques équations, en utilisant les inverses généralisées..

Le quatrième chapitre traite quelques définitions et propriétés de l’inverse de
Drazin, et la résolution des équations et systémes d’opérateurs en appliquant l’in-
verse de Drazin..

Le dernier chapitre est consacré à la solvabilité de plusieurs équations d’opéra-
teurs en utilisant l’inverse de Drazin.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Opérateurs linéaires bornés sur les espaces de
Hilbert

1.1.1 Espaces de Hilbert.

Soit H un espace vectoriel sur C, on appelle un produit scalaire l’application
〈., .〉 : H × H −→ C, qui à tout couple (x, y) associe le nombre complexe 〈 x, y〉
telle que ∀x, y, z ∈ H,∀λ, µ ∈ C

1. 〈λx+ µz, y〉 = λ 〈x, y〉+ µ 〈z, y〉

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉

3. 〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 si et seulement si x = 0.

Si H est un espace vectoriel sur R, on a 〈x, y〉 = 〈y, x〉 . Un espace vectoriel H sur
C muni d’un produit scalaire est dit espace pré-hilbertien, tout espace pré-hilbertien
est un espace vectoriel normé, la norme est donnée par ‖x‖ =

√
〈x, x〉. Si l’espace

pré-hilbertien est complet, il est appelé espace de Hilbert.

Définition 1 (Identité de parallélogramme). Soit x, y ∈ H, avec H est un espace
pré-hilbertien alors ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

Remarque 1. Un espace vectoriel normé est un espace pré-hilbertien si et seulement
si sa norme vérifie l’identité de parallélogramme.

Définition 2. On dit que deux élément x, y d’un espace pré-hilbertien sont ortho-
gonaux si 〈x, y〉 = 0 et on note x ⊥ y.

Définition 3. On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel normé complet
sur le corps C.

11
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Remarque 2. Un espace de Banach est un espace de Hilbert si sa norme vérifie
l’identité de parallélogramme.

Exemple. C,Rn et , L2 (Ω) munis de leurs produits scalaires usuels sont des
espaces de Hilbert.

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés.

Nous allons utiliser les notations suivantes B (X, Y ) l’ensembles des Opéra-
teurs linéaires bornés de l’espace vectoriel X dans Y,R(A), l’image de l’opérateur
A. N(A) le noyau de A tel que
R(A) = {y ∈ Y : y = Ax, et x ∈ X }, N(A) = {x ∈ X, Ax = 0} .

Définition 4. Soient X1, X2 deux espaces vectoriels de X. On dit que X1, X2 sont
supplémentaires si X1 ∩X2 = {0}, et X1 +X2 = X, et X est la somme direct de X1

et X2 et on note X1 ⊕X2 = X.

Définition 5. On appelle opérateur linéaire A : X −→ Y, toute application telle
que ∀x, y ∈ X,A(x+ y) = A(x) +A(y) et ∀x ∈ X,α ∈ K, on ait A(αx) = αA(x).

Définition 6. On dit qu’un opérateur linéaire A de X dans Y est borné s’il existe
un réel c positif pour lequel, pour tout x ∈ X, l’inégalité suivante est réalisée :
‖Ax‖Y ≤ c‖x‖X . Le plus petit c vérifiant l’égalité précédente est appelé norme de
l’opérateur A, et est noté par ‖A‖.

1.1.3 L’adjoint d’un opérateur.

Définition 7. Pour tout opérateur A ∈ B (H) , A? désigne l’opérateur adjoint de l’
opérateur A, défini par 〈Ax, y〉 = 〈x,A?y〉 , pour tout x, y ∈ H. Rappelons dans la
proposition suivante quelques propriétés élémentaires.

Proposition 1. Si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés définis sur un es-
pace de Hilbert H, alors leurs adjoints A?, B? sont aussi deux opérateurs linéaires
bornés sur H et les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) ‖A?‖ = ‖A‖
(ii) (A+B)? = A? +B?

(iii) (αA)? = −
αA?, α ∈ C.

(iv) (A?)? = A

(v) (A?)−1 = (A−1)?, si A est inversible
(vi) (AB)? = B?A?.
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1.2 Quelques classes d’opérateurs considérées dans
B(H).

Un opérateur A ∈ B(H) est dit :
— Compact, si 〈Axn, xn〉 → 0 pour toute suite orthonormée (xn) de H.
— De rang fini, si R(A) est de dimension finie.
— Positif, si 〈Ax, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ H ; on note A ≥ 0.
— Auto-adjoint, si A = A∗.
— projection si A2 = A.
— projection orthogonale si A2 = A et A = A∗.
— Isométrie, si A∗A = IH .
— Unitaire, si A∗A = AA∗ = I.
— Dominant, si R(A− λ) ⊆ R(A− λ)∗,∀λ ∈ C.
— Normal, si A∗A− AA∗ = 0.
— Sous-normal, s’il admet une extension normale.
— Quasinormal, s’il commute avec A∗A.
— Hyponormal, si A∗A− AA∗ ≥ 0.
— Semi-normal, si A ou A∗ est hyponormal.
— k-quasihyponormal, si A∗k(A∗A− AA∗)Ak ≥ 0, ∀k ∈ N.

Remarque 3. On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivantes
positifs ⊂ autoadjoints ⊂ normaux ⊂ quasinormaux ⊂ hyponormaux ⊂ k −
hyponormaux

1.3 Spectres, résolvantes et images numériques

Pour A ∈ B (H) , on introduit les notions suivantes :
• Le spectre de A est l’ensemble σ (A) = {λ ∈ C; A− λI n’est pas inversible}
• L’ensemble résolvant de A est le complémentaire dans C du spectre de A, on le
note % (A) et est donnée par % (A) = {λ ∈ C; A− λI est inversible}
• L’application résolvante de A est l’application qui à tout λ ∈ % (A) associe
(λI − A)−1, et pour λ ∈ % (A) on a Rλ (A) = (λI − A)−1 .

• Le rayon spectral de A est le scalaire

r(A) = sup {|λ|, λ ∈ σ(A)} = limn→∞ ‖An‖
1
n .

• Le spectre ponctuel deA est l’ensemble σp (A) = {λ ∈ C;A− λI n’est pas injectif} .
• Le spectre approché ( ou approximatif ) de A est l’ensemble
σa (A) = {λ ∈ C;∃ (xn) ⊂ H : ‖xn‖ = 1 et limn→∞ (A− λI )xn = 0} .
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Définition 8. Pour A ∈ B (H) , dans le cas H est un espace de Hilbert, l’image
numérique de l’opérateur A est définie par W (A) = { 〈Ax, x〉 , x ∈ H, ‖x‖ = 1} .

1.4 Autres définitions et caractérisations des opé-
rateurs sur un espace de Banach.

Définition 9. On dit qu’un espace vectoriel normé E est de Banach si E est complet.

Exemple : E = Rn est un espace de Banach pour la norme ‖x‖ =
i=n∑
i=1
|xi| , x ∈

E.

1.4.1 Algèbres de Banach.

Définition 10. On appelle algèbre de Banach A tout espace de Banach sur lequel
on définit une deuxième loi de composition interne notée multiplication telle que :
1) ∀A1, A2, A3 ∈ A
A1(A2.A3) = (A1.A2)A3

2)A1 (A2 + A3) = A1.A2 + A1.A3

3)∀λ ∈ C, A1. (λA2) = λ (A1.A2)
4) ‖A1.A2‖ ≤ ‖ A1 ‖ ‖A2‖.

1.4.2 Propriétés des algèbres de Banach

Théorème 1. Soit A une algèbre de Banach, alors, si A ∈ A et ‖ A ‖ < 1 la série∑
An est convergente.

Démonstration Comme

‖ A ‖ < 1 et ‖ A.A ‖ = ‖ A2 ‖ ≤ ‖ A ‖2 ,

il vient

‖ An ‖ ≤ ‖ A ‖n

en utilisant un raisonnement par récurrence, il s’en suit que la série géométrique de
terme général An est normalement convergente, donc convergente puisque B(X) est
un espace de Banach.

Théorème 2. Si A est un opérateur linéaire continu sur un espace de Banach E,
l’opérateur I − A (I désigne l’opérateur identité sur E) est inversible si ‖ A ‖ < 1.
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Démonstration Il faut montrer qu’il existe B ∈ B (E) tel que (I − A)B =
B (I − A) = I on a (I − A) (I + A+ ...+ An) = I − An+1, et comme ‖ A ‖ < 1, il
vient B = lim (I + A+ ...+ An) , quand n→∞, posons Bn = I + A+ ...+ An.

�

1.5 Propriétés et techniques opératorielles

1.5.1 Commutateurs

Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension infinie.

Définition 11. (1) Un élément X de B (E) est dit commutateur s’il existe A,B de
B (E) tel que X = AB −BA = [A,B] .
(2) Le commutant de A ∈ B (E) est l’ensemble défini par

{A}
′
= {B ∈ B (E) : AB = BA} .

(3)Le bicommutant de A ∈ B (E) est l’ensemble défini par

{A}
′′

=
{
C ∈ B (E) : CB = BC,∀B ∈ {A}

′}
.

Propriétés :
(1) {A}

′′

=
{
{A}

′}
(2) {A}

′
est un sous- algèbre fermé de B (E)

(3) {A}
′′

est un sous- algèbre commutatif de B (E)
(4) Tout polynôme de A appartient à {A}

′′

.

1.5.2 Similarité

Définition 12. Soient A et B deux opérateurs dans B (E) , on dit que A et B sont
similaires si et seulement s’il existe un opérateur inversible Q tel que B = QAQ−1.

Lemme 1. Soient A et B deux opérateurs dans B (E) , Rλ (A) , Rλ (B) leurs ap-
plications résolvantes respectivement, alors Rλ (A) et Rλ (B) sont similaires si et
seulement si A et B les sont.

Démonstration Soient A et B deux opérateurs similaires dans B (E) , alors il
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existe un opérateur inversible Q tel que B = QAQ−1. On a

Rλ (B) = Rλ

(
QAQ−1

)
=
(
QAQ−1 − λI

)−1

=
(
(QA− λQ)Q−1

)−1

= Q (QA− λQ)−1

= Q (A− λI)−1Q−1

= QRλ (A)Q−1.

D’où la similarité de Rλ (A) et Rλ (B) . Pour la réciproque on passe aux inverses
dans l’égualité précédente.

�

1.5.3 Propriété de Fuglède-Putnam

Définition 13. Soient A et B ∈ B(H), on dit que la paire (A,B) satisfait (FP )B(H)

(propriété de Fugléde-Putnam), si AC = CB où C ∈ B(H) implique A∗C = CB∗.

Lemme 2. Si S est un opérateur auto adjoint dans B(H), alors les deux opérateurs
eiS et e−iS sont des opérateurs unitaires.

Démonstration Soit S un opérateur auto adjoint dans B(H), alors on a

(eiS)∗ = e−iS
∗ = e−iS,

donc

(eiS)∗eiS = e−iSeiS = I et eiS(eiS)∗ = eiSe−iS = I,

de même on obtient

(e−iS)∗e−iS = eiSe−iS = I et e−iS(e−iS)∗ = e−iSeiS = I.

Alors e−iS et eiS sont des opérateurs unitaires.
�

Théorème 3. Soient A et B deux opérateurs normaux dans B(H), si AX = XB

pour X ∈ B(H), alors A∗X = XB∗.

Démonstration Soient A et B deux opérateurs normaux dans B(H), tels que
AX = XB pour X ∈ B(H), on peut démontrer par récurrence que AnX = XBn

pour tout entier naturel n . D’où on peut avoir facilement

eiλAX = XeiλB,
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pour tout nombre complexe λ, et par conséquent

X = eiλAXe−iλB.

On définit la fonction f par

f(λ) = eiλA
∗
Xe−iλB

∗
,

en combinant cette fonction par la forme de X donnée par

f(λ) = eiλA
∗
eiλAXe−iλBe−iλB

∗
,

donc par la normalité de A et B on peut écrire

f(λ) = ei(λA
∗+λA)Xe−i(λB+λB∗).

On a

(λA∗ + λA)∗ = λA+ λA∗ et (λB + λB∗)∗ = λB∗ + λB,

alors

λA+ λA∗etλB∗ + λB,

sont auto adjoints, donc d’après le lemme précédent

ei(λA
∗+λA)ete−i(λB+λB∗)

sont unitaires. f(λ) est analytique, pour tout nombre complexe λ. Le théorème de
Liouville nous assure alors que f(λ) est constante.
On peut donc prendre f(λ) = f(0) = X, donc eiλA∗Xe−iλB∗ = X, d’où eiλA

∗
X =

XeiλB
∗
, et par conséquent A∗X = XB∗.

�



Chapitre 2

Quelques types d’équations
opératorielles

Dans ce chapitre on va étudier la solvabilité d’une famille d’équations d’opéra-
teurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert complexe séparable et de dimension
infinie H. On considère l’équation AX −XB = C où A,B,C sont dans B (H) .

2.1 Résultats et définitions utiles

Rappelons que si M est un sous espace vectoriel fermé de H et T ∈ B (H) , alors
T s’écrit selon la décomposition H = M ⊕M⊥ comme suit

T =
 A B

C D

 ,
où A ∈ B (M) , B ∈ B

(
M⊥,M

)
, C ∈ B

(
M,M⊥

)
et D ∈ B

(
M⊥

)
. Nous rappelons

les propriétés basiques suivantes.

Proposition 2. Soit A un opérateur linéaire borné défini sur H ⊕H par

A =
 Q R

S T


alors son adjoint A? est donné par

A? =
 Q? S?

R? T ?

 .

Lemme 3. [42] Si la matrice opérateur
 Q R

S T

 définie sur H ⊕H est inversible,

alors l’opérateur S?S +Q?Q est inversible sur H.

18
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2.2 Solvabilité de l’équation AX −XB = C

2.2.1 Solvabilité de l’équation AX −XB = Y

Théorème 4. (Bhatia [4]) Soient A et B deux opérateurs dans B (H), tels que

σ (B) ⊂ {z, |z| < ρ} et σ (A) ⊂ {z, |z| ≥ ρ},

où ρ est un nombre réel strictement positif. Alors pour tout opérateur Y dans B (H)
une solution de l’équation AX −XB = Y est donnée par

X = ∑∞
n=0 (A)−n−1 Y Bn

Démonstration On démontre que la série∑∞
n=0 (A)−n−1 Y Bn

est convergente, puis on vérifie que la solution X donnée par l’expression

X = ∑∞
n=0 (A)−n−1 Y Bn.

est une solution de notre équation

AX −XB = Y .

Soit le nombre réel strictement positif ρ qui vérifie

σ (B) ⊂ {z, |z| < ρ} et σ (A) ⊂ {z, |z| ≥ ρ},

alors

σ (A−1) ⊂ {z, |z| ≤ ρ−1} .

Donc d’après la formule du rayon spectral on a

∃N > 0,∀n ≥ N tel que ‖Bn‖ ≤ ρn1

et

‖A−n‖ ≤ ρ−n avec ρ1 ≤ ρ.

Alors, n ≥ N, on a ∥∥∥A−n−1Y Bn
∥∥∥ ≤ ∥∥∥A−n∥∥∥ ∥∥∥A−1Y

∥∥∥ ‖Bn‖

≤ ρ−n
∥∥∥A−1Y

∥∥∥ ρn1
=
∥∥∥A−1Y

∥∥∥ (ρ1ρ
−1
)n
.
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D’où la convergence de la série
∞∑
n=0

(A)−n−1 Y Bn.

Vérifions maintenant que

X =
∞∑
n=0

(A)−n−1 Y Bn

est une solution de notre équation, on a

AX −XB = A

( ∞∑
n=0

(A)−n−1 Y Bn

)
−
∞∑
n=0

(A)−n−1 Y BnB

=
( ∞∑
n=0

(A)−n Y Bn

)
−
∞∑
n=0

(A)−n−1 Y Bn+1

= Y +
∞∑
n=1

(A)−n Y Bn −
∞∑
n=1

(A)−n Y Bn = Y.

Une autre forme de la solution de l’équation AX − XB = Y est obtenue par la
considération suivante.

Théorème 5. (Bhatia [4]) . Soient A et B deux opérateurs dans B (H), leurs spectres
σ (A) contenu dans le demi-plan ouvert droit, et σ (B) contenu dans le demi-plan
ouvert gauche, alors une solution de l’équation AX −XB = Y est donnée par

X =
∫ ∞

0
e−AtY eBtdt.

Démonstration L’intégrale ∫ ∞
0

e−AtY eBtdt

est convergent [Voir Heinz (22)] .
Vérifions que X est une solution de l’équation AX −XB = Y. On a

AX −XB = A
∫ ∞

0
e−AtY eBtdt−

(∫ ∞
0

e−AtY eBtdt
)
B

=
∫ ∞

0

(
Ae−AtY eBt − e−AtY BeBt

)
dt

=
∫ ∞

0

(
−e−AtY eBt

)′
dt

=
[
−e−AtY eBt

]∞
0

= Y.

donc X est bien une solution de l’équation AX −XB = Y.
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Théorème 6. (Bhatia [4]) . Soient A et B deux opérateurs dans B (H) leurs spectres
σ (A) et σ (B) sont disjoints. Si Γ est un contour fermé dans plan complexe d’in-
dice un autour de σ (A) et zéro autour de σ (B), on peut exprimer la solution de
l’équation AX −XB = Y par

X = 1
2πi

∫
Γ
Rζ (A)Rζ (B) dζ.

Démonstration Pour tout nombre complexe ζ on peut écrire

X (ζI −B)− (ζI − A)X = Y.

Si (ζI − A) et (ζI −B) sont inversibles, on compose par (ζI − A)−1 à gauche et par
(ζI −B)−1 à droite, on obtient

Rζ (A)X −XRζ (B) = Rζ (A)Y Rζ (B) .

En intégrant les deux cotés de cette derniére égalité sur le contour Γ et prenant en
considération le fait que∫

Γ
Rζ (A) dζ = 2πi et

∫
Γ
Rζ (B) dζ = 0

on obtient

X = 1
2πi

∫
Γ
Rζ (A)Rζ (B) dζ.

Si les opérateurs A et B sont normaux, auto-adjoints ou unitaires, on peut avoir des
formes spéciales des solutions de notre équation AX − XB = Y dans chaque cas.
Si A et B sont tous les deux auto-adjoints, alors iA et iB sont auto -adjoints, donc
leurs spectres se trouvent sur la droite imaginaire. Si on veut imiter cette solution,
on doit essayer avec l’intégrale ∫ ∞

0
e−AtY eBtdt,

mais cette intégrale n’est pas convergente en générale, c’est pour cette raison on
essaye d’insérer un facteur de convergence f ∈ L1 (R) . Si on pose

X =
∫ ∞

0
e−AtY eBtf (t) dt,

c’est un opérateur bien défini pour tout f ∈ L1 (R) , car on sait que e−At et eBt sont
unitaires. Comment choisir f pour que X soit une solution.
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Théorème 7. [4] Si l’espace H est de dimension finie, A et B sont deux opérateurs
auto-adjoints dans B (H), tels que leurs spectres σ (A) et σ (B) sont disjoints. Si f
est une fonction dans L1 (R) , telle que

∧
f (s) = 1

S
(
∧
f est la transformation de Fourier

de f ) pour s ∈ σ (A) − σ (B), alors la solution de l’équation AX −XB = Y peut
être écrite sous la forme

X =
∫ +∞

−∞
e−iAtY eiBtf (t) dt,

Démonstration Soient α et β deux valeurs propres de A et B avec vecteurs
propres associés u, v respectivement. En utilisent le fait que eitA est unitaire et son
adjoint est e−itA et A est auto-adjoint, on obtient〈

u,Ae−itAY eitBv
〉

=
〈
e−itAAu, Y eitBv

〉
= e−it(β−α)α 〈u, Y v〉 .

Avec une considération similaire on obtient〈
u, e−itAY eitBBv

〉
=
〈
e−itAu, Y eitBBv

〉
= e−it(β−α)β 〈u, Y v〉 .

Si X =
∫+∞
−∞ e−iAtY eiBtf (t) dt, alors

〈u, (AX −BX) v〉 = (α− β) 〈u, Y v〉
∫ +∞

−∞
eit(α−β)f (t) dt

= (α− β) 〈u, Y v〉
∧
f (α− β)

= 〈u, Y v〉 ,

d’où AX−BX = Y. On a supposé dans les théorèmes que l’on a vu auparavant que
les spectres des opérateurs sont disjoints de telle façon qu’on peut les isoler par une
droite ou un plan, dans la suite on ne va pas exiger cette condition.

�

Théorème 8. Si l’espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie, A et B
sont deux opérateurs dans B (H) tel que A est inversible, on suppose qu’il existe
une suite (an) de réels strictement positifs, si pour tout x de H les séries de termes
généraux (an)

∥∥∥(A?)−n x∥∥∥2
et (a−1

n ) ‖(b)n x‖2 sont convergentes, alors pour tout Y
dans B(H) la série ∑∞n=0A

−(n+1)Y Bn est ultra faiblement convergente dans B(H)
et sa limite X est une solution de l’ équation de Sylvester AX −XB = Y .

Démonstration La preuve est analogue à la preuve de la proposition 1.4. dans
[[7]Cassier, J.O.T 2005] .
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Soient x, y ∈ H,∣∣∣∣∣
〈
m2∑
m1

A−n−1Y Bny, x

〉∣∣∣∣∣ ≤
√√√√m2∑

m1

an 〈A−n−1A?−n−1x, x〉

√√√√m2∑
m1

a−1
n 〈B?nY ?Y Bny, y〉

≤ ‖Y ‖

√√√√m2∑
m1

an
〈
A−n−1 (A?)−n−1 x, x

〉√√√√m2∑
m1

a−1
n 〈(B?)n (B)n y, y〉.

On voit donc que la série ∑∞k=0

〈
A−(k+1)Y Bkx, y

〉
est de Cauchy, donc convergente

ce qui permet de définir X en posant 〈Xx, y〉 = ∑∞
k=0

〈
A−(k+1)Y Bkx, y

〉
. De plus

avec les théorème de Banach Steinhaus, les hypothèses, on voit que

sup
∥∥∥∥∥
n∑
k=0

A−(k+1)Y Bk

∥∥∥∥∥ <∞.
Ceci entraine la convergence de ∑∞k=0A

−(k+1)Y Bk pour la topologie faible de B (H).
On vérifie ensuite que X est une solution de l’équation de Sylvester
AX −XB = Y.

Sous les mêmes hypothèses du théorème précédent on obtient ce résultat.

Corollaire 1. Si l’opérateur Y est de rang un (i.e Y = u⊗v) la solution de l’équation
de Sylvester sera X = ∑∞

k=0A
−(n+1)u⊗ (Bn)? v.

Remarque 4. On obtient le théorème de Bhatia [4] comme corollaire. En effet si

σ (B) ⊂ {z, |z| < ρ} et σ (A) ⊂ {z, |z| ≥ ρ}

avec ρ > 0. Alors les séries
∞∑
k=0

a2nA−k (A?)−k et
∞∑
k=0

a−2nBk (B?)k

sont convergentes pour la norme de B (H) , pour r (B) < a < ρ. D’où la convergence
sous les hypothèses du théorème 8 avec an = a2n.

Théorème 9. Si l’espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie, A et
B sont deux opérateurs dans B (H), on suppose qu’il existe une fonction mesurable
strictement positive sur R, telle que les intégrales∫ +∞

0

∥∥∥e−At∥∥∥2
f (t) dt: et

∫ +∞

0

∥∥∥eBt∥∥∥2
(f (t))−1 dt

sont convergentes pour tout x de H, pour tout Y de B (H) , l’opérateur

X =
∫ +∞

0
e−AtY eBtdt

est bien défini et est solution de l’équation de Sylvester AX −XB = Y.
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DémonstrationD’après ([7]Cassier, J.O.T 2005) l’intégraleX =
∫+∞

0 e−AtY eBtdt

est bien définie au sens de Bochner et on a

‖X‖ ≤
√∥∥∥∥∫ +∞

0
f (t) e−Ate−A?tdt

∥∥∥∥
√∥∥∥∥∫ +∞

0
(f (t))−1 eB?tY ?Y eBtdt

∥∥∥∥

≤ ‖Y ‖
√∥∥∥∥∫ +∞

0
f (t) e−Ate−A?tdt

∥∥∥∥
√∥∥∥∥∫ +∞

0
(f (t))−1 eB?teBtdt

∥∥∥∥
Comme les intégrales

∫+∞
0 f (t)

∥∥∥e−Atx∥∥∥2
dt et

∫+∞
0 (f (t))−1

∥∥∥eBtx∥∥∥2
dt sont conver-

gentes pour tout x de H, alors l′ opérateur
∫+∞

0 e−AtY eBtdt est bien défini pour tout
x de H, on vérifie que X donnée par cet opérateur est une solution de l’équation
AX −XB = Y.

Remarque 5. Dans ces deux derniers théorèmes, nous donnons aussi une estima-
tion à priori de la solution de l’équation AX −XB = Y en fonction de Y

Théorème 10. Si A est un opérateur normal dans B (H) , B et C deux opérateurs
dans B (H) . Si la paire (A,B) satisfait la propriété Fuglede-Putnam dans B (H) ,
alors l’équation

AX −XB = C

admet une solution X dans B (H) si et seulement si A 0
0 B

 et
 A C

0 B


sont deux opérateurs similaires sur H ⊕H.

Démonstration Si l’équation AX −XB = C admet une solution X, alors I −X
0 I

 A 0
0 B

 I X

0 I

 =
 A AX −XB

0 B

 =
 A C

0 B


Par conséquent  A 0

0 B

 et
 A C

0 B


sont similaires. Supposons maintenant que les opérateurs A 0

0 B

 et
 A C

0 B


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sont similaires, alors il existe un opérateur inversible Q R

S T


dans B (H ⊕H) tel que A 0

0 B

 Q R

S T

 =
 Q R

S T

 A C

0 B


d’où  AQ AR

BS BT

 =
 QA QC +RB

SA SC + TB

 .
Ce qui nous donne après identification terme par terme

QA = AQ,AR−RA = QC, BS = SA et BT − TB = SC.

En appliquant la propriété de Fuglede-Putnam dansB (H) sur les égalités QA = AQ

et BS = SA, on obtient B?S = SA? et AQ? = Q?A. D’une part A commute avec
Q et Q? donc avec Q?Q. Et d’autre part, en passant á l’adjoint dans B?S = SA?

on obtient S?B = AS?. Revenons á l’égalité BS = SA, composons a gauche les
deux cotés par S?, il vient S?BS = S?SA mais comme S?B = AS?, on obtient
AS?S = S?SA, d’où A commute avec S?S, donc avec la somme S?S +Q?, l’inverse
(S?S +Q?Q)−1 , commute aussi avec A, de plus, on obtient

(S?S +Q?Q)C = S?SC +Q?QC

= S? (BT − TB) +Q? (AR−RB)
= Q? (AR−RB) + S? (BT − TB)
= Q?AR−Q?RB + S?BT − S?TB.

Comme Q?A = AQ? et S?B = AS?, il vient

(S?S +Q?Q)C = AQ?R−Q?RB + AS?T − S?TB = A (Q?R + S?T )− (Q?R + S?T )B

d’après lemme 3, l’opérateur S?S +Q?Q est inversible, son inverse commute avec A
. Par conséquent

C = A (S?S +Q?Q)−1 (Q?R + S?T )− (S?S +Q?Q)−1 (Q?R + S?T )B

d’oú la solution

X = (S?S +Q?Q)−1 (Q?R + S?T ) .
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2.2.2 Solution de l’équation de Sylvester AX −XB = C sur
le sous espace Ker (B − λI) .

Sur le sous espace Ker (B − λI) . Si A,B et C sont des opérateurs dans B (H),
tels que σ (A) ∩ σ (B) = ∅ et si λ est un scalaire complexe alors l’équation

AX −XB = C

peut se mettre sous la forme

(A− λI)X −X (B − λI) = C.

Soit maintenant x ∈ Ker (B − λI), alors (A− λI)Xx = Cx, alors pour λ ∈ σp (B)
on aura (λ ∈ ρ (A) car σ (A) ∩ σ (B) = ∅)

Xx = (A− λI)−1Cx

et par conséquent la solution de l’équation
AX −XB = C sur Ker (B − λI) coincide avec (A− λI)−1C c-a-d que l’on a

X |Ker(B−λI)= (A− λI)−1C |Ker(B−λI).

2.3 L’équation AXB − CXD = E.

Dans cette section on donne une condition nécessaire et suffisante pour la solva-
bilité de chacune des deux équations AXB −XD = E et AXB − CXD = E, qui
couvrent le cas de l’équation de Stein AXB −X = E, où A,B, C,D et E sont des
opérateurs dans B (H) .

2.3.1 L’équation AXB −XD = E.

On remarque que si B est inversible avec une condition sur l’opérateur DB−1

l’équation AXB−XD = E peut se mettre sous la forme de l’équation de Sylvester.

Définition 14. Deux opérateurs T, S de B (H) sont dits équivalents, si et seulement
s’il existe deux opérateurs inversibles U et V tels que S = UTV.

Définition 15. Deux couples d’opérateurs (T1, T2) et (S1, S2) appartenant à B (H)×
B (H) sont dits équivalents, s’il existe deux opérateurs inversibles U et V tels que
Si = UTiV pour i = 1, 2.

Théorème 11. Soient A,B et D des opérateurs normaux dans B (H) , (D peut être
seulement quasi normal) tels que BD = DB. L’équation

AXB −XD = E



Solvabilité de certaines classes d’équations d’opérateurs dans des espaces de Banach 27

admet une solution X dans B (H) si et seulement si les deux couples A E

0 D

 I 0
0 B

 et
 A 0

0 D

 I 0
0 B


sont équivalents dans B (H ⊕H) .

Démonstration Supposons que X est une solution de l’équation
AXB −XD = E. Posons

U =
 I X

0 I

. Et V =
 I XB

0 I

.
Les opérateurs U et V sont bien inversibles et on a d’une part

U

 A E

0 D

 =
 I X

0 I

 A E

0 D


=
 A E +XD

0 D

 .
Et d’autre part  A 0

0 D

V =
 A 0

0 D

 I XB

0 I


=
 A AXB

0 D

 .
Et

U

 I 0
0 B

 =
 I X

0 I

 I 0
0 B


=
 I XB

0 B


Et d’autre part  I 0

0 B

V =
 I 0

0 B

 I XB

0 I


=
 I XB

0 B

 .
Réciproquement, supposons qu’il existe deux opérateurs inversibles

U =
 Q R

S T

 et V =
 Q

′
R
′

S
′
T
′

 ,
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tels que  Q R

S T

 A E

0 D

 =
 A 0

0 D

 Q
′
R
′

S
′
T
′

 .
Et  Q R

S T

 I 0
0 B

 =
 I 0

0 B

 Q
′
R
′

S
′
T
′

 .
Alors, il vient

QA = AQ
′
, QE +RD = AR

′
,

SA = DS
′
,

SE + TD = DT
′
, Q = Q

′
, RB = R

′
,

S = BS
′

et
TB = BT

′
.

Comme QA = AQ
′ et Q = Q

′
, le théorème de Fuglede-Putnam nous donne

QA? = A?Q. D’où

Q?QE = Q?AR
′ −Q?RD

= Q?ARB −Q?RD

= A (Q?R)B − (Q?R)D

Et S?SE = S?DT
′ − S?TD. Mais on a

BSA = BDS
′ = DBS

′ = DS.

Le théorème de Fuglede-Putnam généralisé [ voir Weiss 44] nous donne
B?SA? = D?S. En passant á l’adjoint, on obtient AS?B = S?D. D’où

S?SE = AS?BT
′ − S?TD

= A (S?T )B − (S?T )D.

On obtient donc

(Q?Q+ S?S)E = Q?QE + S?SE

= A (Q?R)B − (Q?R)D + A (S?T )B − (S?T )D
= A ((Q?R + S?T ))B − (Q?R + S?T )D.

Par ailleurs, on a

Q?QA = Q?AQ = AQ?Q
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et

S?SA = S?DS
′

= AS?BS
′

= AS?S.

D’où (Q?Q+ S?S)A = A (Q?Q+ S?S) . Comme U =
 Q R

S T

 est inversible,

l’opérateurQ?Q+S?S l’est aussi et on a donc (Q?Q+ S?S)−1A = A (Q?Q+ S?S)−1 .

par suite

E = (Q?Q+ S?S)−1A ((Q?R + S?T ))B − (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )D.
= A (Q?Q+ S?S)−1 ((Q?R + S?T ))B − (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )D
= AXB −XD.

Avec X = (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T ) .
�

2.3.2 L’équation AXB − CXD = CE.

Théorème 12. Soient A,B,C et D des opérateurs normaux dans B (H) , tels que
BD = DB et AC = CA et C injectif avec ImA ⊆ ImC, Alors l’équation

AXB − CXD = CE

admet une solution X dans B (H) si et seulement si les deux couples A E

0 D

 ,
 C 0

0 B

 et
 A 0

0 D

 C 0
0 B


sont équivalents dans B (H ⊕H) .

Démonstration Supposons que X est une solution de l’équation

AXB − CXD = CE.

Posons

U =
 I CX

0 I

 et V =
 I XB

0 I

 .
Les opérateurs U et V sont bien inversibles, et on a d’une part

U

 A E

0 D

 =
 I CX

0 I

 A E

0 D


=
 A E + CXD

0 D


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Et d’autre part  A 0
0 D

V =
 A 0

0 D

 I XB

0 I


=
 A AXB

0 D

 .
Et

U

 C 0
0 B

 =
 I CX

0 I

 C 0
0 B


=
 C CXB

0 B

 .
Et d’autre part C 0

0 B

V =
 C 0

0 B

 I XB

0 I


=
 C CXB

0 B

 .
Réciproquement, supposons qu’il existe deux opérateurs inversibles

U =
 Q R

S T

 et V =
 Q

′
R
′

S
′
T
′


tels que  Q R

S T

 A E

0 D

 =
 A 0

0 D

 Q
′
R
′

S
′
T
′

 .
Et  Q R

S T

 C 0
0 B

 =
 C 0

0 B

 Q
′
R
′

S
′
T
′

 .
Alors, il vient QA = AQ

′
, QE +RD = AR

′
, SA = DS

′
, SE + TD = DT

′
, QC =

CQ
′
, RB = CR

′
, SC = BS

′ et TB = BT
′
. Comme QE + RD = AR

′
, il vient

Q?QE = Q?AR
′ −Q?RD. On a QA = AQ

′
, d’où

CQA = CAQ
′ = ACQ

′ = AQC

Le théorème de Fuglede-Putnam généralisé nous donne C?QA? = A?QC?. En pas-
sant á l’adjoint, il vient AQ?C = CQ?A. Donc

CQ?QE = CQ?AR
′ − CQ?RD

= AQ?CR
′ − CQ?RD

= A (Q?R)B − C (Q?R)D
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Et CS?SE = CS?DT
′ − CS?TD. Mais on a

BSA = BDS
′

= DBS
′

= DSC.

Le théorème de Fuglede-Putnam généralisé nous donne B?SA? = D?SC?. En pas-
sant á l’adjoint, on obtient AS?B = CS?TD. D’où

CS?SE = CAS?BT
′ − CS?TD

= A (S?T )B − C (S?T )D.

On obtient donc
C (Q?Q+ S?S)E = CQ?QE + CS?SE

= A (Q?R)B − C (Q?R)D + A (S?T )B − C (S?T )D

= A ((Q?R + S?T ))B − C (Q?R + S?T )D.

D’où

C (Q?Q+ S?S)E = A ((Q?R + S?T ))B − C (Q?R + S?T )D...........(A)

Par ailleurs, on a

CQ?QA = CQ?AQ
′

= AQ?CQ
′

= AQ?QC

et

CS?SA = CS?DS
′

= CAS?BS
′

= AS?SC.

D’où
C (Q?Q+ S?S)A = A (Q?Q+ S?S)C.

Comme ImA ⊆ ImC, d’après le critère de Douglas (V oir20) A peut s’écrive sous
la forme A = CÃ et l’équation

AXB − CXD = CE

devient alors
CÃXB − CXD = CE.
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Comme l’opérateur C est injectif, alors il vient

ÃXB −XD = E

qui n’est autre que l’équation AXB − CXD = CE. résolue par le théorème 11.
Comme

A (Q?Q+ S?S)C = C (Q?Q+ S?S)A,

alors
CÃ (Q?Q+ S?S)C = C (Q?Q+ S?S)CÃ.

Mais l’opérateur C est injectif, alors il vient

Ã (Q?Q+ S?S)C = (Q?Q+ S?S)CÃ............. (?)

On a d’une part

A = CÃ, C2Ã = CA = AC = CÃC.

Mais l’opérateur C est injectif, alors il vient

CÃ = ÃC

Avec (?) , il s’ensuit que

Ã (Q?Q+ S?S)C = (Q?Q+ S?S)CÃC.

Comme C est un opérateur normal et injectif, son image est dense, et part suite

Ã (Q?Q+ S?S) = (Q?Q+ S?S) Ã,

ce qui nous donne

Ã (Q?Q+ S?S)−1 = (Q?Q+ S?S)−1 Ã.

Donc on remplaçant A par CÃ dans l’équation (A), il vient

C (Q?Q+ S?S)E = CÃ (Q?R + S?T )B − C (Q?R + S?T )D.

L’opérateur C étant injectif, on obtient (Q?Q+ S?S)E = Ã (Q?R + S?T )B −
(Q?R + S?T )D.
D’oú

E = (Q?Q+ S?S)−1 Ã (Q?R + S?T )B − (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )D

= Ã (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )B − (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T ) .
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En composant par C à gauche, il vient

CE = CÃ

(Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )B − C (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T ) .

Et par conséquent

CE = A (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )B − C (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T ) .

D’oú on a
CE = AXB − CXD.

Avec X = (Q?Q+ S?S)−1 (Q?R + S?T )



Chapitre 3

Théorie des inverses généralisées

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps K (K = C ou K = R)
et A un opérateur linéaire défini de E dans F. Nous définissons B l’inverse généralisée
de A, par solution du système suivant ABA = A

BAB = B

Où B est un opérateur défini de F dans E. Remarquons que le système précèdent
admet plusieurs solutions.

3.1 Inverse généralisée Intérieure

Définition 16. Soit B : F −→ E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse
généralisée intérieure de A, si ABA = A, l’ensemble des inverses de l’opérateur A
est noté par A(1) ou A {1} .

Exemple

SoitA =
 1 1

1 1

 admetB1 =
 1

2
1
2

−1
2

1
2

,B2 =
 1

2 −
1
2

1
2

1
2

,B3 =
 −1

2
1
2

1
2

1
2

 , B4 = 1
2

1
2

1
2 −

1
2

 , ...
Comme inverses généralisées intérieures. car

AB1A =
 1 1

1 1

 1
2

1
2

−1
2

1
2

 1 1
1 1


=
 0 1

0 1

 1 1
1 1


=
 1 1

1 1

 .
34
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L’inverse généralisée intérieure n’est pas unique.

Proposition 3. [35] Soit B une inverse intérieure de A, alors

1. (AB)2 = AB et (BA)2 = BA

2. R (AB) = R (A) et N (A) = N (BA)

Démonstration

1.

ABA = A =⇒ ABAB = AB

=⇒ (AB)2 = AB.

ABA = A =⇒ BABA = BA

=⇒ (BA)2 = BA

2. R (A) = R (ABA) ⊂ R (AB) ⊂ R (A) .
N (A) ⊂ N (BA) ⊂ N (ABA) = N (A) .

�

Théorème 13. [35] Tout opérateur linéaire admet une inverse intérieure.

Proposition 4. Soit B une inverse intérieure de A, alors (I −BA) est un projec-
teur sur N (A)

Démonstration

(I −BA)2 = I − 2BA+ (BA)2

= I −BA.

(I −BA) v = v −BAv = v,∀v ∈ N (A) (i.e, R (I −BA) = N (A)).

�

Proposition 5. Soit B : F −→ E une inverse intérieure de A, alors

E = N (A)⊕R (BA) et F = R (A)⊕N (AB)

Proposition 6. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. ABA = A

2. (AB)2 = AB et R (AB) = R (A)

3. (BA)2 = BA et N (A) = N (BA)
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4. (BA)2 = BA et E = N (A)⊕R (BA)
5. (AB)2 = AB et F = R (A)⊕N (AB)
6. (BA)2 = BA et N (A) ∩R (A) = {0}

Démonstration 1) =⇒ 2)
ABA = A =⇒ ABAB = AB =⇒ (AB)2 = AB

R (A) = R (ABA) ⊂ R (AB) ⊂ R (A) =⇒ R (AB) = R (A) .
Exemple. Soit A : R3 −→ R3, défini par A (x, y, z) = (x, 0, 0) .

B (x, y, z) = (x, y, 0) est une inverse intérieure de A

— ABA (x, y, z) = AB (x, 0, 0) = A (x, 0, 0) = (x, 0, 0) = A (x, y, z) .
— N (B) = {(0, 0, c) : c ∈ R} ;
— N (A) = N (AB) = {(0, b, c) : b, c ∈ R} ;
— R (B) = {(a, b, 0) : a, b ∈ R}
— R (A) = R (AB) = {(a, 0, 0) : a ∈ R}

Proposition 7. Soit B une inverse intérieure de A, et soit P ′ = 1 − BA et Q′ =
AB deux projecteurs tels que R

(
P
′
)

= N (A) et R
(
Q
′
)

= R (A) , alors B′ =(
I + P − P ′

)
B
(
I −Q+Q

′
)

=
(
2I −BA− P ′

)
B
(
I − AB +Q

′
)
est une autre

inverse de A satisfait I− B
′
A = P

′et AB = Q
′.

3.2 Inverse généralisée extérieure

Définition 17. Soit B : F −→ E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse
extérieur de A, si BAB = B l’ensemble des inverses extérieures de l’opérateur A
est notée par A(2) ou A {2}

Exemple Soit A =


1 1 1
0 0 0
0 0 0

, B =


1 1 1
−1 −1 −1
1 1 1


est une inverse extérieure de A, car

BAB =


1 1 1
−1 −1 −1
1 1 1




1 1 1
0 0 0
0 0 0




1 1 1
−1 −1 −1
1 1 1



=


1 1 1
−1 −1 −1
1 1 1




1 1 1
−1 −1 −1
1 1 1



=


1 1 1
−1 −1 −1
1 1 1

 = B.
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Proposition 8. Soit B : F −→ E une inverse extérieure de A, alors

1. (AB)2 = AB et (BA)2 = BA.

2. R (BA) = R (B) et N (B) = N (AB).

3. E = N (BA)⊕R (B) , F = R (AB)⊕N (B).

Proposition 9. [35] Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. BAB = B,

2. (BA)2 = BA et R (BA) = R (B) ,

3. (BA)2 = BA et , E = N (BA)⊕R (B),

4. (BA)2 = BA et N (B) = N (AB) ,

5. (AB)2 = AB et F = N (B)⊕R (AB) ,

6. (AB)2 = AB et N (A) ∩R (B) = {0}.

3.3 Inverse généralisée

Soit B : F −→ E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse généralisée
de A, si BAB = B et ABA = A. Si B est une inverse généralisée de A, alors
B ∈ A(1) ∩ A(2).

Proposition 10. Tout opérateur linéaire admet une inverse généralisée.

Exemple. On rappelle que C ([0, 1]) est l’espace vectoriel des fonctions continues
sur [0, 1] . Soit A : C ([0, 1]) −→ C ([0, 1]) un opérateur linéaire tel que
A (x (t)) = x (t2) , on défini B de C ([0, 1]) dans lui même par B (x (t)) = x

(√
t
)
.

Nous avons

ABA (x (t)) = AB (x (t2)) = A (x (t)) ;

et BAB (x (t)) = BA
(
x
(√

t
))

= B (x (t)) .

Proposition 11. Soit B une inverse généralisée de A, alors ,

1. (AB)2 = AB et (BA)2 = BA

2. N (B) = N (AB) et N (A) = N (BA)

3. R (AB) = R (A) et R (BA) = R (B) .
D’autre part,
E = N (A)⊕R (B) , F = N (B)⊕R (A).
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Remarque 6. Si B est une inverse généralisée de A, alors AB est un projecteur
sur R (A) et BA est un projecteur sur R (B). On suppose que
E = T ⊕N (A) et F = R (A)⊕ S.
Soient P et Q deux projecteurs sur N (A) , R (A) respectivement tels que N (P ) =
T,N (Q) = S. Alors le système suivant

AXA = A

XAX = X

AX = Q

XA = 1− P

admet une solution unique, on le note par AP,Q.

Démonstration X = (XA)X = (1− P )X = Y AX = Y Q = Y AY = Y.

�

Théorème 14. [35] Soient P et Q deux projecteurs tels que R (P )= N (A) et
R (Q) = R (A) , alors le système 

AXA = A

XAX = X

AX = Q

XA = 1− P

admet la solution unique AP,Q.

Démonstration X = (XA)X = (1− P )X = Y AX = Y Q = Y AY = Y. Il est
évident que AP,Q est une solution du système

�

Proposition 12. [34] Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. B est une inverse généralisée A.

2. (AB)2 = AB, F = N (B)⊕R (A) .

3. (BA)2 = BA, E = N (A)⊕R (B) .

4. (AB)2 = AB, N (B) = N (AB) et R (A) = R (AB).

5. (BA)2 = BA, R (B) = R (BA) et N (A) = N (BA) .

6. B = BT,S = Â−1Q où Â = A/T
, E = T ⊕ N(A), F = R(A) ⊕ S, tel que Q

est un projecteur sur R(A).

7. B est une inverse intérieure de A, s’il vérifie : BA(x) = x, ∀x ∈ T et
B(y) = 0; ∀y ∈ S. B(y1 + y2) = B(y) tels que y1 ∈ R(A);∀y2 ∈ S.

8. B = BT,S = (I − P )B1Q tels que AB1A = A,

P et Q sont des projecteurs sur N(A) et R(A) respectivement.
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Démonstration On utilise les proposition6 et 10.

Proposition 13. [35] Soient B1, B2 deux inverse intérieures de A, on pose AB1 =
Q1, AB2 = Q2, I − P1 = B1A et I − P2 = B2A, Alors
a) B1AB2 = A6=P1,Q2

b) A6=P1,Q1 = A6=P1,Q2AA
6=
P2,Q1

Démonstration a) AB1AB2 = AB2 = Q2, I −B1AB2A = I −B1A = P1.

b) A6=P1,Q1 = B1AB1 = (B1AB2)A(B2AB1) = A6=P1,Q2AA
6=
P2,Q1 .

�

3.4 Inverse intérieure topologique

3.4.1 Inverse droite intérieure topologique

Dans tous ce que suit E et F sont des espaces vectoriels topologiques R(A) est
la fermeture de R (A) dans F, Q est un projecteur sur F tels que : Q ∈ B (F ) et
R (Q) = R(A). On écrit alors,

F = R(A)⊕ S,GQ = R (A)⊕ S = R (A)⊕N (Q) .

Maintenant on considère

A : E −→ GQ et Q− = Q/GQ.

Si

BQ− : GQ −→ E

est une inverse intérieure de A et ABQ− = Q−, alors BQ− est dit inverse droite
intérieure topologique.
Soit B une inverse intérieure de A, si AB est un projecteur (continu) sur R (A) dans
GQ on a par le théorème 14

BQ−= B(1− AB +Q−)

est une inverse droite intérieure topologique.
Nous utilisons la notation Ad,Q pour l’inverse droite intérieure topologique.

Proposition 14. [35] Soit Q un projecteur sur R(A), alors A admet une inverse
droite intérieure topologique si et seulement s’il existe un opérateur linéaire, noté
par Ad,Q vérifiant
Ad,Q : R (A)⊕N (Q) −→ E tel que AAd,QA = A sur E et AAd,Q = Q sur R (A)⊕
N (Q) .
Soient E et F des espaces de dimension finie, oùF est un espace de Hilbert et Q
est le projecteur orthogonal sur R (A) , alors A admet une inverse droite intérieure
topologique Ad,Q; AAd,QA = A sur E (AAd,Q)∗ = AAd,Q
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3.4.2 Inverse gauche intérieure topologique

Soit A un opérateur défini sur D (A) ⊂ E dans F tel que E un espace vectoriel
topologique.

Définition 18. Soit D (A) ⊂ E , on dit que le domaine de A est décomposable par
rapport au projecteur P ∈ B (E) si D (A) ⊂ R (P ) ,∀x ∈ D (A) , P (x) ∈ N (A) et
D (A) ∩ N (P ) dense dans N (P ) Dans ce cas nous appelons Cr = D (A) ∩ N (P ) ,
le support de A.

Définition 19. Soit B une inverse intérieure de A, si BA admet une extension au
projecteur (1− P ) ∈ B (E) tel que R (1− P ) = R(BA), alors on dit que B est une
inverse gauche intérieure topologique. Nous utilisons la notation Ag,P pour l’inverse
gauche intérieure topologique.

Théorème 15. Soit A : D (A) −→ F un opérateur linéaire. Si U = Ag,P , alors
D (A) est décomposable par rapport à P.

Démonstration ∀z ∈ N (A) , UAz = (1− P ) z = 0 =⇒ ∀z ∈ N (A) ;Pz = z.

Donc, N (A) ⊂ R (P ) . UAz = (1− P ) z = 0; ∀z ∈ D (A) =⇒ Pz = z − UAz,∀z ∈
D (A) =⇒ APz = Az − AUAz = 0; ∀z ∈ D (A) . Alors, Pz ∈ N (P ) ,∀z ∈ D (A) .
Nous avons. R(UA) = N (P ) . donc, D (A) ∩N (P ) est dense dans N (P ) .

Théorème 16. Si le domaine de A est décomposable par rapport au projecteur
P ∈ B(E), Alors A admet une inverse gauche intérieure topologique

Démonstration Soit U ′ une inverse intérieure de A, on écrit P ′ = I − U ′A..
Soit P̃ la restriction de P à D(A) Par la proposition 14, U = (2I − U ′A − P̃ )U ′

et UA = I − P̃ aussi, R(UA) = N(P ) = N(P ) ∩ D(A) = CP , qui est dense dans
N(P ) = R(I−P ). Si E et F sont des espaces de dimensions finies, où E est un espace
de Hilbert, soit P le projecteur orthogonal sur N(A), alors A admet une inverse
gauche intérieure topologique Ag,p , qui vérifie : {AAg,pA = A, (AAg,p)∗ = AAg,p}.

�

3.5 Inverse généralisée topologique

Définition 20. Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire, si U vérifie :

1. U est une inverse droite intérieure topologique de A

2. U est une inverse gauche intérieure topologique de A

3. UAU = U. Alors, U est dit inverse généralisée topologique, on le note par
A∗P,Q.
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Théorème 17. [35] Soit A : D(A)→ W un opérateur linéaire, si le domaine de A
est décomposable par rapport au projecteur P ∈ B(E) et s’ il existe un projecteur
Q sur R(A), alors A admet l’inverse généralisée topologique unique (relatif au choix
de P et Q) noté par A∗P,Q et vérifie :
1)D(A∗P,Q) = R(A)⊕N(Q),
2)R(A∗P,Q) = Cp(A),
3)N(A∗P,Q) = N(Q),
4)A∗P,QAx = x− Px, pour tout x ∈ D(A). et
5)AA∗P,Qy = QY , pour tout y ∈ D(A∗P,Q)..

Théorème 18. [35] Soit A ∈ B(E,F ) on suppose que N(A) admet un supplémen-
taire topologique dans E et R(A) = R(A) admet un supplémentaire topologique dans
F , soit P un projecteur sur N(A) dans E et Q un projecteur sur R(A) dans F,
alors A admet l’inverse généralisée topologique unique notée par A∗P,Q qui vérifie les
conditions suivantes :
1)AA∗P,QA = A sur E
2)A∗P,QAA∗P,Q = A∗P,Q sur F
3)A∗P,QAx = x− Px, pour tout x ∈ E
4)AA∗P,Qy = Qy, pour tout y ∈ F .

Démonstration On définit A∗P,Q par : A∗P,QAx = x ; x ∈ N(P ) A∗P,Qy = A∗P,Qy1,

A∗P,Qy2 = 0 où y = y1 + y2, y1 ∈ R(A) et y2 ∈ N(Q). Il est évident que l’inverse
généralisée est unique.

�

Remarque 7. A∗P,Q dans ce cas est une application continue. Ci-aprés on présente
quelque méthodes de calcul des inverses généralisées.

3.6 Quelques méthodes de calcul d’une inverse
généralisée

3.6.1 Calcul de l’inverse généralisée par factorisation pré-
servant le rang

la méthode se résume dans le lemme suivant.

Lemme 4. [2] Pour toute matrice A de type m× n de rang r, il existe une matrice
inversible à gauche B et une matrice inversible à droite C, de rang r, telles que A =
BC. De plus BtB et CCt sont inversibles. Alors A(1,2) = Ct (CCt)−1 (BtB)−1

Bt.



42 A. Belhadi

3.6.2 Calcul de l’inverse généralisée par la méthode de la
matrice partitionée

Soit A une matrice sous la forme suivante

A =
 A11 A12

A21 A22


ou A11 est une matrice inversible d’ordre r = r (A) . un inverse généralisée de A est

A(1,2) =
 A−1

11 0
0 0

 .
Exemple. Soit A =


0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 0 0

 .A−1
11 =


0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 0 0


Alors, r (A) = 3,

A11 =


0 1 1
1 0 0
1 1 0

A−1
11 =


0 1 0
0 −1 1
1 1 −1

 .

A(1,2) =
 A−1

11

0

 =


0 1 0
0 −1 1
1 1 ∗1
0 0 0

 .

3.6.3 L’inverse généralisée d’un block de Jordan

3.6.3.1 Forme de Jordan

Dans le cas de la matrice non semi-simple (i.e le matrice qui n’est pas trans-
formable á la forme T−1AT = Dλ, oú T est singulière, Dλ diagonal ).On peut
transformer Cette matrice à la forme T̃−1AT̃ = J qui s’appelle forme de Jordan.
Soit λ une valeur propre de multiplicité m, les autres valeurs propres sont distinctes.
{λm, λm+1, λm+2, ..., λn} telles que λm+i 6= λm+j, i 6= j.

Soit {u1, u2, ..., um, um+1, um+2, ..., un} les vecteurs propres de la matrice A. On
trouve que {um+1, um+2, ..., un} sont indépendantes mais {u1, u2, ..., um} ne les sont
pas. Donc la matrice T [u1 | u |, ... | um | um+1 | um+2 | ... | un] est singulière.

Proposition 15. Si ũ1, ũ2, ..., ũm vérifient

(A− λI) ũ1 = 0, (A− λI) ũi = ũi−1, i = 2, 3, ...,m,

alors les vecteurs {ũ1, ũ2, ..., ũm} sont indépendants.
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Démonstration Soit

c1ũ1 + c2ũ2 + ...+ cmũm = 0 =⇒ c1 (A− λI) ũ1 + c2 (A− λI) ũ2 + ...+ cm (A− λI) ũm = 0
=⇒ c2ũ1 + c3ũ2 + ...+ cmũm−1 = 0 . . . . . . . . . . . . (1)
=⇒ c2 (A− λI) ũ1 + c3 (A− λI) ũ2 + ...+ cm (A− λI) ũm−1 = 0 . . . (2)
=⇒ c3ũ1 + c4ũ2 + ...+ cmũm−2 = 0 . . . . . . . . . . . . (3)
=⇒ c4ũ1 + c5ũ2 + ...+ cmũm−3 = 0 . . . . . . . . . . . . (4)
...
=⇒ cm−1ũ1 + cmũ2 = 0 . . . . . . . . . . . . (m− 2)
=⇒ cmũ1 = 0 . . . . . . . . . . . . (m− 1)

d’après l’équation (m− 1) on trouve que cm = 0, d’après l’équation (m− 2) on
trouve que cm−1 = 0, d’après l’équation (2) on trouve que c3 = 0, d’après l’équation
(1) on trouve que c2 = 0 et d’après l’équation initial on trouve c1 = 0 donc les vec-
teurs {ũ1, ũ2, ..., ũm} sont indépendantes. Ce que vérifie (A− λI) ũ1 = 0, (A− λI)
ũi = ũi−1, i = 2, 3, ...,m.

Proposition 16. La matrice T̃ qui est définie par T̃ = [ũ1 | ũ |, ... | ũm | um+1 | um+2 | ... | un]
est non singulière ( i.e admet une inverse T̃−1 ), et vérifie T̃−1AT̃ = J qui s’appelle
forme de Jordan, tel que J est définie par :

J =



λ σ ... ... 0 0
0 λ σ ... ... 0
. . . . .

. . . . . .

0 .. .. .. λ σ

0 0 .. .. .. λ

0

0

λm+1 ... 0 0
. λm+1 ... 0
. . . .

0 ... ... λn


tel que σ prend les valeurs 0 ou 1.

Définition 21. Une matrice carrée d’ordre n de la forme

λ 1 0 .. 0
0 λ 1 0.. 0
.. .. . .. ..

0 ... 0 λ 1
0 ... .. 0 λ


est dite bloc de Jordan correspondant à la valeur propre λ,, on le note par Jn (λ) .
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Lemme 5. Tout bloc de Jordan Jn (λ), a un {1, 2} − inverse J (1,2)
n (λ) tel que

J (1,2)
n (λ) =

 J−1
n (λ) pour λ 6= 0
J tn (λ) pour λ = 0.

3.7 Solution du système linéaire AXB = C

Théorème 19. [2] Soit A ∈ Cm×n, B ∈ Cp×q, C ∈ Cm×q, soit l’équation matricielle,

AXB = C

consistent si et seulement si pour toutes inverses généralisées A(1), B(1), on a

AA(1)CB(1)B = C

dans ce cas la solution générale donne sous la forme

X = A(1)CB(1) + Y − A(1)AY BB(1),

pour tout élément arbitraire Y .

Démonstration

Si AA(1)CB(1)B = C

est vérifiée, alors X = A(1)CB(1) est la solution de l’équation AXB = C. Inverse-
ment, si X est solution de l’équation AXB = C, alors

C = AXB = AA(1)AXBB(1)B = AACBA(1)B.

D’autre part, soit X solution de l’équation AXB = C, alors

C = AXB = AA(1)CB(1)B + AY B − AA(1)AY BB(1)B = A
(
A(1)CB(1) + Y − A(1)AY BB(1)

)
B

alors en déduire que

X = A(1)CB(1) + Y − A(1)AY BB(1)

tel que Y ∈ B(H) est arbitraire, est une solution de l’équation C = AXB.

3.8 Inverse généralisée de Moore -Penrose

Ce genre d’inverses généraisées sont plus importantes, car elles conservent une
bonne partie des propriétés, telle que l’unicité de l’inverse, les propriétés de symétrie
et beaucoup d’autres qui sont très utiles en algèbre linéaire, analyse numérique et
dans diverses applications. L’inverse de Moore- Penrose est une généralisation de la
notation de l’inverse qui contient l’inverse des matrices non carrées ou une matrice
de déterminant nul, ces matrices ne sont pas inversibles, au sens classique. Cette
méthode a été fournie la première fois par Aickm Moore en 1920 et Roger Penrose
en 1955.
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3.8.1 Inverse de Moore -Penrose d’un opérateur

Soient H1, H2 des espaces de Hilbert

Proposition 17. Soit A ∈ B(H1, H2) et R(A) = R(A), il existe une inverse géné-
ralisée unique de A, on le note par A+, qui est solution de système suivante :


AXA = A... (1)
XAX = X... (2)
AX = PR(A) ... (3)

XA = I − PN(A) ... (4)

A+ est appelé inverse de Moore -Penrose de l’opérateur A..
Démonstration N (A) et R (A) sont des sous espaces H1 fermés dans H1 et H2,
alors ils existent deux projecteurs orthogonaux PN(A) et PR(A) sur N (A) et R (A)
respectivement, tels queH1 = N (A)⊕ N

(
PN(A)

)
= N (A)⊕ N (A)⊥ H2 =, R (A)⊕

N
(
PR(A)

)
= R (A)⊕ R (A)⊥ par proposition (19), A+ existe et est définie par :

A+ (y) = 0; ∀y ∈ R (A)⊥ et A+ (y) =
(
AR(A∗)

)−1
y ; ∀y ∈ R (A) .

Soit A ∈ Cm,n (C) , on définit A+ : Cn → Cm par A+ (y) = 0; ∀y ∈ R (A)⊥

et A+ (y) =
(
AR(A∗)

)−1
y, ∀y ∈ R (A) . Remarquons que A+ est une inverse généra-

lisée de A.
�

Proposition 18. Soit A ∈ (Cm,n) , alors

1. A+Ax = 0, ∀x ∈ N (A) et A+Ax = x, ∀x ∈ R (A∗) = R (A+) .

2. AA+y = 0,∀x ∈ R (A)⊥ et AA+y = y,∀y ∈ R (A) .

3. A+A est un projecteur orthogonal sur R (A∗) = R (A+) dans Cm.

4. A+A est un projecteur orthogonal sur R (A) dans C.n.

Démonstration

1. Ax = 0, ∀x ∈ N (A) =⇒ A+Ax = 0, ∀x ∈ N (A) et ∀x ∈ R (A) ; ∀x ∈ R (A?)
A+Ax =

(
AR(A?)

)−1
Ax = x;∀x ∈ R (A?) .

2.

∀y ∈ R (A)⊥ =⇒ A+y = 0;∀y ∈ R (A)
=⇒ AA+y = 0,∀y ∈ R (A)⊥ et ∀y ∈ A+

=⇒ A+y =
(
AR(A?)

)−1
y

=⇒ AA+y = A
(
AR(A?)

)−1
y = y.
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3. Nous avons R (A+A) = R (A+) appliquons 1) on trouve A+A est un projec-
teur de R (A+) dans Cm. Soient x, x′ ∈ Cn,nous avons x = x1 + x2, x

′ =
x
′
1 + x

′
2, tels que x1, x

′
1 ∈ N (A) et x2, x

′
2 ∈ R (A?) .〈

A+Ax, x
′〉 =

〈
A+A (x1 + x2) , x′1 + x

′

2

〉
=
〈
A+Ax1, x

′

1

〉
+
〈
A+Ax1, x

′

2

〉
+
〈
A+Ax2, x

′

1

〉
+
〈
A+Ax2, x

′

2

〉
=
〈
x1, x

′

1

〉 〈
x,A+Ax

′〉
=
〈
x1 + x2, A

+A
(
x
′

1 + x
′

2

)〉
=
〈
x1, A

+Ax
′

1

〉
+
〈
x1, A

+Ax
′

2

〉
+
〈
x2, A

+Ax
′

1

〉
+
〈
x2, A

+Ax
′

2

〉
=
〈
x1, x

′

1

〉
.

Donc (A+A)? = A+A.

4. De même façon, nous montrons que AA+ est un projecteur orthogonal sur
R (A) .

Définition 22. Inverse généralisée de Moore : Si A ∈ Cm,n, alors A+ est
l’unique inverse généralisée qui vérifie les équations suivantes :

1. A+A = PR(A∗)

2. AA+ = PR(A)

Définition 23. [2] (Inverse généralisée de Penrose ) Si A ∈ Cm,n, alors A+ est la
solution unique du système suivant


AXA = A.... (1)
XAX = X... (2)

(AX)? = AX... (3)
(XA)? = XA... (4)

(3.1)

Théorème 20. Les deux définitions précédentes sont équivalents

Démonstration Supposons que A+A = PR(A?) et AA+ = PR(A), on a A+A

et AA+ sont des projecteurs orthogonaux . D’autre part, A+AA+ = PR(A?)A
+ =

PR(A+)A
+ = A+,. Enfin ,A+ est une solution du système (3.1) .

Réciproquement, si A+ est une solution du système (3.1) , alors , nous avons ,

AA+A = A =⇒ AA+AA+ = AA+

=⇒
(
AA+

)2
= AA+

par proposition (1) on a (A+A)? = A+A et R (A+A) = R (A+) = R (A?) .
Donc A+A = PR(A?). De même façon, nous montrons que AA+ = PR(A).

�
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Proposition 19. L’inverse A+ est une solution unique du système (3.1).

Démonstration On suppose que A+
1 , A

+
2 deux inverses de Penrose de A, alors

A+
1 = A+

1 AA
+
1

= A+
1

(
AA+

1

)?
= A+

1

(
A+

1

)?
(A)?

= A+
1

(
A+

1

)?
(A)?

(
A+

2

)?
(A)?

= A+
1

(
AA+

1

)? (
AA+

2

)?
= A+

1 AA
+
1 AA

+
2

= A+
1 AA

+
2 = A+

1 AA
+
2 AA

+
2

=
(
A+

1 A
)? (

A+
2 A

)?
A+

2

= (A)?
(
A+

1

)? (
(A)?A+

2

)?
A+

2

= (A)?
(
A+

2

)?
A+

2 =
(
A+

2 A
)?
A+

2

= A+
2 AA

+
2 = A+

2 .

�

Théorème 21. Soit A = BC une décomposition de rang maximal, alors A+ =
C? (B?AC?)−1B?.

Démonstration On doit d’abord montrer que B?AC? est régulière, or
B?AC? = B?BCC? = (B?B) (CC?) ’où B?B et CC? sont des matrices carrées de
rang plein donc régulières, B?AC? est donc régulière et a pour inverse (B?AC?)−1 =
(CC?)−1 (B?B)−1 X = (CC?)−1 (B?B)−1 , il est élémentaire de vérifier que X satis-
fait les quatres propriétés. L’unicité de la pseudo inverse entraine X = A+.

�

Exemple

A =


0 0
1 1
1 1

 , B =
 1 1 −1

0 1 −1



BA =
 1 1 −1

0 1 −1




0 0
1 1
1 1

 =
 1 0

0 0

 = (BA)+ , depuis BA est hermitienne
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et idempotente, on a

A+ =
(
ATA

)−1
AT

= 1
2

 2 −2
−2 3

 1 1 1
0 1 1


= 1

2

 2 0 0
−2 1 1

 .
Et

B+ = BT
(
BBT

)−1

= 1
2


1 0
1 1
−1 −1


 2 −2
−2 3



= 1
2


2 −2
0 1
−0 −1

 .

D’où A+B+ 6= (BA)+ .

Proposition 20. Soit A ∈ Cm,n (C) , λ ∈ C, alors

1. (A+)+ = A

2. (A+)? = (A?)+

3. (λA)+ = A+λ+tels que si λ 6= 0, alors λ+ = 1
λ
et si λ = 0, alors λ+ = 0.

4. A? = A?AA+ = A+AA?

5. A+ = (A?A)+A? = A? (AA?)+

6. (A?A)+ = A+ (A?)+

7. (UAV )+ = V ?A+U?, tels que U et V sont des matrices unitaires.

Démonstration

1. ∀x ∈ R (A?) , (A+)+
x =

(
AR(A?)

)−1
x = x.

Et ∀x ∈ (R (A?))⊥ (A+)+
x = 0, Donc (A+)+ = A.

2. ∀x ∈ R (A?) , (A?)+ y =
(
A?R(A)

)−1
y =

((
AR(A?)

)−1
)?

= (A+)? y. D’autre

part, N
(
(A+)+) = (R (A?))⊥ ; N

(
(A+)+) = (R (A+))⊥ = (A?)⊥ .

3. évident

4. A+AA? = PR(A+)A
? = A?, puisque A+A et AA+ sont des projecteurs ortho-

gonaux sur R (A?) et R (A) respectivement.
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5. A? (AA?)+ = A?
(
A

+
)?
A+ = A?A+?

A+ = (A+A)?A+ = A+AA+ = A+.

D’autre part (A?A)+A? = A+
(
A

?
)?
A? = A+ (AA+)? = A+AA+ = A+.

6. Il suffit de vérifier que la matrice A+ (A?)+ est une solution du système

(S1)


X (A?A)X = X

(A?A)X (A?A) = A

(X (A?A))? = X (A?A)
((A?A)X)? = (A?A)X

7. il suffit de vérifier que la matrice V ?A?U? est une solution du système

(S2)


X (UAV )X = X

(UAV V )X (UAV ) = A

(X (UAV ))? = X (UAV )
((UAV )X)star = (UAV )X

�

Proposition 21. Soit A ∈ Cm,n, alors

1. R (A) = R (AA+) = R (AA?) .

2. R (A+) = R (A?) = R (A+A) = R (A?A) .

3. R (1− AA+) = N (AA+) = (R (A ?A))⊥ .

4. R (1− A+A) = N (A+A) = N (A) = (R (A ?))⊥.

3.9 propriétés algébriques de l’inverse de Moore-
Penrose

1. L’application A→ A+ est une involution,

2. A+A, AA+ auto -adjoints (ortho projecteurs ),

3. La régle de + − simplification : Pour tout opérateurs X et Y ,
si A+AX = A+AY, alors AX = AY. En effet

A+AX = A+AY =⇒ AA+AX = AA+AY

=⇒ AX = AY.

4. L’inversibilité de A+A + αIn, AA
+ + αIm pour tout α � 0 : Comme A+A

(resp. AA+ ) est un projecteur, alors, ses valeurs propres sont 0 ou 1, det
(A+A+αIn )= 0⇔ α = −1 ou 0. Par conséquent, ∀α > 0, det (A+A+αIn

)6= 0, ce qui signifie que A+A+αIn(resp. AA++αIm ) est inversible. Toutefois,
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si A est une matrice carrée, on a AA+ -A+A 6= I sinon, AA+ =A+A+ I est
inversible. D’autre part, AA+ est un projecteur, ce qui implique AA+ = I, A+

est l’inverse á droite de la matrice A, ce qui exige d’être de rang maximal, et
que AA+ = A+A = I. Par conséquent, nous avons I = 2I, ce qui impossible.

Remarque 8. Pour prouver que A+, pour k � 0, (A+)k =
(
Ak
)+

n’est pas
vrai pour toutes les matrices, nous allons donner un contre exemple.

Exemple On considère A =
 1 −1

0 0

 , alors A2 = A, A+ = 1
2

 1 0
−1 0


et (A2)+ = A+ tandis que (A+)2 = 1

2A
+.

3.10 Résolution des équations et systèmes des opé-
rateurs en utilisant l’inverse de Moore-Penrose

3.10.1 Solution de l’ équation d’opérateurs AXB = C

Théorème 22. [38] Soient A,B et C des opérateurs dans B(H) L’équation

AXB = C

est consistent si et seulement si pour certains A+,B+, on a

AA+CB+B = C ,

dans ce cas la solution générale est donnée par X = A+CB+ + Y −A+AY BB+ tel
que Y ∈ B(H) est arbitraire.

Démonstration Si AA+CB+B = C est vérifiée, alors X = A+CB+ est la solu-
tion de l’équation AXB = C. Inversement, siX est solution de l’équation AXB = C,

alors

C = AXB = AA+AXBB+B = AA+CB+B.

D’autre part, soit X solution de l’équation AXB = C, alors

C = AXB = AA+CB+B + AY B − AA+AY BB+B = A
(
A+CB+ + Y − A+AY BB+

)
B

alors en déduire que

X = A+CB+ + Y − A+AY BB+

tel que Y ∈ B(H) est arbitraire. Eet une solution de l’équation C = AXB.

�
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3.10.2 Solution de l’équation d’ opérateurs de la forme A?X+
X?A = B

Soient H et K des espaces de Hilbert et B (B,K) l’ensemble des opérateurs
bornés de H dans K, on note par B (H) = B (H,H) . Nous donnons un opérateur
A ∈ B (H,K) , B ∈ B (H) ,on peut cherché de solution X ∈ B (H,K) de l’équation :
A?X +X?A = B.

Théorème 23. [18] A ∈ B (H,K) inversible, et B ∈ B (H) . Alors, il existe une
solution X ∈ B (H,K) du l’équation A?X + X?A = B. si et seulement si B = B?

avec X = 1
2 (A?)−1B + ZA, tel que Z ∈ B (K) vérifie que Z? = −Z

Démonstration Si on pose X est solution de l’équation A?X +X?A = B

B = A?X +X?A =⇒ B? = (A?X +X?A)?

= (X?A)? + (A?X)?

= A?X +X?A

= B.

Si on pose

B = B? = A?X +X?A

= A? (X?)? +X? (A?)?

= (X?A)? + (A?X)?

= (A?X +X?A)?

par d’autre part

A?X +X?A = B =⇒ (A?)−1A?X + (A?)−1X?A = (A?)−1B

=⇒ X + (A?)−1X?A = (A?)−1B

=⇒ X = (A?)−1B − (A?)−1X?A

et

(A?)−1X? = (A?)−1BA−1 −XA−1 =⇒ X = 1
2 (A?)−1B + 1

2 (A?)−1B − (A?)−1X?A

= 1
2 (A?)−1B +

(1
2 (A?)−1BA−1 − (A?)−1X?

)
A

= 1
2 (A?)−1B +

(1
2
(
(A?)−1X? +XA−1

)
− (A?)−1X?

)
A

= 1
2 (A?)−1B + 1

2
((
XA−1

)
− (A?)−1X?

)
A

= 1
2 (A?)−1B + ZA,
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avec, Z = 1
2

(
(XA−1)− (A?)−1X?

)
, on peut facilement démontre que Z? = −Z.

Z? = 1
2
((
XA−1

)
− (A?)−1X?

)?
= 1

2
((
XA−1

)?
−
(
(A?)−1X?

)?)
= 1

2
(
− (X?)?

(
(A?)−1

)?
+
(
A−1

)?
X?
)

= 1
2

(
− (X?)?

((
A−1

)?)?
+
(
A−1

)?
X?
)

= −1
2
((
XA−1

)
− (A?)−1X?

)
= −Z.

Théorème 24. [18] Soit A ∈ B (H,K) de rang finie, et B ∈ B (H) . Alors, il existe
une solution X ∈ B (H,K) de l’équation A?X + X?A = B, si et seulement si
B = B? et (I − A+A)B (I − A+A) = 0. Si les conditions nécessaires et suffisantes
sont satisfaites, alors la solution de l’équation A?X + X?A = B, prend la forme
suivant : X = 1

2 (A+)?BA+A + (A+)?B (I − A+A) + (I − A+A)Y + A+AZA tel
que Z ∈ B (K) verifie que A? (Z + Z?)A = 0, et Y ∈ B (H,K) est arbitraire.

Démonstration On suppose que X ∈ B (H,K) est une solution de l’équation
A?X +X?A = B, puisque
(
I − A+A

)
B
(
I − A+A

)
=
(
I − A+A

)
(A?X +X?A)

(
I − A+A

)
=
(
I − A+A

)
A?X

(
I − A+A

)
+
(
I − A+A

)
X?A

(
I − A+A

)
=
(
A? − AA+A?

)
X
(
I − A+A

)
+
(
I − A+A

)
X?A

(
I − A+A

)
=
(
A? −

(
AA+

)?
A?
)
X
(
I − A+A

)
+
(
I − A+A

)
X?A

(
I − A+A

)
=
(
A? −

(
AA+A

)?)
X
(
I − A+A

)
+
(
I − A+A

)
X?A

(
I − A+A

)
= 0.

Inversement, d’après la condition (I − A+A)B (I − A+A) = 0, on a :
(
I − A+A

)
B
(
I − A+A

)
= 0⇔

(
B − A+AB

) (
I − A+A

)
= 0

⇔ B −BA+A− A+AB + A+ABA+A = 0
⇔ B = BA+A− A+AB + A+ABA+A

alors, nous démontrons que

X = 1
2
(
A+

)?
BA+A+

(
A+

)?
B
(
I − A+A

)
+
(
I − A+A

)
Y + A+AZA
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est une solution de l’équation A?X +X?A = B.
On a

A?X = 1
2A

?
(
A+

)?
BA+A+ A?

(
A+

)?
B
(
I − A+A

)
+ A?

(
I − A+A

)
Y + A?A+AZA

= 1
2
(
A+A

)?
BA+A+

(
A+A

)?
B
(
I − A+A

)
+
(
A
(
I − A+A

))?
Y +

(
AA+A

)?
ZA

= 1
2A

+ABA+A+ A+AB
(
I − A+A

)
+
(
A
(
I − A+A

))?
Y + A?ZA

= 1
2A

+ABA+A+ A+AB − A+ABA+A+ A?ZA

et

X?A =
[1
2
(
A+

)?
BA+A+

(
A+

)?
B
(
I − A+A

)
+
(
I − A+A

)
Y + A+AZA

]?
AA

= 1
2
((
A+

)?
BA+A

)?
A+

((
A+

)?
B
(
I − A+A

))?
A+

((
I − A+A

)
Y
)?
A+

(
A+AZA

)?
A

= 1
2A

+ABA+A+
(
I − A+A

)?
BA+A+ Y ?

(
I − A+A

)
A+ A?Z?

(
A+A

)?
A

= 1
2A

+BAA+A+BA+A− AA+BA+A+ Y ?
(
I − AA+

)
A+ A?Z?AA+A

= 1
2A

+BAA+A+BA+A− AA+BA+A+ A?Z?A,

donc

A?X +X?A = 1
2A

+ABA+A+ A+AB − A+ABA+A+ A?ZA+ 1
2A

+BAA+A+BA+A− AA+BA+A+ A?Z?A

= A+AB − A+ABA+A+BA+A+ A?ZA+ A?Z?A

= B + A? (Z + Z?)A
= B,

car

A? (Z + Z?)A = 0.

�



Chapitre 4

Inverse de Drazin : Définitions et
propriétés

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés autour de l’inverse
de Drazin.

Définition 24. Soit A une matrice carrée, A ∈ Cn,n, le plus petit entier positif k
tel que R

(
Ak+1

)
= R

(
Ak
)
, s’appelle indice de A, et on le note par ind(A) = k.

Définition 25. Soit A une matrice carré d’indice k. L’inverse de Drazin de A est
une matrice carrée notée AD, qui satisfait les conditions suivantes,

ADA = AAD

ADAAD = AD

ADAK+1 = AK , telk = ind(A)

Définition 26. Soit A une algèbre, A ∈ A est inversible au sens de Drazin, s’il
existe un élément B ∈ A satisfait les conditions suivantes.

AB = BA

BAB = B

A− ABA ∈ N (A)

Définition 27. Soit A une algèbre de Banach, A ∈ A est inversible au sens de
Drazin d’indice k, s’il existe un élément B ∈ A satisfait les conditions suivantes :

AB = BA

BAB = B

Ak = AkBA.

Proposition 22. Soit A une algèbre,A ∈ Aest inversible au sens de Drazin d’indice
k, B ∈ A est l’inverse de Drazin de A, alors A − ABA ∈ N (A) est équivalent à
Ak = AkBA..

54
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4.1 Groupe inverse

Définition 28. [2] Si ind (A) = 1, alors AD est noté par A6=, où A 6=, est dit groupe
inverse.

Définition 29. Le groupe inverse d’une matrice carrée A est une matrice carrée
notée A6=, qui satisfait les conditions suivantes

A 6=AA 6= = A6=

A6=A = AA 6=

AA 6=A = A.

Proposition 23. Soit A est idempotent, alors A = A 6=.

Démonstration Soit A est une matrice idempotent, alors

A = A2A6= = AA 6= = A(A6=)2A

= A2(A 6=)2 = A(A6=)2

= A 6=

Théorème 25. [2] Soit A ∈ Cn×n, alors A 6= si et seulement si rang (A) = rang

(A2)

Démonstration Si rang (A) = rang (A2) =⇒ ind (A) = 1 =⇒ A 6= existe. Si

A6=existe =⇒ A2A6= = A

=⇒ R
(
A2
)

= R (A)

=⇒ rang (A) = rang
(
A2
)

Théorème 26. [37] Soit A ∈ Cn×n une matrice d’indice 1, alors rang (A) = rang(
A 6=

)
.

Démonstration On a
rang

(
A6=

)
= rang

(
A6=AA6=

)
≤ rang

(
AA6=

)
≤ rang (A) , ... (1) .

et
rang (A) = rang

(
AA 6=A

)
≤ rang

(
A6=A

)
≤ rang

(
A6=

)
... (2) ,

d’aprés (1) et (2) on a
rang

(
A 6=

)
= rang (A) .

�

Corollaire 2. Si A ∈ Cn×n une matrice non singulière, alors ind (A) = 0.
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Démonstration Soit A ∈ Cn×n une matrice non singulière, alors
rang (A) = rang (In) = n =⇒ rang (A) = rang (A0) = n =⇒ ind (A) = 0.

�

Corollaire 3. Si A est un élément idempotent, alors ind (A) = 1.

Démonstration

A est idempotent =⇒ A2 = A

=⇒ rang (A) = rang
(
A2
)

=⇒ ind (A) = 1.

Théorème 27. [37] Si A ∈ Cn×n une matrice symétrique d’indice 1, alors A6= =(
A 6=

)?
.

Démonstration Comme A6= est un groupe inverse de A, et A = A?, alors(
A 6=

)?
A =

(
A6=

)?
A?

= A?
(
A6=

)?
= A

(
A6=

)?
,

(
A 6=

)?
A
(
A6=

)?
=
(
A6=

)?
A?
(
A6=

)?
=
((
A6=

)
A
(
A6=

))?
=
(
A 6=

)?
= A6=,

A
(
A6=

)?
A = A?

(
A 6=

)?
A?

=
(
A
(
A6=

)
A
)?

= A? = A.

Corollaire 4. Pour toute matrice A ∈ Cn×n, telle que ind (A) = 1, alors(
A 6=

) 6=
= A.

Lemme 6. Soit A une algèbre, et A,B ∈ A, si B ∈ {A}′ et BAB = B, alors pour
tout k ∈ N, (A−BAB)k = 0 si et seulement si Ak = AkBA.

Démonstration

(I −BA)2 = (I −BA) (I −BA)
= I −BA−BA+BABA

= I −BA−BA+BA = I −BA

et Ak = AkBA⇔ Ak − AkBA = 0
⇔ Ak (I −BA) = 0
⇔ Ak (I −BA)k = 0
⇔ (A (I −BA))k = 0
⇔ (A− ABA)k = 0.
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�

Lemme 7. Soit A une algèbre, A ∈ A et B une inverse de Drazin de A, alors si A
est d’indice k, alors A est d’indice k + 1.

Démonstration Supposons que A ∈ AD est l’ensemble des éléments de A qui
admet une inverse de Drazin, et B est une inverse de Drazin de A d’indice k

Ak+1 = AAk = A
(
AkBA

)
= AAkBA = Ak+1BA.

Corollaire 5. Soit A une algèbre de Banach A ∈ A et B est une inverse de Drazin
de A, alors, si A est d’indice k, alors B est d’indice l, tel que l ≥ k.

Proposition 24. AD est une inverse de Drazin de A d’indice k, alors

Ak
(
AD

)k+1
= AD.

Démonstration

Ak
(
AD

)k+1
= Ak

(
AD

)k
AD =

(
AAD

)k
AD = ADAAD = AD.

4.2 Propriétés de l’ inverses de Drazin

1. Si A est inversible =⇒ ind (A) = 0.

2. Si A est une matrice non singulière, alors ind (A) = 0.

3. ADA et AAD sont des projecteurs sur R (A).

4. R
(
AD

)
= R

(
Ak
)
, N

(
AD

)
= N(Ak), tel que ind (a) = k.

5. Si A est idempotent, alors A = AD.

6.
(
AD

)D
= A si et seulement si ind(A) = 1.

7.
((
AD

)D)D
= AD.

8. (A?)D =
(
AD

)?
.

9. (Al)D = (AD)l, pour tout l = 1, 2, 3, .....

10. Si A d’indice k, alors
(
Al
)
d’indice 1 et

(
Al
) 6=

=
(
AD

)l
.

11. Si A d’indice k, alors R
(
AD

)
= R

(
Al
)
, N

(
AD

)
= N

(
Al
)
, pour tout l ≥ k.
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4.3 Autres propriétés de l’inverses de Drazin

Lemme 8. [46] Pour tout opérateur A ∈ B (H) , R (A) est fermé si et seulement
s’il existe X ∈ B (H) tel que AXA = A.

Lemme 9. [46] Soit A ∈ B (H) , s’il existe un entier positif k et un opérateur X
∈ B (H), tel que AX = XA,XAX = X et Ak+1X = Ak, alors
R
(
Ak
)

= R
(
Ak+1

)
et R

(
Ak
)
est fermé.

Démonstration En généralR
(
Ak+1

)
⊂ R

(
Ak
)
, puisque Ak+1X = Ak implique

que R
(
Ak
)
⊂ R

(
Ak+1

)
, donc R

(
Ak
)

= R
(
Ak+1

)
, comme AX = XA,XAX = X

et

Ak = Ak+1X = AkXA

= AkXAXA = AkX2A2 = AkX2AAXA

= AkX3A3 = ... = AkXkAk.

D’après le lemme précédent R
(
Ak
)
est fermé.

Lemme 10. Soit A ∈ B (H) et ind (A) = k. Si AD est l’inverse de Drazin de A.
Alors R

(
AD

)
= R

(
Ak
)
.

Démonstration Comme
ADAAD = AD

et
AAD = ADA,

on trouve
AD = Ak

(
AD

)k+1
,

alors R
(
AD

)
⊂ R

(
Ak
)
. D’autre part AAD = ADA et Ak+1 AD = Ak, on peut écrire

Ak = Ak+1AD, alors R
(
Ak
)
⊂ R

(
AD

)
. Donc R

(
AD

)
⊂ R

(
Ak
)
, et R

(
Ak
)

=
R
(
AD

)
. �

Théorème 28. [37] Si A ∈ Cn×n, tel que ind (A) = k, alors ind (A) = ind (A?) .

Démonstration Comme ind (A) = k, on a par définition rang
(
Ak+1

)
= rang

(
Ak
)
,

(An)? = (A?)n ,

et

rang(A) = rang (A?) ,
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ce qui entrainent
rang(Ak+1) = rang

((
Ak+1

)?)

= rang
(
(A?)k+1

)
et

rang
(
Ak
)

= rang
((
Ak
)?)

= rang
(
(A?)k

)
.

Ce qui implique rang(A?)k+1 = rang(A?)k, alors ind (A?) = k.

Théorème 29. Si A ∈ Cn×n, tel que ind (A) = k, alors,

rang (A) = rang
(
AD

)
.

Démonstration D’autre part, on a

rang
(
AD

)
= rang

(
ADAAD

)
≤ rang

(
AAD

)
≤ rang (A) , ...(1).

Et d’autre part

rang (A) = rang
(
AADA

)
≤ rang

(
ADA

)
≤ rang

(
AD

)
....(2).

D’après (1) et (2) on déduit que rang (A) = rang
(
AD

)
.

Corollaire 6. Soit A ∈ Cn×n, une matrice, telle que ind (A) = k > 1, alors,

ind (A) = ind
(
AT
)
.

Démonstration Comme ind (A) = k implique rang
(
Ak+1

)
= rang

(
Ak
)
, d’après

la formule ((A)n)T =
(
(A)T

)n
on a

(
(A)k+1

)T
=
(
(A)T

)k+1
,(

(A)k
)T

=
(
(A)T

)k
et rang (A) = rang

(
AT
)
implique

rang
(
Ak+1

)
= rang

((
Ak+1

)T)
= rang

(
(A)T

)k+1
,

et

rang
(
Ak
)

= rang
((
Ak
)T)

= rang
(
(A)T

)k
alors on trouve rang

(
(A)T

)k+1
= rang

(
(A)T

)k
qui implique ind

(
AT
)

= ind (A) =
k.
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Théorème 30. [34] Si A ∈ Cn×n une matrice hermitienne d’indice k alors,

ind (A) = ind (A?) = ind (AA?) = ind (A?A).

Corollaire 7. Si A ∈ Cn×n une matrice normale d’indice k, alors,

ind (A) = ind (A?)
= ind (AA?) = ind (A?A) .

Théorème 31. Si A ∈ Cn×n est une matrice symétrique d’indice k tel que k > 1,
alors, AD =

(
AD

)T
.

Démonstration Comme A est une matrice symétrique, alors A = AT ,(
AD

)T
A =

(
AD

)T
AT =

(
AAD

)T
=
(
ADA

)T
= AT

(
AD

)T
= A

(
AD

)T
,

(
AD

)T
A
(
AD

)T
=
(
AD

)T
AT

(
AD

)T
=
(
ADAAD

)T
=
(
AD

)T

Ak+1
(
AD

)T
=
(
AT
)k+1 (

AD
)T

=
(
Ak+1

)T (
AD

)T
=
(
Ak+1AD

)T
=
(
Ak
)T

=
(
AT
)k

= Ak.

Théorème 32. [35] Si λ est une valeur propre de A ∈ Cn×n, alors 1
λ
est une valeur

propre de AD.

Démonstration λ est une valeur propre de A alors

Ax = λx, (x 6= 0) =⇒ ADAx = λADx

=⇒ AADx = λADx

=⇒ ADAADx = λADADx

=⇒ ADx = λADADx

=⇒ y = λADy tel que y = ADx,

=⇒ ADy = 1
λ
y.

Lemme 11. Soit A une algèbre, l’inverse au sens de Drazin de tout élément A ∈ A
est unique.
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Démonstration Soit A et B une inverse de Drazin de A d’indice k1, C une
inverse de Drazin de A d’indice k2. Si k1 ≺ k2, alors C est d’indice k1.
On a

B = BAB = B (AB)k2 = Bk2+1Ak2

= Bk2+1Ak2CA = Bk2+1Ak2 (CA)
k2+1

= Bk2+1A2k2+1Ck2+1..

C = CAC

= (CA)k2 cAk2Ck2+1 = Ak2 (BA)Ck2+1

= Ak2 (BA)k2 Ck2+1 = Bk2+1A2k2+1Ck2+1.

Donc B = C, alors l’inverse de Drazin de A est unique.

4.4 Méthode de factorisation

Cette méthode est utilisée pour trouver l’inverse de Drazin d’une matrice carrée
singulière.

Lemme 12. [2] Soient B et C ∈ Cr×r pour toute factorisation A = BC; on a
AD = B[(CB)D]2C.

Démonstration On remarque que pour toute matrice carrée A et k entier posi-
tif, nous avons

(
AD

)m
An =

(
AD

)m−n
, si m > n. Et An+m

(
AD

)n
= Am, si m ≥ k

et k = ind (A). Nous allons montrer que (BC)D = (BC)k+1
(
(BC)D

)k+2
. En effet

(BC)k+1
(
(BC)D

)k+2
= (BC)k (BC)

(
(BC)D

)2 (
(BC)D

)k
= (BC)k

(
(BC)D

)k+1

= (BC)k−1 (BC)
(
(BC)D

)2 (
(BC)D

)k−2

= (BC)k−1
(
(BC)D

)k
= ... = (BC)k−(k−2)−1

(
(BC)D

)k−(k−2)

= (BC)
(
(BC)D

)2

= (BC)D .
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AD = (BC)D = (BC)k+1
(
(BC)D

)k+2

= B (CB)k C
(
(BC)D

)k+2

= B
(
(BC)D

)k+2
(CB)2k+2C

(
(BC)D

)k+2

= B
(
(BC)D

)k+2
C (CB)2k+2

(
(BC)D

)k+2

= B
(
(BC)D

)k+2
C (CB)k

= B
(
(BC)D

)k+2
(CB)k C

= B
(
(BC)D

)2
C.

4.5 L’inverse de Drazin et la puissance

Lemme 13. Soit A une algèbre, A ∈ A. On dit que B est une inverse de Drazin de
A si et seulement si Bk est un groupe inverse de Ak dans A

Démonstration On suppose que B est une inverse de Drazin de A ∈ A., nous
montrons que Bk est un groupe inverse de Ak dans A alors

AkBk = (AB)k = (BA)k = BkAk

et Bk = (BAB)k = BkAkBk

et Ak = Ak+1B = Ak (BA)
= Ak (BA)k = AkBkAk.

Inversement, on suppose que pour tout k ∈ N, Ak admet un groupe inverse tel que(
Ak
) 6=

= C, alors CAk−1 est une inverse de Drazin de A d’indice k. On a

A
(
CAk−1

)
= CAk

=
(
CAk−1

)
A,

et (
CAk−1

)
A
(
CAk−1

)
= CAkCAk−1

= CAk−1et

et

Ak
(
CAk−1

)
A = AkCAk

= Ak.
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Corollaire 8. Soit A,une algébre, si A ∈ A est inversible au sens de Drazin d’indice
k, alors Ak est inversible au sens de Drazin d’indice l, l > 1, et

(
Ak
)D

=
(
AD

)k
, et

AD = (An)D An−1, pour tout n ∈ N,.

Démonstration Soit A ∈ A inversible au sens de Drazin, d’après le lemme 13,
on a Ak admet une groupe inverse, tel que(

Ak
)D

=
(
Ak
) 6=

=
(
A6=

)k
=
(
AD

)k
=
(
AD

)k
.

i) Puisque AnA = AAn, on pose C = (An)D ,

AAD = A (An)D An−1

= ACAn−1 = CAAn−1 =
(
CAn−1

)
A = ADA.

ii) ADAAD = (CAn−1)A (CAn−1) = CAnCAn−1 = CAn−1 = AD.

iii) Soit ind (An) = k et l = nk, puisque AnAn−1 = An−1An, on a

Al+1
(
CAn−1

)
= Ank+1

(
CAn−1

)
= Ank+1An−1C

= (An)k+1C

= (An)k = Al.

Nous remarquons que l’indice de l’inverse de Drazin de An est déterminé uniquement
par celui de A.

Lemme 14. [24] Supposons que A,B et C ∈ B (E) satisfaisant ABA = ACA.

Alors AC est inversible au sens de Drazin si et seulement si BA est inversible au
sens de Drazin. Dans ce cas on a :
i) |ind (AC)− ind (BA)| ≤ 1,
ii) (BA)D = B

(
(AC)D

)2
A et (AC)D = A

(
(BA)D

)2
C.

Théorème 33. [24] Supposons que A,B et C ∈ B (E) satisfaisant ABA = ACA.

Soit n,m ∈ N.

1. Si (AC)n est inversible au sens de Drazin, alors (BA)m est inversible au sens
de Drazin. Dans ce cas on a :

((BA)m)D = B ((AC)n)D A (BA)n−m−1 , si n ≥ m+ 1

et

((BA)m)D = B
[
((AC)n)D

]m+2−n
A (BA)(n−1)(m+1−n) si .n < m+ 1.
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2. Si (BC)n est inversible au sens de Drazin, alors (AC)m est inversible au sens
de Drazin. Dans ce cas on a :

((AC)m)D = A ((BC)n)D C (AC)n−m−1 si n ≥ m+ 1

et

((AC)m)D = A
[
((BC)n)D

]m+2−n
C (AC)(n−1)(m+1−n) si n < m+ 1.

Démonstration (i) Si n ≥ m + 1 d’après le théorème et le lemme précédents
on trouve

((BA)m)D =
(
(BA)D

)m
=
(
B
(
(AC)D

)2
A
)m

=
[
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
mfois

=
[
B
(
(AC)D

)2
A
] [
BAC

(
(AC)D

)3
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
(m−2)fois

=
[
B
(
(AC)D

)2
A
] [
CAC

(
(AC)D

)3
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
(m−2)fois

=
[
B
(
(AC)D

)2
] [

(AC)2
(
(AC)D

)3
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
(m−2)fois

=
[
B
(
(AC)D

)2
] [(

(AC)D
)
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
(m−2)fois

=
[
B
(
(AC)D

)3
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
(m−2)fois

= B
(
(AC)D

)m+1
A

= B
(
(AC)D

)n
(AC)n−m−1A

= B ((AC)n)D (AC)n−m−1 .
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Si n ≥ m+ 1 d’après le théorème et le lemme précédents on trouve

((BA)m)D =
(
(BA)D

)m
=
(
B
(
(AC)D

)2
A
)m

=
[
B
(
(AC)D

)2
A
] [
B
(
(AC)D

)2
A
]
...
[
B
(
(AC)D

)2
A
]

︸ ︷︷ ︸
mfois

= B
(
(AC)D

)m+1
A

= B
(
(AC)D

)n
(AC)m+1−nA

= B ((AC)n)D
[
((AC)n)D (AC)n−1

]m+1−n
A

= B
[
((AC)n)D

]m+2−n
(AC)(n−1)(m+1−n) A

= B
[
((AC)n)D

]m+2−n
A (BA)(n−1)(m+1−n)

(ii) La preuve est similaire à (i) . Le résultat suivant concerne les expressions
explicites pour le pseudo inverse de Drazin de A et (A)n, les deux termes l’un de
l’autre.

Théorème 34. [24]

1. Soit A ∈ B (E) et n ∈ N. Si An admet un pseudo inverse au sens de Drazin,
alors A admet un pseudo inverse au sens de Drazin et ApD = (An)pD An−1.

2. Soit A ∈ B (E) et n ∈ N. Si A admet un pseudo inverse au sens de Drazin,
alors An admet un pseudo inverse au sens de Drazin et (An)pD =

(
ApD

)n
.

De plus ind(A)
n
≤ ind(An) < ind(A)

n
+ 1.

Démonstration On suppose que An admet un pseudo inverse au sens de Drazin
B = (An)pD et on montre que ApD = BAn−1.

(i) on trouve (BAn−1)A (BAn−1) = BAnBAn−1 = BAn−1.

(ii) Soit C ∈ {A}′. Alors CAn = AnC, puisque B ∈ {A}′′ (A) , BC = CB. Donc
C (BAn−1) =

B (CAn−1) = (BAn−1)C,
par conséquent BAn−1 ∈ A′′ (A) .

(iii) Soit ind (An) = k et l = nk, puisque AnAn−1 = An−1An, nous trouvons

Al+1BAn−1 = Ank+1An−1B = Ank+nB

= (An)k+1B = (An)k = Ank = Al.

Aussi, on peut en déduire que ind(A)
n
≤ ind (An) . Pour prouver que ind (An) ≤

ind(A)
n

+1, aussi nous laissons ind (An) = k. Alors nous allons montrer que ind (A) >
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nk − n, on pose ind (A) ≤ nk − n, il vient

(An)k (An)pD − (An)k−1 = Ank−n+1An−1 (An)pD − Ank−n

= Ank−n+1
(
ApD

)n
An−1 − Ank−n

= Ank−n+1ApD − Ank−n ∈ J (A) .

Ce qui est contradiction avec l’hypothèse.
(2) Supposons que A admet une pseudo inverse de Drazin et soit B = ApD. En-
suite, nous avons (An)pD = Bn, évidente, on a : BnAnBn = Bn, et AnBn = BnAn.

Soit ind (A) = m et q est un nombre satisfait q ≥ m
n
. Puisque AB = BA et

BAB = B, An+mAn − Am = AmBA− Am ∈ J (A) . Alors, (An)q+1 (Bn)− (An)q =
Anq−mAm+n (Bn)−Anq−mAm = Anq−m (Am+nBn − Am) ∈ J (A), la preuve et ache-
vée.

De même, le pseudo inverse de Drazin de An est déterminé uniquement par celui
de A.

Lemme 15. [24] Si A,B et C ∈ B (E) satisfaisant que ABA = ACA. Alors AC
est pseudo inverse au sens de Drazin si et seulement si BA est pseudo inverse au
sens de Drazin. Dans ce cas on a

1. |ind(AC)− ind(BA)| ≤ 1.
2. (BA)pD = B

(
(AC)pD

)2
A et (AC)pD = A

(
(BA)pD

)2
C..

Dans le cas de l’algèbre de Banach et la présence de ABA = ACA. Nous donnons
dans le théorème suivant une expression explicite pour le pseudo inverse de Drazin
de (AC)n et (BA)m .

Théorème 35. [24] Soient A,B et C ∈ A tels que, ABA = ACA, et n,m ∈ N,
alors
(1)

1. Si (AC)n est pseudo inversible au sens de Drazin, alors (BA)m l’est aussi.
Dans ce cas on a :

((BA)m)pD = B ((AC)n)pD A (BA)n−m−1 si n ≥ m+ 1,

((BA)m)pD = B
[
((A)n)pD

]m+2−n
A (BA)(n−1)(m+1−n) si n < m+ 1

2. Si (BC)n est pseudo inversible au sens de Drazin, alors (AC)m , l’est aussi.
Dans ce cas on a

((AC)m)pD = A ((BA)n)pD C (AC)n−m−1 si n ≥ m+ 1,

((AC)m)pD = A
[
((BA)n)pD

]m+2−n
C (AC)(n−1)(m+1−n) si n < m+ 1.
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Démonstration Nous appliquons la preuve du théorème 33 à̀ la pseudo inverse
de Drazin, en utilisant le théorème 34 et le lemme 15. Dans le théorème suivant,
nous donnons une expression explicite pour l’inverse généralisée de Drazin de A en
fonction de An.

Théorème 36. [24] (1) Soit A ∈ B (E) et n ∈ N. Si An admet une inverse généra-
lisée de Drazin, alors A admet un inverse généralisée au sens de Drazin et

AgD = (An)gD An−1.

(2). Soit A ∈ B (E) et n ∈ N. Si A admet une invere généralisé au sens de Drazin,
alors An admet une inverse généralisé au sens de Drazin et

(An)gD =
(
AgD

)n
.

Démonstration (1) Supposons que An admet une inverse généralisée au sens
de Drazin et soit B = (An)gD. Ensuite, nous avons

AgD = (An)gD An−1

= BAn−1.

Comme dans la preuve du théorème 34, nous obtenons
(i) (BAn−1)A (BAn−1) = BAn−1 et
(ii)BAn−1 ∈ {A}′.
(iii) Puisque b est une inverse généralisée de Drazin de An. p = I−AnB est idem-
potent et commute avec A. Donc (pA)n = pAn est quasi nilpotent. Soit C ∈ {pA}′.
Alors Cn ∈ {(pA)n}′ et (I − (pA)nCn) = (I − pAC)

(
I + pAC + (pAC)2 + ... (pAC)n−1

)
est inversible,donc I−pAC est inversible. par suiteA−A (BAn−1)A = (I − AnB)A =
pA est quasi nilpotent.

Lemme 16. [24] Soient A,B et C ∈ B (E) tels que ABA = ACA. Alors AC admet
une inverse généralisée au sens de Drazin si et seulement si BA admet une inverse
généralisée au sens de Drazin.Dans ce cas on a

(BA)gD = B
(
(AC)gD

)2
A et (AC)gD = A

(
(BA)gD

)2
C.

Dans le cas d’algèbre de Banach et sous l’hypothèse ABA = ACA, nous donnons
dans le théorème suivant une expression explicite pour l’ inverse généralisé de Drazin
de (AC)n et (BA)m .

Théorème 37. [24] Soient A,B et C ∈ A tels que ABA = ACA, et n,m ∈ N.
(1) Si (AC)n , admet une inverse généralisée au sens de Drazin, alors (BA)m l’est
aussi. Dans ce cas on a
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((BA)m)D = B ((AC)n)D A (BA)n−m−1 si n ≥ m+ 1,
((BA)m)D = B

[
((AC)n)D

]m+2−n
a (BA)(n−1)(m+1−n) si n < m+ 1.

(2) Si (BA)n admet une inverse généralisée au sens de Drazin, alors (AC)m l’est
aussi. Dans ce cas on a

((AC)m)D = A ((BA)n)D C (AC)n−m−1 si n ≥ m+ 1,
((AC)m)D = A

[
((BA)n)D

]m+2−n
C (AC)(n−1)(m+1−n) si n < m+ 1.

Démonstration Nous appliquons la preuve du théorème 34 de l’ inverse géné-
ralisée de Drazin, en utilisant le théorème 33 et le lemme 18.

4.6 Représentation de l’inverse de Drazin par une
matrice bloc

Soit A une matrice donnée sous la forme suivante

A =
 0 B

C 0


Le résultat suivant donne l’inverse de Drazin AD en termes de l’inverse de Drazin
d’un produit de sous matrices.

Théorème 38. Si A ∈ Cn×n est une matrice bloc définie par

A =
 0 B

C 0

 ,

telle que B ∈ Cp×n−p, et C ∈ Cn−p×p. Alors l’inverse de Drazin de A est

AD =
 0 (BC)D B
C (BC)D 0


de plus si ind (BC) = s, alors ind (A) ≤ 2s+ 1.

Démonstration

AAD =
 0 B

C 0

 0 (BC)D B
C (BC)D 0


=
 BC (BC)D 0

0 C (BC)D B

 ,
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ADA =
 0 (BC)D B
C (BC)D 0

 0 B

C 0


=
 BCD (BC) 0

0 C (BC)D B

 .

ADAAD =
 0 (BC)D B
C (BC)D 0

 0 B

C 0

 0 (BC)D B
C (BC)D 0


=
 BCD (BC) 0

0 C (BC)D B

 0 (BC)D B
C (BC)D 0


=
 0 (BC)D BC (BC)D B
C (BC)D BC (BC)D 0


=
 0 (BC)D B
C (BC)D 0

 = AD.

Alors AD satisfait AAD = ADA et ADAAD = AD.

Soit ind (BC) = s

A2s+2AD =
 (BC)s+1 0

0 (CB)s+1

 0 (BC)D B
C (BC)D 0


=
 0 (BC)s+1 (BC)D B

(CB)s+1C (BC)D 0


=
 0 (BC)sB
C (BC)s+1 (BC)D 0


=
 0 (BC)sB
C (BC)s 0

 = A2s+1.

d’après [12] indA ≤ 2s+ 1, et X = AD. �

Lemme 17. Si U ∈ Cn×n est une matrice quelconque, alors

(U2)D =
(
UD

)2
.

Lemme 18. Si V ∈ Cm×n et W ∈ Cn×m, alors

(VW )D = V
(
(WV )2

)D
W.

Lemme 19. Si B ∈ Cp×(n−p), C ∈ C(n−p)×p, alors,

(BC)D B = B (CB)D .
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Démonstration On a

(BC)D B = B
(
(CB)2

)D
CB

= B
(
(CB)D

)2
(CB)

= B (CB)D (CB)D (CB)
= B (CB)D (CB) (CB)D = B (CB)D .

d’après le lemme 19 on aboutit à (CB)D C = C (BC)D . Par utilisation du lemme
17, on trouve une autre représentation de AD.

Corollaire 9. Soit A ∈ Cn×n une matrice donnée par

A =
 0 B

C 0

 ,
alors

AD =
 0 (BC)D B
C (BC)D 0


=
 0 B (CB)D

C (BC)D 0


=
 0 (BC)D B

(CB)D C 0


=
 0 B (CB)D

(CB)D C 0

 .
Nous terminons cette partie, avec quelques cas particuliers pour AD. Dans le

corollaire si A est non singulier, alors B,C sont nécessairement non singulières et la

formule de ce corollaire réduit à A−1 =
 0 C−1

B−1 0

 .
Si BC est nilpotent, alors (BC)D , AD, est égal à zero.
Si C = B? ∈ C(n−p)×p tel que rang (B) < p, alors BB? est singulière et hermitienne,
ind (BB?) = 1. Aussi A est hermitienne et ind (A) = 1, dans ce cas, AD = A 6= = A+.

A6= est un groupe inverse de A, A+ est une inverse de Moore Penroose de A).

AD =
 0 (BB?)+B

B? (B?B)+ 0


=
 0 B?+

B+ 0

 = A+.
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4.6.1 L’indice de A et l’indice de BC.

Le résultat dans cette partie nous indiquons l’indice A en fonction de l’in-
dice de BC et l’indice BC pourrait être exprimé en fonction de l’indice de CB.

Soit une matrice A donnée par A =
 0 B

C 0
,

, A2 =
 BC 0

0 CB

 , A2j = (BC)j 0
0 (CB)j



A2j+1 =
 0 (BC)j B

(CB)j C 0


=
 0 (BC)j B
C (BC)j 0


=
 0 B (CB)j

(CB)j C 0


Donc,

rang
(
A2j

)
= rang

(
(BC)j

)
+ rang

(
(CB)j

)
, (4.1)

et
rang

(
A2j+1

)
= rang

(
(BC)j B

)
+ rang

(
C (CB)j

)
. (4.2)

Lemme 20. Si U ∈ Cm×k, V ∈ Ck×n etW ∈ Cn×p, alors rang (UV )+rang (VW ) =
rang (V ) + rang (UVW ).

Théorème 39. Soit A =
 0 B

C 0

 et tel que ind (BC) = s ≥ 1. Alors, ind (A) =

2s− 1, 2s ou 2s+ 1.

Démonstration d’après le théorème 39 ; ind (A) ≤ 2s+ 1, et le lemme 19.

rang
(
B (CB)s−1

)
+ rang

(
(CB)s−1C

)
≤ rang (CB)s−1 + rang (BC)s

< rang (CB)s−1 + rang (BC)s−1 .

Si ind (BC) = s, l’utilisation de (4.1) et (4.2) nous donne rang (A2j−1) < rang (A2j−2) ,
et ind (A) > 2s− 2, donc, ind (A) = 2s− 1, 2s, ou 2s+ 1.

�

Théorème 40. Soit A =
 0 B

C 0

 , et ind (BC) = s ≥ 1. Alors, ind (A) = 2s− 1

si et seulement si
i) rang (BC)s = rang

(
(BC)s−1B

)
et rang (CB)s = rang

(
(CB)s−1C

)
Ou

ii) rang (BC)s = rang
(
(CB)s−1C

)
et rang (CB)s = rang

(
(BC)s−1B

)
.
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Démonstration D’après le théorème 42 ind (A) ≥ 2s − 1, et par l’utilisation
(4.1),(4.2), on trouve rang (A2s) = rang (A2s−1) si et seulement si

rang (BC)s + rang (CB)s = rang
(
(BC)s−1B

)
+ rang

(
(CB)s−1C

)
Lemme 21. Si ind (BC) = s, alors

rang (BC)s+1 = rang (BC)s

= rang ((BC)sB)
= rang (C (BC)s)
= rang (CB)s+1 .

Démonstration Soit t = rang (BC)s , on a ind (BC) = s , alors

t = rang (BC)s

= rang (CB)s+1

= rang ((BC)sB)
= rang (C (BC)s) .

Les deux égalités satisfaisant

t = rang (CB)s+1 ≤ rang ((BC)sB)
≤ rang (BC)s = t

et

t = rang (CB)s+1 ≤ rang (C (BC)s)
≤ rang (BC)s = t,

d’après lemme 20

rang (C (BC)s) + rang ((BC)sB) ≤ rang (BC)s + rang (CB)s+1 ,

aussi

2t ≤ +rang (CB)s+1

= rang
(
A2k+2

)
≤ rang

(
A2k+1

)
= 2t.

Donc, rang (CB)s+1 = t.

�
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Théorème 41. Soit A =
 0 B

C 0

, telle que ind (BC) = s ≥ 1. Alors ind (A) =

2s si et seulement si ind (CB) = s et l’un de deux assertions sont stisfait.
(i) rang (BC)s < rang (BC)s−1B ou,
(ii) rang (CB)s < rang (CB)s−1C.

Démonstration Soit t = rang (BC)s , et ind (A) = 2s + 1. Alors d’après la
preuve du théorème 45, si t < rang (BC)s . D’après le lemme 21 rang (CB)s+1 =
rang (CB)sC = rangC (BC)s = t. Donc, rang (CB)s > rang (CB)sC.

�

Exemple 1

A =



0 0 0 1 0
0 0 0 1 −2
0 0 0 −1 1
1 1 1 0 0
1 1 2 0 0


=
 0 B

C 0



BC =


1 0
1 −2
−1 1


 1 1 1

1 1 2

 =


1 1 1
−1 −1 −3
0 0 1



(BC)D =


0 0 −1
0 0 −1
0 0 1



AD =
 0 (BC)D B
C (BC)D 0

 =



0 0 0 1 −1
0 0 0 1 −1
0 0 0 −1 1
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0



.

Exemple Soit A ∈ C7×7 une matrice donnée par

A =



0 0 0 −1 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0


=
 0 B

C 0


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BC =


−1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0




1 1 0
0 −1 1
0 0 −1
1 0 0

 =


0 −1 0
1 0 1
0 −1 0



(BC)2 =


−1 0 −1
0 −2 0
−1 0 −1

 .
Nous avons vu que rang (BC) = rang (BC)2 = 2 et ind (BC) = 1. Alors,

(BC)D = (BC)6= = 1
2


0 1 0
−1 0 −1
0 1 0



AD =
 0 (BC)6=B
C (BC)6= 0

 = 1
2



0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 −1 −1 −1
0 0 0 1 1 0 0
−1 1 −1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0



4.7 Résolution des équations et systèmes en ap-
pliquant l’inverse de Drazin

.

4.7.1 Solution de l’équation x
′ + Ax = f

Soit l’équation différentielle (E) x′+Ax = f La solution générale est donnée par

x = e−At
(∫
e−Atf (t) dt

)
,

Si A une matrice inversible, alors
∫
e−Atdt = A−1e−At + G, G est une matrice de

n × n, si A une matrice non inversible, pour étudier le probléme nous utilisons les
théorèmes suivantes.

Théorème 42. [15] Si A une matrice singulière A ∈ Cn×n, d’indice k,AD est
l’inverse de Drazin de A, alors,∫

eAtdt = ADeAt +
(
1− AAD

)
t

[
I + A

2 t+ A2

3| t
2 + A3

4! t
3 + ... + Ak−1

k! tk−1
]

+G.

(4.3)
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Démonstration
d

dt

(
ADeAt +

(
1− AAD

)
t

[
I + A

2 t+ A2

3! t
2 + A3

4! t
3 + ... + Ak−1

k! tk−1
]

+G.

)

= ADAeAt +
(
1− AAD

) [
I + A

2 + A2

2! t
2 + A3

3! t
3 + ... + Ak−1

(k − 1)!t
k−1

]

=
[
I + A

1 t+ A2

2! t
2 + A3

3! t
3 + ... + Ak−1

(k − 1)!t
k−1

]
= eAt.

Corollaire 10. Si f (t) est un vecteur constant (i.e., f (t) = b), alors l’équation
x
′ + Ax = f admet une solution de la forme.

x =
{
AD +

(
1− AAD

)
t
[
I + A

2 t+ A2

3! t
2 + A3

4! t
3 + ... + Ak−1

k! tk−1
]}
b.

Démonstration La solution de l’équation x′ + Ax = b est donnée par

x = e−At
(∫

e−Atdt
)
b = e−At

(
ADeAt +

(
1− AAD

)
t

[
I + A

2 t+ A2

3! t
2 + A3

4! t
3 + ... + Ak−1

k! tk−1
])

=
{
AD +

(
1− AAD

)
t

[
I + A

2 t+ A2

3! t
2 + A3

4! t
3 + ... + Ak−1

k! tk−1
]}

b.

4.7.2 L’équation différentielle Ax′ +Bx = f, avecAB = BA

Théorème 43. [15] Soient A et B ∈ Cn×n, deux matrices singulières, telles que
AB = BA, alors y = e−A

DBtAADq est une solution de l’équation Ax′+Bx = 0 pour
tout vecteur q.

Démonstration Soit y = e−A
DBtAADq, alors

Ay
′ = −AADBe−ADBtAADq

= −Be−ADBtAADAADq

= −Be−ADBtAADq = −By.

Corollaire 11. Si AB = BA et ADAf = f, alors

y = e−A
DBt

∫
eA

DBtf (t) dt

est une solution particulière de l’équation Ax′ +Bx = f.

Démonstration Soit y = e−A
DBt

∫
e−A

DBtf (t) dt et ADAf = f, alors,

Ay
′ = −AADBe−ADBt

∫
e−A

DBtf (t) dt+ f (t)

= −Be−ADBt
∫
e−A

DBtAADf (t) dt+ f (t)

= −Be−ADBt
∫
e−A

DBtf (t) dt+ f (t)

= −By.+ f (t) .
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Lemme 22. [15] Soient AB = BA et N (A) ∩N (B) = {0} , alors(
I − AAD

)
BBD =

(
I − AAD

)
. (4.4)

Démonstration Supposons que AB = BA et N (A) ∩N (B) = {0} , soit A

A = T

 J 0
0 Ñ

T−1

tel que J est inversible, Ñk = 0. Soit

B = .T

 B1 B2

B3 B4

T−1

Si AB = BA, alors

AB = T

 J 0
0 Ñ

T−1T

 B1 B2

B3 B4

T−1

= T

 J 0
0 Ñ

 B1 B2

B3 B4

T−1

= T

 JB1 JB2

ÑB3 ÑB4

T−1

BA = T

 B1 B2

B3 B4

T−1T

 J 0
0 Ñ

T−1

= T

 B1J B2Ñ

B3J B4Ñ

T−1.

Si AB = BA, on obtient

B1J = JB1, ÑB4 = B4Ñ , JB2 = B2Ñ et ÑB3 = B3J. (4.5)

est satisfait, alors JkB2 = B2Ñk, on trouve B2 = 0 aussi Jk est inversible. aussi
B3J

k = ÑkB3, on trouve

B3 = 0. BBD = T

 B1B
D
1 0

0 B4B
D
4

T−1 et
(
I − AAD

)
= T

 0 0
0 I

T−1

Si B4 est inversible, alors BD
4 = B−1

4 , donc

(
I − AAD

)
BBD = T

 0 0
0 I

T−1T

 B1B
D
1 0

0 B4B
D
4

T−1

= T

 0 0
0 I

T−1 =
(
I − AAD

)
.
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Si Ñ = 0, N (A) ∩ N (B) = {0} implique N (B4) = {0} . Si Ñ 6= 0, supposons
qu’il existe v 6= 0 tel que v ∈ N (B4) . Alors Ñpv ∈ N (B4) pour tout entier p ≥ 0
ÑB4 = B4Ñ et comme Ñ est nilpotent il existe un entier l non négative tel que
Ñ l 6= 0, mais Ñ l+1 = 0. Ce qui implique 0 6= Ñ lv ∈ N (A) ∩ N (B) , donc
contradiction. Alors N (B4) = {0} . et B4 est inversible.

Théorème 44. [15] Si AB = BA et N (A) ∩N (B) = {0} , alors

y = e−A
DBtAADq, q ∈ Cn (4.6)

est une solution générale de l’équation Ax′ +Bx = 0.

Démonstration d’après le théorème précédent, on a y = e−A
DBtAADq pour tout

y est une solution général de l’équation Ax′ +Bx = 0. Nous démonterons que y est
une solution, alors (3) , (4) sont satisfaites pour f = 0. Comme N (A)∩N (B) = {0}
donc B est un et un seul rang de N ( par lemme 22). Alors

0 = Nkx
′
2+ Nk−1Bx2 = Nk−1Bx2.

donc Nk−1x2 = 0 implique

0 = Nk−1x
′
2 = −BNk−2x2.

on continue de le même manière, on trouve Bx2 = 0, Nx2 = 0 et
(
I − AAD

)
x2 = 0,

D’ou x2 = 0 et x = x1 d’après (7), nous obtenons

x1 = e−C
DBtq = e−A

DBtq pour tout q

donc

x = x1 = AADx1 = e−A
DBtAADq pour tout q.

Théorème 45. [15] Si AB = BA et N (A) ∩ N (B) = {0} . Soit k = ind (A) . Si
f ∈ C(n), alors l’équation

Ax
′ +Bx = f

admet une solution particulière,

x = ADe−A
DBt

∫ t

a
eA

DBtf (s) ds+
(
I − AAD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ABD

)n
BDf (n). (4.7)

tel que a est arbitraire.

Démonstration Supposons que AB = BA et N (A) ∩N (B) = {0} . Soit

x1 = AD e−A
DBt

∫ t
a e

ADBtf (s) ds,
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et

x2 =
(
I − AAD

)∑k−1
n=0 (−1)n

(
ABD

)n
BDf (n)

alors on peut démontrér que

Ax
′

1 +Bx1 =
(
AAD

)
f (4.8)

Ax
′

2 +Bx2 =
(
I − AAD

)
f (4.9)

on a x = x1 + x2, premièrement nous démontrons (6)

Ax
′

1 = A
(
−ADBx1 + ADe−A

DBteA
DBtf (t)

)
= −AADBx1 + AADf

= −Bx1 + AADf.

Nous démontrons (7)

Ax
′

2 =A
(
I − AAD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ABD

)n
BDf (n+1)

=
(
I − AAD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ABD

)n+1
f (n+1)

=
(
I − AAD

) k−2∑
n=0

(−1)n
(
ABD

)n+1
f (n+1)

=
(
I − AAD

) k−1∑
n=1

(−1)n
(
ABD

)n
f (n)

=
(
I − AAD

)
B

k−1∑
n=1

(−1)n
(
ABD

)n
BDf (n)

=
(
I − AAD

)
B
(
x2 −BDf

)
=
(
I − AAD

)
Bx2 +

(
I − AAD

)
BBDf

=
(
I − AAD

)
Bx2 +

(
I − AAD

)
f

= −Bx2 +
(
I − AAD

)
f.

Théorème 46. [15] Si AB = BA et N (A)∩N (B) = {0} , alors la solution générale
de l’équation Ax′ +Bx = f , est donnée par

x = e−A
DBtAADq+ADe−ADBt

∫ t

a
eA

DBtf (s) ds+
(
I − AAD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ABD

)n
BDf (n),

(4.10)
tel que q est un vecteur constant, k = ind (A), et a est arbitrer
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Corollaire 12. Si AB = BA et N (A) ∩N (B) = {0}. Alors il existe une solution
x (0) = x0 de l’équation Ax′ +Bx = f , si et seulement si

x0 = ADAq +
(
I − AAD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ABD

)n
BDf (n) (0) ,

pour tout vecteur q et x0 est unique.

4.7.3 L’équation différentielle Ax′ +Bx = f

Dans cette section nous étudiions les conditions nécessaires et suffisantes de l’uni-
cité de la solution de l’équation Ax′ +Bx = f.

Lemme 23. Soit c un nombre tel que (cA+B) est inversible. Alors (cA+B)−1A

et (cA+B)−1B commutent.

Théorème 47. L’équation

Ax
′ +Bx = 0,

admet une solution unique avec une condition initiale si et seulement s’il existe un
nombre c tel que (cA+B) est inversible.

Démonstration On suppose que (cA+B) est inversible. Alors
N (A) ∩N (B) = {0} , donne

N (A) = N
(
(cA+B)−1A

)
et N (B) = N

(
(cA+B)−1B

)
.

Donc

(cA+B)−1Ax
′ + (cA+B)−1Bx = 0, (4.11)

admet une unique solution d’après le théoréme 44, il est claire que l’équation

(cA+B)−1Ax
′ + (cA+B)−1Bx = 0

est équivalent à

Ax
′ +Bx = 0.

Inversement, supposons que (cA+B) n’est pas inversible pour tout nombre c. Alors
pour tout c il existe un vecteur ϕc tel que (cA+B)ϕc = 0, donc xc = etcϕc est une
solution de l’équation Ax′ +Bx = 0.
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Théorème 48. supposons que Ax′ + Bx = 0 admet une solution unique vérifie le
condition initiale. Soit c un nombre tel que (cA+B) est inversible on définit Ã, B̃, C̃
par

Ã = (cA+B)−1A, B̃ = (cA+B)−1B, f̃c = (cA+B)−1 fc. (4.12)

Soit k = ind
(
Ã
)
. Alors l’équation

Ax
′ +Bx = f,

x (0) = x0

á une solution si et seulement si x0 est définie par

x0 = ÃÃDq +
(
1− ÃÃD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ÃB̃D

)n
B̃Df̃ (n)

c (0) , (4.13)

pour tout vecteur q. et une solution particulier

x = ÃDe−Ã
DB̃t

∫ t

a
eÃ

D

B̃tf̃ (s) ds+
(

1− ÃÃD
) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ÃB̃D

)n
B̃Df̃ (n), (4.14)

tel que a est arbitrer. La solution générale de l’équation Ax′ + Bx = f, est donnée
par

x = e−
ÃDB̃t

ÃÃDq + ÃDe−Ã
DB̃t

∫ t

a
eÃ

D

B̃tf̃ (s) ds +
(
1− ÃÃD

) k−1∑
n=0

(−1)n
(
ÃB̃D

)n
B̃Df̃ (n),

(4.15)

tel que q ∈ Cn.

Théorème 49. Soient A,B deux matrices dans Cn×n tel que(cA+B)−1 existe pour
tout c. Alors ÃDc Ãc, ÃDc B̃c, Ã

D
c (cA+B)−1 , B̃D

c (cA+B)−1 , ÃDc B̃
D
c et ind

(
Ãc
)
sont

indépendants de c.

Démonstration Puisque ÃcB̃c = B̃cÃc, il est clair que Ãc
D (cA+B)−1 , B̃c

D (cA+B)−1

et ind
(
Ãc
)
sont indépendants de c. Supposons que (λA+B) , (cA+B) sont inver-
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sibles. Alors

ÃDλ (λA+B)−1 =
[
(λA+B)−1A

]D
(λA+B)−1

=
[
(λA+B)−1 (cA+B) (cA+B)−1A

]D
(λA+B)−1

=
[(

(λA+B) (cA+B)−1
)−1

(cA+B)−1A
]D

(λA+B)−1

=
[(

(λA+B) (cA+B)−1
)−1

Ãc

]D
(λA+B)−1

= ÃDc

[(
λ (cA+B)−1A+ (cA+B)−1B

)−1
]D

(λA+B)−1

= ÃDc
(
λ (cA+B)−1A+ (cA+B)−1B

)
(λA+B)−1

= ÃDc (cA+B)−1 (λA+B) (λA+B)−1

= ÃDc (cA+B)−1 .

Donc ÃDc (cA+B)−1 est indépendant de c, de la même manière nous démontrons
que B̃D

c (cA+B)−1 est indépendant de c, pour tout entier k

rang
(
Ãkλ
)

= rang
[(
λÃc + B̃c

)−1
Ãc

]k
= rang

[(
λÃc + B̃c

)−k
Ãkc

]
= rang

(
Ãkc
)
,

donc ind
(
Ãc
)
est indépendant de c.

4.8 Calcul de l’inverse de Drazin en utilisant les
valeurs propres

Dans cette section nous montrons que l’inverse de Drazin peut être calculée
si les valeurs propres sont connues. Supposons que zero est une valeur propre de
multiplicité l, et les autres valeurs propres distincts de zero λi sont de multiplicités
ni, i = 1, 2, ..., r. Alors, si m = n1 +n2 + ...+nr, nous avons m+ l = n. Considérons
le polynôme caractéristique de dégrée n− 1

p (λ) = λl
(
α0 + α1λ+ ...+ αr−1λ

r−1
)

(4.16)

pour déterminer les coefficient de c (λ). Nous résolvons les m équations suivantes.
1
λi

= p (λi) (4.17)

− 1
λ2
i

= p
′ (λi) (4.18)

(−1)ni−1 (ni − 1)!
(λi)ni

= p(ni−1) (λi) (4.19)
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Théorème 50. Si p (λ) est défini par (14) et (15) , alors AD = p (A) .

Exemple
1) Soit

c (λ) = λ2 (λ2 + 5λ+ 1)

l’équation caractéristique de C est

λ2 + 5λ+ 1 = 0, 1 = −λ2 − 5λ,

λ−1 = −λ− 5,

λ−2 = −5λ−1 − 1 = −5 (−λ− 5)− 1 = 5λ+ 24

p (λ) = λ−3 = 5 + 24λ−1

= 5 + 24 (−λ− 5)
= −24λ− 115

AD = A2p (A) = A2 (−24A− 115) .

2) Soit

c (λ) = λ2 (λ4 + λ3 + λ2 + λ+ 1),

puisque

λ 6= 1 λ4 + λ3 + λ2 + λ+ 1 = λ5−1
λ−1

donc

λ5 = 1, λ−5 = 1,

ρ (λ) = λ−3 = λ2, AD = A2ρ (A) = A4

3)Soit

c (λ) = λ4 (λ− 1)3

ρ (λ) = λ−5 = [1 + (λ− 1)]−5

tel que

(λ− 1)3 = 0

En utilisant le théorème binomial, nous avons

ρ (λ) = 1− 5 (λ− 1) + 15 (λ− 1)2 .
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AD = A4ρ (A) = A4
[
1− 5 (A− 1) + 15 (A− 1)2

]

4) Considérons l’équation différentielle homogène

Ax
′ +Bx = 0,

tel que

A =


1 0 −2
−1 0 2
2 3 2

 , B =


0 1 2
−27 −22 −17
18 14 10

 (4.20)

A et B sont singulières et ne commutent pas. Puisque A+B est inversible, on pose
c = 1, on multiplie

Ax
′ +Bx = 0

par (A+B)−1 on trouve

Ãx
′ + B̃x = 0 (4.21)

tel que

Ã = (A+B)−1A, B̃ = (A+B)−1B

Ã = 1
3


−3 −5 −4
6 5 −2
−2 2 10

 et B̃ = 1
3


0 5 4
−6 −2 2
3 −2 7

 (4.22)

il existe une unique solution si et seulement si le vecteur initial x (0) satisfisant
(
I − ÃÃD

)
x (0) = 0, (4.23)

les valeurs propres de Ã et B̃ sont (0, 1, 3) et (0, 1,−2) respectivement. On trouve

ÃD = 1
27


−27 −41 −28
54 77 48
−27 −34 −14

 etB̃ = 1
12


24 19 14
−24 −16 −8
12 5 −2

 . (4.24)

Par utilisation de l’équation
(
I − ÃÃD

)
x (0) = 0
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on peut calculés

9x1 (0) + 7x2 (0) + 5x3 (0) = 0 (4.25)

puisque, les valeurs propres de −ÃDB̃ sont {0, 0, 2
3}. Alors

x (t) = e−Ã
DB̃tx (0) = 1

18


18 1− e 2

3 t 2
(
1− e 2

3 t
)

0 28− 8e 2
3 t 16

(
1− e 2

3 t
)

0 13
(
e

2
3 t − 1

)
26e 2

3 t − 1



x1 (0)
x2 (0)
x3 (0)

 (4.26)

tel que

x1 (0) , x2 (0) , x3 (0)

vérifiant

9x1 (0) + 7x2 (0) + 5x3 (0) = 0.

maintenant, considérons l’équation non homogène suivante

Ax
′ +Bx = b.,

tel que

A =


1 0 −2
−1 0 2
2 3 2

 , B =


0 1 2
−27 −22 −17
18 14 10

 (4.27)

et b est un vecteur constant défini par b =


1
2
0

 . Multiplions Ax′ +Bx = b. par

(A+B)−1,

on obtient

Ãx
′ + B̃x = b̃, (4.28)

tel que

Ã = (A+B)−1A, B̃ = (A+B)−1B,

b̃ = (A+B)−1 b = 1
9


−11
20
−10

 . (4.29)
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Si le vecteur initial satisfait les conditions pour trouver la solution unique.d’après le
théoréme 48 la solution est donnée par la formule

x (t) = e−Ã
DB̃tÃÃDq + ÃDe−Ã

DB̃t
∫ t

0
eÃ

DB̃tb̃ds+
(
1− ÃÃD

)
B̃Db̃. (4.30)

Dans ce cas Ã est d’indice 1. Si on pose t = 0 on trouve(
1− ÃÃD

) (
x (0)− B̃Db̃

)
= 0 (4.31)

qui est une condition nécessaire et suffisante de l’existence de la solution initiale
x (0) . utilisons (24) pour avoir

9x1 (0) + 7x2 (0) + 5x3 (0) + 1 = 0. Puisque b̃ est constant..L’intégrale (23) peut
être évaluée à l’aide de la formule (1) . puisque ÃDB̃, Ã, B̃ sont indices un. La formule
(1) est simplifiée∫ t

0 e
ÃDB̃tb̃ds =

{
ÃDB̃

(
eÃ

DB̃t − I
)

+
(
I − ÃÃDB̃D

)}
b̃.

lé́valuation de (34) donne

x (t) = e−Ã
DB̃t

(
x (0)− B̃Db̃

)
+ B̃Db̃+ ÃD

(
I − B̃B̃D

)
tb̃.

En substituant (26) en (23) et en simplifiant, nous trouvons la solution

x1 (t) = − 1
18e

2
3 t

(x2 (0) + 2x3 (0))− 13
18x2 (0)− 4

9x3 (0)− 2
9 − t,

x2 (t) = −4
9e

2
3 t

(x2 (0) + 2x3 (0))− 13
9 x2 (0) + 8

9x3 (0) + 2
9 + 2t,

x3 (t) = −13
18e

2
3 t

(x2 (0) + 2x3 (0))− 13
18x2 (0)− 4

3x3 (0)− 10
9 − t,

Où x1 (0) a été éliminée en utilisant (28) .



Chapitre 5

Solvabilité des équations
d’opérateurs en utilisant l’inverse
de Drazin

Dans ce chapitre on utilise quelque propriétés principales, on trouve les solutions
des équations des classes des opérateurs avec nouvelles conditions. Dans tout ce que
suit, on note par A l’algèbre de banach et AD l’ensemble des éléments de A qui
admet ue inverse de Drazin, p et q sont idempotents, A,B ∈ A .

5.1 Quelques lemmes et propositions utiles.

Lemme 24. [17] Pour A,B ∈ A , les assertions suivantes sont satisfaites
1. Si AB = BA, alors ADB = ABD

2. Si AB = BA = 0, alors (A+B)D = AD +BD.

Lemme 25. [49] Si A,B ∈ AD tels que AB = BA, alors AB ∈ AD et

((AB)D = ADBD = BDAD

.

Lemme 26. [8] Si A,B ∈ A, tels que AB ∈ AD, alors BA ∈ AD et

(BA)D = B(
(
AB)D

)2
A.

Lemme 27. [13]

1. Soient A,B ∈ A, alors (I − AB) ∈ AD, si et seulement si (I −BA) ∈ AD.

2. Soient A,B ∈ AD et p2 = p ∈ A si Ap = pA,Bp = pB, alors Ap+, B (I − p) ∈
AD et (Ap+B (I − p))D = ADp+BD (I − p)

86
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Proposition 25. Soient A,B,C ∈ A tels que CA = BC, alors

CAn = BnC.

Démonstration. On procède par récurrence sur n.
Pour n = 1, on obtient CA = BC, qui est valable par hypothèse.
Si on suppose que

CAn = BnC

on obtient

CAn+1 = CAAn = BCAn = BBnC = Bn+1C

.

Proposition 26. Soient A,B,C ∈ A tels que p2 = p, C (pA) = (Bp)C, alors

C (p)An) = (Bnp)C.

Démonstration.
Pour n = 0, le résultat découle de l’hypothèse Cp = pC.

Pour n = 1 vient de l’hypothèse

C (pA) = (Bp)C.

Donc si on suppose que

C (p)An) = (Bnp)C.

On obtient

C
(
pAn+1

)
= C (pAAn)

= C (pAn)A
= (Bnp)CA, (d′après l′hypothèse de récurrence)
= (Bn (pA)C
= (Bn (Cp)A, (d′après l′hypothèse Cp = pC)
= (Bn (Bp)C, (d′aprèsł′hypothèse C(pA) = (Bp)C.)
=
(
Bn+1p

)
C.

Théorème 51. Soient A,B ∈ AD, et C ∈ A. Si CA = BC alors CAD = BDC
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Démonstration On suppose que A,B ∈ AD, et CA = BC On peut voir facile-
ment que ∀n ∈ N, on a

BBDC −BBDBCAD = BBDC −BBDCAAD

= BBDC
(
I − AAD

)

=
(
BBD

)n
C
(
I − AAD

)

=
(
BD

)n
(B)nC

(
I − AAD

)

=
(
BD

)n
CAn

(
I − AAD

)
,

qui donne

‖BBDC −BBDBCAD‖ = ‖
(
BD

)n
CAn

((
I − AAD

))
‖

≤ ‖BD‖‖C‖ 1
n‖An

(
I − AAD

)
‖ 1

n −→ 0

quand n −→∞. Ainsi,
BBDC = BBDBCAD,

ou équivalent à
BDC = BDBCAD.

D’autre part, nous avons

CADA−BDCAADA = CADA−BDBCADA

=
(
I −BDB

)
CADA

=
(
I −BDB

)
CI
(
ADA

)n
=
(
I −BDB

)
CAn

(
AD

)n
=
(
I −BDB

)
BnC

(
AD

)n
.

Ensuite, on obtient

‖CADA−BDCAADA‖ 1
n = ‖

(
I −BDB

)
BnC

(
AD

)n
‖ 1

n

≤ ‖
(
I −BDB

)
Bn‖ 1

n‖C‖ 1
n‖AD‖ −→ 0

quand n −→∞. Alors,
CADA = BDCAADA,

ce qui signifie que
CAD = BDCAAD.

Par conséquent, nous en déduisons

CAD = BDC.
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5.2 L’inverse de Drazin d’opérateurs de la forme
Ap(I − q), Bq(I − p), Aq(I − p), Bp(I − q).

Théorème 52. Soient A,B ∈ AD où p, q sont des éléments idempotents, tels que
p, q ∈ {A}′ ∩ {B}′ et Bq = qB, pq = qp alors

1. Ap (I − q) ∈ AD et Bq (I − p) ∈ AD.

2. Ap (I − q)+Bq (I − p) ∈ AD et (Ap (I − q) +Bq (I − p))D = (Ap (I − q))D+
(Bq (I − p))D

Démonstration Puisque p2 = p, on a pD = p, ainsi p, q ∈ AD. Rappelons
ensuite que Ap = pA et Bp = pB, donc nous obtenons par le lemme 25

(Ap)D = ADp et (Bq)D = BDq.

Ensuite, notons que Aq = qA, Bp = pB et Ap (I − q) = (I − q)Ap, nous obtenons

(Ap (I − q))D = ADp (I − q) et Bq (I − p) = (I − p)Bq.

Par conséquent,
(Bq (I − p))D = BDq (I − p) .

Maintenant, observons que

Ap (I − q)Bq (I − p) = Bq (I − p)Ap (I − q) = 0.

Nous obtenons

(Ap (I − q) +Bq (I − p))D = ADp (I − q) +BDq (I − p) .

�

Théorème 53. Soient A,B ∈ AD où p, q sont des éléments idempotents, tels que
p, q ∈ {A}′ ∩ {B}′ et , pq = qp alors

1. Aq (I − p) ∈ AD et Bp (I − q) ∈ AD.

2. Aq (I − p)+Bp (I − q) ∈ AD et (Aq (I − p) +Bp (I − q))D = (Aq (I − p))D+
(Bp (I−))D

Corollaire 13. pour tout A = I = B et pq = qp, on a

(p (1− q) + q (1− p))D = p (1− q) + q (1− p) .
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5.3 L’inverse de Drazin d’opérateurs Ap(I−q)p,Bq(I−
p)q, Bp(I − q)p,Aq(I − p)q,

Théorème 54. Soient A,B ∈ AD, p, q sont deux éléments idempotents tels que
pq = qp. Les assertions suivantes sont satisfaites

1. Ap (I − q) p ∈ A et Bq (1− p) q ∈ AD

2. Ap (I − q) p+Bq (I − p) q ∈ AD et

(Ap (I − q) p+Bq (I − p) q)D = ADp (I − q) p+BDq (I − p) q.

3. Aq (I − p) q ∈ AD et Bp (I − q) p ∈ AD

4. Aq (I − p) q +Bp (I − q) p ∈ AD et

(Aq (1I − p) q +Bp (I − q) p)D = ADq (I − p) q +BDp (I − q) p.

Démonstration La première assertion est similaire au théorème 53. Alors on
démontre la deuxième assertion. On a

Ap (1− q) p = Ap−Apqp = Ap−Aqp2 = Ap−Aqp = Ap−Apq = Ap (1− q) ∈ AD.

�

5.4 Solvabilité de l’équation d’opérateurs AXB =
C

Théorème 55. Soit A,B ∈ AD et C ∈ A, p idempotent tel que C (pA) = (Bp)C
et Cp = pC. Alors C

(
pAD

)
=
(
BDp

)
C.

Démonstration On peut voir facilement que ∀n ∈ N, on a

BBDpC −BBDBCpAD = BBDpC −BBDCpAAD

= BBDpC
(
I − AAD

)

=
(
BBD

)n
pC

(
I − AAD

)

=
(
BD

)n
(B)n pC

(
I − AAD

)

=
(
BD

)n
CpAn

(
I − AAD

)
,
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qui donne

‖BBDpC −BBDBCpAD‖ = ‖
(
BD

)n
CpAn

((
I − AAD

))
‖

≤ ‖BD‖‖Cp‖ 1
n‖An

(
I − AAD

)
‖ 1

n −→ 0

quand n −→∞. Ainsi,
BBDpC = BBDBCpAD,

ou équivalent à
BDpC = BDBCpAD.

D’autre part, nous avons

CpADA−BDpCAADA = CpADA−BDBpCADA

=
(
I −BDB

)
CpADA

=
(
I −BDB

)
Cp

(
ADA

)n
=
(
1−BDB

)
cpAn

(
AD

)n
=
(
I −BDB

)
BnpC

(
AD

)n
.

Ensuite, on obtient

‖CpADABDpCAADA‖ 1
n = ‖

(
I −BDB

)
BnpC

(
AD

)n
‖ 1

n

≤ ‖
(
I −BDB

)
Bn‖ 1

n‖pC‖ 1
n‖AD‖ −→ 0

quand n −→∞. Alors,
CpADA = BDpCAADA,

ce qui signifie que
CpAD = BDpAAD.

Par conséquent, nous en déduisons

CpAD = BDCp.

Corollaire 14. Soit A,B ∈ AD et C ∈ A. Si CA = BC, alors CAD = BDC.

Nous obtenons le résultat du [10] comme un cas particulier p = I.

Corollaire 15. Soit A ∈ AD et CA = AC, alors CAD = ADC.
Nous obtenons le résultat du [19] comme un cas particulier A = B.

Théorème 56. Soient A,B,C ∈ B (H). L’équation

AXB = C (5.1)

est consistente si et seulement si pour certains AD, BD, on a

AADCBDB = C, (5.2)



92 A. Belhadi

dans ce cas la solution générale est donnée par

X = ADCBD + Y − ADAY BBD (5.3)

pour tout élément arbitraire Y ∈ B (H).

Démonstration Si (5.2) est vérifiée, alors X = ADCBD est la solution de (5.1).
Inversement, si X est une solution de (5.1) alors

C = AXB = AADAXBBDB = AADCBDB.

De plus, il découle de (5.2) et la définition de AD et BD que chaque X de la forme
(5.3) satisfait (5.1). D’autre part, soit X une solution de (5.1). Alors

C = AXB

= AADCBDB + AY B − AADAY BBDB

= AADCBDB + AY B − AY B
= AADCBDB.

D’où X = ADCBD.

�

Théorème 57. Soientt A,B,C ∈ B (H) tel que CA = BC. Alors l’équation

AXB = C (5.4)

yyukjhh„est consistente si et seulement si pour certains AD, BD on a

ADCB = C (5.5)

dans ce cas la solution générale est donnée par

X = ADCB + Y − ADAY BBD (5.6)

pour tout élément arbitraire Y ∈ B (H) .

Démonstration Si CA = BC alors CAD = BDC (voir corollaire 14). Par
théorème 54, on obtient

AXB = C ⇐⇒ AADCBDB = C

⇐⇒ AADADCB = C

⇐⇒ ADCB = C.

Maintenant, chaque fois X = ADCBD + Y − ADAY BBD on obtient

AXB = AADCBDB + AY B − AADAY BBDB.

Par conséquent,
AXB = ADCB + AY B − AY B.

Ce qui signifie
AXB = ADCB.



Solvabilité de certaines classes d’équations d’opérateurs dans des espaces de Banach 93

Corollaire 16. Soit A,C,∈ B (H) tel que AC = CA. Alors l’équation

AXA = C (5.7)

est consistante si et seulement si pour certains AD on a AADCA = C.

Démonstration Nous avons la série des implications suivantes.

AXA = C =⇒ AADCADA = C =⇒ AADADCA = C =⇒ AADCA = C.

�

5.5 Équations d’opérateurs de la forme ABA =
A2√A

Dans cette section, nous donnons quelques résultats utiles sur l’inversibilité de
Drazin et la relation avec les équations d’opérateurs.

Proposition 27. Si P ;Q deux éléments idempotents dans B(H) avec, A = (PQ)2

et B = (QP )2 ; alors AB2A = A3
√
A;BA2B = B3

√
B.

Démonstration

AB2AA = (PQ)2((QP )2)2(PQ)2

= PQ(PQQP )(QP )3(PQ)2

= (PQ)2 P (QP )2Q (PQ)2

= (PQ)2 P (PQ)3Q (PQ)2 =
(
(PQ)2

)3
PQ

= A3
√
A

BA2B = (QP )2((PQ)2)2(QP )2

= B3
√
B.

De la même manière en changeant les rôles de A et B.

Proposition 28. Si P ;Q deux éléments idempotents dansB(H) avec A = (PQ)2 ;
B = (QP )2 . Alors AQ = A et BP = B.

Démonstration D’autre part

AQ = (PQ)2Q

= (PQ)(PQ2)
= (PQ)(PQ)
= (PQ)2 = A,
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Par ailleurs

BP = (QP )2P

= (QP )(QP 2)
= (QP )(QP )
= (QP )2 = B.

Proposition 29. Si A et B sont inversible au sens de Drazin , AD = C,BD =
D, i (A) = i (B) = k. Alors CkAk+1 = A,DkBk+1 = B,Ck+1Ak = C et Dk+1Bk =
D.

Démonstration

CkAk+1 = Ck−1
(
CA2

)
Ak−1

= Ck−1Ak

= Ck−2Ak−1 = ... = CA2 = A

DkBk+1 = Dk−1
(
DB2

)
Bk−1

= Dk−1Bk

= Dk−2Bk−1 = ... = DB2 = B.

Ck+1Ak = Ck−1
(
C2A

)
Ak−1

= CkAk−1

= Ck−1Ak−2 = ... = C2A = C.

Dk+1Bk = Dk−1
(
D2B

)
Bk−1

= DkBk−1

= Dk−1Bk−2 = ... = D2B = D.

Théorème 58. a) - SI P,Q sont deux des éléments idempotents dans B(E) ,

A = (PQ)2 et B = (QP )2 .

Alors

ABA = A2
√
A et BAB = B2

√
B.

b) - Supposons que A,B ∈ B(E) sont inversible au sens de Drazin,

AD = C, BD = D; ind (A) = ind (B) = k ABA = A2
√
A, BAB = B2

√
B.
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Alors P,Q ∈ B(E) tel que

P 2 = P, Q2 = Q, A = (PQ)2 ; B = (QP )2 .

Démonstration a)- nous avons

ABA = (PQ)2 (QP )2 (PQ)2

= PQ(PQQP )(QPPQ)PQ
= PQ(PQP )(QPQ)PQ
= (PQ)5 = A2

√
A

BAB = B2
√
B, ( de la même manière en changeront les rôles de A et B).

b)- Puisque

ind (A) = ind (B) = k;

il existe C,D ∈ B(E), avec

CAC = C,AC = CA,Ak+1C = Ak; DBD = D,BD = BD,Bk+1D = Bk.

Supposons que

P = C2A
√
ABetQ = BA

√
AC2.

On a

P 2 = (C2A
√
AB)2

= C2
√
AABAC2

√
AB

= C2
√
AA2
√
AC2
√
AB

= C2
(
A3C2

)√
AB

= C2A
√
AB = P.

et

Q2 = (BA
√
AC2)2

= B
√
AC2ABA

√
AC2

= B
√
AC2A2

√
A
√
AC2

= B
√
A
(
C2A3

)
C2

= B
√
AAC2 = Q.
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(PQ)2 = (C2A
√
AB.BA

√
AC2)2

= C2
√
AA.B2A

√
AC4
√
AA.B2A

√
AC2

= C2A4
√
AC4A4

√
AC2

= C2
√
A
(
A5C4

)
A3
√
AC2

= C2
√
AAA3

√
AC2

= C2A5C2 = A5C4 = A.

(QP )2 = B, (de la même manière en changeront les rôles de P et Q).

5.6 Équations d’opérateurs de la forme ABA =
A3A

2
3

Proposition 30. Si P ;Q ∈ B(E) sont deux éléments idempotents, tel que

A = (PQ)3 et B = (QP )3 ,

alors

AB2A = A3A
2
3 ;BA2B = B3B

2
3

Démonstration

AB2A = (PQ)3((QP )3)2(PQ)3

= (PQ)3(QP )6(PQ)3

= (PQ)2(PQQP )(QP )4(QPPQ)(PQ)2

= (PQ)2(PQP )(QP )4(QPQ)(PQ)2 = (PQ)3P (QP )4Q(PQ)3

= (PQ)3(PQ)6(PQ)2

=
(
(PQ)3

)3 (
(PQ)3

) 2
3 = A3A

2
3 ;

BA2B = B3B
2
3 , ( de la même manière en changeront les rôles entre A et B).

Théorème 59. a)- Si P,Q ∈ B(E), sont deux éléments idempotents

A = (PQ)3 , B = (QP )3 .

Alors

ABA = A3A
2
3 et BAB = B2B

2
3 .

b)- Supposons que A,B ∈ E, sont inversible au sens de Drazin,

AD = C, BD = D; ind (A) = ind (B) = k; ABA = A2A
2
3 et BAB = B2B

2
3 .
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Alors P,Q ∈ B(E) tel que

P 2 = P,Q2 = Q,A = (PQ)3 et B = (QP )3 .

Démonstration

ABA = (PQ)3 (QP )3 (PQ)3

= (PQ)2(PQQP )(QP )2(PQ)3

= (PQ)2(PQP )(QP )(QPPQ)(PQ)2

= (PQ)6(PQ)2 = A2A
2
3 .

BAB = B2B
2
3 . ( De la même manière en changeront les rôles de A et B.

b)- Puisque

ind (A) = ind (B) = k;

il existe C,D ∈ E avec

CAC = C,AC = CA,Ak+1C = Ak; DBD = D,BD = BD;Bk+1D = Bk.

Supposons que

P = C3AA
4
3B, et Q = BAA

4
3C3;

P 2 = (C3AA
4
3B)2

= C3A
4
3ABAC3A

4
3B

= C3A
4
3A2A

2
3C3A

4
3B

= C3A
4
3A2A

2
3C3A

4
3B

= C3
(
A4C3

)
A

4
3B

= C3AA
4
3B = P.

Q2 = (BAA 4
3C3)2

= BA
4
3AC3BAA

4
3C3

= BA
4
3C3ABAA

4
3C3

= BA
4
3C3A2A

2
3A

4
3C3

= BA
4
3
(
C3A4

)
C3

= BA
4
3AC3 = Q.
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(PQ)3 = (C3AA
4
3BBAA

4
3C3)3

= C3A
4
3AB2AA

4
3C6A

4
3AB2AA

4
3C6A

4
3AB2AA

4
3C3

= C3A
4
3A3A

2
3A

4
3C6A

4
3A3A

2
3A

4
3C6A

4
3A3A

2
3A

4
3C3

= C3A
4
3A5C6A

4
3A5C6A

4
3A5C3

= C3A
4
3
(
A7C6

)
A

4
3
(
A7C6

)
A

4
3AC3

= C3A
4
3AA

4
3AA

4
3AC3

= C3A7 C3 = C6A7 = A

(QP )3 = B. (De la même manière en changent les rôles de Q et P ).

5.7 Équations d’opérateurs de la forme ABA =
A2A

n−1
n

Proposition 31. Si P,Q ∈ B (E) sot deux éléments idempotents,

P 2 = P,Q2 = Q,A = (PQ)n , B = (QP )n .

Alors

AB2A = A3A
n−1

n et BA2B = B3B
n−1

n .

Démonstration

AB2A = (PQ)n(QP )2n(PQ)n

= (PQ)n (PQ)n (PQ)n (PQ)n−1

= A3A
n−1

n

BA2B = B3B
n−1

n . De la même manière en changeant les rôles de A et B

Proposition 32. Si P,Q ∈ B (E) , sont deux éléments idempotents A = (PQ)n ,
alors

A3A
(n−1)2

n A
n−1

n = An+2

Théorème 60. a)- Si

P,Q ∈ E,P 2 = P,Q2 = Q,A = (PQ)n , B = (QP )n .

Alors

ABA = A2A
n−1

n et BAB = B2B
n−1

n .

b)- Supposons que A,B ∈ B (E) sont inversibles au sens de Drazin,
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AD = C, BD = D; ind (A) = ind (B) = k; ABA = A2A
n−1

n et BAB = B2B
n−1

n ,

alors P.Q ∈ B(E) tel que

P 2 = P,Q2 = Q,A = (PQ)n ;B = (QP )n .

Démonstration a)

ABA = (PQ)n(QP )n(PQ)n

= (PQ)n (PQ)n (PQ)n−1

= A2A
n−1

n .

De même BAB = B2B
n−1

n .

b)- Puisque i (A) = i (B) = k; il existe C,D ∈ E avec CAC = C,AC = CA,Ak+1C =
Ak, DBD = D,BD = DB,Bk+1D = Bk. Supposons que P = CnAA

(n−1)2
n B,

Q = BAA
(n−1)2

n CnP 2

= CnAA
(n−1)2

n BCnAA
(n−1)2

n B

= CnA
(n−1)2

n ABACnA
(n−1)2

n B

= Cn
(
A

(n−1)2
n A2A

n−1
n

)
CnA

(n−1)2
n B

= Cn
(
An+1Cn

)
A

(n−1)2
n B

= CnAA
(n−1)2

n B = P.
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De même Q2 = Q.

(PQ)n = (PQ) (PQ) ... (PQ)

=
(
CnAA

(n−1)2
n BBA

(n−1)2
n ACn

)(
CnAA

(n−1)2
n BBA

(n−1)2
n ACn

)
...

...
(
CnAA

(n−1)2
n BBA

(n−1)2
n ACn

)
=
(
CnA

(n−1)2
n AB2AA

(n−1)2
n Cn

)(
CnA

(n−1)2
n AB2AA

(n−1)2
n Cn

)
...

...
(
CnA

(n−1)2
n AB2AA

(n−1)2
n Cn

)
=
(
CnA

(n−1)2
n A3A

n−1
n A

(n−1)2
n Cn

)(
CnA

(n−1)2
n A3A

n−1
n A

(n−1)2
n Cn

)
...

...
(
CnA

(n−1)2
n A3A

n−1
n A

(n−1)2
n Cn

)
=
(
CnA

(n−1)2
n An+2Cn

)(
CnAn+2A

(n−1)2
n Cn

)
...
(
CnAn+2A

(n−1)2
n Cn

)
=
(
CnAn+2A

(n−1)2
n Cn

)(
CnAn+2A

(n−1)2
n Cn

)
...
(
CnAn+2A

(n−1)2
n Cn

)
=
((
CnAn+1

)
AA

(n−1)2
n Cn

)((
CnAn+1

)
AA

(n−)2
n Cn

)
...
((
CnAn+1

)
AA

(n−)2
n Cn

)
=
(
A2A

(n−1)2
n Cn

)(
A2A

(n−1)2
n Cn

)
...
(
A2A

(n−1)2
n Cn

)
=
(
A2A

(n−1)2
n Cn

)((
A2A

(n−1)2
n

)
Cn
)
...
((
A2A

(n−1)2
n

)
Cn
)

=
(
A

n2+1
n Cn

)(
A

n2+1
n Cn

)
...

An2+1
n

Cn


= A

n2+1
Cn2 = A.

De même (QP )n = B.



Conclusion

Dans cette thèse, on a utilisé les techniques matricielles et opératorielles, pour
examiner les représentations explicites de l’inverse généralisée de la somme (A+B)D

en termes de A, AD B, BD sous la condition AB = BA.

On a pu arriver à des bons résultats concernant les conditions de resolvabilité de
plusieur types d’equations d’opérateurs (En basant toujours sur les propriétés des
inverses de Drazin).

On a traité principalement quelques types des classe d’équations opératorielles
telles que l’équation de Sylvester et d’autres types et on a présenté la théorie des
inverses généralisées, et principalement quelque méthodes de calcul d’une inverse
généralisée, et la solution de quelques équations, en utilisant ces inverses.

Aussi on a traité avec succès quelques propriétés de l’inverse de Drazin, et on les
a appliqué à la résolution des équations et systèmes d’opérateurs

x− y (5.8)
s− t (5.9)
r − r (5.10)
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