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Abstract

It is well known that a matrix (or an operator) has an inverse, if it is square and
of non-zero determinant. However, in several areas of applied mathematics we have
need some types of partial inverses of a singular matrix, or even rectangular. For
example, solutions of equations or linear systems may exist even if the matrix de-
fining this system is singular. Which leads to the inverse so called generalized of a
matrix. Invertibility is one of the most common disciplines in mathematics, many
problems are interpreted by an equation of the type Ax = y; where A is a given

linear transformation, which is in our situation a matrix of type m x n on K.
Keywords :
Drazin inverse, operator equation, consistent equation, generalized inverse.
Résumé

Il est bien connu qu’'une matrice (ou un opérateur) a une inverse, si elle est carrée et
de déterminant non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques ap-
pliquées on a besoin de quelques types d’inverses partielles d’'une matrice singuliere,
ou méme rectangulaires. Par exemple, les solutions des équations ou des systemes
linéaires peuvent exister méme si la matrice définissant ce systeme est singuliere.
Ce qui conduit a l'inverse ainsi nommé généralisée d’une matrice. L’inversibilité est
I'une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beaucoup de problemes
sont interprétés par une équation du type Axr = y; ou A est une transformation

linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice de type man sur K.
Mots-clés :

Inverse de Drazin, Equation d’opérateurs, Equation consistente, inverse généralisée
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Notations génrales

H : Espace de Hilbert.

(.;.) : Produit scalaire.

||| - Norme.

B(H) : espace des opérateurs linéaires bornés sur H.
A~1: L’inverse de l'opérateur A.

A* . L’adjoint de 'opérateur A.

R(A) : L'image de l'opérateur A.

(A) : Le noyau de 'opérateur A.

=

Q

(A) : Le spectre de l'opérateur A.

Q

»(A) : Le spectre ponctuel de l'opérateur A.

Q

(
«(A) : Le spectre continu de l'opérateur A.
+(A) : Le spectre résiduel de 'opérateur A.

Q

r(A) : Le rayon spectral de A.

(FP)pmy : La propriété de Fuglede-Putnam.

a ® b : Produit tensoriel de deux vecteurs a et b.
A : algebre de Banach.

N(A) : classe des opérateurs quasi nilpotentes.
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Introduction

La résolution des équations d’opérateurs et des systemes d’équations dans les
différents espaces a joué un role primordial dans la physique et dans beaucoup spé-
cialité d’ingénierie.

Dans la pratique, il existe plusieurs cas de singularité, on sait en général, qu'une
matrice (ou un opérateur) admet une inverse, si elle est carrée et de déterminant
non nul..

Cependant, pour certains cas de singularité on a besoin de quelques types d’inverses
partielles d'une matrice singuliere, ou méme rectangulaire, Par exemple, les solutions
d’un systéme linéaire peuvent exister méme si la matrice définissant ce systéme est
singuliere. Ce qui conduit a l'inverse généralisée d’une matrice. L’inversibilité des
matrices et des opérateurs est I'une des disciplines les plus répandues en Mathéma-
tique, beaucoup de problémes sont interprétés par une équation du type Az = y;
ou A est une transformation linéaire donnée, qui est dans notre cas une matrice de
type m X n sur K ( ou un opérateur linéaire défini d'un espace vectoriel E dans
un autre F de dimensions n et m). Ces problémes dans des différents domaines tels
que 'analyse numérique, 'optimisation, la théorie de controle, théorie de codage, la
statistique et les modeles linéaires et plusieurs domaines d’ingénierie, sont traités via
le concept d’une inverse généralisée (ou le pseudo inverse) d'une matrice (ou d'un
opérateur linéaire). Devant des questions de ce type on cherche un opérateur ayant
le maximum de propriétés dont 'inverse usuelle réjouit, et d’'une maniere que cette

inverse existe pour une classe aussi large d’opérateurs linéaires..

L’inverse de Drazin d’'une matrice carrée a été récemment utilisée dans la so-
lution des systémes et des équations d’opérateurs ou matricielles [1, 2, 12], et plus
particulierement dans la solution d’équations différentielles avec matrices singulieres
a coefficients constants [12]. Les méthodes de calcul de I'inverse de Drazin sont donc

d’un certain intérét..

Dans [36] une méthode est donnée pour calculer I'inverse de Drazin d’une ma-

trice A(n x n) comme polynéme de degré n — 1 ou moins pourvu que les valeurs

8
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propres de A soient connues.
Cette méthode a été utilisée pour la solvabilitée des équations différentielles avec

matrices singuliéres & coefficients constants [12]..

Soit X ’espace de Banach & dimension infini et B(X) désigne ’espace des opéra-
teurs linéaires définis sur X. Nous rappelons que l'inverse de Drazin de 'opérateur
A € B(X) est lopérateur unique A” € B(X), a condition qu'il existe un en-
tier positif k, remplissant les conditions suivantes AP A = AAP, APAAP = AP,
ARHLAD — Ak
Le plus petit nombre naturel %k satisfaisant le systéeme d’équations précédent est
appelé indice de l'opérateur A est noté ind (A). Castro-Gonzalez et al. [8] ont pu
arrivé a une expression explicite pour I'inverse de Drazin AP ..

Le concept de l'inverse généralisée de Drazin (GD-inverse) sur un espace de Banach
& dimension infinie a été introduit par Koliha [26], qui est 1’élément AP dans B(X)
tel que APA = AAP APAAP = AP A — A2AP est quasi-nilpotent. Ces derniéres
années, les caractérisations de 1 inverses de Drazin des matrices ou d’opérateurs
sur un espace de Banach de dimension infini ont été considérées par de nombreux
auteurs[3, 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 20, 44, 46]. Caradus [6], Bhaskara[3] et Brnes[5],
ont étudiés I'inverse de Drazin de quelques opérateurs linéaires bornés sur des es-
paces complexes de Banach..

Caradus[6] a prouvé qu'un opérateur linéaire borné A sur un espace complexe de
Banach admet une inverse de Drazin si et seulement si 0 est un pdle du résolvant
(M — A)~! de A; Tordre du pole est égal a l'indice de Drazin de A. (Voir aussi
Nicolas [36] .).

Castro-Gonzalez et Al[8], Mosic et Djordjevic[32, 33, 34] , Nashed[35] et Koliha[26]
Lian et Zeng[29] ont étudié I'inverse généralisée de Drazin sur un espace de Banach.
Quelques propriétés additives et les expressions explicites de I'inverse de GD de la
somme produit sont obtenues dans|[1, 10, 13, 17, 18, 19, 27]..

Dans cette these, en utilisant la technique des matrices blocs d’opérateurs, nous
examinerons des représentations explicites de l'inverse généralisée de Drazin de la
somme (A + B)P en termes de A, AP B, B” sous la condition AB = BA..

Nashed et Zhao [35] ont généralisé I'inverse de Drazin pour les opérateurs li-

néaires fermés et ses applications a des équations d’évolution singulieres et partielles..

Dans [1], moi-méme, Mansour et Salmi, on a pu arriver a des bons résultats
concernant les conditions de solvabilité de plusieur types d’équations d’opérateurs
(En basant toujours sur les propriétés des inverses de Drazin). La theése se compose

d’une introduction, cinq chapitres et une liste bibliographique.
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Le premier chapitre, en plus de son caractere introductif, il est consacré a rappeler
quelques propriétés des opérateurs linéaires bornés, quelques classes d’opérateurs
considérées dans B(H ), les définitions et les caractérisations des opérateurs sur un

espace de Banach, ainsi que quelques propriétés et techniques opératorielles..

Le deuxieme chapitre traite principalement quelques types des d’équations opé-

ratorielles, telles que ’équation de Sylvester et d’autres types..

Dans le troisieme chapitre on présente la théorie des inverses généralisées, et
principalement quelque méthodes de calcul d’une inverse généralisée, et la solution

de quelques équations, en utilisant les inverses généralisées..

Le quatrieme chapitre traite quelques définitions et propriétés de l'inverse de
Drazin, et la résolution des équations et systémes d’opérateurs en appliquant 'in-

verse de Drazin..

Le dernier chapitre est consacré a la solvabilité de plusieurs équations d’opéra-

teurs en utilisant l'inverse de Drazin.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Opérateurs linéaires bornés sur les espaces de
Hilbert

1.1.1 Espaces de Hilbert.

Soit H un espace vectoriel sur C, on appelle un produit scalaire I’application
(,.) + Hx H — C, qui a tout couple (x,y) associe le nombre complexe ( z, y)
telle que Va,y,z € HV\, ue C

L Az + pz,y) = Mz, y) + piz,y)
2. (z,y) = (y, x)

3. (z,x) > 0,(x,z) =0 si et seulement si x = 0.

Si H est un espace vectoriel sur R, on a (z,y) = (y,z) . Un espace vectoriel H sur
C muni d'un produit scalaire est dit espace pré-hilbertien, tout espace pré-hilbertien
est un espace vectoriel normé, la norme est donnée par ||z| = \/(x,z). Si 'espace

pré-hilbertien est complet, il est appelé espace de Hilbert.

Définition 1 (Identité de parallélogramme). Soit z,y € H, avec H est un espace
pré-hilbertien alors ||z +y||> + ||z — y||> = 2 ||=|* + 2|ly|.

Remarque 1. Un espace vectoriel normé est un espace pré-hilbertien si et seulement

st sa norme vérifie l'identité de parallélogramme.

Définition 2. On dit que deux élément x,y d’un espace pré-hilbertien sont ortho-

gonauz si (r,y) =0 et on note x L y.

Définition 3. On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel normé complet

sur le corps C.

11
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Remarque 2. Un espace de Banach est un espace de Hilbert si sa norme vérifie

l'identité de parallélogramme.

Exemple. C,R" et , L?(Q) munis de leurs produits scalaires usuels sont des

espaces de Hilbert.

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés.

Nous allons utiliser les notations suivantes B (X,Y’) l'ensembles des Opéra-
teurs linéaires bornés de l’espace vectoriel X dans Y, R(A), I'image de l'opérateur
A. N(A) le noyau de A tel que
R(A)={yeY :y=Az,et 2€X }, NA) ={reX, Az=0}.

Définition 4. Soient X1, Xy deuz espaces vectoriels de X. On dit que X1, X5 sont
supplémentaires si X1 N Xy = {0}, et X;1+ Xo = X, et X est la somme direct de X,
et Xy et on note X1 b Xy = X.

Définition 5. On appelle opérateur linéaire A : X — Y, toute application telle
queVr,y € X, A(zr+y) = Ax)+ A(y) et Vo € X,a € K, on ait Alax) = aA(x).

Définition 6. On dit qu’un opérateur linéaire A de X dans 'Y est borné s’il existe
un réel ¢ positif pour lequel, pour tout x € X, l'inégalité suivante est réalisée :
|Az|ly < c||z||x. Le plus petit ¢ vérifiant I’égalité précédente est appelé norme de

Uopérateur A, et est noté par ||Al|.

1.1.3 L’adjoint d’un opérateur.

Définition 7. Pour tout opérateur A € B (H), A* désigne l'opérateur adjoint de I’
opérateur A, défini par (Ax,y) = (x, A*y), pour tout x,y € H. Rappelons dans la

proposition suivante quelques propriétés élémentaires.

Proposition 1. Si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés définis sur un es-
pace de Hilbert H, alors leurs adjoints A*, B* sont aussi deux opérateurs linéaires
bornés sur H et les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) 4% = |4

ii) (A+ B)" = A* + B*

ii1) (A)" = aA*,a € C.

iv) (A*)" = A

v) (A" = (A, si A est inversible

vi) (AB)" = B*A*.

N N N /N /N
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1.2 Quelques classes d’opérateurs considérées dans
B(H).

Un opérateur A € B(H) est dit :

Compact, si (Az,, z,) — 0 pour toute suite orthonormée (z,) de H.

De rang fini, si R(A) est de dimension finie.

— Positif, si (Az,z) > 0 pour tout x € H ; on note A > 0.
Auto-adjoint, si A = A*.

projection si A% = A.

projection orthogonale si A2 = A et A = A*.

— Isométrie, si A*A = Iy.

Unitaire, si A*A = AA* = 1.

— Dominant, si R(A—X) C R(A—N)*VAeC.
— Normal, si A*A— AA* = 0.

— Sous-normal, s’il admet une extension normale.

— Quasinormal, s’il commute avec A*A.

— Hyponormal, si A*A — AA* > 0.

— Semi-normal, si A ou A* est hyponormal.

— k-quasihyponormal, si A**(A*A — AA*)A* > 0,Vk € N.

Remarque 3. On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivantes
positifs C autoadjoints C normaux C quasinormauzr C hyponormauxr C k —

hyponormaux

1.3 Spectres, résolvantes et images numériques

Pour A € B(H), on introduit les notions suivantes :
e Le spectre de A est I'ensemble o (A) = {\ € C; A — Al n’est pas inversible}
e [’ensemble résolvant de A est le complémentaire dans C du spectre de A, on le
note o (A) et est donnée par p(A) = {\ € C; A — Al est inversible}
e L’application résolvante de A est lapplication qui a tout A € p(A) associe
(M —A) " etpour A€ p(A)ona Ry(A) =N —A)".
e Le rayon spectral de A est le scalaire

1
r(A) =sup {|A[, A € 0(A)} = lim,, . ||A"||" .

e Le spectre ponctuel de A est 'ensemble 0, (A) = {\ € C; A — Al n’est pas injectif} .
e Le spectre approché ( ou approximatif ) de A est 'ensemble
0, (A)={AeC;3(x,) CH: |lzp]] =1et limy, oo (A— A )z, =0}.
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Définition 8. Pour A € B(H), dans le cas H est un espace de Hilbert, [’image
numérique de l'opérateur A est définie par W (A) ={ (Az,z) ,z € H, ||z|| = 1} .

1.4 Autres définitions et caractérisations des opé-

rateurs sur un espace de Banach.

Définition 9. On dit qu’un espace vectoriel normé E est de Banach si E est complet.

i=n

Exemple : E =R" est un espace de Banach pour la norme ||z|| =) |2,z €

i=1
E.

1.4.1 Algebres de Banach.

Définition 10. On appelle algébre de Banach A tout espace de Banach sur lequel
on définit une deuzieéme loi de composition interne notée multiplication telle que :
1)VA;, Ay, A3 € A

Aq(Ag.As) = (A1.A) As

2)A; (As + As) = A1 Ay + Ay As

VA € C, Ay (MAs) = A (A1.A9)

DAA] < | Ay | Al

1.4.2 Propriétés des algebres de Banach

Théoréme 1. Soit A une algébre de Banach, alors, st A€ Aet| Al <1 la série

> A™ est convergente.
Démonstration Comme
Al <let| AA[=]A <A,
il vient
A" [ <[ A"

en utilisant un raisonnement par récurrence, il s’en suit que la série géométrique de
terme général A™ est normalement convergente, donc convergente puisque B(X) est

un espace de Banach.

Théoreme 2. Si A est un opérateur linéaire continu sur un espace de Banach E,

Vopérateur I — A (I désigne l'opérateur identité sur E) est inversible si || A || < 1.
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Démonstration Il faut montrer qu'il existe B € B (E) tel que (I — A)B =
B(I-A)=Tona(I-A){[I+A+..+ A")=T1— A" et comme | A | < 1, il
vient B =1lim (I + A+ ...+ A"), quand n — oo, posons B, =1+ A+ ... + A"

U

1.5 Propriétés et techniques opératorielles

1.5.1 Commutateurs

Soit F un espace vectoriel normé complexe de dimension infinie.

Définition 11. (1) Un élément X de B (E) est dit commutateur s’il existe A, B de
B (FE) tel que X = AB— BA = [A, B].
(2) Le commutant de A € B (E) est l’ensemble défini par

{A} ={Be B(E): AB=BA}.
3)Le bicommutant de A € B (FE) est l’ensemble défini par
(3)Le b de A (E) [’ ble défini p
{4y ={ceB(E):0B=BCYBE{A}}.

Prolpriétés ;
W{4} ={{ar}
(2) {A} est un sous- algebre fermé de B (E)
(3) {A}H est un sous- algebre commutatif de B (F)
(4) Tout polynéme de A appartient & {A}N.

1.5.2 Similarité

Définition 12. Soient A et B deux opérateurs dans B (E), on dit que A et B sont

similaires si et seulement s’il existe un opérateur inversible Q tel que B = QAQ™".

Lemme 1. Soient A et B deux opérateurs dans B (E), Ry (A), Ry (B) leurs ap-
plications résolvantes respectivement, alors Ry (A) et Ry (B) sont similaires si et

seulement si A et B les sont.

Démonstration Soient A et B deux opérateurs similaires dans B (E) , alors il
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existe un opérateur inversible Q tel que B = QAQ~!. On a

Ry (B) = R, (QAQ™)
= (QAQ ™ A1)
= (@A Q )"
=Q(QA-XQ)™
= QA=A Q™
= QR\(A) Q.

D’ou la similarité de Ry (A) et R, (B). Pour la réciproque on passe aux inverses

dans I’égualité précédente.
O

1.5.3 Propriété de Fuglede-Putnam

Définition 13. Soient A et B € B(H), on dit que la paire (A, B) satisfait (F P)p(m
(propriété de Fugléde-Putnam), si AC = CB ou C € B(H) implique A*C = CB*.

Lemme 2. Si S est un opérateur auto adjoint dans B(H), alors les deuz opérateurs

e et e sont des opérateurs unitaires.

Démonstration Soit S un opérateur auto adjoint dans B(H), alors on a
(€5) = =15 = 775,
donc
(eiS)*eiS — efiSeiS — I et eiS(eiS)* _ eisefiS — [’
de méme on obtient

(€7iS)re™iS = ¢SS = [ et e IS (¢7IS) = ¢~i5eiS = [,

Alors e et ™ sont des opérateurs unitaires.
O

Théoréme 3. Soient A et B deux opérateurs normauz dans B(H), si AX = XB
pour X € B(H), alors A*X = X B*.

Démonstration Soient A et B deux opérateurs normaux dans B(H), tels que
AX = XB pour X € B(H), on peut démontrer par récurrence que A"X = X B"

pour tout entier naturel n . D’ott on peut avoir facilement

ezAAX — Xez)\37
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pour tout nombre complexe A, et par conséquent
X — €iXAX€_iXB.
On définit la fonction f par
f()\) — ei)\A*Xefi)\B*’
en combinant cette fonction par la forme de X donnée par
f()\) _ ei/\A*eiXAXefiXBefi/\B*,
donc par la normalité de A et B on peut écrire

f(/\) _ ez‘()\A*JrXA)Xefi(XBJr)\B*).

AA*+ XA = AA+MA" et (AB+ AB*)* = AB* + A\B,
alors
A + \A*etAB* + \B,

sont auto adjoints, donc d’apres le lemme précédent

6z‘(/\A*JrXA) ete—i(XBJrAB*)
sont unitaires. f(\) est analytique, pour tout nombre complexe A. Le théoréme de
Liouville nous assure alors que f(\) est constante.
On peut donc prendre f(\) = f(0) = X, donc e Xe 8" = X d'ott M X =
XeB" et par conséquent A*X = X B*.

O



Chapitre 2

Quelques types d’équations

opératorielles

Dans ce chapitre on va étudier la solvabilité d'une famille d’équations d’opéra-
teurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert complexe séparable et de dimension
infinie H. On considere I'équation AX — XB = C ou A, B,C sont dans B (H).

2.1 Résultats et définitions utiles

Rappelons que si M est un sous espace vectoriel fermé de H et T' € B (H), alors

T s’écrit selon la décomposition H = M @ M+ comme suit

T — A B 7
C D
ot AeB(M),BeB (Ml, M) ,CeB (M, Mi) et DEB (Ml). Nous rappelons
les propriétés basiques suivantes.
Proposition 2. Soit A un opérateur linéaire borné défini sur H ®H par
A= @ I
S T

alors son adjoint A* est donné par
Ar = @S .
R T~

R
Lemme 3. [42] Si la matrice opérateur g T définie sur H ©H est inversible,

alors 'opérateur S*S + Q*Q est inversible sur H.

18
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2.2 Solvabilité de I’équation AX — XB =(C

2.2.1 Solvabilité de I’équation AX — XB =Y
Théoréme 4. (Bhatia [4]) Soient A et B deuz opérateurs dans B (H), tels que
0 (B) C{z |z] <p}eto(A) C{z|z[ = p},

ot p est un nombre réel strictement positif. Alors pour tout opérateur Y dans B (H)

une solution de l’équation AX — XB =Y est donnée par
X =¥, (A) "y B
Démonstration On démontre que la série
o (AT Y B
est convergente, puis on vérifie que la solution X donnée par ’expression
X = 55, (A) " Y B,
est une solution de notre équation
AX - XB=Y.
Soit le nombre réel strictement positif p qui vérifie
o (B) C{z |z| <p}et o(A) C{z |z = p},

alors

o (A7) C{z ]l < p7'}.

Donc d’apres la formule du rayon spectral on a

AN > 0,Yn > N tel que ||B"|| < pt
et
[A™"| < p~" avec p, < p.
Alors, n > N, on a
[a7=y B < ] amy e
<p Ay
v
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D’ou la convergence de la série

i (A v B

n=0

Vérifions maintenant que
X=Y (A" 'yp"

est une solution de notre équation, on a

AX —XB=A (i (A" YB”) - i (A" 'YB"B

n=0 n=0

= (i (4)™ YB”) — fj (A" ty B!

n=0 n=0
=Y+ (AT"YB"-> (A)T"YB"=Y.
n=1

Une autre forme de la solution de I’équation AX — X B = Y est obtenue par la

considération suivante.

Théoréme 5. (Bhatia [4]) . Soient A et B deux opérateurs dans B (H), leurs spectres
o (A) contenu dans le demi-plan ouvert droit, et o (B) contenu dans le demi-plan

ouvert gauche, alors une solution de ’équation AX — XB =Y est donnée par
X = / e~ Ay Pt
0

Démonstration L’intégrale

/ e~ Aty Bt
0

est convergent [Voir Heinz (22)].
Vérifions que X est une solution de 1’équation AX — XB =Y. On a

AX —XB=A / oAy Bl — ( /Ooe‘AtYeBtdt>B
/ e~ Aty Bt _ —AtOYBeBt) dt
/ ’AtYeBt) dt
= |-e AtYeBt] ~Y.

donc X est bien une solution de I’équation AX — XB =Y.
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Théoréme 6. (Bhatia[4]) . Soient A et B deuz opérateurs dans B (H) leurs spectres
o (A) et o (B) sont disjoints. Si I' est un contour fermé dans plan compleze d’in-

dice un autour de o (A) et zéro autour de o (B), on peut exprimer la solution de
I’équation AX — XB =Y par

X——/Rg (B) dC.

Démonstration Pour tout nombre complexe ¢ on peut écrire

X ((I—B)—(CI - A)X =

Si (¢I — A) et (¢I — B) sont inversibles, on compose par (¢ — A)f1 a gauche et par
(CI — B)™" a droite, on obtient

R (A) X — XRe (B) = R¢ (A) YR (B).

En intégrant les deux cotés de cette derniére égalité sur le contour I' et prenant en

considération le fait que

/RC dc_zmet/RC )d¢ =0

on obtient

X = 271m'/rR< (A) R (B) dC.

Si les opérateurs A et B sont normaux, auto-adjoints ou unitaires, on peut avoir des
formes spéciales des solutions de notre équation AX — X B = Y dans chaque cas.
Si A et B sont tous les deux auto-adjoints, alors iA et ¢B sont auto -adjoints, donc
leurs spectres se trouvent sur la droite imaginaire. Si on veut imiter cette solution,

on doit essayer avec l'intégrale
oo
/ e Ay ePlt,
0

mais cette intégrale n’est pas convergente en générale, c’est pour cette raison on

essaye d’insérer un facteur de convergence f € L' (R). Si on pose

X = /OO e My ePf (1) dt
0

At Bt

c’est un opérateur bien défini pour tout f € L' (R), car on sait que e=** et B! sont

unitaires. Comment choisir f pour que X soit une solution.
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Théoréme 7. [4] Si l’espace H est de dimension finie, A et B sont deuz opérateurs

auto-adjoints dans B (H), tels que leurs spectres o (A) et o (B) sont disjoints. Si f

A N
est une fonction dans L' (R) , telle que f (s) = < (f est la transformation de Fourier
de [ ) pour s € o (A) — o (B), alors la solution de I’équation AX — XB =Y peut

étre écrite sous la forme

+o00 . .
X = / ey B (1) dt,

[e.e]

Démonstration Soient a et 5 deux valeurs propres de A et B avec vecteurs
propres associés u, v respectivement. En utilisent le fait que e”# est unitaire et son

—itA

adjoint est e et A est auto-adjoint, on obtient

<u, AefitAyeitBU> _ <efitAAu’ Yeith>

= e MY (4, Yv).
Avec une considération similaire on obtient

<u, e’itAYe“BBU> = <e’”Au, Ye”BBv>
— ¢ Ao (u,Yv).

Si X = [T ety elBtf (t) dt, alors

(1, (AX — BX)v) = (o = ) {u, V) [ +: ¢M0B) £ (1) dt

A

= (a=B)(u,Yv) f (o= B)
= (u,Yv),

d’ou AX — BX =Y. On a supposé dans les théoremes que I'on a vu auparavant que
les spectres des opérateurs sont disjoints de telle fagon qu’on peut les isoler par une
droite ou un plan, dans la suite on ne va pas exiger cette condition.

O

Théoréme 8. Si l’espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie, A et B
sont deux opérateurs dans B (H) tel que A est inversible, on suppose qu’il eziste
une suite (a,) de réels strictement positifs, si pour tout x de H les séries de termes
générauz (ay) H(A*)_"xHZ et (a;Y)||(0)" z||* sont convergentes, alors pour tout Y
dans B(H) la série Y00 A~"*DY B" est ultra faiblement convergente dans B(H)
et sa limite X est une solution de I’ équation de Sylvester A X — XB =Y.

Démonstration La preuve est analogue a la preuve de la proposition 1.4. dans
[[7] Cassier, J.O.T 2005].
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Soient z,y € H,

‘<Z A_”_IYB”y, x>

mi

mo ma
S $ Z a, <A—n—1A*—n—1$’ x)\l Z a’r_Ll <B*nY*YBny’ y>
mi

mi

gquZan< Amn=t (A9 wza—l B (B)" y,y).

On voit donc que la série 77, <A*(k+1)Yka, y> est de Cauchy, donc convergente
ce qui permet de définir X en posant (Xz,y) = 352, <A*(’“+1)Yka,y>. De plus

avec les théoréeme de Banach Steinhaus, les hypotheses, on voit que

z'ﬂ: A—(k+1)YBk
k=0

sup

Ceci entraine la convergence de 332, A~**DY B¥ pour la topologie faible de B (H).
On vérifie ensuite que X est une solution de I’équation de Sylvester
AX — XB =Y.

Sous les mémes hypotheses du théoreme précédent on obtient ce résultat.

Corollaire 1. 57 l’opémteurY est de rang un (i.e Y = u®u) la solution de l’équation
de Sylvester sera X = Y52, A~y @ (B™)* v

Remarque 4. On obtient le théoréme de Bhatia [4] comme corollaire. En effet si

0(B) C iz |zl <p} et o(A) C{z ]2 = p}

avec p > 0. Alors les séries
> a?" AR (AF)TF ety a2 B* (B*)*
k=0 k=0

sont convergentes pour la norme de B (H) , pourr (B) < a < p. D’otu la convergence

sous les hypothéses du théoréme 8 avec a, = a*"

Théoréme 9. Si l'espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie, A et
B sont deuz opérateurs dans B (H), on suppose qu’il existe une fonction mesurable

strictement positive sur R, telle que les intégrales

+oo
[ e rwar e [T o

sont convergentes pour tout x de H, pour tout Y de B (H), l'opérateur
T Aty B
X = / e My ettt
0

est bien défini et est solution de [’équation de Sylvester AX — XB =Y.
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Démonstration D’apres ([7] Cassier, J.O.T 2005) intégrale X = [ e~ AtY eBldt
est bien définie au sens de Bochner et on a

IX] < ¢ [ ‘”W
<|v] ¢ [ r dtH\/

Comme les intégrales [;F f (¢) He*AtxHZ dt et [;7°°(f ()" ’ ethHQ dt sont conver-

gentes pour tout z de H, alors I' opérateur [;" e~y eP!dt est bien défini pour tout

/ ) eB*tY*YeBtdtH

[y eena]

x de H, on vérifie que X donnée par cet opérateur est une solution de 1’équation
AX - XB=Y.

Remarque 5. Dans ces deux derniers théoremes, nous donnons aussi une estima-

tion a priori de la solution de l’équation AX — XB =Y en fonction deY

Théoréme 10. Si A est un opérateur normal dans B (H), B et C' deux opérateurs
dans B (H). Si la paire (A, B) satisfait la propriété Fuglede-Putnam dans B (H),
alors ’équation

AX - XB=C
admet une solution X dans B (H) si et seulement si
A 0 A C
et
0 B 0 B
sont deux opérateurs similaires sur H & H.

Démonstration Si I'équation AX — X B = C' admet une solution X, alors
I —-X A 0 I X\ [AAX-XB)\ (AC
0 I 0 B o 1) \o B ~\0 B

Par conséquent
A 0 A C
et
0 B 0 B

sont similaires. Supposons maintenant que les opérateurs

(v 5) < (35)
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sont similaires, alors il existe un opérateur inversible

Q R
S T
dans B (H @ H) tel que

(05 (S 7)-(87)(0 %)

(AQ AR):(@A Q0+RB>.

d’ou

BS BT SA SC+TB

Ce qui nous donne apres identification terme par terme
QA=AQ,AR— RA=QC, BS=SA e BT —TB = SC.

En appliquant la propriété de Fuglede-Putnam dans B (H) sur les égalités QA = AQ
et BS = SA, on obtient B*S = SA* et AQ* = Q*A. D’une part A commute avec
Q et QQ* donc avec Q*Q). Et d’autre part, en passant & l’adjoint dans B*S = SA*
on obtient S*B = AS*. Revenons & l'égalité BS = SA, composons a gauche les
deux cotés par S*, il vient S*BS = S*SA mais comme S*B = AS*, on obtient
AS*S = S*SA, d'ou A commute avec S*S, donc avec la somme S*S + Q*, 'inverse

(S*S + Q*Q)_l , commute aussi avec A, de plus, on obtient

(S$*S +Q*Q)C = S*SC + Q*QC
= S*(BT — TB) + Q* (AR — RB)
= Q* (AR — RB) + S* (BT — TB)
— Q*AR — Q*RB + S*BT — S*TB.

Comme Q*A = AQ* et S*B = AS*, il vient

(S*S +Q*Q)C = AQ*R — Q*RB + AS*T — S*TB = A(Q*R + S*T) — (Q*R + S*T) B

d’apres lemme 3, 'opérateur S*S + Q*(Q) est inversible, son inverse commute avec A

. Par conséquent
C=A(SS+Q" Q) " (Q*R+ST)— (S +Q*Q) ' (Q*R+ S*T) B

d’ot la solution

X = (5SS +Q*Q) " (Q*R+ S*T).
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2.2.2 Solution de I’équation de Sylvester AX — XB = C sur
le sous espace Ker (B — \).

Sur le sous espace Ker (B — Al). Si A, B et C sont des opérateurs dans B (H),

tels que o (A) N o (B) =0 et si A est un scalaire complexe alors 1’équation
AX - XB=C
peut se mettre sous la forme
(A— X)X — X (B— ) =C.

Soit maintenant © € Ker (B — AI), alors (A — A) Xx = Cz, alors pour \ € g, (B)
on aura (A € p(A) car o (A)No (B) =0)

Xo=(A=X)"'Cz

et par conséquent la solution de 1’équation
AX — XB = C sur Ker (B — AI) coincide avec (A — XI)™" C c-a-d que l'on a

X |ker(B—xn= (A — A C | Ker(B=AI)-

2.3 L’équation AXB—-CXD =F.

Dans cette section on donne une condition nécessaire et suffisante pour la solva-
bilité de chacune des deux équations AXB — XD = FE et AXB—-CXD = FE, qui
couvrent le cas de I’équation de Stein AXB — X = E, ou A, B, C, D et E sont des
opérateurs dans B (H) .

2.3.1 L’équation AXB—- XD =F.

On remarque que si B est inversible avec une condition sur l'opérateur DB~1

Iéquation AXB — XD = E peut se mettre sous la forme de I’équation de Sylvester.

Définition 14. Deuz opérateurs T, S de B (H) sont dits équivalents, si et seulement

s’il existe deux opérateurs inversibles U et V tels que S = UTV.

Définition 15. Deux couples d’opérateurs (T, Ts) et (S1, S2) appartenant a B (H ) x
B (H) sont dits équivalents, s’il existe deuzx opérateurs inversibles U et V tels que
S; =UT,V pouri=1,2.

Théoreme 11. Soient A, B et D des opérateurs normaux dans B (H), (D peut étre

seulement quasi normal) tels que BD = DB. L’équation

AXB—-XD=F
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admet une solution X dans B (H) si et seulement si les deuz couples

A FE I 0 y A0 I 0
e
0 D 0 B 0 D 0 B
sont équivalents dans B(H & H) .

Démonstration Supposons que X est une solution de 1’équation
AXB — XD = FE. Posons

U= Ix CEtV = IXB.
0 I 0 I

Les opérateurs U et V sont bien inversibles et on a d’une part
I A FE) (I X A FE
0 D) \o I 0 D
(A E+XD
~\o D '

Et d’autre part

Et

Et d’autre part
I 0 Vo I 0 I XB
0 B ~\o0 B 0 I
(I XB
~\o B |’

Réciproquement, supposons qu’il existe deux opérateurs inversibles

(22 (21
S T S T
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tels que
Q R AEY (A0 Q R
S T o D) \o D S A
Q R I 0\ (I 0 Q R
S T o B] \o0o B s T
QA= AQ ,QE + RD = AR/,
SA=DS,

SE+TD=DT,Q=Q ,RB=R,
S =BS

Alors, il vient

et
TB = BT .

Comme QA = AQ et Q = Q', le théoreme de Fuglede-Putnam nous donne
QA* = A*Q. D’on
Q"QE = Q"AR — Q*RD
= Q*ARB — Q*RD
=A(Q'R)B—(Q"R)D
Et S*SE = S*DT’ — S*T'D. Mais on a
BSA=BDS = DBS = DS.

Le théoreme de Fuglede-Putnam généralisé [ voir Weiss 44] nous donne

B*SA* = D*S. En passant 4 I’adjoint, on obtient AS*B = S*D. D’ou
S*SE = AS*BT' — S*T'D
=A(S*T)B — (S*T) D.

On obtient donc

(Q*Q + S*S) E = Q*QF + S*SE
= A(Q*R)B — (Q*R)D + A(S*T) B — (S*T) D

= A((Q*R + S*T)) B — (Q*R + S*T) D.

Par ailleurs, on a

Q' QA =Q'AQ = AQ"Q
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et
S*SA = 5"DS’
= AS*BS'
= AS*S.
. Q R . .
Dot (Q*Q + S*S)A = A(Q*Q + S*S). Comme U = P est inversible,

lopérateur Q*(QQ+S5*S l'est aussi et on a donc (Q*Q + S*S)_l A=A(Q*Q+ S*S)_l )

par suite
E=(QQ+59 " A(QR+S5T)B- (QQ+55) " (Q*R+S5T)D.
= A(QQ+SS) " ((Q*R+ST))B— (Q*Q+5S*S) " (Q*R+S*T) D
= AXB - XD.
Avec X = (Q*Q + 5*S)' (Q*R+ S*T).

2.3.2 L’équation AXB—-CXD =CEFE.

Théoréme 12. Soient A, B,C et D des opérateurs normaux dans B (H), tels que
BD = DB et AC = CA et C injectif avec ImA C ImC, Alors ’équation

AXB-CXD=CFE
admet une solution X dans B (H) si et seulement si les deuz couples
(05) (55« ((32)(53))
0 D)'\0 B 0 D 0 B
sont équivalents dans B (H & H) .

Démonstration Supposons que X est une solution de 1’équation

AXB-CXD =CE.

I CX I XB
U= ¢ et V= .
0 I 0 I
Les opérateurs U et V sont bien inversibles, et on a d’une part
7 A E\ (I CX A FE
o D) \o 1 0 D
[ A E+CXD
R D

Posons
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Et d’autre part

Et

Et d’autre part
C 0 v C 0 I XB
o B)] \o0o B 0 I
Réciproquement, supposons qu’il existe deux opérateurs inversibles
U= @ R et V= Q/ R/
S T S T
Q R AEY [A0 Q R
S T o D) \oD S T )
Q R cC o) (C o0 Q R
S T o B) \o B s T )
Alors, il vient QA = AQ',QE +RD = AR',SA=DS',SE+TD = DT ,QC =

CQ',RB = CR', SC = BS et TB = BT'. Comme QF + RD = AR', il vient
Q*QF = Q*AR' — Q*RD. On a QA = AQ , d’'ou

CQA =CAQ = ACQ = AQC

tels que

Le théoreme de Fuglede-Putnam généralisé nous donne C*QA* = A*QC*. En pas-
sant 4 ’adjoint, il vient AQ*C' = CQ*A. Donc
CQ*QE = CQ*AR — CQ*RD
= AQ*CR — CQ*RD
=A(Q*R)B—-C(Q*R)D
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Et CS*SE = CS*DT' — CS*TD. Mais on a

BSA = BDS'
— DBS'
— DSC.

Le théoreme de Fuglede-Putnam généralisé nous donne B*SA* = D*SC*. En pas-
sant & I’adjoint, on obtient AS*B = C'S*T'D. D’ou

CS*SE = CAS*BT — C'S*TD
=A(S*T)B—C(S*T)D.
On obtient donc
CQRQ+S*S)E=CQ"QE+ CS*SE
=A(QR)B-C(Q*R)D+ A(S*T)B—-C(S*T) D
=A(Q*R+S*T))B—-C(Q*R+ S*T) D.
D’ou
CRQ+S*S)E=A(Q*R+ST))B-C(Q*R+ S*T) D........... (A)

Par ailleurs, on a

CQQA = CQ AQ

= AQ*CQ
= AQ*QC
et
CS*SA=CS*DS
= CAS*BS'
= AS*SC.
D’ou

C(Q*Q+S*S) A= A(Q*Q + S*S)C.

Comme ImA C ImC, d’apres le critere de Douglas (V0ir20) A peut s’écrive sous

la forme A = C'A et I'équation
AXB-CXD=CEFE

devient alors
CAXB-CXD=CE.
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Comme l'opérateur C' est injectif, alors il vient
AXB-XD=F

qui n’est autre que I'équation AXB — CXD = CFE. résolue par le théoreme 11.

Comme

AQQ+S5*S)C= C(Q"Q+ S5*5) A,

alors

CA(Q*Q+ S*S)C =C(Q*Q + S*S) CA.

Mais 'opérateur C' est injectif, alors il vient
AQ"Q+5"S)C = (Q*Q+S*S)CA... (%)
On a d’une part

A=CA, C*’A=CA=AC=CAC.

Mais l'opérateur C' est injectif, alors il vient
CA=AC

Avec (%), il s’ensuit que

A(Q*Q+S5)C = (Q*Q + S*S)CAC.
Comme C' est un opérateur normal et injectif, son image est dense, et part suite

AQQ+89) =(QQ+ 584,

ce qui nous donne

AQQ+ 59" =(QQ+ 59" A
Donc on remplacant A par CA dans 'équation (A), il vient

C(QQ+S*S)E=CA(Q"R+S*T)B—C(Q*R+ S*T) D.

L’opérateur C' étant injectif, on obtient (Q*Q + S*S)E = A(Q*R+ S*T)B
(Q*R+ S*T) D.
D’ou

E=(QQ+88) AR+ ST)B—(QQ+55)" (QR+5T)D

= AQQ+5S) " (Q*R+ S*T) B — (Q*Q + 5*S) " (Q*R + S*T).
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En composant par C' & gauche, il vient
CE=CA
(Q*Q+ 5*S) " (Q*R+ S*T)B — C (Q*Q + 5*S) ' (Q*R+ S*T).
Et par conséquent
CE=A(QQ+5S) " (Q*R+ST)B—C(Q*Q+5*S) " (Q*R+ S*T) .

D’oti on a

CE =AXB—-CXD.
Avec X = (Q*Q + S*S) " (Q*R + S*T)



Chapitre 3
Théorie des inverses généralisées

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K (K=C ou K =R)
et A un opérateur linéaire défini de E dans F. Nous définissons B 'inverse généralisée

de A, par solution du systeme suivant
ABA=A
BAB =B

Ou B est un opérateur défini de F' dans F. Remarquons que le systeme précedent

admet plusieurs solutions.

3.1 Inverse généralisée Intérieure

Définition 16. Soit B : FF — E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse
généralisée intérieure de A, si ABA = A, l’ensemble des inverses de l'opérateur A
est noté par A ou A{1}.

Exemple
11 11 11 11
Soit A = admet B; = 2 2 1. By=1|2? 2?2 | By= 2 2| By=
1 1 11 11 11
2 2 2 2 2 2

N

1 g oo

2
Comme inverses généralisées intérieures. car

N N —

ABlA:11 i1 11
11 -i1 11
(o011 11
~lo 1 11
(11
M1

34
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L’inverse généralisée intérieure n’est pas unique.

Proposition 3. [35] Soit B une inverse intérieure de A, alors
1. (AB)> = AB et (BA)* = BA
2. R(AB) =R (A) et N(A) = N (BA)

Démonstration

1.

ABA=A—=— ABAB = AB
— (AB)” = AB.

ABA = A— BABA = BA
— (BA)> = BA

2. R(A) = R(ABA) C R(AB) C R(A).
N (A) € N (BA) C N(ABA) = N (A).

Théoréme 13. [35] Tout opérateur linéaire admet une inverse intérieure.

Proposition 4. Soit B une inverse intérieure de A, alors (I — BA) est un projec-
teur sur N (A)

Démonstration

(I — BA)> =1 —2BA+ (BA)*
— [ — BA.

(I —=BA)v=v—BAv=v,Yv € N(A) (i.e, R(I — BA) = N (A)).

Proposition 5. Soit B : ' — E une inverse intérieure de A, alors
E=N(A)® R(BA) et F=R(A)® N (AB)

Proposition 6. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. ABA=A
2. (AB)’ = AB et R(AB) = R(A)
3. (BA)> = BA et N (A) = N (BA)
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4. (BA)> = BA et E= N (A)® R(BA)
5 (AB)? = AB et F = R(A) ® N (AB)
6. (BA) = BA et N(A)NR(A) = {0}
Démonstration 1) = 2)
ABA=A=— ABAB = AB — (AB)’ = AB
R(A)= R(ABA) C R(AB) C R(A) = R(AB) = R(A).
Exemple. Soit A:R? — R3, défini par A (x,v,2) = (z,0,0).

B (z,y,z) = (x,y,0) est une inverse intérieure de A

— ABA(z,y,z) = AB(2,0,0) = A(2,0,0) = (2,0,0) = A(z,y,2) .

— N (B) ={(0,0,¢) : c € R};

— N (A) =N (AB) ={(0,b,¢) : b,c € R};
— R(B) ={(a,b,0) : a,b € R}

— R(A) = R(AB) ={(a,0,0) : a € R}

Proposition 7. Soit B une inverse intérieure de A, et soit PP =1 — BA et Q =
AB deuz projecteurs tels que R (P/) = N(A) et R (Q’) = R(A), alors B' =
(I+P-P)B(I-Q+Q) = (2I—BA—-P)B(I-AB+Q') est une autre
inverse de A satisfait [— B A= P'et AB=(Q .

3.2 Inverse généralisée extérieure

Définition 17. Soit B : F — E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse
extérieur de A, si BAB = B [’ensemble des inverses extérieures de l'opérateur A
est notée par A® ou A{2}

1 11 1 1 1
Exemple Soit A= 0 0 0 |[,B=] -1 -1 -1
000 1 1 1
est une inverse extérieure de A, car
1 1 1 1 11 1 1 1
BAB=| -1 -1 -1 0 00 -1 -1 -1
1 1 1 0 00 1 1 1
1 1 1 1 1 1
= -1 -1 -1 1 -1 -1
1 1 1 1 1 1
1 1 1
| -1 -1 -1 |=8B
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Proposition 8. Soit B : F' — E une inverse extérieure de A, alors
1. (AB)* = AB et (BA)> = BA.
2. R(BA)=R(B) et N(B) = N (AB).
3. E=N(BA)® R(B), F=R(AB)& N (B).

Proposition 9. [35] Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. BAB = B,
2. (BA)’ = BA et R(BA) = R(B),

3. (BA)? = BA et ,E = N (BA)® R(B),
4. (BA)? = BA et N(B) = N (AB),

5. (AB)? = AB et F = N (B)® R(AB),
6. (AB)> = AB et N (A)NR(B) = {0}.

3.3 Inverse généralisée

Soit B : ' — E un opérateur linéaire, on dit que B est une inverse généralisée
de A, si BAB = B et ABA = A. Si B est une inverse généralisée de A, alors
Bec AN N A®,

Proposition 10. Tout opérateur linéaire admet une inverse généralisée.

Exemple. On rappelle que C' ([0, 1]) est I'espace vectoriel des fonctions continues
sur [0, 1]. Soit A : C' ([0,1]) — C ([0, 1]) un opérateur linéaire tel que
A(z(t)) = z(t*), on défini B de C (]0,1]) dans lui méme par B (z (t)) = z (ﬁ) .

Nous avons

ABA(z () = AB (z (1)) = A(z (t));
et BAB (z () = BA (z (V1)) = B(z (1)).

Proposition 11. Soit B une inverse généralisée de A, alors ,
1. (AB)* = AB et (BA)> = BA
2. N(B)= N (AB) et N(A) = N (BA)
3. R(AB)=R(A) et R(BA) = R(B).

D’autre part,
E=N(A)@R(B),F=N(B)®R(A).



38 A. Belhadi

Remarque 6. Si B est une inverse généralisée de A, alors AB est un projecteur
sur R(A) et BA est un projecteur sur R (B). On suppose que

E=T®&N(A) et F=R(A)dS.

Soient P et QQ deuz projecteurs sur N (A), R (A) respectivement tels que N (P) =
T,N(Q)=S. Alors le systeme suivant

AXA= A
XAX = X
AX = Q
XA=1-P

admet une solution unique, on le note par Apg.

Démonstration X = (XA) X =(1-P)X =YAX =YQ =YAY =Y.
U

Théoreme 14. [35] Soient P et ) deux projecteurs tels que R(P)= N (A) et
R(Q) = R(A), alors le systéme

AXA=A
XAX = X
AX = Q
XA=1-P

admet la solution unique Apg.

Démonstration X = (XA) X =(1-P)X =YAX =YQ =YAY =Y. ll est

évident que Ap est une solution du systeme
0J

Proposition 12. [3/] Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. B est une inverse généralisée A.

2. (AB)>=AB, F=N(B)®R(A).

3. (BA’=BA, E=N(A)&R(B).

4. (AB)> = AB, N (B)= N (AB) et R(A) = R(AB).

5. (BA)” = BA, R(B)= R(BA) et N(A) =N (BA).

6. B=Brs=A"'"Q ot A=A, [E=T&N(A),F =R(A) &S, tel que Q

est un projecteur sur R(A).

7. B est une inverse intérieure de A, s’il vérifie : BA(x) = z, Yx € T et
B(y) = 0; Vy € S. B(y1 + y2) = B(y) tels que y € R(A);Vya € 5.

8. B=Brgs= (I — P)BQ tels que ABiA = A,
P et Q sont des projecteurs sur N(A) et R(A) respectivement.
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Démonstration On utilise les proposition6 et 10.

Proposition 13. [35] Soient By, By deuz inverse intérieures de A, on pose AB; =
Ql; AB2 = Q27I_P1 = BlA et I—PQ = BQA, Alors
a) BlABQ = AﬁLQQ
A /
b) AP17Q1 - APl,QzAAP2,Q1

Démonstration a) ABiABy = ABy =@y, [ — BiABsA=1— BA=P,.
b) A% o, = BiAB) = (BiAB,) A(B:AB,) = A}, o, AAG, ..

3.4 Inverse intérieure topologique

3.4.1 Inverse droite intérieure topologique

Dans tous ce que suit E et F' sont des espaces vectoriels topologiques R(A) est
la fermeture de R (A) dans F, @ est un projecteur sur F' tels que : Q € B (F) et
R(Q) = R(A). On écrit alors,

F=RA)®S,Gg=R(A)®S=R(A)®N(Q).

Maintenant on considere
A:E— Gget Q@ =Q/Gq.
Si
Bg- :Gg — E

est une inverse intérieure de A et ABy- = )7, alors Bg- est dit inverse droite
intérieure topologique.
Soit B une inverse intérieure de A, si AB est un projecteur (continu) sur R (A) dans

Gg on a par le théoreme 14
Bo-=B(1-AB+ Q")

est une inverse droite intérieure topologique.

Nous utilisons la notation A4 g pour I'inverse droite intérieure topologique.

Proposition 14. [35] Soit Q) un projecteur sur R(A), alors A admet une inverse
droite intérieure topologique si et seulement s’il existe un opérateur linéaire, noté
par Aqq vérifiant

Aig: R(A)® N(Q) — E tel que AAgoA = A sur E et AAyg =Q sur R(A) &
N Q).

Soient E et F des espaces de dimension finie, ouF est un espace de Hilbert et ()

est le projecteur orthogonal sur R (A), alors A admet une inverse droite intérieure
topologique Agg; AAgoA = A sur E (AAyg)" = AAug
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3.4.2 Inverse gauche intérieure topologique

Soit A un opérateur défini sur D (A) C E dans F' tel que E un espace vectoriel
topologique.

Définition 18. Soit D (A) C E , on dit que le domaine de A est décomposable par
rapport au projecteur P € B(E) si D(A) C R(P),Vz € D(A),P(x) € N (A) et
D (A)N N (P) dense dans N (P) Dans ce cas nous appelons C, = D (A) NN (P),
le support de A.

Définition 19. Soit B une inverse intérieure de A, si BA admet une extension au
projecteur (1 — P) € B (E) tel que R(1 — P) = R(BA), alors on dit que B est une
inverse gauche intérieure topologique. Nous utilisons la notation Ay p pour l'inverse

gauche intérieure topologique.

Théoréeme 15. Soit A : D(A) — F un opérateur linéaire. Si U = Ay p, alors
D (A) est décomposable par rapport a P.

Démonstration Vz € N(A),UAz=(1—-P)z=0=Vz € N(A);Pz = z.
Donc, N(A) CR(P). UAz=(1—-P)z=0;Vz€ D(A) = Pz=2—-UAzVz €
D(A) = APz = Az — AUAz = 0;Vz € D(A). Alors, Pz € N(P),Vz € D(A).

Nous avons. R(UA) = N (P). donc, D (A) N N (P) est dense dans N (P).

Théoréme 16. Si le domaine de A est décomposable par rapport au projecteur

P € B(E), Alors A admet une inverse gauche intérieure topologique

Démonstration Soit U’ une inverse intérieure de A, on écrit P' = I — U'A..
Soit P la restriction de P & D(A) Par la proposition 14, U = (2 — U'A — P)U’
et UA =1 — P aussi, R(UA) = N(P) = N(P) N D(A) = Cp , qui est dense dans
N(P)= R(I—P).Si FE et I sont des espaces de dimensions finies, ou E est un espace
de Hilbert, soit P le projecteur orthogonal sur N(A), alors A admet une inverse
qui vérifie : {AA, , A=A, (AA,,)" = AA,,}.

O

gauche intérieure topologique Ay, ,

3.5 Inverse généralisée topologique

Définition 20. Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire, si U vérifie :
1. U est une inverse droite intérieure topologique de A
2. U est une inverse gauche intérieure topologique de A
3. UAU = U. Alors, U est dit inverse généralisée topologique, on le note par

*
P7Q.
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Théoréeme 17. [35] Soit A: D(A) — W un opérateur linéaire, si le domaine de A
est décomposable par rapport au projecteur P € B(FE) et s’ il existe un projecteur
Q sur W, alors A admet linverse généralisée topologique unique (relatif au choix
de P et Q) noté par Ay et vérifie :

1)D(A}0) = R(A) & N(Q),

2R(Apg) = Cy(A),

3)N(Apgq) = N(Q),

4)ApoAr = x — Px, pour tout v € D(A). et

5)AAL gy = QY , pour tout y € D(Apg)..

Théoréme 18. [35] Soit A € B(E, F) on suppose que N(A) admet un supplémen-
taire topologique dans E et m = R(A) admet un supplémentaire topologique dans
F, soit P un projecteur sur N(A) dans E et Q un projecteur sur R(A) dans F,
alors A admet linverse généralisée topologique unique notée par Ap qui vérifie les
conditions suivantes :

1)AAp A=A sur E

2)ApqAAp g = Apg sur F

3)ApgAr =z — Pz, pour tout v € E

4)AAL oy = Qy, pour tout y € F.

Démonstration On définit A} par : Ap Ar = 2; 0 € N(P) Apqy = Ap oy,
Apoye = 0oty = y1 + 1,51 € R(A) et yp € N(Q). Il est évident que l'inverse
généralisée est unique.

O

Remarque 7. A}, dans ce cas est une application continue. Ci-aprés on présente

quelque méthodes de calcul des inverses généralisées.

3.6 Quelques méthodes de calcul d’une inverse
généralisée

3.6.1 Calcul de l’inverse généralisée par factorisation pré-
servant le rang

la méthode se résume dans le lemme suivant.

Lemme 4. [2] Pour toute matrice A de type m x n de rang r, il existe une matrice

inversible a gauche B et une matrice inversible a droite C', de rang r, telles que A =
BC. De plus B'B et CC* sont inversibles. Alors A2 = ¢t (CC*)™" (B'B)™" B".
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3.6.2 Calcul de l’'inverse généralisée par la méthode de la

matrice partitionée

Soit A une matrice sous la forme suivante

Ay A
A 11 A
Ag1 Amx
ou Aj; est une matrice inversible d’ordre r = 7 (A) . un inverse généralisée de A est

auz) _ A0}
0 0

0110 0110
Exemple. Soit A= 1 0 0 1 |.A'=[1 0 0 1
1100 1100
Alors, 7 (A) = 3,
01 1
An=|100
110

1 1
0 0

1 0
402 _ Ay _
0

0 1 0
A =10 -1 1
1 1 -1
0
0 -1 1
1
0
3.6.3 L’inverse généralisée d’un block de Jordan

3.6.3.1 Forme de Jordan

Dans le cas de la matrice non semi-simple (i.e le matrice qui n’est pas trans-
formable 4 la forme T-'AT = D,, ot T est singuliere, D, diagonal ).On peut
transformer Cette matrice & la forme T-1AT = J qui s’appelle forme de Jordan.
Soit A une valeur propre de multiplicité m, les autres valeurs propres sont distinctes.
{A N1 Amg2s -y A} telles que Aty # Atj, @ # -

Soit {1, U, .oy U, Ui 1, U2, -, Un } les vecteurs propres de la matrice A. On
trouve que {Up i1, Umt2, -, Uy } sont indépendantes mais {uy, ug, ..., uy, } ne les sont

pas. Donc la matrice T [uy | w |, ... | U | Umat1 | Umao | ... | w,] est singuliére.
Proposition 15. Si @y, Us, ..., U, vérifient
(A—)\I)’ljl:0,(/1—)\])&1:?]1_1, i:2,3,...,m,

alors les vecteurs {ty, Us, ..., Uy} sont indépendants.
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Démonstration Soit

clﬂl+02ﬁ2+...+cmﬂm:O:>01(A—)\I)171+62(A—)\I)172+...—i—cm(A—)\I)ﬂm:0

— ol + 03’172 + ...+ cmﬂm_l =0............ (1)

= (A= M)l + 3 (A= AD T+ oo+ o (A= AD Ty =0. ..

= c3U; + C4Us + ... + CpUUy—2 =0

= cylly + c5ls + ... + Cplly—3 =0

— cm_lﬁl + Cmﬂg =0

— cmﬁl =0

d’apres 'équation (m — 1) on trouve que ¢, = 0, d’apres ’équation (m — 2) on

trouve que ¢,,_1 = 0, d’apres I’équation (2) on trouve que c¢3 = 0, d’apres ’équation

(1) on trouve que cs = 0 et d’apres I’équation initial on trouve ¢; = 0 donc les vec-

teurs {uq, Uz, ..., Uy, } sont indépendantes. Ce que vérifie (A — AI) uy = 0, (A — AI)

U; = Ui—1, 1= 2,3, S, m.

Proposition 16. La matrice T qui est définie parT = [ty | @ |, ... | U | Ut | Umso | . | U]
est non singuliére (i.e admet une inverse T—1 ), et vérifie T—YAT = J qui s’appelle

forme de Jordan, tel que J est définie par :

AN O

0 A
J = 0

0 0

0 0
c ... .. 0
0
A O
A
Amal 0
A 0
0 i
0 . A

tel que o prend les valeurs 0 ou 1.

Définition 21. Une matrice carrée d’ordre n de la forme

A1 0 0
0O A 1 0.0
0 ... 0 X 1
0 ... . 0 A

est dite bloc de Jordan correspondant d la valeur propre X,, on le note par J, (\).

(2)
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Lemme 5. Tout bloc de Jordan J,()\), a un {1,2} — inverse J? (X\) tel que

J(1,2) ()\) _ Jﬁl ()‘) pour A 7é 0
" ] JEN) pour A = 0.

3.7 Solution du systeme linéaire AXB =C

Théoreme 19. [2] Soit A € C™*", B € CP*9,C € C™*, soit l’équation matricielle,
AXB=C
consistent si et seulement si pour toutes inverses généralisées AV, BN on a
AANCBYB =C
dans ce cas la solution générale donne sous la forme
X =AWCBY + Y — AWAY BB,
pour tout élément arbitraire Y .
Démonstration
Si AAVCBYB =C
est vérifiée, alors X = AWCBW est la solution de I'équation AXB = C. Inverse-
ment, si X est solution de I’équation AX B = C, alors
C=AXB=AAWAXBBYB = AA°BAVB.
D’autre part, soit X solution de I’équation AX B = C, alors
C'=AXB=AAVCBYB + AYB — AAVAY BBYB = A(AWCBY +y — AV AYBBY) B
alors en déduire que
X =A0CBW +Y — AW AY BB

tel que Y € B(H) est arbitraire, est une solution de 1’équation C' = AX B.

3.8 Inverse généralisée de Moore -Penrose

Ce genre d’inverses généraisées sont plus importantes, car elles conservent une
bonne partie des propriétés, telle que 'unicité de I'inverse, les propriétés de symétrie
et beaucoup d’autres qui sont tres utiles en algebre linéaire, analyse numérique et
dans diverses applications. L’inverse de Moore- Penrose est une généralisation de la
notation de l'inverse qui contient I'inverse des matrices non carrées ou une matrice
de déterminant nul, ces matrices ne sont pas inversibles, au sens classique. Cette
méthode a été fournie la premiere fois par Aickm Moore en 1920 et Roger Penrose
en 1955.
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3.8.1 Inverse de Moore -Penrose d’un opérateur

Soient Hy, Hy des espaces de Hilbert

Proposition 17. Soit A € B(Hy, Hy) et R(A) = R(A), il existe une inverse géné-

ralisée unique de A, on le note par AT, qui est solution de systéme suivante :

AXA=A..(1)
XAX = X...(2)
AX = Priay .- (3)
XA=1—Pyiy ..(4)

AT est appelé inverse de Moore -Penrose de I'opérateur A..

Démonstration N (A) et R(A) sont des sous espaces H; fermés dans H; et Hs,
alors ils existent deux projecteurs orthogonaux Pya)y et Preay sur N (A) et R(A)
respectivement, tels que H; = N (A) & N (PN(A)> = N(A)@®NA" Hy= R(A®
N (PR(A)> =R(A®R (A)L par proposition (19), AT existe et est définie par :
At (y) =0; Yy € R(A)” et AT (y) = (AR(A*)>71?J§ Vy € R(A).
Soit A € C™" (C), on définit AT : C" — C™ par At (y) =0; Vy € R(A)*
et AT (y) = (A R( A*)>_1 y, Vy € R(A). Remarquons que AT est une inverse généra-
lisée de A.

0

Proposition 18. Soit A € (C™"), alors
1. At Az =0,Vz € N (A) et ATAz = z,Vx € R(A*) = R(A").
2. AATy =0,Yz € R(A)" et AAty =y, Yy e R(A).
3. AT A est un projecteur orthogonal sur R (A*) = R(A") dans C™.

4. AT A est un projecteur orthogonal sur R(A) dans C.".

Démonstration

1. Ax=0,Vz e N(A) = ATAz =0,Vz € N(A) et Vz € R(A); Vx € R(A")
-1
At Az = (Apan) Az =¥z € R(A7).

Vye R(A)" = Aty =0;Vy € R(A)
— AATy =0,Vy € R(A) et Wy € A*
n ~1
— Ay = (AR(A*)> Y

— AAYy = A(Apas) y=1y.
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3. Nous avons R (ATA) = R(A™T) appliquons 1) on trouve AT A est un projec-

teur de R (AT) dans C™. Soient x,2" € C"nous avons © = x| + 29,2 =
Ty + Ty, tels que a1, 1) € N (A) et xy, 7, € R(A*).

<A+Ax,xl> = <A+A (21 + x9) , 27 + ff/2>

Donc (ATA)" = AT A.
4. De méme facon, nous montrons que AA™ est un projecteur orthogonal sur
R(A).
Définition 22. Inverse généralisée de Moore : Si A € C™", alors A" est
l'unique inverse généralisée qui vérifie les équations suitvantes :
1. A+A == PR(A*)
2. AAY = Pra
Définition 23. [2] (Inverse généralisée de Penrose ) Si A € C™", alors AT est la

solution unique du systeme suivant

AXA=A.. (1)
XAX = X...(2)
(AX)* = AX...(3)
(XA = XA..(4)

Théoreme 20. Les deux définitions précédentes sont équivalents

Démonstration Supposons que A*A = Pras) et AAT = Ppay, on a ATA
et AA* sont des projecteurs orthogonaux . D’autre part, AYAAY = PpanAt =
PreanyAT = A", Enfin A" est une solution du systeme (3.1).

Réciproquement, si AT est une solution du systéme (3.1), alors , nous avons ,
AATA = A = AATAAT = AAT
2
—> (A4")" = AA*
par proposition (1) on a (ATA)" = ATAet R(ATA) = R(A") = R(A*).

Donc AT A = Pp(asy. De méme facon, nous montrons que AAT = Pg(a).
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Proposition 19. L’inverse AT est une solution unique du systéme (3.1).

Démonstration On suppose que Af, AT deux inverses de Penrose de A, alors

Af = AfAAT

— ATAAS = ATAATAAS

= (ATA)" (A3A)" 4f

= (A) (A]) () A7) 43

= (A) (A7) AF = (AFA) AF
— AJAAS = AS.

Théoréme 21. Soit A = BC une décomposition de rang mazimal, alors AT =
C* (B*AC*) ' B*.

Démonstration On doit d’abord montrer que B*AC* est réguliere, or
B*AC* = B*BCC* = (B*B) (CC*) 'ou B*B et CC* sont des matrices carrées de
rang plein donc régulieres, B* AC* est donc réguliére et a pour inverse (B*AC’*)_1 =
(cc*) ™ (B*B)"' X = (CC*)"H(B*B) ™", il est élémentaire de vérifier que X satis-

fait les quatres propriétés. L'unicité de la pseudo inverse entraine X = AT,
OJ

Exemple

0

0 11 —1
L ,B:( )
01 -1

11

BA_(1 1 —1)
01 —1

A:

0
1
1| = ( 0 8 ) = (BA)", depuis BA est hermitienne
1
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et idempotente, on a

At = (ATA)_l AT

Et

Dot A*B* # (BA)".

Proposition 20. Soit A € C™™(C),\ € C, alors
1. (AN =4
2. (AH) = (A9
3. (ANA)T = AT\t tels que si A # 0, alors A\t = T et si A =0, alors \T = 0.
4. A* = A*AAT = ATAA*
5. At = (AFA)T A* = A* (AA%)T
6. (A*A)T = AT (A"
7. (UAV)T = V*AtU*, tels que U et V sont des matrices unitaires.

Démonstration

1. Vo € R(A*) s <A+ +ZE = (AR(A*))_IZL‘ = X.
Et V2 € (R(A*)" (At)" 2 =0, Donc (47)" = A.

-1 —1\ * . ,

2. Vo € R(A*),(A) Ty = (A}‘{(A)) y = ((AR(A*)> ) = (A")"y. D’autre
part, N ((A%)") = (R(A))*5 N ((A%)") = (R(47))" = (47)".

3. évident

4. AT AA* = PgaryA* = A*, puisque AT A et AAT sont des projecteurs ortho-
gonaux sur R (A*) et R (A) respectivement.
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5. A*(AA)T = A (AT) AF = AATAY = (ATA) AT = ATAAT = AT
Dautre part (A*A)" A* = A% (A7) A" = AT (AAT)" = ATAAT = A*,

6. 11 suffit de vérifier que la matrice A (A*)" est une solution du systéme

X (A*A) X =X
(A*A) X (A*4) = A
(X (A*A))" = X (4*4)
(A*A) X)* = (A*A) X

(51)

7. il suffit de vérifier que la matrice V*A*U* est une solution du systéme

X(UAV)X =X
(UAVV) X (UAV) = A
(X (UAV))* = X (UAV)

(UAV) X)) = (UAV) X

(52)

Proposition 21. Soit A € C™", alors
1. R(A) = R(AA™T) = R(AA¥).
R(AY) = R(A*) = R(ATA) = R(A*A).
3. R(1— AAt) = N (AA") = (R(A *A))*
R(1—AYA)=N(AtA) = N(A) = (R(A*)".

3.9 propriétés algébriques de I'inverse de Moore-

Penrose

1. L’application A — AT est une involution,
2. ATA, AAT auto -adjoints (ortho projecteurs ),

3. La régle de + — simplification : Pour tout opérateurs X et Y,
si ATAX = ATAY, alors AX = AY. En effet

ATAX = ATAY = AATAX = AATAY
— AX = AY.

4. L’inversibilité de ATA + al,, AAT + al,, pour tout a > 0 : Comme A+A
(resp. AAT ) est un projecteur, alors, ses valeurs propres sont 0 ou 1, det
(AtA+al, )=0< a=—1ou 0. Par conséquent, Voo > 0, det (AT A+al,
)#£ 0, ce qui signifie que AT A+al, (resp. AAT+al,, ) est inversible. Toutefois,
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si A est une matrice carrée, on a AAT -AtA # I sinon, AAT =ATA + I est
inversible. D’autre part, AA" est un projecteur, ce qui implique AAT = I, A"
est 'inverse & droite de la matrice A, ce qui exige d’étre de rang maximal, et

que AAT = ATA = I. Par conséquent, nous avons I = 21, ce qui impossible.

+
Remarque 8. Pour prouver que A", pour k = 0, (A+)k = (Ak) n’est pas

vral pour toutes les matrices, nous allons donner un contre exemple.

1 —1 1
Exemple On considére A = ( 0 0 ) ,alors A2 = A, AT = % ( . 8 )

et (42)" = A* tandis que (A*)* = TAT

3.10 Résolution des équations et systémes des opé-

rateurs en utilisant I’inverse de Moore-Penrose

3.10.1 Solution de I’ équation d’opérateurs AXB = (C

Théoréme 22. [38] Soient A, B et C des opérateurs dans B(H) L’équation
AXB=C
est consistent si et seulement si pour certains AT,BT, on a
AATCBT*B=C,

dans ce cas la solution générale est donnée par X = ATCBT +Y — ATAY BB™ tel
que Y € B(H) est arbitraire.

Démonstration Si AATCBTB = C est vérifiée, alors X = ATCB™" est la solu-
tion de ’équation AX B = C. Inversement, si X est solution de I’équation AXB = C,

alors
C=AXB=AA"AXBB"B = AATCB*B.
D’autre part, soit X solution de I’équation AX B = C, alors
C'=AXB=AA*"CB*B+AYB— AA"AYBB'B = A(A"CB* +Y — A"AYBB') B
alors en déduire que
X =AtCBt+Y — AtAYBB™

tel que Y € B(H) est arbitraire. Eet une solution de I'équation C' = AX B.
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3.10.2 Solution de I’équation d’ opérateurs de la forme A* X+
X*A=18B

Soient H et K des espaces de Hilbert et B (B, K) l'ensemble des opérateurs

bornés de H dans K, on note par B(H) = B(H, H). Nous donnons un opérateur

AeB(H,K),B e B(H) ,on peut cherché de solution X € B (H, K) de I’équation :
A*X + X*A = B.

Théoreme 23. [18] A € B(H,K) inversible, et B € B(H). Alors, il existe une
solution X € B(H, K) du l’équation A*X + X*A = B. si et seulement si B = B*
avec X = %(A*)_1 B+ ZA, tel que Z € B(K) vérifie que Z* = —Z

Démonstration Si on pose X est solution de ’équation A*X + X*A =B
B=AX+X"A= B*= (A*X + X*A)"
= (X*A)" + (A X)"
= A" X+ X*A
= B.
Si on pose
B=B"=AX+X"A
= A (X)X (A
= (X*A) + (A"
= (A"X + X*A)"
par d’autre part
AX+XA=B=—= (A)"AX+(A) ' X*A=A)"B
— X4+ (A) ' X*A=(AY)""'B
— X =(A")"'B-(4")7'X*4
et

(AT X =(A)T'BAT XA = X = (A) ' B4+ (AT B—(A) 7' X*A

—_

=_(A)'B+

(A BAT = (A% X*) A

— N

= - (A)"'B+

(A7 X XA - (A X*) A

=N NN
()

(A" B+ (XA — (497 x*) A

\V)

(A "B+ ZA,

N RN RN RN RN~
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avec, Z =1 ((XA_l) — (A7 X*), on peut facilement démontre que Z* = —Z7.

)= )

) - < X))

y (<A*>*>* + (A7) x)
((a)) + (a) x)
((XA—l) — (4! X*)

<
-

e N
—~
S
D>
L

l\D\»—t[\')\»—tw\r—k[\')\r—\
|
=
>*

N l\DM—‘/T\
>
>*

Théoréme 24. [18] Soit A € B(H, K) de rang finie, et B € B(H). Alors, il existe
une solution X € B(H,K) de l’équation A*X + X*A = B, si et seulement si
B=DB*et(I—ATA)B (I — ATA) = 0. Si les conditions nécessaires et suffisantes
sont satisfaites, alors la solution de [’équation A*X + X*A = B, prend la forme
suivant : X = $(AT)"BAYA+ (A")"B(I —ATA) + (I — ATA)Y + ATAZA tel
que Z € B (K) verifie que A*(Z+Z*)A =0, etY € B(H, K) est arbitraire.

Démonstration On suppose que X € B (H, K) est une solution de 1’équation
A*X + X*A = B, puisque

(I—ATA)B(I—A*A) = (I - A*A) (A*X + X*A) (I — AT A)

= (I = ATA) A X (1= ATA) + (1= ATA) X*A (T - AT A)

= (A= AATA) X (T - ATA) + (I - ATA) X*A (I - AT A)

= (4" — (44 ) VX (I—ATA) + (I - ATA) X*A (1 - AT A)
(A* (AATA)) X (1 - ATA) + (I — ATA) X*A (I — ATA)

Inversement, d’apres la condition (I — ATA)B (I — ATA)=0,ona:

(1 - A+A) B (1 - A+A) -0 (B - A+AB) (I - A+A) =0
& B—BATA— ATAB+ AYABATA =0
& B=DBATA— AYAB + ATABATA

alors, nous démontrons que

X = ; (A+)* BA*A + (A+)* B(I—A*A)+ (I - ATA)Y + ATAZA
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est une solution de I’équation A*X + X*A = B.
On a

A*X = ;A* (A+)* BATA + A* (A+)* B(I—AYA)+ A (I - ATA)Y + A" ATAZA

_ ; (A*A) BATA+ (AYA) B(1 - AYA) + (A(1 - A%A))"Y + (447 4) 24
_ ; ATABAT A+ ATAB (I — A*A) + (A(I - AYA))'Y + 424
_ ;AJFABA*A CAYAB — ATABATA+ A*ZA

et

XA = B (A*) BA* A+ (A*) B (1 - A*A) + (1-ATA)Y + A*AZAT AA
_ ; ((ar) BA+A)* A+ ((a) B(1- A+A))* A+ ((1-ara)Y) A+ (ATAzA) A
_ ;AJFABA*A +(1- A+A)* BATA+Y* (I-ATA) A+ A" Z* (A+A)* A
_ ;AJFBAA*A £ BATA— AATBA*A+Y* (I — AA*) A+ A*Z*AAYA
- ;AJFBAA*A 4+ BATA— AAYBATA + A*Z* A,
donc

A X + X*A = ;A+ABA+A VATAB — AYABATA + A ZA + ;AJFBAA*A + BATA — AA*BA*
— AYAB — AYABAYA + BAYA + A*ZA + A*Z* A
— B+ A (Z+ 294
= B,

car

A (Z+Z*)A =0,



Chapitre 4

Inverse de Drazin : Définitions et

propriétés

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés autour de I'inverse
de Drazin.

Définition 24. Soit A une matrice carrée, A € C™", le plus petit entier positif k
tel que R (Ak“) =R (Ak> , s’appelle indice de A, et on le note par ind(A) = k.

Définition 25. Soit A une matrice carré d’indice k. L’inverse de Drazin de A est

une matrice carrée notée AP, qui satisfait les conditions suivantes,

APA = AAP
APAAP = AP
APAKHL = AKX telk = ind(A)

Définition 26. Soit A une algébre, A € A est inversible au sens de Drazin, s’il

existe un élément B € A satisfait les conditions suivantes.

AB = BA
BAB =B
A— ABA € N(A)

Définition 27. Soit A une algébre de Banach, A € A est inversible au sens de

Drazin d’indice k, s’il existe un élément B € A satisfait les conditions suivantes :

AB = BA
BAB =B
AR = AKBA.

Proposition 22. Soit A une algébre,A € Aest inversible au sens de Drazin d’indice
k, B € A est linverse de Drazin de A, alors A— ABA € N(A) est équivalent a
AF = A*BA..

o4



Solvabilité de certaines classes d’équations d’opérateurs dans des espaces de Banach 55

4.1 Groupe inverse

Définition 28. [2/ Siind (A) = 1, alors AP est noté par A7, on A7, est dit groupe

inwverse.

Définition 29. Le groupe inverse d’une matrice carrée A est une matrice carrée

notée A7, qui satisfait les conditions suivantes

A7 AAT = A7
A7A = AA7
AATA = A.

Proposition 23. Soit A est idempotent, alors A = A7.

Démonstration Soit A est une matrice idempotent, alors

A= A2A7 = AA7 = A(A7)?A
= (A7) = AA7)?
— A7

Théoréme 25. [2] Soit A € C™", alors A7 si et seulement si rang (A) = rang
(4%)

Démonstration Si rang (A) = rang (A%?) = ind (A) = 1 = A7 existe. Si

AZexiste => A?A7 = A
— R(4%) = R(4)
= rang (A) = rang (AQ)

Théoréme 26. [37] Soit A € C**™ une matrice d’indice 1, alors rang (A) = rang
(47).
Démonstration On a
rang (A7’£) = rang <A7AAA7$> < rang (AA7£) <rang(A), ... (1).
et
rang (A) = rang (AA7£A) < rang (A¢A) < rang <A7é> . (2),
d’aprés (1) et (2) on a
rang (A7£) = rang (A).

Corollaire 2. Si A € C"™"™ une matrice non singuliére, alors ind (A) = 0.
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Démonstration Soit A € C™*" une matrice non singuliere, alors

rang (A) = rang (I,) = n = rang (A) = rang (A°) = n = ind (A) = 0.

Corollaire 3. Si A est un élément idempotent, alors ind (A) = 1.
Démonstration
A est idempotent == A=A
= rang (A) = rang (Az)
= ind (A) = 1.
Théoréme 27. [37] Si A € C™™ une matrice symétrique d’indice 1, alors A7 =
(47)’
Démonstration Comme A7 est un groupe inverse de A, et A = A*, alors
(47)" A= (4%) A
= A" (A7) = A(47),

(47) 4 (a7) = (47) 4 (a47)
= ((47) 4 (a7))" = (47) = 4%
A(A7) A=A (a7) A&
= (A(47)A) =4 =4
Corollaire 4. Pour toute matrice A € C"*", telle que ind (A) =1, alors
(4#)" = A
Lemme 6. Soit A une algébre, et A, B € A, si B € {A} et BAB = B, alors pour
tout k € N, (A — BAB)" = 0 si et seulement si A¥ = A¥BA.

Démonstration
(I — BA)® = (I — BA) (I — BA)
— ] - BA— BA+ BABA
=1 —-BA—-BA+BA=1-BA

et A¥=AFBA & AF — AFBA =0

= AF (1 - BA) =
¢¢ARU'_BAk
& (A(I - BA)" =

& (A— ABA)" =
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O

Lemme 7. Soit A une algebre, A € A et B une inverse de Drazin de A, alors si A
est d’indice k, alors A est d’indice k + 1.

Démonstration Supposons que A € AP est 'ensemble des éléments de A qui

admet une inverse de Drazin, et B est une inverse de Drazin de A d’indice k

AR — AAF = A (AkBA) — AA*BA = AF1BA.

Corollaire 5. Soit A une algébre de Banach A € A et B est une inverse de Drazin
de A, alors, si A est d’indice k, alors B est d’indice [, tel que | > k.

Proposition 24. AP est une inverse de Drazin de A d’indice k, alors

k+1

AF (AD) — AP,

Démonstration

4.2

10.

11.

A (AD)'“+1 -y (AD)’“ AP = (AAD)k AP — AP AAP — AP,

Propriétés de I’ inverses de Drazin

. Si A est inversible = ind (A) = 0.

Si A est une matrice non singuliere, alors ind (A) = 0.

AP A et AAP sont des projecteurs sur R (A).

. R (AD) =R (Ak), N (AD) = N(AF), tel que ind (a) = k.

Si A est idempotent, alors A = AP,

(AD)D = A si et seulement si ind(A) = 1.

((AD)D>D _ AP,

(AP = (4P)".

. (AHP = (AP)!] pour tout [ =1,2,3, .....

Si A d’indice k, alors (Al) d’indice 1 et (Al);”é = (AD)l.
Si A d’indice k, alors R (AD) =R (A’) N (AD) =N (Al), pour tout [ > k.
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4.3 Autres propriétés de l'inverses de Drazin

Lemme 8. [/6] Pour tout opérateur A € B(H),R(A) est fermé si et seulement
sl existe X € B(H) tel que AXA = A.

Lemme 9. [6] Soit A € B(H), s’il existe un entier positif k et un opérateur X
€ B(H), tel que AX = XA, XAX = X et A¥1X = A*, alors
R (Ak) =R (Ak“) et R (Ak> est fermé.

Démonstration En général R (Ak“) CR (Ak) , puisque A1 X = AF implique
que R (A¥) € R (A1) done R (AF) = R (A1), comme AX = XA, XAX = X
et

AF = ALY = AFX A
= AFXAXA = AFX2A2 = A*X2AAX A
= AFX3A3 = . = AFXF AP

D’apres le lemme précédent R (Ak> est fermé.

Lemme 10. Soit A € B(H) et ind(A) = k. Si AP est linverse de Drazin de A.
Alors R (AD> =R (Ak) .

Démonstration Comme

AP AAP = AP
et
AAP = AP A,
on trouve
AD _ Ak (AD)k—i-l

alors R (AD) CR (Ak) D’autre part AAP = AP A et A*1 AP = A on peut écrire
AR = AMIAD alors R(AY) C R(AP). Donc R(AP) C R(AY), et R(AY) =
R(AP). O

Théoréme 28. [37] Si A € C*™, tel que ind (A) =k, alors ind (A) = ind (A*).
Démonstration Comme ind (A) = k, on a par définition rang (A’““) = rang (Ak> ,
(A") = ()",
et

rang(A) = rang (A*),
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ce qui entrainent

rang(A*1) = rang ((Ak“)*)

= rang ((A*)k+1>
et
rang (Ak) = rang ((Ak>*) = rang ((A*)k) .
Ce qui implique rang(A*)*™! = rang(A*)*, alors ind (A*) = k.
Théoréme 29. Si A € C**", tel que ind (A) = k, alors,
rang (A) = rang (AD) .
Démonstration D’autre part, on a
rang (AD) = rang (ADAAD)
< rang (AAD)
< rang (A),...(1).
Et d’autre part
rang (A) = rang (AADA>
< rang (ADA)
< rang (AD) ..(2).
D’apres (1) et (2) on déduit que rang (A) = rang (AD>.
Corollaire 6. Soit A € C"*"™, une matrice, telle que ind (A) =k > 1, alors,
ind (A) = ind (AT).
Démonstration Comme ind (A) = k implique rang (Ak“) = rang (Ak), d’apres
la formule ((4)")" = ((4)7)" ona ((4)*1)" = (47",

((A)k)T = ((A)T)k et rang (A) = rang (AT) implique
rang (AkH) = rang ((AHI)T)
= rang ((4)")"".

et

rcmg Ak = rcmg( )

ang ((4)")"

alors on trouve rang ((A)T> L = rang ((A)T) qui implique ind (AT> ind (A) =
k.
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Théoréme 30. [34] Si A € C*™™ une matrice hermitienne d’indice k alors,
ind (A) = ind (A*) = ind (AA*) = ind (A*A).
Corollaire 7. 5i A € C™*" une matrice normale d’indice k, alors,
ind (A) = ind (A*)
= ind (AA*) = ind (A*A) .
Théoreme 31. Si A € C™*" est une matrice symétrique d’indice k tel que k > 1,
alors, AP = (AD)T.
Démonstration Comme A est une matrice symétrique, alors A = AT
(A7) A= (aP)" AT = (a4P)" = (aPa)"
(a0’
= 4(4a)",

() A ()" = (42)" ()
- ()’ = (a0’

a8 (49)" = (ar) (40"
_ (Ak+1>T (AD)T _ (Ak-i-lAD)T
- () = () =

Théoréme 32. [35] Si A est une valeur propre de A € C"*" alors % est une valeur

propre de AP.
Démonstration )\ est une valeur propre de A alors

Az =Mz, (z #0) = AP Az = \APz
— AAPz = \APz
— APAAPz = NAP APz
— APz = NAP APy
— y=MAPy tel que y= APz,

1
AD — Y.
= ) )\?J

Lemme 11. Soit A une algébre, l'inverse au sens de Drazin de tout élément A € A

est unique.
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Démonstration Soit A et B une inverse de Drazin de A d’indice k;, C' une
inverse de Drazin de A d’indice ky. Si k1 < ko, alors C' est d’indice k.
On a

B = BAB = B(AB)"™ = BFt1 Ak
= BRI ARCA = BT AR (CA)

2t phatl g2ka+1 ket

C =CAC
= (CA)"2 cAR2Cht! = AR (BA) CPH!
_ Akg (BA)kQ Ck2+1 _ Bk2+1A2k2+10k2+1.

Donc B = (), alors l'inverse de Drazin de A est unique.

4.4 Méthode de factorisation

Cette méthode est utilisée pour trouver I'inverse de Drazin d’une matrice carrée

singuliere.

Lemme 12. [2] Soient B et C € C™" pour toute factorisation A = BC; on a
AP = B[(CB)P]*C.

Démonstration On remarque que pour toute matrice carrée A et k entier posi-
. D m D m—n . + D n .
tif, nous avons (A ) A”z(A ) , 81 m > n. EtA”m(A ) =A" sim>k

et k = ind (A). Nous allons montrer que (BC)” = (BC)"*! ((BC’)D>I€+2. En effet

k+2

(BC)F! (<BC)D) _
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4.5 L’inverse de Drazin et la puissance

Lemme 13. Soit A une algebre, A € A. On dit que B est une inverse de Drazin de

A si et seulement si B* est un groupe inverse de A* dans A

Démonstration On suppose que B est une inverse de Drazin de A € A., nous

montrons que B* est un groupe inverse de A* dans A alors
AFB* = (AB)* = (BA)" = B*4*
et B¥ = (BAB)" = B*A*B*
et A¥ = AFT'B = A% (BA)
— A¥ (BA)" = A*B*AF.

Inversement, on suppose que pour tout k¥ € N, A¥ admet un groupe inverse tel que
# . . .
(Ak) = (O, alors CA*~! est une inverse de Drazin de A d’indice k. On a

A (CA’“”) — cA*

= (cAF1) 4,
et
(cAF1) A (CcAF ) = cabe AR
= CAFlet
et

AF (CA’“*) A = AFC AF
— Ak,
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Corollaire 8. Soit A,une algébre, si A € A est inversible au sens de Drazin d’indice
D k

k, alors A* est inversible au sens de Drazin d’indice [,1 > 1, et (Ak) = (AD) , et

AP = (A")D A" pour tout n € N,

Démonstration Soit A € A inversible au sens de Drazin, d’apres le lemme 13,

on a A¥ admet une groupe inverse, tel que

(4" = (4 = (a7
- ()
= (a7)"

i) Puisque A"A = AA™, on pose C = (A”)D,

AAP = A(A)P A
= ACA™ ! = CAA" = (CA ) A= AP A,
ii) APAAP = (CA"Y) A(CAVY) = CAC At = CAM 1 = AP,
ii1) Soit ind (A™) = k et | = nk, puisque A"A""1 = A" 1A" on a
Al+1 (CAn—1> — Ank—l—l (OATL—I)

— Ank—l—lAn—lC«

— (An)k‘—i-l C

= (A" = Al
Nous remarquons que l'indice de 'inverse de Drazin de A" est déterminé uniquement

par celui de A.

Lemme 14. [2/] Supposons que A, B et C € B(F) satisfaisant ABA = ACA.
Alors AC' est inversible au sens de Drazin si et seulement si BA est inversible au
sens de Drazin. Dans ce cas on a :

i) lind (AC) —ind (BA)| < 1,

i) (BA)” = B ((AC)P)" A et (AC)” = A((BA))" C.

Théoréme 33. [2/] Supposons que A, B et C' € B (FE) satisfaisant ABA = ACA.
Soit n,m € N.

1. Si (AC)" est inversible au sens de Drazin, alors (BA)™ est inversible au sens

de Drazin. Dans ce cas on a :
(BA™P = B((AC)")Y? A(BA)™™ ', sin>m+1

et

m+2—n

(BA™” = B[((AC)")"] A(BA) D= g <m 4+ 1.
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2. Si (BC)" est inversible au sens de Drazin, alors (AC)™ est inversible au sens

de Drazin. Dans ce cas on a :

et

((AC)™)? = A[((BCY""]

(ACY™P = A((BCYYP C (AC)"™™ " si n>m+1

m+2—n
Be (AC)=DmH=n) gy < m 4 1.

Démonstration (i) Si n > m + 1 d’apres le théoreme et le lemme précédents

on trouve

(BA™" =

((B4)7)"
<B ((ac)?)’ A)m
:B ((AC)D)QA: :B ((AC)D)QA] [B ((A0)?)

2

A

B ((40)")" 4] |BAC a;Z;)D)SA] B((a0)”) 4| [B((a0)”) 4] .. B ((40)")

2

(m—2) fois
B ((40)")" 4] [cac ((a)?) 4] B ((a0)”)" 4] B ((40))" 4] .. | B ((40)?)

2

(m—2)fois
2

:B ((AC)D)Q] {(AC)Q ((AC)D)gA} [B ((AC)D)QA} [B ((AC)D)QA} [B ((a0)P)’ .

(m—2)fois

:B ((AC)D)3A] [B ((A(J)D)QA] [B ((AC)D)QA} [B ((a0)?)

2

A

(m—2)fois
B((40)")""" 4
B ((AC)”)" (AC)" ™1 A
B((AC)")” (AC)" ™t
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Sin >m+ 1 dapres le théoreme et le lemme précédents on trouve
(BA)™?” = ((BA)®)
_ <B ((AC)D)2A>

m+1—n

(AC)"MP [((ACy? (Ac)" " A
}m”—” (AC)m=Dm+1l=n) 4
} A (BA)("—l)(mH—n)

m+2—n

(77) La preuve est similaire & (7). Le résultat suivant concerne les expressions
explicites pour le pseudo inverse de Drazin de A et (A)", les deux termes 1'un de

l'autre.

Théoréme 34. [2/]

1. Soit A € B(E) et n € N. Si A" admet un pseudo inverse au sens de Drazin,

alors A admet un pseudo inverse au sens de Drazin et APP = (A™)PP An—1,

2. Soit A€ B(E) etn € N. Si A admet un pseudo inverse au sens de Drazin,
alors A™ admet un pseudo inverse au sens de Drazin et (A™)P” = ( ApD)n.
De plus ™A < ind(An) < A 4 g

Démonstration On suppose que A™ admet un pseudo inverse au sens de Drazin
B = (A")"" et on montre que APP = BA™ 1.
(i) on trouve (BA" ') A(BA™" ') = BA"BA"! = BA"!.
(i7) Soit C' € {A}. Alors CA™ = A"C, puisque B € {A}"(A),BC = CB. Donc
C(BA"1) =

B(CA™™ Y = (BA™ ) C,

par conséquent BA"! € A" (A).
(ii1) Soit ind (A™) = k et | = nk, puisque A"A"™t = A"~1 A" nous trouvons

Al+1BAn—1 — Ank+1An—1B — Ank+nB

Aussi, on peut en déduire que @ < ind (A™). Pour prouver que ind(A") <
ind(A)

L2 41, aussi nous laissons ind (A™) = k. Alors nous allons montrer que ind (A) >



66 A. Belhadi

nk —n, on pose ind (A) < nk —n, il vient

(An)k (An)pD . (An>k—l _ Ank—n+1An—1 (An)pD . Ank—n
— Ank—n+1 (ApD)nAn—l o Ank—n
— Ank—n+1ApD . Ank—n c J(A)

Ce qui est contradiction avec I’hypothese.
(2) Supposons que A admet une pseudo inverse de Drazin et soit B = APP. En-
suite, nous avons (A")*” = B", évidente, on a : B*A"B" = B", et A"B" = B"A".
Soit ind (A) = m et ¢ est un nombre satisfait ¢ > . Puisque AB = BA et
BAB = B, A"tmA" — A" = AMBA — A™ € J(A) . Alors, (A")" (B") — (A")? =
Aramm AmAn (B — AnaTm A = Ana—m (Amtnpn . Am) ¢ J (A), la preuve et ache-
vée.

De méme, le pseudo inverse de Drazin de A™ est déterminé uniquement par celui
de A.

Lemme 15. [2/] Si A,B et C € B(FE) satisfaisant que ABA = ACA. Alors AC
est pseudo inverse au sens de Drazin si et seulement si BA est pseudo inverse au

sens de Drazin. Dans ce cas on a
1. |ind(AC) —ind(BA)| < 1.
2. (BAYP = B ((ACY")" A et (AC)™ = A((BAY™)  C.
Dans le cas de 'algebre de Banach et la présence de ABA = AC'A. Nous donnons

dans le théoreme suivant une expression explicite pour le pseudo inverse de Drazin

de (AC)" et (BA)™.

Théoréme 35. [2/] Soient A,B et C € A tels que, ABA = ACA, et n,m € N,
alors

(1)
1. Si (AC)" est pseudo inversible au sens de Drazin, alors (BA)™ l'est aussi.

Dans ce cas on a :

((BA)Y™PP = B((AC)""P A(BA)"™ ' si n>m+1,
(BA)™ =B [((A)”)pD}’””‘”A (BA)™ DOy cm 1

2. Si (BC)" est pseudo inversible au sens de Drazin, alors (AC)™ , lest aussi.

Dans ce cas on a

((AC)™PP = A((BA)"P C(AC)"™ " si n>m+1,
((AC)™)™ = A[((BAY"™P]" " € (AC) "I iy < 1,
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Démonstration Nous appliquons la preuve du théoreme 33 a la pseudo inverse
de Drazin, en utilisant le théoréeme 34 et le lemme 15. Dans le théoréme suivant,
nous donnons une expression explicite pour I'inverse généralisée de Drazin de A en

fonction de A™.

Théoréme 36. [2/] (1) Soit A € B(E) et n € N. St A" admet une inverse généra-

1sée de Drazin, alors A admet un inverse généralisée au sens de Drazin e
[ de D , al A admet [ de D t
AgD — (An)gD An—l

(2). Soit A€ B(FE) et n € N. Si A admet une invere généralisé au sens de Drazin,

alors A™ admet une inverse généralisé au sens de Drazin et
(AP = (A9P)".

Démonstration (1) Supposons que A™ admet une inverse généralisée au sens
de Drazin et soit B = (A™)?”. Ensuite, nous avons

AgD — (An)gD An—l
= BA" .

Comme dans la preuve du théoreme 34, nous obtenons

(i) (BA" ') A(BA™1) = BA" ! et

(i) BA™ ! € {A}.

(7i7) Puisque b est une inverse généralisée de Drazin de A". p=1— A"B est idem-
potent et commute avec A. Donc (pA)" = pA™ est quasi nilpotent. Soit C' € {pA}'.
Alors C™ € {(pA)"} et (I — (pA)" C™) = (I — pAC) (I + pAC + (pAC) + .. (pAC’)"_l)
est inversible,donc I—pAC est inversible. par suite A—A (BA" ') A= (I — A"B) A =
pA est quasi nilpotent.

Lemme 16. [2/] Soient A, B et C € B (E) tels que ABA = ACA. Alors AC' admet
une inverse généralisée au sens de Drazin si et seulement si BA admet une inverse

généralisée au sens de Drazin.Dans ce cas on a
(BAY'™® = B ((AC)"™")" A et (ACY"” = A((BAY™) C.

Dans le cas d’algebre de Banach et sous I’hypotheése ABA = AC A, nous donnons

dans le théoréme suivant une expression explicite pour 1’ inverse généralisé de Drazin

de (AC)" et (BA)™.

Théoréme 37. [2/] Soient A, B et C € A tels que ABA = ACA, et n,m € N.
(1) Si (AC)"™, admet une inverse généralisée au sens de Drazin, alors (BA)™ [lest

aussi. Dans ce cas on a
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(BAY™? = B((AC)M)P A(BA)"™ sin>m+1,
m+2—n
(BAY™P = B[((AC))|" " a(BA)IT i < 1,

(2) Si (BA)" admet une inverse généralisée au sens de Drazin, alors (AC)™ [lest

ausst. Dans ce cas on a

(ACY™P = A((BAM  C (A" sin>m+1,
((AC)™P = A[(BA"P]" " € (AC) I Gin < 1,

Démonstration Nous appliquons la preuve du théoréme 34 de I’ inverse géné-

ralisée de Drazin, en utilisant le théoréeme 33 et le lemme 18.

4.6 Représentation de ’inverse de Drazin par une

matrice bloc

Soit A une matrice donnée sous la forme suivante

(1)

Le résultat suivant donne linverse de Drazin AP en termes de inverse de Drazin

d’un produit de sous matrices.

Théoréme 38. Si A € C™*" est une matrice bloc définie par

A:(o B);
C 0

telle que B € CP*" 7P et C' € C"P*P, Alors l'inverse de Drazin de A est

AD:( o (BC)DB>
C (BC) 0

de plus si ind (BC) = s, alors ind (A) < 2s + 1.

Démonstration
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ADA:( ’
C(

AP AAP

Alors AP satisfait
Soit ind (BC') = s

A25+2AD —

d’apres [12] indA < 2s+ 1, et X = AP,

Lemme 17. S: U

Lemme 18. SiV

Lemme 19. S5 B

BC)”

(BC)’ B
0

0 B
c 0

e d)

0

C (BC)”

BCP (BC)
0

(BC)” B
0

0 B

o)(coo

C(BC)’ B ) ( C (BC)”
(BC)” BC (BC)” B

0
-

AAP = AP A et APAAP = AP,
0

) ( C (BC)”

(BC)**(BC)’ B
0

(BC)*B )

) — A28+1.

0
€ C™™ est une matrice quelconque, alors

)

C (BC)”

(BC)” B
0

|

|

0
C (BC)” BC (BC)”

0 (BC)” B
C (BC)” 0

(Bc)s+1
0

0
(CB)S—H

0
(CB)*™' ¢ (BC)”
0
C (BC)*™ (BC)”
0 (BC)* B
C (BC)* 0

() = (UP)".
e C™™ et W € C™™ alors
VW2 =v (wv)))’ w.
€ Crx=p) O e C=P*P_ glors,

(BC)” B=B(CB)".
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Démonstration On a

d’apres le lemme 19 on aboutit & (CB)” €' = € (BC)” . Par utilisation du lemme

17, on trouve une autre représentation de A”.

Corollaire 9. Soit A € C™*" une matrice donnée par

A::(o B)’
C 0

alors

D . (BC)” B

C (BC) 0
B 0 B(CB)”

\ cBO” 0
B 0 (BC)” B

~\ (cB”cC 0
B 0 B(CB)”

~\ (cB”cC 0

Nous terminons cette partie, avec quelques cas particuliers pour A”. Dans le

corollaire si A est non singulier, alors B, C' sont nécessairement non singulieres et la

1
formule de ce corollaire réduit & A~! = ( BO1 CO ) :

Si BC' est nilpotent, alors (BC)D , AP est égal A zero.
Si C' = B* € C"P)*P tel que rang (B) < p, alors BB* est singuliére et hermitienne,
ind (BB*) = 1. Aussi A est hermitienne et ind (4) = 1, dans ce cas, AP = A7 = AT,

A7 est un groupe inverse de A, AT est une inverse de Moore Penroose de A).

0 (BB*)" B
B*(B*B)* 0

_ 0 B*+ _A+
\B*r o | T~

AD



Solvabilité de certaines classes d’équations d’opérateurs dans des espaces de Banach 71

4.6.1 L’indice de A et ’indice de BC.

Le résultat dans cette partie nous indiquons l'indice A en fonction de l'in-

dice de BC' et l'indice BC pourrait étre exprimé en fonction de l'indice de C'B.
0 B BC 0 :
Soit une matrice A donnée par A = ( ,), A? = ( ) LAY =

C 0 0 CB
(BCY 0
0 (CBY

0 (BCY B
(CB) C 0

0 (BCY B
C (BCY 0

0 B(CBY
(CB)Y C 0

A2+

Donc,
rang (A2j) = rang ((BC)j) + rang ((C’B)j) : (4.1)

et
rang (Asz) = rang ((BC’)j B) + rang (C (C’B)j> : (4.2)

Lemme 20. SiU € C™* V € CH*" et W € CP, alors rang (UV ) +rang (VW) =
rang (V) 4+ rang (UVWV).

L . 0 B _ :
Théoréme 39. Soit A = ( o 0 ) et tel que ind (BC) = s > 1. Alors, ind (A) =
2s — 1, 2s ou 25 4 1.

Démonstration d’apres le théoreme 39; ind (A) < 2s+ 1, et le lemme 19.

rang (B (C’B)‘%l) + rang ((CB)‘F1 C) < rang (CB)*~" + rang (BC)®

< rang(CB)* ' +rang (BC)*".

Siind (BC) = s, I'utilisation de (4.1) et (4.2) nous donne rang (A*¥~1) < rang (A%=2),
et ind (A) > 2s — 2, donc, ind (A) = 2s — 1, 2s, ou 2s + 1.
U

B
Théoréme 40. Soit A = ( g 0 ) , et ind (BC) = s > 1. Alors, ind (A) =2s—1

st et seulement si
i vang (BC)" = rang ((BC)"™ B) ctrang (CB) = rang () ) On
it) rang (BC)® =rang ((CB)S_l C’) et rang (CB)® = rang ((BC)S_I B) ‘
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Démonstration D’apres le théoreme 42 ind (A) > 2s — 1, et par l'utilisation

(4.1),(4.2), on trouve rang (A*) = rang (A*~!) si et seulement si
rang (BC)® 4+ rang (CB)® = rang ((BC’)S_1 B) + rang ((C’B)S_1 C’)

Lemme 21. Siind (BC) = s, alors

Les deux égalités satisfaisant

t = rang (CB)*™ < rang ((BC)® B)
< rang (BC)* =t

et

t = rang (CB)*™ < rang (C (BC)?®)
< rang (BC)® =t,

d’apres lemme 20
rang (C' (BC)®) + rang ((BC)® B) < rang (BC)® + rang (CB)**",
aussi

2t < +rang (CB)*™
= rang <A2k+2)
< rang <A2k+1) = 2t.

Donc, rang (CB)*™ =1t.
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0
Théoréme 41. Soit A =

, telle que ind (BC) = s > 1. Alors ind (A)

2s si et seulement si ind (CB) = s et l'un de deux assertions sont stisfait.
(i) rang (BC)® < rang (BC)* ™' B ou,

(i1) rang (CB)* < rang (CB)* ™' C.

Démonstration Soit t = rang (BC)”, et ind (A) = 2s + 1. Alors d’apres

preuve du théoréme 45, si t < rang (BC)’. D’apres le lemme 21 rang (C'B)

s+1

rang (CB)* C = rangC (BC)® = t. Donc, rang (CB)® > rang (CB)* C.

Exemple 1
000 1 0
000 1 =2
A=[0 0 0 -1 1
1 11 0 0
112 0 0
1 0
-1 1 L
00 —1
(B’ =10 0 -1
0 0 1

00 0 1 -1
00 0 1 -1

) =100 0 -1 1
00 -1 0 0
00 0 O

Exemple Soit A € C™7 une matrice donnée par

0 0 0
0 0 0
0 0 0
A=]11 1 0
0 -1 1
0 0 -1
10 0

(e 0)

O 0o o0 o~~~ O

o 0o o0 o~ oo

R R R e R R
Il

o O O O O =

la
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1 1
-1 00 1 0 1 0 —1 0
BC=| 1 100 =11 0 1
0 0 -1
0 110 0 —1 0
1 0 0
-1 0 -1
(BCY’=| 0 =2 0
-1 0 -1

Nous avons vu que rang (BC) = rang (BC)* = 2 et ind (BC') = 1. Alors,

0 1 0
(BC)? = (BO)Y" =1 =1 0 —1
0 1 0

0O 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 -1 -1 -1

AP ( ’ (BC);AB):l —01 ? —1éé 8 8

C (BC)” 0 2

11 00 0 0

0 -1 00 0 0

0O 1 0 0 0 0 0

4.7 Résolution des équations et systemes en ap-

pliquant I’inverse de Drazin

4.7.1 Solution de ’équation 2’ + Az = f

Soit 1'équation différentielle (F) 2’ + Az = f La solution générale est donnée par

— e—At (f e—Atf (t) dt) 7
Si A une matrice inversible, alors [e 4'dt = A7'e™* + G, G est une matrice de

n X n, si A une matrice non inversible, pour étudier le probléme nous utilisons les

théorémes suivantes.

Théoréme 42. [15] Si A une matrice singuliere A € C™", d’indice k, AP est
l'inverse de Drazin de A, alors,

A AQ A k—1
/eAtdt = APeAt 4 (1 - AAD) [[Jr i —t?’ + .+

k—1
5 P Rel

(4.3)
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Démonstration
jt (ADeAt +(1—AAP) [] + gt - /31!21&2 + ft?’ + o+ A;lt’“—ll + G.)
= AP A + (1 - AAP) l] + ;1 + 1;1!2752 + 1;1!3153 + ot (k:l)!t’f—l]
= [l + ft + gfﬂ + ;1!3#” + o+ (;i_ll)!t’f*] = ™

Corollaire 10. Si f (t) est un vecteur constant (i.e., f(t) = b), alors ’équation

t + Az = [ admet une solution de la forme.
v={AP 4 (1—AAPYE [T+ 4t + 42+ 460+ . + 47 b,

Démonstration La solution de I’équation =’ + Az = b est donnée par

2

3 k—1
r=c A (/ e_Atdt> bh=e A (ADeAt + (1 — AAD) t ll + 1;115 + A—tQ + A—t?’ +.. 4 A t’HD

3! 4! k!
A A2 A3 Ak-1
_ D _ D 2 3 k—1
_{A +(1 AA)t[I+2t+3!t+4!t+...+ ot Hb

4.7.2 L’équation différentielle Az + Bx = f,avecAB = BA

Théoréme 43. [15] Soient A et B € C™", deux matrices singuliéres, telles que
AB = BA, alorsy = e_ADBtAADq est une solution de U'équation Ax' + Bx = 0 pour

tout vecteur q.
Démonstration Soit y = e~ 4"B*AAPq, alors

Ay = —AAPBe "B AAP
— —Be A"PAAP AAPq
= —Be_ADBtAADq = —By.

Corollaire 11. Si AB = BA et APAf = f, alors
y = e_ADBt/eADBtf (t)dt
est une solution particuliére de Uéquation Ax' + Bz = .
Démonstration Soit y = e~ A" Bt [ ¢=A"Bt (t)dt et APAf = f, alors,
Ay = —AAP Be= A" Bt / e APBLE (1) dt + f (1)

— —Be A" / e APBLAAP £ (t)dt + f (1)

— —Be A" / e AP () dt + f (1)

=—By.+ f(t).
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Lemme 22. [15] Soient AB = BA et N(A)N N (B) ={0}, alors
(I—AAP) BB = (I — AAP). (4.4)

Démonstration Supposons que AB = BA et N(A)NN (B) = {0}, soit A

a=r|? Yl
0
tel que J est inversible, N* = 0. Soit
p-r| B Bl
B3 By
Si AB = BA, alors
[ ] B, B
ap=r1|? O || B B | p
0 N B; By
| OB B
0 N || B; By
| IBIB ]
-~ " | NBy; NB,
[ B, B
pa—r| B Blpap| ) 0
B; B, 0
| B BN
| B3J BuN '
Si AB = BA, on obtient
ByJ = .JBy,NBy, = ByN,JBy = ByN et NBs = BsJ. (4.5)

est satisfait, alors J¥By = Bgﬁ, on trouve By = 0 aussi J* est inversible. aussi

BsJk = ]’\}%Bg, on trouve
0 0 -1
0 I

BiBP 0

B;=0.BBP =T
’ 0 B,BP

T et (1 - AAD) =T

Si B, est inversible, alors BY = B;!, donc

0 0 B,BP 0
(I—AAD)BBD:T -7 | P -1
0 I 0 B,BP
.
=T T*1:(I—AAD).
0 1
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Si N =0, N(A) NN (B) = {0} implique N (By) = {0}. Si N # 0, supposons
quil existe v # 0 tel que v € N (B,). Alors N?v € N (B,) pour tout entier p > 0
NB, = B,N et comme N est nilpotent il existe un entier [ non négative tel que
N ! # 0, mais N ' = 0. Ce qui implique 0 # N v € N(A) N N (B), donc
contradiction. Alors N (By) = {0}. et By est inversible.

Théoréme 44. [15] Si AB = BA et N(A)NN (B)= {0}, alors
y=e 4" 4APq g€ C" (4.6)
est une solution générale de 1’équation Az + Bz = 0.

Démonstration d’apres le théoreme précédent, on a y = e=APBt AAD g pour tout
y est une solution général de I’équation Az" + Bz = 0. Nous démonterons que y est
une solution, alors (3), (4) sont satisfaites pour f = 0. Comme N (A)NN (B) = {0}

donc B est un et un seul rang de N ( par lemme 22). Alors
0 = N*zy+ NF'Baxy = N¥' Bua,.
donc N*~1z, = 0 implique
0= NF-lz, = ~BN*2p,,

on continue de le méme maniere, on trouve Bxy = 0, Nzo = 0 et (] — AAD) T9 = 0,

D’ou xo = 0 et x = x; d’apres (7), nous obtenons

= e "By — «=A"Btg pour tout ¢

x1
donc

=1z, = AAPx, = e A"BLAAP ¢ pour tout q.

Théoréme 45. [15] Si AB = BA et N(A)N N (B) = {0}. Soit k = ind(A). Si
f e C™, alors I’équation

Az +Bx = f
admet une solution particuliere,
+ k—1 n
r = AP A" B / AP (s)ds + (I — AAP) Y (~1)" (ABP)"BPf. (4.7)
@ n=0

tel que a est arbitraire.
Démonstration Supposons que AB = BA et N (A)NN (B) = {0} . Soit

xy = AP e AVBL [T APBLf (6 g,
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et
1y = (I — AAP) SE2) (—1)" (ABP)" BP )
alors on peut démontrér que

Az, + By = (AAP) f (4.8)

Azy+ By = (I — AAP) f (4.9)
on a r = x + Ty, premierement nous démontrons (6)

Awy = A(=APBxy + APe 7P Bl g (1))
= —AAP Bz, + AAPf
= — By + AAPS,

Nous démontrons (7)

k—1

Azl =A (1 - AAD) S (-1)" (ABD)” BP fintD)

B(g;2 —BDf)

= —Buy+ (I - AAP) 1.

Théoréme 46. [15] Si AB = BA et N (A)NN (B) = {0}, alors la solution générale
de Uéguation Ax' + Bx = f, est donnée par

k—1
v = e ABAAP gL AP AT / CeATBLE (5) ds+(I— AAP) S (—1)" (ABP)" B2 1™,
a n=0

(4.10)

tel que q est un vecteur constant, k = ind (A), et a est arbitrer
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Corollaire 12. St AB = BA et N (A) NN (B) = {0}. Alors il existe une solution

2 (0) = z¢ de l'équation Ax' + Bz = f, si et seulement si

w0 = AP Ag+ (I - AAP) kf (=1)" (AB”)" B £ (0),

n=0

pour tout vecteur q et xy est unique.

4.7.3 L’équation différentielle Az + Bzx = f

Dans cette section nous étudiions les conditions nécessaires et suffisantes de ['uni-

cité de la solution de l’équation Ax' + Bx = f.

Lemme 23. Soit ¢ un nombre tel que (cA + B) est inversible. Alors (cA+ B)™" A
et (cA+ B)™' B commutent.

Théoréme 47. L’équation
Az + Bz =0,

admet une solution unique avec une condition initiale si et seulement s’il existe un

nombre ¢ tel que (cA+ B) est inversible.

Démonstration On suppose que (cA + B) est inversible. Alors
N (A)N N (B)=1{0}, donne

N(A) =N ((cA+B) " A) et N(B)=N ((cA+ B)"' B).
Donc
(cA+ B)™" Az’ + (cA+ B)"' Bz =0, (4.11)
admet une unique solution d’apres le théoréme 44, il est claire que 1’équation
(cA+B) ' Az' + (cA+ B) "' Bz =0
est équivalent a
Az’ + Bx = 0.

Inversement, supposons que (cA + B) n’est pas inversible pour tout nombre c. Alors
pour tout ¢ il existe un vecteur ¢. tel que (cA 4+ B) ¢, = 0, donc z, = e*“p, est une

solution de ’équation Az" + Bz = 0.
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Théoréme 48. supposons que Az + Bx = 0 admet une solution unique vérifie le
condition initiale. Soit ¢ un nombre tel que (cA + B) est inversible on définit A, B,C

par
A=(A+B)"A,B=(cA+B) 'B,f.=(cA+B)""f.. (4.12)

Soit k = ind (;l) Alors léquation

Az’ + Bz = f,
x(0) =z

a une solution si et seulement si xy est définie par

ro= A%+ (1- AAP) S (L1 (ABP) BPFO (), (419

n=0

pour tout vecteur q. et une solution particulier

o o k-1 o
x = APe A"B! /t e Btf (s)ds + (1= AAP) " (—=1)" (ABP)" BPf™, (4.14)
a n=0

tel que a est arbitrer. La solution générale de ’équation Ax' + Bx = f, est donnée

par
DB+ + ~ _apE, [t b= =+ <y SN =
z=e  AAPq+ APe AP / A Btf (s)ds + (1— AAP) Y (-1)" (ABP)" BP ™,
a n=0

(4.15)

tel que q € C".

Théoréme 49. Soient A, B deuz matrices dans C™™ tel que(cA + B) ™" existe pour
tout c. Alors AP A, APB,, AP (cA+ B)™" ,BP (cA+ B)™", APBP et ind (ﬁc) sont

indépendants de c.

Démonstration Puisque A.B. = EZC, il est clair que ZCD (cA+ B)_1 , ED (cA+ B)_1

et ind (Ac) sont indépendants de ¢. Supposons que (AA + B), (cA + B) sont inver-
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sibles. Alors
AP(MA+B) ™ = |M+B)” ] (A +B)™!

(A +B) (cA+ B)(cA+ B) " A]” (34 + B) ™

[
[
:[ A+ B) (cA+ B)~ )1(0A+B)_1A} (AA+B)"
{ (MA+ B)(cA+ B)” )1EC}D(AA+B)‘1

— AP

[()\ (cA+B) " A+ (cAt B) B)l]D A+ B)™

= AP (A(cA+B) ' A+ (cA+ B) "' B) A\ A+ B)™
= AP (cA+B)"" (M +B) (M +B)™!
= AP (cA+ B)™!

Donc AP (cA+ B)™" est indépendant de ¢, de la méme maniére nous démontrons

que Ef’ (cA+ B)_1 est indépendant de ¢, pour tout entier k
_ 4 _k

rang (A’i) = rang {()\Ac + BC) ! AC]

= rang {()\Ac + Bc) - fllj}

= rang (;1’;) ,

donc ind (Zlc) est indépendant de c.

4.8 Calcul de l'inverse de Drazin en utilisant les

valeurs propres

Dans cette section nous montrons que l'inverse de Drazin peut étre calculée
si les valeurs propres sont connues. Supposons que zero est une valeur propre de
multiplicité [, et les autres valeurs propres distincts de zero A\; sont de multiplicités
n;, i =1,2,...,r. Alors, si m = ny +ns + ... + n,, nous avons m + [ = n. Considérons

le polynome caractéristique de dégrée n — 1

p(A) = A (a0 + ad + o+ o V) (4.16)
pour déterminer les coefficient de ¢ (A). Nous résolvons les m équations suivantes.
1
1 /
VIR (\i) (4.18)
D™ (-1 e
S Bk LY (\i) (4.19)



82

Théoréme 50. Si p(\) est défini par (14) et (15), alors AP = p(A).

Exemple
1) Soit

c(A) =X (AN +51+1)
I’équation caractéristique de C' est
A 4+5A+1=0,1=—-)\2-5),
ATh=-\-5,

A 2= B5A 1l —1=—5(-A—5)—1=51+24

p(\) =27 =5+24\""1
=5+24(—)\—5)
= —24)\ — 115

AP = A%p(A) = A2 (—24A — 115).

2) Soit
cA) = N+ XN+ AN+ A+ 1),
puisque
AZLMEN X+ A+1=2=0
donc
AN =1, A% =1,
p(A) =X =22 AP = A%p(A) = A*
3)Soit,
cA)=MA-1)°
pA) =27 =1+ (-1
tel que

A=1)°%=0
En utilisant le théoreme binomial, nous avons

p(N)=1-5A—1)+15(1—1).

A. Belhadi
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AP = Alp(A) = A [1-5(A—1) +15(A—1)*]

4) Considérons ’équation différentielle homogene

Az’ + Bz =0,
tel que
1 0 =2 0 1 2
A= -1 0 ,B=1| —-27 —-22 —-17 (4.20)
2 3 2 18 14 10

A et B sont singuliéres et ne commutent pas. Puisque A + B est inversible, on pose

c¢ = 1, on multiplie

Az’ 4+ Bx =0
par (A+ B)™" on trouve

Az + Bx =0 (4.21)
tel que

A=(A+B)'AB=(A+B)'B

-3 -5 —4 o5
A=-16 5 =2 et§:§ —6 —2 2 (4.22)
—2 2 10 3 -2 7

il existe une unique solution si et seulement si le vecteur initial x (0) satisfisant
(1-AAP)z(0) =0, (4.23)

les valeurs propres de A et B sont (0,1,3) et (0,1, —2) respectivement. On trouve

—927 —41 —28 X 24 19 14
AD=2—7 54 77 48 etézﬁ 24 —16 -8 |. (4.24)
927 —34 —14 12 5 -2

Par utilisation de 1’équation

(1= AAP)z(0) =0
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on peut calculés
9x1 (0) + Tx5 (0) + 523 (0) =0 (4.25)

puisque, les valeurs propres de —AP B sont {0,0, %} Alors

| s 1—eit 21—t 21 (0)
r(t)=e a0 = 0| 0 B8 16(1-c¥) | | @ (0) | (4.26)
0 13(ei*—1) 26ei—1 25 (0)
tel que
21 (0) , 22 (0), 25 (0)
vérifiant

921 (0) + T (0) + 55 (0) = 0.

maintenant, considérons I’équation non homogene suivante

Az’ + Bx =b.,
tel que
1 0 -2 0 1 2
A= -1 0 2 ,B=| =27 —-22 -—-17 (4.27)
2 3 2 18 14 10
1
et b est un vecteur constant défini par b= | 2 |. Multiplions Az + Bz = b. par
0
(A+B)",
on obtient
Az’ + Bz =, (4.28)
tel que

A=(A+B)"A B=(A+B)"'B,

~11

- 1

b:(A+B)_1b:§ 20 |- (4.29)
~10
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Si le vecteur initial satisfait les conditions pour trouver la solution unique.d’apres le
théoréme 48 la solution est donnée par la formule

~p - ~p=, [t pm~ e —
v (t) = e A"BLAAP g 4+ AP~ AV Bl / e'"Plhds + (1 — AAP) BPb. (4.30)
0

Dans ce cas A est d’indice 1. Si on pose ¢ = 0 on trouve
(1—AAP) (x(0) - B"b) =0 (4.31)

qui est une condition nécessaire et suffisante de 'existence de la solution initiale
x (0) . utilisons (24) pour avoir

91 (0) + 725 (0) + 525 (0) + 1 = 0. Puisque b est constant..L’intégrale (23) peut
étre évaluée a I'aide de la formule (1) . puisque AP B, A, B sont indices un. La formule
(1) est simplifiée

geZDgtgds = {ADE (engt — ]) + (I — flﬁDED)}B

lévaluation de (34) donne

z(t) = e A7Bt (z (0) = B”b) + B”b + AP (I — BBP) th.

En substituant (26) en (23) et en simplifiant, nous trouvons la solution

2 (1) = —1186? (22 (0) + 225 (0)) — gxz (0) — ;lxg (0) - ; _t
2 (1) = —gegt (22 (0) + 225 (0)) — 193:52 (0) + ng (0) + ; Lo,
25 (1) = —ﬁegt (22 (0) + 25 (0)) — gxg 0) — ;lxg (0) — 190 ¢

Ou z; (0) a été éliminée en utilisant (28) .



Chapitre 5

Solvabilité des équations
d’opérateurs en utilisant I’inverse

de Drazin

Dans ce chapitre on utilise quelque propriétés principales, on trouve les solutions
des équations des classes des opérateurs avec nouvelles conditions. Dans tout ce que
suit, on note par A I'algebre de banach et AP Iensemble des éléments de A qui

admet ue inverse de Drazin, p et ¢ sont idempotents, A, B € A .

5.1 Quelques lemmes et propositions utiles.

Lemme 24. [17] Pour A, B € A, les assertions suivantes sont satisfaites
1. Si AB = BA, alors APB = ABP
2. 8i AB= BA =0, alors (A+ B)”? = AP + BP.

Lemme 25. [/9] Si A, B € AP tels que AB = BA, alors AB € AP et

((AB)” = APBP = BPAP

Lemme 26. [8] Si A, B € A, tels que AB € AP, alors BA € AP et
(BA)” = B((AB)")” A,

Lemme 27. [15]
1. Soient A, B € A, alors (I — AB) € AP, si et seulement si (I — BA) € A”.
2. Soient A,B € AP etp? =p € Asi Ap = pA, Bp = pB, alors Ap+,B (I —p) €
AP et (Ap+ B (I —p))” = APp+ BP (I — p)

86
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Proposition 25. Soient A, B,C € A tels que CA = BC, alors
CA" = B"C.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.
Pour n = 1, on obtient CA = BC, qui est valable par hypotheése.

Si on suppose que
CA" = B"C
on obtient

CA" = CAA™ = BCA" = BB"C = B""'C

Proposition 26. Soient A, B,C € A tels que p* = p,C (pA) = (Bp) C, alors
C(p)A") = (B"p) C.

Démonstration.
Pour n = 0, le résultat découle de ’hypothese Cp = pC'.
Pour n = 1 vient de I’hypothese

C (pA) = (Bp)C.
Donc si on suppose que
C(p)A™) = (B"p) C.

On obtient

= (B"+1p) C.

Théoréme 51. Soient A,B € AP, et C € A. Si CA = BC alors CAP = BPC
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Démonstration On suppose que A, B € AP, et CA = BC On peut voir facile-
ment que Vn € N, on a

BB”C — BB”BCA” = BB”C — BBPCAAP
= BB"C (I - AA")
= (BB”)" C (1 - AAP)
= (B”)"(B)" C (I — AAP)

= (B)" A" (1 - A4P),
qui donne
|BBPC — BBPBCAP| =||(BP)" CA" ((I— AAP)) |
< |BP[|ClF]A™ (I - AAPY |5 — 0
quand n — oco. Ainsi,
BBPC = BBPBC AP,
ou équivalent a
BPC = BPBCAP.
D’autre part, nous avons
CAPA - BPCAAPA = CAPA - BPBCAPA
I - BPB)CAPA
I-BPB) € (APA)"
I-BPB)CA" (AP)"
- BB)

I — BPB) B"C (AD)”.

Q

TN N N N

Ensuite, on obtient
ICAP A~ BPCAAPA|lx = || (I - BPB) B"C (AP)" |
1 1
< | (1= B”B) B"|[+|[C|[+|| AP|| — 0

quand n — oo. Alors,

CAPA = BPCAAP A,
ce qui signifie que

CAP = BPCAAP.

Par conséquent, nous en déduisons

CAP = BP(C.
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5.2 L’inverse de Drazin d’opérateurs de la forme
Ap(I = q), Bq(I — p), Aq(I = p), Bp(I — q).

Théoréme 52. Soient A, B € AP o1 p,q sont des éléments idempotents, tels que
p.q € {AY N{B} et Bq=qB, pg = qp alors

1. Ap(I —q) € AP et Bq(I —p) € AP.

2. Ap(I — q)+Bq(I —p) € AP et (Ap(I — q) + Bq(I —p))” = (Ap(I — q))"+
(Bq (I —p))”

Démonstration Puisque p? = p, on a p? = p, ainsi p,q € A”. Rappelons

ensuite que Ap = pA et Bp = pB, donc nous obtenons par le lemme 25
(Ap)” = APpet (Bg)” = B"q.

Ensuite, notons que Aq = qA, Bp = pB et Ap(I — q) = (I — q) Ap, nous obtenons

(Ap(I —q))” = A”p(I —q) et Bq(I —p) = (I —p) Bq.
Par conséquent,

(Bq(I—p))” =B q(I —p).
Maintenant, observons que
Ap(I—q)Bq(I —p)=Bq(l —p)Ap(I —q) =0.

Nous obtenons

(Ap(I —q)+ Ba(I —p)” = A%p (I —q) + B¢ (I - p).

O

Théoréme 53. Soient A, B € AP o1 p,q sont des éléments idempotents, tels que
p.q € {AY N{BY} et , pg = qp alors
1. Aq(I —p) e AP et Bp(I —q) € AP.
2. Aq(I — p)+Bp (I —q) € AP et (Aq(I —p) + Bp(I — )" = (Aq (I — p))"+
D
(Bp(I-))

Corollaire 13. pour tout A=1= B et pqg = qp, on a

pl—q)+q(1—p)” =p(l—q)+q(1—p).
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5.3 L’inverse de Drazin d’opérateurs Ap(I—q)p, Bq(I—
p)q; Bp(I — q)p, Aq(I — p)q.

Théoréme 54. Soient A,B € AP, p,q sont deuz éléments idempotents tels que

pq = qp. Les assertions suivantes sont satisfaites
1. Ap(I—q)pe A et Bg(1—p)qe AP
2. Ap(I —q)p+Bq(I —p)qge AP et

(Ap(I—q)p+Bq(I—p)q)” = Ap(I—q)p+ B ¢(I—p)q.

3. Aq(I —p)qge AP et Bp(I — q)p € AP
4. Aq(I =p)g+Bp(I—q)pe AP et

(Ag(1I —p)q+ Bp(I —q)p)” = APq¢(I —p)q+ B p(I —q)p.

Démonstration La premiere assertion est similaire au théoreme 53. Alors on

démontre la deuxiéme assertion. On a
Ap(1—q)p= Ap— Apqp = Ap— Aqp® = Ap— Aqp = Ap— Apq = Ap (1 — q) € A".

O

5.4 Solvabilité de ’équation d’opérateurs AXB =
C

Théoréme 55. Soit A,B € AP et C € A, p idempotent tel que C (pA) = (Bp)C
et Cp=pC. Alors C <pAD) = (BDp) C.

Démonstration On peut voir facilement que Vn € N, on a

BBPpC — BBPBCpAD = BBPpC — BBPCpAAP
= BBPpC (I — AAP)

(BBP)" pC (I — AAP)

(BP)" (B)" pC (I — AAP)

(BD)" CpA™ (I — AAP),
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qui donne

IBBPpC — BBPBCpAP|| = | (BD)" CpA™ ((I - AAD)) I

< ||BP||[|Cpl|= || A" (I = AAP) = — 0
quand n — oo. Ainsi,
BBPpC = BBPBCpAP,
ou équivalent a
BPpC = BPBCpAP.
D’autre part, nous avons

CpAPA — BPpCAAPA = CpAP A — BPBpC AP A

Ensuite, on obtient
no1
B pC (AP)" ||

|CpAP ABPpCAAP A||» = | (I — BPB
B"||=[|pC|| = || AP — 0

<|(1-BPB

quand n — oo. Alors,
CpAP A = BPpC AAP A,

ce qui signifie que
CpAP = BPpAAP.

Par conséquent, nous en déduisons
CpAP = BPCp.

Corollaire 14. Soit A, B € AP et C € A. Si CA = BC, alors CAP = BPC.

Nous obtenons le résultat du [10] comme un cas particulier p = 1.

Corollaire 15. Soit A € AP et CA = AC, alors CAP = APC.

Nous obtenons le résultat du [19] comme un cas particulier A = B.
Théoréme 56. Soient A, B,C € B(H). L’équation

AXB=C
est consistente si et seulement si pour certains AP, BP, on a

AAPCBPB = C,

91
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dans ce cas la solution générale est donnée par
X = APCBP +Y — APAY BBP (5.3)
pour tout élément arbitraire Y € B (H).

Démonstration Si (5.2) est vérifiée, alors X = APCBP est la solution de (5.1).

Inversement, si X est une solution de (5.1) alors

C = AXB = AA"AXBB”B = AAPCB"B.
De plus, il découle de (5.2) et la définition de AP et BP que chaque X de la forme
(5.3) satisfait (5.1). D’autre part, soit X une solution de (5.1). Alors

C =AXB
= AAPCBPB + AYB — AAPAYBBPB
= AAPCBPB + AYB — AYB

= AAPCBPB.
Dou X = APCBP.
O
Théoréme 57. Soientt A, B,C € B(H) tel que CA = BC'. Alors l’équation
AXB=C (5.4)
yyukjhh,,est consistente si et seulement si pour certains AP, BP on a
APCB=C (5.5)
dans ce cas la solution générale est donnée par
X =APCB+Y — APAYBB" (5.6)

pour tout élément arbitraire Y € B (H).
Démonstration Si CA = BC alors CAP = BP(C (voir corollaire 14). Par

théoreme 54, on obtient

AXB=C «<— AAPCBPB=C
— AAPAPCB="C
— APCB=_C.

Maintenant, chaque fois X = APCB? +Y — AP AY BBP on obtient
AXB = AAPCBPB + AYB — AAP AYBB"B.

Par conséquent,
AXB = APCB + AYB — AY B.
Ce qui signifie
AXB = APCB.
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Corollaire 16. Soit A,C,€ B(H) tel que AC = CA. Alors [’équation
AXA=C (5.7)
est consistante si et seulement si pour certains AP on a AAPCA = C.
Démonstration Nous avons la série des implications suivantes.
AXA=C = AAPCAPA=C = AAPAPCA=C = AAPCA=C.

O

5.5 Equations d’opérateurs de la forme ABA =
A% A
Dans cette section, nous donnons quelques résultats utiles sur 'inversibilité de
Drazin et la relation avec les équations d’opérateurs.

Proposition 27. Si P;Q deuz éléments idempotents dans B(H) avec, A = (PQ)’
et B = (QP)*; alors AB*A = A3\/A; BA’B = B*\/B.

Démonstration
AB’AA = (PQ)((QP)*)*(PQ)?
= PQ(PQQP)(QP)*(PQ)?
— (PQ)* P(QP)*Q (PQ)*
= (PQ)’ P(PQ)’Q (PQ)* = ((PQ)2)3 PQ
= A*VA

BA’B = (QP)*((PQ)*)*(QP)*
= B*V/B.

De la méme maniere en changeant les roles de A et B.

Proposition 28. Si P;Q deux éléments idempotents dansB(H) avec A = (PQ)*;
B = (QP)*. Alors AQ = A et BP = B.

Démonstration D’autre part
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Par ailleurs

Proposition 29. Si A et B sont inversible au sens de Drazin , AP = C, BP
= B,CF1AF = C et DFIBF =

D,i(A) = i(B) = k. Alors C*A*! = A, D*BF!
D.

Démonstration
CkAk—l-l — Ck—l (CAQ) Ak—l
— Ckz—lAk:

=CF A = =0A’=A

DkBk+1 — Dk—l (DB2) Bk—l
— Dk—lBk

= Dk2B1 = = DB?=B.

Okl gk — k-1 (CQA) Ak-1

= DIB2 - = D?’B=D.

A. Belhadi

Théoreme 58. a) - SI P,() sont deuz des éléments idempotents dans B(E) ,

A= (PQ)’ et B=(QP)*.

Alors

ABA = A%2\/A et BAB = B?\/B.

b) - Supposons que A, B € B(FE) sont inversible au sens de Drazin,

AP =C, BP = D; ind(A) = ind (B) = k ABA = A>\/A, BAB = B*\/B.
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Alors P,@Q) € B(FE) tel que
P?=P Q*=Q, A=(PQ)’; B=(QP)".
Démonstration a)- nous avons

ABA = (PQ)* (QP)* (PQ)?
= PQ(PQQP)(QPPQ)PQ
= PQ(PQP)(QPQ)PQ
= (PQ)" = AVA

BAB = B?V/B, ( de la méme maniére en changeront les roles de A et B).
b)- Puisque

ind (A) =ind (B) = k;
il existe C, D € B(E), avec
CAC = C,AC = CA, A¥"1C = A*; DBD = D, BD = BD, B¥"1D = B*.
Supposons que

P = C?AVABetQ = BAVAC?.

On a
P? = (C*AVAB)?
— C*VAABAC?*VAB
= O*VAA*VAC*V AB
— 2 (ABCQ) VAB
— C?AVAB = P.
et

Q? = (BAVAC?)?
— BVAC?ABAVAC?
= BVAC?A>VAVAC?
= BVA(C?4%) C?
= BVAAC? = Q.

95
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(PQ)* = (C*AVAB.BAVAC?)*
= C*VAA.B?AVAC*VAA.B*AV AC?
= C?AWAC* A AC?
= CWA(A°Ch) AVAC?
= C*VAAAPVAC?
= C?A°C? = APCt = A

(QP)* = B, (de la méme maniére en changeront les roles de P et Q).

5.6 Equations d’opérateurs de la forme ABA =
A3 A3
Proposition 30. Si P;Q € B(F) sont deux éléments idempotents, tel que
= (PQ)’ et B=(QP)’,
alors
AB2?A = A3A3: BA’B = B3B3
Démonstration

AB*A = (PQ)*((QP)*)*(PQ)*
= (PQ)*(QP)*(PQ)’
= (PQP*(PQQP)(QP) (QPPQ)(PQ)?
= (PQ)*(PQP)(QP) (QPQ)(PQ)* = (PQ)’P(QP)'Q(PQ)’
= (PQ)*(PQ)*(PQ)*

= ((P@y)" ((Pey?) = a4,
BA?B = B3Bj, ( de la méme maniere en changeront les roles entre A et B).
Théoréme 59. a)- Si P,() € B(E), sont deuz éléments idempotents
=(PQ)", B =(QP)".
Alors
ABA = AA5 et BAB = B*B5.
b)- Supposons que A, B € E, sont inversible au sens de Drazin,

AP = ¢, BP = D; ind(A) = ind (B) = k; ABA = A2A5 et BAB = BB5.
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Alors P,@Q) € B(FE) tel que

= P,Q*=Q,A=(PQ)’ et B=(QP)".
Démonstration

ABA = (PQ)’ (QP)’ (PQ)’

= (PQ)*(PQQP)(QP)*(PQ)°

= (PQ)*(PQP)(QP)(QPPQ)(PQ)*
= (PQ)*(PQ)? = AA%

BAB = B2Bi. ( De la méme manicre en changeront les roles de A et B.

b)- Puisque
ind (A) =ind (B) = k;
il existe C, D € E avec
CAC = C,AC = CA, A¥1C = A*, DBD = D, BD = BD; B*¥'D = B*,
Supposons que

— CPAA3B, et Q = BAASC?,

P? = (C?AA3 B)?
= CPA3ABAC3A3 B
= CPA3A2ASC3ASB
= CPA3A2A5C3ASB
= C*(A'CP) ASB
— CPAASB = P.

Q? = (BAA3C?)?
= BA3 AC*BAA3C?
= BASCPABAA3C?
= BASCPA2A3 A3 CP
= BAi (C3A") C?
= BA3AC® = Q.

97
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(PQ)® = (C*AAT BBAA:C?)?

— CBASAB?AASC®As AB2AA3CS A5 AB2AA3C3

— CPASAPATASCOAS APAS A5COAs AP AT A5 CP
— CPASAPCO A APCO AS APCP

= CPA5 (ATC®) A5 (ATC) ASACS

— CPASAA5AA3ACP

=CPATCP =CPA"= A

(QP)* = B. (De la méme maniére en changent les roles de Q et P).

A. Belhadi

5.7 Equations d’opérateurs de la forme ABA =

AZA"
Proposition 31. 5i P,Q) € B (FE) sot deux éléments idempotents,

P2=PQ*=Q,A=(PQ)",B=(QP)".

Alors
AB2A = ABA™ et BA2B = B3B"+.
Démonstration
AB’A = (PQ)"(QP)*(PQ)"
= (PQ)" (PQ)" (PQ)" (PQ)"™"
— A3A

BA?B = B3B"*+ . De la méme maniére en changeant les roles de A et B

Proposition 32. Si P,Q € B(E), sont deuzx éléments idempotents A =

alors

(n=1)% 1)

ABAT AT = A2

Théoréme 60. a)- Si
PQeE PP=PQ*=Q,A=(PQ)",B=(QP)".
Alors
ABA = A2A"% et BAB = B*B"+.

b)- Supposons que A, B € B (FE) sont inversibles au sens de Drazin,

(PQ)",
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et BAB = B?B"+,

AP = ¢, BP = D; ind (A) = ind (B) =

alors P.Q) € B(E) tel que

=P Q*=Q,A=(PQ)";B=(QP)".

Démonstration a)

ABA = (PQ)"(QP)"(PQ)"
= (PQ)" (PQ)" (PQ)"™"
— AZA

De méme BAB = BB+
b)- Puisque i (A) =i (B) = k;ilexiste C, D € Eavec CAC = C, AC = C'A AFIC =

(nl

A¥ DBD = D,BD = DB, B¥*'D = B*. Supposons que P = C"AA = B,

O = BAAYSS C”P2
— " AA"TE BomAASE B

- C"A("‘” ABA

1)2

—cn (A"“C”) A% B

n— 1)2

A% )C”A B

= OmAATTE B P.
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De méme Q? = Q.

(PQ)" = (PQ) (PQ) ... (PQ)

-

((J”AA “BBA"S AC")

) (C"AA‘ 2 gAY AC”)

(C"A S AB2AAUSS C)(C”A S AB2AASSE (J)

")

<C”A S B AT A C") ((J”A S B AT A ”o)...

§ ((J“A("‘”

((J”A B ATE A o )

cm AT A”+2C”) (ann“A(”;” cn ) (CnAn”A(" U om >

(
(cramza™sen) (crareatsten) L (oraratTon)
((C"A"“ ) A4 o > ((C”A”“)A >

((C”A”“) A" o )

eroantc) (o)
(va0) (172)0). (14

( )(A = C"> (A"2"+1 C”)

De méme (QP)" = B.



Conclusion

Dans cette these, on a utilisé les techniques matricielles et opératorielles, pour
examiner les représentations explicites de I'inverse généralisée de la somme (A+ B)?P
en termes de A, AP B, B sous la condition AB = BA.

On a pu arriver a des bons résultats concernant les conditions de resolvabilité de
plusieur types d’equations d’opérateurs (En basant toujours sur les propriétés des

inverses de Drazin).

On a traité principalement quelques types des classe d’équations opératorielles
telles que I'équation de Sylvester et d’autres types et on a présenté la théorie des
inverses généralisées, et principalement quelque méthodes de calcul d’une inverse

généralisée, et la solution de quelques équations, en utilisant ces inverses.

Aussi on a traité avec succes quelques propriétés de I'inverse de Drazin, et on les

a appliqué a la résolution des équations et systemes d’opérateurs

T —y (5.8)
s—1 (5.9)
r—r (5.10)
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