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Résumé

Cette thèse consiste à aborder un problème très important dans l�analyse de la �-
nance, qui est l�évaluation des options européennes standards et les options à barrière
européennes. Ces options ont la particularité d�appartenir aux modèles à volatilité
constante. En premier lieu, on présente un historique sur le modèle de Black-Scholes.
En e¤et, en 1973, Black-Scholes établirent le premier modèle d�évaluation d�options
dont la volatilité du sous-jacent est connue et constante. Mais, au �l des années les
options deviennent complexes et les pro�ts issus de ces dernières se révèlent trop coû-
teuses. A�n de réduire le coût et combler ces lacunes, on propose un modèle d�options
exotiques (options de seconde génération) et en particulier les options à barrière eu-
ropéennes du type Call Up and In. L�approche utilisée pour évaluer ces options est le
raisonnement risque neutre (probabiliste) sous deux contextes : à maturité continue et
à maturité aléatoire. Bien que la formule de Black-Scholes soit explicite, certaines hy-
pothèses ne correspondent pas à celles observées sur le marché (phénomène de Smile).
Malheureusement cela met en évidence l�incapacité du modèle à expliquer un tel phé-
nomène. Ce qui a poussé plusieurs chercheurs à l�améliorer en développant des modèles
à volatilité stochastique qui sont plus proches de la réalité. Un de ces modèles est ce-
lui de Heston, dont la popularité vient du fait de l�existence d�une formule explicite
pour le prix des options standards et des options à barrière. Après la présentation des
équations di¤érentielles stochastiques correspondantes au modèle précité, on procède
à l�évaluation des options européennes à l�aide des fonctions caractéristiques. En�n, la
dernière étape est l�évaluation des options à barrière sous le modèle de Heston par le
biais de l�approche probabiliste, ceci est fait en considérant un coe¢ cient de corrélation
nul entre les deux mouvements browniens.

Mots clés :
Option, volatilité, Évaluation d�option, Black-Scholes, options à barrière, Heston.

iii



Abstract

This thesis involves addressing a very important problem in the analysis of �nance,
which is the evaluation of European standard options and European barrier options.
These options have the distinction of belonging to constant volatility models. We start
with a history based on the Black & Scholes model. Indeed, in 1973, Black-Scholes
established the �rst option pricing model with known and constant volatility of the
underlying. But as the years go by, the options become complex and the pro�ts from
them become too expensive. In order to reduce the cost and �ll these gaps, we propose
a model of exotic options (second generation options) and in particular the European
barrier options of the type Call Up and In. The approach used to evaluate these options
is the neutral risk approach (probabilistic) in two contexts : continuous maturity and
random maturity. Although the Black-Scholes formula is explicit, some assumptions do
not correspond to those observed on the market (Smile phenomenon). Unfortunately
this highlights the inability of the model to explain such a phenomenon. This has led
many researchers to improve it by developing stochastic volatility models that are clo-
ser to reality. One of these is Heston�s model, which is popular because of the existence
of an explicit formula for the price of standard options and barrier options. After the
presentation of the stochastic di¤erential equations corresponding to the aforementio-
ned model, the European options are evaluated using the characteristic functions ; the
next step is the evaluation of barrier options under the Heston model through the pro-
babilistic approach. This is done considering a zero correlation coe¢ cient between the
two Brownian motions.

Keywords :
Option, Volatility, Option pricing, Black-Scholes, Barrier Options, Heston.
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INTRODUCTION

Depuis les faillites d�institutions �nancières survenues au cours des décennies 1970
et 1980, les �rmes subissent des risques auxquels les exposent leurs activités principales
(industrielles, commerciales ou �nancières) qui résultent de l�incertitude d�évolution fu-
ture des taux d�intérêt, des taux de changes et des prix (actifs �nanciers, marchandises,
matières premières). Du coup, les investisseurs cherchent à adopter un cadre robuste
de gestion des risques �nanciers qui réponde aux exigences réglementaires, facilite la
prise de décision et rehausse leur performance [1]. Les produits dérivés tels que les
options sont des instruments particulièrement bien adaptés à la gestion de ces risques.
Les options sur les marchés de gré à gré sont négociées directement entre l�acheteur
et le vendeur, sans la garantie d�un marché [2]. Elles permettent de réaliser des éco-
nomies d�échelle sur les coûts de transactions et la demande concernant ces produits a
contribué à l�explosion de l�innovation �nancière au cours des dernières années.

Le premier modèle d�évaluation d�options a été découvert en 1973 par Black-Scholes
[3], ces hypothèses les plus restrictives sont la distribution normale des rendements d�un
actif sous-jacent et la volatilité constante qui ne varie ni avec le temps ni avec le prix
d�exercice. Ce modèle sert de référence dans le monde de la �nance des marchés, il a
été amélioré par Robert Merton [4], qui a levé l�hypothèse que l�action ne verse aucun
dividende et en 1979, Jonathan lngerson [5] est allé un pas en avant et a relâché l�hypo-
thèse de l�absence d�impôts et de coûts de transaction. En 1976, Merton a �nalement
supprimé la restriction ayant trait aux taux d�intérêts constants.

La robustesse du modèle Black-Scholes tient du fait qu�il dispose d�une formule
fermée pour les options standards par un calcul relativement simple et qu�il permet
de calculer un paramètre important en �nance : la volatilité. La volatilité mesure le
risque associé au rendement de l�actif sous- jacent [6], ces principaux estimateurs sont
la volatilité historique et la volatilité implicite. Toutefois, il est souvent a¢ rmé que la
volatilité implicite est un estimateur de la volatilité meilleur que la volatilité historique
car elle est intégrée dans les prix des options et ces derniers re�ètent les anticipations
futurs du marché. Ceci implique que la volatilité implicite constitue une estimation
prévisionnelle de la volatilité de l�action puisqu�elle est directement liée au prix actuel
du marché.

L�équation de Black-Scholes s�appliquait à des options standards ou classiques, ce-
pendant les pro�ls issus des options classiques peuvent ne pas correspondre à ceux qui
sont recherchés par un investisseur ou encore, elles peuvent se révéler trop coûteuses
en regard des besoins spéci�ques de l�investisseur. A partir de ces raisons, d�autres op-
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INTRODUCTION

tions sont apparu sous le nom d�option exotique ou option de seconde génération. Les
options exotiques sont des produits complexes qui constituent un marché d�une réelle
importance depuis les années 1990, elles se distinguent des options standards par les
critères suivants :

✓ La dimension : les options classiques sont unidimensionnelles en ce sens qu�elles
sont écrites sur un seul sous-jacent. Par contre, les options exotiques peuvent pour leur
part être bidimensionnelles ou multidimensionnelles.

✓ Le chemin suivi : les options classiques ne dépendent pas du chemin suivi. En
revanche, les options exotiques peuvent dépendre du chemin suivi par le sous-jacent.
On dit que de telles options sont path-dependent [7].

✓ L�ordre : une option classique est du premier ordre, car son sous-jacent est un
instrument �nancier primaire, telle une action. A l�opposé, une option exotique, est du
second ordre.

Il existe deux grandes catégories :
� Les options « non-path-dependent » : sont des options dont la valeur �nale ne
dépend pas du chemin suivi par le cours du sous-jacent pendant toute la durée
de vie de l�option.

� Les options « path-dependent » : le prix de ces options dépend du chemin suivi
par le cours du sous-jacent pendant toute la durée de vie de l�option.

Ainsi, ces options peuvent être classées selon le critère de path-dependent comme
suit :

Options Exotiques

Path	Dependent	

Path		

Barrière	 Asiatique	

Price	 Strike	

Shoot	 Ladder	

Capped	 Reset	

Partiel	 Double	

Non	Path	Dependent	

Down	

Down	&Out	

Down	&	In	

Divers	

Chooser	

Compound	
Up	&	Out	

Up	&	In	

Up	

Lookback	

HiLo	 Price	

Partiel	 Look	
Forward	

Cliquet	

Binaire	 Option	sur	plusieurs	actifs	

Panier	

Best	of/Worst	OF	

Produit	/	Quotient	

Continge
nt	
Margrabe	

Max/Min	

Asset	or		nothing	 All	or	nothing	

Prime	contingente	 Gap	

Quanto	

Cross	

Lien	avec	Devise	

Les options exotiques ont été développées, a�n de réduire le coût de leurs aînées
ainsi qu�à combler les lacunes laissées par les instruments �nanciers classiques. Elles
sont moins chères que les options classiques équivalentes. Les options à barrière sont un
exemple d�une telle réduction, puisque l�option pourra être exercée dans un nombre de
con�gurations moindre que l�option classique. Ces options se di¤érencient des options
vanilles par un pay-o¤plus compliqué que celui des options de base, elles sont échangées
et ne sont donc pas standardisées. Elles possèdent plusieurs avantages comme une plus
grande �exibilité ou encore un prix inférieure aux options vanille pour des caractères
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INTRODUCTION

quasi-similaires. Reiner [8] a été le premier à montrer que sous le contexte de Black-
Scholes, il existe des formules fermées pour le prix de ces options qui reposent sur un
principe de symétrie bien connu des probabilistes. Peter Carr [9] a prouvé comment ce
principe pouvait être appliqué directement à un sous-jacent log-normal sans coût de
portage.

Bien que les formules de Black-Scholes soient explicites, le modèle repose sur cer-
taines hypothèses qui ne correspondent pas exactement à ce que l�on observe sur les
marchés �nanciers [10, 11, 12]. Parmi ces défauts, notant en particulier les problèmes
liés au caractère constant du paramètre de volatilité. La réalité du marché montre que
cette hypothèse n�est pas véri�ée et que la volatilité dépend ne serait-ce que du temps.
En e¤et, plusieurs résultats soulignent que, si nous observons des prix des options va-
nilles ayant di¤érents prix d�exercice et di¤érentes maturités, nous constatons que leur
volatilité implicite est di¤érente. L�allure de la courbe représentant la volatilité impli-
cite en fonction de la volatilité et du prix d�exercice est semblable à un Smile [13].
Cela est en contradiction avec le modèle théorique de Black-Scholes, ces courbes de
"Smile" mettent en évidence l�incapacité du modèle de Black-Scholes à expliquer un tel
phénomène, ce constat a poussé plusieurs chercheurs à améliorer le modèle de Black-
Scholes en considérant une volatilité stochastique. Par la suite, des modèles à volatilités
stochastique ont été développés a�n de rendre certaines hypothèses plus proches de la
réalité.

Les modèles à volatilité stochastique sont une approche permettant de corriger les
défauts du modèle de Black-Scholes en expliquant le phénomène de Smile mais aussi en
conduisant à une dynamique réaliste pour le prix et la surface de volatilité implicite.
Ils considèrent que la volatilité du prix du sous-jacent est un processus stochastique.
L�un des modèles à volatilité stochastique est celui d�Heston [14], sa popularité vient
du fait de l�existence d�une formule fermée pour le prix des options vanilles, ouvrant
donc la voie à la calibration du modèle aux données de marché observées. La solution
du modèle à volatilité stochastique est obtenue analytiquement par Heston [14] et Stein
& Stein [15] et numériquement par Cox, Ross & Ingersoll [16], Merton [4], Johnson &
Shanno [17], Hull & White [18], Scott [19], Wiggins [20] et Fouque & al. [21].

Dans cette thèse, nous avons réussi à expliciter un problème très important et très
complexe dans la �nance qui est l�évaluation des options. Pour ce faire, nous proposons
di¤érents modèles à savoir les modèles à volatilité constante représenté par le modèle
de Black-Scholes et le modèle des options à barrière ainsi que les modèles à volatilité
stochastique dé�nis par le modèle d�Heston adapté aux options à barrière. Cette thèse
comporte quatre chapitres :
Ainsi, le premier chapitre est consacré à la présentation des outils fondamentaux en
mathématiques �nancières, qui serviront de base pour la suite de notre thèse. Nous
commençons par dé�nir les notions préliminaires du calcul stochastique à savoir Pro-
cessus aléatoires, Filtration, Temps d�arrêt, Intégrales Stochastiques, Formule d�Itô et
Equations di¤érentielles stochastiques. Puis, nous suivons nos dé�nissions par des ou-
tils �nanciers tels que Produit dérivé, Actif sous-jacent et Options, Marché complet
et viable qui est caractérisé par deux hypothèses la Stratégie auto�nancée et Absence
d�opportunité d�arbitrage. Nous terminons par le Théorème de Girsanov, le changement
de mesure de probabilité, le Mouvement Brownien et les Martingales.
Le chapitre 2 traite l�évaluation d�une option par le modèle de Black-Scholes. Nous
commençons par les hypothèses du modèle qui serviront de base d�établissement de
l�équations aux dérivées partielles d�évaluation des options Européennes dans un pre-
mier temps par la méthode risque-neutre puis par la méthode d�EDP dans un deuxième
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INTRODUCTION

temps. L�étape suivante consistera à la valorisation d�un Call Européen en appliquant
le raisonnement risque-neutre. Finalement, on fera un bref aperçu sur la couverture
delta-neutre et les Grecs.
L�objectif principal du chapitre 3 est la valorisation des options à barrière. Après une
présentation des options barrière et leurs caractéristiques ainsi que l�intérêt d�utilisation
de ce type d�option pour une bonne compréhension des méthodes d�évaluations. Nous
allons tenter d�évaluer les options sous deux contextes, en temps continu puis en temps
discret, basé sur le théorème de Girsanov, le principe de ré�exion et la densité jointe
du Mouvement Brownien et son maximum.
En�n, le dernier chapitre portera sur l�évaluation des options, par les modèles à volatilité
stochastique. Après avoir explicité le modèle d�Heston en rappelant ces avantages et in-
convénients, nous montrons comment établir l�équation aux dérivées partielles d�Heston
pour évaluer n�importe quelle option. Puis, nous démontrons la méthode d�évaluation
des options Européennes et ceci en fournissant des formules fermées, lorsqu�il y a une
corrélation entre le prix du sous-jacent et sa volatilité. Et pour terminer, nous adapte-
rons le modèle d�Heston aux options à barrière a�n de fournir une formule fermée du
prix de ces options.

4



CHAPITRE I

ELÉMENTS FONDAMENTAUX EN MATHÉMATIQUES
FINANCIÈRES

Depuis 60 ans, les outils mathématiques probabilistes ont montré leur rôle central
dans l�analyse et la gestion des risques �nanciers de tout ordre. Ce chapitre est consacré
à la présentation des outils fondamentaux en mathématiques �nancières [22, 23, 24, 25,
27, 28], qui serviront de base pour la suite de notre thèse. Nous commençons par dé�nir
les notions préliminaires du calcul stochastique à savoir Processus aléatoires, Filtration,
Temps d�arrêt, Intégrales Stochastiques, Formule d�Itô et Equations di¤érentielles sto-
chastiques. Puis, nous suivons nos dé�nitions par des outils �nanciers tels que Produit
dérivé, Actif sous-jacent et Options, Marché complet et viable qui est caractérisé par
deux hypothèses la Stratégie auto�nancée et Absence d�opportunité d�arbitrage. Nous
terminons par le Théorème de Girsanov, le changement de mesure de probabilité, le
Mouvement Brownien et les Martingales.

1. Processus aléatoires

Dé�nition 1.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (Xt)t>0
indexée par un paramètre t > 0, dé�nes sur l�espace de probabilités (
;F ;P) à valeurs
dans un espace mesurable (E; �) appelé espace d�état. La vriable Xt donne l�état à l�ins-
tant t. Un processus Xt(!) dépend de deux paramètres t (généralement le temps) et
de la variable aléatoire ! 2 
. Pour t 2 T �xé, l�application ! 2 
 ! Xt(!) est
une variable aléatoire sur l�espace probabilisé (
;F ;P) :Pour ! 2 
 �xé, l�application
t 2 T ! Xt(!) est une fonction à valeurs réelles, appelée trajectoire du processus, noté
Xt(!) ou X(t; !):

2. Filtration

Dé�nition 2.1 Une �ltration (Ft), est une famille croissante de sous-tribus de F
c�est à dire que Fs � Ft pour tout s 6 t , qui peut s�interpréter comme la quantité
d�information disponible à l�instant t qui évolue au cours du temps, c�est à dire que
plus le temps croît (s 6 t) plus on a des informations (Fs � Ft).
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3. Temps d�arrêt

Dé�nition 3.1 Un temps d �arrêt (t. a.) est une v. a. � > 0, à valeurs éventuellement
in�nies, telle que pour tout t > 0, l �évènement f� 6 tg ne dépend que des valeurs du
mouvement brownien fBs; s 6 tg avant la date t.

4. Mouvement Brownien ou processus de Wiener

Histoire

En 1828, Robert Brown observe le mouvement du pollen en suspension dans l�eau.
Delsaux explique que ce mouvement irrégulier est dû aux chocs du pollen avec les mo-
lécules d�eau (changements incessants de direction). En 1900, pour des applications à
la �nance, Louis Bachelier introduit le Mouvement Brownien pour modéliser la dyna-
mique des prix des actions à la Bourse, dans sa thèse "Théorie de la spéculation" mais
le problème était que le cours de l�actif, processus gaussien, peut être négatif. Einstein
détermine la densité du Mouvement Brownien et le lie aux EDPs. Schmolushowski le
décrit comme limite de promenade aléatoire. En 1923, Norbert Wiener contruit rigou-
resement la fonction aléatoire du mouvement brownien, il établit que les trajectoires
sont continues.

Dé�nition 4.1 Soit l�espace (
;F ;P) et un processus (Bt)t>0 dé�ni sur cet espace
à valeurs réelles. Un mouvement brownien standard (processus de Weiner) réel (sur
T = R+) est une famille de variables aléatoires fBt; t 2 Tg à trajectoires continues,
telle que :

� P(B0 = 0) = 1 (le mouvement brownien issu de l�origine) ;
� Tout accroissement Bt � Bs où 0 6 s < t; suit une loi gaussienne centrée, de
variance (t� s) :(stationnarité des accroissements du mouvement brownien)

� Pour tous 0 = t0 < t1 < t2 < ::: < tn; les accroissements
�
Bti+1 �Bti ; 0 6 i 6 n� 1

	
sont indépendants.

Interprétation �nancière

Le Mouvement Brownien est utilisé en �nance pour modéliser le terme d�innovation
de l�équation di¤érentielle stochastique servant à modéliser le comportement du prix
d�une action dans le modèle de Black-Scholes. Le Mouvement Brownien "drive" le prix
du sous-jacent. La signifacation du terme d�innovation est la suivante : Sur le marché,
il y a un �ux continu d�information qui in�uence le prix du sous-jacent, les mauvaises
nouvelles font baisser le cours du titre tandis que les bonnes ont l�in�uence inverse.

4.1. Mouvement brownien avec dérive

Un Mouvement brownien avec dérive est un mouvement brownien ayant une valeur
initiale di¤érente de 0, éventuellement aléatoire.

Dé�nition 4.2 (du mouvement brownien issu de Xo) Un mouvement brownien issu
de Xo est un processus de la forme

Xt = Xo +Bt (I.1)

avec une condition initiale Xo indépendante du brownien B.
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Dé�nition 4.3 (du mouvement brownien avec dérive) Un mouvement brownien, issu
de Xo, de dérive (ou tendance) b et de coe¢ cient de di¤usion � est un processus de la
forme

Xt = Xo + �Bt + bt (I.2)

avec une condition initiale Xo indépendante du brownien B.

4.2. Mouvement Brownien géométrique

Soit le processus (Xt)t>0 suivant un Mouvement Brownien avec drift � et une va-
riance constante égale à �2. Le processus stochastique dé�ni par (Yt)t>0 = exp (Xt)t>0,
est appelé Mouvement Brownien géométrique. Ce processus (Yt)t>0 est, donc,
toujours positif. On dit qu�il suit, à chaque instant t, une loi Log-normale dont les
paramètres dépendent du temps t.

Dé�nition 4.4 Soient (Bt)t>0 un mouvement brownien réel, � et � deux constantes.
Le processus

Xt = X0 exp

��
�� 1

2
�2
�
t+ �Bt

�
(I.3)

est appelé mouvement brownien géométrique ou processus �log-normale�. En e¤et, dans
ce cas

logXt =

�
�� 1

2
�2
�
+ �Bt + logX0 (I.4)

suit une loi normale.

5. Martingales

La notion de martingale est très importante dans l�évaluation des actifs dérivés
car elle occupe une très grande place dans la notion d�arbitrage. Les martingales sont
des variables aléatoires dont les variations futures sont imprévisibles avec l�information
disponible en date précédante.

Dé�nition 5.1 Soit un espace probabilisé (
;F ;P), muni d�une �ltration (Ft)t>0. Un
processus à valeurs réelles (Mt)

t>0
est une martingale si :

� il est adapté à la �ltration (Ft)t>0, c�est à dire que 8t; Mt est Ft-mesurable ;
� Chaque variable Mt est intégrable, et :

s 6 t)Ms = E (Mt jFs)) (I.5)

� On dit que Mt est une surmartingale si : 8s 6 t; E(Mt jFs) 6Ms:
� On dit que Mt est une sousmartingale si : 8s 6 t; E(Mt jFs) >Ms:

La variation d�une martingale dé�nie selon une probabilité P et un ensemble d�in-
formation F peut se dé�nir comme suit :
Soit u > 0, Mt étant par dé�nition Ft-adapté.

E(Mt+u �Mt jFt) = E(Mt+u jFt)� E(Mt jFt) =Mt �Mt = 0 (I.6)
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L�intérêt d�utilisation des martingales en �nance

1. Le lien entre martingale et absence d�opportunité d�arbitrage. En e¤et, lorsque le
marché est parfaitement arbitré et qu�il est viable et complet alors le processus
des prix actualisé des actifs risqués est une martingale.

2. Le fait qu�une martingale possède un drift nul, est un élément clé du pricing en
univers risque neutre, nous permet de trouver les équations aux dérivées partielles
d�évaluation.

5.1. Théorème de représentation des martingales avec un Mouvement
Brownien

Théorème 5.1 Soit l�espace (
;F ;P) muni de la �ltration naturelle (Ft)06t6T . Soit
(Mt)06t6T une martingale de carrée intégrable, par rapport à (Ft)06t6T la �ltration
naturelle de (Bt)06t6T , Il existe alors un processus adapté ('t)06t6T de carré intégrable 
E(

TR
0

'2sds) < +1
!
tel que,

8t 2 [0; T ] Mt =M0 +

tZ
0

'sdBs p:s (I.7)

6. Intégrales Stochastiques

Dé�nition 6.1 Soit (Wt)t>0 un Ft-mouvement brownien standard sur
�

;F ; (Ft)

t>0
;P
�
:

L�intégrale stochastique d�un processus élémentaire � est alors, un processus continu
(I(�)t)06t6T dé�ni par :

I(�)t =
X
16i6k

�i
�
Wti �Wti�1

�
(I.8)

où 0 = t1 6 t2 6 � � � 6 tk 6 tk+1 = T:

6.1. Propriétés de l�intégrales stochastique :

Proposition 6.1 Si (�t)06t6T un processus prévisivble véri� E

 
tR
0

�2sdt

!
<1 alors

1.
tR
0 s

�sdWs est une martingale de carré intégrable.

2. E

"
tR
0

�sdt

#
= 0.

3. En particulier, nous avons l�isométrie fondamentale, donnée par la formule sui-

vante : E

24 tR
0

�sdWs

!235 = E" tR
0

�2sds

#
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7. Formule d�Itô

Dé�nition 7.1 On appelle processus d�Itô à valeurs réelles tout processus (Xt)06t6T
à valeurs dans R tel que :

8t 2 T Xt = X0 +
tR
0

Ksds+
tR
0

HsdBs Pp:s (I.9)

avec X0 est F0�mesurable, (Kt)06t6T et (Ht)06t6T deux processus adaptés à Ft ; véri-
�ant les conditions d�intégrabilités :

E

"
TR
0

jKsj ds
#
<1 et E

"
TR
0

jHsj2 ds
#
<1

La notation in�nitésimale de cette relation est :�
dXt = Ktdt+HtdBt
X(0) = X0

(I.10)

Les formes possibles de la formule d�Itô :

� Pour le Mouvement Brownien avec f 2 C2 (R) :

f (Bt) = f (B0) +

tZ
0

f
0
(Bs)dBs +

1

2

tZ
0

f"(Bs)ds; 8t 6 T (I.11)

� Pour un processus d�Itô avec f 2 C2 (R) :

f (Xt) = f (X0) +

tZ
0

f
0
(Xs)dXs +

1

2

tZ
0

f"(Xs)dhX;Xis; 8t 6 T (I.12)

� Pour un processus d�Itô avec f 2 C1;2 ([0; T [� R) fonction du temps et de l�es-
pace : 8t 6 T

f (t;Xt) = f (0; X0) +

tZ
0

@f

@s
(s;Xs)ds+

tZ
0

@f

@x
(s;Xs)dXs

+
1

2

tZ
0

@2f

@x2
(s;Xs)dhX;Xis (I.13)

� Pour un processus d�Itô multidimensionnel avec f 2 C1;2
�
[0; T ]� Rd

�
: 8t 6 T

f (t;Xt) = f (0; X0)+
dP
j=1

tZ
0

@f

@xj
(Xs)dX

j
s+

tZ
0

@f

@s
(s;Xs)ds+

1

2

dP
j;k=1

tZ
0

@2f

@xj@xk
(Xs)dhXj ; Xkis

(I.14)
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8. Equations di¤érentielles stochastiques

De manière informelle, on appelle équation di¤érentielle stochastique une équation
di¤érentielle ordinaire perturbée par un terme stochastique.Plus précisément

Dé�nition 8.1 Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une équation de la
forme :

�
dXt = b(t;Xt)dt+ a(t;Xt)dBt
X0 = x

(I.15)

où dBt est la di¤érentielle d�un mouvement brownien (Bt)t>0, a et b des applications
boréliennes de [0; T ] � R dans R.

Dé�nition 8.2 Un processus (Xt) est solution de cette EDS ( appelé processus de
di¤usion) si, il est continu (Ft)�adapté tel que :

tR
0

jb(s;Xs)j ds+
tR
0

a2(s;Xs)ds <1; 8t 2 R+ P� p:s (I.16)

et qui véri�e

Xt = x+
tR
0

b(s;Xs)ds+
tR
0

a(s;Xs)dBs; 8t 2 R+ P� p:s (I.17)

Ces équations n�ont pas toujours de solution. Pour assurer l�existence et l�unicité d�une
solution, nous avons besoin de 2 types de conditions.
Condition 1 : Assurer l�unicité de la solution grâce au caractère contractant (Lip-
schitz) des fonctions a et b. Il existe une constante L > 0 telle que :

ja(t; x)� a(t; y)j+ jb(t; x)� b(t; y)j 6 L jx� yj (I.18)

pour tout (t; x; y) 2 R+ � R2.
Condition 2 : Assurer que le processus n�explose pas en temps �ni a�n qu�il soit bien
dé�ni sur tout R+. Il existe une constante C > 0 telle que :

ja(t; x)j2 + jb(t; x)j2 6 C
�
1 + jxj2

�
(I.19)

pour tout (t; x) 2 R+ � R.
Si les fonctions a et b satisfont les conditions 1 et 2. Alors l�EDS admet une unique
solution.

8.1. Equations di¤érentielles stochastiques géométrique

Les équations di¤érentielles stochastiques sont des équations di¤érentielles pertur-
bées par un bruit aléatoire (dans notre cas c�est le mouvment brownien). Elles ont le
même but que les équations ordinaires, c�est à dire modéliser le comportement d�un
phénomène selon les hypothèses du modèle et la nature du sous-jacent.
Il existe plusieurs types d�équations di¤érentielles stochastiques selon le comportement
du sous-jacent :
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� EDS à coe¢ cient linéaire constant.

� EDS géométrique, utilisée dans le modèle de Black-Scholes et qui a pour but de
modéliser des actions.

� Processus racine carrée.

� Processus mean reverting (retour à la moyenne).

� Processus d�Ornestein-Uhlenbeck, qui a pour but de modéliser les taux d�intérêt.

8.2. Résolution de l�équation di¤érentielle stochastique géométrique

Soit l�équation di¤érentielle stochastique géométrique (qui modélise les actions) sui-
vante :

dSt = �Stdt+ �StdBt (I.20)

tel que le drift et la di¤usion sont proprotionnels à la dérnière valeur de St. Plus St
augmente, plus le drift augmente et plus la variance du Mouvment Brownien augmente.
Nous pouvons réecrire l�équation I.20 sous forme d�intégrale :

tZ
0

dSs
Ss

=

tZ
0

�ds+

tZ
0

�dBs (I.21)

Or,

d lnu =
du

u
:

Alors, dStSt peut être interprétée comme la di¤érentielle de (lnSt). Ainsi, pour évaluer
tR
0

dSt
St
, nous pouvons appliquer la formule d�Itô sur (lnSt) :

d (lnS) =
@ (lnS)

@S
dS +

1

2

@2 (lnS)

@S2
(dS)2 (I.22)

avec,
@ (lnS)

@S
=
1

S
,

@2 (lnS)

@S2
= � 1

S2
et (dS)2 = S2�2dt:

L�équation I.22 devient :

d (lnS) =
dS

S
+
1

2
(� 1

S2
)S2�2dt

=
dS

S
� 1
2
�2dt: (I.23)

En remplaçant cette dernière équation dans l�équation I.21, nous obtenons :

tZ
0

d (lnSs) +

tZ
0

1

2
�2ds =

tZ
0

�ds+

tZ
0

�dBs: (I.24)
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En intégrant, nous trouvons :

lnSt � lnS0 = (��
1

2
�2)t+ �Bt:

Et au �nal, ça donne :

St = S0 exp

�
(�� 1

2
�2)t+ �Bt

�
: (I.25)

Donc, la valeur d�une option sur un sous-jacent à la date d�échéance T , est donnée par
l�expression suivante :

ST = S0 exp

�
(�� 1

2
�2)T + �BT

�
: (I.26)

avec ST est la solution de l�EDS géométrique:

9. Produits dérivés

Depuis 1973, le volume des transactions sur les marchés �nanciers a considérable-
ment augmenté en raison notamment de la création de nouveaux produits �nanciers,
appelés produits dérivés. Un produit dérivé est un produit �nancier, dé�ni à partir d�un
autre produit �nancier plus simple appelé sous-jacent. Le produit dérivé le plus simple
est le contrat à terme où un acheteur et un vendeur s�entendent pour échanger à une
date �xée un sous-jacent à un prix déterminé à l�avance.

10. Actif sous-jacent

Un actif sous-jacent est un actif sur lequel porte une option ou plus largement un
produit dérivé. Il peut être �nancier (actions, obligations, bons du Trésor, contrats à
terme, devises, indices boursiers...) ou physique (matières premières agricoles ou miné-
rales...). L�actif sous-jacent est l�actif réel sur le prix contractuel duquel porte le produit
dérivé concerné. Il désigne en e¤et l�instrument support d�un contrat à terme dont la
qualité est strictement dé�nie.

11. Options

Lorsque le produit �nancier a une caractéristique optionnelle, il est alors appelé op-
tion. Une option �nancière est un contrat entre deux parties pour acheter ou vendre un
produit �nancier spéci�que, le sous-jacent qui peut être une action, une obligation, une
matière première, une devise, un indice boursier, etc. Le contrat d�option est très précis,
il établit un prix spéci�que, appelé prix d�exercice (strike) et a une date d�échéance, la
date d�expiration (expiration date ou maturité). L�acheteur de l�option a le droit d�ache-
ter (dans le cas d�une option d�achat ou Call) ou de vendre (dans le cas d�une option
de vente ou Put) une quantité donnée du sous-jacent au prix d�exercice durant toute
la période jusqu�à la date d�échéance. Ce droit se négocie pour un certain prix, appelé
prime ou premium (ou pay-o¤) que reçoit le vendeur d�option en compensation de son
obligation de se conformer à la décision de l�acheteur. Une option qui peut être exercée
à n�importe quel moment avant la date d�échéance est dite option "Américaine". Une
option qui ne peut être exercée qu�à la date d�échéance est dite option "Européenne".
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12. Marché complet et viable

En univers risque neutre, il existe deux hypothèses portant sur le marché qui sont
très utilisées dans les di¤érents modèles d�évaluation de produits dérivés à savoir marché
complet et marché viable.

12.1. Marché complet

Le marché est dit complet si tout produit dérivé est simulable càd, s�il existe une
stratégie auto�nancée répliquant le pay-o¤ en date d�échéance pour chacun des produits
dérivés.

Dé�nition 12.1 (Stratégie auto�nancée) Soit un marché où sont échangés k ac-
tifs, dont les prix en date t sont notés par Sit, avec i = 1; :::; k et 0 6 t 6 T:
Nous pouvons créer une stratégie de portefeuille � qui associe à chaque actif Sit une
quantité �it. La valeur intiale de ce portefeuille est :

V0 (�) =
kX
i=1

�i0S
i
0 =

kX
i=1

�it+1S
i
t : (I.27)

Ce portefeuille sera admissible (auto�nancé) si nous avons :

kX
i=1

�itS
i
t =

kX
i=1

�it+1S
i
t ; 80 6 t 6 T � 1: (I.28)

A l�instant t, la valeur de notre portefeuille est la somme de la composition de
notre portefeuille multipliée par la valeur de chacun des actifs. Notre portefeuille étant
auto�nancé (il n�y a ni prise de béni�ces ni injection d�argent) donc la constitution de
notre portefeuille pour la date t+ 1 se fera à partir de la valeur du portefeuille en t:
En clair, le pay-o¤ (prix) d�un produit dérivé à la date d�échéance peut être répliqué
grâce à un portefeuille composé de l�actif sans risque et du sous-jacent.

FT = �0T �BT + �T � ST ; (I.29)

avec
FT : la valeur d�un produit dérivé,
�0T : la quantité d�actifs sans risque,
BT : la valeur d�actifs sans risque,
�T : la quantité du sous-jacent,
ST : la valeur du sous-jacent.

12.2. Marché viable

Le marché est dit viable, s�il n�existe pas de possibilité d�arbitrage. L�Absence
d�Opportunité d�Arbitrage est un des axiomes de base de la �nance des marchés. Elle
repose sur l�idée que dans un marché sans friction nous ne pouvons pas faire de pro�t
sans prendre de risque i.e il est impossible de gagner de l�argent de façon certaine à
partir d�un investissement initial nul. La méthode de raisonnement par arbitrage est
très utilisée en �nance, lorsque nous cherchons à déterminer le prix d�un produit dérivé
portant sur un sous-jacent.
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Proposition 12.1 En univers risque neutre le prix actualisé est une martingale.

En e¤et, soient l�espace de probabilité
�

;F ; eP�muni d�une �ltration Ft(06t6n) aveceP la mesure de probabilité risque neutre et eSt le prix actualisé de l�actif St. Le processuseSt est appelé une martingale s�il est Ft-adapté, i.e, son espérance non conditionnelle

est �nie, et l�espérance d�une valeur future quelconque conditionnée à la �ltration Ft
égale à eSt :

EeP[eSt+� jFt] = eSt (I.30)

Remarque

En univers risque neutre, les investisseurs sont neutres au risque. Pour un surplus de
risque, ils ne demandent pas un surplus de rentabilité par rapport au taux sans risque.
En actualisant au taux sans risque, le drift de l�équation modélisant le prix se trouve
éliminé.

En clair, soit St un sous-jacent de l�option, modélisé par l�équation aux dérivées
stochastique géométrique :

dSt
St

= �dt+ �dBt (I.31)

avec � et � sont des constantes et Bt est un Mouvement Brownien.
Sous eP, le rendement de l�actif risqué r est égal au rendement sans risque. Notant pareSt le cours actualisé du cours du sous-jacent donné par :

eSt = e�rtSt: (I.32)

La formule d�Itô appliquée à eSt donne :
deSt = @ eSt

@t
dt+

@ eSt
@St

dSt +
1

2

@2 eSt
@S2t

(dSt)
2

= �re�rtStdt+ e�rtdSt +
1

2
�2S2t dt

= �re�rtStdt+ e�rt (�Stdt+ �StdBt) +
1

2
�2S2t dt

= (�� r)eStdt+ � eStdBt (I.33)

En posant

~Bt = Bt +

�
�� r
�

�
t

On obtient :

deSt = � eStd ~Bt (I.34)

En univers risque neutre en actualisant au taux sans risque, le drift de l�équation mo-
délisant le prix s�annule (disparait) et le cours actualisé sera �drivé�par le Mouvement
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Brownien. Si en posant (�t =
��r
� ), il est connu que

�
exp

�
�xBt � x2

2 t
��

est une mar-

tingale et qu�il existe une probabilité ~P équivalente à P sous laquelle le processus ~Bt est
un Mouvement Brownien. Sous cette probabilité, on en déduit que eSt est une martingale
dont l�expression est :

eSt = eS0 exp��Bt � �2
2
t

�
(I.35)

Conclusion
Une probabilité risque neutre eP est une probabilité équivalente à P sous laquelle les
stratégies simples actualisées sont des martingales.

13. Changement de mesure de probabilités

13.1. Théorème de Radon-Nikodym

Dé�nition 13.1 Sur un espace probabilisable (
;F), deux mesures de probabilités P
et Q dé�nies sur cet espace sont dites équivalentes si elles ont le même ensemble
d�événements impossibles, i,e :

8! 2 
; P(!) = 0, Q(!) = 0 (I.36)

Théorème 13.1 Sur un espace probabilisable (
;F), si P est équivalente à Q, alors il
existe une variable aléatoire Z à valeurs positives ou nulles sur cet espace tel que :

8f 2 F ; Q(f) =

Z
A

Z(!)dP(!) (I.37)

avec Z est la densité de Q par rapport à P et

dQ(f) = Z(f)dP(f) (I.38)

Interprétation �nancière

Si ces deux probabilités sont équivalentes, la densité de Nikodyn-Radon de P par
rapport à Q existe et il est possible d�utiliser cette densité pour transformer P en Q
sans modi�er la structure de la variance associée au sous-jacent, car la volatilité du
sous-jacent est prépondérante dans l�évaluation du produit dérivé associé.
Sur les marchés, un paraticien sera tenu d�évaluer un produit dérivé sur un sous-jacent
dont la distribution de probabilité peut être inconnue tout comme son espérance de
rentabilité. Soit Q une mesure de probabilité risque neutre sous laquelle le prix actualisé
au taux sans risque est une martingale. Une espérance se calcule par rapport à une
�ltration et une mesure de probabilité donnée, donc en changeant la mesure par Q,
nous nous retrouvons en univers risque neutre.
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13.2. Théorème de Girsanov

Le théorème de Girsanov fournit la stucture nécessaire pour transformer une mesure
de probabilité en une autre équivalente.

Théorème 13.2 Soit un espace probabilisé (
;F ;P) muni d�une �ltration naturelle
(Ft)06t6T d�un Mouvement Brownien standard Bt.

Soit un processus aléatoire (�t)06t6T adapté à la �ltration naturelle tel que EP
�
exp

�
1

2

tR
0

�2sds

��
h1

(condition de Novikov) et que le processus (Zt)06t6T construit sur �t, dé�ni comme
suit :

Zt = exp

0@� tZ
0

�sdBs �
1

2

tZ
0

�2sds

1A (I.39)

soit une martingale. Alors sous la probabilité ~P, qui est une probabilité ~P (
) = 1 où

d~P = ZTdP,le processus
�
~Bt

�
dé�ni comme ceci :

~Bt = Bt +

tZ
0

�sds (I.40)

est un Mouvement Brownien.
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CHAPITRE II

EVALUATION ET COUVERTURE DES OPTIONS CALLS
EUROPÉENS

Le premier modèle d�évolution des actifs �nanciers a été proposé par Louis Bachelier
dans sa thèse en 1900 [29]. Les actifs risqués étaient supposés gaussiens et pouvaient
donc prendre des valeurs négatives. Pour remédier à ce défaut, le modèle retenu par
la suite est un modèle rendant les actifs risqués log-normaux, a�n de s�assurer qu�ils
restent toujours positifs. Ce modèle porte le nom de Modèle Black-Scholes. En e¤et en
1973 [3], Fisher Black, Robert Merton et Myron Scholes publient un article révolution-
naire intitulé "The Pricing of Options and Corporate Liabilities". Ils proposent l�idée
de dé�nir le prix d�un produit dérivé comme celui de son portefeuille de couverture
et l�appliquent à ce modèle log-normal. Ils établirent la première formule universelle
permettant de calculer le prix d�une option Européenne. Ils obtenirent le prix Nobel
d�économie en 1997 pour ces travaux.

Ce chapitre présentera le modèle de Black-Scholes. Nous verrons les hypothèses
du modèle qui serviront de base d�établissement de l�équations aux dérivées partielles
d�évaluation des options Européennes [29, 30, 33], dans un premier temps par la mé-
thode risque-neutre puis par la méthode d�EDP dans un deuxième temps [5]. L�étape
suivante consistera à la valorisation d�un Call Européen en appliquant le raisonnement
risque-neutre. Finalement, nous ferons un bref aperçu sur la couverture delta-neutre et
les Grecs [31, 32].

1. Hypothèses du modèle Black-Scholes

Le modèle de Black-Scholes sert de référence pour les praticiens dans l�évaluation
des options. Il repose sur les hypothèses suivantes :

1. Marché parfait, les taux d�intérêt sont supposés constants : On peut emprunter
et prêter au même taux constant r,

2. Temps continu : Ce qui aide à obtenir ainsi une "Equation aux Dérives Partielles"
régissant l�évolution du prix d�une option,

3. Mouvement Brownien : L�idée est de modéliser les accroissements relatifs du prix
du sous-jacent par un Mouvement Brownien,

4. Absence d�opportunité d�arbitrage : La condition d�absence d�opportunité d�ar-
bitrage stipule qu�il n�est pas possible de gagner de l�argent à coup sûr à partir
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d�un investissement nul. Une des conséquences de cette condition est que deux
portefeuilles ayant la même valeur à une date future ont la même valeur à toute
date intermédiaire,

5. Le marché est liquide : on peut acheter ou vendre à tout instant,

6. On peut emprunter et vendre à découvert,

7. Les échanges ont lieu sans coûts de transaction,

8. La volatilté est supposée constante,

9. Les titres sont divisibles.

2. Equations aux dérivées partielles d�évaluation de Black-
Scholes

2.1. La méthode risque-neutre

La méthode d�évaluation risque-neutre est basée sur le théorème de Girsanov. Ce
dernier permet de passer en univers risque-neutre où le prix actualisé du sous-jacent
est une martingale.
Soient l�espace probabilisé (
;F ;P) muni de la �ltration naturelle (Ft)06t6T du Mou-
vement Brownien standard (Bt)06t6T et le taux d�intérêt (r 6= cte) n�est pas supposé
�xe. Le processus (Rt)06t6T permet de dé�nir le processus d�actualisation de la manière
suivante :

Dt = exp

0@� tZ
0

Rsds

1A (II.1)

Soit (Vt)06t6T , la valeur d�une option de maturité T , portant sur un sous-jacent dont
le comportement est modélidé par l�Equation Di¤érentielle Stochastique suivante :

dSt = �Stdt+ �StdBt (II.2)

Sur un marché complet et viable, il existe un portefeuille dont la valeur est (Xt)06t6T .
Sa valeur en T est :

XT = VT p:s (II.3)

Le portefeuille répliquant est constitué à l�aide du capital initial (X0) avec V0 = X0:
Etant donnée l�absence d�oppotunité d�arbitrage, nous avons :

Vt = Xt; pour t 2 [0; T ] (II.4)

Le portefeuille répliquant est constitué en date t du sous-jacent d�une quantité de
�t, plus un investissement ou emprunt au taux Rt, où �t représente le processus de
portefeuille.

X (t; St) = �tSt +Rt (Xt ��tSt) (II.5)

Soit ~P la mesure risque neutre, sous laquelle le processus DtSt est une martingale.

Calculons le di¤érentiel de DtXt :
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d(DtX(t; St)) = X(t; St)dDt +DtdX(t; St) + dDtdX(t; St) (II.6)

Avec

dDt = �Rte

 
�
tR
0

Rsds

!
dt = �RtDtdt (II.7)

et

dX(t; St) = �tdSt +Rt (X(t; St)��tSt) dt
= �t(RtStdt+ �Std ~Bt) +Rt (Xt(t; St)��tSt) dt
= �tRtStdt+ �St�td ~Bt +RtXt(t; St)dt��tStRtdt
= RtXt(t; St)dt+ �St�td ~Bt

(II.8)

Donc l�équation II.6 devient,

d(DtX(t; St)) = �RtDtdt+Dt(RtXtdt+ �St�td ~Bt) + 0
= �St�tDtd ~Bt (II.9)

Sous ~P, la valeur actualisée de notre portefeuille est représentée uniquement par une
intégrale d�Itô, elle est donc une martingale sous la mesure risque -neutre.
Cela implique :

DtXt = ~E[DTXT jFt] = ~E[DTVT jFt] (II.10)

Autrement dit,

DtVt = ~E[DTVT jFt] (II.11)

Comme Dt est processus Ft-mesurable, alors :

Vt =
1

Dt
~E[DTVT jFt]

= ~E[D�1t DTVT jFt]

= ~E[exp(�
tZ
0

Rsds)
�1 exp(�

TZ
0

Rsds)VT jFt]

= ~E[exp(
tZ
0

Rsds) exp(�
TZ
0

Rsds)VT jFt] (II.12)

Ainsi,

Vt = ~E[exp(
TZ
t

Rsds)VT jFt] pour 0 6 t 6 T (II.13)

Cette dernière expression représente la formule d�évaluation risque-neutre. Ainsi, la
valeur actualisée de l�option est une martingale.
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Le calcul de d(DtVt) permet de trouver d�équation di¤érentielle partielle d�évaluation
et le processus de portefeuille �t à adopter pour se couvrir.
Soit l�exemple d�un Call Européen dont la valeur à la date t est V (t; St). Le calcul de
d(DtVt) est donné par :

d(DtV (t; St)) = V (t; St)dDt +DtdV (t; St) + dDtdV (t; St) (II.14)

Sous ~P, nous avons (en appliquant le Lemme d�Itô) :

dV (t; St) =
@V (t; St)

@t
dt+

@V (t; St)

@St
dSt +

1

2

@2V (t; St)

@S2t
(dSt)

2 (II.15)

Sachant que : dSt = RtStdt+�Std ~Bt et (dSt)2 = �2S2t dt. L�équation II.14 se réécrit :

d(DtV (t; St)) = �RtDtV (t; St)dt+Dt
�
@V (t; St)

@t
dt+

@V (t; St)

@S
dSt +

1

2

@2V (t; St)

@S2t
(dSt)

2

�
�RtDtdt�

�
@V (t; St)

@t
dt+

@V (t; St)

@St
dSt +

1

2

@2V (t; St)

@S2t
(dSt)

2

�
= �RtDtV (t; St)dt+Dt

@V (t; St)

@t
dt

+Dt
@V (t; St)

@St

�
RtStdt+ �Std ~Bt

�
+
1

2
Dt
@2V (t; St)

@S2t
�2S2t dt (II.16)

Notant par : Vt =
@V (t; St)

@t
, Vs =

@V (t; St)

@S
et Vss =

@2V (t; St)

@S2
, nous aurons donc :

d(DtV (t; St)) = �RtDtV dt+DtVtdt+Dt
�
RtStdt+ �Std ~Bt

�
Vs +

1

2
Dt�

2S2Vssdt

= Dt(�RtV (t; St) + Vt +RtStVs +
1

2
�2S2t Vss)dt+ �VsStDtd ~Bt(II.17)

Nous savons que d(DtV (t; St)) est une martingale, ceci impliquera que le dritf est nul.
Ce qui mène à :

�RtV (t; St) + Vt +RtStVs +
1

2
�2S2t Vss = 0 (II.18)

Ainsi, l�équation aux dérivées partielles (EDP) du modèle de Black-Scholes, est repré-
sentée par l�expression suivante :

Vt +RtStVs +
1

2
�2S2t Vss = �RtV (t; St) (II.19)

2.2. La méthode d�EDP

La méthode d�évaluation d�option par la méthode des équations aux dérivées par-
tielles repose sur l�hypothèse suivante : L�aspect aléatoire de la valeur de l�option et
de la valeur du sous-jacent ont la même source. En prenant des positions opposées
judicieuses sur l�option et son sous-jacent, permet d�éliminer le terme aléatoire du por-
tefeuille créé.
Soit Vt la valeur d�une option sur action ne versant pas de dividentes, qui est modélisée
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comme une fonction dépendant du temps t et du prix de l�action sous-jacente St:
Le prix de l�action est modélisé par l�équation di¤érentielle stochastique :

dSt = �Stdt+ �StdBt

Utilisant la formule d�Itô pour calculer la variation de la valeur de l�option dV suite à
une variation du temps de longueur dt et d�une variation du prix de l�action S sur cet
intervalle de temps dt :

dV =
@V

@t
dt+

@V

@St
dSt +

1

2

@2V

@S2t
(dSt)

2

=
@V

@t
dt+

@V

@St
(�Stdt+ �StdBt) +

1

2

@2V

@S2t
�2S2t dt

=

�
@V

@t
+ �St

@V

@St
+
1

2
�2S2t

@2V

@S2t

�
dt+ �St

@V

@St
dBt (II.20)

Si nous constituons un portefeuille P dans lequel nous sommes longs de � actions et
shorts d�un Call de maturité T , sa valeur sera : pour t 2 [0; T ]

Pt = �St � Vt (II.21)

Sa variation s�exprime donc,

dPt = �dSt � dVt

= � (�Stdt+ �StdBt)�
�
@V

@t
+ �St

@V

@St
+
1

2
�2S2t

@2V

@S2t

�
dt� �St

@V

@S
dBt

=

�
��St �

@V

@t
� �St

@V

@St
� 1
2
�2S2t

@2V

@S2t

�
dt+

�
��St � �St

@V

@St

�
dBt(II.22)

Pour que ce portefeuille soit sans risque, il faut que son terme aléatoire soit nul ([�]dB = 0)
i.e : �

��St � �St
@V

@St

�
= 0

) � =
@V

@St
(II.23)

Ainsi, le portefeuille sera sans risque si nous sommes longs d�une quantité
@V

@S
(Delta)

d�actions. En étant longs sur
@V

@S
actions, veut dire que nous avons constitué un porte-

feuille delta neutre. Si nous adaptons cette couverture, nous aurons une couverture de
delta-dynamique et notre portefeuille sera sans risque pour t 2 [0; T ]:
Un portefeuille sans risque, sur un marché parfaitement arbitré procure un rendement
égal au taux sans risque r: Sur une période de dt, la valeur de notre portefeuille est :

dPt = P:rdt (II.24)

Et d�autre part, nous avons trouvé :
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dPt =

�
��St �

@V

@t
� �St

@V

@S
� 1
2
�2S2t

@2V

@S2

�
dt (II.25)

D�après l�équation II.24 et l�équation II.25, nous obtenons :�
��St �

@V

@t
� �St

@V

@S
� 1
2
�2S2t

@2V

@S2

�
= P:r (II.26)

Or, � =
@V

@S
et Pt = �St � Vt, l�équation II.26 se réécrit comme suit :

�St
@V

@S
� @V
@t

� �St
@V

@S
� 1
2
�2S2t

@2V

@S2
=

�
St
@V

@S
� V

�
r (II.27)

Au �nal, l�équation aux dérivées partielles (EDP) de Black-Scholes est donnée par :

@V

@t
+ rSt

@V

@S
+
1

2
�2S2t

@2V

@S2
= V:r (II.28)

La résolution de cette équation nécessite une condition terminale. Cette condition est
simplement le pay-o¤ de l�option Call :

VT = (ST �K)+

Remarque 2.1 Selon l�EDP de Black-Scholes, la valeur de l�option ne dépend pas de
l�espérance de rentabilité du sous-jacent mais de sa volatilité. Ainsi, cette stratégie de
couverture a annulé l�incertitude du portefeuille (le terme aléatoire).
Les EDP peuvent être résolues de façons di¤érentes :
- Dans le cas de l�EDP de Black-Scholes, il est possible de la transformer en une EDP
dont nous connaissons la résolution, dans ce cas-là, l�équation de la chaleur.
- Une résolution à l�aide de méthodes numériques, par exemlpe à l�aide de la méthode
des di¤érences �nies ou la méthode de Monté Carlo.

3. Evaluation d�un Call Européen par la méthode risque-
neutre

La relative simplicité de ce produit dérivé permet un culcul explicite pour l�obtention
d�une formule fermée d�évaluation. Une des propriétés importantes en univers risque-
neutre est que le prix actualisé est une martingale.

Propriété 3.1 Soit l�espace probabilisé
�

;F ; ~P

�
muni de la �ltration naturelle (Ft)06t6n

avec ~P la mesure de probabilité risque-neutre.
Sous ~P, le rendement de l�actif risqué est égale au rendement sans risque. Notons par
~St le prix actualisé de l�actif St et précisons que ~St est Ft-adapté.
Le processus ~St est une martingale si il est Ft-adapté, que son espérance non condi-
tionnelle est �nie, et que l�espérance d�une valeur future quelconque conditionnée à la
�ltration est égale à ~St.

~E[ ~St+� jFt] = ~St (II.29)
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3.1. Le cours actualisé du sous-jacent

Comme nous l�avons vu dans la Proposition 12.1, le cours actualisé ~St est modélisé
par l�EDS :

d ~St = (�� r) ~Stdt+ � ~Std ~Bt avec � > r (II.30)

avec � le rendement espéré et r le taux sans risque. Nous remarquons que le drift est
logiquement positif ceci implique que ~St n�est pas une martigale.
Une espérance est calculée avec respect d�une probabilité et un ensemble d�informations
donc la modi�cation de l�un ou de l�autre modi�e le calcul de l�espérance.
La clé de cette méthode est de trouver ~P équivalente à P tel que :

~E[ ~St
��� ~Ssi = ~St avec t > s (II.31)

où ~St est une martingale, sous ~P.
Cela est dû au fait que, sous ~P, nous avons le rendement espéré pour l�actif risqué �
est égal au taux sans risque r,

�
c à d sous ~P : r = �

�
.

Ainsi, l�équation II.30 devient :

d ~St
~St
= �d ~Bt (II.32)

Sa solution s�exprime de la manière suivante :

Nous remarquons que
d ~St
~St
est de la forme

�
ln ~St

�
: En appliquant la formule d�Itô sur�

ln ~St

�
nous obtenons :

d
�
ln ~St

�
=
@ ln ~S

@ ~S
d ~S +

1

2

@2 ln ~S

@ ~S2
(d ~S)2

=
1
~S
d ~S +

1

2
(� 1
~S2
)�2 ~S2dt

=
d ~S
~S
� �

2

2
dt

= �d ~Bt �
�2

2
dt (II.33)

En intégrant, nous aurons :

~St = S0 exp

�
��

2

2
t+ � ~Bt

�
(II.34)

3.2. Application du raisonnement risque-neutre pour évaluation d�un
Call Européen (Formule de Black-Scholes)

Le pay-o¤ d�un Call Européen est :

CT = max (ST �K; 0) (II.35)

Avec ST est la valeur du sous-jacent à la date d�échéance du Call etK le prix d�exercice.
Partons du principe que nous sommes l�emetteur d�un Call et que nous voulons connaitre
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sa valeur en date initiale.
Dans le modèle de Black-Scholes, toute option dé�nie par une variable aléatoire X po-
sitive, Ft-mesurable et de carrée intégrable sous la mesure de probabilité risque-neutre
~P est simulable et sa valeur notée par (Vt)06t6T est :

Vt = ~E[exp(�r(T � t)X jFT ] (II.36)

Ici, X = max (ST �K; 0), or sous probabilité risque-neutre ~P, ~St est une martingale,
donc
~E
��
~ST

�2�
<1, et notre formule du Call est par conséquence de carré intégrable.

Ainsi, la valeur de notre Call en date initiale (t = 0) est notée par :

C0 = ~E[exp(�rT )max (ST �K; 0)]
= ~E[max(exp(�rT )ST � exp(�rT )K; 0)]
= ~E[max( ~ST � ~K; 0)] (II.37)

avec, ~ST et ~K représentent, respectivement, le prix du sous-jacent actualisé et le prix
d�exercice actualisé.
En utilisant la fonction indicatrice ayant pour événement

�
~ST > ~K

�
, nous pouvons

récrire le pay-o¤ de la façon suivante :

C0 = ~E[( ~ST � ~K)1 ~ST> ~K ] (II.38)

Avec, max( ~ST � ~K; 0) = ( ~ST � ~K)1 ~ST> ~K tel que :

max( ~ST � ~K; 0) =

�
~ST � ~K si ~ST > ~K
0 sinon

(II.39)

Nous savons que l�espérance d�une fonction indicatrice est égale au probabilité d�occu-
rence de son événement.

~E[1 ~ST> ~K ] =
~P
h
~ST > ~K

i
(II.40)

Ainsi l�équation II.38 devient,

C0 = ~E[ ~ST ]~E[1 ~ST> ~K ]�
~E
h
~K
i
~E
h
1 ~ST> ~K

i
(II.41)

Nous devons trouver pour quelle valeur de ~BT pour que ~ST > ~K :

~ST > ~K , S0 exp
�
��2

2 T + �
~BT

�
> ~K

, S0 exp
�
��2

2 T + �
~BT

�
> e�rTK

) ln
�
S0 exp

�
��2

2 T + �
~BT

��
> ln(e�rTK)

) ln(S0) +
�
��2

2 T + �
~BT

�
> �rT + ln(K)

Donc, la valeur de ~BT est dé�nie comme suit :

�
�
ln
S0
K
� �

2

2
T + rT

�
1

�
6 ~BT (II.42)
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En utilisant l�équation précedente, nous pouvons réécrire l�équation II.40 :

~E[1 ~ST> ~K ] =
~P
h
~ST > ~K

i
= ~P

�
~BT > �

1

�

�
ln
S0
K
� �

2

2
T + rT

��
= ~P

h
~BT > C

i
(II.43)

avec C = � 1
�

�
ln
S0
K
� �

2

2
T + rT

�
.

D�autre part, sachant que ~BT  N(0; T ), la probabilité ~P est donnée par :

~P
h
~BT > C

i
=

1Z
x=C

1p
2�
p
T
exp

0B@� x2

2
�p
T
�2
1CA dx (II.44)

Faisant un changement de variable, en posant : y =
xp
T
) dy =

dxp
T

Ça donne :

~P
h
~BT > C

i
=

1Z
y= Cp

T

1p
2�
p
T
exp

0B@� y2T

2
�p
T
�2
1CApTdy

=

1Z
y= Cp

T

1p
2�

exp

�
�y

2

2

�
dy

= 1� N
�
Cp
T

�
= N

�
� Cp

T

�
(II.45)

N (�) est une fonction de densité cumulée de la loi normale centrée et réduite (espérance
0 et variance 1) :

N(d) =
dZ
�1

1p
2�

exp

�
�x

2

2

�
dx (II.46)

Posant :

d2 = �
Cp
T
= �

�
� 1

�
p
T

�
ln
S0
K
� �

2

2
T + rT

��
(II.47)

Ainsi,

N
�
� Cp

T

�
= N (d2) = ~P

h
~ST > ~K

i
= ~E[1 ~ST> ~K ] (II.48)
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Remplaçant la dernière formule dans l�expression de C0 (équation II.41) :

C0 = ~E[ ~ST ]~E[1 ~ST> ~K ]�
~E
h
~K
i
N (d2) (avec ~E[ ~ST ] = ~ST car c�est une martingale)

= ~ST ~E[1 ~ST> ~K ]�K exp(�rT )N (d2)

=

1Z
x=C

S0 exp(

�
��

2

2
T + �x

�
1p
2�
p
T
exp

0B@� x2

2
�p
T
�2
1CA dx

�K exp(�rT )N (d2) (en posant ~BT = x) (II.49)

Posant de nouveau y =
xp
T
) dy =

dxp
T
, donc le prix du prix du Call sera :

C0 =

1Z
y= Cp

T

S0 exp(

�
��

2

2
T + �y

p
T

�
1p
2�

exp

�
�y

2

2

�
dy �K exp(�rT )N (d2)

= S0

1Z
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T

1p
2�

exp

�
��

2

2
T + �y

p
T � y

2

2

�
dy �K exp(�rT )N (d2)

= S0

1Z
y= Cp

T

1p
2�

exp

�
�1
2

�
y � �

p
T
�2�

dy �K exp(�rT )N (d2) (II.50)

Nouveau changement da variable : z = y � �
p
T ) dz = dy: Alors,

C0 = S0

1Z
z= Cp

T
��
p
T

1p
2�

exp

�
�z

2

2

�
dz �K exp(�rT )N (d2)

= S0

�
1� N

�
Cp
T
� �

p
T

��
�K exp(�rT )N (d2)

= S0N
�
�
�
Cp
T
� �

p
T

��
�K exp(�rT )N (d2)

= S0N

0@
�
ln S0K � �2

2 T + rT
�

�
p
T

+ �
p
T

1A�K exp(�rT )N (d2)
= S0N

0@
�
ln S0K + �2

2 T + rT
�

�
p
T

1A�K exp(�rT )N (d2)
= S0N (d1)�K exp(�rT )N (d2) (II.51)

Nous pouvons noter :

C0 = S0N (d1)�K exp(�rT )N (d2)
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Plus généralement,

Ct = StN (d1)�K exp(�r(T � t))N (d2) (II.52)

avec

d1 =

�
ln StK +

�2

2 (T � t) + r(T � t)
�

�
p
T � t

et d2 =

�
ln StK �

�2

2 (T � t) + r(T � t)
�

�
p
T � t

(II.53)

Remarque 3.1 La méthode risque neutre permet de trouver la formule de Black-
Scholes. Cette formule est son cheminement sont le point de départ de la valorisation
des produits dérivés exotiques dont le pay-o¤ possède des similtitudes au pay-o¤ d�une
option vanille.

4. Couverture et sensibilité (Grecs)

4.1. Couverture delta -neutre

Lorsqu�un intervenant vend une option, un Call par exemple, il peut être amené
à la maturité de l�option, à devoir payer le sous-jacent en date T pour le livrer en
cas d�exercice de l�acheteur, ou à payer la di¤érence entre le prix du sous-jacent à la
maturité et le prix d�exercice.
Toutefois, si le marché est viable, il doit exister un portefeuille permettant de dupliquer
le pay-o¤ du Call à la date de maturité de l�option. Le raisonnemennt est semblable à
l�évaluation risque-neutre, si nous reprenons le raisonnement risque-neutre (Section 2
dans l�équation II.17), nous obtenons l�expression :

d(DtV (t; St)) = Dt(�RtV + Vt +RtStVs +
1

2
�2S2Vss)dt+ �StDtVsd ~Bt

Le drift est nul dans la dernière expression. Donc :

d(DtV (t; St)) = �StDtVsd ~Bt (II.54)

Tandis que le portefeuille répliquant l�option avait un di¤érentiel (vu dans l�équation II.9) :

d(DtX(t; St)) = �St�tDtd ~Bt

Sous forme d�intégrale, ça donne :

DtV (t; St) = V (0; S0) +

tZ
0

�SuDuVsd ~Bu (II.55)

et

DtX(t; St) = X(0; S0) +

tZ
0

�Su�uDud ~Bu (II.56)
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Ainsi, pour que V (t; St) = X(t; St) p:s, il faut V (0; S0) = X(0; S0) et que :

Vs = �t pour 0 6 t 6 T (II.57)

La quantité détenue de sous-jacent doit être égale au delta du Call continuellement, c�est
une couverture delta -neutre dynamique. Cette méthode peut être appliquée aux options
exotiques, cela permet de déterminer dans de nombreux cas la stratégie de portefeuille
à adopter pour couvrir les dérivés.

4.2. Les Grecs

Pour la gestion des risques, il est indispensable de disposer d�indicateurs pertinents
de ces risques. Nous utilisons très souvent les sensibilités ou les dérivées de prix par
rapport aux di¤érents paramètres du modèle, nommés les "Grec". Ces sensibilités sont
prépondérantes à la gestion d�un portefeuille de produits dérivés dans la mesure où elles
permettent de se couvrir des variations de prix suite à la variation d�un des paramètres
in�uant le prix du produit dérivé.

4.2.1. Delta

Le Delta d�une option est la mesure de la sensibilité du prix de l�option à un chan-
gement de prix du sous-jacent sur lequel elle porte.
Nous avons trouvé la formule du prix du Call Européen dans l�équation II.51 :

Ct = StN (d1)�K exp(�r(T � t))N (d2)

avec 8>>>><>>>>:
d1 =

�
ln StK + �2

2 (T � t) + r(T � t)
�

�
p
T � t

d2 =

�
ln StK � �2

2 (T � t) + r(T � t)
�

�
p
T � t

et N (�) est une fonction de densité cumulée de la loi normale centrée et réduite.
En clair, notant par x = St et T � t sera simplement T :

@Ct
@x

= N (d1) + x
@N (d1)
@x

�K exp(�rT ))@N (d2)
@x

= N (d1) + xN0 (d1)
@d1
@x

�K exp(�rT ))N0 (d2)
@d2
@x

(II.58)

Or,

xN0 (d1)
@d1
@x

= K exp(�rT ))N0 (d2)
@d2
@x

(II.59)

Puisque, nous avons

@d1
@x

=
1

x
:
1

�
p
T
=
@d2
@x

(II.60)
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et

N0 (d1) =
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2
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2
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) (II.61)

avec d2 = d1 � �
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T ce qui fait
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L�équation II.58 devient :

@Ct
@x

= N (d1)+x
�

1p
2�
exp(�d

2
1

2
)

�
@d1
@x
�K exp(�rT )

�
1p
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:
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K
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�
�d

2
1
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�
exp (rT )

�
@d2
@x

En�n, nous trouvons le Delta du Call égal à :

@Ct
@x

= N (d1) (II.63)

4.2.2. Gamma

Le Gamma d�une option est la mesure de la sensibilité du Delta à un changement
de prix du sous-jacent sur lequel elle porte. C�est la dérivée seconde du prix du Call
par rapport au prix du sous-jacent :

@2Ct
@x2

=
@N (d1)
@x

= N0 (d1)
@d1
@x

=
1

�x
p
T
N0 (d1) (II.64)

4.2.3. Vega

Le Vega d�une option est la mesure de la sensibilité du prix de l�option à un chan-
gement de volatilité du sous-jacent sur lequel l�option porte :
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@Ct
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= xN0 (d1)
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De plus,

d2 = d1 � �
p
T ) @d1

@�
� @d2
@�

=
p
T (II.66)

Alors le Vega est égal à :

@Ct
@�

= xN0 (d1)
p
T (II.67)

4.2.4. Rhô

Le Rhô d�une option est la mesure de la sensibilité du prix de l�option à un chan-
gement de taux d�intérêt :

@Ct
@r

= xN0 (d1)
@d1
@r

�
�
�TK exp(�rT )N (d2) +K exp(�rT )

�
N0 (d2)

� @d2
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�
(II.68)

Nous avons,

@d1
@r

=
T

�
p
T
=
@d2
@r

(II.69)

Alors le Rhô est égal à :

@Ct
@r

= TK exp(�rT )N (d2) (II.70)

4.2.5. Thêta

Le Thêta d�une option est la mesure de la sensibilité du prix de l�option à la variation
de la maturité :

@Ct
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= xN0 (d1)
@d1
@T

�
�
�rK exp(�rT )N (d2) +K exp(�rT )

�
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+ rK exp(�rT )N (d2) (II.71)

Nous avons,
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� @d2
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2
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(II.72)

Alors le Thêta est égal à :

@Ct
@T

= xN0 (d1)
�
� �

2
p
T

�
+ rK exp(�rT )N (d2) (II.73)
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5. Conlusion

Le modèle de Black-Scholes est l�outil fondamental en �nance pour l�évaluation et
couverture des options Européennes. En se basant sur le principe d�absence d�opportu-
nité d�arbitrage, nous avons pu aboutir à une équation aux dérivées partielles (EDP),
ainsi, démontré les démarches à suivre a�n d�évaluer les options d�achat standards du
type européen par le biais de la méthode risque-neutre et la méthode des équations aux
dérivées partielles. Concluons ce chapitre par l�étude des sensibilités ou les dérivées de
prix des options par rapport aux di¤érents paramètres du modèle, nommés les "Grec".
Ces dernières sont prépondérantes à la gestion d�un portefeuille de produits dérivés
dans la mesure où elles nous permettent de se couvrir des variations de prix suite à la
variation d�un des paramètres in�uant le prix du produit dérivé.
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CHAPITRE III

LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS À
BARRIÈRE

1. Introduction

Dans le but de mondialisation des échanges des capitaux, les options ont été dé-
veloppées a�n de répondre aux demandes des investisseurs en matière de gestion du
risque et de protection face aux �uctuations du marché. Le marché des options a connu
une hausse de nombre de transactions dès les années 80. Aujourd�hui les options sont
devenues des outils indispensables pour tous les professionnels des marchés �nanciers.
En e¤et, avec la découverte de la formule d�évaluation des options sur actions par Black-
Scholes en 1973, celle-ci a permis une meilleure compréhension de ces outils �nanciers
tant au niveau des stratégies d�investissements que des couvertures de portefeuilles.
Cette équation s�appliquait à des options de première génération et à des options exo-
tiques de seconde génération [34, 35, 36].
Les options exotiques se di¤érencient des options classiques par :

➤ La dimension : Les options classiques sont unidimensionnelles, elles sont écrites
sur un seul sous-jacent.

➤ Dépendance du chemin suivi : Les options exotiques peuvent dépendre du chemin
suivi par le sous-jacent. Elles sont appelées path-dependent.

➤ Ordre de l�option : Une option classique est du premier ordre, car son sous-jacent
est un instrument �nancier primaire, telle une action. Par contre, une option exotique,
est du second ordre, son sous-jacent est en e¤et une option.

Il existe une grande variété d�options exotiques : options à barrière, options asia-
tiques, options lookback,. . . etc. Dans ce qui suit, nous nous intéressons plus précisément
aux options à barrière. Comme leur nom l�indique, elles sont des options dont la valeur
est conditionnée par l�évolution, pendant leur durée de vie, du prix du sous-jacent par
rapport à un ou plusieurs seuils [31, 37, 38, 39]. Nous pouvons distinguer deux caté-
gories : les options à barrière désactivantes "Out" dont la valeur de l�option s�annule
si le cours du sous-jacent franchit la barrière à la hausse (option de type Up) ou à la
baisse (option de type Down) et les options à barrière activantes "In" dont le pay-o¤ de
l�option est nul si le cours du sous-jacent ne franchit pas la barrière à la hausse (option
de type Up) ou à la baisse (option de type Down).
Les options à barrière ont été étudiées en temps continu par Merton [4], Andersen et

32



CHAPITRE III. LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS À
BARRIÈRE

al. [40] Reiner [8], Bowie et Carr [41], Rich [42], Heynen et Kat [43], Baldi et al. [44],
Linetsky [45], Kunitomo et Ikeda [46] et Doobae [47]. Broadie et al. [48] ont présenté
quelques termes de correction entre les options à barrière en temps discret et en temps
continu. Généralement, l�actif sous-jacent est observé en temps continu par rapport à
la barrière. Cependant dans la pratique, la plupart des options à barrière sont discrète-
ment surveillées à des dates précises. Ces options sont appelées des options à barrière
discrète [49]. EIles ont été discutées par Wilmott et al. [50], Musiela et Rutkowski [6],
Zhang [51], Pliska [52], Monique Jeanblanc et al [53] et Wilmott [38].

L�objectif principal dans ce qui suit est la valorisation des options à barrière. Après
une présentation détaillée des options à barrière, leurs caractéristiques ainsi que l�in-
térêt d�utilisation de ce type d�option pour une bonne compréhension des méthodes
d�évaluation. Nous allons tenter d�évaluer les options du type Up and In Call [39, 54],
sous deux contextes, en temps continu puis en temps discret. Le raisonnement d�éva-
luation est basé sur le théorème de Girsanov, le principe de ré�exion et la densité jointe
du Mouvement Brownien et son maximum.

2. Les options à barrière

2.1. Dé�nitions et caractéristiques

En 1970, les produits dérivés de première génération sont introduits par les célèbres
travaux de Black-Scholes mais au cours de ces dernières années les produits �nanciers
disponibles sur les marchés se sont particulièrement complexi�és, sur ce fait les pro-
duits exotiques de deuxième génération ont fait leur apparition au début des années
1990. Parmi eux, les options à barrière dont la caractéristique essentielle réside dans la
dépendance du �ux terminal de l�option en la trajectoire complète du cours de l�action
sous-jacente.
Les options à barrière sont un nom générique donné aux produits dérivés dont les pay-
o¤s dépendent du fait que le sous-jacent a atteint ou non un niveau donné (ou barrière)
durant la durée de vie de l�option. Tel que leur nom l�indique, les options à barrière
naissent ou disparaissent si une barrière est atteinte. Si elles naissent lorsque la barrière
est atteinte, nous disons qu�elles sont Knocked-In. Par ailleurs, si elles disparaissent
lorsque la barrière est touchée, nous disons qu�elles sont Knocked-Out.

2.1.1. Options à barrière activantes et désactivantes

Une option à barrière, d�une manière générale, est un instrument �nancier qui s�ac-
tive ou se désactive, en fonction de l�évolution du sous-jacent sur laquelle elle porte. Elle
peut donc être activée à la hausse ou à la baisse, tout comme elle peut être également
désactivée à la hausse ou à la baisse. Nous pouvons les classer comme suit :

① Options à barrière activante : Ces options, dites de type « In Barrier ou
Knock-In ou lightable option » , qui ne commencent à exister que si le cours du sous-
jacent atteint un certain cours �xé à l�avance. Cependant, la prime est payée dès le
départ, qu�une option apparait.

② Options à barrière désactivante : Ces options, dites de type « Out Barrier
ou Knock-Out ou extinguishable » , sont des options Européennes classiques en tout
point sauf qu�elles disparaissent si le cours du sous jacent atteint dans la période de
référence un seuil prédéterminé.
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Nous pouvons ainsi, dénombrer quatre cas :

a. Option Up and In : L�option ne prend e¤et que si le sous-jacent franchit un
certain niveau à la hausse. Ce type d�option s�applique à des Calls ou à des Puts.

b. Option Up and Out : L�option disparaît si le sous-jacent franchit un certain
niveau à la hausse. Ce type d�option s�applique s�applique à des Calls ou à des
Puts.

c. Option Down and In : L�option ne prend e¤et que si le sous-jacent franchit un
certain niveau à la baisse. Ce type d�option s�applique s�applique à des Calls ou
à des Puts.

d. Option Down and Out : L�option disparaît si le sous-jacent franchit un certain
niveau à la baisse. Ce type d�option s�applique s�applique à des Calls ou à des
Puts.

Au �nal, il existe donc 8 types d�options à barrière 4 Calls et 4 puts. Utilisons les
notations suivantes pour dé�nir leurs « pay-o¤s » respectifs [55] :
- K : Prix d�exercice ou strike,
- S : Cours du sous-jacent,
- B : Barrière.

❃ Calls à barrière :

Type Pay-o¤

Down and Out CCDO =

�
max (ST �K; 0) si 8t ; St > B
0 sinon

Up and Out CCUO =

�
max (ST �K; 0) si 8t ; St < B
0 sinon

Down and In CCDI =

�
max (ST �K; 0) si 9t ; St 6 B
0 sinon

Up and In CCUI =

�
max (ST �K; 0) si 9t ; St > B
0 sinon

❃ Puts à barrière :

Type Pay-o¤

Down and Out CPDO =

�
max (K � ST ; 0) si 8t ; St > B
0 sinon

Up and Out CPUO =

�
max (K � ST ; 0) si 8t ; St < B
0 sinon

Down and In CPDI =

�
max (K � ST ; 0) si 9t ; St 6 B
0 sinon

Up and In CPUI =

�
max (K � ST ; 0) si 9t ; St > B
0 sinon

2.1.2. Options à barrière Américaines et options à barrière Européennes

Dès lors, la question est désormais de savoir comment observer la barrière d�une
option. Plusieurs conventions sont utilisées dans le marché.

❃Observation Européenne : Appelée aussi observation à maturité seulement. En
d�autres termes, c�est le dernier jour, et uniquement le dernier jour, que nous observons
le niveau du sous-jacent pour déclarer si un évènement de barrière a eu lieu.
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❃ Observation Américaine : Appelée aussi observation en continu. En d�autres
termes, nous observons le niveau du sous-jacent tous les jours, à chaque instant, pour
établir le franchissement potentiel de la barrière.

❃ Observation au close : Appelée aussi observation discrète. En d�autres termes,
nous observons le niveau du sous-jacent tous les jours, uniquement à la clôture (et pas
en intraday), pour savoir si la barrière a été franchie.

2.2. Avantages d�utilisation des options à barrière

Nous pouvons citer trois principaux avantages de l�utilisation des options à bar-
rière :
➤ Prix des options : le prix des options à barrière peut être selon le niveau de la bar-
rière, nettement plus faible que celui d�une option standard de mêmes caractéristiques.
➤ Grande �exibilité : la multiplicité des options à barrière permet d�élaborer des stra-
tégies très précises tant en terme d�anticipation, qu�en terme de couverture pour une
classe donnée d�option standard.
➤ Levier et rendement importants : le versement d�une prime faible combiné à un «
pay-o¤ » identique à celui d�une option standard en cas d�évolution favorable du sous-
jacent permettent d�améliorer le levier de façon signi�cative, ainsi que le rendement de
l�option.

Dès lors, l�investisseur peut être fortement intéressé par ce type d�option à barrière
pour une raison liée au prix. Aussi, parce que les options à barrière sont en général bien
moins chères que des options vanilles similaires (sans barrière).

2.3. La parité des options à barrière Européennes

Tout comme la parité Call/Put, une relation de parité peut être dégagée des options
à barrière Européennes. Si aucun rebate n�est associé aux options à barrière, dans ce
cas :

Call = CallUp&In + CallUp&Out (III.1)

3. Options à barrière à maturité �xe

3.1. Propositions [53]

Proposition 3.1 (Propriété de Markov forte) Si (Bt)t2R+ un Mouvement Brow-
nien sous P, si (Ft)t2R+ est une �ltration adaptée et si � est un temps d�arrêt pour
(Ft)t2R+ alors, sur l�événement f� < +1g, le processus :

(Bt+� �B� )t2R+ (III.2)

est un Mouvment Brownien indépendant de Ft:
En particulier, pour toute fonction g P�mesurable, et pour tout t 2 R+ :

EP (1�6t:g(Bt)) = EP
�
1�6t:EP

�
g(Bt + eBt�� jF� )�� (III.3)

où
� eBt�

t2R+
est un Mouvement Brownien indépendant de F� :
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Proposition 3.2 (Loi du maximum d�un mouvement Brownien avec Dérive)
Soit Xt = �t + Bt un Mouvement Brownien et soit Mt = max

s6t
(Xs). Notant par,

P(Xt 2 A) la probabilité que le Mouvement Brownien avec dérive Xt avec drift � ap-
partient à A:
La loi du maximum d�un Mouvement Brownien avec drift est :

P (Xt > y;Mt > y) = P (Mt > y) (III.4)

Nous aurons :

P (Mt > y) = N
�
�y + �tp

t

�
+ e2�yN

�
�y � �tp

t

�
pour y > 0 (III.5)

Proposition 3.3 (Principe de Re�exion) Pour y > 0 et x 6 y, on a :

P (Xt 6 x;Mt > y) = P (Xt > 2y � x) (III.6)

Proposition 3.4 (Loi du Mouvement Brownien Drifté)

P (Xt > x;Mt > x) = P (Xt > x) = N
�
�x+ �tp

t

�
(III.7)

3.2. Evaluation des Options Calls Européennes à barrière

Les options à barrière peuvent être activantes ou désactivantes. Nous allons étudiés
l�option du type Up and In, qui est activée si le sous-jacent franchit un certain niveau à
la hausse (passe au-dessus de la barrière), son existence est conditionnée par le passage
du prix de l�actif sous-jacent au-dessus d�un certain seuil [51, 56].

Dans ce qui suit, la maturité est considérée comme une constante.

Soit
�

;F ; ~P

�
l�espace probabilisé muni de la �ltration naturelle (Ft)t2R� du Mouve-

ment Brownien
�
~Bt

�
t>0

. Soit une option Call Up and In ayant un prix d�exercice K

et une barrière de niveau B, avec B > K portant sur un sous-jacent St. L�Equation
Di¤érentielle Stochastique (EDS) modélisant le cours du sous-jacent (St) avec un taux
d�intérêt sans risque r est donnée par [57] :

dSt = rStdt+ �Std ~Bt (III.8)

Sous ~P, seul le processus exp(�rt)St (le prix du cours actualisé ~S) est une martingale.
La solution de l�équation III.8 est obtenue comme suit :
Soit,

dSt
St

= rdt+ �d ~Bt

Nous remarquons que
dSt
St

est du type d (lnSt) :

d (lnSt) =
dSt
St

(III.9)
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En appliquant la formule d�Itô sur (lnSt), nous obtenons :

d (lnSt) =
@ (lnSt)

@St
dSt +

1

2

@2 (lnSt)

@S2t
(dSt)

2

=
1

St

�
rStdt+ �Std ~Bt

�
+
1

2

�
� 1

S2t

�
(�St)

2 dt

=

�
r � �

2

2

�
dt+ �d ~Bt (III.10)

En intégrant, Z
d (lnSt) =

Z �
r � �

2

2

�
dt+

Z
�d ~Bt (III.11)

Donc le processus résolvant l�équation III.8 est :

St = S0 exp

��
r � �

2

2

�
t+ � ~Bt

�
(III.12)

Le processus St n�est pas une martingale, possédant un drift.
Nous pouvons néanmoins réécrire l�équation III.12 de la manière suivante :

St = S0 exp
�
�
�� r
�
� �
2

�
t+ ~Bt

��
= S0 exp

�
�B̂t

�
(III.13)

Où

B̂t = at+ ~Bt (III.14)

et

a =
1

�

�
r � �

2

2

�
(III.15)

D�après le Théorème 13.2 de Girsanov
�
B̂t

�
t>0

est un Mouvement Brownien sous P̂
dé�ni par [24, 37] :

dP̂
d~P

= exp

�
�a ~BT �

a2

2
T

�
(III.16)

Alors, sous P̂, la nouvelle formule de St (l�équation III.13) est une martingale (drift
annulé).

Situons-nous dans le cas d�une option Up and In Call Européenne, sous les condi-
tions suivantes :
☛ La barrière se situe au-delà du prix d�exercice (B > K),
☛ Et le cours du sous-jacent est au-dessous de la barrière (S < B).
L�équation III.13 peut se réecrire sous la forme :

St = S0e
Xt (III.17)
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avec

Xt = �B̂t = �t+ � ~Bt (III.18)

et

� = r � �
2

2
(III.19)

Nous savons que l�option à barrière s�active si le cours du sous-jacent franchit la barrière
B, nous allons donc être amenés à étudier le maximum du Mouvement Brownien Xt.
Dé�nissons [27],

MT = max
06t6T

Xt (III.20)

Remarque 3.1 La transformation de ~Bt en Xt (ou bien B̂t) (Mouvement Brownien
avec drift) a été faite dans le but de calculer la densité jointe du couple (Xt;Mt) sous la
mesure de probabilité P̂, sous laquelle Xt est une martingale, puis de la transposer sous
~P, en utilisant le théorème de Girsanov (voir Théorème 13.2). Cette transformation est
essentielle dans la mesure où elle permet l�utilisation de la propriété de ré�exion (voir
Proposition 3.3) du Mouvement Brownien qui permet de calculer la distribution jointe
du couple Mouvement Brownien et son maximum.

A présent, nous nous retrouvons sous P̂, dans une situation où le problème de
l�évaluation de l�option à barrière peut être aisément transposé.
Pour que l�option ne soit pas désactivée, le prix du sous-jacent ne doit pas franchir la
barrière B durant toute la vie de l�option (B > St) [57, 72], mais pour que l�option n�ait
pas une valeur nulle, il faut que St > K.
Le pay-o¤ d�un Call Up and In avec barrière �xée au niveau B et prix d�exercice K est
donné par :

CUIT =

�
max(ST �K; 0) si 9t; ST > B
0 sinon

(III.21)

avec ST = S0eXT , est la valeur du sous-jacent à la date d�échéance T .
Nous savons que toute option dé�nie par une variable aléatoire X positive, Ft-

mesurable et de carrée intégrable sous la mesure de probabilité risque-neutre P̂ est
simulable et sa valeur notée par (Vt)06t6T est :

Vt = bE[exp(�r(T � t)XT jFt] (III.22)

Ici, XT = max (ST �K; 0), or sous probabilité risque-neutre P̂, ST est une martingale
(voir subsection 3.2) , donc bE h(ST )2i <1, et notre formule du Call Up and In est par
conséquence de carré intégrable.
Ceci n�est applicable que si nous dé�nissons Vt à l�aide du temps d�arrêt �m = min ft > 0; Bt = Bg
comme suit :

exp (�r (t ^ �))X (t ^ �) =
�

exp(�r(t))X(t) si 0 6 t 6 �
exp(�r(�))X(�) si � 6 t 6 T (III.23)

Une martingale arrêtée étant toujours une martingale, celle-ci peut être utilisée dans
la formule d�évaluation risque-neutre.
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D�après [37], si V (t; x) la valeur d�une option Call Up and In à l�instant t, sous l�hypo-
thèse que l�option ne soit pas activée avant t et que St = x. Alors, le pay-o¤ d�un Call
à barrière est identique à celui d�un Call standard. Dès lors, le processus de prix d�un
Call barrière V (t; x) devrait résoudre d�EDP de Black-Scholes (l�équation II.28) :

Vt(t; x) + rxVx(t; x) +
1

2
�2x2Vxx(t; x) = rV (t; x)

avec 0 6 t < T et 0 6 x 6 B.
Maintenant, partons du principe que nous sommes l�emetteur d�un Call Up and In et
que nous voulons connaitre sa valeur en date initiale.
Notons par CUIt le prix du Call Up and In à l�instant t :

CUIt = bE he�r(T�t)max(ST �K; 0)i
= bE

24e�r(T�t) (ST �K)+ 1�
max
06t6T

St>B;ST>K
�
35

= e�r(T�t)bE
24(S0 exp(XT )�K) 1�

max
06t6T

St>B;ST>K
�
35

= e�r(T�t)bE"S0 (exp(XT )�K) 1�
XT>ln

�
K
S0

�
;MT>ln

�
B
S0

��
#

= e�r(T�t)S0bE [exp(XT )ID]� e�r(T�t)KbE [ID]
= e�r(T�t)S0I1 � e�r(T�t)KP̂ (D)

(III.24)

Avec

D =

�
ST > K; max

06t6T
St > B

�
=

�
S0e

XT > K; max
06t6T

S0e
Xt > B

�
=

�
XT > ln

�
K

S0

�
;MT > ln

�
B

S0

�� (III.25)

A l�instatnt initiant t = 0, la valeur du Call Up and In serait :

CUI0 = e�rTS0I1 � e�rTKP̂ (D) (III.26)

En utilisant les Proposition 3.4 et Proposition 3.2, nous obtenons la distribution de
probabilité du couple (XT ;MT ) :

P (XT > x;MT > y) =

8<: exp
�
2�
�2
:y
�
N
�
�y��T
�
p
T

�
+N

�
�y+�T
�
p
T

�
� exp

�
2�
�2
:y
�
N
�
x�2y��T
�
p
T

�
si x 6 B

exp
�
2�
�2
:y
�
N
�
�y��T
�
p
T

�
+N

�
�y+�T
�
p
T

�
� exp

�
2�
�2
:y
�
N
�
�y��T
�
p
T

�
si x > B

(III.27)
En appliquant cette dernière dé�nition (équation III.27), cas où x 6 B, à la probabilité
P̂ (D) de l�équation III.26, nous aurons :
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P̂ (D) = exp
�
2�

�2
ln

�
B

S0

��
N

0@� ln
�
B
S0

�
� �T

�
p
T

1A+N
0@� ln

�
B
S0

�
+ �T

�
p
T

1A
� exp

�
2�

�2
ln

�
B

S0

��
N

0@ ln
�
K
S0

�
� 2 ln

�
B
S0

�
� �T

�
p
T

1A
=

�
B

S0

� 2�
�2

N

 
ln
�
S0
B

�
� �T

�
p
T

!
+N

 
ln
�
S0
B

�
+ �T

�
p
T

!

+

�
B

S0

� 2�
�2

N

0@ ln
�
B2

S0K

�
+ �T

�
p
T

1A

(III.28)

D�autre part, le premier terme de l�équation III.26 est donné par :

I1 = bE [exp(XT )ID] = bE �exp(XT )1nXT>ln� K
S0

�
;MT>ln

�
B
S0

�o� (III.29)

Pour que nous pouvions poursuivre le calcul, nous avons besoin de dé�nir une mesure
de probabilité �P :

d�P
dP̂

= e�rT eXT = e�rT
ST
S0

(III.30)

tel que �BT = ~BT � �T est un Mouvement Brownien sous �P.
En clair, nous avons

P̂
�
XT > ln

�
K

S0

�
;MT > ln

�
B

S0

��
(III.31)

Et nous souhaitons obtenir :

�P
�
XT > ln

�
K

S0

�
;MT > ln

�
B

S0

��
(III.32)

Pour cela, il su¢ t d�appliquer le Théorème 13.2 de Girsanov :

�P
�
XT > ln

�
K

S0

�
;MT > ln

�
B

S0

��
� 1

ZT
= P̂

�
XT > ln

�
K

S0

�
;MT > ln

�
B

S0

��
P̂ p:s

(III.33)
avec ZT est la dérivée de Radon-Nikodym donnée par :

ZT = exp

�
��

2

2
T + � ~BT

�
(III.34)

tel que �BT = ~BT � �T est un Mouvement Brownien sous �P.
Nous avons :

bE [exp(XT )ID] = bE [exp(rT )ZT ID]
Donc, bE [exp(rT )ZT ID] = exp(rT )bE [ZT ID] = exp(rT )E[ID]

40



CHAPITRE III. LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS À
BARRIÈRE

Ce qui ramène à :

I1 = exp(rT ):�P
�
XT > ln

�
K

S0

�
;MT > ln

�
B

S0

��
(III.35)

Finalement, le processus XT sous �P devient :

Xt = � �Bt + ��t pour t 2 [0; T ] (III.36)

avec
�� = (r +

�2

2
) (III.37)

Par conséquant,

�P (D) =
�
B

S0

� 2��
�2

N

 
ln
�
S0
B

�
� ��T

�
p
T

!
+N

 
ln
�
S0
B

�
+ ��T

�
p
T

!
+

�
B

S0

� 2��
�2

N

0@ ln
�
B2

S0K

�
+ ��T

�
p
T

1A
(III.38)

En remplaçant les expressions de �P (D) et P̂ (D) dans l�équation III.26, nous obtenons :

CUI0 = e�rTS0e
rT

24� B
S0

� 2��
�2

N

 
ln
�
S0
B

�
� ��T

�
p
T

!
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�
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(III.39)

Avec

� = (r � �
2

2
) et �� = (r +

�2

2
)
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Dans le cas où x > B, les probabilités P̂ (D) et �P (D) deviennent :

P̂ (D) = exp
�
2�

�2
ln

�
B

S0

��
N

0@� ln
�
B
S0

�
� �T

�
p
T

1A+N
0@� ln

�
B
S0

�
+ �T

�
p
T

1A
� exp

�
2�

�2
ln

�
B

S0

��
N

0@� ln
�
B
S0

�
� �T

�
p
T

1A
= N

0@� ln
�
B
S0

�
+ �T

�
p
T

1A
(III.40)

Et

�P (D) = N

0@� ln
�
B
S0

�
+ ��T

�
p
T

1A (III.41)

En remplaçant les expressions de �P (D) et P̂ (D) dans l�équation III.26, nous obtien-
drons :

CUI0 = e�rTS0e
rT
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�
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!!
�Ke�rT
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p
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! (III.42)

Ainsi, la formule fermée du prix de l�option Call Eurpréen Up and In,à l�instant t, pour
une maturité �xée est donnée par l�expression suivante :

CUIt = S0

�
B

S0

� 2(r+�2

2 )

�2

N
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�
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�
� (r + �2
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(III.43)

42



CHAPITRE III. LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS À
BARRIÈRE

Pour 0 6 t 6 T et 0 6 St 6 B.
Et,

CUIt = S0N

 
ln
�
S0
B

�
+ ��(T � t)

�
p
T � t

!
�Ke�r(T�t)N

 
ln
�
S0
B

�
+ �(T � t)

�
p
T � t

!
(III.44)

Pour 0 6 t 6 T et St > B.

4. Options à barrière à maturité aléatoire

Désomais, nous considérons le temps d�expiration T une variable aléatoire � (par
exemple une loi de poisson de paramètre (� > 0)) [26], indépendante du Mouvement
Brownien W = (Wt)t>0 :
Soit la mesure de probabilitité risque neutre P� . La dérivée de Radon Nikodym est
donnée par :

dP�

dP
= exp(�Wn �

�2

2
n); 8n > 1: (III.45)

Nous considérons une option Européenne Call à barrière, avec comme barrière donnée
le premier temps Ta de passage d�une certaine barrière a > 0 par le precessus S avec
S0 < a [27] :

Ta = inf ft > 0;St = ag (III.46)

Alors, la relation suivante est ainsi satisfaite :

E
�
e(�Wn��2

2
n)1fTa>ng

�
= E�

�
1fTa>ng

�
= P� (Ta > n) ; 8n > 1: (III.47)

Où

1fTa>ng =

�
1 si Ta > n
0 sinon

(III.48)

est une fonction indicatrice et E� désigne l�espérance sous la mesure de probabilité
risque-neutre P�.
Le prix d�une telle option Européenne à barrière à maturité aléatoire suivant la loi de
Poisson est donnée par :

� (r; �;K; a; �) =
1P
m=0

E�
�
e�rm (Sm �K)+ 1fTa6mg

�
P (� = m)

= e��
1P
m=0

E�
�
e�rm (Sm �K)+ 1fTa6mg

� �m
m!
: (III.49)

Pour calculer ce prix nous devons tout d�abord trouver le prix de l�option Call Up and
In à temps discret, dé�ni par :

Vm(B) = E�
�
e�rT (Sm �K)+ 1f~�(B;S)6mg

�
(III.50)
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4.1. Options à barrière à contrôl discret

Nous supposons que le prix de l�actif est controlé discrètement seulement aux ins-
tants tn = n�t avec �t = T

m et 1 6 n 6 m, où T est la date d�échéance et m � 1
est le nombre de points de contrôle (n = 1; :::;m� 1). Sous la mesure de probabilité P�
[58, 59], au nth point de contrôle, le prix de l�actif sous-jacent est donné par :
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Avec,
➤ Wn représente le pas aléatoire, donné par :
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(III.52)

➤ � est le drift, donné par :

� = r � �
2

2
(III.53)

➤ Zi sont des variables aléatoires normales standards indépendantes.
Par analogie, sous P�, le prix d�une option discrète Up and In est :

Vm(B) = E�
�
e�rT (Sm �K)+ 1f~�(B;S)6mg

�
(III.54)

Pour calculer ce prix, nous avons besoin des propositions suivantes :

Proposition 4.1 (Théorème de Girsanov à temps discret ) Pour toute mesure
de probabilité P�, soit P̂ dé�nie par :
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Où ai(i=1;:::;n) sont des constantes arbitraires et Zi sont des variables aléatoires normales
standards indépendantes sous la mesure de probabilité P:
Alors sous la mesure de probabilité arbitraire P̂, pour tout 1 6 i 6 m,

Ẑi = Zi � ai (III.56)

est une variable aléatoire normale standard [27, 58].

Proposition 4.2 Le prix d�une option barrière discrète dans le cas d�un Call Up and
In [58, 60] est donné par :
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Avec � = � &(1=2)p
2�

= 0:5826 et & est la fonction zeta Riemann [61].

Preuve. Notons que :
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En utilisant le théorème discret de Girsanov, nous obtiendrons :
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Avec

ai = �
p
�t (III.60)

Sous P̂, la fonction (lnSm) a une moyenne
�
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p
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p
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une variance �T:
Ainsi,
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Avec,
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Où sous P̂,
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tel que Ẑi sont des variables aléatoires normales standards indépendantes.
et sous P�,
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tel que Zi sont des variables aléatoires normales standards indépendantes.

Maintenant, nous aurons besoin du Corollaire et Proposition suivants :

Corollaire 4.1 Pour toute constante b > y et b > 0 quand m!1 (Voir [58])
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Le prix (Vm(B)) devient :
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Où Wc(t) désigne un Mouvement Brownien avecc drift c et une variance 1.

Proposition 4.3 (Propriété Rescaling) Par la proposition suivante, pour le Mou-
vement Brownien avec drift (au) et variance 1, nous avons :
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En utilisant la Proposition 4.3 et les notations suivantes a =
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Puis, nous avons :
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Nous aurons au �nal,
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4.2. Le prix d�une option Call à barrière à maturité aléatoire suivant
la distribution de Poisson

Maintenant, nous calculons le prix d�une option Call Up and In, sous la forme
suivante :
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Avec, sous P̂,
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Sous P�,
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tel que Zi et Ẑi sont des variables aléatoires normales standards indépendantes sous P�
et P̂.
Nous avons besoin de calculer les probabilités suivantes :
Si x 6 B, en d�autre terme si m 6 m0, nos probabiltés de l�équation III.71 seront égales
aux :
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Et si m > m0 nos probabiltés de l�équation III.71 seront égales aux :
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et
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Donc, notre prix de l�option Call Up and In en temps discret devient :
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Avec K > S0, m0 $ E[( a
ln(K=S0)

)2], où E[x] désigne l�intégrale par partie de x.

5. Conclusion

Suite au prise de conscience du choix sans limite des options en matière de gestion
de risque et de la rentabilité espérée par les investisseurs, d�autres types d�options sont
apparus susceptibles de mieux répondre aux besoins de leurs clients nomées options de
seconde génération ou bien exotiques. De ce fait, nous choisissons d�étudier le modèle
des options à barrière dont l�avantage de ce dernier est d�être moins chères que les
options standards avec les mêmes conditions. En se basant sur les fondements du calcul
stochastique et les résultats de Merton (1973) et Reiner (1991), nous avons établi la
formule explicite d�évaluation des options Call à barrière du type Up and In. L�évalua-
tion de ces dernières est approchée par la méthode probabiliste utilisant la loi jointe du
couple mouvement brownien et son maximum. Les résultats obtenus dévloppés sous la
contrainte que la maturité est constante ainsi qu�aléaotoire qui suit la distribution de
poisson.
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CHAPITRE IV

MODÈLES À VOLATILITÉ STOCHASTIQUE (SV)

1. Introduction

Depuis l�apparition du modèle de Fischer Black et Myron Scholes en 1973, la volati-
lité des marchés �nanciers est devenue une norme. Elle est l�élément le plus important
qui est estimée par la volatilité implicite. Le prix d�une option Européenne obtenue par
le modèle de Black-Scholes dépend de la volatilité du sous-jacent, supposée constante
et qui est en plus, l�unique paramètre inobservable directement sur les marchés �nan-
ciers [62, 63]. Néanmoins dans la pratique, ceci n�est le cas, à chaque prix d�exercice
correspond une valeur de la volatilité, et l�observation des prix sur les marchés �nan-
ciers montre que la volatilité dépend de la maturité considérée et du strike [64, 65]. La
courbe représentant la volatilité implicite en fonction de la volatilité et prix d�exercice
a une allure de smile. Ne pouvant pas expliquer ce phénomène de smile, les limites de la
théorie d�évaluation dans le cadre du modèle de Black-Scholes apparurent très vite [12].
Etant donné que la valeur de l�option étant très sensible aux variations de la volatilité,
ceci conduit à considérer la volatilité comme une variable stochastique [16, 66, 67]. Par
la suite, les chercheurs Merton [4], Hull et White [18], Stein et Stein [15], Wiggins [20]
et en�n Heston [14], ont donc développé d�autres modèles portant le nom de modèle à
volatilité stochastique. Le modèle d�Heston est l�un le plus populaire de ces modèles.
Il a comme avantage de résoudre le problème du modèle de Black-Scholes ainsi que
d�expliquer le phénomène de smile. Ainsi, il donne en général des meilleurs prix pour
les options exotiques dépendant fortement de la trajectoire du sous-jacent.

Après avoir explicité le modèle d�Heston en rappelant ces avantages et inconvénients,
nous montrons comment établir l�équation aux dérivées partielles d�Heston pour évaluer
n�importe quelle option. Puis, nous démontrons la méthode d�évaluation des options
Européennes et ceci en fournissant des formules fermées, lorsqu�il y a une corrélation
entre le prix du sous-jacent et sa volatilité. Et pour terminer,nous adapterons le modèle
d�Heston aux options à barrière a�n de fournir une formule fermée du prix de ces
options.

2. Modèle d�Heston

Le modèle d�Heston est un type de modèle à volatilité stochastique et l�un des plus
utilisé par les professionnels de la �nance pour évaluer les options ainsi que pour es-
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timer et prévoir les comportements de la volatilité [6]. Ce modèle a été introduit par
Steven L. Heston en 1993 [14] a�n de résoudre le problème du modèle Black-Scholes,
qui maintient la volatilité constante. Le modèle d�Heston fut inspiré par les travaux
par John C. Hull et Alan White en 1987 [18], qui utilisaient la volatilité stochastique
comme second facteur de risque a�n de couvrir l�échec du modèle de Black-Scholes à
reproduire l�ensemble des prix des options sur un même sous-jacent. Le modèle d�Hes-
ton représente une généralisation du modèle Black-Scholes du fait qu�il suppose que la
volatilité est une variable qui dépend du prix d�exercice d�une option et de la maturité
de cette option. Ayant comme avantages de prendre en compte l�e¤et de levier et les
clusters de volatilité, de fournir une solution analytique [68, 69] "closed-form solution"
pour calculer le prix d�une option d�achat, Call, lorsqu�il y a une corrélation entre le
prix du sous-jacent et sa volatilité, ainsi que, la correspondance entre la forme de la
volatilité implicite et celui du marché.
Le modèle d�Heston est caractérisé par :
✓ Il est basé sur le modèle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) [70] pour expliquer la dyna-
mique de la volatilité et sur le modèle de Black-Scholes pour décrire le prix de l�action.
✓ Il possède un paramètre retour à la moyenne et une variance long-terme qui per-
mettent de prendre en compte la tendance de la volatilité à retourner vers sa moyenne
après de brutale hausse.
✓ La volatilité est toujours positive et mean-reverting, ce qui correspond à ce que l�on
peut observer sur le marché.
✓ Il est particulièrement adapté pour évaluer les options à barrière.
✓ Il s�agit d�un des premiers modèles capables d�expliquer le phénomène de smile.
✓ Il permet de prendre en compte l�e¤et de levier et les clusters de volatilité.

Dans le modèle d�Heston (1993) [14], l�équation di¤érentielle stochastique modéli-
sant le sous-jacent est donnée par :

dSt = �tStdt+
p
vtStdW

1
t (IV.1)

où W 1
t est un Mouvement Brownien, �t est la dérive stationnaire du sous-jacent St etp

vt désigne la volatilité stochastique.
De plus, si la volatilité suit un processus d�Ornstein-Uhlenbeck, nous avons :

d
p
vt = ��

p
vtdt+ �dW

2
t (IV.2)

où W 1
t et W

2
t sont mutuellement corrélés de sorte que :

dW 1
t dW

2
t = �dt (IV.3)

A�n de dé�nir le processus stochastique de la variance
p
vt, nous allons e¤ectuer le

changement suivant. Soit :

Y (t;
p
vt) = (

p
vt)

2 = vt (IV.4)

Puis, en appliquant le lemme d�Itô, nous obtenons :
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1

2
2
�
�2dt

�
=
�
�2 � 2vt�

�
dt+ 2�

p
vtdW

2
t

(IV.5)

Ainsi, nous aurons l�expression du processus stochastique de la variance vt :

dvt =
�
�2 � 2�vt

�
dt+ 2�

p
vtdW

2
t (IV.6)

En faisant le changement de variable suivant : k = 2�, � =
�2

2�
et � = 2�.

L�équation IV.6 peut être écrite sous la forme similaire du modèle de Cox-Ingersoll-Ross
(CIR) :

dvt = k(� � vt)dt+ �
p
vtdW

2
t (IV.7)

où :
➤ � : la moyenne à long terme du processus de variance, lorsque t tend vers +1, vt
tend vers �,
➤ k : la vitesse de retour à la moyenne � du processus de variance,
➤ � : la volatilité du processus de variance vt, appelée volatilité de la volatilité.

Sachant que le modèle d�Heston est incomplet, de ce fait, nous pouvons pas suivre le
raisonnement risque-neutre. Par la suite, pour obtenir l�équation aux dérivées partielles
du modèle d�Heston pour l�évaluation d�option, nous ne devons suivre le raisonnement
suivant :
Le modèle d�Heston suppose que le prix du sous-jacent St et sa variance vt véri�ent le
système d�EDS suivant : �

dSt = �tStdt+
p
vtStdW

1
t

dvt = k(� � vt)dt+ �
p
vtdW

2
t

(IV.8)

où �t est la tendance instantanée (déterministe) du sous-jacent. Avec le respect de
condition de Feller [71] pour que le processus de CIR sera strictement positif et qui
évite que le processus de variance de s�a¤aisser à 0.

2k� > �2 (IV.9)

3. EDP d�évaluation d�Heston

Dans le cas Black-Scholes, la seule source d�incertitude vient du prix du sous-jacent,
qui peut se couvrir avec le sous-jacent. Tandis que dans le cas d�Heston, il faut aussi
couvrir l�incertitude venant du caractére stochastique de la volatilité pour créer un
portefeuille sans risque.
Soit un portefeuille � contenant l�option dont nons cherchons à détermner le prix noté
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u(S; v; t), la quantité �� de sous-jacent et la quantité ��1 d�un autre actif, de valeur
u1 dépendant de la volatilité [66, 35]. Nous avons ainsi :

� = u��S ��1u1 (IV.10)

En appliquant le lemme d�Itô aux options u et u1, nous obtenons :

du =
@u

@t
dt+

@u

@S
dS +

@u

@v
dv +

1

2
vS2

@2u

@S2
dt+

1

2
v�2

@2u

@v2
dt+ ��vSt

@2u

@v@S
dt (IV.11)

et

du1 =
@u1
@t
dt+

@u1
@S

dS+
@u1
@v
dv+

1

2
vS2

@2u1
@S2

dt+
1

2
v�2

@2u1
@v2

dt+��vSt
@2u1
@v@S

dt (IV.12)

Nous aurons donc,

d� = du��dS ��1du1

=

�
@u

@t
dt+

@u

@S
dS +

@u

@v
dv +

1

2
vS2

@2u

@S2
dt+

1

2
v�2

@2u

@v2
dt+ ��vSt

@2u

@v@S
dt

�
��dS

��1
�
@u1
@t
dt+

@u1
@S

dS +
@u1
@v
dv +

1

2
vS2

@2u1
@S2

dt+
1

2
v�2

@2u1
@v2

dt+ ��vSt
@2u1
@v@S

dt

�
=

�
@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+ ��vSt

@2u

@v@S

�
dt

��1
�
@u1
@t

+
1

2
vS2

@2u1
@S2

+
1

2
v�2

@2u1
@v2

+ ��vSt
@2u1
@v@S

�
dt

+

�
@u

@S
����1

@u1
@S

�
dS +

�
@u

@v
��1

@u1
@v

�
dv

(IV.13)

Pour que le portefeuille soit sans risque, il est nécessaire d�éliminer les termes en dS et
dv, d�où nous tirons les quantités :8>><>>:

�
@u

@S
����1

@u1
@S

�
= 0�

@u

@v
��1

@u1
@v

�
= 0

,

8>>><>>>:
� =

@u

@S
�

@u
@v
@u1
@v

@u1
@S

�1 =
@u
@v
@u1
@v

(IV.14)

D�autre part, un portefeuille sans risque procure un rendement égale au taux sans risque
r (supposé constant), sans qu�il y aurait une opportunité d�arbitrage. Sur une période
de dt, la valeur de notre portefeuille est donnée par :

d� = r�dt

= r (u��S ��1u1) dt

= r

 
u�

 
@u

@S
�

@u
@v
@u1
@v

@u1
@S

!
S �

 
@u
@v
@u1
@v

!
u1

!
dt

(IV.15)
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En remplaçant �1 par sa valeur dans l�équation IV.13 :

d� =

�
@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+ ��vSt

@2u

@v@S

�
dt

�
@u
@v
@u1
@v

�
@u1
@t

+
1

2
vS2

@2u1
@S2

+
1

2
v�2

@2u1
@v2

+ ��vSt
@2u1
@v@S

�
dt

(IV.16)

Ainsi, de l�équation IV.15 et l�équation IV.16 nous obtiendrons :

�
@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+ ��vS

@2u

@v@S

�
dt�

@u
@v
@u1
@v

�
@u1
@t

+
1

2
vS2

@2u1
@S2

+
1

2
v�2

@2u1
@v2

+ ��vS
@2u1
@v@S

�
dt =

 
ru� r

 
@u

@S
�

@u
@v
@u1
@v

@u1
@S

!
S � r

 
@u
@v
@u1
@v

!
u1

!
dt

En simpli�ant :

@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+ ��vSt

@2u

@v@S
� ru+ rS @u

@S

=
@u
@v
@u1
@v

�
@u1
@t

+
1

2
vS2

@2u1
@S2

+
1

2
v�2

@2u1
@v2

+ ��vSt
@2u1
@v@S

+ rS
@u1
@S

� ru1
�

Ainsi,

1
@u
@v

�
@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+ ��vSt

@2u

@v@S
� ru+ rS @u

@S

�
=

1
@u1
@v

�
@u1
@t

+
1

2
vS2

@2u1
@S2

+
1

2
v�2

@2u1
@v2

+ ��vSt
@2u1
@v@S

+ rS
@u1
@S

� ru1
�

Nous observons que le membre de gauche est une fonction uniquement de u tandis
que le membre de droite est une fonction de u1 seulement. Cela force chacun des deux
membres à être égaux à une fonction f des variables indépendantes S,v et t. Nous
pouvons ainsi écrire que :

@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+ ��vSt

@2u

@v@S
� ru+ rS @u

@S
=
@u

@v
f (IV.17)

On en déduit l�équation aux dérivées partielles du modèle d�Heston pour l�évaluation
des options,

@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+��vSt

@2u

@v@S
+rS

@u

@S
�ru = @u

@v

�
� (S; v; t)�

p
v � k(� � v)

�
(IV.18)

où �(S; v; t) est le prix de marché de la volatilité [72].

Selon [73], Heston choisit �(S; v; t) =
�
p
v

�
, de sorte que :

@u

@t
+
1

2
vS2

@2u

@S2
+
1

2
v�2

@2u

@v2
+��vS

@2u

@v@S
+rS

@u

@S
�ru+@u

@v
(k(� � v)� v�) = 0 (IV.19)
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4. Formule fermée pour un Call Européen

Soit un Call Européen C(St; vt; t) de strike K et de maturité T satisfait l�équation
aux dérivées partielles (équation IV.19) avec les conditions suivantes :8>>>>>><>>>>>>:

C(0; vt; t) = 0
C(S; vt; T ) = max(0; S �K)

C(S; 0; t) = max(0; S �Ke�r(T�t))
C(S;+1; t) = S

@C
@S (S = �1; vt; t) = 1

@C
@S (S; vt = 0; t) = 0

(IV.20)

En faisant l�analogie avec la formule du Call Européen obtenu pour le modèle de Black-
Scholes, nous avons le résultat suivant avec le modèle d�Heston :

C(St; vt; T ) = StP1 �Ke�r(T�t)P2 (IV.21)

où P1 et P2 représentent les probabilités risque-neutres que le Call se termine dans
la monnaie. Par la suite, il est préférable de connaître le logarithme népérien [74] du
sous-jacent.
Ainsi, nous e¤ectuons le changement de variable suivant :

x = ln(St), St = e
x (IV.22)

Par souci de distinction, nous notons ~C le Call exprimé en fonction de x; vt et t. Nous
avons les dérivées partielles suivantes :

@C

@t
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@ ~C

@t

@C

@vt
=

@ ~C

@vt

@2C

@v2t
=
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=
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=
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=
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1
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@x

!
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1

St

 
@2 ~C
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!
Remplaçant ces dernières dans l�EDP (équation IV.19), nous aurons :
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� 1
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@ ~C

@x
+
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1
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!
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(k(� � vt)� vt�) = 0
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Après simpli�cation, nous obtenons :

1

2
vt
@2 ~C

@x2
+ ��vt

@2 ~C

@x@vt
+
1

2
vt�

2@
2 ~C

@v2t
+

�
r � 1

2
vt

�
@ ~C

@x
� r ~C

+
@ ~C

@vt
(k(� � vt)� vt�) +

@ ~C

@t
= 0

(IV.23)

Par ailleurs, étant donné que l�ensemble des solutions de l�équation di¤érentielle véri�ée
par ~C est un espace vectoriel, nous pouvons considérer que StP1 et �Ke�r(T�t)P2 sont
solutions de l�équation précédente (équation IV.23).
Pour StP1, avec St = ex, nous avons :

@ (StP1)
@t

= 0 + St
@P1
@t

= ex
@P1
@t

@ (StP1)
@vt
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@P1
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=
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�
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=
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�
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�
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�
=
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�
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�
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@vt
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En remplaçant ces dernières dans l�équation IV.23, nous obtenons :

1

2
vt

�
exP1 + 2ex

@P1
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+ ex
@2P1
@x2

�
+ ��vt

�
ex
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@vt

+ ex
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�
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�
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(k(� � vt)� vt�) + ex
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Soit après simpli�cation par ex (non nul) :
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2
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@x@vt
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2
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2@
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(IV.24)

D�autre part, pour �Ke�r(T�t)P2, nous avons :
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@
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Donc nous obtenons, après insertion dans l�équation IV.23 :
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�
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�
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Après simpli�cation par �Ke�r(T�t), nous avons :
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qui est équivalent à :
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(IV.25)
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Par conséquent, nous venons de démontrer que les probabilités risque-neutres P1 et
P2 doivent satisfaire l�équation di¤érentielle suivante :
Pour j = 1; 2

1

2
vt
@2Pj
@x2

+ ��vt
@2Pj
@x@vt

+
1

2
vt�

2@
2Pj
@v2t

+ (r + ujvt)
@Pj
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+ (a� bjvt)
@Pj
@vt

+
@Pj
@t

= 0

(IV.26)
avec u1 = 1

2 , u2 = �
1
2 , a = k�, b1 = k + �� �� et b2 = k + �:

De plus, a�n que la première condition du système (équation IV.20) soit satisfaite,
nous devons avoir la condition �nale suivante [75] :

Pj(x; vt; T ; ln(K)) = 1fx>ln(K)g (IV.27)

Par ailleurs, en partant de l�équation IV.1 et en utilisant le lemme d�Itô avec la trans-
formation xt = ln(St), l�équation di¤érentielle stochastique de xt s�écrit :

dxt =
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dt+
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p
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1
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(IV.28)

Donc les équations stochastiques risque-neutres de di¤usion pour xt et vt sont d�après
l�équation IV.8 : �

dx =
�
�� 1

2vt
�
dt+

p
vtdW

1
t

dvt = k(� � vt)dt+ �
p
vtdW

2
t

(IV.29)

Ainsi, les probabilités risque-neutres P1 et P2 sont les probabilités conditionnelles que
le Call termine dans la monnaie, c�est à dire :

Pj(xt; vt; T ; ln(K)) = Probabilité(xT > ln(K)jxt = x; vt = v) pour j = 1; 2
(IV.30)

Les probabilités ne sont pas calculables immédiatement, il faut donc dériver les fonctions
caractéristiques. Pour cet e¤et, considérons deux fonctions deux fois di¤érentiables
fj(xt; vt; t) qui soit l�espérance conditionnelle d�une fonction g de xt et vt à la date T :

fj(xt; vt; t) = E[g(xT ; vT )jxt = x; vt = v] pour j = 1; 2 (IV.31)

En utilisant le lemme d�Itô, nous obtenons :
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dfj(xt; vt; t) =
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(IV.32)

Le théorème de l�espérance totale permet d�écrire que pour tout t > u :

E[g(xT ; vT )jxt = x; vt = v] = E[E[g(xT ; vT )jxt = x; vt = v]jxu = x; vu = v](IV.33)
= E[g(xT ; vT )jxu = x; vu = v]

Donc fj(xt; vt; t) est une martingale. Par conséquent, nous avons

E[dfj(xt; vt; t)] = 0 (IV.34)

Ainsi, le terme en dt dans l�équation IV.32 doit être nul, ce qui revient à dire que
fj(xt; vt; t) satisfait à l�équation di¤érentielle (équation IV.26) avec la condition �nale
suivante :

fj(xT ; vT ; T ) = g(xT ; vT ) (IV.35)

Si g(xT ; vT ) = 1fxT>ln(K)g alors la solution de l�équation di¤érentielle (équation IV.26)
est la probabilité conditionnelle à l�instant t que xT > ln(K). D�autre part, si g(xT ; vT )
= exp(i�xT ) alors la solution de l�équation IV.26 devient la fonction caractéristique fj
dé�nie par :

fj(xt; vt; t) = exp[Cj(T � t) +Dj(T � t)vt + i�xt] (IV.36)

avec Cj(T � t) et Dj(T � t) des fonctions inconnues [76].
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Le calcul des dérivées partielles donne :

@fj
@t

=

�
@Cj
@t

+
@Dj
@t
vt

�
fj

@fj
@vt

= Djfj

@2fj
@v2t

= Dj (Djfj) = D
2
j fj

@fj
@xt

= i�fj

@2fj
@x2t

= i� (i�fj) = ��2fj car i2 = �1

@2fj
@xt@vt

=
@

@xt

�
@fj
@vt

�
=

@

@xt
(Djfj) = i�Djfj

Ainsi, l�insertion dans l�équation di¤érentielle (équation IV.26) donne :

�1
2
vt�

2fj+i��vt�Djfj+
1

2
vt�

2D2j fj+(r + ujvt) i�fj+(a� bjvt)Djfj+
�
@Cj
@t +

@Dj
@t vt

�
fj = 0

(IV.37)
Après simpli�cation par fj , nous obtenons :

vt

�
�1
2
�2 + i���Dj +

1

2
�2D2j + i�uj � bjDj +

@Dj
@t

�
+

�
ri�+ aDj +

@Cj
@t

�
= 0

(IV.38)
En tenant compte de la conditions �nale pour fj , nous arrivons au système suivant :8>>>>><>>>>>:

�1
2�
2 + i���Dj +

1
2�

2D2j + i�uj � bjDj +
@Dj
@t

= 0

ri�+ aDj +
@Cj
@t

= 0

Cj = 0
Dj = 0

(IV.39)

La résolution du système précédent fournit les résultats suivants :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Cj(� = T � t; �) = r�i� +
a

�2

�
(bj � ���i+ dj)� � 2 ln

�
1� gjedj�
1� gj

��
Dj(� = T � t; �) =

bj � ���i+ dj
�2

�
1� edj�
1� gjedj�

�
gj =

bj � ���i+ dj
bj � ���i� dj

dj =
q
(���i� bj)2 � �2

�
2uj�i� �2

�
(IV.40)

Connaissant les fonctions caractéristiques fj , il faut les inverser pour déterminer les
probabilités Pj cherchées :

Pj(xt; vt; T ; ln(K)) =
1

2
+
1

�

1R
0

Re

"
e�i� ln(K)fj(xt; vt; T )

i�

#
d� (IV.41)

avec � = T � t; u1 = 1
2 ; u2 = �

1
2 ; a = k�; b1 = k + �� ��; b2 = k + �:
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5. Les options à barrière appliquées au modèle de Heston

Lorsque nous considérons les options à barrière dans le cadre du modèle d�Heston
la non-linéarité du processus de variance conduit au problème de la non-linéarité du
touché de la frontière. Dans cette partie, nous présenterons une méthode pour obtenir
des formules d�évaluation des options à barrière continue sous la dynamique de la vola-
tilité stochastique, en suivant l�approche stochastique, et ceci pour le cas de corrélation
nulle et les taux d�intérêt égaux [77].
Le modèle d�Heston est dé�ni dans un marché incomplet car la variance évolue de fa-
çon stochastique dans le temps et cette dernière n�est pas transigée. Par conséquent, un
marché incomplet implique généralement une in�nité de prix possibles pour le même
produit dérivé ce qui n�est pas pratique. La solution proposée par Heston est d�e¤ec-
tuer un changement de mesure unique dans une certaine classe pour chacun des deux
mouvements browniens. Le premier changement est :

WS
t =W

1
t +

tR
0

�� r
p
vs
ds

Et le deuxième est :

W v
t =W

2
t +

tR
0

�vs
�
p
vs
ds

En absence d�arbitrage, le théorème de Girsanov (et la condition de Novikov) assure
qu�il existe au moins une mesure risque-neutre Pv sous laquelle le mouvement brownien
transformé est toujours un mouvement brownien standard. Il permet aussi le passage
du modèle de la mesure de probabilités physique P vers la mesure risque-neutre Pv. Dès
lors, nous pouvons réécrire le système d�EDS (équation IV.8) sous la forme :8<:

dSt
St

= rdt+
p
vtdW

S
t

dvt = k(� � vt)dt+ �
p
vtdW

v
t

(IV.42)

où sous Pv, les deux mouvements browniens standards
�
WS
t

	
t>0 et fW

v
t gt>0 sont tou-

jours mutuellement corrélés avec un taux de corrélation constante �, à prendre entre
�1 et 1,

dWS
t dW

v
t = �dt

et r est le terme de drift, taux d�intérêt sans risque, du processus de l�actif sous-
jacent qui est dé�ni comme la di¤érence entre les taux d�intérêt domestique et foreign
(étrangers) : r = rd � rf

5.1. Valorisation de l�option à barrière sous le modèle d�Heston

Dans son livre "Mathematical Methods for Foreign Exchange" [7], Lipton a établi
des méthodes pour obtenir des formules fermées d�évaluation des options à barrière.
Il a proposé des solutions (semi) analytiques pour les options à doubles barrières. En
s�inspérant de ces résultats et des travaux de [78], en �xant l�une des deux barrières qui
serait égale à une valeur pratiquement improbable (proche de zéro ou très grand), nous
allons les adopter à notre étude a�n d�obtenir une approximation de la valeur d�une
option à une seule barrière sous le cadre d�Heston à temps continu [79].
Dès lors, nous développerons une approche pour obtenir une formule d�évaluation (semi)
fermée d�options à barrière du type Call Up and In, de pay-o¤ :
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(ST �K)+ 1�
max
06t6T

St>B
� (IV.43)

où K représente le strike et B le niveau de la barrière de l�option.

Dans le but d�avoir une représentation du prix du sous-jacent dépendant essen-
tiellement de la variance et une intégrale Itô par rapport aux mouvements browniens
indépendants WS et W v, nous procéderons de la sorte :
La solution de la première équation du système (équation IV.42) se fait à l�aide du lo-

garithme du prix du sous-jacent à un moment arbitraire 0 < t < T car
dSt
St

est du type

d(lnSt). De cet e¤et, le conditionnement de l�information générée par les trajectoires
de la variance donne lieu à un logarithme du prix du sous-jacent normalement distribué
avec la variance en fonction du temps.
En applicant le lemme d�Itô au logarithme du prix du sous-jacent à l�instant t :

d(lnSt) =
@ lnSt
@t

dt+
@ lnSt
@S

dSt +
1

2

@2 lnSt
@S2

hdS; dSi

=
dSt
St

� 1
2

S2t
S2t
vtdt

=
�
rdt+

p
vtdW

S
t

�
� 1
2
vtdt

=

�
r � 1

2
vt

�
dt+

p
vtdW

S
t

(IV.44)

En intégrant, nous pouvons trouver le processus résolvant l�EDS :

St = S0 exp

 
(rd � rf ) t�

1

2

tR
0

vsds+
tR
0

p
vsdW

S
s

!

= S0 exp

 
(rd � rf ) t�

1

2

tR
0

vsds+ �
tR
0

p
vsdW

v
s + �2

tR
0

p
vsdWs

! (IV.45)

avec �2 =
p
1� �2 et dWS

s = �dW
v
s + �2dWs qui est la décomposition de Cholesky du

Mouvement Brownienn WS sous la somme de W v et un autre Mouvement Brownien
indépendant W .
Et en intégrant la deuxième équation du système (équation IV.42) qui dé�nit la va-
riance, nous obtenons la valeur de la variance à l�instant t, donnée par :

vt = v0 + k�t� k
tR
0

vsds+ �
tR
0

p
vsdW

v
s (IV.46)

Remplaçant l�équation IV.46, par rapport à l�intégrale
tR
0

p
vsdW

v
s , dans l�équation IV.45,

nous trouvons :

St = S0 exp

 
(rd � rf ) t�

1

2

tR
0

vsds+
�

�

 
vt � v0 � k�t+ k

tR
0

vsds

!
+ �2

tR
0

p
vsdWs

!
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Notons par � le drift du processus du prix du sous-jacent, dé�ni par :

�t = (rd � rf ) t�
1

2

tR
0

vsds+
�

�

 
vt � v0 � k�t+ k

tR
0

vsds

!
(IV.47)

et sachant que, �t (équation IV.47) est une fonction continue déterministe lorsqu�elle
est conditionnée à une réalisation particulière de fvsg06s6t, mais n�est pas dérivable à
moins que � = 0.
Ainsi, le processus du prix du sous-jacent à l�instant t peut s�écrire sous forme de sa
valeur initiale, du drift � et d�une intégrale d�Itô :

St = S0 exp

 
�t + �2

tR
0

p
vsdWs

!
(IV.48)

Notant par :

Yt = �2
tR
0

p
vsdWs (IV.49)

D�après Shreve [27], l�intégrale d�Itô Yt de la forme ci-dessus suit la loi normale de

moyenne zero et de variance �22�
2
t , où �

2
t =

tR
0

vsds.

En remplaçant l�équation IV.49 dans l�équation IV.48, nous obtiendrons ainsi le pro-
cessus du prix du sous-jacent recherché :

St = S0 exp
�
Ŷt

�
(IV.50)

avec
Ŷt = �t + Yt (IV.51)

Nous savons que l�option à barrière s�active si le cours du sous-jacent franchit la barrière
B, cela conduit à étudier le maximum du processus Ŷ , dé�ni par :

M̂t = max
06s6t

Ŷs (IV.52)

Situons-nous dans le cas de rd = rf et � = 0 et choisissons l�option Call Up and
In. Son pay-o¤ est donné par :

VT =

(
(ST �K)+ si max

06t6T
St > B

0 sinon
(IV.53)

Puisque toute option dé�nie par une variable aléatoire X positive Gvt -mesurable et de
carré intégrable sous la mesure de probabilité risque-neutre Pv (d�après la condition de
Novikov 

E

"
exp

(
TR
0

�
�1
2vs
�2
ds

)
j GvT

#
<1

!
), est par conséquent simulable et sa valeur

est notée par (Vt)06t6T est :

Vt = E[exp(�r(T � t)X jGvT ] (IV.54)

tel que X = max (ST �K; 0).
Sous la mesure de probabilité Pv conditionnée par la �ltration GvT et après insertion de
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la dé�nition du pay-o¤, la valeur de notre option à barrière "Call Up and In" sous le
cadre du modèle d�Heston en date initiale (t = 0) s�écrit sous la forme suivante :

V UI0 = Ev
�
e�rdT max(ST �K; 0)

�
= e�rdTEv

24(ST �K)+ 1�
max
06t6T

St>B
� j GvT

35
= e�rdTEv

��
S0e

ŶT �K
�+
1n
S0e

M̂T>B
o j GvT

�
= e�rdTEv

h�
S0e

ŶT �K
�
1fM̂T>b;ŶT>kg

i
(IV.55)

avec k = ln(KS0 ) et b = ln(
B
S0
) (voir subsection 3.2).

5.1.1. La loi coinjointe du couple
�
Ŷ ; M̂

�
Lors de l�évaluation de ce type d�option à barrière, nous allons avoir besoin de

connaître la distribution conjointe du couple Mouvement Brownien et son maximum
(Y;M) sous la mesure de probabilité Pv. Ensuite, nous abordons le problème de trouver
la distribution conjointe du couple Mouvement Brownien avec drift et son maximum�
Ŷ ; M̂

�
sous la mesure de probabilité P̂. A cet e¤et, les propositions suivantes sont

indespensables pour la suite du raisonnement.

Proposition 5.1 (Principe de re�exion) Soit fYtgt>0 un processus d�Itô de la forme :

Yt =

tZ
0

�(s)dWs (IV.56)

avec � fonction déterministe et Mt = sup
s6t
Ys pour t > 0. Alors le principe de re�exion

est donné par :

P (Mt > x; Yt 6 y) = P (Yt > 2x� y) pour tout t > 0; x > y _ 0: (IV.57)

Proposition 5.2 Pour m 6= 0 une variable aléatoire, �m = inf ft > 0 : Yt > mg a la
distribution suivante :

Pv (Mt > m) = Pv (�m 6 t) =
2p
2�

+1Z
jmjp
�22�

2
t

e�
1
2
y2dy: (IV.58)

Preuve. D�abord, considérant m > 0 et posant x = y = m. En utilisant le principe de
re�exion (voir Proposition 5.1) et l�égalité fMt > mg = f�m 6 tg nous obtenons :

Pv (�m 6 t; Yt 6 m) = Pv (Yt > m) (IV.59)

D�autre part, si Yt > m, alors �m 6 t, le processus Y commence de 0. Par conséquent,
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Pv (�m 6 t; Yt > m) = Pv (Yt > m) (IV.60)

L�additionnement des deux équations donne la distribution cumulative de �m :

Pv (�m 6 t) = Pv (�m 6 t; Yt 6 m) + Pv (�m 6 t; Yt > m) (IV.61)

= 2Pv (Yt > m)

=
2p

2��2�t

+1Z
m

e
� 1
2

x2

�22�
2
t dx:

Si m < 0, alors �m
d
= � jmj.

De la Proposition 5.2 et le principe de re�exion (Proposition 5.1) nous trouvons :

Pv (Mt > m;Yt 6 w) = Pv (Yt > 2m� w) pour w 6 m;m > 0: (IV.62)

Ainsi, la loi conjointe de M et Y sous la mesure Pv est obtenue comme suit :

Proposition 5.3 Pour t > 0 la loi jointe de (Yt;Mt) est donnée par :

fY;M (m;w) =
2(2m� w)p
2��32�

3
t

exp

 
�1
2

(2m� w)2

�22�
2
t

!
pour w 6 m;m > 0: (IV.63)

Preuve. Par de�nition,

Pv (Mt > m;Yt 6 w) =
+1Z
m

wZ
�1

fY;M (u; s)duds (IV.64)

Et de la Proposition 5.1, nous savons que :

Pv (Yt > 2m� w) =
1p

2��2�t

+1Z
2m�w

e
� 1
2

y2

�22�
2
t dy: (IV.65)

D�après l�équation IV.62, il en résulte que l�équation IV.64 est égale à l�équation IV.65 :

+1Z
m

wZ
�1

fY;M (u; s)duds =
1p

2��2�t

+1Z
2m�w

e
� 1
2

y2

�22�
2
t dy (IV.66)

Intégrant par rapport à m puis par rapport à w conduit à :

�fY;M (u; s)duds = �
2(2m� w)p
2��32�

3
t

exp

�
�1
2

(2m� w)2
�22�

2
t

�

Rappelons que sous Pv, le processus Yt n�a pas de drift et la densité jointe de (Y;M)

a été obtenue sous Pv. En revanche, Ŷ = �t + Yt a un drift
@�t
@t

sous Pv. Ainsi, nous

avons besoin de trouver une nouvelle mesure de probabilité P̂ sous laquelle Ŷ a un drift
zéro. Nous allons utiliser la proposition suivante a�n de palier ce problème :
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Proposition 5.4 La loi jointe (ŶT ; M̂T ) sous la mesure de probabilité Pv est donnée
par :

fŶ ;M̂ (m;w) = exp

�
�1
2
w � 1

8
�2T

�
2(2m� w)p

2�v3T
exp

 
�1
2

(2m� w)2

�2T

!
pour w 6 m;m > 0

(IV.67)

Preuve. Puisque à l�insant t = 0, le processus Ŷt prend la valeur 0, nous avons évidem-
ment M̂t > 0 et M̂t > Ŷt. Par conséquent, le couple de variables aléatoires (ŶT ; M̂T )
prend des valeurs dans l�ensemble f(m;w) : w 6 m;m > 0g.
Pour � = 0() �2 = 1), nous avons :
- En dérivant le processus Y qui est dé�ni par l�équation IV.49 :

dYt =
p
vtdWt (IV.68)

où Wt est un mouvement Brownien avec un drift nul sous la mesure de probabilité Pv.
- En dérivant le processus Ŷ qui est dé�ni par l�équation IV.51 :

dŶt = d�t +
p
vtdWt =

p
vtdŴt (IV.69)

Tel que 8>>>><>>>>:
�t = �1

2

tR
0

vsds;

dŴt =
d�tp
vt
+ dWt = dWt + tdt;

t = �1
2

p
vt:

Par conséquent, Ŵt = Wt +
tR
0

sds, est un mouvement Brownien sous la mesure de

probabilité Pv avec un drift t. Nous dé�nissons la martingale exponentielle

Ĥt = exp

0@� tZ
0

sdWs �
1

2

tZ
0

2sds

1A = exp

0@� tZ
0

sdŴs +
1

2

tZ
0

2sds

1A (IV.70)

et la nouvelle mesure de probabilité P̂ par :

P̂(A) =
Z
A

ĤTdPv pour tout A 2 GvT : (IV.71)

Conditionné sur la sigma-algèbre générée par les trajectoires de la variance, la condition
de Novikov,

E

24exp
8<:

TZ
0

�
�1
2
vs

�2
ds

9=; j GvT

35 <1 (IV.72)

Est immédiatement satisfaite. D�après le théorème de Girsanov, Ŵt est un Mouvement
Brownien avec drift nul sous P̂. La Proposition 5.3 nous donne la loi jointe du couple
(ŶT ; M̂T ) sous P̂, qui est fŶ ;M̂ . Pour déterminer la densité de (ŶT ; M̂T ) sous Pv, nous
constatons que :

67



CHAPITRE IV. MODÈLES À VOLATILITÉ STOCHASTIQUE (SV)

Pv
�
M̂T > m; ŶT 6 w

�
= Ev

h
1fM̂T>m;ŶT6wg

i
(IV.73)

= bE � 1
ĤT

1fM̂T>m;ŶT6wg

�

= bE
266664 1

exp

 
�
TR
0

sdŴs +
1
2

TR
0

2sds

!1fM̂T>m;ŶT6wg

377775
= bE

24exp
0@ TZ

0

sdŴs �
1

2

TZ
0

2sds

1A 1fM̂T>m;ŶT6wg

35
= bE

24exp
0@�1

2

TZ
0

p
vsdŴs �

1

8

TZ
0

vsds

1A 1fM̂T>m;ŶT6wg

35
=

wZ
�1

mZ
�1

exp

�
�1
2
y � 1

8
�2T

�
fŶT ;M̂T

(x; y)dxdy

Donc, la loi du couple (ŶT ; M̂T ) sous Pv est :

@2

@m@w
Pv
�
M̂T > m; ŶT 6 w

�
=

(
exp

�
�1
2w �

1
8�
2
T

� 2(2m�w)p
2��3t

exp
�
�1
2
(2m�w)2

�2t

�
pour w 6 m;m > 0

0 sinon
(IV.74)

Pour d�autre valeur de w et m, nous obtenons zero car fŶT ;M̂T
est nulle.

Ainsi, pour résoudre le problème de l�équation IV.55, [80] :

V UI0 = e�rdTE
��
S0e

ŶT �K
�+
1fM̂T>b;ŶT>kg j G

v
T

�
(IV.75)

Nous utiliserons la loi jointe des variables aléatoires
�
ŶT ; M̂T

�
, sous la mesure de pro-

babilité Pv suivante :

fŶ ;M̂ (m;w) u
2(2m� w)p
2��32�

3
T

exp

 
�1
2

(2m� w)2

�22�
2
T

+ Fw +G

!
pour w 6 m;m > 0

(IV.76)
avec

F = �1
2

et G = �1
8
�2T (IV.77)

Pour notre cas, nous allons appliquer la méthode d�intégration par partie, et exprimer
les intégrales restantes en termes de la fonction de répartition de la loi normale.

Sous la condition que 0 < S0 < B, il s�en suit que :
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V UI0 = e�rdT

0@+1Z
k

+1Z
b

(S0e
w �K) fŶ ;M̂ (m;w)dmdw

1A (IV.78)

= e�rdT

0@+1Z
k

+1Z
b

(S0e
w �K) 2(2m� w)p

2��32�
3
T

exp

 
�1
2

(2m� w)2

�22�
2
T

+ Fw +G

!
dmdw

1A
Nous savons que :

@

@m
exp

 
�1
2

(2m� w)2

�22�
2
T

!
= �2(2m� w)

�22�
2
T

exp
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En multipliant par
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Donc,
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En poursuivant l�intégration, nous pouvons obtenir l�expression de V UI0 comme suit :
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Cette formule représente la valeur d�un Call Up and In Call option dans le cadre du
modèle d�Heston à l�instant t = 0, pour le cas rd = rf et � = 0.

6. Conclusion

Vu que le modèle à volatilité constante suggéré par Black-Scholes ne re�ète pas les
prix des options standards observés sur les marchés �nanciers du fait que la distribution
empirique des log-rendements d�un actif n�est pas une gaussienne et que la volatilité
cotée sur un marché �nancier dépend du strike et de la maturité d�une option (notion
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CHAPITRE IV. MODÈLES À VOLATILITÉ STOCHASTIQUE (SV)

de smile/skew pour la surface de volatilité implicite). Pour pallier ces problèmes, nous
proposons d�étudier un des modèles le plus proche de la réalité et le plus populaire
des modèles à volatilité stochastique particuliérement le modèle d�Heston. Sous l�hypo-
thèse d�absence d�opportunité d�arbitrage, nous avons élaboré l�équation aux dérivées
partielles d�Heston a�n d�évaluer les options Européennes, basé sur la dynamique du
sous-jacent inspirée du modèle de Black-Scholes et de sa volatilité inspirée du modèle
Cox Ingersoll Ross [81]. En faisant l�analogie avec la formule du Call Européen obtenu
pour le modèle de Black-Scholes et e¤ectuant le changement de variable, on a pu obtenir
une formule explicite pour l�évaluation des Calls Européens. En�n, nous avons adapté le
modèle d�Heston dans le but d�évaluer les options à barrière a�n de fournir une formule
du prix de ces options, ceci est fait en considérant un coe¢ cient de corrélation entre
les deux mouvements browniens nul.
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CONCLUSION

Cette thèse traite l�évaluation des modèles à volatilité constante et à volatilité sto-
chastique. Nous avons commencé par le modèle de Black-Scholes qui est l�outil indis-
pensable en �nance, sa robustesse tient du fait de l�existence d�une formule explicite,
permettant une valorisation des options standards qui dépendent uniquement d�un seul
paramètre qui est la volatilité du sous-jacent, supposé constant. Notre contribution est
d�évaluer les options européennes en détaillant l�enchaînement des calculs qui mènent
à la résolution de l�équation de Black-Scholes. Ce dernier est basé sur un raisonnement
risque-neutre où les prix actualisés du sous-jacent sont des martingales.

Cependant, dans la pratique, les prix issus de ce modèle sont incohérents avec ceux
observés sur les marchés (la volatilité en fonction du prix d�exercice). Ne pouvant pas
expliquer ce phénomène, la faiblesse du modèle de Black-Schole est très vite apparue.
D�autres types d�options ont vu le jour, sous le nom d�options dites exotiques tel que
les options à barrière. En e¤et, les options à barrière sont devenues presque aussi po-
pulaires que les options standards et ceci grâce à leurs capacités de réduction du risque
du vendeur de l�option et aussi la valeur d�une option à barrière qui est inférieure à
celle d�une option standard équivalente. Notre contribution dans cette partie consiste,
premièrement, à détailler les calculs qui mènent à l�équation de valorisation des options
à barrière d�achat activantes à la hausse (Up and In) du type européen dont la maturité
est �xée à une date constante, par le raisonnement risque neutre basé essentiellement
sur le calcul de la densité jointe du couple mouvement brownien et son maximum ainsi
que le théorème de Girsanov, ce dernier nous fournit l�univers adéquat à la résolution
des EDS du modèle précité. Deuxièmement, elle consiste à élaborer la formule d�évalua-
tion des options à barrière dont la maturité est considérée comme une variable aléatoire
qui suit la loi de Poisson.

Vu que le modèle à volatilité constante suggéré par Black-Scholes pour la modélisa-
tion du prix d�un actif �nancier ne re�ète pas les prix des options standards observés sur
les marchés �nanciers, cela conduisait à le rejeter et développer d�autres modèles ou la
volatilité n�est pas constante portant le nom de modèles à volatilité stochastique. Un des
modèles à volatilité stochastique le plus utilisé est celui de Heston. Notre but consiste
à présenter le modèle d�Heston en rappelant ces avantages et inconvénients, nous avons
établi l�équation aux dérivées partielles d�Heston pour évaluer n�importe quelle option.
Puis, démontré la méthode d�évaluation des options d�achat Européennes, par la suite
adapté le modèle d�Heston aux options à barrière a�n de fournir une formule explicite
du prix de ces options pour un cas où la corrélation est nulle.
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CONCLUSION

En�n, il est à noter que, en premier lieu, dans la réalité c�est à dire sur les marchés
�nanciers le modèle le plus performant lors de l�évaluation des options à barrière est
celui du cas où la maturité aléatoire à cause des conditions qui in�uent le marché des
transactions. En deuxième lieu, le modèle à volatilité stochastique lui-même n�est pas
conforme à la réalité, dans la mesure, où le prix de l�actif sous-jacent et la volatilité
connaissent des sauts dans leurs évolutions.
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PERSPECTIVES

En guise de suite de notre thèse, il sera intéressant de :
-évaluer les options américaines par le biais de Black-Scholes et du modèle Heston.
-Application la technique relative à l�équation de la chaleur pour trouver une solution
exacte relative au modèle à volatilité stochastique.
-Supposer que le coe¢ cient de corrélation est non nul pour calculer la distribution du
prix d�option des modèles à volatilité stochastique.
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