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Résume

Cette thése consiste & aborder un probléme trés important dans I’analyse de la fi-
nance, qui est I’évaluation des options européennes standards et les options & barriére
européennes. Ces options ont la particularité d’appartenir aux modeéles a volatilité
constante. En premier lieu, on présente un historique sur le modéle de Black-Scholes.
En effet, en 1973, Black-Scholes établirent le premier modéle d’évaluation d’options
dont la volatilité du sous-jacent est connue et constante. Mais, au fil des années les
options deviennent complexes et les profits issus de ces derniéres se révélent trop cot-
teuses. Afin de réduire le colit et combler ces lacunes, on propose un modeéle d’options
exotiques (options de seconde génération) et en particulier les options a barriére eu-
ropéennes du type Call Up and In. L’approche utilisée pour évaluer ces options est le
raisonnement risque neutre (probabiliste) sous deux contextes : & maturité continue et
a maturité aléatoire. Bien que la formule de Black-Scholes soit explicite, certaines hy-
pothéses ne correspondent pas a celles observées sur le marché (phénomene de Smile).
Malheureusement cela met en évidence l'incapacité du modele a expliquer un tel phé-
nomeéne. Ce qui a poussé plusieurs chercheurs a4 'améliorer en développant des modéles
a volatilité stochastique qui sont plus proches de la réalité. Un de ces modéles est ce-
lui de Heston, dont la popularité vient du fait de 'existence d’une formule explicite
pour le prix des options standards et des options & barriére. Aprés la présentation des
équations différentielles stochastiques correspondantes au modeéle précité, on procéde
a I’évaluation des options européennes a l'aide des fonctions caractéristiques. Enfin, la
derniére étape est 1’évaluation des options & barriére sous le modeéle de Heston par le
biais de I’approche probabiliste, ceci est fait en considérant un coefficient de corrélation
nul entre les deux mouvements browniens.

Mots clés :

Option, volatilité, Evaluation d’option, Black-Scholes, options a barriére, Heston.
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Abstract

This thesis involves addressing a very important problem in the analysis of finance,
which is the evaluation of European standard options and European barrier options.
These options have the distinction of belonging to constant volatility models. We start
with a history based on the Black & Scholes model. Indeed, in 1973, Black-Scholes
established the first option pricing model with known and constant volatility of the
underlying. But as the years go by, the options become complex and the profits from
them become too expensive. In order to reduce the cost and fill these gaps, we propose
a model of exotic options (second generation options) and in particular the European
barrier options of the type Call Up and In. The approach used to evaluate these options
is the neutral risk approach (probabilistic) in two contexts : continuous maturity and
random maturity. Although the Black-Scholes formula is explicit, some assumptions do
not correspond to those observed on the market (Smile phenomenon). Unfortunately
this highlights the inability of the model to explain such a phenomenon. This has led
many researchers to improve it by developing stochastic volatility models that are clo-
ser to reality. One of these is Heston’s model, which is popular because of the existence
of an explicit formula for the price of standard options and barrier options. After the
presentation of the stochastic differential equations corresponding to the aforementio-
ned model, the European options are evaluated using the characteristic functions; the
next step is the evaluation of barrier options under the Heston model through the pro-
babilistic approach. This is done considering a zero correlation coefficient between the
two Brownian motions.

Keywords :

Option, Volatility, Option pricing, Black-Scholes, Barrier Options, Heston.
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INTRODUCTION

Depuis les faillites d’institutions financiéres survenues au cours des décennies 1970
et 1980, les firmes subissent des risques auxquels les exposent leurs activités principales
(industrielles, commerciales ou financiéres) qui résultent de I'incertitude d’évolution fu-
ture des taux d’intérét, des taux de changes et des prix (actifs financiers, marchandises,
matiéres premiéres). Du coup, les investisseurs cherchent a adopter un cadre robuste
de gestion des risques financiers qui réponde aux exigences réglementaires, facilite la
prise de décision et rehausse leur performance [1]. Les produits dérivés tels que les
options sont des instruments particuliérement bien adaptés & la gestion de ces risques.
Les options sur les marchés de gré & gré sont négociées directement entre ’acheteur
et le vendeur, sans la garantie d’'un marché [2]. Elles permettent de réaliser des éco-
nomies d’échelle sur les cotits de transactions et la demande concernant ces produits a
contribué & l’explosion de I'innovation financiére au cours des derniéres années.

Le premier modele d’évaluation d’options a été découvert en 1973 par Black-Scholes
[3], ces hypothéses les plus restrictives sont la distribution normale des rendements d’un
actif sous-jacent et la volatilité constante qui ne varie ni avec le temps ni avec le prix
d’exercice. Ce modéle sert de référence dans le monde de la finance des marchés, il a
été ameélioré par Robert Merton [4], qui a levé 'hypothése que I’action ne verse aucun
dividende et en 1979, Jonathan Ingerson [5] est allé un pas en avant et a relaché I’hypo-
these de I'absence d’impots et de cotits de transaction. En 1976, Merton a finalement
supprimé la restriction ayant trait aux taux d’intéréts constants.

La robustesse du modéle Black-Scholes tient du fait qu’il dispose d’une formule
fermée pour les options standards par un calcul relativement simple et qu’il permet
de calculer un parameétre important en finance : la volatilité. La volatilité mesure le
risque associé au rendement de l'actif sous- jacent [6], ces principaux estimateurs sont
la volatilité historique et la volatilité implicite. Toutefois, il est souvent affirmé que la
volatilité implicite est un estimateur de la volatilité meilleur que la volatilité historique
car elle est intégrée dans les prix des options et ces derniers refletent les anticipations
futurs du marché. Ceci implique que la volatilité implicite constitue une estimation
prévisionnelle de la volatilité de ’action puisqu’elle est directement liée au prix actuel
du marché.

L’équation de Black-Scholes s’appliquait a des options standards ou classiques, ce-
pendant les profils issus des options classiques peuvent ne pas correspondre a ceux qui
sont recherchés par un investisseur ou encore, elles peuvent se révéler trop cofiteuses
en regard des besoins spécifiques de I'investisseur. A partir de ces raisons, d’autres op-
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tions sont apparu sous le nom d’option exotique ou option de seconde génération. Les
options exotiques sont des produits complexes qui constituent un marché d’une réelle
importance depuis les années 1990, elles se distinguent des options standards par les
critéres suivants :

0 La dimension : les options classiques sont unidimensionnelles en ce sens qu’elles
sont écrites sur un seul sous-jacent. Par contre, les options exotiques peuvent pour leur
part étre bidimensionnelles ou multidimensionnelles.

[0 Le chemin suivi : les options classiques ne dépendent pas du chemin suivi. En
revanche, les options exotiques peuvent dépendre du chemin suivi par le sous-jacent.
On dit que de telles options sont path-dependent [7].

[ L’ordre : une option classique est du premier ordre, car son sous-jacent est un
instrument financier primaire, telle une action. A I'opposé, une option exotique, est du
second ordre.

Il existe deux grandes catégories :

— Les options « non-path-dependent » : sont des options dont la valeur finale ne
dépend pas du chemin suivi par le cours du sous-jacent pendant toute la durée
de vie de l'option.

— Les options « path-dependent » : le prix de ces options dépend du chemin suivi
par le cours du sous-jacent pendant toute la durée de vie de I'option.

Ainsi, ces options peuvent étre classées selon le critére de path-dependent comme

suit :

‘ OptionsfExotiques ‘

‘ Path Dependent

Barriére Lookback

I
,_l_l ‘ Hiflo }—{ Price ‘

Divers

Price ‘ ‘ Strike ‘
‘ ‘ Partiel }—{ Look ‘ Compound
[

‘ Shoot }_{
‘ Capped %{ Reset ‘
‘ Partiel }_4

Ladder ‘ ‘ Non Path Dependent ‘
‘ Option sur plusieurs actifs ‘ ‘ Lien avec Devise ‘

[
I I
All or nothing ‘ ‘ Panier Continge

Gap ‘ Best of/Worst OF Margrabe Cross

Double ‘

Asset or nothing

‘ Prime contingente

Produit / Quotient Max/Min

Les options exotiques ont été développées, afin de réduire le cotit de leurs ainées
ainsi qu’a combler les lacunes laissées par les instruments financiers classiques. Elles
sont moins chéres que les options classiques équivalentes. Les options & barriére sont un
exemple d’une telle réduction, puisque 'option pourra étre exercée dans un nombre de
configurations moindre que 'option classique. Ces options se différencient des options
vanilles par un pay-off plus compliqué que celui des options de base, elles sont échangées
et ne sont donc pas standardisées. Elles possédent plusieurs avantages comme une plus
grande flexibilité ou encore un prix inférieure aux options vanille pour des caractéres
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quasi-similaires. Reiner [8] a été le premier & montrer que sous le contexte de Black-
Scholes, il existe des formules fermées pour le prix de ces options qui reposent sur un
principe de symétrie bien connu des probabilistes. Peter Carr [9] a prouvé comment ce
principe pouvait étre appliqué directement & un sous-jacent log-normal sans cott de
portage.

Bien que les formules de Black-Scholes soient explicites, le modéle repose sur cer-
taines hypothéses qui ne correspondent pas exactement & ce que 'on observe sur les
marchés financiers [10, 11, 12]. Parmi ces défauts, notant en particulier les problémes
liés au caractére constant du parameétre de volatilité. La réalité du marché montre que
cette hypothése n’est pas vérifiée et que la volatilité dépend ne serait-ce que du temps.
En effet, plusieurs résultats soulignent que, si nous observons des prix des options va-
nilles ayant différents prix d’exercice et différentes maturités, nous constatons que leur
volatilité implicite est différente. L’allure de la courbe représentant la volatilité impli-
cite en fonction de la volatilité et du prix d’exercice est semblable & un Smile [13].
Cela est en contradiction avec le modéle théorique de Black-Scholes, ces courbes de
"Smile" mettent en évidence 'incapacité du modele de Black-Scholes & expliquer un tel
phénomeéne, ce constat a poussé plusieurs chercheurs a améliorer le modéle de Black-
Scholes en considérant une volatilité stochastique. Par la suite, des modéles a volatilités
stochastique ont été développés afin de rendre certaines hypothéses plus proches de la
réalité.

Les modeles a volatilité stochastique sont une approche permettant de corriger les
défauts du modele de Black-Scholes en expliquant le phénomeéne de Smile mais aussi en
conduisant & une dynamique réaliste pour le prix et la surface de volatilité implicite.
Ils considerent que la volatilité du prix du sous-jacent est un processus stochastique.
L’un des modeles & volatilité stochastique est celui d’Heston [14], sa popularité vient
du fait de lexistence d’une formule fermée pour le prix des options vanilles, ouvrant
donc la voie a la calibration du modeéle aux données de marché observées. La solution
du modele a volatilité stochastique est obtenue analytiquement par Heston [14] et Stein
& Stein [15] et numériquement par Cox, Ross & Ingersoll [16], Merton [4], Johnson &
Shanno [17], Hull & White [18], Scott [19], Wiggins [20] et Fouque & al. [21].

Dans cette thése, nous avons réussi a expliciter un probléme trés important et trés
complexe dans la finance qui est I’évaluation des options. Pour ce faire, nous proposons
différents modeles a savoir les modéles & volatilité constante représenté par le modéle
de Black-Scholes et le modéle des options & barriére ainsi que les modeles a volatilité
stochastique définis par le modéle d’Heston adapté aux options a barriére. Cette thése
comporte quatre chapitres :

Ainsi, le premier chapitre est consacré a la présentation des outils fondamentaux en
mathématiques financiéres, qui serviront de base pour la suite de notre theése. Nous
commengons par définir les notions préliminaires du calcul stochastique & savoir Pro-
cessus aléatoires, Filtration, Temps d’arrét, Intégrales Stochastiques, Formule d’Ito et
Equations différentielles stochastiques. Puis, nous suivons nos définissions par des ou-
tils financiers tels que Produit dérivé, Actif sous-jacent et Options, Marché complet
et viable qui est caractérisé par deux hypothéses la Stratégie autofinancée et Absence
d’opportunité d’arbitrage. Nous terminons par le Théoréme de Girsanov, le changement
de mesure de probabilité, le Mouvement Brownien et les Martingales.

Le chapitre 2 traite I’évaluation d’une option par le modele de Black-Scholes. Nous
commencons par les hypothéses du modéle qui serviront de base d’établissement de
I’équations aux dérivées partielles d’évaluation des options Européennes dans un pre-
mier temps par la méthode risque-neutre puis par la méthode d’EDP dans un deuxiéme
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temps. L’étape suivante consistera a la valorisation d’un Call Européen en appliquant
le raisonnement risque-neutre. Finalement, on fera un bref apercu sur la couverture
delta-neutre et les Grecs.

L’objectif principal du chapitre 3 est la valorisation des options & barriére. Aprés une
présentation des options barriére et leurs caractéristiques ainsi que l'intérét d’utilisation
de ce type d’option pour une bonne compréhension des méthodes d’évaluations. Nous
allons tenter d’évaluer les options sous deux contextes, en temps continu puis en temps
discret, basé sur le théoréme de Girsanov, le principe de réflexion et la densité jointe
du Mouvement Brownien et son maximum.

Enfin, le dernier chapitre portera sur I’évaluation des options, par les modeéles a volatilité
stochastique. Apreés avoir explicité le modéle d’Heston en rappelant ces avantages et in-
convénients, nous montrons comment établir I’équation aux dérivées partielles d’Heston
pour évaluer n’importe quelle option. Puis, nous démontrons la méthode d’évaluation
des options Européennes et ceci en fournissant des formules fermées, lorsqu’il y a une
corrélation entre le prix du sous-jacent et sa volatilité. Et pour terminer, nous adapte-
rons le modele d’Heston aux options & barriére afin de fournir une formule fermée du
prix de ces options.



CHAPITRE |

ELEMENTS FONDAMENTAUX EN MATHEMATIQUES
FINANCIERES

Depuis 60 ans, les outils mathématiques probabilistes ont montré leur role central
dans I'analyse et la gestion des risques financiers de tout ordre. Ce chapitre est consacré
a la présentation des outils fondamentaux en mathématiques financiéres [22, 23, 24, 25,
27, 28], qui serviront de base pour la suite de notre thése. Nous commengons par définir
les notions préliminaires du calcul stochastique & savoir Processus aléatoires, Filtration,
Temps d’arrét, Intégrales Stochastiques, Formule d’It6 et Equations différentielles sto-
chastiques. Puis, nous suivons nos définitions par des outils financiers tels que Produit
dérivé, Actif sous-jacent et Options, Marché complet et viable qui est caractérisé par
deux hypothéses la Stratégie autofinancée et Absence d’opportunité d’arbitrage. Nous
terminons par le Théoréme de Girsanov, le changement de mesure de probabilité, le
Mouvement Brownien et les Martingales.

1. Processus aléatoires

Définition 1.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (X¢),-
indexée par un paramétre t > 0, défines sur l’espace de probabilités (2, F,P) a valeurs
dans un espace mesurable (E,€) appelé espace d’état. La vriable X; donne l’état a l'ins-
tant t. Un processus Xi(w) dépend de deux paramétres t (généralement le temps) et
de la variable aléatoire w € Q. Pour t € T fizé, lapplication w € Q — Xy(w) est
une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (0, F,P).Pour w € Q fixé, l'application
t €T — X¢(w) est une fonction & valeurs réelles, appelée trajectoire du processus, noté
Xi(w) ou X(t,w).

2. Filtration

Définition 2.1 Une filtration (F;), est une famille croissante de sous-tribus de F
c’est a dire que Fs C Fy pour tout s < t , qui peut s’interpréter comme la quantité
d’information disponible o linstant t qui évolue au cours du temps, c’est & dire que
plus le temps croit (s < t) plus on a des informations (Fs C F).
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3. Temps d’arrét

Définition 3.1 Un temps d ’arrét (t. a.) est une v. a. 7 > 0, a valeurs éventuellement
infinies, telle que pour tout t > 0, | "événement {7 < t} ne dépend que des valeurs du
mouvement brownien {Bg;s < t} avant la date t.

4. Mouvement Brownien ou processus de Wiener

Histoire

En 1828, Robert Brown observe le mouvement du pollen en suspension dans 1’eau.
Delsaux explique que ce mouvement irrégulier est dit aux chocs du pollen avec les mo-
lécules d’eau (changements incessants de direction). En 1900, pour des applications &
la finance, Louis Bachelier introduit le Mouvement Brownien pour modéliser la dyna-
mique des prix des actions & la Bourse, dans sa thése "Théorie de la spéculation" mais
le probléme était que le cours de l'actif, processus gaussien, peut étre négatif. Einstein
détermine la densité du Mouvement Brownien et le lie aux EDPs. Schmolushowski le
décrit comme limite de promenade aléatoire. En 1923, Norbert Wiener contruit rigou-
resement la fonction aléatoire du mouvement brownien, il établit que les trajectoires
sont continues.

Définition 4.1 Soit l'espace (S, F,IP) et un processus (Bi),o défini sur cet espace
a valeurs réelles. Un mouvement brownien standard (processus de Weiner) réel (sur
T = R") est une famille de variables aléatoires {By;t € T} a trajectoires continues,
telle que :

— P(Bp = 0) =1 (le mouvement brownien issu de l'origine) ;

— Tout accroissement By — Bs ot 0 < s < t, suit une loi gaussienne centrée, de
variance (t — s) :(stationnarité des accroissements du mouvement brownien)

— Pourtous 0 =1ty < t1 < tg < ... < ty, les accroissements {BtiJrl —B;0<t<n— 1}
sont indépendants.

Interprétation financiére

Le Mouvement Brownien est utilisé en finance pour modéliser le terme d’innovation
de I'équation différentielle stochastique servant & modéliser le comportement du prix
d’une action dans le modéle de Black-Scholes. Le Mouvement Brownien "drive" le prix
du sous-jacent. La signifacation du terme d’innovation est la suivante : Sur le marché,
il y a un flux continu d’information qui influence le prix du sous-jacent, les mauvaises
nouvelles font baisser le cours du titre tandis que les bonnes ont I'influence inverse.

4.1. Mouvement brownien avec dérive

Un Mouvement brownien avec dérive est un mouvement brownien ayant une valeur
initiale différente de 0, éventuellement aléatoire.

Définition 4.2 (du mouvement brownien issu de X,) Un mouvement brownien issu
de X, est un processus de la forme

X, = X, + B (L1)

avec une condition initiale X, indépendante du brownien B.
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Définition 4.3 (du mouvement brownien avec dérive) Un mouvement brownien, issu
de X,, de dérive (ou tendance) b et de coefficient de diffusion o est un processus de la
forme

Xi=X,+ 0B+ bt (1.2)

avec une condition initiale X, indépendante du brownien B.

4.2. Mouvement Brownien géométrique

Soit le processus (X¢); suivant un Mouvement Brownien avec drift u et une va-
riance constante égale & 0. Le processus stochastique défini par (Y2)=0 = exp (Xt)y05
est appelé Mouvement Brownien géométrique. Ce processus (V). est, donc,
toujours positif. On dit qu’il suit, a chaque instant ¢, une loi Log-normale dont les
parameétres dépendent du temps t.

Définition 4.4 Soient (By);-, un mouvement brownien réel, ji et o deur constantes.
Le processus

1
X; = Xgexp { <,u — 202> t+ O'Bt} (1.3)

est appelé mouvement brownien géométrique ou processus “log-normale”. En effet, dans
ce cas

1
log X; = <,u — 202> + oB; + log Xy (1.4)

suit une loi normale.

5. Martingales

La notion de martingale est trés importante dans ’évaluation des actifs dérivés
car elle occupe une trés grande place dans la notion d’arbitrage. Les martingales sont
des variables aléatoires dont les variations futures sont imprévisibles avec I'information
disponible en date précédante.

Définition 5.1 Soit un espace probabilisé (2, F,P), muni d’une filtration (Ft);». Un
processus & valeurs réelles (Mt)t>0 est une martingale si :

— il est adapté a la filtration (ft)t>0; c’est a dire que Yt, My est Fi-mesurable ;
— Chaque variable My est intégrable, et :

s <t= M, =E(M/|F)) (L5)

— On dit que My est une surmartingale si : Vs < t, E(M;|Fs) < Ms.
— On dit que M, est une sousmartingale si : Vs <t, B(M;|Fs) = Ms.

La variation d’une martingale définie selon une probabilité P et un ensemble d’in-
formation F peut se définir comme suit :

Soit w > 0, M; étant par définition Fi-adapté.

E(Mpru - Mt ’.7:15) = E(MtJru |ft) - E(Mt |ft) = Mt - Mt =0 (16)
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L’intérét d’utilisation des martingales en finance

1. Le lien entre martingale et absence d’opportunité d’arbitrage. En effet, lorsque le
marché est parfaitement arbitré et qu’il est viable et complet alors le processus
des prix actualisé des actifs risqués est une martingale.

2. Le fait qu'une martingale posséde un drift nul, est un élément clé du pricing en
univers risque neutre, nous permet de trouver les équations aux dérivées partielles
d’évaluation.

5.1. Théoréme de représentation des martingales avec un Mouvement
Brownien

Théoréme 5.1 Soit l'espace (2, F,P) muni de la filtration naturelle (F¢)ycpcp- Soit
(Myi)ocicr une martingale de carrée intégrable, par rapport a (Fi)oc,cp la filtration
naturelle de (Bt)yci<p » 1l existe alors un processus adapté (py)o<,<7 de carré intégrable

T
(E(fcpgds) < —i—oo) tel que,
0

t
vt € [0,T] My = My + /gpsdBS p.s (I.7)
0

6. Intégrales Stochastiques

Définition 6.1 Soit (Wy),q un Fi-mouvement brownien standard sur (Q, F (7)., ,IP’) .

L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire ¢ est alors, un processus continu
(I(¢)t)0<t<T déﬁm par :

(@)= > ¢ (Wi, — Wi_,) (L8)

1<i<k

o 0=1%; <ta <+ <t <tpp1 =1,
6.1. Propriétés de l’intégrales stochastique :

t
Proposition 6.1 Si (¢;)o<t<T un processus prévisivble vérifi (fgbzdt) < oo alors
0

¢
1. [ ¢,dW; est une martingale de carré¢ intégrable.
0s

2. E [jqbsdt] = 0.
0

3. En particulier, nous avons 'isométrie fondamentale, donnée par la formule sui-

2
vante : E <jt“¢des> =E fqﬁds]
0 0
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7. Formule d’It6

Définition 7.1 On appelle processus d’Ito o valeurs réelles tout processus (Xi¢)o<i<T
a valeurs dans R tel que :

t t
VieT X;=Xo+ [Kids+ [HdB, — Pp.s (1.9)
0 0

avec Xo est Fo—mesurable, (Ki)gc,;cp €t (Hi)ocicp deur processus adaptés a Fy ; véri-
fiant les conditions d’intégrabilités :

T

T
E f|K5|ds] < 0 et E [f |H,|* ds

0 0

La notation infinitésimale de cette relation est :

dX; = Kdt + H,dB,
{ X(0) - X, (1.10)
Les formes possibles de la formule d’It6 :
— Pour le Mouvement Brownien avec f € C2 (R) :
t . t
FB) = B0+ [ Baas+ 5 [ By wer 1y
0 0

— Pour un processus d’Ito avec f € C? (R) :
t . t
F(X) = f(Xo) +/f'(Xs)dXS + 2/f”(Xs)oz<X, X)), Vt<T (1.12)
0 0

— Pour un processus d'It6 avec f € C12 ([0, T[ x R) fonction du temps et de l'es-

pace : Vi< T
’ 0 | 0
f,X) = f(O,Xo)—i-/af(s,Xs)ds—i-/ai(s,XS)dXs
t f 0 0
/8 d(X, X)s (I.13)
0

~ Pour un processus d’It6 multidimensionnel avec f € C*2 ([0,T] x RY) : V¢t < T

t
d af j f 7 k
F(6X0) = £(0,X0)+Y [ - (Xo)dXI+ /aSX )ds—+= jkzl/axﬂxk d(X7, XY,
0

(1.14)
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8. Equations différentielles stochastiques

De maniére informelle, on appelle équation différentielle stochastique une équation
différentielle ordinaire perturbée par un terme stochastique.Plus précisément

Définition 8.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la
forme :

{ dX, = b(t, X;)dt + a(t, X,)dB; (L15)

XOZLE

ot dB; est la différentielle d'un mouvement brownien (By),-, a et b des applications
boréliennes de [0, 7] x R dans R.

Définition 8.2 Un processus (X;) est solution de cette EDS ( appelé processus de
diffusion) si, il est continu (F;)—adapté tel que :

t t
[ 1b(s, Xs)|ds + [a®(s, Xs)ds < 00, VtERTP—p.s (I.16)
0 0
et qui vérifie
t t
Xy =x+ [b(s,Xs)ds + [a(s,Xs)dBs, VteRTP—p.s (1.17)
0 0

Ces équations n’ont pas toujours de solution. Pour assurer [’existence et l'unicité d’une
solution, nous avons besoin de 2 types de conditions.

Condition 1 : Assurer l'unicité de la solution grdce au caractére contractant (Lip-
schitz) des fonctions a et b. Il existe une constante L > 0 telle que :

la(t, z) —alt,y)| + [b(t, ) = b(t,y)| < L]z -yl (L.18)

pour tout (t,z,y) € RT x R2.
Condition 2 : Assurer que le processus n’explose pas en temps fini afin qu’il soit bien
défini sur tout R*. Il existe une constante C > 0 telle que :

la(t, )% + [b(t, 2)> < C (1 + W) (L.19)

pour tout (t,x) € RT x R.
Si les fonctions a et b satisfont les conditions 1 et 2. Alors ’EDS admet une unique
solution.

8.1. Equations différentielles stochastiques géométrique

Les équations différentielles stochastiques sont des équations différentielles pertur-
bées par un bruit aléatoire (dans notre cas c’est le mouvment brownien). Elles ont le
méme but que les équations ordinaires, c’est & dire modéliser le comportement d’un
phénomeéne selon les hypothéses du modéle et la nature du sous-jacent.

Il existe plusieurs types d’équations différentielles stochastiques selon le comportement
du sous-jacent :

10
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— EDS A coefficient linéaire constant.

— EDS géométrique, utilisée dans le modeéle de Black-Scholes et qui a pour but de
modéliser des actions.

— Processus racine carrée.

— Processus mean reverting (retour a la moyenne).

Processus d’Ornestein-Uhlenbeck, qui a pour but de modéliser les taux d’intérét.

8.2. Résolution de I’équation différentielle stochastique géométrique

Soit I’équation différentielle stochastique géométrique (qui modélise les actions) sui-
vante :

dSt == ,uStdt + O'StdBt (120)

tel que le drift et la diffusion sont proprotionnels & la dérniére valeur de S;. Plus Sy
augmente, plus le drift augmente et plus la variance du Mouvment Brownien augmente.
Nous pouvons réecrire I’équation 1.20 sous forme d’intégrale :

t t t
/dss :/Mder/ast (I.21)
0 ° 0 0

Alors, dS—S: peut étre interprétée comme la différentielle de (In S;). Ainsi, pour évaluer

t
i ds—stt, nous pouvons appliquer la formule d’It6 sur (In S;) :
o S

~ 9(InS) 10?(InS) 9
2
avec, a(h;S) = 1.7 88(35’1123) = —% et (dS)2 = 5202dt.
L’équation 1.22 devient :
_das 1 1. .9 9
_ds 1,

En remplagant cette derniére équation dans ’équation 1.21, nous obtenons :

t t t ¢
1

/d (In Ss) + /202ds = /,u,ds + /adBS. (I.24)

0 0 0 0

11
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En intégrant, nous trouvons :
L 5
InS; —InSp = (p— i )t + o Bs.
Et au final, ¢a donne :
L s
Sy = Spexp | (1 — 3¢ Jt+ 0By ). (1.25)

Dongc, la valeur d’une option sur un sous-jacent & la date d’échéance T', est donnée par
I’expression suivante :

St = S exp <(M — %Oz)T + UBT> . (1.26)

avec St est la solution de 'EDS géométrique.

9. Produits dérivés

Depuis 1973, le volume des transactions sur les marchés financiers a considérable-
ment augmenté en raison notamment de la création de nouveaux produits financiers,
appelés produits dérivés. Un produit dérivé est un produit financier, défini & partir d’un
autre produit financier plus simple appelé sous-jacent. Le produit dérivé le plus simple
est le contrat & terme ot un acheteur et un vendeur s’entendent pour échanger a une
date fixée un sous-jacent & un prix déterminé a l’avance.

10. Actif sous-jacent

Un actif sous-jacent est un actif sur lequel porte une option ou plus largement un
produit dérivé. Il peut étre financier (actions, obligations, bons du Trésor, contrats a
terme, devises, indices boursiers...) ou physique (matiéres premiéres agricoles ou miné-
rales...). L’actif sous-jacent est ’actif réel sur le prix contractuel duquel porte le produit
dérivé concerné. Il désigne en effet I'instrument support d’un contrat & terme dont la
qualité est strictement définie.

11. Options

Lorsque le produit financier a une caractéristique optionnelle, il est alors appelé op-
tion. Une option financiére est un contrat entre deux parties pour acheter ou vendre un
produit financier spécifique, le sous-jacent qui peut étre une action, une obligation, une
matiére premiére, une devise, un indice boursier, etc. Le contrat d’option est trés précis,
il établit un prix spécifique, appelé prix d’exercice (strike) et a une date d’échéance, la
date d’expiration (expiration date ou maturité). L’acheteur de I'option a le droit d’ache-
ter (dans le cas d’une option d’achat ou Call) ou de vendre (dans le cas d’une option
de vente ou Put) une quantité donnée du sous-jacent au prix d’exercice durant toute
la période jusqu’a la date d’échéance. Ce droit se négocie pour un certain prix, appelé
prime ou premium (ou pay-off) que regoit le vendeur d’option en compensation de son
obligation de se conformer & la décision de ’acheteur. Une option qui peut étre exercée
a n’importe quel moment avant la date d’échéance est dite option "Ameéricaine". Une
option qui ne peut étre exercée qu’a la date d’échéance est dite option "Européenne".

12
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12. Marché complet et viable

En univers risque neutre, il existe deux hypothéses portant sur le marché qui sont
trés utilisées dans les différents modeéles d’évaluation de produits dérivés a savoir marché
complet et marché viable.

12.1. Marché complet

Le marché est dit complet si tout produit dérivé est simulable cad, s’il existe une
stratégie autofinancée répliquant le pay-off en date d’échéance pour chacun des produits
dérivés.

Définition 12.1 (Stratégie autofinancée) Soit un marché ou sont échangés k ac-
tifs, dont les priz en date t sont notés par S, aveci=1,...k et 0<t<T.

Nous pouvons créer une stratégie de portefeuille ¢ qui associe & chaque actif Si une
quantité d)é. La valeur intiale de ce portefeuille est :

k k
Vo (9) =D 65 = D _d1415:. (1.27)
i=1 i=1
Ce portefeuille sera admissible (autofinancé) si nous avons :
k . . k . .
> iSi=) ¢S, Vo<t<T-L (1.28)
i=1 i=1

A Tinstant ¢, la valeur de notre portefeuille est la somme de la composition de
notre portefeuille multipliée par la valeur de chacun des actifs. Notre portefeuille étant
autofinancé (il n’y a ni prise de bénifices ni injection d’argent) donc la constitution de
notre portefeuille pour la date ¢t + 1 se fera a partir de la valeur du portefeuille en ¢.
En clair, le pay-off (prix) d’un produit dérivé a la date d’échéance peut étre répliqué
grace a un portefeuille composé de 'actif sans risque et du sous-jacent.

Fr = 0% x Br+0r x Sr, (1.29)

avec
Fr: la valeur d’un produit dérivé,

9% : la quantité d’actifs sans risque,
Brp : la valeur d’actifs sans risque,
Or : la quantité du sous-jacent,

St : la valeur du sous-jacent.

12.2. Marché viable

Le marché est dit viable, s’il n’existe pas de possibilité d’arbitrage. L’Absence
d’Opportunité d’Arbitrage est un des axiomes de base de la finance des marchés. Elle
repose sur I'idée que dans un marché sans friction nous ne pouvons pas faire de profit
sans prendre de risque i.e il est impossible de gagner de ’argent de facon certaine a
partir d’un investissement initial nul. La méthode de raisonnement par arbitrage est
trés utilisée en finance, lorsque nous cherchons a déterminer le prix d’un produit dérivé
portant sur un sous-jacent.

13
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Proposition 12.1 En univers risque neutre le priz actualisé est une martingale.

En effet, soient ’espace de probabilité (Q, F, Iﬁ) muni d’une filtration Fyo<s<n) avec

P la mesure de probabilité risque neutre et §t le prix actualisé de 'actif S;. Le processus
Sy est appelé une martingale s’il est F;-adapté, i.e, son espérance non conditionnelle
est finie, et 'espérance d’une valeur future quelconque conditionnée a la filtration F;
égale & S :

B (Siya |Fi] = S (1.30)

Remarque

En univers risque neutre, les investisseurs sont neutres au risque. Pour un surplus de
risque, ils ne demandent pas un surplus de rentabilité par rapport au taux sans risque.
En actualisant au taux sans risque, le drift de ’équation modélisant le prix se trouve
¢liminé.

En clair, soit S; un sous-jacent de 'option, modélisé par 1’équation aux dérivées
stochastique géométrique :

d
% — pdt + odB, (1.31)
t

avec 4 et o sont des constantes et B; est un Mouvement Brownien.

Sous P, le rendement de 'actif risqué r est égal au rendement sans risque. Notant par
St le cours actualisé du cours du sous-jacent donné par :

Sp=e TS, (1.32)

La formule d’It6 appliquée a §t donne :

~ 9SS 1925, 0o

1
= —re "S,dt + e " dS; + §UQSt2dt

1
= —re "Sydt + e " (uSydt + 0 S1dBy) + 5025§dt
= (,u — ’I")gtdt + UgtdBt (133)

En posant

By = B; + <M_T>t
o
On obtient :

dgt = Jgtdét (134)

En univers risque neutre en actualisant au taux sans risque, le drift de I’équation mo-
délisant le prix s’annule (disparait) et le cours actualisé sera ’drivé’ par le Mouvement

14
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“;T), il est connu que (exp (—th — %t)) est une mar-

Brownien. Si en posant (6; =

tingale et qu'il existe une probabilité P équivalente a P sous laquelle le processus By est
un Mouvement Brownien. Sous cette probabilité, on en déduit que S; est une martingale
dont ’expression est :

L 2

Sy = Spexp (aBt - 0275) (1.35)
Conclusion B

Une probabilité risque neutre P est une probabilité équivalente a P sous laquelle les

stratégies simples actualisées sont des martingales.

13. Changement de mesure de probabilités

13.1. Théoréme de Radon-Nikodym

Définition 13.1 Sur un espace probabilisable (2, F), deux mesures de probabilités P
et Q définies sur cet espace sont dites équivalentes si elles ont le méme ensemble
d’événements impossibles, i,e :

Yw € , Pw)=0< Qw) =0 (1.36)

Théoréme 13.1 Sur un espace probabilisable (2, F), si P est équivalente a Q, alors il
existe une variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur cet espace tel que :

VieF Q)= / 2(w)dP(w) (137)
A
avec Z est la densité de Q par rapport a P et

dQ(f) = Z(f)dP(f) (1.38)

Interprétation financiére

Si ces deux probabilités sont équivalentes, la densité de Nikodyn-Radon de P par

rapport a () existe et il est possible d’utiliser cette densité pour transformer P en @)
sans modifier la structure de la variance associée au sous-jacent, car la volatilité du
sous-jacent est prépondérante dans I’évaluation du produit dérivé associé.
Sur les marchés, un paraticien sera tenu d’évaluer un produit dérivé sur un sous-jacent
dont la distribution de probabilité peut étre inconnue tout comme son espérance de
rentabilité. Soit () une mesure de probabilité risque neutre sous laquelle le prix actualisé
au taux sans risque est une martingale. Une espérance se calcule par rapport & une
filtration et une mesure de probabilité donnée, donc en changeant la mesure par @),
nous nous retrouvons en univers risque neutre.
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13.2. Théoréme de Girsanov

Le théoréme de Girsanov fournit la stucture nécessaire pour transformer une mesure
de probabilité en une autre équivalente.

Théoréme 13.2 Soit un espace probabilisé (0, F,P) muni d’une filtration naturelle
(Ft)o<icr d'un Mouvement Brownien standard By.

1 t
Soit un processus aléatoire (Ht)ogth adapté a la filtration naturelle tel que EY [exp <2f0§ds>} (00
0

(condition de Novikov) et que le processus (Zt)gcic construit sur 0y, défini comme
sutt :

t t

Zy=exp | — / 0,dB, — % / 62ds (1.39)
0 0

soit une martingale. Alors sous la probabilité P, qui est une probabilité ]IS’(Q) =1 ou

dP = ZpdP,le processus (Bt) défini comme ceci :

t
Bt == Bt + /Qsds (140)
0

est un Mouvement Brownien.

16



cHAPITRE |

EVALUATION ET COUVERTURE DES OPTIONS CALLS
EUROPEENS

Le premier modéle d’évolution des actifs financiers a été proposé par Louis Bachelier
dans sa theése en 1900 [29]. Les actifs risqués étaient supposés gaussiens et pouvaient
donc prendre des valeurs négatives. Pour remédier & ce défaut, le modele retenu par
la suite est un modeéle rendant les actifs risqués log-normaux, afin de s’assurer qu’ils
restent toujours positifs. Ce modele porte le nom de Modéle Black-Scholes. En effet en
1973 [3], Fisher Black, Robert Merton et Myron Scholes publient un article révolution-
naire intitulé "The Pricing of Options and Corporate Liabilities". Ils proposent 'idée
de définir le prix d’un produit dérivé comme celui de son portefeuille de couverture
et Iappliquent a ce modéle log-normal. Ils établirent la premiére formule universelle
permettant de calculer le prix d’une option Européenne. Ils obtenirent le prix Nobel
d’économie en 1997 pour ces travaux.

Ce chapitre présentera le modéle de Black-Scholes. Nous verrons les hypothéses
du modeéle qui serviront de base d’établissement de I’équations aux dérivées partielles
d’évaluation des options Européennes [29, 30, 33], dans un premier temps par la mé-
thode risque-neutre puis par la méthode d’EDP dans un deuxiéme temps [5]. L’étape
suivante consistera a la valorisation d’un Call Européen en appliquant le raisonnement
risque-neutre. Finalement, nous ferons un bref apercu sur la couverture delta-neutre et
les Grecs [31, 32].

1. Hypothéses du modéle Black-Scholes

Le modéle de Black-Scholes sert de référence pour les praticiens dans 1’évaluation
des options. Il repose sur les hypothéses suivantes :

1. Marché parfait, les taux d’intérét sont supposés constants : On peut emprunter
et préter au méme taux constant 7,

2. Temps continu : Ce qui aide & obtenir ainsi une "Equation aux Dérives Partielles"
régissant 1’évolution du prix d’une option,

3. Mouvement Brownien : L.’idée est de modéliser les accroissements relatifs du prix
du sous-jacent par un Mouvement Brownien,

4. Absence d’opportunité d’arbitrage : La condition d’absence d’opportunité d’ar-
bitrage stipule qu’il n’est pas possible de gagner de 'argent & coup str & partir
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d’un investissement nul. Une des conséquences de cette condition est que deux
portefeuilles ayant la méme valeur & une date future ont la méme valeur & toute
date intermédiaire,

Le marché est liquide : on peut acheter ou vendre & tout instant,
On peut emprunter et vendre & découvert,
Les échanges ont lieu sans cotits de transaction,

La volatilté est supposée constante,

© e N o

Les titres sont divisibles.

2. Equations aux dérivées partielles d’évaluation de Black-
Scholes

2.1. La méthode risque-neutre

La méthode d’évaluation risque-neutre est basée sur le théoréme de Girsanov. Ce

dernier permet de passer en univers risque-neutre ol le prix actualisé du sous-jacent
est une martingale.
Soient ’espace probabilisé (€2, F,P) muni de la filtration naturelle (ft)ogth du Mou-
vement Brownien standard (B;)yc,cp et le taux d’intérét (r # cte) n’est pas supposé
fixe. Le processus (Rt)gc < Permet de définir le processus d’actualisation de la maniére
suivante :

t

D, = exp —/des (IL.1)
0

Soit (W)KKT’ la valeur d’une option de maturité T', portant sur un sous-jacent dont
le comportement est modélidé par ’Equation Différentielle Stochastique suivante :

dSt = ,uStdt + O'StdBt (II2)

Sur un marché complet et viable, il existe un portefeville dont la valeur est (Xy), <t<T
Sa valeur en T est :

XT = VT p.S (113>

Le portefeuille répliquant est constitué a ’aide du capital initial (Xop) avec Vy = Xp.
Etant donnée ’absence d’oppotunité d’arbitrage, nous avons :

Vi = X3, pour t € [0, T (I1.4)

Le portefeuille répliquant est constitué en date t du sous-jacent d’une quantité de
Ay, plus un investissement ou emprunt au taux R, ou A; représente le processus de
portefeuille.

X (t, St> = A\;S; + Ry (Xt — AtSt) (II5>

Soit P la mesure risque neutre, sous laquelle le processus DyS; est une martingale.

Calculons le différentiel de D; X, :
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d(D,X (1, S,)) = X(t,S:)dD; + DydX (L, S;) + dDydX (¢, Sy) (IL6)

Avec

t
<—fRSds>
dDy = —Ree\ © ) dt = —R,Ddt (IL.7)
et
dX(t, St) - AtdSt + Rt (X(t, St) - AtSt) dt

= At(RtStdt + O'Stdét) + R (Xt(t, St) — AtSt) dt (II 8)

= ARy Sidt + 0SiAvd By + Ry Xy (t, Sp)dt — AySy Rydt
== RtXt(t, St)dt + O'StAtdBt

Donc I'équation I1.6 devient,

d(D¢X(t,S;)) = — Ry Dydt + Dy(Ri X¢dt + 0S;AvdBy) + 0
= O'StAtDtdBt (119)
Sous P, la valeur actualisée de notre portefeuille est représentée uniquement par une

intégrale d’Ito, elle est donc une martingale sous la mesure risque -neutre.
Cela implique :

Dy Xy = E[Dr Xt |Fi] = B[DrVr | F] (I1.10)
Autrement dit,

DV = B[DrVr | F] (IL.11)

Comme Dy est processus Fy-mesurable, alors :

1 -~
Vt = HE[DTVT ’ft]
t

= E[D; ' DyVr | F]

t T
= E[exp(—/des)_l exp(—/des)VT | Fi]
0 0
t T
= Elexp( / Rds) exp(— / Ryds)Vy | F] (I1.12)
0 0
Ainsi,
T
Vi = Blexp( / Ryds)Vp|F] pour 0<t<T (I1.13)

t

Cette derniére expression représente la formule d’évaluation risque-neutre. Ainsi, la
valeur actualisée de 'option est une martingale.
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Le calcul de d(D;V;) permet de trouver d’équation différentielle partielle d’évaluation
et le processus de portefeuille A; & adopter pour se couvrir.

Soit I’exemple d'un Call Européen dont la valeur a la date ¢ est V(¢,S;). Le calcul de
d(DV;) est donné par :

A(DiV (L, S)) = V(t, S)dDy + DidV (L, Sy) + dDydV (L, Sy) (IL.14)

Sous fP’, nous avons (en appliquant le Lemme d’Ito) :

oV (t,S;) oV (t, Sy) 10%V(t,S)
ot dt + a5, dS; + 2 02

Sachant que : dS; = R;S;dt +cS:dB; et (dS;)? = 02S2dt. L’équation 11.14 se réécrit :

dV(t,S:) = (dSy)? (I11.15)

d(D;V (t,S;)) = —R:D;V (t, S)dt + Dy (Wdt + avggst)dst + ;W(d&)?)
— RyDydt x <avg; S0 gt + avggtst)dst + ;W(d&)?)
— “R.DV (L, Sy)dt + Dtavgt’st)dt
+ Dt(w (RtStdt + aStdBt> + ;DtWa2St2dt (11.16)
d(DV(t,S) = —RyD,Vdt+ DVt + Dy (RtStdt + aStdBt) v, + %thﬂs?vssdt

1 ~
= Dy(—RV(t,S;) + Vi + RS Vs + 502531/58)& + 0V, S; DydB{I1.17)

Nous savons que d(D.;V (t,S;)) est une martingale, ceci impliquera que le dritf est nul.
Ce qui meéne a :

1
— RV (t,St) + Vi + Ry SiVis + 5025;2{/55 =0 (I1.18)

Ainsi, l’équation aux dérivées partielles (EDP) du modéle de Black-Scholes, est repré-
sentée par I’expression suivante :

1
Vi 4+ RS Vs + 502531/38 = —RV(t,S) (I1.19)

2.2. La méthode A’EDP

La méthode d’évaluation d’option par la méthode des équations aux dérivées par-
tielles repose sur ’hypothése suivante : L’aspect aléatoire de la valeur de l'option et
de la valeur du sous-jacent ont la méme source. En prenant des positions opposées
judicieuses sur l'option et son sous-jacent, permet d’éliminer le terme aléatoire du por-
tefeuille créé.

Soit V4 la valeur d’une option sur action ne versant pas de dividentes, qui est modélisée

20



CHAPITRE II. EVALUATION ET COUVERTURE DES OPTIONS CALLS
EUROPEENS

comme une fonction dépendant du temps ¢ et du prix de I'action sous-jacente S;.
Le prix de 'action est modélisé par I’équation différentielle stochastique :

dSt == ,U,Stdt + O'StdBt

Utilisant la formule d’It6 pour calculer la variation de la valeur de 'option dV suite a
une variation du temps de longueur dt et d’une variation du prix de I’action S sur cet
intervalle de temps dt :

ov ov 16%V
Vo= Gpdt SedSit oo 957 (dS;)?
oV oV LV e
= Edt + == 85 (,uStdt + O'StdBt) 2 8S2 S dt
8V oV 1 8 Vv ov

Si nous constituons un portefeuille P dans lequel nous sommes longs de A actions et
shorts d’un Call de maturité T, sa valeur sera : pour ¢ € [0, 7]

P, =\S; —V, (11.21)

Sa variation s’exprime donc,

dP, = M\dS; —dV;

1

92V oV
ALy Ll DA
Bt THOtgg T asg) 75 pg B

- ov OV 1,00V oV
= ()\Mst (9 NSt 35S, 2 St 852> dt + (O’)\St — oS ast> dBt(IIQQ)

Pour que ce portefeuille soit sans risque, il faut que son terme aléatoire soit nul ([-]dB = 0)
ie:

1%
<O’)\St — JStaSt> =0

ov
= — 11.2
=\ 5% (I1.23)

Ainsi, le portefeuille sera sans risque si nous sommes longs d’une quantité — (Delta)

oS
L , ov. . : .
d’actions. En étant longs sur 99 actions, veut dire que nous avons constitué un porte-

feuille delta neutre. Si nous adaptons cette couverture, nous aurons une couverture de
delta-dynamique et notre portefeuille sera sans risque pour ¢ € [0, 7.

Un portefeuille sans risque, sur un marché parfaitement arbitré procure un rendement
égal au taux sans risque r. Sur une période de dt, la valeur de notre portefeuille est :

dP;, = Prdt (I1.24)

Et d’autre part, nous avons trouvé :
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ov ov 1 o?V
P = 0252 1.2
d t <)\uSt a ,LLSt 85‘ 2 St 652> dt ( 5)
D’apres ’équation 11.24 et ’équation I1.25, nous obtenons :
2% av 1 0%V
S, S 0?8} =P. 11.26
(’” ot Mt T 2 tasz) " (11.26)
oV . . o .
Or, A = 35 et P, = \S; — V;, équation I1.26 se réécrit comme suit :
ov. oV ov 1, 262V oV
— - = — — == = — — 1.2
e TR T R LT <St as V> (IL.27)

Au final, ’équation aux dérivées partielles (EDP) de Black-Scholes est donnée par :

OV OV 1, 0PV
ar s T a7 Sigse

=Vr (I1.28)
La résolution de cette équation mécessite une condition terminale. Cette condition est
simplement le pay-off de 'option Call :

Vi =(Sr—K)"

Remarque 2.1 Selon I’EDP de Black-Scholes, la valeur de l'option ne dépend pas de
lespérance de rentabilité du sous-jacent mais de sa volatilité. Ainsi, cette stratégie de
couverture a annulé lincertitude du portefeuille (le terme aléatoire).

Les EDP peuvent étre résolues de facons différentes :

- Dans le cas de U'EDP de Black-Scholes, il est possible de la transformer en une EDP
dont nous connaissons la résolution, dans ce cas-la, I’équation de la chaleur.

- Une résolution a l'aide de méthodes numériques, par exemlpe a l’arde de la méthode
des différences finies ou la méthode de Monté Carlo.

3. Evaluation d’un Call Européen par la méthode risque-
neutre

La relative simplicité de ce produit dérivé permet un culcul explicite pour I’obtention
d’une formule fermée d’évaluation. Une des propriétés importantes en univers risque-
neutre est que le prix actualisé est une martingale.

Propriété 3.1 Soit ’espace probabilisé (Q, F, I~P’) muni de la filtration naturelle (ft)ogtgn

avec P la mesure de probabilité risque-neutre.

Sous I@’, le rendement de Uactif risqué est égale au rendement sans risque. Notons par
S, le priz actualisé de Uactif Sy et précisons que S, est Fi-adapte.

Le processus S, est une martingale si il est Fi-adapté, que son espérance non condi-
tionnelle est finie, et que 'espérance d’une valeur future quelconque conditionnée a la
filtration est égale & S;.

E[StJrA |Fi] = S, (IL.29)
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3.1. Le cours actualisé du sous-jacent

Comme nous 'avons vu dans la Proposition 12.1, le cours actualisé S, est modélisé
par 'EDS :

dsS, = (b —r) Sydt + 0S;dB;  avec p > 1 (I1.30)

avec i le rendement espéré et v le taux sans risque. Nous remarquons que le drift est
logiquement positif ceci implique que S; n'est pas une martigale.

Une espérance est calculée avec respect d’une probabilité et un ensemble d’informations
donc la modification de I'un ou de 'autre modifie le calcul de ’espérance.

La clé de cette méthode est de trouver P équivalente a P tel que :

(3,

SS} =5, avec t>s (I1.31)

ou S est une martingale, sous P.
Cela est du au fait que, sous P, nous avons le rendement espéré pour lactif risqué p

est égal au taux sans risque 7, ( cadsousP: r = u).
Ainsi, 'équation I1.30 devient :

= odB; (I1.32)
t
Sa solution s’exprime de la maniere suivante :
ds, ~
Nous remarquons que S't est de la forme (ln St) . En appliquant la formule d’It6 sur
t

(ln gt) nous obtenons :

dln S 19%2In S

d(InS)=-—5-dS+ - ——=—(dS)?
() o5 08+ 5 (d)
_ g Lo e
= gdS+ 2( 5‘2)0 S=dt
dS o2
BT
~ 0'2
= odB; — ?dt (I1.33)
En intégrant, nous aurons :
~ 0'2 ~
Sy = Spexp <—2t + aBt> (I1.34)

3.2. Application du raisonnement risque-neutre pour évaluation d’un
Call Européen (Formule de Black-Scholes)

Le pay-off d’'un Call Européen est :

OT = Imax (ST — K, 0) (11.35)

Avec St est la valeur du sous-jacent a la date d’échéance du Call et K le prix d’exercice.
Partons du principe que nous sommes ’emetteur d’un Call et que nous voulons connaitre

23



CHAPITRE II. EVALUATION ET COUVERTURE DES OPTIONS CALLS
EUROPEENS

sa valeur en date initiale.

Dans le modeéle de Black-Scholes, toute option définie par une variable aléatoire X po-
sitive, F;-mesurable et de carrée intégrable sous la mesure de probabilité risque-neutre
P est simulable et sa valeur notée par (Vi)o<ier €8t

V; = Elexp(—r(T — t)X |Fr] (11.36)

Ici, X = max (Sp — K,0), or sous probabilité risque-neutre I~P’, S, est une martingale,
donc

L \2
E {(ST) < 00, et notre formule du Call est par conséquence de carré intégrable.

Ainsi, la valeur de notre Call en date initiale (t = 0) est notée par :

Co = Elexp(—rT) max (S — K,0)]
[max(exp(—rT)St — exp(—rT)K,0)]
[max (St — K,0)] (I1.37)

Il
Eh &

avec, St et K représentent, respectivement, le prix du sous-jacent actualisé et le prix
d’exercice actualisé.
En utilisant la fonction indicatrice ayant pour événement (ST > K ), nous pouvons

récrire le pay-off de la facon suivante :

Co =E[(Sr — K)lg, . ] (I1.38)

max(Sr — K,0) = { (I1.39)

Nous savons que |’espérance d’une fonction indicatrice est égale au probabilité d’occu-
rence de son événement.

Bl .z =P [ST > K] (I1.40)
Ainsi I’équation I1.38 devient,

Co = BISr]E[lg, . 7] — B [K} E [1 s f(} (IL.41)

Nous devons trouver pour quelle valeur de By pour que Sp > K :

ST > K & So exp —%2T+O'BT >
& Spexp —%2T +0Br) 2 e TK
= 1In (Sg exp (—";T + UBT>) > ln(e*TTK)
= In(Sp) + (—%"’T + aBT) > T + In(K)

Dongc, la valeur de By est définie comme suit :

SO 0'2 1 ~
—|In—=—-—=-T+rT)-<B 11.42
<nK 2 r >a r ( )
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En utilisant 1’équation précedente, nous pouvons réécrire ’équation 11.40 :

Bllg,.z) =P |5 > f(]

[ - 1 So O‘2
=P|Br>—(ln——-—=—T+7rT

~B[Br> ] (1.43)

1 Sy o2
=—(In———=—T+7T).
avec C a(nK 5 T >

D’autre part, sachant que Br ~ N (0,T), la probabilité P est donnée par :

~ T~ p 1 x
}P’[BT2C} - / ) — " (I1.44)
V2IIVT
z=C \/> 2 (ﬁ)
Faisant un changement de variable, en posant v =d du
v , DY =— = —
g p Y JT Y JT
Ca donne :
P [B > C] O/O L exp v VTd
T = - X Y
, VRIVT 2( 7\
v=Ur
[ e (-2
pr— X J—
5T p 9 Y
__C
V=T
C
=1—-N|—
(%)
C
= —_ 11.45
(~v7) (11.45)

N (+) est une fonction de densité cumulée de la loi normale centrée et réduite (espérance
0 et variance 1) :

N(d) = \/;H exp (-‘f) do (IL.46)
Posant : -
dzz—\%:— <_(7\1/T (mfg—";:rw:r)) (IL47)
Ainsi,
N (-%) —N(dy) =P [ST > f(} = B[l 7] (IL.48)
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Remplacant la derniére formule dans I'expression de Cy (équation 11.41) :

Co = E[ST]E[lg -zl — E [K} N (ds) (avec E[S7] = St car c’est une martingale)
}

= TE[lST? 7 Kexp(—rT)N (d2)
7 o? 1 x2
= /Sgexp((—T+Jx> ——=&p | ——5 | dx
LT Ty (o)
—K exp(—rT)N (dy) (en posant Br = ) (I1.49)
Posant de nouveau a; =d du donc le prix d ix du Call
v = — = —, x du prix du Call sera :
C 7se ( T N gy K (—rT)N (ds)
= X —-— exp | ——= — —
0 ) 0 €Xp 5 oy Noni p D) Y exXp(—Tr 2
v=F
S 7 L . ( Tt oy T y2)d K exp(—rT)N (ds)
= xp | —— o - = — Kexp(—r
0 ) ot p 9 Yy 9 Y p 2
V=T
S 7 = ( L ( \FT)2> dy — K exp(—rT)N (da) (11.50)
= exp| —=ly—o — Kexp(—r .
0 ) Nt p 9 Yy Y P 2
V=T

Nouveau changement da variable : z =y — ov/T = dz = dy. Alors,

Co =Sy / exp (—Z> dz — K exp(—rT)N (dg)

Vot 2
z=G—oVT
= So <1 —-N <;’T -0 T)) — Kexp(—rT)N (dg)

= SoN (- <¢CT _ T)> — K exp(—rT)N (ds)

(o — g7 +77)
= SN +0VT | — K exp(—rT)N (dy)

<ln 52y rT)
= SoN — K exp(—rT)N (d2)

oVT
= S()N (d1> — KeXp<—’I“T)N (d2) (H.51)

Nous pouvons noter :

Co = SoN (d1) — K exp(—rT)N (d2)
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Plus généralement,

Cy = SN (dy) — K exp(—r(T — t))N (da) (I1.52)

avec

o <ln%+%2(T—t)+r(T—t)) o <ln%—%2(T—t)+r(T—t))
L ov1l —t et 2T ov1l —t

(11.53)

Remarque 3.1 La méthode risque neutre permet de trouver la formule de Black-
Scholes. Cette formule est son cheminement sont le point de départ de la valorisation
des produits dérivés exotiques dont le pay-off posséde des similtitudes au pay-off d’une
option vanille.

4. Couverture et sensibilité (Grecs)

4.1. Couverture delta -neutre

Lorsqu’un intervenant vend une option, un Call par exemple, il peut étre amené
a la maturité de 'option, & devoir payer le sous-jacent en date T pour le livrer en
cas d’exercice de I'acheteur, ou & payer la différence entre le prix du sous-jacent & la
maturité et le prix d’exercice.
Toutefois, si le marché est viable, il doit exister un portefeuille permettant de dupliquer
le pay-off du Call & la date de maturité de l'option. Le raisonnemennt est semblable &
I’évaluation risque-neutre, si nous reprenons le raisonnement risque-neutre (Section 2
dans I’équation I1.17), nous obtenons I’expression :

1 .
d(DiV (t,S;)) = Di(—RiV + Vi + Ry Si Vi + 50252%5)& + 05,D,V,dB;

Le drift est nul dans la derniére expression. Donc :

d(DtV(t, St)) = O'StDtV;dBt (1154)

Tandis que le portefeuille répliquant 1'option avait un différentiel (vu dans I’équation I1.9) :

d(DyX(t,S;)) = 05:AyDydB;

Sous forme d’intégrale, ¢ca donne :

t
DV (t,S;) =V (0,80) + / 0S.D,VsdB, (I1.55)
0
et
t
DX (t,S;) = X(0,80) + / 0SuAyDyudB, (I1.56)
0
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Ainsi, pour que V (¢, S;) = X (¢,5;) p.s, il faut V(0,Sy) = X(0,Sy) et que :

Ve=A; pour 0<t<T (IL.57)

La quantité détenue de sous-jacent doit étre égale au delta du Call continuellement, c’est
une couverture delta -neutre dynamique. Cette méthode peut étre appliquée aux options
exotiques, cela permet de déterminer dans de nombreux cas la stratégie de portefeuille
a adopter pour couvrir les dérivés.

4.2. Les Grecs

Pour la gestion des risques, il est indispensable de disposer d’indicateurs pertinents
de ces risques. Nous utilisons trés souvent les sensibilités ou les dérivées de prix par
rapport aux différents parameétres du modéle, nommeés les "Grec". Ces sensibilités sont
prépondérantes a la gestion d’un portefeuille de produits dérivés dans la mesure o elles
permettent de se couvrir des variations de prix suite & la variation d’un des parameétres
influant le prix du produit dérivé.

4.2.1. Delta

Le Delta d’une option est la mesure de la sensibilité du prix de ’option & un chan-
gement de prix du sous-jacent sur lequel elle porte.
Nous avons trouvé la formule du prix du Call Européen dans ’équation I1.51 :

Ci = SiN (dy) — K exp(—r(T — 1))N (d)

avec

dy =
! oVl —t

] (1n%—§(T—t)+r(T—t))
2:

et N (-) est une fonction de densité cumulée de la loi normale centrée et réduite.
En clair, notant par x = S; et T — t sera simplement 7' :

aCy ON (dy) ON (d2)
S N(di) +x e K exp(—rT)) 5
8d1 8d2
- ! _ _ !
= N(dy)+ 2N (dy) o K exp(—rT))N' (da) B (I1.58)
Or,
8d1 ad2
/ oo _ . / oaz
N’ (dy) o K exp(—rT))N' (d2) o (I1.59)
Puisque, nous avons
ody 1 1 Ody (IL.60)

0 1 oyT Ox

28



CHAPITRE II. EVALUATION ET COUVERTURE DES OPTIONS CALLS

EUROPEENS
et
1 d? 1 d3?
N (di) = ——exp(——=) et N (dy) = — exp(——= 11.61
() = ——exp(-=5) et N(d)=——ep(-F) (L6}
avec do = di — ov/T ce qui fait
2
(o)
N’ (d = e e ——
(d2) oz P 5
1 <d% —2d10\/T+02T>
= [$) —
Vo P 2
_ 1 _Cﬁ (d ﬁ) _ﬂ
= \/ﬂexp 5 exp (dio exp 5
1 < d%) (ln % + %T + TT) 7 O'2T>
= exp | —— | ex o exp | ———
Vo P 2 P oVT P 2
1 d2 T 2 o?T
= _1 In — 4+ — =
oo () o roor)en ()
1 2
= E.%exp <—(121> exp (r71) (I1.62)

L’équation I1.58 devient :

0Cy

/N

1 42\ 0dy 1 di
(D)) G Kexp(-rT) (e (< ) e (07

Enfin, nous trouvons le Delta du Call égal a :
0C,
— =N(d 11.63
= N(d) (1L63)
4.2.2. Gamma
Le Gamma d’une option est la mesure de la sensibilité du Delta a un changement

de prix du sous-jacent sur lequel elle porte. C’est la dérivée seconde du prix du Call
par rapport au prix du sous-jacent :

PC,  ON(d)
or2  Ox =N ()

od _ 1
Ox ozxNT

N (dy) (11.64)
4.2.3. Vega

Le Vega d’une option est la mesure de la sensibilité du prix de 'option a un chan-
gement de volatilité du sous-jacent sur lequel 'option porte :
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oCy , Ody / Jdy
%0 N’ (dy) 5o + K exp(—rT) (N (d2)) 5
2 2
= =z (127 ex (—d21)> (9;1 + K exp(—rT) (1277.2 exp (—1) exp (rT)) %Clz
ody  ddsy
p— , — e —
= zN (dl) (80 80) (11.65)
De plus,
b= dy—oVT = 90 0% _ 7 (I1.66)
do do
Alors le Vega est égal a :
? = N (d)) VT (I1.67)
o

4.2.4. Rhoé

Le Rh6 d’une option est la mesure de la sensibilité du prix de 'option & un chan-
gement de taux d’intérét :

0C Ody Ody
5 = N (dy) 5 —TK exp(—rT)N (d2) + K exp(—rT) (N (d2)) B (11.68)
Nous avons,
0dy T Oda
it R II.
or  oJT  Or (11.69)
Alors le Rho est égal a :
% = TK exp(—rT)N (dz) (I1.70)

4.2.5. Théta

Le Théta d’une option est la mesure de la sensibilité du prix de I'option & la variation
de la maturité :

8Ct o / 8d1 / 8d2
T = N (dy) T [T‘K exp(—rT)N (dg) + K exp(—rT) (N (dg)) T
B , Ody  0Ody B
= zN'(dy) <8T T + rK exp(—rT)N (da) (IL.71)
Nous avons,
8d1 6d2 o g
Alors le Théta est égal a :
%? = aN (dy) (—2;?> + rK exp(—rT)N (da2) (I1.73)
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5. Conlusion

Le modeéle de Black-Scholes est 'outil fondamental en finance pour I’évaluation et
couverture des options Européennes. En se basant sur le principe d’absence d’opportu-
nité d’arbitrage, nous avons pu aboutir & une équation aux dérivées partielles (EDP),
ainsi, démontré les démarches a suivre afin d’évaluer les options d’achat standards du
type européen par le biais de la méthode risque-neutre et la méthode des équations aux
dérivées partielles. Concluons ce chapitre par ’étude des sensibilités ou les dérivées de
prix des options par rapport aux différents parameétres du modéle, nommés les "Grec".
Ces derniéres sont prépondérantes a la gestion d’un portefeuille de produits dérivés
dans la mesure ou elles nous permettent de se couvrir des variations de prix suite a la
variation d’un des parameétres influant le prix du produit dériveé.
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cHAPITRE 1

LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS A
BARRIERE

1. Introduction

Dans le but de mondialisation des échanges des capitaux, les options ont été dé-
veloppées afin de répondre aux demandes des investisseurs en matiére de gestion du
risque et de protection face aux fluctuations du marché. Le marché des options a connu
une hausse de nombre de transactions dés les années 80. Aujourd’hui les options sont
devenues des outils indispensables pour tous les professionnels des marchés financiers.
En effet, avec la découverte de la formule d’évaluation des options sur actions par Black-
Scholes en 1973, celle-ci a permis une meilleure compréhension de ces outils financiers
tant au niveau des stratégies d’investissements que des couvertures de portefeuilles.
Cette équation s’appliquait & des options de premiére génération et & des options exo-
tiques de seconde génération [34, 35, 36].

Les options exotiques se différencient des options classiques par :

O La dimension : Les options classiques sont unidimensionnelles, elles sont écrites
sur un seul sous-jacent.

0 Dépendance du chemin suivi : Les options exotiques peuvent dépendre du chemin
suivi par le sous-jacent. Elles sont appelées path-dependent.

O Ordre de l’option : Une option classique est du premier ordre, car son sous-jacent
est un instrument financier primaire, telle une action. Par contre, une option exotique,
est du second ordre, son sous-jacent est en effet une option.

Il existe une grande variété d’options exotiques : options & barriére, options asia-
tiques, options lookback,. . . etc. Dans ce qui suit, nous nous intéressons plus précisément
aux options & barriére. Comme leur nom l'indique, elles sont des options dont la valeur
est conditionnée par I’évolution, pendant leur durée de vie, du prix du sous-jacent par
rapport & un ou plusieurs seuils [31, 37, 38, 39]. Nous pouvons distinguer deux caté-
gories : les options & barriére désactivantes "Out" dont la valeur de 'option s’annule
si le cours du sous-jacent franchit la barriére a la hausse (option de type Up) ou a la
baisse (option de type Down) et les options a barriére activantes "In" dont le pay-off de
I'option est nul si le cours du sous-jacent ne franchit pas la barriére a la hausse (option
de type Up) ou a la baisse (option de type Down).

Les options & barriére ont été étudiées en temps continu par Merton [4], Andersen et
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al. [40] Reiner [8], Bowie et Carr [41], Rich [42], Heynen et Kat [43], Baldi et al. [44],
Linetsky [45], Kunitomo et Ikeda [46] et Doobae [47]. Broadie et al. [48] ont présenté
quelques termes de correction entre les options & barriére en temps discret et en temps
continu. Généralement, ’actif sous-jacent est observé en temps continu par rapport a
la barriére. Cependant dans la pratique, la plupart des options & barriére sont discréte-
ment surveillées a des dates précises. Ces options sont appelées des options a barriére
discréte [49]. Elles ont été discutées par Wilmott et al. [50], Musiela et Rutkowski [6],
Zhang [51], Pliska [52], Monique Jeanblanc et al [53] et Wilmott [38].

L’objectif principal dans ce qui suit est la valorisation des options & barriére. Aprés
une présentation détaillée des options & barriére, leurs caractéristiques ainsi que l’in-
térét d’utilisation de ce type d’option pour une bonne compréhension des méthodes
d’évaluation. Nous allons tenter d’évaluer les options du type Up and In Call [39, 54],
sous deux contextes, en temps continu puis en temps discret. Le raisonnement d’éva-
luation est basé sur le théoréme de Girsanov, le principe de réflexion et la densité jointe
du Mouvement Brownien et son maximum.

2. Les options a barriére

2.1. Définitions et caractéristiques

En 1970, les produits dérivés de premiére génération sont introduits par les célebres

travaux de Black-Scholes mais au cours de ces derniéres années les produits financiers
disponibles sur les marchés se sont particulierement complexifiés, sur ce fait les pro-
duits exotiques de deuxiéme génération ont fait leur apparition au début des années
1990. Parmi eux, les options a barriére dont la caractéristique essentielle réside dans la
dépendance du flux terminal de 'option en la trajectoire compléte du cours de ’action
sous-jacente.
Les options a barriére sont un nom générique donné aux produits dérivés dont les pay-
offs dépendent du fait que le sous-jacent a atteint ou non un niveau donné (ou barriére)
durant la durée de vie de l'option. Tel que leur nom l'indique, les options a barriére
naissent ou disparaissent si une barriére est atteinte. Si elles naissent lorsque la barriére
est atteinte, nous disons qu’elles sont Knocked-In. Par ailleurs, si elles disparaissent
lorsque la barriére est touchée, nous disons qu’elles sont Knocked-Out.

2.1.1. Options a barriére activantes et désactivantes

Une option & barriére, d’'une maniére générale, est un instrument financier qui s’ac-
tive ou se désactive, en fonction de ’évolution du sous-jacent sur laquelle elle porte. Elle
peut donc étre activée & la hausse ou a la baisse, tout comme elle peut étre également
désactivée a la hausse ou & la baisse. Nous pouvons les classer comme suit :

0 Options a barriére activante : Ces options, dites de type « In Barrier ou
Knock-In ou lightable option », qui ne commencent & exister que si le cours du sous-
jacent atteint un certain cours fixé a l'avance. Cependant, la prime est payée dés le
départ, qu'une option apparait.

0 Options a barriére désactivante : Ces options, dites de type « Out Barrier
ou Knock-Out ou extinguishable », sont des options Européennes classiques en tout
point sauf qu’elles disparaissent si le cours du sous jacent atteint dans la période de
référence un seuil prédéterminé.
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Nous pouvons ainsi, dénombrer quatre cas :

a. Option Up and In : L’option ne prend effet que si le sous-jacent franchit un
certain niveau & la hausse. Ce type d’option s’applique & des Calls ou a des Puts.

b. Option Up and Out : L’option disparait si le sous-jacent franchit un certain
niveau & la hausse. Ce type d’option s’applique s’applique & des Calls ou & des
Puts.

¢. Option Down and In : L’option ne prend effet que si le sous-jacent franchit un
certain niveau a la baisse. Ce type d’option s’applique s’applique a des Calls ou
a des Puts.

d. Option Down and Out : L’option disparait si le sous-jacent franchit un certain
niveau a la baisse. Ce type d’option s’applique s’applique a des Calls ou a des
Puts.

Au final, il existe donc 8 types d’options & barriére 4 Calls et 4 puts. Utilisons les
notations suivantes pour définir leurs « pay-offs » respectifs [55] :
- K : Prix d’exercice ou strike,
- S : Cours du sous-jacent,
- B : Barrieére.

0 Calls a barriére :

Type Pay-off
Down and Out Cepo = { Bnax (57 — K, 0) :;noit, Sy > B
max (St — K, 0 si Vi, Sy <B
Up and Out CCUO = { 0 ( T ) Sinon t
p— 31 <
Down and In Copr = { Bnax (St — K,0) :;noit, Sy < B
max (St — K,0 si dt, Sy > B
Up and In CCUI = { 0 ( T ) Sinon t
O Puts a barriére :
Type Pay-off
Down and Out CPDO = { gnax (K - STao) :nOIvlt7 St > B
max (K — S7,0 si Vt, St< B
Up and Out CPUO = { 0 X( T ) inon t
J— M <
Down and In Cppr = { [r)nax (K — S57,0) z;noit, Sy < B
max (K — 57,0 si dt, Sy > B
Up and In Cpyr = { 0 ( T,0) R~ ¢

2.1.2. Options a barriére Américaines et options a barriére Européennes

Des lors, la question est désormais de savoir comment observer la barriére d’une
option. Plusieurs conventions sont utilisées dans le marché.

[0 Observation Européenne : Appelée aussi observation 4 maturité seulement. En
d’autres termes, c’est le dernier jour, et uniquement le dernier jour, que nous observons
le niveau du sous-jacent pour déclarer si un événement de barriére a eu lieu.
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[0 Observation Américaine : Appelée aussi observation en continu. En d’autres
termes, nous observons le niveau du sous-jacent tous les jours, a chaque instant, pour
établir le franchissement potentiel de la barriére.

0 Observation au close : Appelée aussi observation discréte. En d’autres termes,
nous observons le niveau du sous-jacent tous les jours, uniquement a la cléture (et pas
en intraday), pour savoir si la barriére a été franchie.

2.2. Avantages d’utilisation des options a barriére

Nous pouvons citer trois principaux avantages de l'utilisation des options & bar-
riere :
O Prixz des options : le prix des options & barriére peut étre selon le niveau de la bar-
riere, nettement plus faible que celui d’une option standard de mémes caractéristiques.
O Grande flexibilité : la multiplicité des options & barriére permet d’élaborer des stra-
tégies trés précises tant en terme d’anticipation, qu’en terme de couverture pour une
classe donnée d’option standard.
O Levier et rendement importants : le versement d’une prime faible combiné & un «
pay-off » identique & celui d’une option standard en cas d’évolution favorable du sous-
jacent permettent d’améliorer le levier de fagon significative, ainsi que le rendement de
I’option.

Deés lors, 'investisseur peut étre fortement intéressé par ce type d’option a barriére
pour une raison liée au prix. Aussi, parce que les options & barriére sont en général bien
moins chéres que des options vanilles similaires (sans barriére).

2.3. La parité des options a barriére Européennes

Tout comme la parité Call/Put, une relation de parité peut étre dégagée des options
a barriére Européennes. Si aucun rebate n’est associé aux options & barriére, dans ce
cas :

Call = Callypg.rn + Callypgout (IIL.1)

3. Options a barriére a maturité fixe

3.1. Propositions [53]

Proposition 3.1 (Propriété de Markov forte) Si (B),cp+ un Mouvement Brow-
nien sous P, si (Fy),cp+ est une filtration adaptée et si T est un temps d’arrét pour
(Ft)iers alors, sur l’événement {T < 400}, le processus :

(Bt — Br)yer+ (II1.2)

est un Mouvment Brownien indépendant de Fy.
En particulier, pour toute fonction g P — mesurable, et pour tout t € RT :

BF (Locr-g(B1) = BF (1< B” (g(By + Bir | 7)) ) (IIL3)

ol (Et) - est un Mouvement Brownien indépendant de F.
te
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Proposition 3.2 (Loi du maximum d’un mouvement Brownien avec Dérive)
Soit Xy = ut + By un Mouwvement Brownien et soit My = mgg{ (Xs). Notant par,

X

P(X; € A) la probabilité que le Mouvement Brownien avec dérive X; avec drift p ap-
partient a A.
La loi du mazimum d’un Mouvement Brownien avec drift est :

P(Xi 2y My >y) =P (M >y) (I11.4)
Nous aurons :
—y+ut) 2 <—y—ut>
P(M;>y)=N|——"~"— ) +e"WN| T —"— our y =0 II1.5
(M > y) ( N N pour y (IIL5)

Proposition 3.3 (Principe de Reflexion) Poury >0 etz <y, ona :
P(X; <z, M >y)=P(X; > 2y —x) (I11.6)

Proposition 3.4 (Loi du Mouvement Brownien Drifté)

—a + pt
P(X;>a,M,>2)=P(X;>2)=N <‘7”\};’“‘> (IIL.7)

3.2. Evaluation des Options Calls Européennes a barriére

Les options a barriére peuvent étre activantes ou désactivantes. Nous allons étudiés
I’option du type Up and In, qui est activée si le sous-jacent franchit un certain niveau a
la hausse (passe au-dessus de la barriére), son existence est conditionnée par le passage
du prix de actif sous-jacent au-dessus d’un certain seuil [51, 56].

Dans ce qui suit, la maturité est considérée comme une constante.

Soit (Q,}' , I~P>) I'espace probabilisé muni de la filtration naturelle (F3),cp. du Mouve-

ment Brownien (Bt> . Soit une option Call Up and In ayant un prix d’exercice K
t>

et une barriére de niveau B, avec B > K portant sur un sous-jacent S;. L’Equation
Différentielle Stochastique (EDS) modélisant le cours du sous-jacent (S;) avec un taux
d’intérét sans risque r est donnée par [57] :

dS; = rS;dt + 0S;dB; (ITL.8)

Sous P, seul le processus exp(—rt)S; (le prix du cours actualisé S) est une martingale.
La solution de I’équation III.8 est obtenue comme suit :
Soit,

dS;

?t = 'I"dt‘i‘O_dBt

ds,
Nous remarquons que ?t est du type d (In S;) :
t

dsS;

d (ln St) = ?t

(111.9)
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En appliquant la formule d’It6 sur (In.S;), nous obtenons :
8 (lIl St) 1 82 (lIl St) 2
d(InS;) = ———=dS;+ -————— (dS,
(In 5¢) R TR el
1 - 1 1 9
- < (rStdt + aStdBt) +3(-g) esta
o? .
= (r — 2) dt + od B, (I11.10)

En intégrant,

/d(lnSt) = / <q~— ";) dt+/adf3t (II1.11)

Donc le processus résolvant 1’équation II1.8 est :

2 ~
Sy = Spexp <(r — 02> t+ O'Bt> (I11.12)

Le processus S; n’est pas une martingale, possédant un drift.
Nous pouvons néanmoins réécrire ’équation I11.12 de la maniére suivante :

T g

S; = Spexp (O‘ ((; — 5) t+ Bt>> = Spexp (aBt) (I11.13)

By = at + By (I11.14)
et

o=t (r _ ‘f) (ITL.15)

A~

D’apres le Théoreme 13.2 de Girsanov (Bt> . est un Mouvement Brownien sous P
t=>
deéfini par [24, 37] :

dP ~ a?
— =exp | —aBr — =T III.16
s —ow (<o - §7) (IIL.16)

Alors, sous I@’, la nouvelle formule de S; (I'équation II1.13) est une martingale (drift
annulé).

Situons-nous dans le cas d’une option Up and In Call Européenne, sous les condi-
tions suivantes :

O La barriére se situe au-dela du prix d’exercice (B > K),

O Et le cours du sous-jacent est au-dessous de la barriére (S < B).

L’équation III.13 peut se réecrire sous la forme :

Sy = Spe Xt (I11.17)
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avec
X, =0B, =\ + 0B, (I11.18)
et
2
A=r1— % (II1.19)

Nous savons que l'option & barriére s’active si le cours du sous-jacent franchit la barriére
B, nous allons donc étre amenés & étudier le maximum du Mouvement Brownien X;.
Définissons [27],

Mr = max X; (I11.20)

0<t<T

Remarque 3.1 La transformation de B, en X; (ou bien B;) (Mowvement Brownien
avec drift) a été faite dans le but de calculer la densité jointe du couple (X, My) sous la
mesure de probabilité I@’, sous laquelle Xy est une martingale, puis de la transposer sous
P, en utilisant le théoréme de Girsanov (voir Théoréme 13.2). Cette transformation est
essentielle dans la mesure ot elle permet 'utilisation de la propriété de réflexion (voir
Proposition 3.8) du Mouvement Brownien qui permet de calculer la distribution jointe
du couple Mouvement Brownien et son maximum.

A présent, nous nous retrouvons sous P, dans une situation ou le probléme de
I’évaluation de I'option & barriére peut étre aisément transposé.
Pour que l'option ne soit pas désactivée, le prix du sous-jacent ne doit pas franchir la
barriére B durant toute la vie de 'option (B > S;) [57, 72], mais pour que 'option n’ait
pas une valeur nulle, il faut que S; > K.
Le pay-off d’un Call Up and In avec barriére fixée au niveau B et prix d’exercice K est
donné par :

0 sinon (I1.21)

Ul { max(St — K, 0) sidt, Sr>DB
CT -

avec St = SpeX7 est la valeur du sous-jacent & la date d’échéance T'.

Nous savons que toute option définie par une variable aléatoire X positive, Fi-
mesurable et de carrée intégrable sous la mesure de probabilité risque-neutre P est
simulable et sa valeur notée par (Vi)ocscp €5t :

V; = Blexp(—r(T — t) X1 | ] (I11.22)
Ici, X7 = max (St — K, 0), or sous probabilité risque-neutre I@’, ST est une martingale
(voir subsection 3.2) , donc E [(ST)Q} < 00, et notre formule du Call Up and In est par
conséquence de carré intégrable.
Ceci n’est applicable que si nous définissons V; a I’aide du temps d’arrét 7,,, = min {¢ > 0, B, = B}
comme suit :

exp(—r(t))X () si0<t< T

exp(—r(7))X(r)siT<t<T (TI1.23)

exp(—r(t/\r))X(t/\T):{

Une martingale arrétée étant toujours une martingale, celle-ci peut étre utilisée dans
la formule d’évaluation risque-neutre.
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D’apres [37], si V (¢, z) la valeur d’une option Call Up and In a l'instant ¢, sous I’hypo-
thése que l'option ne soit pas activée avant ¢ et que Sy = x. Alors, le pay-off d’'un Call
a barriére est identique a celui d’un Call standard. Deés lors, le processus de prix d’un
Call barriere V (¢, z) devrait résoudre d’EDP de Black-Scholes (I’équation 11.28) :

Vi(t,x) + raVy(t,x) + ;a xQVm(t x) =rV(t,x)

avec 0<t<Tet 0<x<B.

Maintenant, partons du principe que nous sommes ’emetteur d’un Call Up and In et
que nous voulons connaitre sa valeur en date initiale.

Notons par CY7 le prix du Call Up and In & l'instant ¢ :

o/t = E|e (T max (St — K, 0)]

=E e T (5, - K)t1
{0r<ntax St>B, ST>K}

= "TVE | (S Xp)—K)1
e (So exp(Xr) — K) {oiﬂiXTS@B’ST?K} (I11.24)

— e T(T-F So (exp(X7) — K) 1 >}]

i {XT>1n<§%),1\4T21n(S%
= ¢ "TNSR [exp(X7)Ip] — e "TOKE [Ip)]
e_T(T_t)Sofl — e_r(T_t)KﬁD (D)

Avec

D:{ST2K, maXSt2B}
0<t<T

= {SoeXT > K, maxSpe’t > B} (I11.25)
0<t<T

P () v ()

A Tinstatnt initiant ¢ = 0, la valeur du Call Up and In serait :

Oyt = e ™SoI — e " KP (D) (I11.26)

En utilisant les Proposition 3.4 et Proposition 3.2, nous obtenons la distribution de
probabilité du couple (X7, Mr) :

exp( y) N ( i >‘T> + N( y:;%T) — exp (i—g\y) N (x_jil/%/\T> siz<B
exp( y)N( y\ﬁ’\T)qLN( U\—;%T)fexp(i%‘.y)]\f(%> siz> B
(II1.27)

En appliquant cette derniére définition (équation I11.27), cas ou x < B, a la probabilité
P (D) de I’équation II1.26, nous aurons :

P(Xr >z, Myr >y) =
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~n (&) -ar Ty ~n (&) +aT

oT oVT

)
)N 1n(550) —21n(s%) — AT

oVT

B\ _ (In(5) -1 In AT
()" ()T)“V(()f)

(I11.28)

D’autre part, le premier terme de 1’équation I11.26 est donné par :

Il = E [exp(XT)ID] = E [exp(XT {XT>ln< ) MT>1n< )}:| (11129)

Pour que nous pouvions poursuivre le calcul, nous avons besoin de définir une mesure
de probabilité P :

dP _ _p x 7 ST
~=¢ e T = " — I11.30
dP So ( )
tel que By = BT — 0T est un Mouvement Brownien sous P.
En clair, nous avons
K B
P Xr>In S Mr >In | — (I11.31)
So So
Et nous souhaitons obtenir :
K B
P Xy >1n JMp>In | — (I11.32)
Sg So

Pour cela, il suffit d’appliquer le Théoréme 13.2 de Girsanov :

K B 1 K B A
P{X 1 Mrp >1 — =P{X 1 Mp>zIn| = P p.
prron(g) vz () gy =2 prom(s) v (g)) 2 e
(
avec Zr est la dérivée de Radon-Nikodym donnée par :

2 ~
Zp = exp (—GQT + JBT> (I11.34)

tel que By = By — 0T est un Mouvement Brownien sous P.
Nous avons :

E [exp(X7)Ip] = E [exp(rT) ZrIp)]

Donc,
E [exp(rT) ZpIp] = exp(rT)E [ZrIp] = exp(rT)E[Ip)
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Ce qui rameéne a :
_ K B
L =exp(rT) P Xr>In| = |, Mr>In( = (I11.35)
So So
Finalement, le processus X7 sous P devient :
X, =o0B;+ At pour te[0,T] (I11.36)
avec
, 0'2
A= (r+ ?) (I11.37)

Par conséquant,

2 25 o (B2 4 5
(2 (Ao (8 2 5

(I11.38)
En remplacant les expressions de P (D) et P (D) dans I’équation II1.26, nous obtenons :

(g)iéN(ln(g)fAT> +N(1n(a\)/i—>\T)
(2P (e

(g)fﬁN(ln(J\)F >\T> +N(ln(0\)/%—)\T>

COUI _ efrTSOerT

) (I11.39)
. <B>33N n(3) - AT\ | o (I () +AT
*\ S ov/T ‘ oNT
24 ln<B—2>+)\T
B e} S()K
+So | =— N
O<5'0> ( ovT
2 S S
e (2) () AT\ (W) £AT
So ovT a\/T
2 In (%) + AT
_KefrT <B> N ( <50K>
So ov<T
Avec
o2 o2
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Dans le cas ou z > B, les probabilités P (D) et P (D) deviennent :

H3’(D)—e><p<2/\ln<B>>N _ln(s%)_AT iy —1n(s%>+/\T

o2 So ovT oVT
—In (E) AT
2\ B So
_ =) N IT1.40
MENONEORY e
o[- In (S%) £AT
B oVT

Et

B(D)= N —ln(;]io)f—i-/iT

(IT1.41)

En remplacant les expressions de P (D) et P (D) dans I'équation II1.26, nous obtien-

drons :
In () + AT ., In (58) + AT
() v 12
, (I11.42)

Ainsi, la formule fermée du prix de 'option Call Eurpréen Up and In,a 'instant ¢, pour
une maturité fixée est donnée par ’expression suivante :

vl =5, (2 Q(T;Z)N<ln<?)—<r+”§><T—t>>+SON <IH(S§)+(T‘+U;)(T—t)>

So oVl —t ovT —t
0_2
) B 2(,»;27)]\[ ln(é?i)—i—(?“—i—%)(T—t)
0 §0 ovT —t
2
27‘*%)
p)

(111.43)
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Pour 0<¢t<T et 0S5, <B.
Et,

oI —t

Pour 0<¢t<<T et S; > B.

OVT — SN (hﬁ (%) + AT - t)> _ Ke Ty (m (B) + AT~ t>> (IIT.44)

4. Options a barriére a maturité aléatoire

Désomais, nous considérons le temps d’expiration 7' une variable aléatoire 7 (par
exemple une loi de poisson de parameétre (A > 0)) [26], indépendante du Mouvement
Brownien W = (Wy) -

Soit la mesure de probabilitité risque neutre P* . La dérivée de Radon Nikodym est
donnée par :

dP* o?

= exp(oW,, — ?n), Vn > 1. (II1.45)
Nous considérons une option Européenne Call & barriére, avec comme barriére donnée

le premier temps T, de passage d’une certaine barriére a > 0 par le precessus S avec
Sy <a [27] :

T, = inf {t > 0;S; = a} (I11.46)

Alors, la relation suivante est ainsi satisfaite :

0,2
E <6(awn2n)1{Ta>n}> - E* (1{Ta>n}) = ]P)* (Ta 2 n) ) vn 2 ]' (11147)

1 si T,>2n
1{Ta>n} = { 0 Sinona (111'48)

est une fonction indicatrice et E* désigne ’espérance sous la mesure de probabilité
risque-neutre P*.

Le prix d’une telle option Européenne & barriére & maturité aléatoire suivant la loi de
Poisson est donnée par :

w(r,o,K,a,7) = > E* [efrm (Sm — K)+ 1{Ta<m}] P(r=m)
m=0
Am

m!’

= e E [e (Sm— K)" Lircmy] (IT1.49)
m=0

Pour calculer ce prix nous devons tout d’abord trouver le prix de I'option Call Up and
In a temps discret, défini par :

Vi(B) =E* [e 7" (S — K)* 1gz(B,8)<m}] (IT1.50)
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4.1. Options & barriére a controél discret

Nous supposons que le prix de actif est controlé discrétement seulement aux ins-
tants ¢, = nAt avec At = % et 1 <n<m,ouT estla date d’échéance et m — 1
est le nombre de points de controle (n = 1,...,m — 1). Sous la mesure de probabilité P*
[58, 59], au nt" point de controle, le prix de 'actif sous-jacent est donné par :

Sn = S exp (/mAt + oV AtiZZ)
i=1
= Spexp (a\/ At (un\/ At + Zn:ZZ>)
g i=1 (IIL.51)

= Spexp (a\/&i <Zi + Z\/E))
i=1
= Spexp <U\/EWTL) , n=1,....m

Avec,
O W, représente le pas aléatoire, donné par :

W, = ﬁjl (2:+ gx/Kt) (IIL52)

O u est le drift, donné par :

0_2

p=r— o (II1.53)

[0 Z; sont des variables aléatoires normales standards indépendantes.
Par analogie, sous P*, le prix d’une option discréte Up and In est :

Vin(B) = B* [ (Sm — K) 12(5,5)<m}) (IT1.54)
Pour calculer ce prix, nous avons besoin des propositions suivantes :

Proposition 4.1 (Théoréme de Girsanov a temps discret ) Pour toute mesure
de probabilité P*, soit P définie par :

dP m 1m
_ Zi— =32 I1L.
g exp (Zgla 2221%) (IT1.55)

Ou a;(j=1,..n) sont des constantes arbitraires et Z; sont des variables aléatoires normales
standards indépendantes sous la mesure de probabilité P.
Alors sous la mesure de probabilité arbitraire P, pour tout 1 < i < m,

Zi=7Z; —a (I11.56)

est une variable aléatoire normale standard [27, 58].

Proposition 4.2 Le priz d’une option barriére discréte dans le cas d’un Call Up and
In [58, 60] est donné par :

Va(B) = SoP {soe(wﬂ)ﬂaBT > K, 7 <Beﬁﬁ : S) < T} (I11.57)

T 1
_Ke—rT]P)* Soe,uT-l—UBT > K, T Beﬁ m’S <T +0(7)
” Jm
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_s(1/2)
Avec B = on

= 0.5826 et s est la fonction zeta Riemann [61].
Preuve. Notons que :

Vin(B) = B* [6_TT (Sm — K) {%(B,S)gm}]

E* [e7" (Sm — K) 1{s,,>K.7(B,S)<m}]
[ Smlys, >k B5)<my] — Ke T B [Ls, > k7 (8,5)<m)]
[G_TTSml{Sm>K,”(B,S)<m}] — Ke P> [Sm = K, 7 (B,S) <m]

= [ - KeP*[S,, > K,7(B,S) <m] (IT1.58)

En utilisant le théoréme discret de Girsanov, nous obtiendrons :

I =TF* [e_rTS 1{Sm2K’r(B S)<m ]

= E* [ —rT <So exp (umAt +oVvVA ZZ)) #(B,S)< }]
= SOE* —rT <exp (,u,mAt +oVvA ZZ )) #(B S)<m}:|
= SOE* exp < rT + MmAt +oVA ZZ > #(B S)<m}:|
= SoE* |exp <—r (mAt) + pumAt + oV A E ) LS, >K 7B S)<m}}
- 5 B
= SoE* |exp ( <u + 02> (mAt) + pumAt + oV AtZZl) 1{Sm2K,€-(B,S)<m}:|
L i=1
- 2
= SoB* |exp < 5 (mAt) + oV A ZZ) 1{Sm>K,7-(Bys)gm}:|
. m 52 m
= SoE* |exp <— > ?At + > Ziov At) 1{Sm>K,%(B,S)<m}]
i=1 i=1
. m g2 m
= SoE* |exp (—212@ + ZZ az) 1{Sm>K,%(B,S)<m}}
= SoE [14s,,>K,7(B,5)<m}]
= SoP [Sy > K, 7 (B, S) < m]
(I11.59)
Avec
0 — VAL (11L60)

Sous P, la fonction (In S,,) a une moyenne (umAt +ovVAtmovVAt = (u+o )T) et

une variance pT'.
Ainsi,
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A ln(%) a
= SoP (W, > oL F W) <m
0 oV At (0\/T >

oV At vT (IIL61)
K
= SoP | W, > hl(s())m’%( : ’W> <m
oVT oT
In (SE) a
— K *T‘T]P)* Wm 2 0 , ~ ,W g
‘ o VT <aﬁ ) "
Avec,
B
a=In <50) (I11.62)
O sous P,

W, = :1 (Z + <# J;JQ) (f)) (ITL.63)

tel que Z; sont des variables aléatoires normales standards indépendantes.

et sous P*,
Wy = gj (Zi + (g) <\7/nT>> (IIL64)

tel que Z; sont des variables aléatoires normales standards indépendantes.

Maintenant, nous aurons besoin du Corollaire et Proposition suivants :

Corollaire 4.1 Pour toute constante b >y et b > 0 quand m — oo (Voir [58])

P (Up > yvm,7 (b,U) <m) =P (U(1) 2 y;7 (b+ B/vVm,U) <1) + o(i) (I11.65)

Jm
In (Sﬁo) b a In (S%)

Ainsi, avec y =

Zy (m—oo).

o T oNT  oVT

46



CHAPITRE III. LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS A
BARRIERE

Le prix (Vp,(B)) devient :

In (s%)

oVT

i a
Vm(B) = SOP W(H.,_(;Z)\/T (1) = T( + IB s (M+U2)\/T) <1 (11166)

oVT ~ Vm

In (&) 0 B
—Ke TP |W, 7 (1) > 0 ,T< + =W
Y, B v

><1 +0(\/1m)

Ou W,(t) désigne un Mouvement Brownien avecc drift ¢ et une variance 1.

Proposition 4.3 (Propriété Rescaling) Par la proposition suivante, pour le Mou-
vement Brownien avec drift (au) et variance 1, nous avons :

P(Wau(l) Z 2,7 (e, Way) <1) =P (Wu(az) > za, T (ac, W,) < a2) (I11.67)

En utilisant la Proposition 4.3 et les notations suivantes a = VT, u =

_ (&)

T = r et c = U\‘I/T + im, notre prix s’écrit :
In (&)
~ 0 a B
Vin(B) = SoP W(MJ:,2) (T) > p ,T(<U\/T—|— \/TTL) VT,W(H102)> <T

ln (S%)) a B 1
. - ,T<<Uﬁ ﬁ) \/:F,Wg><:r +o(—=)
In (£
. 5 a VT
= 5P W(Wrgz) (T) > (JO>,T (J—Fﬁm,W(ng)) <T
In (£
“Ke TP | Wu(T) > ((,S())’T(:—F'B\/Z’W“) <T -1—0(—1m) (IIL.68)

Puis, nous avons :

+ ﬁ\/: (111.69)

ale

T
T<a+m/,w> ST =W >
(o2 m
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Ainsi
In(Z [T B /T
W = (SO)—i—B — =W >1In(=) + 08/ —
o m So m
B /T
> -
= exp(cW) > A exp (0',3 m)
/T
= Spexp(cW) > Bexp <UB m)
= S > Bexp (JB\/T>
m
Donc,
T (Bexp (UBHT) ,S) <T
m
Aussi,

In (s%) K K
W(T) > e oW (T) > In () S exp(cW(T)) 2 — < Spexp (cW (T)) > K

So SO
(I11.70)
Nous aurons au final,
Vi(B) = SoP {Soe@*”?)T”BT > K, 7 <Beﬂﬁa 5) < T}
—Ke TP | SpetTHoBr > K - Beﬁ\/g,S <T +0(i)
vm

o«

4.2. Le prix d’une option Call a barriére & maturité aléatoire suivant
la distribution de Poisson

Maintenant, nous calculons le prix d’une option Call Up and In, sous la forme
suivante :

™ (T’, g, K, a, t) = Z_OE* [eirm (Sm — I()+ 1{%(B,S)<t}] P (t = m)

00 . In (&
—e S |SoP [ W > <S°>,%< “T,W><m
m=0

/AL (IIL.71)

In (SK)
_Ke—’I’T]P)* Wm > 0

T ( a4 W) <m A”
= y T ) X 0
oV At oVT m!

Avec, sous P,
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Wi, = il (Z v <MJ;U2) (f)) (11L.72)
Wy =3 (Zi +(4) <‘/T>> (ITL.73)
i=1 o m

tel que Z; et Z; sont des variables aléatoires normales standards indépendantes sous P*
et P.

Nous avons besoin de calculer les probabilités suivantes :

Si x < B, en d’autre terme si m < mg, nos probabiltés de I’équation II1.71 seront égales
aux :

Sous P*,

P Wm>ln<s‘)) %( a W)gm
g

VAt \oVT’

() (=)

(I11.74)
—1In S§> AmAL
+N :
ovmAt
In(L)-2In(£) - xmAt
— exp (2/2\1I1 (B>>N (SO) <SO)
o 0 ovmAt

et

In (£ { —In () - AmAt
2 B
P* |\ Wy, > (SO>,%< a ,W> <m| =exp —)2\ In <> N %
oV At oVT o So ovmAt
B

ovmAt

. K B

—exp| zn{ 5 N
o So ovmAt
(II1.75)

Et si m > mg nos probabiltés de I’équation II1.71 seront égales aux :
. ln(ég) a fln( )+)\mAt

P Wy > ,%( ,W> <m| =N (I11.76)

oV A oVT ovmAt

et

49



CHAPITRE III. LES OPTIONS PATH-DEPENDENT : LES OPTIONS A

BARRIERE
P | W, > " <S£°> 7 < a W) < N o S%) +AmAt (IIL.77)
m = y T > xm| = .
oV At oVT ovmAt
Dongc, notre prix de I'option Call Up and In en temps discret devient :
A o 5 n (SKO) a
w(r,o, K,a,t) =e" SolP | Wy, > T W <m
( ) mzz:o 0 oV At (0 T )
hl (%) a )\m
—Ke TP | W, > = ,%( ,W> <m || 5=
oV At ovT m!
o (oo (5)
— e Y|SB (W, > —2 ,%( a ,W)gm
m=0 oV At oVT
K« (I11.78)
—rT m* n (570> ~ a AT
—Ke P | W, > T W) <m || —
oV At ovT m!
= . In (%) a
+e” SoP | W, > T W <m
m:%oﬂ 0 oV At (a\/f >

ln K m
_Ke TTp* W, > (80)771< a 7w> <m )\7
oV At ovT m!

Avec K > Sy, mg = E[(ln(lg/so))2]7 ou E[x] désigne I'intégrale par partie de x.

5. Conclusion

Suite au prise de conscience du choix sans limite des options en matiére de gestion
de risque et de la rentabilité espérée par les investisseurs, d’autres types d’options sont
apparus susceptibles de mieux répondre aux besoins de leurs clients nomées options de
seconde génération ou bien exotiques. De ce fait, nous choisissons d’étudier le modéle
des options & barriére dont 'avantage de ce dernier est d’étre moins chéres que les
options standards avec les mémes conditions. En se basant sur les fondements du calcul
stochastique et les résultats de Merton (1973) et Reiner (1991), nous avons établi la
formule explicite d’évaluation des options Call & barriére du type Up and In. L’évalua-
tion de ces derniéres est approchée par la méthode probabiliste utilisant la loi jointe du
couple mouvement brownien et son maximum. Les résultats obtenus dévloppés sous la
contrainte que la maturité est constante ainsi qu’aléaotoire qui suit la distribution de
poisson.
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MODELES A VOLATILITE STOCHASTIQUE (SV)

1. Introduction

Depuis ’apparition du modele de Fischer Black et Myron Scholes en 1973, la volati-
lité des marchés financiers est devenue une norme. Elle est I’élément le plus important
qui est estimée par la volatilité implicite. Le prix d’une option Européenne obtenue par
le modeéle de Black-Scholes dépend de la volatilité du sous-jacent, supposée constante
et qui est en plus, 'unique parameétre inobservable directement sur les marchés finan-
ciers [62, 63]. Néanmoins dans la pratique, ceci n’est le cas, a chaque prix d’exercice
correspond une valeur de la volatilité, et ’observation des prix sur les marchés finan-
ciers montre que la volatilité dépend de la maturité considérée et du strike [64, 65]. La
courbe représentant la volatilité implicite en fonction de la volatilité et prix d’exercice
a une allure de smile. Ne pouvant pas expliquer ce phénoméne de smile, les limites de la
théorie d’évaluation dans le cadre du modéle de Black-Scholes apparurent tres vite [12].
Etant donné que la valeur de 'option étant trés sensible aux variations de la volatilité,
ceci conduit a considérer la volatilité comme une variable stochastique [16, 66, 67]. Par
la suite, les chercheurs Merton [4], Hull et White [18], Stein et Stein [15], Wiggins [20]
et enfin Heston [14], ont donc développé d’autres modeles portant le nom de modele a
volatilité stochastique. Le modéle d’Heston est 'un le plus populaire de ces modéles.
Il a comme avantage de résoudre le probléme du modéle de Black-Scholes ainsi que
d’expliquer le phénoméne de smile. Ainsi, il donne en général des meilleurs prix pour
les options exotiques dépendant fortement de la trajectoire du sous-jacent.

Apreés avoir explicité le modéle d’Heston en rappelant ces avantages et inconvénients,
nous montrons comment établir I’équation aux dérivées partielles d’Heston pour évaluer
n’importe quelle option. Puis, nous démontrons la méthode d’évaluation des options
Européennes et ceci en fournissant des formules fermées, lorsqu’il y a une corrélation
entre le prix du sous-jacent et sa volatilité. Et pour terminer,nous adapterons le modéle
d’Heston aux options & barriére afin de fournir une formule fermée du prix de ces
options.

2. Modéle d’Heston

Le modeéle d’Heston est un type de modele & volatilité stochastique et 'un des plus
utilisé par les professionnels de la finance pour évaluer les options ainsi que pour es-
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timer et prévoir les comportements de la volatilité [6]. Ce modele a été introduit par
Steven L. Heston en 1993 [14] afin de résoudre le probléme du modéle Black-Scholes,
qui maintient la volatilité constante. Le modéle d’Heston fut inspiré par les travaux
par John C. Hull et Alan White en 1987 [18], qui utilisaient la volatilité stochastique
comme second facteur de risque afin de couvrir I’échec du modéle de Black-Scholes a
reproduire I’ensemble des prix des options sur un méme sous-jacent. Le modéle d’Hes-
ton représente une généralisation du modeéle Black-Scholes du fait qu’il suppose que la
volatilité est une variable qui dépend du prix d’exercice d’une option et de la maturité
de cette option. Ayant comme avantages de prendre en compte 'effet de levier et les
clusters de volatilité, de fournir une solution analytique [68, 69] "closed-form solution"
pour calculer le prix d’une option d’achat, Call, lorsqu’il y a une corrélation entre le
prix du sous-jacent et sa volatilité, ainsi que, la correspondance entre la forme de la
volatilité implicite et celui du marché.
Le modeéle d’Heston est caractérisé par :
O 11 est basé sur le modele de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) [70] pour expliquer la dyna-
mique de la volatilité et sur le modeéle de Black-Scholes pour décrire le prix de I’action.
O Il posséde un parameétre retour a la moyenne et une variance long-terme qui per-
mettent de prendre en compte la tendance de la volatilité a retourner vers sa moyenne
aprés de brutale hausse.
U La volatilité est toujours positive et mean-reverting, ce qui correspond a ce que 1’on
peut observer sur le marché.
O I1 est particulierement adapté pour évaluer les options & barriére.
O 11 s’agit d’un des premiers modéles capables d’expliquer le phénoméne de smile.
O I1 permet de prendre en compte 'effet de levier et les clusters de volatilité.

Dans le modele d’Heston (1993) [14], I’équation différentielle stochastique modéli-
sant le sous-jacent est donnée par :

dSy = p,Sedt + /vy SidW}! (IV.1)

ott Wl est un Mouvement Brownien, g, est la dérive stationnaire du sous-jacent S; et
/v désigne la volatilité stochastique.
De plus, si la volatilité suit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, nous avons :

d\/v; = —B\/vidt + SdAW} (IV.2)
ott W et W72 sont mutuellement corrélés de sorte que :
AWLAW? = pdt (IV.3)

Afin de définir le processus stochastique de la variance /v, nous allons effectuer le
changement suivant. Soit :

Y (6, V) = (Vo) = v (1V.4)

Puis, en appliquant le lemme d’It6, nous obtenons :
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f@ VR G (V) V),
— 0dt + 2,/vid\/5; + §2d (Vs v/1),

= 2\/v; (—By/vdt + SdWE) + %2 (62dt)

= (6% — 2v,B) dt + 20\/v;dW?

Y (6, /1) = S (1, /i) di +

(IV.5)
Ainsi, nous aurons ’expression du processus stochastique de la variance v; :
dvy = (6% — 2Bvy) dt + 26/vedW} (IV.6)

2
En faisant le changement de variable suivant : k = 23, 0 = 23 et o=26.

L’équation I'V.6 peut étre écrite sous la forme similaire du modéle de Cox-Ingersoll-Ross

(CIR) :

dvy = k(0 — vy)dt + o/ dW? (IV.7)
ou :
O 6 : la moyenne a long terme du processus de variance, lorsque t tend vers 400, vt
tend vers 6,

O k : la vitesse de retour a la moyenne 6 du processus de variance,
O o : la volatilité du processus de variance vy, appelée volatilité de la volatilité.

Sachant que le modeéle d’Heston est incomplet, de ce fait, nous pouvons pas suivre le
raisonnement risque-neutre. Par la suite, pour obtenir I’équation aux dérivées partielles
du modeéle d’Heston pour I’évaluation d’option, nous ne devons suivre le raisonnement
suivant :

Le modéle d’Heston suppose que le prix du sous-jacent S; et sa variance vy vérifient le
systéeme d’EDS suivant :

{ dSt = /,LtStdt + \/TTtStthl

dvy = k(0 — v)dt + o\ /oy dW{ (IV.8)

ou u; est la tendance instantanée (déterministe) du sous-jacent. Avec le respect de
condition de Feller [71] pour que le processus de CIR sera strictement positif et qui
évite que le processus de variance de s’affaisser a 0.

2kl > o> (IV.9)

3. EDP d’évaluation d’Heston

Dans le cas Black-Scholes, la seule source d’incertitude vient du prix du sous-jacent,
qui peut se couvrir avec le sous-jacent. Tandis que dans le cas d’Heston, il faut aussi
couvrir l'incertitude venant du caractére stochastique de la volatilité pour créer un
portefeuille sans risque.

Soit un portefeuille IT contenant ’option dont nons cherchons a détermner le prix noté
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u(S,v,t), la quantité —A de sous-jacent et la quantité —A; d’un autre actif, de valeur
u; dépendant de la volatilité [66, 35]. Nous avons ainsi :

II=u-— AS - Alul (IVlO)

En appliquant le lemme d’It6 aux options u et w1, nous obtenons :

ou ou ou 1 0%u 1 8 9%u
du=2dt + a5 + Dap + 0822 gt + 20e? T Ly S, dt  (IV.11
ot ag ot vt v ggdt v gt povSig Gadt (IV-11)
et
8u1 6U1 8U1 1 28 (/51 1 (32 62
dup = 5 dt + anS+ g dv +2 vS 592 dt+ 902 5 8Sd (IV.12)
Nous aurons donc,
dIl = du — AdS — Aldul
8u ou 8u 1 25'2 1 8 82
— AdS
aul aul 8u1 28 U1 8 82
A1<8dt+83ds+8vd +25 as2dt+f 902 885dt
(Ou 1 p8u 1 282 0u
_<8t 5@4—* 82—1—,0011&885 dt
8u1 1 28 Ui 1 282U1 82U1
A1 < o T2% as T3V G 005 ) &
8u 8u1 ou 8u1
(IV.13)

Pour que le portefeuille soit sans risque, il est nécessaire d’éliminer les termes en dS et
dv, d’ott nous tirons les quantités :

ou
ou Oup\ A— @ T %
35_A_A135>_0 95~ u 9g
o 1av> - Ap = Dur

D’autre part, un portefeuille sans risque procure un rendement égale au taux sans risque
r (supposé constant), sans qu’il y aurait une opportunité d’arbitrage. Sur une période
de dt, la valeur de notre portefeuille est donnée par :

dll = rIldt
=r(u—AS—Ajup)dt

8u %811,1 %

o4

(IV.15)
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En remplagant Ay par sa valeur dans 1’équation IV.13 :

1 2 1 2 2
dH:<8u+ SQa—Jrf 20U + povS; au)dt

ot 052 ? ov0S i
_ % % 152(9“14_1 82 u1 382u1 dt (V-10)
Ju \ ot T 552 a0z T tovos

Ainsi, de I’équation IV.15 et I’équation IV.16 nous obtiendrons :

ou 1 H0%u 1 0% u U fouy 1 0%
<8t 305 558 + 399 a7 + P70 55 dt‘aul 2% o

1 ,0%u 0?uy ou 3y Ou %ﬁ
—I—iva 902 +pav56 39 dt=|ru—r 35 aul 25 S—r 83% uy | dt

En simplifiant :

ou 1 ,0%u 1 282 0%u ou
Tt + 35 g5+ 30 g+ PISig g —Tut TS gs
Gh (Ou; 1 _,0%u 1 0u 0%uy ou
_  _Ov 71 2 1 o2 our
= %(at 205" g5 + 39U G VS s + TS 53 ”‘1)
Ainsi,
1 (Ou 1 ,0%u 1 ,0% 0*u ou
25(5% fvSﬁ—i-faW—i—pavStaaS ru+rSaS
1 ou; 1 28 up 1 282u1 0% Oouy
= %1;1<at+21}5 852—1-21)0 81}2+ avSta 8S+ 585 ruy

Nous observons que le membre de gauche est une fonction uniquement de u tandis
que le membre de droite est une fonction de uq seulement. Cela force chacun des deux
membres & étre égaux & une fonction f des variables indépendantes S,v et t. Nous
pouvons ainsi écrire que :

8u 1 2 0%u 1 282 0?u ou
815 S@—I—f 82+pavStaaS ru+r5’$

On en déduit I'équation aux dérivées partielles du modéle d’Heston pour ’évaluation
des options,

u
50! (IV.17)

ou 1 ,0%u 1 ,0% 0?u ou ou
3 vS 552 T30 W—FpavSta 8S+TS% ru= o (A(S,v,t)ov/v — k(8 —v))
(IV.18)
ot A(S,v,t) est le prix de marché de la volatilité [72].
Selon [73], Heston choisit A(S,v,t) = M, de sorte que :
o
Ou 1 2 0%u 1 282 0%u ou ou B
8t vS @_’_7 9 a5 PO vSa 85+TS$ ru+%( (0 —v)—vA) =0 (IV.19)
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4. Formule fermée pour un Call Européen

Soit un Call Européen C(Si,vt,t) de strike K et de maturité 1" satisfait I’équation
aux dérivées partielles (équation IV.19) avec les conditions suivantes :

( C(O,’Ut,t) =

(IV.20)

En faisant I’analogie avec la formule du Call Européen obtenu pour le modéle de Black-
Scholes, nous avons le résultat suivant avec le modéle d’Heston :

C(St, Vt, T) = Stlpl — Ke_T(T_t)IP’g (IV21>

ou Py et Py représentent les probabilités risque-neutres que le Call se termine dans
la monnaie. Par la suite, il est préférable de connaitre le logarithme népérien [74] du
sous-jacent.

Ainsi, nous effectuons le changement de variable suivant :

x=1n(S;) & Sy =e” (Iv.22)

Par souci de distinction, nous notons C' le Call exprimé en fonction de x, v; et t. Nous
avons les dérivées partielles suivantes :

oc  aC
ot ot
oc  aC
o Ou
?’c  9*C
op oo}
oc  9Coxr  10C
as,  0x9S, S 0x

c _ o (100 _ _10C 109 (0C\__10C 10 (oCow
_ 1o 19 (190 _ 10C 10C
S2 0z S;0x \ S ox S2 0z S? 022

@c o (ocy_ o (100 _1 (&0
8St6vt N 8Ut 8St - 8’Ut St ox - St 8%82&
Remplagant ces derniéres dans 'EDP (équation IV.19), nous aurons :
@4_}@52 _i@_FL@ _|_1U 2@_’_ .S, i 826
at 2" 29z S2oa22 ) T 2" Tz TP S, \ Gwow,

+rS <~> —rC + a—é (k(0 —ve) —ved) =0
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Apres simplification, nous obtenons :

11} 826+p0v 620 —i—lv 02820 <7" 11}) o0 rC

SVt o t 5 A T U0 o — 5Vt 77—

2 agx 0xdv; 286 vy 2 ox (IV.23)
+87’Ut (]{?(0 — 'Ut) — 'Ut)\) + E =0

Par ailleurs, étant donné que I’ensemble des solutions de I’équation différentielle vérifiée

par C est un espace vectoriel, nous pouvons considérer que S;P; et —Ke "T~YP, sont
solutions de I’équation précédente (équation IV.23).
Pour S¢Pq, avec S; = €%, nous avons :
d(S/Py) ory 0Py
R T
d(SPy) 2 OPy
a’l)t =0 te 8Ut
0? (S;Py) _ 0 [0 (SiP1)\ 0 GI% _ 0’P,
8'1),52 N 8'Ut (%t - a’l)t 8’Ut - 8'1),52
a(SPy) . 0P
oz = efite ox
02 (S;Py) o (0(SPy) 0 Py 0P Py %P,
2 8x< oz 9z \° 1te oz chite Ox e oz e Ox?
52 (St]Pl) . g O(St]P’l) B 2 ex% . xa}P’l e 82P1
O0x0v; - Oz vy Oz o ) Ou Ox0v;

En remplagant ces derniéres dans I’équation IV.23, nous obtenons :

1 OP 2p P 2p 1 2p
Ut <€xP1+2ex1 + e 1) + pouy (exé’ L 00 > +§th2 (exé’ 1>

oz Oz Oy c 0x0vy ov?
1 oP OP OP
+ (7" - 2Ut> <€mP1 + 6m8331> —re’Py + 61371; (k(0 — vt) —ved) + exa—tl =0
Soit apreés simplification par e* (non nul) :
1 0°Py N 0%Py N 1,07 (s 1\ oPy
—Vp—— + POV ——— + =0 r4 - | —
2922 7 9w, T 2" ov? 2) oz
op . (IV.24)
+87Ui (k(e — Ut) — A + pO'Ut) + @7{;1 =0

D’autre part, pour —Ke "T=HP,. nous avons :
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_KeT(T-1)
0(-Ke TPy K e T0p, _ ge—r@-n P2
ot ot
o (_Ke—r(T—t)]P’Q) - 0— Ke™ r(T—t) 92 0P,
oy Oy
52 (_Ke—r(T—t)]P)2) B 9 —r (T— t)]P;2)
ov? Oy
_ OPs _ 0P,
= -K r(T—t) — _Ke r(T—t)Y 2
vy ( ¢ 8vt> ov?
0 (—Ke " T=0Py) _ e OP aIPQ
ox
2 (_KG—T(T—t)]P)2) B o T(T t)P2)
Ox? T oz
_ 9 r(T—t) Py _ —r(T—t) 0*P,
I < ) = ke Ox?
82 (_Kefr(Tft)]Pb) B b r(T— t)[[p2)
Ox0v; Oy
%) OP 0%P
= Y _ge @012 _ (Tt 2
ovy ( © Ox © Ox0v;
Donc nous obtenons, aprés insertion dans I’équation 1V.23 :
1 —r(T— 82P2 —r(T—t a ]PQ 1 2 —r(T—t 82]P)2
Jut <—Ke (T=1) 92 ) + povy <—Ke ( )851381),5 + Pl —Ke (Tt 07
1 OP o (T—
+ <’I’ - 2Ut) <—K€_T(T_t)8x2> —-T (—Ke (T t)) PQ
P
+ (k(0 — ve) — ved) —KeiT(T*t)@ + (—rKe TP, — KefT(Tft)& =0
(%t 81&
Aprés simplification par —Ke "It nous avons :
1 821P’2+ 0?IPy +1 2821P>2+ L1\ 9P,
2" 922 TP ogan, T 277 ov? 2" ) oz
81?’2 oPy\
—rPy + (k(0 — v) — v ) — a0, <T]P’2 + 8t> =
qui est équivalent & :
1 0%Py N 0°IPy N 1 5,0°P N <r 1@) Py
*Ut 3 pov UtU 5 — V|
ox Yoz 88;[» . 0v; 2 oz (IV.25)
2 2
+(l€(9—vt)—vt>\)at E—O
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Par conséquent, nous venons de démontrer que les probabilités risque-neutres Py et
P, doivent satisfaire I’équation différentielle suivante :

Pour j=1,2
1 9P 9P, 1 ,0°P; P, oP; P;
oy —J Z ) —2 — b)) —L + 1 —
2'Ut a.’]j‘2 + povy 85{38’[},5 + 2'1),50' av? + (7’ + 'LL]'Ut) O + (CL ]’Ut) avt + ot 0
(IV.26)

aveculz%, ugz—%, a=k0, bp=k+AX—poetbs=k+ A\

De plus, afin que la premiére condition du systéme (équation IV.20) soit satisfaite,
nous devons avoir la condition finale suivante [75] :

Pj(x,vt,T; ID(K)) = 1{m>ln(K)} (IV27)

Par ailleurs, en partant de 1’équation IV.1 et en utilisant le lemme d’It6 avec la trans-
formation x; = In(S;), ’équation différentielle stochastique de x; s’écrit :

- 8£Ct 8£Ct 1 82113,5

d{Et = 7875 dt + 785‘,5 ClSt + 5765']52 d <St, St>t
1 1 /-1
= 0dt + § (,LLStdt + \/UtStthl) + 5 <S2> ngtdt (IV28)
t t

1

Donc les équations stochastiques risque-neutres de diffusion pour x; et v; sont d’aprés
I’équation IV.8 :

dx = (u — %vt) dt + \/Utthl
9 (IV.29)
d’Ut = k(@ — Ut)dt + O'\/1Ttth

Ainsi, les probabilités risque-neutres P; et Po sont les probabilités conditionnelles que
le Call termine dans la monnaie, c’est a dire :

Pj(z4, v, Ty In(K)) = Probabilité(zy > In(K)|z; = x,v =v) pour j=1,2
(IV.30)
Les probabilités ne sont pas calculables immédiatement, il faut donc dériver les fonctions
caractéristiques. Pour cet effet, considérons deux fonctions deux fois différentiables
fj(xe, v, t) qui soit 'espérance conditionnelle d’une fonction g de z; et v; & la date T :

fi(xe,ve,t) = Blg(z,, v, )| = @, 0 = 0] pour j=1,2 (IV.31)

En utilisant le lemme d’Itd, nous obtenons :
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af; af; af; 10%f; 10%f;
dfj(:vt,vt,t) = 875] dt + 9 id.%'t + 9 id t + 5 Oz ;d(.%’t,.%'t>t + iwtzjd <7Jt,Ut>t
1 0%f;
2-—1d
+ 26%8@ <Ut,ﬂ’5t>
_0fj . 0f , n, 9f;
% dt + D2, ((r + wjvg) dt + /o dWy) + 0, ((a — bjvy)dt + o\/v;dWP)
2f 1 2f 82f
YOS5 (wat) + J (o%vpdt dt
T3 it 550 (o"widt) + 5 5 (Prvudt)
_ (91 9°f of; ofi | 1 32fa 1, 8%f;
- <8t + p””tavtaxt + (a — ijt)a— + (r + ujvy) 9, + SVt g3 923 + 50 Ut o0
af; of;
- \/v?a—x”tdwtl - a\/@a—édwf
(IV.32)
Le théoréme de 'espérance totale permet d’écrire que pour tout £ > u
Elg(z,,v.)|ze = z,v =v]=E[E[g(z,,v,)|r: = z,v: = v]|zy = z,v, = V.33)
=Elg(x,,v,)|Ty = x, vy = V]
Donc f;(z¢,v¢,t) est une martingale. Par conséquent, nous avons

Ainsi, le terme en dt dans I’équation 1V.32 doit étre nul, ce qui revient & dire que
fj(xe, ve, t) satisfait a 'équation différentielle (équation IV.26) avec la condition finale
suivante :

fj(x » Up ,T):g([L‘ > Up ) (IV35)
Si g(%7,v7) = Lizy>m(k)} alors la solution de I'équation différentielle (équation IV.26)
est la probabilité conditionnelle & l'instant t que xz7 > In(K). D’autre part, si g(z,,v,)
= exp(i¢z,) alors la solution de 'équation IV.26 devient la fonction caractéristique fi
définie par :
fi(xe, v, t) = exp[Ci(T — t) + Dj(T — t)vy + ipay] (Iv.36)
avec C;(T —t) et D;j(T —t) des fonctions inconnues [76].
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Le calcul des dérivées partielles donne :

%{j = <(9(9?+(98,ijvt) i

%i: D;f;

%ZQJ’ = D;(Djfj) = Dif

ziziﬁj

Pl istog) = -6t cari =

2 r j
i = i (an) = 1980 =00

Ainsi, I'insertion dans I’équation différentielle (équation IV.26) donne :

1 . 1 . oC,; oD
—§Ut¢)2fj+lp0"0t¢)D]’fj+§’Ut0'2Dj2~fj+(T' + ujve) ipfi+(a — bjve) Djfi+ (Tt] + thvt> fi=0
(IV.37)
Apres simplification par f;, nous obtenons :

1 . 1 , 0D, ) aC;
v [ —=¢% + 1popDj + fUQDJQ- +igu; —bjDj+ —2L ) + (ri¢g+aD; + —L ) =0
2 2 ot ot
(IV.38)
En tenant compte de la conditions finale pour f;, nous arrivons au systéme suivant :

oD;

—3¢* +ipo¢Dj + 502 D3 +igu; — b;D; + % 0
rig +aDj + 2 =0 (IV.39)

C;j=0

D; =0

La résolution du systéme précédent fournit les résultats suivants :

( _ d; T
Cy(r =T —1,¢) = rgir + = [(bj — podi+dy)r—21n <1>}

bj*pdqbidej < 1 —e®i™ >

DJ(T:Tft,QS): 0-2 1_g‘edj‘r
J

L bj-/)O’(bi‘i‘dj
97 b — povi—d;
. 2 .
dj = \/(pagbz —b;)" —o? (2uj¢z — g/)2)
Connaissant les fonctions caractéristiques f;, il faut les inverser pour déterminer les
probabilités P; cherchées :

(IV.40)

g [e_imn(K)fj(mt’Ut’T) do (IV 41)

1
Pj(mtvvtaT;ln(K)) = §+7IR‘€ Z¢

o
avec 7 =T —t; ulzé; UQ:—%; a=k0; by=k+X—po; bo=k+ A\
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5. Les options a barriére appliquées au modéle de Heston

Lorsque nous considérons les options a barriére dans le cadre du modeéle d’Heston

la non-linéarité du processus de variance conduit au probléme de la non-linéarité du
touché de la frontiére. Dans cette partie, nous présenterons une méthode pour obtenir
des formules d’évaluation des options & barriére continue sous la dynamique de la vola-
tilité stochastique, en suivant I’approche stochastique, et ceci pour le cas de corrélation
nulle et les taux d’intérét égaux [77].
Le modéle d’Heston est défini dans un marché incomplet car la variance évolue de fa-
con stochastique dans le temps et cette derniére n’est pas transigée. Par conséquent, un
marché incomplet implique généralement une infinité de prix possibles pour le méme
produit dérivé ce qui n’est pas pratique. La solution proposée par Heston est d’effec-
tuer un changement de mesure unique dans une certaine classe pour chacun des deux
mouvements browniens. Le premier changement est :

Vs

to,
W =wi+ [ELds
0

Et le deuxiéme est :
L\,

0 T+\/Vs

WP =W2+ ds
En absence d’arbitrage, le théoréme de Girsanov (et la condition de Novikov) assure
qu’il existe au moins une mesure risque-neutre PV sous laquelle le mouvement brownien
transformé est toujours un mouvement brownien standard. Il permet aussi le passage
du modeéle de la mesure de probabilités physique P vers la mesure risque-neutre PV. Dés
lors, nous pouvons réécrire le systéeme d’EDS (équation IV.8) sous la forme :

t

dv; = k(0 — v)dt + o\ /T dW}

(IV.42)

ou sous P, les deux mouvements browniens standards {Wts } t=0 ©t {W{} o sont tou-
jours mutuellement corrélés avec un taux de corrélation constante p, & prendre entre
—let 1,

AWSdWY = pdt

et r est le terme de drift, taux d’intérét sans risque, du processus de l'actif sous-
jacent qui est défini comme la différence entre les taux d’intérét domestique et foreign
(étrangers) : r =1q — 1y

5.1. Valorisation de ’option a barriére sous le modéle d’Heston

Dans son livre "Mathematical Methods for Foreign Exchange" [7], Lipton a établi
des méthodes pour obtenir des formules fermées d’évaluation des options a barriére.
Il a proposé des solutions (semi) analytiques pour les options & doubles barriéres. En
s’inspérant de ces résultats et des travaux de [78], en fixant 'une des deux barriéres qui
serait égale a une valeur pratiquement improbable (proche de zéro ou trés grand), nous
allons les adopter & notre étude afin d’obtenir une approximation de la valeur d’une
option & une seule barriére sous le cadre d’Heston & temps continu [79].

Dés lors, nous développerons une approche pour obtenir une formule d’évaluation (semi)
fermée d’options & barriére du type Call Up and In, de pay-off :
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(Sp—K)"1 { (IV.43)

max St2B}

0<t<T

ou K représente le strike et B le niveau de la barriére de ’option.

Dans le but d’avoir une représentation du prix du sous-jacent dépendant essen-
tiellement de la variance et une intégrale Itd6 par rapport aux mouvements browniens
indépendants W* et W?, nous procéderons de la sorte :

La solution de la premiére équation du systéme (équation IV.42) se fait a l’aide du lo-

. . . . o dSt
garithme du prix du sous-jacent & un moment arbitraire 0 < ¢ < T car 5 est du type

t
d(In S;). De cet effet, le conditionnement de l'information générée par les trajectoires

de la variance donne lieu a un logarithme du prix du sous-jacent normalement distribué
avec la variance en fonction du temps.
En applicant le lemme d’It6 au logarithme du prix du sous-jacent a l'instant ¢ :

(91HSt 81HSt 182 h’lSt
1 = =
d(In S) 5 dt + B s + 5 95? (dS,dS)
d 157
= 75 B 22’3%‘“
¢ t . (IV.44)
= (rdt + o, dW) — St
1 s
= |- v dt + /v dWy
En intégrant, nous pouvons trouver le processus résolvant 'EDS :
1t t
Sy = Soexp | (rq—rg)t— ifvsds + f\/@dWE
° ‘ (IV.45)

1t t t
:SoeXp ((’f‘d-?"f)t— 2fvsd8+pfde:+p2f\/@dWs>
0 0 0

avec py = /1 — p2 et AW = pdW? + podW; qui est la décomposition de Cholesky du
Mouvement Brownienn W sous la somme de W" et un autre Mouvement Brownien
indépendant W.

Et en intégrant la deuxiéme équation du systéme (équation IV.42) qui définit la va-
riance, nous obtenons la valeur de la variance a l'instant ¢, donnée par :

t t
v =vg + kOt — k [vsds + o [/usdW, (IV.46)
0 0

¢
Remplagant 'équation IV.46, par rapport a Uintégrale [/vsdW¢, dans 'équation IV.45,
0

nous trouvons :
1t p t t
S; = Spexp (rd—rf)t—ifvsds—l—— v —vo — kOt + k [vsds | + po [/0sdW
0 o 0 0
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Notons par « le drift du processus du prix du sous-jacent, défini par :

1 t t
ar=(rq—rs)t— gfvsds iy (’Ut —vg — kOt + k:fvsds> (IV.47)
0 o 0

et sachant que, oy (équation IV.47) est une fonction continue déterministe lorsqu’elle
est conditionnée & une réalisation particuliére de {vs}0< s<¢» mais n’est pas dérivable &
moins que p = 0.

Ainsi, le processus du prix du sous-jacent & l'instant ¢ peut s’écrire sous forme de sa
valeur initiale, du drift o et d’une intégrale d’It6 :

t
St = SO exp (Oét + pzf\/@dV[@) (IV48)
0
Notant par :
t
Yi = po [ /osdW, (IV.49)
0

D’apreés Shreve [27], l'intégrale d’It6 Y; de la forme ci-dessus suit la loi normale de

t
moyenne zero et de variance p3v?, o vi = [v,ds.

0
En remplacant ’équation IV.49 dans I’équation IV.48, nous obtiendrons ainsi le pro-
cessus du prix du sous-jacent recherché :

Sy = Sp exp (f@) (IV.50)

avec

Nous savons que l'option & barriére s’active si le cours du sous-jacent franchit la barriére
B, cela conduit & étudier le maximum du processus Y, défini par :

M; = max Y (IV.52)

Situons-nous dans le cas de rgy = 7y et p = 0 et choisissons 'option Call Up and
In. Son pay-off est donné par :

Vi = 0<t<T (IV.53)

sinon

{ (Sp — K)* si max S; > B

Puisque toute option définie par une variable aléatoire X positive Gy-mesurable et de
carré intégrable sous la mesure de probabilité risque-neutre PV (d’apres la condition de
Novikov

T
E [exp { Ik (—%vs)z ds} ] G%] < oo) ), est par conséquent simulable et sa valeur
0

est notée par (V)oc;cp est

Vi = Elexp(—r(T — t) X |GY] (IV.54)

tel que X = max (St — K, 0).
Sous la mesure de probabilité P conditionnée par la filtration G7. et aprés insertion de
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la définition du pay-off, la valeur de notre option a barriére "Call Up and In" sous le
cadre du modele d’'Heston en date initiale (t = 0) s’écrit sous la forme suivante :

V! =E [e " max(Sr — K, 0)]
=e "R [(Sr - K)T1 Gy
€ ( T ) { max St>B} | T
L ostst (IV.55)

= e dTEY (S T — K)+ 1o | G
0 {SoeMTZB} T
—rgTrv | Ve
= e Td EU _(Soe T — K) 1{]\;[T>b,f/T>k}}

avec k = ln(Sﬁo) et b= ln(s%) (voir subsection 3.2).

5.1.1. La loi coinjointe du couple (Y,M)

Lors de I'évaluation de ce type d’option & barriére, nous allons avoir besoin de
connaitre la distribution conjointe du couple Mouvement Brownien et son maximum
(Y, M) sous la mesure de probabilité P. Ensuite, nous abordons le probléme de trouver
la distribution conjointe du couple Mouvement Brownien avec drift et son maximum

(Y,]\Zf ) sous la mesure de probabilité P. A cet effet, les propositions suivantes sont

indespensables pour la suite du raisonnement.

Proposition 5.1 (Principe de reflexion) Soit {Y:},  un processus d’It6 de la forme :

t
Y, = / B(s)dW, (IV.56)
0
avec 3 fonction déterministe et My = supYy pour t > 0. Alors le principe de reflexion
s<t
est donné par :
P(My>2z,Y:<y) =P >2x—y) pourtoutt>0,xz=>yVO0. (IV.57)

Proposition 5.2 Pour m # 0 une variable aléatoire, T, = inf{t > 0:Y; >m} a la
distribution suivante :

+oo
2 1.2
PY(My=m)=P" (1, <t) = — e 2¥ dy. (IV.58)
V2T
ud

vV P3vi

Preuve. D’abord, considérant m > 0 et posant x = y = m. En utilisant le principe de
reflexion (voir Proposition 5.1) et I’égalité {M; > m} = {7, < t} nous obtenons :

PY (7 < t,Y; < m) = PY (Y > m) (IV.59)
<

D’autre part, si Y; > m, alors 7,,, < t, le processus Y commence de 0. Par conséquent,
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P (T < £, Y, = m) =P (Y; > m) (IV.60)

L’additionnement des deux équations donne la distribution cumulative de 7, :

P'(tp, <t) = P'(1in <, <m)+PV (7, <t, Y 2m) (IV.61)
= 2P (Yi>m
+00 2

z

1
-3
3% da.

\/27rp21/t /

Sim < 0, alors 7y, 4 Tl B
De la Proposition 5.2 et le principe de reflexion (Proposition 5.1) nous trouvons :
PY(My =2 m,Y; <w) =P (Y; > 2m —w) pour w < m,m > 0. (IV.62)
Ainsi, la loi conjointe de M et Y sous la mesure P est obtenue comme suit :

Proposition 5.3 Pourt > 0 la loi jointe de (Y, My) est donnée par :

2(2m —w) ( 1(2m —w)?

m,w) = ———>exp| —= our w<m,m>0. (IV.63
fY,M( ) mpgyg 2 P%Vg ) p ( )

Preuve. Par definition,

+o0 w
PY(My =2 m,Y; <w) = / /fYM u, s)duds (IV.64)
m —oo
Et de la Proposition 5.1, nous savons que :
T
PY (Y; > 2m — w) = ——— / e 23t dy. (IV.65)

V2mpovy )

D’apreés I’équation 1V.62, il en résulte que ’équation IV.64 est égale & ’équation IV.65 :

“+oo w too ,
1 7%%
/ /fYM(U, s)duds = ——— / e “"ridy (IV.66)
’ 2
m —o0 \/?p2yt2m7w

Intégrant par rapport & m puis par rapport & w conduit & :

2(2m — w) 1(2m — w)?
a3, P\ T e
21y 2 v

—fy.m(u, s)duds = —
Rappelons que sous P?, le processus Y; n’a pas de drift et la densité jointe de (Y, M)
N foJe
a été obtenue sous PY. En revanche, Y = o +Y; a un drift a—tt sous PY. Ainsi, nous

avons besoin de trouver une nouvelle mesure de probabilité P sous laquelle Y a un drift
zéro. Nous allons utiliser la proposition suivante afin de palier ce probléme :
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Proposition 5.4 La loi jointe (?T,MT) sous la mesure de probabilité PV est donnée

par :
1 1 5 2(2m —w) 1(2m —w)?

o (maw) = exp | —cw— —vd ) DT W e [ 2 W) <mym >0

[y g (m,w) exp( 5 8VT> Nor exp< 2 2 pour w < m,m

(IV.67)

Preuve. Puisque a 'insant ¢ = 0, le processus Y, prend la valeur 0, nous avons évidem-
ment Mt >0 et Mt > Yt Par conséquent, le couple de variables aléatoires (Y/T, MT)
prend des valeurs dans ’ensemble {(m,w) : w < m,m > 0}.

Pour p = 0(= p, = 1), nous avons :

- En dérivant le processus Y qui est défini par ’équation 1V.49 :

dY; = /o dW, (IV..68)

ou W; est un mouvement Brownien avec un drift nul sous la mesure de probabilité P?.
- En dérivant le processus Y qui est défini par ’équation IV.51 :

dY; = doy 4 /i dWi = /oy dW; (IV.69)
Tel que
oap = —% }vsds,
doy

AW, = NG + dW; = dW; + ~,dt,

__1
7t — _§ Ut.

¢
Par conséquent, Wy = Wy + [~,ds, est un mouvement Brownien sous la mesure de

0
probabilité PV avec un drift v,. Nous définissons la martingale exponentielle

t t t t

. 1 A 1
H; =exp —/’ydeS - 2/’V§ds = exp —/’ydeS + 2/’y§ds (Iv.70)
0 0 0 0

et la nouvelle mesure de probabilité P par :
P(A) = /fITdIP’” pour tout A € G7. (Iv.71)
A

Conditionné sur la sigma-algébre générée par les trajectoires de la variance, la condition
de Novikov,

T
1 \2
E |exp /(—21)5) ds ¢ | Gp| < o0 (Iv.72)
0

Est immédiatement satisfaite. D’apres le théoréme de Girsanov, W, est un Mouvement
Brownien avec drift nul sous P. La Proposition 5.3 nous donne la loi jointe du couple
(YT, MT) sous P, qui est f‘;,’ - Pour déterminer la densité de (YT, MT) sous P?, nous
constatons que :
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]P’”(MT>m,AT<w> = E”[l

{MT>myT<w}] (IV.73)

1
ng{MT>myT<w}]

I
&

1{MT2myT<w}
ds>

T
exp | — [v,dWs
0

T
= I@ exp (/'ydeS v2ds
0

Vs 1{MT>mvf/T§w}

O\H O&'ﬂ

T

= f[“‘j exp —/\/@dW /Usds 1{MT>mYT<w}

0

- //eXp(—y 3V )fyT’MT(a:,y)dxdy

—0o0—00

Donc, la loi du couple (YT, MT) sous PY est :

2
” PY (MT >m,Yr < w) - { . (_%w ) %V%) 2(22;";) P <_% (met :
Omow 0 sinon
(IV.74)
Pour d’autre valeur de w et m, nous obtenons zero car fY A1y €St nulle. m
Ainsi, pour résoudre le probléme de ’équation V.55, [80]
VOUI A ) [(SoeYT — K>+ 1{]\Z[T>byT>k} ’ G%:| (IV.75)

Nous utiliserons la loi jointe des variables aléatoires (YT, MT), sous la mesure de pro-
babilité PV suivante :

2 ,O%I/

2(2m —w) ( 1(2m —w)?
T

fo vr(myw) = exp| —5s—55— +Fw+G pour w<m,m>0
V.M \/27rp21/T
(IV.76)
avec
L 9

1

Pour notre cas, nous allons appliquer la méthode d’intégration par partie, et exprimer
les intégrales restantes en termes de la fonction de répartition de la loi normale.
Sous la condition que 0 < Sy < B, il s’en suit que :

68



CHAPITRE IV. MODELES A VOLATILITE STOCHASTIQUE (SV)

“+o00+00
vl = el // (Spe® iy (m, w)dmdw (IV.78)
i 2 1(2 2
— T // (Soe® (m ) xp —7(7”27“’)+Fw+(; dmdw
A V27TP2VT 2 pivg

Nous savons que :

2 2
9 exp (_l(?m —w) ) = —72(272 ; w) exp <_1(2m —w) ) (IV.79)

om 2 Pk PV 2 Pl

En multipliant par puis en intégrant, nous obtenons :

1
Vv 27TP2VT7

+o0o 2 2
1 2(2m — w) 1(2m —w) 1 1(2m —w)
73 XD | 5 oy | dm = = exp |~y
V2T povT , T 2 pyvy V2T povr 2 pavy

Donc,

m=0o0

7 1(2 2
VOUI:e—TdT / (S()ew—K) exp (_ <Tn2w)_|_Fw_|_G> dw

\/ﬂpy/T g 2 :02VT

m=b

En poursuivant l'intégration, nous pouvons obtenir I'expression de VOU[ comme suit :

VUl — BN <IH(SBO) - V;(ﬂ) L SoN (ln (3)+ V;(T))

v(T) v(T)
In (57 ) = %) S0y (1 () +5(T)
o V(1) ~x () ( V(1) )

Cette formule représente la valeur d’un Call Up and In Call option dans le cadre du
modele d’Heston a 'instant ¢ = 0, pour le cas rq = ry et p = 0.

6. Conclusion

Vu que le modeéle a volatilité constante suggéré par Black-Scholes ne refléte pas les
prix des options standards observés sur les marchés financiers du fait que la distribution
empirique des log-rendements d’un actif n’est pas une gaussienne et que la volatilité
cotée sur un marché financier dépend du strike et de la maturité d’une option (notion
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de smile/skew pour la surface de volatilité implicite). Pour pallier ces problémes, nous
proposons d’étudier un des modeles le plus proche de la réalité et le plus populaire
des modeéles a volatilité stochastique particuliérement le modéle d’Heston. Sous I’hypo-
thése d’absence d’opportunité d’arbitrage, nous avons élaboré 1’équation aux dérivées
partielles d’Heston afin d’évaluer les options Européennes, basé sur la dynamique du
sous-jacent inspirée du modele de Black-Scholes et de sa volatilité inspirée du modéle
Cox Ingersoll Ross [81]. En faisant ’analogie avec la formule du Call Européen obtenu
pour le modéle de Black-Scholes et effectuant le changement de variable, on a pu obtenir
une formule explicite pour I’évaluation des Calls Européens. Enfin, nous avons adapté le
modeéle d’Heston dans le but d’évaluer les options & barriére afin de fournir une formule
du prix de ces options, ceci est fait en considérant un coefficient de corrélation entre
les deux mouvements browniens nul.
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CONCLUSION

Cette thése traite I’évaluation des modéles & volatilité constante et a volatilité sto-
chastique. Nous avons commencé par le modele de Black-Scholes qui est I'outil indis-
pensable en finance, sa robustesse tient du fait de I'existence d’une formule explicite,
permettant une valorisation des options standards qui dépendent uniquement d’un seul
parameétre qui est la volatilité du sous-jacent, supposé constant. Notre contribution est
d’évaluer les options européennes en détaillant I’enchainement des calculs qui ménent
a la résolution de I’équation de Black-Scholes. Ce dernier est basé sur un raisonnement
risque-neutre ot les prix actualisés du sous-jacent sont des martingales.

Cependant, dans la pratique, les prix issus de ce modeéle sont incohérents avec ceux
observés sur les marchés (la volatilité en fonction du prix d’exercice). Ne pouvant pas
expliquer ce phénomene, la faiblesse du modele de Black-Schole est trés vite apparue.
D’autres types d’options ont vu le jour, sous le nom d’options dites exotiques tel que
les options & barriére. En effet, les options & barriére sont devenues presque aussi po-
pulaires que les options standards et ceci grace a leurs capacités de réduction du risque
du vendeur de 'option et aussi la valeur d’une option & barriére qui est inférieure a
celle d’une option standard équivalente. Notre contribution dans cette partie consiste,
premiérement, a détailler les calculs qui ménent & I’équation de valorisation des options
a barriére d’achat activantes a la hausse (Up and In) du type européen dont la maturité
est fixée & une date constante, par le raisonnement risque neutre basé essentiellement
sur le calcul de la densité jointe du couple mouvement brownien et son maximum ainsi
que le théoréeme de Girsanov, ce dernier nous fournit I'univers adéquat a la résolution
des EDS du modéle précité. Deuxiemement, elle consiste a élaborer la formule d’évalua-
tion des options & barriére dont la maturité est considérée comme une variable aléatoire
qui suit la loi de Poisson.

Vu que le modele a volatilité constante suggéré par Black-Scholes pour la modélisa-
tion du prix d’un actif financier ne reflete pas les prix des options standards observés sur
les marchés financiers, cela conduisait a le rejeter et développer d’autres modeéles ou la
volatilité n’est pas constante portant le nom de modeéles a volatilité stochastique. Un des
modeles a volatilité stochastique le plus utilisé est celui de Heston. Notre but consiste
a présenter le modéle d’Heston en rappelant ces avantages et inconvénients, nous avons
établi I’équation aux dérivées partielles d’Heston pour évaluer n’importe quelle option.
Puis, démontré la méthode d’évaluation des options d’achat Européennes, par la suite
adapté le modele d’Heston aux options a barriére afin de fournir une formule explicite
du prix de ces options pour un cas ou la corrélation est nulle.
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CONCLUSION

Enfin, il est a noter que, en premier lieu, dans la réalité c’est a dire sur les marchés
financiers le modele le plus performant lors de I’évaluation des options & barriére est
celui du cas ou la maturité aléatoire a cause des conditions qui influent le marché des
transactions. En deuxiéme lieu, le modeéle & volatilité stochastique lui-méme n’est pas
conforme & la réalité, dans la mesure, ou le prix de 'actif sous-jacent et la volatilité
connaissent des sauts dans leurs évolutions.
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PERSPECTIVES

En guise de suite de notre these, il sera intéressant de :
-évaluer les options américaines par le biais de Black-Scholes et du modele Heston.
-Application la technique relative a I’équation de la chaleur pour trouver une solution
exacte relative au modele & volatilité stochastique.
-Supposer que le coefficient de corrélation est non nul pour calculer la distribution du
prix d’option des modeéles a volatilité stochastique.
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