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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a ’étude de la stabilisation de la poutre de Timo-
shenko ; cette théorie constitue en fait, une amélioration de la théorie d’Euler Bernoulli,
parce qu’elle tient compte du cisaillement et des effets d’inertie de rotation. Ainsi le phéno-
meéne des vibrations apparait dans toutes les structures mécaniques sont indésirables car
elles ont une influence néfaste sur le fonctionnement et la durée de vie de ces structures.
De plus, elles peuvent constituer un danger pour I'utilisateur lui méme. L’élimination ou
la réduction de ces vibrations est un probléme majeur dans les domaines de I'ingénierie,
pour cette raison, on élabore et incorpore des amortissements de type friction, thermique
ou viscoélastique dans le systéme, ce qui explique ’ajout de certain termes dissipatifs dans
les équations ou bien sur la frontiére. Ainsi, cette théorie conduit a I’obtention de plusieurs
résultats concernant le comportement asymptotique des solutions et en démontrant que
les solutions énergies sont stables de maniére générale et que la stabilité exponentielle
et polynomiale deviennent un cas particulier, et ceci en utilisant la méthode des multi-
plicateurs qui se base sur la construction d’une fonctionnelle de Lyapunov équivalente a
I’énergie .

Mots-clés : poutres vibrantes, systéme de Timoshenko, effet thermal, dissi-
pation frictionnelle, dissipation thermo-viscoélastique, fonctionnelle de Lyapu-

nov, décroissance exponentielle et décroissance générale.



Abstract

In this thesis, we study the stabilization of the Timoshenko beam; this theory is,
in fact, an improvement of Euler Bernoulli’s theory, because it takes into account the
shear and rotational inertia effects. So the phenomenon of vibrations appears almost in
all the mechanical structures are undesirable because they have a detrimental influence
on the operation and the lifetime of these structures. Moreover, they can constitute a
danger for the user himself. The elimination or reduction of these vibrations is a major
problem in the fields of the engineering, for this reason, one develops and incorporates
in the system depreciation of various types such as : the strong depreciation, the friction
damping and the viscoelastic damping, which explains the addition of certain dissipative
terms in the equations or on the border. Thus, this theory leads to obtaining several results
concerning the existence, the asymptotic behavior of the solutions and by demonstrating
that the energy solutions are stable in general and that the exponential and polynomial
stability become a special case and this by using the multiplier method which is based on
the construction of a Lyapunov functional equivalent to energy.

Key words : vibrating beams, Timoshenko system, thermal effect, Frictional dissipa-
tion, thermo-viscoelastic dissipation, Lyapunov functional, exponential decay and general

decay.



uéi.‘-d.“
o ¢ @Bl 8 ¢4 kil oda Timosheko de s )l il (i ¢ da gyl oda &
A szl 5 padll 3l e W) (e 236 LY ¢ Euler-Bernoulli 4kl (s
Lo st e e 4SSl JShigll e (8 Ly 85 jedas <l ) 3ia W) 3 jalla oda Uil
oha 038 of oSa ¢ b e sl ISl oda jee 5 dalaall o la il LI LY
Jlae 8 s ) A Lgia 2all ol 31 a1 028 o elialll yiiny A aadivall o
(o U el 5 Cnnall aaadll 1 68 \SISa Ganay s shaty 43 ¢ candl 13¢5 ¢ Auaigl
¢ AUl sl e s ¥ alaall 8 3ol o g il any Ala) ey L a5 ¢ aldaill
D Ll s ¢ 3 g gl B 8l Bae e gemn) ) ga55 A o2 (8
3 gaadl daxiall g ) WY Ol 5 ale (S 5 e A8l Jsla of il 5 ¢ Jglall
Lyapunov 4k g el e o gy (o) Coeliaall 44 jla aladiuly 138 5 ¢ Aald Al uay
Al ddpls g Jalxy L

sl all L8 ¢ Mindlin Timoshenko adai ¢ 4 3ia¥) o all sdalidal) cilalgl)
o8l g Gu‘}[\ =8l ¢ Lyapunov daandh g oAy ) all sl pad (A pa
Ll

2




Introduction

L’étude des systemes dynamiques d’élasticité non linéaire et linéaire décrits par les
équations de von Karman, I'une des équations fondamentales de la physique mathéma-
tique, a fait 1'objet de plusieurs résultats [7, 14,16, 17,27, 28]. Leur importance provient
du fait que de nombreux phénomeénes physiques liés a la théorie de 1’oscillation sont décrits
par des modeles élastiques dynamiques. La propagation des ondes, des oscillations et des
vibrations, des membranes, des plaques, des coques, etc.... est régie par des systémes élas-
tiques non linéaires impliquant des équations d’onde et de plaque ou une combinaison de
celles-ci. Contrairement & d’autres modeles de base tels que : le modéle d’Euler-Bernoulli,
le modele de Raleigh ou le modéle de Timoshenko.

Une des théories les plus utilisées généralemet est la théorie des poutres; dans la
théorie d’Euler-Bernoulli les sections transversales plates perpendiculaires a ’axe de la
poutre demeurent planes et perpendiculaire a 'axe aprés déformation; il résulte de ce
fait que la contrainte de cisaillement transversal est nulle. Un moment de l'inertie de
masse est ajouté dans la derniére théorie tandis que I'inertie rotatoire et 'effet de la force
de cisaillement sont pris en considération dans la théorie de Timoshenko et ceci rend le
probléme hyperbolique et plus précis en cas de poutre épaisse.

Par exemple, Timoshenko a introduit le systéme suivant de deux équations hyperbo-

liques couplées

puy = (k (uz +¢)), dans (0,L) x (0, 00)
Loy = (EISOx)x +k(us — ), dans (0,L) x (0,00),



comme un modeéle simple décrivant les vibrations d’une poutre, ou ¢ est la variable du
temps, x la variable de I’espace au long de la poutre de longueur L dans sa configuration
d’équilibre, u est le déplacement transversal de la poutre et ¢ est ’angle de rotation du
filament de la poutre. Les coefficient p, I,,, E, I et k sont respectivement : la masse linéaire,
le moment polaire d’inertie de la section efficace, le module de young de 1’élasticité, le
moment d’inertie d’une section efficace et le module d’étirement.

Pendant de nombreuse décennies, la dynamique des vibrations des poutres non-linéaires
et linéaires a été un sujet de grand intérét dans le domaine mécanique des structures. Ces
vibrations sont naturellement indésirables en raison de leur endomagemment et aussi de
leur nature détruisante; pour cette raison les chercheurs ont proposé une maniére effi-
cace et économique de commander les vibration de la poutre; c’est de rajouter différents
types d’amortissement par exemple (viscoélastique, forts, frictionnelles,...). La plupart de
ces dispositifs sont des amortisseurs internes et\ ou sur la frontiére. Par exemple, Perla
Menzela et al. [27]. Araruna et al. [2] ont étudié le comportement asymptotique et ils ont

démontré que le systéme suivant décroit de fagon exponentielle.

ph¢tt - %¢tth - wtxac - [(7735 + %¢§) djfﬂ}m + ¢xacaca: + wt - 07

(1)
phny — (n, + 3¢9%), +n, =0,

dans (0, L) x (0, 00). Ce systéme est complété par des conditions aux limites et des condi-

tions initiales

¢(07->Iw(Lw)I%(Oa-):%(Lw)I%(Oa-):Ux(Lw):Q t>0,
1/}(’0) :¢0a ¢t (70) :¢17 S [O,L],
77('70) =T T (70) =M, T € [O7L]

IIs ont introduit deux dissipations de frictions faibles (1,) et (n,) et une troisiéme
dissipation de friction forte donnée par le terme (—1),,,), cette dissipation est nécessaire

lorsque l'inertie de rotation de la poutre est prise en compte.
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Introduction

Dans [31], Munoz Rivira et Rack ont rencontre un amortissement de nature différente.

A savoir, le systéme augmenté suivant a été considéré

P10y — k (st + 1/))]; =0,
pothy — by, + K (¢x + @D) +70, =0, (2>

dans (0,00) x (0,L). Il est clair que cet amortissement n’agit pas directement dans les
équations ou la frontiére comme dans les travaux précédents mais plutot comme un effet
thermique. Une équation de la chaleur est ajoutée et couplée avec le systéme d’origine.
Ils ont prouvé que cette équation de la chaleur, qui produisait une dissipation d’énergie,

est capable de conduire le systéme de maniére exponentielle, alors le systéme (2) devient

P10y — k <¢x + w)x =0,
Patby — by + K (¢, + ) + 70, =0, (3)
p39t - le:ca: + ﬁet:m + ’thm = 0:

dans (0,00) x (0, L), notant que le terme (56,,,) dans la troisiéme équation représente
un amortissement fort.

Djebabla. A et Tatar. N [6] ont amélioré le résultat précédent ; en remplagant la dissipa-
tion forte par une autre plus faible de type viscoélastique de la forme (5 f; g(t—ys) Hm(s)ds> ,

plus precisement, ils ont étudié le systéme suivant

p1¢tt —k (¢:p + w)x = 07 dans (Oa OO) X (Oa L) )
p2wtt - wam + k <¢ac + w) + 701 = 07 dans (07 OO) X (07 L) ’ (4)
p39t - lea::v + 6 f(fg (t - S) Hxx(s)ds + ’7¢t:c = 07 dans (Oa OO) X (Oa L) )

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations, elle consiste donc a garantir
la décroissance de I’énergie des solutions vers 0 de fagons plus ou moins rapide par un

mécanisme de dissipation.
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Il existe plusieurs degrés de stabilité que I'on peut étudier; le premier degré consiste

a analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, c¢’est-a-dire :

E (t) — 0 lorsque t — 400

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte .
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide, c’est-a-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, c’est-a-dire :

E(t)<Ce™® Vt>0 .

Dans cette thése on s’intéresse a I'étude de la stabilité exponentielle du systéme ther-
moélastique linéaire de type I avec un effet micro-température et amortit par deux dissi-

pations thermales (w,,;) et (0,,); plus precisement, ’étude du systéme suivant

( prug — k (ug + ), + 70, =0, dans (0,1) x (0, 00)
PoPy — AP, + K (Up + @) + dw, —mb =0, dans (0,1) x (0,00) )
psty — 10, + YU, + me, + kyw, =0, dans (0,1) x (0, 00)
Pywr — kowy, + k10, + dp,, = 0, dans (0,1) x (0,00).

\

Ol Py, Pay P3s Pa> @Y, L, m, d, k, kq et ko sont des constantes positives ; les inconnues u (x, t) ,
¢ (x,t), 0(x,t) et w(x,t) représentent, respectivement : le déplacement, la fraction volu-
mique, la différence en température et le micro-température.

Nous complétons le systeme (5) avec des conditions aux limites

uw(0,t) =u(l,t) =9, (0,t) =¢, (1,t) =0 t>0
0.(0,t) =0,(1,t) =w(0,t) =w(l,t)=0 ¢t>0

et des conditions initiales

u(z,0) =wuo (z), u (x,0) =uy (x), ¢(x,0)=¢,(x), xe€(0,1)
got(l',O):(pl(l’), w<$70):w0(x)a 9(1’,0):90(1’), x€<071>>

(7)

12



ol ug, U1, Py, Y1, Wo, do sont des fonctions données.

Nous considérons les conditions suivantes sur 6 et

Jo 00 (z)dz = [ ¢y (z) dz =0, 8)

fol 0 (x,t)dr = fol o(x,t)de =0, t>0, 9)

Nous démontrons alors que les solutions énergies sont stables de maniére exponentielle

sous la condition (8) et ceci, en utilisant la méthode des multiplicateurs.

13



Structure de thése

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante, il est divisé en quatre chapitres;

i- Le premier contient des rappels et des notions de base qui seront utiles a notre travail.

ii- Le deuxiéme chapitre : concerne un systéme non-linéaire, en prouvant le résultat de

stabilité exponentielle du systéme.

iii- Le troisiéme chapitre : s’intéresse & un systéme non-linéaire de type Timoshenko amor-
tit par une dissipation viscoélastique et deux autres frictionnelles. En utilisant la
méthode des multiplicateurs, nous démontrons que ce systéme décroit d’une manieére

générale.

iv- Le quatriéme et le dernier chapitre est consacré a la présentation de 1’essentiel de ce
travail, concernant 1’étude de la stabilité exponentielle d’un systéme linéaire ther-
moélastique avec dissipation thermale et des effets micro-températures, toujours par

la méthode des multiplicateurs.

Ceci a fait 'objet d’une publication dans une revue internationale intitulée
"ON THE DECAY OF THE ENERGY FOR LINEAR THERMOELASTIC
SYSTEMS BY THERMAL AND MICRO-TEMPERATURE EFFECTS" Hachelfi M.,
Djebabla A., Tatar N. Eurasion journal of Math, Comp App, ISSN 2306-6172 Vol 6,
Issue 4 (2018 ) pp 29 — 37.

14



CHAPITRE

1 Notions de base

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les espaces fonction-
nels et les espaces de Sobolev et certains résultats sur les inégalités. Aussi, nous donnons
brieévement, les définitions et les notations de quelques produits de convolution et quelques
inégalités intégrales qui nous seront utiles pour la suite de notre travail.

Dans ce qui suit, on désignera par €2 un ouvert borné de R"

1.1 Espaces de Sobolev
Espaces de Lebegue L7 (Q2)

Définition 1.1.1 Pour 1 < p < +o00, on définit l’espace LP () comme suit :

LP(Q) ={f: Q — R, mesurables telles que
Jo lf(@))P de < +o00, sil < p < +o0

et supess |f(z)] < +oo, si p:+oo}.
zeQ

Les espaces L? (2) , munis des normes suivantes

D=

[l ooy = (Jo [f ()] d)

, pour 1 < p < 400,

15



et

[/l oy = supess |f(x)].
e
Remarque 1.1.1 Pour p = 2, l’espace L* () est un espace de Hilbert.

En effet la norme |[[.[| ;2o émane du produit scalaire

(f,9) 120y = Jo F()g(2)da,

et ainsi on a

||f||L2(Q) =(f, f)?.
Théoréme 1.1.1 Pour tout 1 < p < g < 400, on a L1 (Q2) C LP ().

Espaces de Sobolev WP ()

Définition 1.1.2 FEtant donné m € N, 1 < p < 400, nous désignerons par W™P ()

l’espace de Sobolev

W (Q) = {f € L () NVa e N, |a| <m, 0°f € L7(Q)
ot 8af:86$ et ]a|:a1+--~04n}.

aq [
3L Qrom

qui muni de la norme

1 ey = 22 11 0 fllage) -

laf<m

Remarque 1.1.2 Pour p = 2, l'espace de Sobolev W™? (Q) devient un espace de Hilbert

que [’on note H™.

Définition 1.1.3 Soit m € N. L’espace H™(S2) est un espace de Hilbert séparable

On introduit sur H™(€2) le produit scalaire

(fs@)m = 2 (0%f, 0%9),

laj<m

16



1.2. Quelques inégalités

et la norme associée

[ erm = /CFs

Définition 1.1.4 On définit I’éspace Hi () comme étant l'espace des fonctions de H'(€2)

nulles sur le bord de 2 autrement dit :
H(Q) ={u€ H (Q)/u =0 sur 90} .

Théoréme 1.1.2 (Laz-Milgram) Soit o (u,v) une forme bilinéaire, continue et coer-

cive. Alors, pour tout p € H il existe u tel que :
a(u,v) = (p,v), Vv € H.
Théoréme 1.1.3 De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété.

u€ H etia(u,v) — (p,v) =min {1 (u,v) — (p,v)}, Vv € H.

1.2 Quelques inégalités

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Holder) Soit p et q deux nombres réels conjugués c’est a
dire : Il)—l—% = 1. Alors, pour tous f € LP(Q) et g € L1(Q), on a f.g € L' (Q). En

particulier, on a

a) Sip,q €1, +o0|

3=

JolF@)g(@)] dx < (Jo | @) dr)? (fy lg)|* dz)

b)Sip=1,q=+o0

Jo lf@)g(@)da < (o 1f(@)| dx) 9]l poe ey

17



Remarque 1.2.1 L%négalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité de

Holder dans le cas p =2, ¢ = 2.

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soit p et q deuxr nombres réels conjugués dans

11, +00[. Alors, pour tout a et B € Ry, on a
1.p 4 134
af < S+ qﬁ )
En particulier pour p = ¢ =2, on a
af3 < ea? + %52, Ve > 0.

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit Q@ C R™ un ouvert borné. Il existe une

constante ¢ > 0 vérifiant

Vf € Hy () : Il < ¢ IVl

ouvf:<6_fﬁ . ﬁ>‘

Ox1? Oxa? ) Oxp

Notons qu’a partir de cette inégalité, on montre que ||V f]| ;. () définit une norme sur
H} (Q) équivalente a la norme de H' (), et par conséquent H} (2) est un espace de

Hilbert par rapport au produit scalaire :

(f, g>H3(Q) = fQ Vf(x).Vg(z)de.

Aussi, on donne l'inégalité de Poincaré habituelle dans L? () & partir du lemme

suivant

Lemme 1.2.4 Soit f € Hy (). Alors il existe une constante C' positive vérifiant

1|2 < C IV F L2y -

18



1.3. Produit de convolution

1.3 Produit de convolution

Définition 1.3.1 (Produit de convolution) Le produit de convolution de deux fonc-
tions réelles, f,g : [0,L] — R, h qui se note généralement h = (f * g) et qui est définie
par :

(fx9)( fo flz—1t)g fo g(x —t)dt, Vo € [0, L].

Remarque 1.3.1 Si f € L' (Q), g€ LP(Q) avec 1 < p < +o0, on a (f xg) € LP ().

tel que 2 = [0, L] et on montre que

I1f *g”m(ﬂ) < HfHLl(Q) HgHLP(Q)

Remarque 1.3.2 Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On définit les opé-

rateurs binaires ) et o respectivement par

(f09) (8) = [y 1/ (t = 5)I [(9(t) — g(s))l ds,

et
(fog) (x) = [y 1F(t = )| [(g(t) — g(s))|* ds.

Proposition 1.3.1 Soient f € L' (0,L) et g € C(0,L). Alors on a

[(FOg) (O < [ 1f(s)|ds (fog)(t), t > 0.

Preuve. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[(F09) )" = ;fot £t =s)[1(g(t) = 9(8))|d8]2
= o VIFE=$)[VIF(E = 9)I(g(t) = g(s))] dS]

(1= s)as) (J 17t = 9t - <s>>12ds)f,tzo,

IA

d’otl le résultat. m

19



Lemme 1.3.1 Soient g et ¢ deux fonctions de C* [0, L], alors on a

(g% ¢)% = —1g(t) [o(t)]* + 1 (Lop) — 1L (gop — ([, 9(s)ds) o)) .

cette relaltion est un résultat immédiat de la dérivée du terme (goy) .

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans les

théories de la stabilités des systémes d’évolutions dissipatifs.

Lemme 1.4.1 Soient £ : R, — R, une fonction continue décroissante et, ¢ : R, — R

une fonction strictement croissante de classe C* (R, telle que :

¢(0) =0 et lim ¢(t) = +o0.

t——+o0

Supposons que : dp > 0 et d > 0 tels que
fo (t)EPTide < 1EP(O)E(S), Vs > 0.

Alors
E(t) < E(0)el~4®), Vt>051p—0

E(t) < E(0) (%ﬁ@) Vt>0sip >0,

dans le cas particulier ou ¢(t) = ¢, nous déduisons les inégalités suivantes

a) E(t) < E(0)e™ VYt >0sip=0

14-pdt

b)E(t)gE(O)(Hp)E, Vt>0sip> 0,

qui sont appelées respectivement, estimation exponentielle et estimation polynomiale.

20



CHAPITRE
2 Stabilité exponentielle

d’un systéme non linéaire

2.1 Position du probléme

Puisque les poutres ont joué un role important dans de nombreux domaines de 'ingé-
nierie, de plus en plus les chercheurs ont pris plaisir a étudier le comportement asympto-
tique des poutres. Il y a eu plusieurs approches classiques employées afin de résoudre le
probléme des vibrations pour les équations différentielles non linéaires. Dans la majorité
de ces travaux, la déformation axiale a été négligée et la force axiale moyenne est sup-
posée constante sur la longueur de I’élément de la poutre. Cependant, pour les équations
différentielles non linéaires I'analyse & démontrer que le déplacement axial ne peut étre
négligé. D’otu la nécessité au cours de ces derniéres années & un dévelopement de modeéles
plus efficaces pour I'interaction des structures des poutres non linéaires avec des milieux
fluides.

Notre intérét principal dans ce travail, concerne la stabilité du systéme (1) avec une
conduction thermique modélissée par la loi de Cattaneo et un amortissement structurel,

en utilisant la méthode des multiplicateurs.
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wy + yywy — dy [(ug + 3 (w,)?) Wa] | 4 doWagze = 0,
ug — dy [(ue + 3 (ww)Q)L +4d60, =0,

0 + gz + 0uyy = 0,

Gt + 799 + 02 =0,

\
dans Q x (0,00), o Q = (0,L) et dy, ds, 0, 7;,7, sont des constantes positives. Nous

complétons le systéme (1) par les conditions aux limites suivantes

u(0,t) =u(L,t) =w(0,t) =w(L,t) =0, t €0, o0),
w, (0,t) =w, (L, t) =0,(0,t) =0, (L, t) =0, tel0, c0),

aussi nous considérons les conditions initiales suivantes

w(.,0) =wug, u (.,0) =wuy, w(.,0)=wy, z€(0, L),
wi (,0) =wy, 6(.,0)=0, 6;(.,0)=0;, z€ (0, L).

Ici, les quantités u(z,t), w(z,t),0(x,t) et g(z,t) représentent respectivement le dépla-
cement longitudinal, le déplacement transversal, la différence de température et le flux
thermique.

Concernant les systémes thermoélastiques non-linéaires unidimensionnels de type Ti-
moshenko avec la conduction thermique modélisée par la loi de Cattaneo, Messaoudi [21]

a étudié le systéme suivant

P1Pu — 0 (P + ), + o, =0,

Py — Dy + 0 (0, +¢0) + B0, =0,
p3bi + 7Gx + 6y, = 0,

Toqt + q+ kb, =0,

\
dans (0, L) x (0,00), ou ¢ est le vecteur de déplacement, 1) est 1’angle de rotation du

filament, 6 est la différence de température, g est le vecteur du flux thermique, p;, p,, ps,
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2.1. Position du probléme

b, k, v, 9, k, b et 7o sont des constantes positives. La fonction non linéaire o satisfait

05, (0,0) =04 (0,0) =k et 0,4 (0,0) =0, 4(0,0) =0y, =0.

Dans le systéme(4), 'équation de la chaleur est régie par la loi de Fourier, qui sti-
pule que le flux de chaleur est proportionnel au gradient de température. De plus, nous

rappelons que le modéle utilisant la loi de Fourier

q+0, =0

ou g est le flux thermique et v est le coefficient de conductivité thermique; conduit au
paradoxe physique des vitesses infinies de propagation de la chaleur. En d’autres termes,
toute perturbation thermique & un moment donné sera transférée instantanément aux
autres parties du corps. Cependant, des expériences ont montré que la conduction de
certains cristaux diélectriques & basses températures se propageait a une vitesse finie.
Pour surmonter ce paradoxe physique tout en gardant I’essentiel d’un processus
de conduction thermique, de nombreuses théories ont émergé par la suite. L’'une d’entre
elles est 'apparition de second sound observé expérimentalement dans des matériaux a
trés basse température. Le second sound survient lorsque la chaleur est transportée par un
processus de propagation des ondes au lieu de la diffusion habituelle. Cette théorie suggere
de remplacer la loi de Fourier par une loi de conduction thermique modifiée appelée loi

de Cattaneo

TG +q+0, =0,

ol le parameétre 7 > 0 représente le temps de relaxation décrivant le retard dans la réponse
du flux thermique & un gradient de température. Le systéme de chaleur obtenu est de
type hyperbolique et donc, automatiquement, élimine le paradoxe des vitesses infinies de
propagation de la chaleur.

Plusieurs résultats de la stabilité exponentielle pour le cas non linéaire ont été établis

en présence de 'amortissement frictionnel pugp, (voir Fern’andez Sare et Rivera [23]).
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2.2 Existence et Unicité

Dans cette section, nous prouvons 'existence, I'unicité et la régularité de la résolution
du probléme (1)-(3) en utilisant la théorie du semigroupe. Mais d’abord, a partir de la

quatriéme équation du systéme et des conditions aux limites, nous vérifions que

% fOL q<33,t)d£€ + Yo fOL Q(.’ﬂ, t)dl' = 0,

Donc, si on met

a(wt) = ale,t) = + (Ji aol@)d) exp (—7,t),

puis, par simple substitution, nous vérifions que (w, u, 0, §)satisfait (1) et plus important,

nous avons

qui a justifié I'utilisation de 'inégalité de poincaré pour ¢q. A partir de maintenant, nous
travaillons avec ¢ mais écrivons ¢ pour plus de simplicité.
Maintenant, nous introduisons deux nouvelles variables dépendantes ¢ = wy, et 1) = ;.
Ensuite, le systéme (1)-(3) prend la forme d’un probléme d’évolution abstraite de

premier ordre

U, =AU + F(U), t>0,

U (0> = (w07 Wi, U, U1, 907 QO) s

ou U = (w,wy,u,uy, 0, q)T et 'opérateur linéaire A est défini par
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2.2. Existence et Unicité

0 1 0 0 0 0
—dyt =y 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
A= ;
0 0 dw?, 0 —360, O
0 0 0 —00, 0 —0,
0o 0 0 0 -0, —I
et
0 Wo
i [(ue+ 3 0,)) ], w,
0 U
F (U) = d 9 ) UU —
?1 (wa:)q; U1
0 fo
0 do

Il est clair que F (U) est un opérateur continu et uniforme de Lipschitz.

Nous introduisons également
12(0,1) = {v € 12(0,L) : [Fvde = 0} L HM(0,L) = H'(0,L) N L2 (0, L),
et nous définissons ’espace d’Hilbert par
N :={HZ(0,L) x L*(0,L) x H} (0,L) x L?*(0,L) x L*>(0,L) x L2(0,L)} ,
équipé du produit scalaire suivant

<U, l7> = fOL opdr + fOL Yida + fOL 00dz + fOL qqdx + dsy fOL W Wap AT
+d; fOL Uy Upd

(6)
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Le domaine de A est donné par

D(A)= {UeR/we H*0,L)NHZ(0,L), ue H?(0,L) N HL(0,L),
0 € Hy(0,L),qe H; (0,L),p€ H5(0,L),% € Hy (0,L)}

Clairement, D (A) dense dans X. Donc, du produit scalaire, nous avons

(AU U) = =7, [y @?dz — 7, [y ¢*dx < 0. (7)

Théoréme 2.2.1 Soit (w, p,u, 1,0, q)T € N. Pour toute donnée initiale Uy € N, il existe

une solution unique U € C (]0,00),R) pour le probléme (5) . De plus, si Uy € D (A),
alors U € C ([0,00), D (A)) N C* ([0, 00) , N).

Preuve. Nous montrons que I'opérateur A génére un Cyp-semigroupe dans X. Dans cette

étape, nous démontrons que 'opérateur A est dissipatif. Soit U = (w, ¢, u, 1, 0, q)T.

Alors,

AU =

'

—TN1P — d2wxxx:t:

(8

dl Uge —

00,

—V2d —

0o

et il est facile de vérifier que, pour tout U € D (A)

AU UY = —v, [Fo2de — dy [ owapendr + dy [F pugedr — 8 [Fp0,da
1Jo 0 0 0
_ fOL q0,dx — o fOL 01 dx — v, fOL ¢*dx — fOL q0,dx + ds fOL Wap P pp AT

+d, fOL Y ugde,
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2.2. Existence et Unicité

par intégration par partie, nous obtenons

(AU, U) = —v, fOL ©*dr — 6 fOL VO, dx — fOL q.0dx
—0 fOL O, dx — 7, fOL ¢*dx — fOL q0.dx
—1 Jy e =7, [y Pdr <0,

Ensuite, nous prouvons que 'opérateur I — A est surjectif.
Soit F = (f, f2, f3, f* f° f%)" € X nous prouvons quil existe U = (w, o, u, 1,0, q)* €
D (A) satisfaisant
I-AU=F. (9)

L’équation (9) est équivalente au systéme suivant

(

w—¢=f'eH;0L),

P+ 719 + doWarae = f> € L? (0, L),
u—y=f"€ H(0,L),

VY — dyug, + 60, = f € L?(0,L),
0+ q,+ 0y, = f>€ L*(0,L),

| q+vq+0,=f0€L?(0,L).

(10)

Supposons que w,u et ¢ sont donnés avec la régularité appropriée. Ensuite, & partir de

(10)1, (10)3, (10)g, et (10)5, nous obtenons

11
Qm:fﬁ_(1+72)q€[’i(o7[’>7 ( )

| @ — (L+ ) fy ade = f° = [ fodx + 07 — du, € L2(0,L).

De (11)3, on définit
6(0,t)=6(L,t) =0,

ce qui implique que 6 € H] (0,L).
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Maintenant, par la régularité du probléme elliptique, on peut conclure de (11)4 que
q € H; (0,L).
En substituant ¢, 1, 0 et ¢ donnés par (10)1, (10)3, (10)5, et (10)g, on obtient le systéme

suivant

(1+ 7)) w+ dyWegee = g+ € L2 (0, L), 12)
—ditUg, +u+ 060, =g*> € L?(0,L),

ou
gt =1+ 1+m),
@ =1+
Maintenant, nous définissons la forme bilinéaire B sur I’espace de Hilbert V = HZ (0, L) x

H& (0, L) par

B((w,u), (@,a) = [} [(147,) Wb + dywyy iy, + uit + 30,1
+ dyugty] dx.

et la forme linéaire I’ par
F(w,a) = [} (¢"® + ¢*a) dx,

Il est facile de vérifier que B est continu et coercitif, et F' est continu. Ainsi, en appli-
quant le théoréme de Lax-Milgram, nous obtenons 'existence et 'unicité de (w,u, ) € V,

ce qui satisfait

=g}

B ((w,u), (w,u)) = F(w,a), V(w,u)eV. (13)

Maintenant, en prenant U = (i, 0) dans (13), nous obtenons
[+ 791) Wi + dowygdg,] do = [ gtodr, Vi € H (0,L). (14)
En utilisant deux fois 'intégration par partie dans (14), on obtient

(14+7) w + dyWysae = g', Vi € L? (0, L) . (15)
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2.3. Décroissance exponentielle du systéme

Par conséquent, nous obtenons w € Hy (0, L) N HZ (0, L) .

En prenant U = (0, ), puis (13) se conduit a
S ldyugti, + uit + 60,@) de = [} g*adz, Vi e HY(0,L),

c’est-a-dire

diUpe = +u + 60, — g%, Vue L*(0,L).

et par la régularité du probléme elliptique, on peut conclure que w € Hy (0, L)NHZ (0, L) .
Par conséquent, il existe un unique U € D (A) tel que (9) soit satisfait. Par consé-
quent, 'opérateur A est maximal. D’otl nous concluons que A est un opérateur monotone

maximal. m

2.3 Deécroissance exponentielle du systéme

Dans cette section, nous établissons notre résultat sur la décroissance exponentielle
pour le systéme non linéaire(1)-(3). Nous commengons par introduire quelques fonction-

nelles et prouver des résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Lemme 2.3.1 Soit (w, u, 0, q) solution du systéme (1)-(3). Alors la fonctionnelle d’éner-

gie B, définie par
2
E@t)=1[" [wf +ud + 0% + % + dow?, + diug + 3 ((wy)?) } da,
satisfait l’identité

E'(t) = =y, [y widz — 7, [y ¢*dw, ¥t >0, (16)
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Preuve. La multiplication de la premiére équation du systéme (1) par u,, la seconde par
wy, la troisiéme par 6 et la quatriéme par ¢, puis utilisant l'intégration par partie sur (0, L)
ainsi que les conditions aux limites, nous obtenons la relation (16). m

Nous remarquons d’aprés la relation (16) que le systéme est dissipatif; or cette éga-
lité n’implique pas nécessairement la décroissance exponentielle du systéme. A cet effet,
nous devons construire une autre fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, notée F'
équivalente a la fonctionnelle F au sens : il existe deux constantes positives [3; et (3, telles
que

BLE() < F(1) < B, E(t), Yt >0, (17)

et on a l'inégalité suivante

4Pt < —CE(t), Vt >0, Vt > to,

dt
avec C' > 0 et ty un instant fixe.

Lemme 2.3.2 Soit (w, u, 0, q) solution du systéeme (1)-(3). Alors la fonctionnelle I,
définie par
I(t) = fOL (utu + sww + dzluﬂ) dr, t >0, (18)

satisfait pour €1 > 0 l’estimation

L)< —dy fy (s + 3 (we)?) do — % [f w?,da
+ fOL uide + 5 fOL widr + & fOL uldx + % fOL 0%dz,

pour tout t > 0.
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2.3. Décroissance exponentielle du systéme

Preuve. En dérivant la fonctionelle I; et en utilisant la premiére et la deuxiéme équation

du systéme (1), nous obtenons

I(t) = fOL udr + fOL [dy [ue + 3 (wo)?] — 60, ] udw + 2 fOL wywdz
+% fOL [—ylwt +d; [(uw + % (wx)Q) wm}x — dgwww} wdx + fOL widr
— (F o uide — dy fOL (uz + 3 (wx)2) Updr + 6 fOL Qu,dx + 3 fOL w2dx

d; 0 (ux—i- % (w,) ) widx — ‘122 0 w%xda:.

Une application de l'inégalité de Young donne(19). m

Lemme 2.3.3 Soit (w, u, 0, q) solution du systéme (1)-(3). Alors la fonctionnelle I,
définie par

fo (f (t,y dy) wdz, t >0, (20)
satisfait pour €5 > 0 l’estimation

=3 P wdde e [ (up + L (w,)?) da

(21)
ok [FqPde + O(es) [y 0%da + epu? (L), ¢ >0,

ol

Cleg) = [% (1+1L) +5} :

Preuve. La dérivation de (20) donne

= Jy (Jy [~ = = Susa] dy) wida:

+ fo (fo (t.y dy) [dl [Ua: + % (wx)2:|x — (5(936} dx
= _5fo uide — [, quidz 46 [, 0%dx

—du fy (e + 3 (w,)?) 6+ dy ([, 6dz) e (D).

En rappelant 'inégalité de Young, nous obtenons,

L L L
—fo quidr < gfo uZdx + % 0 ¢*dx
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de méme, pour tout e5 > 0,
dy ( S «9dx> up (L) < egu (L) + 22 [F 6%

—dy fy (4§ (w2)?) 0 < & [ (w4 § (w2)?) do + {2 [ 0da

La relation (21) est obtenue en utilisant les équations ci-dessus. =

Lemme 2.3.4 Soit (w, u, 0, q) solution du systéme (1)-(3). Alors la fonctionnelle I3,
définie par
= [T ([Lq(t,y)dy) bdz, t >0 , (22)

satisfait pour €3 > 0 l’estimation

I(t) < — [i 0%dz + e3 [ wdde + Oy (s3) [ ¢*dx, >0, (23)

ou

Cy(e2) = (1+% +72(L+1)>

Preuve. La dérivation de (22) donne

fO <f0 —24 — dy) Odzx + fo (fo (t.y dy) [—qe — Oug,| da
V2 fo (fy a(t,y)dy) qdz — fo 0*dx + fo q2dx+5f0L qudz.

Par conséquent, d’apres I'inégalité de Young, on obtient
I(t) < — [ 0%de + e3 [; wlde + Cy (53) [ ¢Pdx, >0,

d’ou le résultat désiré. m
Afin d’éliminer les termes de frontiére apparaissant dans (23), nous exploitons la fonc-

tion
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2.3. Décroissance exponentielle du systéme

Maintenant, définissons la fonctionnelle suivante

Ii(t) = fOL uymugdr + fOL wymw,dx — fOL (0 + du,) mgdz, t> 0. (24)

Lemme 2.3.5 La fonctionnelle 1,(t) ainsi que la solution du systéme (1)-(3), satisfait

[’estimation

(1) < —dy [u? (L) + 2 (0)] + (2 +&3) [ ulda
+2 fOL uldr + (2 +7,) fUL widr + v, fOL w?dx
+30 [ (g + 3 (w,) do + 82 [F w2, da
+ (72 + 7352) fOL a*dr + 7, fOL 0*dz, t>0.

4eo

Preuve. Dérivons (24) en utilisant la deuxiéme equation de (1) et 'intégration par partie

sur (0, L), conduisent a

% fQ utmuxda: = dl fOL ummmu:vdx =+ dl foL wxwmmumda:
=y fOL 0, mudr + fOL UM dT
= % [mui]izg - d_gl OL mxugdqf + dl fOL wxwmmuzdaj
— fOL O0,mugde — 3 fOL mautde
= —dy [u2 (L) +u2 (0)] + 2 [P o2dr + d [} wow,emu,dz

-5 fOL 0, mudr + % fOL uldz.
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De méme, en utilisant la premiére équation de (1), nous avons

i Jowmwgdr = —7, fOL wymw,dx + dy fOL ((ue + % (w,)?) wy)  mwydz
—ds fOL Wagpe MWLAT + fOL wymwydr,
=" foL wtmwwdx dy fo ((ue + 1 (we)?) wy) mpw,de
—d; fo (( Ug wx) ) wx) MWy dr + day fOL W Mg W AT
+d, fo wmmmwmd:c — %fOL mew?dz,
= - fOL wimw,dr + % fOL (ux + % (wm)Q) widx

L
—d; fo WWgpmugds — 4 o W2W MW, d

_4do
L JO

=- fo wymw,dz + 44 fo (ue + 1 (0,)?) wida
—d, fOL Wy Wy MU AT — Cil 0 wiq (( )2)zdx + % fOL w? dx
—dy [w?, (L) + w2 (0)] + 22 [y wldr + F [) wide

< - fOL wymw,dz + 44 fOL (uz + 3 (wx)Q) wrdw

—dy fo WaWay MULAT — Qdi 0 wdx + %2 fo w? dx + LfO

2
L Wy Wods - do fo Woge MWeedT + 3 fo widx

de plus,

0 "0+ bug) mgde = — fOL (0: + duy, ) mgdx — fOL (0 + du,) mq,dx
= o temadz = [y (0 + duz)m (120 = 02 do
= foL qemqdx + 74 fOL Omaqdx + fOL Omo,dx

dt

950 [ qmugdz + 6 [ 0,mu,de

=+ fOL meq*dx + 7, fOL Omadz + ; fOL m0%dx
+7,0 fOL qmugdr + 0 fOL 0 ,mudx

= —2 [V ¢*dx + 7, fo Omaqdx — fOL 0*dx

+720 fo qmu,dr + 5f0 0,mu,dx

<y Ji Omada + 7,6 [ gmugdz + 6 [ 0,mu,dz,
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2.3. Décroissance exponentielle du systéme

en utilisant 'inégalité de Young, nous trouvons

% foL Wiqugdr < (% + 71) foL widr + 7 foL widx

2
+% foL (uw + % (wx)Q) dx —d foL WoWay qUz AT + % foL w2, dz,
(27)
et

—% fOL (0 + du,) mgdx < fOL uidz + <72 + 72462> fOL ¢*dx 28)
+75 fUL 0%dz + 6 fOL 0,mu,dx.

En sommant (26), (27) et (28), nous obtenons (25). =
Maintenant, nous somme en mesure de prouver le résultat principal de ce travail.

D’abord, nous introduisons la fonctionnelle de Lyapunov

F(t) = NE(t)+ I + Nily + Naols + e214. (29)

Théoréme 2.3.1 Soit (u, w, 0, q) une solution de (1)-(3) pour les données initiales dans
N. Alors, l’energie E(t) décroit exponentiellement, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes

positives C' et d indépendantes des données initiales de telle sorte que
E(t) < CE(0)e % Vvt >0. (30)
Preuve. En tenant compte (16), (19), (21), (23), (25) et de la relation

Jo uddr = [ (u2 + 5 (wd) = § (ud)) da
§2f0( —i—%wﬁ)z T+ = fo widx
(s + 3 (w2))”

< 2f0 w?)) de + £ fo w2, dz,
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pour N; = L, nous obtenons

F(t)< — [Nv; — 1 - (2 +7,) &2 fOwad:E

Nt y1 _ 2e0] (L2
2 1 L}foutdx

— N2 - 5271 - Nlc(&fz) — ’}/252] fOL QQdZL’

[
Vo~
- [N’Yz — 4 = NoCy (e3) — (72 ics ) } Jy

%—%L«%ﬂw-Wwwm—%ﬂkwa

i B (N2 (B 1) + 8 = 2] [ (b (0) e
(31)

A ce point, nous imposons les restrictions suivantes sur les coefficients. D’abord, nous

choisissons

Ly, do [6d 2d -1
. 161’1(23[ 2+71+ ( 1+1]
€9 < IIin 1

et, nous prenons €; assez petit tel que
g1 < 167y, min (dL—Q, dl) .

Ensuite, nous sélectionnons N, assez grand pour que

2
Ny > ‘i“ + 2 C(e2) + 7982 -

6e1

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que

R (G )]

N > max L Tsn 252
17t [B + NG (29) + (1 + B2 ) &)

Par conséquent, (31) prend la forme

F'(t)

IN

-0y [w? +up + 07+ ¢+ dywl, + dy (ug + g (wx)Qﬂ e
< —-CE(t)

(32)

pour certaines constantes spositives n, C'.
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2.3. Décroissance exponentielle du systéme

En conbinant (32) et le coté droit de la relation (17), nous concluons que

F'(t) < —dF(t), ¥t >0 , (33)

pour une certaine constante d positive.

Ensuite, par une simple intégration de (33) nous obtenons
F(t) < F(0)e ¥, vt >0 . (34)
On utilise une deuxiéme fois I’équivalence de E ~ F, on obtient
E(t) < CE(0)e™¥, Vt>0.

D’ou le résultat désiré. m
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CHAPITRE

Stabilité générale d’un
systéme non linéaire de
type Timoshenko avec
effets viscoélastique et de

frictions

3.1 Position du probléme

De nombreuses structures dans plusieurs domaines de l'ingénierie sont formées par
une seule ou un grand nombre de poutres. 1l existe différents modéles pour ces poutres
en fonction de leur nature et leur type de vibration; le modéle complet de von Kéarmén
est adapté aux déplacements transversaux ainsi qu’aux déplacements longitudinaux des
corps élancés vibrants a grande déformation.

Dans [14, 16] Lagnese a considére le systéme suivant de von Karman

pAutt—[EA(um—l—%wg)]m:O, O<ax<L, t>0,

(1)
pAwy — [EA (uz + %wﬁ) wx}x + (Blwg,),, =0, 0<z <L, t>0,
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3.1. Position du probléme

avec des conditions aux limites appropriées et des données initiales, ot E est le module
de Young, A est la section transversale du faisceau, L est la longueur du faisceau, pA
représente le poids par unité de longueur et ET est la rigidité du faisceau. Plus tard, de
nombreux résultats liés au systéme (1) sur existence et la stabilité ont été obtenus en
introduisant plusieurs controles dont la plupart sont des amortisseurs internes et / ou
limitrophes. voir Benabdallah et Lasiecka[3], Favini et Horn [7], Lasiecka [17,18], Horn
et Lasieckal9, 10], Lagnese [12, 13], Lagnese et Leugering [15], Puel et Tucsnak[29], Perla
Menzala et Zuazua [28] et les références qui s’y trouvent.

Benabdallah et Teniou [4] ont étudié un autre type de dissipation qui se produit par
des effets thermiques, ils ont prouvé la décroissance exponentielle du systéme en couplant
le systeme avec deux équations de chaleur, une pour la composante longitudinale et une
pour la composante transversale. Selon la théorie de Green et Naghdi, Djebabla et Tatar
[5], ont étudié récemment le systéme unidimensionnel de von Karman en couplant le
systéme avec une seule équation de la chaleur; exactement ils ont considére le systéme

suivant

uy — D1 (ug + %wi)x + Y0y = 0, (0,L) 00
wy + Kywy — Dy [(ug 4+ 502) W]+ DaWagee = 0, (0,L) x (0, 00),
ett - le:vx + Klet + YU = 07 (0 L) o0

u(z,t) = w(x,t) = we(z,t) =0, (x,t) =0, z e (0,L),
u(.,0) = ug = u(.,0) = ug, w(.,0) = wy, t € (0, o),
wt(.,O) = Wy, 9(,0) = 00, 01&(;0) = ‘91, t e (0, OO)

Ils ont prouvé que I’énergie associée a (2) décroit exponentiellement lorsque ¢ tend vers
I’infini.
D’autre part, Andrade [1] a discuté la décoissance d’énergie des solutions pour le

probléme suivant

u' + A%y — div (\Vu|p_2 Vu) + a(t) f(fg (t — s) Au(s)ds — Au' =0, (3)
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avec diverses conditions aux limites. Ils ont montré I'existence et la décroissance exponen-

tielle des solutions dans la norme d’énergie pour le cas «(t) = 1, a condition que
g (t) < —€g(t), pour certains & >0 . (4)

S. Hye Park [33] a considéré le méme probléme pour le cas a(t) > 0. I a établi une
estimation générale de la décroissance de I’énergie, qui dépend du comportement de « et

g, c’est-a-dire; pour tous ¢t > 0 :

/

g (1) < =€) g(t), limggar =0, et §— 52 [[g(s)ds >1>0, (5)

Dans le présent travail, nous nous intéressons au modeéle mathématique unidimension-

nel de la poutre non linéaire de longueur L > 0 fixée aux points des extrémités

p1¢tt - b¢xx +k (¢ + ¢x) + Oé(t) f(]t g (t - S) ¢xx (S) ds = Oa dans Qv
p2 wtt - k (¢ + ,ébx)x - kl [wm (nz + %%bi)}x + 0¢:pm¢x + 6¢t = 07 dans Q7 (6)
Po My — k1 (7730 + %wi)x +n, =0, dans @,

avec des conditions aux limites et des conditions initiales

¢(,0) =g, ¢, (-,0) =0y, ¥ (-,0) =7, x€(0,1),

V(5 0) =9y, n(0) =mn, n(,0)=m, x€(0,1),
ou @ = Q2 x (0,7) et Q = (0,1) est le segment occupé par le faisceau. Les inconnues
o (x,t), ¥ (x,t) et n(z,t) représentent, respectivement, I’angle de rotation, le déplace-
ment vertical et le déplacement longitudinal, o et g sont des fonctions positives décrois-
santes définies sur R, et les coefficients py, po, k, k1, 3,7 et b sont des constantes posi-

tives.
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3.1. Position du probléme

Nous considérons les conditions suivantes sur la fonction de relaxation g et le potentiel
@, NOUS SUPPOSONS :

(H1) g, : Ry — R, sont des fonctions différentiables telles que
g(0) > 0, b—a(t) [ g(s)ds > A > 0, (8)

(H2) 11 existe une fonction différentiable et décroissante £ : R, — R, satisfaisant

(t) >0, g(t) < =€) g(t) et lim 5 = 0. 9)

t—o00

Notez que (H1) et (H2) impliquent l1m (( )) 0,

a partir de la troisiéme équation de (6) et les conditions aux limites (7), il s’ensuit que

4 fo z,t)dx + L4 77(:1: t)dx = 0, (10)

pdtO

Donc, en résolvant (10) et en utilisant les conditions initiales de 1, nous obtenons

fol (x,t)dx = fo no(z)dx + 22 (1 - 67%)&) fol ny(x)dx

par conséquent, si nous fixons :

= fol n(z,t) fo Mo(7)dz — (1 - 67%t> fol ny(x)dx

ceci implique

Jo Az, t)dz =0, t>0

et (¢,1,7) vérifie les mémes équations dans(6)-(7). Alors dans ce qui suit, on va travailler

avec 7] mais on les considére comme 7.
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Proposition 3.1.1 Si (¢, @1, %, V1,10, 11) € R, supposons que (Hy) et (Hs) sont satis-

faits. Alors le probléme (6)-(7) a une solution globale unique dans la classe
{60} € CO(0. o0): HY(0.L) x H3(0.L) x V) 1 C* ([0, oo); [£2 (0. L) x H)

ol
N:Hé(O,L) XLQ(O,L) ng(O,L) XLQ(O,L) XV x H,

V=H" (0,L)NH et H:{UELQ(O,L);fOLU(x)dxzo}.

3.2 Deécroissance exponentielle du systéme

Dans cette section, nous commencons par introduire certaines fonctionnelles et établir
quelques lemmes pour prouver le résultat de la stabilité générale pour le systéme non

linéaire (6)-(7).

Lemme 3.2.1 Soit (¢,1,n) la solution du probléeme (6)-(7). Alors, l’énergie associé au

probléme est définie par

E(t) =11 62+ py 02+ py n?+k‘(¢+¢ )+ o2,
(4 50, 4 (b= o) o () dr) 62 e (1)
+a(t) (gog,), t>0,

satisfait ’estimation
1 1 o 1
E'(t) < —y fynpde =B [y wide — =02 ([7 g(s)ds) [y o2
+229 00,

(900,) (x) = [; o 6, (1) — ¢, (5))" ds.

Preuve. En multipliant les equations du probléme (6) respectivement par ¢,, v, et n,,

puis utilisant 'intégration par partie sur (0, 1), ainsi que les conditions aux limites, nous

42



3.2. Décroissance exponentielle du systéme

obtenons
th fo [Pl¢t +P2 1#,: +pz 77t +k(¢+w ) +0wix

1 1
= —7 Jo nidz =B [ pidr.
Maintenant, nous estimons le dernier terme dans la partie gauche de la derniére identité

(13)

— Jo Ga Jo 9(t = )0, (s) dsdr = [ &y, [y g(t = 5) (0, (1) — 6, (5)) dsd
+ [ g(s) [ ¢m¢ dads
= 14900, — 14 0 s)ds fol Pdx
2g ‘o, + 2g fo qb dx.

(14)

Le résultat s’en déduit d’aprés la substitution de (14) dans (13), et en tenant compte (11).

Lemme 3.2.2 La fonctionnelle I définie par

I (t) = fol (%¢t¢ + pamyn + ’;—2%1/1 + %@ZJ? + %772) dr, t >0 (15)

vérifie, pour toute solution du systéme (6)-(7), ’éstimation suivante

2
L)< =g [fg2de—2 [Fo2de — ki f) (n, + L¢2) da
—E @+ ,) do+ B [ dtde + 2 [ ¢ide (16)
oy Ji 2de + 229 (gog,) .

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I; et en utilisant la premiere, deuxieéme et la troi-

siéme équation du systéme (6) et en intégrant par partie sur (0, 1), nous obtenons

szz%;ﬁw—gﬂﬁM+%ﬁwM—g;%mx
+pq fol 771:2 — & fol ¢ + @D 2 — ki fol (nz + %wi)z dx
+el [Tg(r wk¢d——”k (90¢,) dx
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Ainsi, par 'application de I'inégalité de Young, nous aurons pour tout d; > 0,
pp g

a(t) fo (90¢.) < 51a(t fo ¢rdr + G5 85 fo 7)dr (gos,)
S % f() ¢xdx + 851§ (gObe) :

La relation (16) est établie, en combinant l'estimation ci-dessus et en prenant §; =

A
2a(0) *

Lemme 3.2.3 La fonctionnelle Iy définie par

I (t) =0/ fol o8 (9<>¢z) dr, t >0 (17)
vérifie pour toute solution du systéme (6)-(7) et pour tout € > 0 l’éstimation suivante

I(t) < & fol prdx + Cye fol 2dw + ke fol (¢ +,)% dr
+Ch (2) alt) (god,) — 29, (g'00,) |

290

(18)

ot C, est la constante de Poincaré, gy = fo 7)dr,Cy = b+ at)g?,

et Cy () = = [(e + ) 4u(t) + 2 + £].

Preuve. En multipliant la premiére équation du systéme (6)-(7) par (g{¢) , puis par une

Q]

intégration par partie sur (0, 1),on obtient

(1) = —py fy 6 (900) dz — [y bdue — k (6 + ) — alt) (g % 0,,)] (90 0) da
— (i Jy g () dr) [y 2w = py [y 6, (9°00) du + b fy 6, (900,)dz (19)
) Jy (Jy 9t =), (5)ds) (600,) d + ] [} (6 +1,) (900) da.

Maintenant, nous estimons les termes de cette derniére identité, en utilisant les inéga-

lités de Young, Cauchy-Schwarz et Poincaré.
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3.2. Décroissance exponentielle du systéme

Ainsi, on obtient, pour tout do > 0

]300 (5 00) e <0 Jy b+ £ [~ () Jy (~g/o0) o
< 03 fo ¢td$ + = 452 g(0) fol (—glogb) dx (20)
< by fo ¢tdx - 452 0) Cp fol (g/O(ﬁx) dx.

De méme, nous avons pour tout
b [y bu (900,) dr < eb [} ¢2dz + LG [ (go¢,) (21)

et
k [y (6+1,) (900) du < ek [} (6 +,)* da + £2C, (gog,) . (22)

Finalement

003 (1900 = )00 (0)) (000t < 255 I} (115 =) 60 0) =62 () =00 0) )

(90¢)
< at (fo ) f01¢2d$
( ) deo (90¢.,)

@3)
Puisque la fonction g est positive, continue et g(0) > 0, alors, pour tout t > ¢ty > 0, nous

avons
fo s)ds > fo ds = gp.

En substituant (20) et (23) dans (19), on obtient

L)< & f) 2 — 2D (gop,) + b [} 2da
+% (gog,) + €k fo (6 +v,) dz + 22 (gog,)
+a(0)7 [, d2dz + (¢ + L) a(0)7 (god,) -

P190 m

La relation (18) s’en déduit en prenant d, = 2.
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Maintenant, pour établir le résultat principal de ce travail, on introduit la fonctionnelle

de Lyapunov
F(t)=NE(t)+ I1(t) + N1Lx(t), Vt > 0. (24)

Théoréme 3.2.1 Etant donné {py, Vg, Ny, b1, 1, M} € N, supposons que (Hy) et (Hs)
sont vérifiées . Alors il existe deux constantes positives cq et cq; telles que l'énergie du

systéme (6)-(7) vérifie
E(t) < coe™ i @) €& vy > 4 (25)

Preuve. En tenant compte les relations (12), (16), (18), nous obtenons

F'(t) < —a(t) (Ny = py) fy nide — (BN — %) [y oida
2 Jy Ve — (3 + 8% — CiNie ) f) 2da
—K1 [y (n,+ 302) do — (& - ’%Nl) Jo (@ +v,)" do
— (o — o) [ 2+ (29Y - ON) (g0,)
#(Cote My + 25 (go0)

Notant que d’aprés I’hypothése

nous avons
Fi(t) < —aft) (23— 25 J, nide — a(t) (25— 525) Jo vida
~a(t) 5% mem—am(N;3%+mu s ) ) ol
—a(t)25 [, (n, + 302)" do — alt) (55 — Be) J) (0 +0.)%dr (26)
—alt) (PlgoNl 25 ) Iy dide + a(t) (¥ — 2L8C,N ) g 00,
+a(t) ( £) Ny 4 220 ) (909,) -
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3.2. Décroissance exponentielle du systéme

Maintenant, nous devons choisir les coefficients ¢, N; and N d’une maniére appropriée.

Tout d’abord, nous choisissons ¢ assez petit pour que

A

€ < 36, m>

ensuite, nous sélectionnons Ny assez grand pour que
Np > L
g0
Enfin, nous choisisson N assez grand pour

N2a(( ))gg + 2@(0 01N16 > 0

5
NIw — 2t > 0,
N — amy > 0

N > max <a2,?t()20 [C’lNlé -2 Lo P2 L1 (0) Cle) :

20(0) | 7 2(0)7 v 7 go (0)

En utilisant hm o) _ 0, alors (26) devient

a(t)
F'(t) < —Cia(t)E(t) + Coa(t) [ (gog,) Vit > to, (27)
Pour certaines constantes positives [3; et /35, nous avons
B.E(t) < F(t) < BE(), V=0 (28)

En multipliant (27) par & (f) et en utilisant les hypothéses(H), (Hs) et la relation (12),

on arrive a

EW)F(t) < —Cra(t)&(t) B(t) + Caa(t)S (1) goo
< —Cia(t)€(t) BE(t) — Caalt)g'od,
< —Cha ()€ () E(t)
+Cy(=2E'(t) — o (t)go fy 2dx — 2y [y nPdw — 28 [ 7dx),
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qu’on écrit

LEWF(t) +2CE() =€ (1) F(t) < —Cha (B € () E(t) — Caa!(t)go Jy $2dar

(29)
~2vCy [ nidx — 2BC, [ dida.

En utilisant le fait que &' () < 0 et la relation (11), estimatin (29) prend la forme

#EWOFH)+20:E(t) < —Cia (1) (1) B(t) — 22/ (g0 E(t) — 4C2E(t)

Coa
< —a(t)€(1) (O + 5 + 22 ) B(), ¥t > to.

—a'(t) _

a(t)g(t) 0, on peut choisir t; > tg tel que

Puisque hm

7 (EOF(t) +2C,B(1)) < — (Cra(t)g (1) +4C2) E(t), Yt > 4.
Ainsi, en notant que L(t) = & (t) F(t) + 2C2E(t) et C3 = 4C5, nous obtenons

L'(t) < (=Ciat)€(t) — C3) E(t)
< —Cra(t)E (t) E(t), Vt > ty.

Puisque £ (t) est une fonction positive non croissante, alors on peut observer que L(t) est
équivalent & E(t). Par la suite, il s’ensuit que
L'(t) < —wa(t)E (t) L(t), YVt > tq, (30)

oll w une constante positive.

11 est facile de voir par intégration sur (¢1,¢) de (30) on obtient
L(t) < L (ty) e “In O8O" vy > ¢,
le fait que L(t), F'(t) et E(t) sont équivalents, on aboutit a

E(t) < woe i a0 gy > 4
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3.2. Décroissance exponentielle du systéme

Enfin, pour une constante positive wy alors, en vertu de la continuité et de la limite de

E(t) dans l'intervalle (0,;), d’ou le résultat. m
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CHAPITRE
Stabilité exponentielle
d’un systéme linéaire
thermoélastique avec

effets micro-température

et thermal

4.1 Position du probléme

L’évolution au cours du temps de nombreux phénomenes, biologique, économique ou
mécanique est modélisée par des équations aux dérivées partielles. Dans le domaine de
I'ingénierie, le phénomeéne indésirable des vibrations apparait pratiquement dans toutes
les structures mécaniques a attiré ’attention de plusieurs chercheurs. Pour cela, ont été
employés des amortissements de friction forts, faibles et viscoélastiques pour éliminer ces

vibrations.
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4.1. Position du probléme

Dans cet article, nous considérons le systéme thermoélastique linéaire suivant

;

pruge — k (up 4+ @), + 90, =0, dans (0,1) x (0, 00)
PoPi — O + k (up + ) + dw, —mf =0, dans (0,1) x (0,00) )
P30y — 1050 + YU, +mp, + kiw, =0, dans (0,1) x (0, 00)

| PaWr — Folae + Kby + dipy, = 0, dans (0,1) x (0,00).

OU Py, Po, P35y Pas O Y, L, m, d, ki, Ky et ko sont des constantes positives. Le systéme (1) décrit
un probléme thermoélastique poreux. Ici, u (x, t) est le déplacement transversal, ¢ (z,t) le
déplacement vertical, 6 (z,t) la différence en température et w (z, t) la micro-température.
Notant que le concept de micro-température était juste utilisé dans la théorie de la thermo-
dynamique pour les matériaux élastiques avec micro-structure.

En plus des micro-déformations de la corde, les micro-éléments subbissent des effets
micro-températures qui représentent la variation de la température dans un micro-volume.
Ainsi nous complétons le systeme (1) avec des conditions aux limites et des conditions

initiales

u(0,t) =u(l,t) =9, (0,t) =, (1,t) = t>0
0.(0,t) =0, (1,t) =w(0,t) =w(l,t) =
u(z,0) =wug (), u(x,0) =ug (), ¢(x,0) =¢,(x), z€(0,1)

LPt(:E?O) :gpl(x)’ w(w,O) :wo(x)’ 9(1‘,0) :90(35)’ S (Oal)v

t>0

\

ol ug, U1, Py, Y1, Wo, By sont des fonctions données.
Dans ces derniéres années, un grand effort a été consacré a I'obtention d’une stabilité
exponentielle de solutions en thermoélasticité classique et de nombreux résultats de sta-

bilité ont été établi. Par exemple, dans [31] Mufioz Rivera a considéré le systéme suivant

Uy — QU + 0, =0 dans (0,1) x (0,7
0y — Y0yp + dug, =0 dans (0,1) x (0,7,

ou u est le déplacement transversal d’une chaine de longueur [ et 6 est la différence

en température. Il a présenté une nouvelle preuve, beaucoup plus élémentaire que celle
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donnée par Hansen [8], ensuite il a prouvé que 'amortissement de la chaleur est assez fort
pour stabiliser exponentiellement le systéme.

Ce systéme poreux unidimensionnel

Polts = HUzy + B0, dans (0,1) x (0,7)
p()kgptt = QPr, — ﬁur —TY — 690 dans (07 l) X (O7T) )

a été étudié par de nombreux chercheurs. La premiére contribution dans cette direction
était en 2003 par Quintanilla [24]. I ’auteur a analysé le systéme ci-dessus dans un domaine
borné avec des conditions initiales et des conditions aux limites mixtes et a montré que
I'amortissement dans I’équation poreuse (—7¢,) est pas assez fort pour obtenir une dé-
croissance exponentielle. précisément il a prouvé décroissance lente. Casas et Quintanilla

[25] ont considéré un systéme de la forme

Poliss — Plar — bip, — Bip, =0 dans (0,1) x (0, )
pPokpy — ap,, + bu, — Cp, —mb =0 dans (0,7) x (0, )
cly — kO + Bug +mp, =0 dans (0,7) x (0, )
w(r,0) =u’ (x), o (x,0)=¢°(x), 0(z,0)=0"(xr) dans (0,7)
uy (z,0) = ul (z), ¢, (z,0) = ¢! () dans (0,7)

| u(z,t) =@, (z,t) =0(x,t) =0 t >0,

ou 6 indique le déplacement de la température. Ils ont montré que la présence de la micro-
température et des dissipations poreuses agissant ensemble stabiliser le systeme de fagon
exponentielle. Par contre, pour le cas ¢ = 0 et avec un fort amortissement de la forme v,
agissant du coté droit de la premiére équation, Magana et Quintanilla ont montré qu’il
n’est pas assez pour stabiliser le systéme uniformément. Dans [32], Soufyane a incorporé
un amortissement viscoélastique dans 1’équation poreuse avec un effet micro-température
et a prouvé que la décoissance est exponentielle (respectivement polynomiale) et la fonc-
tion de relaxation décroit exponentiellement (respectivement polynomialement). Pour le
méme systéme dans [32], un résultat similaire a été également obtenu par Soufyane, avec

I’amortissement par frottement —7¢, est remplacé par deux dissipations viscoélastiques
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4.1. Position du probléme

de la forme
u(L,t) = — fo g1(t — s) [pug(L, s) + bp(L, s)] ds
v(L,t) = —a ) ga(t — 8)p(L, s)ds,

ol g; et go sont des fonctions positives décroissantes. Récemment, Messaoudi et Apalara
dans [22] ont considéré un systéme poreux thermoélastique de type III avec un amortis-

sement viscoélastique

.

prpy — ki (pp + ), + 6, =0
oty — 0ty + K (0, +00) = 0+ [ g(t — 8),,ds =0
P30 — kbpw — 0010 + By, + By, + By =0
¢ (2,0) = ¢°(2), @ (2,0) = " (z), ¥ (z,0) = ¢° (2)
by (2,0) =¥ (2), 0(,0) =6°(2), 6, (x,0) = 6" (z)
| ¢ (0.8) =0 (1,t) =9 (0,t) =4 (1,t) =0(0,t) = 0(1,¢) =0,

ou ¢ (z,t) est le déplacement longitudinal, v (z,t) est la fraction volumique, 6 (x,t) est le
déplacement de température et la fonction de relaxation g : Ry — R, est une fonction
décroissante. Ils ont établi une décroissance générale pour le cas ou (% = %)

Notre but dans ce travail est d’étudier le systéme (1)-(2), d’établir un résultat de sta-
bilité exponentielle dans la norme énergétique en utilisant la méthode des multiplicateurs.
Nous énongons également, sans preuve, un théoréeme de I'existence et de 'unicité de la so-
lution qui peut étre facilement établi par la théorie des semigroupes de maniére similaire ;

nous mettons
L2(0,1) = {weL2 (0,1); [ wda;_o}

H!(0,1) = H' (0,1) N L2 (0,1),

et introduisons ’espace de Hilbert
N=H;](0,1) x L*(0,1) x H} (0,1) x L2(0,1) x L?(0,1) x L?(0,1),
équipé du produit scalaire

<U, (_]>N = fol {plv@ + kgt + py0p + ap, @, + ko + ps00 + p4w7fu} dz,
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_ __ _ \T
pour U = (u,v,gp,qb,ﬁ,w)T et U = (ﬂ,?‘),(p,(b,@,ﬂ)) .

Alors le systéme(1)-(2) peut étre écrit comme

U =AU
U (0) = UO - (U'O)Ul)(;va ¢1700aw0)T7

ou A est un opérateur linéaire défini par

u v
LA _
v 2 (uz + ), or0a
© ¢
A = . . (4)
4 Dy —m &
9 ps T P3 Vz P3¢ + P3 Wa
w k2wmx_h‘9:)§_i T
P4 Pyq Py

Le domaine de A est donné par

UeRuwe H2(0,1)NH} (0,1);0,0 € H2(0,1);
v, € H' (0,1), 0, = ¢, =0,=0, z=0,1.

D(A
Clairement, D(.A) est dense dans R. Nous avons le résultat de I'existence et de I'unicité
suivant

Théoréme 4.1.1 Soit Uy € X, alors il existe une solution unique U € C (RT,R) du

probléeme

(1)-(2). De plus, si Uy € D (A), alors U € C (R, D (A)) NC* (RT,N).

Preuve. voir [27]. =

4.2 Deécroissance exponentielle du systéme

Dans cette section, nous affirmons et prouvons le résultat de stabilité exponentielle

pour le probléme (1)-(2), en utilisant la technique des multiplicateurs. Pour atteindre notre
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4.2. Décroissance exponentielle du systéme

objectif, nous devons construire une fonctionnelle de Lyapunov approprié pour établir une
décroissance exponentielle. Mais d’abord, nous devons justifier I’application de I'inégalité
de Poincaré pour 6 et . A partir de la troisiéme équation de (1)-(2) et les conditions aux

limites, nous obtenons

%fol Odx = ———fo odz, Yt >0,

p3 dt

et donc

f Odr + fo odr = fo 0° (x) do + ™ fo x)dx, Vt>0.

Imposant les conditions suivantes (notons que ces conditions ont été également impo-

sées dans [25])
fol 0o (x) dz = fol o () dr =0, (5)

nous obtenons

Jo bdx = =2 [ odzx, Vi >0.

Maintenant, a partir de la deuxiéme équation de (1), nous voyons que

pQC‘l’l—; fol pdr + k fol pdr —m fol Odx
= p2dt2 fo pdx + (k"" ) fo pdx =0,

qui donne

fol pdr = (fo @o (2 ) coskt + ¢ (fol ¢y () da:) sin kt
% (fo oy (x da:) sin kt, Vt >0,

2
01‘1/{::,/ m
+P2P3

Par conséquent, si nous définissons

o (x,t) = ¢ (x,t) — <f0 o (z dx)sink:t, t>0, z €01,

%)



et

0 (x,t) =0(x,t)— [y 0(x,)de =0 (z,0) + 2 [ o (a,t) do
:9(x,t)+%<folg01(a:) x)smk:t, t>0, zel0,t,
nous trouvons

fol 0 (z,t)dr = fol p(z,t)der =0, t>0, (6)

t <u, 2,0, w) satisfait aux mémes équations dans (1)-(2). Dans ce qui suit, nous allons

travailler avec et 6 mais, pour plus de simplicité, nous écrivons ¢ et 6 au lieu de ® et 6.

Lemme 4.2.1 Soit (u, p,0,w) solution du systéme (1)-(2). Alors la fonctionnelle d’éner-

gie E, définie par

E(t) =3 [ {pru2 + pyp? + p10% + pyw® + k (uy + 9)° + ap?} de, (7)

satisfait pour tous ¢ > 0 l'identité

E (t) =—I1 fol 63: — ko fol wa%' (8)

Preuve. Multipliant la premiére équation en (1) par u,, la seconde par ¢,, la troisiéme
par 6, la quatriéme par w ; ensuite en faisant la somme aprés une intégration par partie

sur [0; 1], nous obtenons (8). m

Lemme 4.2.2 Soit

1 (8) = py fi wuda + py [} pypda, ¢ 0, )

et soit (u, p, 0, w) solution du systéme (1)-(2). Alors, nous avons pour tout £, > 0

Pestimation

!

L)< —k [y (up+ @) de— 2 [ @2do + e [, ulde + py [, uldx

1 2 d? 2 2 (10)
) fo prdr + & fo wdx + (451 T) fo Oyd.
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4.2. Décroissance exponentielle du systéme

Preuve. La dérivation de (9) donne

I (t) =p, fol uldr + fol & (uz + @), — v0.] udz + p, fol iz
+ fol [, — k (uz + @) — dw, + mb| pdx
= p1 Jo wdde — [} (up + @) de+7 [ uud + py [ pFda
—a fol wep,dx +m fol Oodz.

La relation (10) est prouvée en appliquant I'inégalité de Young et l'inégalité de Poin-

caré. m

Lemme 4.2.3 Soit

Iy (t) = papy fol (fox w(y,1) dy) oz, t >0, (11)

et soit (u, g, d,w) solution du systéme (1)-(2) . Alors, nous avons pour tout £y > 0

Pestimation

!

L(t) < —’%d fol oidr + g1 fol oidx + ek fol (ug + 90)2 dx

(12)
+CQ fol Gidx -+ 01 (61) fol wfcdx,

\ k3 d k
Ou01(€1):pi73+,0421(a+%+a+2%1>
2
et Cp = 221 | T,
Preuve. En dérivant (11),ensuite en utilisant la deuxiéme équation et la quatrieme du

systéme (1)-(2) et en intégrant par partie sur (0, 1), nous obtenons

!

L) =py fy (Jy owee — k10 — dipy,) dy) gy

o fo ([T w (y,1) dy) [, — k (u, + ¢) — dw, +mb) dz
= pyks fol W dr — poky fol Op,dx — pyd fol gpfda:

+ [padipr (0) + poka (0)] fy iz — paar [y wipda

—pak fol (Jo w (y,1) dy) (ug + ) da

pad [y widz + pgm [y ([ w (y,1) dy) Oda.
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En utilisant la condition (6), nous obtenons

L) = —pyd fol oidr + pyd fol w3dx + poksy fol Wep,dxr — poky fol Op,dx
—pger [ w%dx — paki [y (J5 w (y,1) dy) (us + @) da (13)
+psm fo (Jo w(y.D) dy) bdz.

Grace a 'inégalité de Young et a l'inégalité de Poincaré, nous avons

Paks fol Wy pydr < [%d fol pidr + pdeg fol wy, (19)

pok1 fol Op,dr < %l fol pidr + dek% fol 02, (15)

— Py fol wp,dr < &,a fol 2dx + p“a fo (16)

Pyt fol (foaC w (y,t) dy) Odz < P4~ fol wid + 5" fol 02, (17)

—psk o (Jg w(y.t) dy) (us + @) dz < ek [y (us + 9); da
2kl
+ZT1 fO w?ﬁv

En remplagant les estimations précédentes (14), (18) dans (13), on obtient le résultat

(18)

désiré. m

Lemme 4.2.4 Soit

I3 (t) = p1ps fol (f()x 0 (y,1) dy) wdx, t >0, (19)

et soit (u, ¢, d,w) solution du systéme (1)-(2). Alors, nous avons pour tout £3,9; > 0

Pestimation

I(t) < _TW —01) fo 2dr + ok fol (ug + 90)2 dz
pim

(20)
©2dx + plﬁ [ widz + Cy () [, 6%da,

2517 0
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4.2. Décroissance exponentielle du systéme

ou Cg (62) + Zgz + p37y.
Preuve. En derlvant (20),apres en utilisant la premiére équation et la troisieéme du sys-

téme (1)-(2) et en intégrant par parties sur (0, 1), nous obtenons

]é (t) = P1 fol (fox [mm — YUty — MYy + klwx] dy) udx
+p3 Jo (Jo 0y, D) dy) [k (we + @), —20,] da
= pil [ Oswedz — pyy [y uddz — pym [} (¢, (y, 1) dy) uda
+p1 k1 fol wudz + psk [ug (1) + ¢ (1)] fol Odx
—psk fol 0 (uy + @) dx — pyy fol Odx + psy fol 6*dz, t > 0.

En utilisant le fait que

1
fo Odx = 0,
nous obtenons
[é (t)= —p1y fol updz + pyl fol Osudr — pym fol (¢ (y, 1) dy) wedz (21)
+pi k1 fol wudr — pgk fol 0 (uy + ) dx + pgy fol 6*dx, t > 0.

En vertu de I'inégalité de Young et de I'inégalité de Poincaré
—pim [y (1 (y,t) dy) wdw < 287 [Ludy + 22 [ (22)
0l fol Opude < 22 fol uZdx + % fol 02 dz, (23)
p1k1 fol wupdy < 2L fol uZdx + plv—k% fol widx, (24)
—p3k fol (uz + ) do < &3k fo Uy + @) d + p3 fo (25)

En remplagant les estimations précédentes (22)-(25) dans (21), on obtient le résultat

désiré. m
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Maintenant, nous sommes en mesure d’établir le résultat principal de cet article. Tout

d’abord, nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov
F(t)=NE(t)+ L (t) + N1y (t) + Nal3 (t), Vt >0, (26)

ou N, N; et Ny sont des constantes positives a déterminer. Il est facile de voir que,
pour N assez grand, I’ et E sont équivalents. Autrement dit, il existe deux constantes

positives 3, et [, telles que
BLE () < F(t) < B E(t), VE>0. (27)

Théoréme 4.2.1 Soit (u, p,w,0) la solution du probléme déterminé par le systéeme (1).
Si les données initiales satisfont la condition (5) ; alors,(u, v, w,0) Décroit d’une maniére

exponentielle, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives C' et dy telles que
E(t) < CE(0)e %t vt > 0. (28)
Preuve. Prenant en compte (8), (10), (12), (20) et les relations

— fol widr < — fol widx, (29)

fol ulde < 2 fol (ug + ) da + 2 fol idx, (30)

nous avons

’ 1 1 1
F )< —n fo wf:da: b fo Qidx — 73 fo gpidz
1 1 1
—ny [y (ue + @) dx — ns [ pide — g [, uldz,
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4.2. Décroissance exponentielle du systéme

oun;, t=12,---,6 sont définis comme suit

m = Nky — % — N1C) (1) — NZ+1IC%7
Ny = NI — <£ + %2> —Nng — NQCg (62),
N3 =5 — Nigja — 2y,

Ny = k — Nlélk’ — N2€2]{7 — 251,

_ Nippd _ Napym?
N5 = 2 2 261y

Napyy

Ne = —> (1—=161) —py.

Maintenant, les termes de(31) deviennent négatifs si nous sélectionnons nos parametres
de maniére appropriée. Tout d’abord, prenons §; = %, et choisissons N, assez grand pour

que

et Ny assez grand pour que

2 (N 2
N1>@(%+PQ>>

Ensuite, nous sélectionnons e; assez petit pour que

1 : « k
€1 < ymin (Nloz—Q’ le—2> )
et nous choisissons €5 assez petit tel que

1
4Ny "

g9 <

Finallement, nous choisissons N assez grand pour que (28) reste valable et, de plus

Ve -1 [% + ’%2 + N1Cs 4 NoCls (52)} ’
max
I [%2 + NiCh (e1) + N2+Ik%]
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Tous ces choix avec la relation (31) conduisent a

F (1)

IN

—Cy [iy (U2 + @2+ w0 + 6% + (u, + )’ + ¢2) da
< —CGE(b),

pour certaines constantes positives Cy et Cs.
En remarquant que F (t) et F'(t) sont équivalants, nous déduisons que

F'(t) < —d F(t), t>0, (32)

oud, = g—; > 0. Une simple intégration de (32) donne

/

F'(t) < F(0)e ht ¢t >0,

ce qui donne le résultat désiré (28) en utilisant & nouveau 'autre coté de la relation

d’équivalence. m
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Conclusion

Dans cette thése nous avons établi trois résultats essentiels, en premier lieu on s’est
intéressé a I’étude d’un probléme non-linéaire. Et ceci, en construisant une nouvelle fonc-
tionnelle de Lyapunov équivalente & la fonctionnelle énergie et qui décroitre d’une maniére
exponentielle. Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié la stabilité d’un systéme de type
Timoshenko non-linéaire amortit par trois dissipations, une de type viscoélastique et deux
autres de type frictions. En appliquant la méthode des multiplicateurs on a démontré la
stabilité générale du systéme. Enfin, dans la derniére partie et qui consiste ’essentiel de
ce travail, nous nous somme intéressé a un systéme poreux thermoélastique avec deux
dissipations micro-température et thermale. Toujours, en utilisant la méthode d’énergie

on établit un résultat de stabilité exponentielle.
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