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Résumé

Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude de la stabilisation de la poutre de Timo-

shenko ; cette théorie constitue en fait, une amélioration de la théorie d�Euler Bernoulli,

parce qu�elle tient compte du cisaillement et des e¤ets d�inertie de rotation. Ainsi le phéno-

mène des vibrations apparait dans toutes les structures mécaniques sont indésirables car

elles ont une in�uence néfaste sur le fonctionnement et la durée de vie de ces structures.

De plus, elles peuvent constituer un danger pour l�utilisateur lui même. L�élimination ou

la réduction de ces vibrations est un problème majeur dans les domaines de l�ingénierie,

pour cette raison, on élabore et incorpore des amortissements de type friction, thermique

ou viscoélastique dans le système, ce qui explique l�ajout de certain termes dissipatifs dans

les équations ou bien sur la frontière. Ainsi, cette théorie conduit à l�obtention de plusieurs

résultats concernant le comportement asymptotique des solutions et en démontrant que

les solutions énergies sont stables de manière générale et que la stabilité exponentielle

et polynômiale deviennent un cas particulier, et ceci en utilisant la méthode des multi-

plicateurs qui se base sur la construction d�une fonctionnelle de Lyapunov équivalente à

l�énergie .

Mots-clés : poutres vibrantes, système de Timoshenko, e¤et thermal, dissi-

pation frictionnelle, dissipation thermo-viscoélastique, fonctionnelle de Lyapu-

nov, décroissance exponentielle et décroissance générale.
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Abstract

In this thesis, we study the stabilization of the Timoshenko beam ; this theory is,

in fact, an improvement of Euler Bernoulli�s theory, because it takes into account the

shear and rotational inertia e¤ects. So the phenomenon of vibrations appears almost in

all the mechanical structures are undesirable because they have a detrimental in�uence

on the operation and the lifetime of these structures. Moreover, they can constitute a

danger for the user himself. The elimination or reduction of these vibrations is a major

problem in the �elds of the engineering, for this reason, one develops and incorporates

in the system depreciation of various types such as : the strong depreciation, the friction

damping and the viscoelastic damping, which explains the addition of certain dissipative

terms in the equations or on the border. Thus, this theory leads to obtaining several results

concerning the existence, the asymptotic behavior of the solutions and by demonstrating

that the energy solutions are stable in general and that the exponential and polynomial

stability become a special case and this by using the multiplier method which is based on

the construction of a Lyapunov functional equivalent to energy.

Key words : vibrating beams, Timoshenko system, thermal e¤ect, Frictional dissipa-

tion, thermo-viscoelastic dissipation, Lyapunov functional, exponential decay and general

decay.
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 الملخص
. هذه النظرٌة ، فً الواقع ، هً Timoshekoفً هذه الأطروحة ، ندرس استقرار حزمة 

ن لنظرٌة  ، لأنها تأخذ بعٌن الاعتبار تأثٌرات القص والقصور الذاتً.  Euler-Bernoulliتحسُّ

الاهتزازات تظهر تقرٌبا فً جمٌع الهٌاكل المٌكانٌكٌة غٌر مرغوب فٌها  ظاهرة هذه وبالتالً

لأنها لها تأثٌر ضار على العملٌة وعمر هذه الهٌاكل. علاوة على ذلك ، ٌمكن أن تشكل خطرا 

على المستخدم نفسه. ٌعتبر القضاء على هذه الاهتزازات أو الحد منها مشكلة رئٌسٌة فً مجال 

ا للتخمٌد الضعٌف والتخمٌد اللزج فً الهندسة ، ولهذا السب ًٌ ب ، فإنه ٌتطور وٌضمن احتكاكًا قو

النظام ، وهو ما ٌفسر إضافة بعض الشروط المبددة فً المعادلات أو على الحدود. وبالتالً ، 

فإن هذه النظرٌة تؤدي إلى الحصول على عدة نتائج تتعلق بالوجود ، والسلوك اللاتقارب 

ل الطاقة مستقرة بشكل عام وأن الاستقرار الأسى والمتعدد الحدود للحلول ، وإثبات أن حلو

 Lyapunov وظٌفٌة بناء على ٌقوم الذية ، وهذا باستخدام طرٌقة المضاعف ٌصبح حالة خاص

 .لطاقةا وظٌفٌة ٌعادل ما

 ،، التأثٌر الحراري  Mindlin Timoshenkoالحزم الاهتزازٌة ، نظامالكلمات المفتاحية: 

و التناقص  التناقص الأسً ،  Lyapunovوظٌفٌةتبدٌد اللزجة الحرارٌة،  ،الاحتكاك تبدٌد

 .                                 العام
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Introduction

L�étude des systèmes dynamiques d�élasticité non linéaire et linéaire décrits par les

équations de von Karman, l�une des équations fondamentales de la physique mathéma-

tique, a fait l�objet de plusieurs résultats [7; 14; 16; 17; 27; 28]. Leur importance provient

du fait que de nombreux phénomènes physiques liés à la théorie de l�oscillation sont décrits

par des modèles élastiques dynamiques. La propagation des ondes, des oscillations et des

vibrations, des membranes, des plaques, des coques, etc.... est régie par des systèmes élas-

tiques non linéaires impliquant des équations d�onde et de plaque ou une combinaison de

celles-ci. Contrairement à d�autres modèles de base tels que : le modèle d�Euler-Bernoulli,

le modèle de Raleigh ou le modèle de Timoshenko.

Une des théories les plus utilisées généralemet est la théorie des poutres ; dans la

théorie d�Euler-Bernoulli les sections transversales plates perpendiculaires à l�axe de la

poutre demeurent planes et perpendiculaire à l�axe aprés déformation ; il résulte de ce

fait que la contrainte de cisaillement transversal est nulle. Un moment de l�inertie de

masse est ajouté dans la dernière théorie tandis que l�inertie rotatoire et l�e¤et de la force

de cisaillement sont pris en considération dans la théorie de Timoshenko et ceci rend le

problème hyperbolique et plus précis en cas de poutre épaisse.

Par exemple, Timoshenko a introduit le système suivant de deux équations hyperbo-

liques couplées8<: �utt = (k (ux + '))x ; dans (0; L)� (0;1)

I�'tt = (EI'x)x + k (ux � ') ; dans (0; L)� (0;1) ;
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comme un modèle simple décrivant les vibrations d�une poutre, où t est la variable du

temps, x la variable de l�espace au long de la poutre de longueur L dans sa con�guration

d�équilibre, u est le déplacement transversal de la poutre et ' est l�angle de rotation du

�lament de la poutre. Les coe¢ cient �; I�; E; I et k sont respectivement : la masse linéaire,

le moment polaire d�inertie de la section e¢ cace, le module de young de l�élasticité, le

moment d�inertie d�une section e¢ cace et le module d�étirement.

Pendant de nombreuse décennies, la dynamique des vibrations des poutres non-linéaires

et linéaires a été un sujet de grand intérêt dans le domaine mécanique des structures. Ces

vibrations sont naturellement indésirables en raison de leur endomagemment et aussi de

leur nature détruisante ; pour cette raison les chercheurs ont proposé une manière e¢ -

cace et économique de commander les vibration de la poutre ; c�est de rajouter di¤érents

types d�amortissement par exemple (viscoélastique, forts, frictionnelles,...). La plupart de

ces dispositifs sont des amortisseurs internes etn ou sur la frontière. Par exemple, Perla

Menzela et al. [27] : Araruna et al. [2] ont étudié le comportement asymptotique et ils ont

démontré que le système suivant décroit de façon exponentielle.8<: �h tt � �h3

12
 ttxx �  txx �

��
�x +

1
2
 2x
�
 x
�
x
+  xxxx +  t = 0;

�h�tt �
�
�x +

1
2
 2x
�
x
+ �t = 0;

(1)

dans (0; L)� (0;1). Ce système est complètè par des conditions aux limites et des condi-

tions initiales8>>><>>>:
 (0; :) =  (L; :) =  x (0; :) =  x (L; :) = �x (0; :) = �x (L; :) = 0; t > 0;

 (:; 0) =  0;  t (:; 0) =  1; x 2 [0; L] ;

� (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1; x 2 [0; L] :

Ils ont introduit deux dissipations de frictions faibles ( t) et (�t) et une troisième

dissipation de friction forte donnée par le terme (� txx), cette dissipation est nécessaire

lorsque l�inertie de rotation de la poutre est prise en compte.
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Introduction

Dans [31] ;Munõz Rivira et Rack ont rencontre un amortissement de nature di¤érente.

A savoir, le système augmenté suivant a été considéré8>>><>>>:
�1�tt � k (�x +  )x = 0;

�2 tt � b xx + k (�x +  ) + 
�x = 0;

�3�t � l�xx + 
 tx = 0;

(2)

dans (0;1) � (0; L) : Il est clair que cet amortissement n�agit pas directement dans les

équations ou la frontière comme dans les travaux précédents mais plutôt comme un e¤et

thermique. Une équation de la chaleur est ajoutée et couplée avec le système d�origine.

Ils ont prouvé que cette équation de la chaleur, qui produisait une dissipation d�énergie,

est capable de conduire le système de manière exponentielle, alors le système (2) devient8>>><>>>:
�1�tt � k (�x +  )x = 0;

�2 tt � b xx + k (�x +  ) + 
�x = 0;

�3�t � l�xx + ��txx + 
 tx = 0;

(3)

dans (0;1) � (0; L) ; notant que le terme (��txx) dans la troisième équation représente

un amortissement fort.

Djebabla. A et Tatar. N [6] ont amélioré le résultat précédent ; en remplaçant la dissipa-

tion forte par une autre plus faible de type viscoélastique de la forme
�
�
R t
0
g (t� s) �xx(s)ds

�
;

plus precisement, ils ont étudié le système suivant8>>><>>>:
�1�tt � k (�x +  )x = 0; dans (0;1)� (0; L) ;

�2 tt � b xx + k (�x +  ) + 
�x = 0; dans (0;1)� (0; L) ;

�3�t � l�xx + �
R t
0
g (t� s) �xx(s)ds+ 
 tx = 0; dans (0;1)� (0; L) ;

(4)

La stabilisation a pour but d�atténuer les vibrations, elle consiste donc à garantir

la décroissance de l�énergie des solutions vers 0 de façons plus ou moins rapide par un

mécanisme de dissipation.
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Il existe plusieurs degrés de stabilité que l�on peut étudier ; le premier degré consiste

à analyser simplement la décroissance de l�énergie des solutions vers zéro, c�est-à-dire :

E (t) �! 0 lorsque t �! +1

C�est ce que l�on appelle la stabilisation forte .

Pour le second, on s�intéresse à la décroissance de l�énergie la plus rapide, c�est-à-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, c�est-à-dire :

E (t) � Ce��t; 8t � 0 :

Dans cette thèse on s�intéresse à l�étude de la stabilité exponentielle du système ther-

moélastique linéaire de type I avec un e¤et micro-température et amortit par deux dissi-

pations thermales (wxx) et (�xx) ; plus precisement, l�étude du système suivant8>>>>>><>>>>>>:

�1utt � k (ux + ')x + 
�x = 0; dans (0; 1)� (0;1)

�2'tt � �'xx + k (ux + ') + dwx �m� = 0; dans (0; 1)� (0;1)

�3�t � l�xx + 
utx +m't + k1wx = 0; dans (0; 1)� (0;1)

�4wt � k2wxx + k1�x + d'tx = 0; dans (0; 1)� (0;1) :

(5)

où �1; �2; �3; �4; �; 
; l;m; d; k; k1 et k2 sont des constantes positives ; les inconnues u (x; t) ;

' (x; t) ; � (x; t) et w (x; t) représentent, respectivement : le déplacement, la fraction volu-

mique, la di¤érence en température et le micro-température.

Nous complétons le système (5) avec des conditions aux limites8<: u (0; t) = u (1; t) = 'x (0; t) = 'x (1; t) = 0 t > 0

�x (0; t) = �x (1; t) = w (0; t) = w (1; t) = 0 t > 0
(6)

et des conditions initiales8<: u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; ' (x; 0) = '0 (x) ; x 2 (0; 1)

't (x; 0) = '1 (x) ; w (x; 0) = w0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; x 2 (0; 1) ;
(7)

12



où u0; u1; '0; '1; w0; �0 sont des fonctions données.

Nous considérons les conditions suivantes sur � et '

R 1
0
�0 (x) dx =

R 1
0
'0 (x) dx = 0; (8)

R 1
0

_

� (x; t) dx =
R 1
0

_
' (x; t) dx = 0; t � 0; (9)

Nous démontrons alors que les solutions énergies sont stables de manière exponentielle

sous la condition (8) et ceci, en utilisant la méthode des multiplicateurs.
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Structure de thèse

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante, il est divisé en quatre chapitres ;

i- Le premier contient des rappels et des notions de base qui seront utiles à notre travail.

ii- Le deuxième chapitre : concerne un système non-linéaire, en prouvant le résultat de

stabilité exponentielle du système.

iii- Le troisième chapitre : s�intéresse à un système non-linéaire de type Timoshenko amor-

tit par une dissipation viscoélastique et deux autres frictionnelles. En utilisant la

méthode des multiplicateurs, nous démontrons que ce système décroit d�une manière

générale.

iv- Le quatrième et le dernier chapitre est consacré à la présentation de l�essentiel de ce

travail, concernant l�étude de la stabilité exponentielle d�un système linéaire ther-

moélastique avec dissipation thermale et des e¤ets micro-températures, toujours par

la méthode des multiplicateurs.

Ceci a fait l�objet d�une publication dans une revue internationale intitulée

"ON THE DECAY OF THE ENERGY FOR LINEAR THERMOELASTIC

SYSTEMS BY THERMAL AND MICRO-TEMPERATURE EFFECTS" Hachel� M.,

Djebabla A., Tatar N. Eurasion journal of Math, Comp App, ISSN 2306�6172 Vol 6,

Issue 4 (2018 ) pp 29 �37.
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CHAPITRE

1 Notions de base

Dans ce chapitre nous rappelons quelques dé�nitions concernant les espaces fonction-

nels et les espaces de Sobolev et certains résultats sur les inégalités. Aussi, nous donnons

brièvement, les dé�nitions et les notations de quelques produits de convolution et quelques

inégalités intégrales qui nous seront utiles pour la suite de notre travail.

Dans ce qui suit, on désignera par 
 un ouvert borné de Rn

1.1 Espaces de Sobolev

Espaces de Lebegue Lp (
)

Dé�nition 1.1.1 Pour 1 � p � +1; on dé�nit l�espace Lp (
) comme suit :

Lp (
) = ff : 
! R; mesurables telles queR


jf(x)jp dx < +1; si 1 � p < +1

et sup ess
x2


jf(x)j < +1; si p = +1
�
:

Les espaces Lp (
) ; munis des normes suivantes

kfkLp(
) =
�R


jf(x)jp dx

� 1
p ; pour 1 � p < +1;
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et

kfkL1(
) = sup ess
x2


jf(x)j :

Remarque 1.1.1 Pour p = 2; l�espace L2 (
) est un espace de Hilbert.

En e¤et la norme k:kL2(
) émane du produit scalaire

hf; giL2(
) =
R


f(x)g(x)dx;

et ainsi on a

kfkL2(
) = hf; fi
1
2 :

Théorème 1.1.1 Pour tout 1 � p � q � +1; on a Lq (
) � Lp (
) :

Espaces de Sobolev Wm;p (
)

Dé�nition 1.1.2 Etant donné m 2 N; 1 � p � +1; nous désignerons par Wm;p (
)

l�espace de Sobolev

Wm;p (
) = ff 2 Lp (
)�8� 2 Nn, j�j � m; @�f 2 Lp(
)

où @�f = @j�jf
@x

�1
1 ���@x�nn

et j�j = �1 + � � ��n
o
:

qui muni de la norme

kfkpWm;p(
) =
P
j�j�m

k @�fkpLp(
) :

Remarque 1.1.2 Pour p = 2; l�espace de SobolevWm;2 (
) devient un espace de Hilbert

que l�on note Hm.

Dé�nition 1.1.3 Soit m 2 N: L�espace Hm(
) est un espace de Hilbert séparable

On introduit sur Hm(
) le produit scalaire

hf; gim =
P
j�j�m

h@�f; @�gi ;
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1.2. Quelques inégalités

et la norme associée

kfkHm =
p
hf; fim:

Dé�nition 1.1.4 On dé�nit l�éspace H1
0 (
) comme étant l�espace des fonctions de H

1(
)

nulles sur le bord de 
 autrement dit :

H1
0 (
) = fu 2 H1(
)=u = 0 sur @
g :

Théorème 1.1.2 (Lax-Milgram) Soit � (u; v) une forme bilinéaire, continue et coer-

cive. Alors, pour tout ' 2 H il existe u tel que :

� (u; v) = h'; vi, 8v 2 H:

Théorème 1.1.3 De plus, si � est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété.

u 2 H et1
2
� (u; v)� h'; vi = min

�
1
2
� (u; v)� h'; vi

	
, 8v 2 H:

1.2 Quelques inégalités

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Hölder) Soit p et q deux nombres réels conjugués c�est à

dire : 1
p
+ 1

q
= 1: Alors, pour tous f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
) ; on a f:g 2 L1 (
) : En

particulier, on a

a) Si p; q 2 ]1;+1[

R


jf(x)g(x)j dx �

�R


jf(x)jp dx

� 1
p
�R


jg(x)jq dx

� 1
q :

b) Si p = 1; q = +1

R


jf(x)g(x)j dx �

�R


jf(x)j dx

�
kgkL1(
) :
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Remarque 1.2.1 L�inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l�inégalité de

Hölder dans le cas p = 2; q = 2:

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soit p et q deux nombres réels conjugués dans

]1;+1[ : Alors, pour tout � et � 2 R+; on a

�� � 1
p
�p + 1

q
�q:

En particulier pour p = q = 2, on a

�� � "�2 + 1
"
�2; 8" > 0:

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit 
 � Rn un ouvert borné. Il existe une

constante c > 0 véri�ant

8f 2 H1
0 (
) : kfkH1(
) � c krfkL2(
) ;

où rf =
�
@f
@x1
; @f
@x2
; � � � ; @f

@xn

�
:

Notons qu�a partir de cette inégalité, on montre que krfkL2(
) dé�nit une norme sur

H1
0 (
) équivalente à la norme de H

1 (
) ; et par conséquent H1
0 (
) est un espace de

Hilbert par rapport au produit scalaire :

hf; giH1
0 (
)

=
R


rf(x):rg(x)dx:

Aussi, on donne l�inégalité de Poincaré habituelle dans L2 (
) à partir du lemme

suivant

Lemme 1.2.4 Soit f 2 H1
0 (
) : Alors il existe une constante C positive véri�ant

kfkL2(
) � C krfkL2(
) :
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1.3. Produit de convolution

1.3 Produit de convolution

Dé�nition 1.3.1 (Produit de convolution) Le produit de convolution de deux fonc-

tions réelles, f; g : [0; L] ! R; h qui se note généralement h = (f � g) et qui est dé�nie

par :

(f � g) (x) =
R t
0
f(x� t)g(t)dt =

R t
0
f(t)g(x� t)dt; 8x 2 [0; L] :

Remarque 1.3.1 Si f 2 L1 (
) ; g 2 Lp (
) avec 1 � p � +1; on a (f � g) 2 Lp (
) :

tel que 
 = [0; L] et on montre que

kf � gkLp(
) � kfkL1(
) kgkLp(
) :

Remarque 1.3.2 Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On dé�nit les opé-

rateurs binaires � et o respectivement par

(f�g) (t) =
R t
0
jf(t� s)j j(g(t)� g(s))j ds;

et

(fog) (x) =
R t
0
jf(t� s)j j(g(t)� g(s))j2 ds:

Proposition 1.3.1 Soient f 2 L1 (0; L) et g 2 C (0; L) : Alors on a

[(f�g) (t)]2 �
R t
0
jf(s)j ds (fog) (t); t � 0:

Preuve. En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[(f�g) (t)]2 =
hR t
0
jf(t� s)j j(g(t)� g(s))j ds

i2
=
hR t
0

p
jf(t� s)j

p
jf(t� s)j j(g(t)� g(s))j ds

i2
�
�r�R t

0
jf(t� s)j ds

�r�R t
0
jf(t� s)j j(g(t)� g(s))j2 ds

��2
; t � 0;

d�où le résultat.
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Lemme 1.3.1 Soient g et ' deux fonctions de C1 [0; L] ; alors on a

(g � ') d'
dt
= �1

2
g(t) j'(t)j2 + 1

2

�
dg
dt
o'
�
� 1

2
d
dt

�
go'�

�R


g(s)ds

�
j'(t)j2

�
:

cette relaltion est un résultat immédiat de la dérivée du terme (go') :

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans les

théories de la stabilités des systèmes d�évolutions dissipatifs.

Lemme 1.4.1 Soient E : R+ ! R+ une fonction continue décroissante et, � : R+ ! R+
une fonction strictement croissante de classe C1 (R+) telle que :

�(0) = 0 et lim
t!+1

�(t) = +1:

Supposons que : 9p � 0 et d > 0 tels que

R1
0
�
0
(t)Ep+1dt � 1

d
Ep(0)E(s); 8s > 0:

Alors 8<: E(t) � E(0)e1�d�(t); 8t > 0 si p = 0

E(t) � E(0)
�

1+p
1+pd�(t)

� 1
p
; 8t > 0 si p > 0;

dans le cas particulier où �(t) = t; nous déduisons les inégalités suivantes

a) E(t) � E(0)e1�dt; 8t > 0 si p = 0

b) E(t) � E(0)
�

1+p
1+pdt

� 1
p
; 8t > 0 si p > 0;

qui sont appelées respectivement, estimation exponentielle et estimation polynomiale.
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CHAPITRE

2 Stabilité exponentielle

d�un système non linéaire

2.1 Position du problème

Puisque les poutres ont joué un rôle important dans de nombreux domaines de l�ingé-

nierie, de plus en plus les chercheurs ont pris plaisir à étudier le comportement asympto-

tique des poutres. Il y a eu plusieurs approches classiques employées a�n de résoudre le

problème des vibrations pour les équations di¤érentielles non linéaires. Dans la majorité

de ces travaux, la déformation axiale a été négligée et la force axiale moyenne est sup-

posée constante sur la longueur de l�élément de la poutre. Cependant, pour les équations

di¤érentielles non linéaires l�analyse à démontrer que le déplacement axial ne peut être

négligé. D�où la nécessité au cours de ces dernières années à un dévelopement de modèles

plus e¢ caces pour l�interaction des structures des poutres non linéaires avec des milieux

�uides.

Notre intérêt principal dans ce travail, concerne la stabilité du système (1) avec une

conduction thermique modélissée par la loi de Cattaneo et un amortissement structurel,

en utilisant la méthode des multiplicateurs.
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8>>>>>><>>>>>>:

wtt + 
1wt � d1
��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x + d2wxxxx = 0;

utt � d1
��
ux +

1
2
(wx)

2��
x
+ ��x = 0;

�t + qx + �utx = 0;

qt + 
2q + �x = 0;

(1)

dans 
 � (0;1), où 
 = (0; L) et d1; d2; �; 
1,
2 sont des constantes positives. Nous

complétons le système (1) par les conditions aux limites suivantes8<: u (0; t) = u (L; t) = w (0; t) = w (L; t) = 0; t 2 [0; 1) ;

wx (0; t) = wx (L; t) = �x (0; t) = �x (L; t) = 0, t 2 [0; 1) ;
(2)

aussi nous considérons les conditions initiales suivantes8<: u (:; 0) = u0; ut (:; 0) = u1; w (:; 0) = w0; x 2 (0; L) ;

wt (:; 0) = w1; � (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1; x 2 (0; L) :
(3)

Ici, les quantités u(x; t); w(x; t); �(x; t) et q(x; t) représentent respectivement le dépla-

cement longitudinal, le déplacement transversal, la di¤érence de température et le �ux

thermique.

Concernant les systèmes thermoélastiques non-linéaires unidimensionnels de type Ti-

moshenko avec la conduction thermique modélisée par la loi de Cattaneo, Messaoudi [21]

a étudié le système suivant

8>>>>>><>>>>>>:

�1'tt � � ('x +  )x + �'t = 0;

�2 tt � b xx + � ('x +  ) + ��x = 0;

�3�t + 
qx + � tx = 0;

� 0qt + q + ��x = 0;

(4)

dans (0; L) � (0;1); où ' est le vecteur de déplacement,  est l�angle de rotation du

�lament, � est la di¤érence de température, q est le vecteur du �ux thermique, �1; �2; �3,
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2.1. Position du problème

b, k, 
, �, �, � et � 0 sont des constantes positives. La fonction non linéaire � satisfait

�'x (0; 0) = � (0; 0) = k et �'x'x (0; 0) = �'x (0; 0) = �  = 0:

Dans le système(4), l�équation de la chaleur est régie par la loi de Fourier, qui sti-

pule que le �ux de chaleur est proportionnel au gradient de température. De plus, nous

rappelons que le modèle utilisant la loi de Fourier

q + 
�x = 0 ;

où q est le �ux thermique et 
 est le coe¢ cient de conductivité thermique ; conduit au

paradoxe physique des vitesses in�nies de propagation de la chaleur. En d�autres termes,

toute perturbation thermique à un moment donné sera transférée instantanément aux

autres parties du corps. Cependant, des expériences ont montré que la conduction de

certains cristaux diélectriques à basses températures se propageait à une vitesse �nie.

Pour surmonter ce paradoxe physique tout en gardant l�essentiel d�un processus

de conduction thermique, de nombreuses théories ont émergé par la suite. L�une d�entre

elles est l�apparition de second sound observé expérimentalement dans des matériaux à

très basse température. Le second sound survient lorsque la chaleur est transportée par un

processus de propagation des ondes au lieu de la di¤usion habituelle. Cette théorie suggère

de remplacer la loi de Fourier par une loi de conduction thermique modi�ée appelée loi

de Cattaneo

�qt + q + 
�x = 0 ;

où le paramètre � > 0 représente le temps de relaxation décrivant le retard dans la réponse

du �ux thermique à un gradient de température. Le système de chaleur obtenu est de

type hyperbolique et donc, automatiquement, élimine le paradoxe des vitesses in�nies de

propagation de la chaleur.

Plusieurs résultats de la stabilité exponentielle pour le cas non linéaire ont été établis

en présence de l�amortissement frictionnel �'t (voir Fern�andez Sare et Rivera [23]).
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2.2 Existence et Unicité

Dans cette section, nous prouvons l�existence, l�unicité et la régularité de la résolution

du problème (1)-(3) en utilisant la théorie du semigroupe. Mais d�abord, à partir de la

quatrième équation du système et des conditions aux limites, nous véri�ons que

d
dt

R L
0
q(x; t)dx+ 
2

R L
0
q(x; t)dx = 0;

Donc, si on met

�q(x; t) = q(x; t)� 1
L

�R L
0
q0(x)dx

�
exp (�
2t) ;

puis, par simple substitution, nous véri�ons que (w; u; �; �q)satisfait (1) et plus important,

nous avons R L
0
�q(x; t) = 0; 8t � 0:

qui a justi�é l�utilisation de l�inégalité de poincaré pour q. A partir de maintenant, nous

travaillons avec �q mais écrivons q pour plus de simplicité.

Maintenant, nous introduisons deux nouvelles variables dépendantes ' = wt, et  = ut.

Ensuite, le système (1)-(3) prend la forme d�un problème d�évolution abstraite de

premier ordre

8<: Ut = AU + F (U) ; t > 0;

U (0) = (w0; w1; u0; u1; �0; q0) ;
(5)

où U = (w;wt; u; ut; �; q)
T et l�opérateur linéaire A est dé�ni par
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2.2. Existence et Unicité

A =

0BBBBBBBBBBBB@

0 I 0 0 0 0

�d2@4x �
 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0

0 0 d1u
2
xx 0 ��@x 0

0 0 0 ��@x 0 �@x
0 0 0 0 �@x �
I

1CCCCCCCCCCCCA
;

et

F (U) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

d1
��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x
0

d1
2
(wx)

2
x

0

0

1CCCCCCCCCCCCA
; U0 =

0BBBBBBBBBBBB@

w0

w1

u0

u1

�0

q0

1CCCCCCCCCCCCA
Il est clair que F (U) est un opérateur continu et uniforme de Lipschitz.

Nous introduisons également

L2� (0; L) =
n
v 2 L2 (0; L) :

R L
0
vdx = 0

o
; H1

� (0; L) = H1 (0; L) \ L2� (0; L) ;

et nous dé�nissons l�espace d�Hilbert par

@ := fH2
0 (0; L)� L2 (0; L)�H1

0 (0; L)� L2 (0; L)� L2 (0; L)� L2� (0; L)g ;

équipé du produit scalaire suivant

D
U; eUE = R L

0
'e'dx+ R L

0
 e dx+ R L

0
�e�dx+ R L

0
qeqdx+ d2

R L
0
wxx ewxxdx

+d1
R L
0
uxeuxdx (6)
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Le domaine de A est donné par

D (A) = fU 2 @�w 2 H4 (0; L) \H2
0 (0; L) ; u 2 H2 (0; L) \H1

0 (0; L) ;

� 2 H1
0 (0; L) ; q 2 H1

� (0; L) ; ' 2 H2
0 (0; L) ;  2 H1

0 (0; L)g

Clairement, D (A) dense dans @. Donc, du produit scalaire, nous avons

hAU;Ui = �
1
R L
0
'2dx� 
2

R L
0
q2dx � 0: (7)

Théorème 2.2.1 Soit (w;'; u;  ; �; q)T 2 @. Pour toute donnée initiale U0 2 @; il existe

une solution unique U 2 C ([0;1) ;@) pour le problème (5) . De plus, si U0 2 D (A) ;

alors U 2 C ([0;1) ; D (A)) \ C1 ([0;1) ;@) :

Preuve. Nous montrons que l�opérateur A génère un C0-semigroupe dans @. Dans cette

étape, nous démontrons que l�opérateur A est dissipatif. Soit U = (w;'; u;  ; �; q)T :

Alors,

AU =

0BBBBBBBBBBBB@

'

�
1'� d2wxxxx

 

d1uxx � ��x

�qx � � x

�
2q � �x

1CCCCCCCCCCCCA
; (8)

et il est facile de véri�er que, pour tout U 2 D (A)

hAU;Ui = �
1
R L
0
'2dx� d2

R L
0
'wxxxxdx+ d1

R L
0
 uxxdx� �

R L
0
 �xdx

�
R L
0
q�xdx� �

R L
0
� xdx� 
2

R L
0
q2dx�

R L
0
q�xdx+ d2

R L
0
wxx'xxdx

+d1
R L
0
 xuxdx;
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2.2. Existence et Unicité

par intégration par partie, nous obtenons

hAU;Ui = �
1
R L
0
'2dx� �

R L
0
 �xdx�

R L
0
qx�dx

��
R L
0
� xdx� 
2

R L
0
q2dx�

R L
0
q�xdx

�
1
R L
0
'2dx� 
2

R L
0
q2dx � 0;

Ensuite, nous prouvons que l�opérateur I �A est surjectif:

Soit F = (f 1; f 2; f 3; f 4; f 5; f 6)T 2 @ nous prouvons qu�il existe U = (w;'; u;  ; �; q)T 2

D (A) satisfaisant

(I �A)U = F : (9)

L�équation (9) est équivalente au système suivant

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

w � ' = f 1 2 H2
0 (0; L) ;

'+ 
1'+ d2wxxxx = f 2 2 L2 (0; L) ;

u�  = f 3 2 H1
0 (0; L) ;

 � d1uxx + ��x = f 4 2 L2 (0; L) ;

� + qx + � x = f 5 2 L2 (0; L) ;

q + 
2q + �x = f 6 2 L2� (0; L) :

(10)

Supposons que w; u et q sont donnés avec la régularité appropriée. Ensuite, à partir de

(10)1; (10)3; (10)6; et (10)5; nous obtenons8>>>>>><>>>>>>:

' = w � f 1 2 H2
0 (0; L) ;

 = u� f 3 2 H1
0 (0; L) ;

�x = f 6 � (1 + 
2) q 2 L2� (0; L) ;

qx � (1 + 
2)
R x
0
qdx = f 5 �

R x
0
f 6dx+ �f 3x � �ux 2 L2 (0; L) :

(11)

De (11)3, on dé�nit

� (0; t) = � (L; t) = 0;

ce qui implique que � 2 H1
0 (0; L) :
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Maintenant, par la régularité du problème elliptique, on peut conclure de (11)4 que

q 2 H1
� (0; L) :

En substituant ';  ; � et q donnés par (10)1; (10)3; (10)5; et (10)6; on obtient le système

suivant 8<: (1 + 
1)w + d2wxxxx = g1 2 L2 (0; L) ;

�d1uxx + u+ ��x = g2 2 L2 (0; L) ;
(12)

où
g1 = f 2 + f 1 (1 + 
1) ;

g2 = f 3 + f 4:

Maintenant, nous dé�nissons la forme bilinéaire B sur l�espace de Hilbert V = H2
0 (0; L)�

H1
0 (0; L) par

B ((w; u) ; ( ~w; ~u)) =
R L
0
[(1 + 
1)w ~w + d2wxx ~wxx + u~u+ ��x~u

+ d1ux~ux] dx:

et la forme linéaire F par

F ( ~w; ~u) =
R L
0
(g1 ~w + g2~u) dx;

Il est facile de véri�er que B est continu et coercitif, et F est continu. Ainsi, en appli-

quant le théorème de Lax-Milgram, nous obtenons l�existence et l�unicité de (w; u; �) 2 V ,

ce qui satisfait

B ((w; u) ; ( ~w; ~u)) = F ( ~w; ~u) ; 8 ( ~w; ~u) 2 V: (13)

Maintenant, en prenant ~U = ( ~w; 0) dans (13); nous obtenons

R L
0
[(1 + 
1)w ~w + d2wxx ~wxx] dx =

R L
0
g1 ~wdx; 8 ~w 2 H1

0 (0; L) : (14)

En utilisant deux fois l�intégration par partie dans (14), on obtient

(1 + 
1)w + d2wxxxx = g1; 8 ~w 2 L2 (0; L) : (15)
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2.3. Décroissance exponentielle du système

Par conséquent, nous obtenons w 2 H4
0 (0; L) \H2

0 (0; L) :

En prenant ~U = (0; ~u), puis (13) se conduit à

R L
0
[d1ux~ux + u~u+ ��x~u] dx =

R L
0
g2~udx; 8~u 2 H1

0 (0; L) ;

c�est-à-dire

d1uxx = +u+ ��x � g2; 8~u 2 L2 (0; L) :

et par la régularité du problème elliptique, on peut conclure que w 2 H4
0 (0; L)\H2

0 (0; L) :

Par conséquent, il existe un unique U 2 D (A) tel que (9) soit satisfait. Par consé-

quent, l�opérateur A est maximal. D�où nous concluons que A est un opérateur monotone

maximal.

2.3 Décroissance exponentielle du système

Dans cette section, nous établissons notre résultat sur la décroissance exponentielle

pour le système non linéaire(1)-(3). Nous commençons par introduire quelques fonction-

nelles et prouver des résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Lemme 2.3.1 Soit (w; u; �; q) solution du système (1)-(3). Alors la fonctionnelle d�éner-

gie E; dé�nie par

E (t) = 1
2

R L
0

h
w2t + u2t + �2 + q2 + d2w

2
xx + d1ux +

1
2

�
(wx)

2�2i dx;
satisfait l�identité

E
0
(t) = �
1

R L
0
w2t dx� 
2

R L
0
q2dx; 8t � 0: (16)
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Preuve. La multiplication de la première équation du système (1) par ut; la seconde par

wt, la troisième par � et la quatrième par q, puis utilisant l�intégration par partie sur (0; L)

ainsi que les conditions aux limites, nous obtenons la relation (16):

Nous remarquons d�après la relation (16) que le système est dissipatif ; or cette éga-

lité n�implique pas nécessairement la décroissance exponentielle du système. A cet e¤et,

nous devons construire une autre fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, notée F

équivalente à la fonctionnelle E au sens : il existe deux constantes positives �1 et �2 telles

que

�2E(t) � F (t) � �1E(t); 8t � 0; (17)

et on a l�inégalité suivante

d
dt
F (t) � �CE(t); 8t � 0; 8t � t0;

avec C > 0 et t0 un instant �xe.

Lemme 2.3.2 Soit (w; u; �; q) solution du système (1)-(3). Alors la fonctionnelle I1;

dé�nie par

I1(t) =
R L
0

�
utu+

1
2
wtw +

d1
4
w2
�
dx; t � 0; (18)

satisfait pour "1 > 0 l�estimation

I
0
1(t) � �d1

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�2 dx� d2
2

R L
0
w2xxdx

+
R L
0
u2tdx+

1
2

R L
0
w2t dx+ "1

R L
0
u2xdx+

�2

4"1

R L
0
�2dx;

(19)

pour tout t � 0:
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2.3. Décroissance exponentielle du système

Preuve. En dérivant la fonctionelle I1 et en utilisant la première et la deuxième équation

du système (1); nous obtenons

I
0
1(t) =

R L
0
u2tdx+

R L
0

�
d1
�
ux +

1
2
(wx)

2�
x
� ��x

�
udx+ 
1

2

R L
0
wtwdx

+1
2

R L
0

�
�
1wt + d1

��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x � d2wxxxx
�
wdx+

R L
0
w2t dx

=
R L
0
u2tdx� d1

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�uxdx+ �
R L
0
�uxdx+

1
2

R L
0
w2t dx

�d1
2

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�w2xdx� d2
2

R L
0
w2xxdx:

Une application de l�inégalité de Young donne(19).

Lemme 2.3.3 Soit (w; u; �; q) solution du système (1)-(3). Alors la fonctionnelle I2;

dé�nie par

I2(t) =
R L
0

�R x
0
� (t; y) dy

�
utdx; t � 0; (20)

satisfait pour "2 > 0 l�estimation

I
0
2(t) � � �

2

R L
0
u2tdx+ "2

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�2 dx
+ 1
2�

R L
0
q2dx+ C("2)

R L
0
�2dx+ "2u

2
x (L) ; t � 0;

(21)

où

C("2) =
h
d21
4"2
(1 + L) + �

i
:

Preuve. La dérivation de (20) donne

I
0
2(t) =

R L
0

�R x
0
[�qx � �utx] dy

�
utdx

+
R L
0

�R x
0
� (t; y) dy

� �
d1
�
ux +

1
2
(wx)

2�
x
� ��x

�
dx

= ��
R L
0
u2tdx�

R


qutdx+ �

R


�2dx

�d1
R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2� �dx+ d1

�R L
0
�dx

�
ux (L) :

En rappelant l�inégalité de Young, nous obtenons,

�
R L
0
qutdx � �

2

R L
0
u2tdx+

1
2�

R L
0
q2dx ;
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de même, pour tout "2 > 0;

d1

�R L
0
�dx

�
ux (L) � "2u

2
x (L) +

d21L

4"2

R L
0
�2dx ;

�d1
R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2� �dx � "2
R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�2 dx+ d21
4"2

R L
0
�2dx:

La relation (21) est obtenue en utilisant les équations ci-dessus.

Lemme 2.3.4 Soit (w; u; �; q) solution du système (1)-(3). Alors la fonctionnelle I3;

dé�nie par

I3 (t) =
R L
0

�R x
0
q (t; y) dy

�
�dx; t � 0 ; (22)

satisfait pour "3 > 0 l�estimation

I
0
3(t) � �

R L
0
�2dx+ "3

R L
0
u2xdx+ C1 ("3)

R L
0
q2dx; t � 0 ; (23)

où

C1("2) =
�
1 + �2

4"3
+ 
2

2
(L+ 1)

�
:

Preuve. La dérivation de (22) donne

I
0
3(t) =

R L
0

�R x
0
[�
2q � �x] dy

�
�dx+

R L
0

�R x
0
q (t; y) dy

�
[�qx � �utx] dx

�
2
R L
0

�R x
0
q (t; y) dy

�
qdx�

R L
0
�2dx+

R L
0
q2dx+ �

R L
0
qudx:

Par conséquent, d�après l�inégalité de Young, on obtient

I
0
3(t) � �

R L
0
�2dx+ "3

R L
0
u2xdx+ C1 ("3)

R L
0
q2dx; t � 0 ;

d�où le résultat désiré.

A�n d�éliminer les termes de frontière apparaissant dans (23); nous exploitons la fonc-

tion

m(x) = 2� 4
L
x; �m(0) = m(L) = �2:
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2.3. Décroissance exponentielle du système

Maintenant, dé�nissons la fonctionnelle suivante

I4(t) =
R L
0
utmuxdx+

R L
0
wtmwxdx�

R L
0
(� + �ux)mqdx; t � 0: (24)

Lemme 2.3.5 La fonctionnelle I4(t) ainsi que la solution du système (1)-(3), satisfait

l�estimation

I 04(t) � �d1 [u2x (L) + u2x (0)] +
�
2d1
L
+ "2

� R L
0
u2xdx

+ 2
L

R L
0
u2tdx+

�
2
L
+ 
1

� R L
0
w2t dx+ 
1

R L
0
w2xdx

+8d1
L

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

�2
dx+ 6d2

L

R L
0
w2xxdx

+
�

2 +


22�
2

4"2

� R L
0
q2dx+ 
2

R L
0
�2dx; t � 0:

(25)

Preuve. Dérivons (24) en utilisant la deuxième equation de (1) et l�intégration par partie

sur (0; L) ; conduisent à

d
dt

R


utmuxdx = d1

R L
0
uxxmuxdx+ d1

R L
0
wxwxxmuxdx

��
R L
0
�xmuxdx+

R L
0
utmutxdx

= d1
2
[mu2x]

x=L
x=0 � d1

2

R L
0
mxu

2
xdx+ d1

R L
0
wxwxxmuxdx

��
R L
0
�xmuxdx� 1

2

R L
0
mxu

2
tdx

= �d1 [u2x (L) + u2x (0)] +
2d1
L

R L
0
u2xdx+ d1

R L
0
wxwxxmuxdx

��
R L
0
�xmuxdx+

2
L

R L
0
u2tdx:

(26)
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De même, en utilisant la première équation de (1), nous avons

d
dt

R


wtmwxdx = �
1

R L
0
wtmwxdx+ d1

R L
0

��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�xmwxdx
�d2

R L
0
wxxxxmwxdx+

R L
0
wtmwtxdx;

= �
1
R L
0
wtmwxdx� d1

R L
0

��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�mxwxdx

�d1
R L
0

��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�mwxxdx+ d2
R L
0
wxxxmxwxdx

+d2
R L
0
wxxxmwxxdx� 1

2

R L
0
mxw

2
t dx;

= �
1
R L
0
wtmwxdx+

4d1
L

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�w2xdx
�d1

R L
0
wxwxxmuxdx� d1

2

R L
0
w2xwxmwxxdx

�4d2
L

R L
0
wxxxwxdx+ d2

R L
0
wxxxmwxxdx+

2
L

R L
0
w2t dx

= �
1
R L
0
wtmwxdx+

4d1
L

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�w2xdx
�d1

R L
0
wxwxxmuxdx� d1

4

R L
0
w2xq

�
(wx)

2�
x
dx+ 4d2

L

R L
0
w2xxdx

�d2 [w2xx(L) + w2xx(0)] +
2d2
L

R L
0
w2xxdx+

2
L

R L
0
w2t dx;

� �
1
R L
0
wtmwxdx+

4d1
L

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�w2xdx
�d1

R L
0
wxwxxmuxdx� d1

2L

R L
0
w2xdx+

6d2
L

R L
0
w2xxdx+

2
L

R L
0
w2t dx;

de plus,

� d
dt

R L
0
(� + �ux)mqdx = �

R L
0
(�t + �utx)mqdx�

R L
0
(� + �ux)mqtdx

=
R L
0
qxmqdx�

R L
0
(� + �ux)m (�
2q � �x) dx

=
R L
0
qxmqdx+ 
2

R L
0
�mqdx+

R L
0
�m�xdx

+
2�
R L
0
qmuxdx+ �

R L
0
�xmuxdx

= +1
2

R L
0
mxq

2dx+ 
2
R L
0
�mqdx+ 1

2

R L
0
mx�

2dx

+
2�
R L
0
qmuxdx+ �

R L
0
�xmuxdx

= � 2
L

R L
0
q2dx+ 
2

R L
0
�mqdx� 2

L

R L
0
�2dx

+
2�
R L
0
qmuxdx+ �

R L
0
�xmuxdx

� 
2
R L
0
�mqdx+ 
2�

R L
0
qmuxdx+ �

R L
0
�xmuxdx;
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2.3. Décroissance exponentielle du système

en utilisant l�inégalité de Young, nous trouvons

d
dt

R L
0
wtqwxdx �

�
2
L
+ 
1

� R L
0
w2t dx+ 
1

R L
0
w2xdx

+8d1
L

R L
0

�
ux +

1
2
(wx)

2�2 dx� d1
R L
0
wxwxxquxdx+

6d2
L

R L
0
w2xxdx;

(27)

et
� d
dt

R L
0
(� + �ux)mqdx �

R L
0
u2xdx+

�

2 +


22�
2

4

� R L
0
q2dx

+
2
R L
0
�2dx+ �

R L
0
�xmuxdx:

(28)

En sommant (26), (27) et (28), nous obtenons (25):

Maintenant, nous somme en mesure de prouver le résultat principal de ce travail.

D�abord, nous introduisons la fonctionnelle de Lyapunov

F (t) = NE(t) + I1 +N1I2 +N2I3 + "2I4: (29)

Théorème 2.3.1 Soit (u; w; �; q) une solution de (1)-(3) pour les données initiales dans

@: Alors, l�energie E(t) décroit exponentiellement, c�est-à-dire qu�il existe deux constantes

positives C et d indépendantes des données initiales de telle sorte que

E(t) � CE(0)e�dt; 8t � 0: (30)

Preuve. En tenant compte (16); (19); (21); (23); (25) et de la relation

R L
0
u2xdx =

R L
0

�
u2x +

1
2
(w2x)� 1

2
(w2x)

�
dx

� 2
R L
0

�
ux +

1
2
(w2x)

�2
dx+ 1

2

R L
0
w2xdx

� 2
R L
0

�
ux +

1
2
(w2x)

�2
dx+ L

4

R L
0
w2xxdx;
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pourN1 =

1
�
; nous obtenons

F
0
(t) � �

�
N
1 �


1
8
�
�
2
L
+ 
1

�
"2
� R L

0
w2t dx

�
�
�N1
2
� 
1

4
� 2"2

L

� R L
0
u2tdx

�
h
N2 � �2
1

16"1
�N1C("2)� 
2"2

i R L
0
�2dx

�
h
N
2 � �N1

2
�N2C1 ("3)�

�

2 +


22�
2

4"2

�
"2

i R L
0
q2dx

�
h
d2
2
� 
1"1L

16
�
�
6d2
L
+ 
1 +

L
4

�
2d1
L
+ 1
��
"2 � LN2"3

4

i R L
0
w2xxdx

�
�
d1 � 
1"1

2
�
�
N1 + 2

�
2d1
L
+ 1
�
+ 8d1

L

�
"2 � 2N2"3

� R L
0

�
ux +

1
2
(w2x)

�2
dx:

(31)

A ce point, nous imposons les restrictions suivantes sur les coe¢ cients. D�abord, nous

choisissons

"2 < min

0@ L
1
16
; d2
16

�
6d2
L
+ 
1 +

L
4

�
2d1
L
+ 1
���1

d1
16

�
N1 + 2

�
2d1
L
+ 1
�
+ 8d1

L

��1
1A ;

et, nous prenons "1 assez petit tel que

"1 < 16
1min
�
d2
L
; d1

�
:

Ensuite, nous sélectionnons N2 assez grand pour que

N2 >
�2
1
16"1

+ 
1
�
C("2) + 
2"2 :

En�n, nous choisissons N assez grand pour que

N > max

0@ 
�11
�
1
8
+
�
2
L
+ 
1

�
"2
�
;


�12

h
�N1
2
+N2C1 ("3) +

�

2 +


22�
2

4"2

�
"2

i
1A :

Par conséquent, (31) prend la forme

F
0
(t) � ��

R L
0

h
w2t + u2t + �2 + q2 + d2w

2
xx + d1

�
ux +

1
2
(wx)

2�2i dx
� �CE(t)

(32)

pour certaines constantes spositives �, C.
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2.3. Décroissance exponentielle du système

En conbinant (32) et le coté droit de la relation (17), nous concluons que

F
0
(t) � �dF (t); 8t � 0 ; (33)

pour une certaine constante d positive.

Ensuite, par une simple intégration de (33) nous obtenons

F (t) � F (0)e�dt; 8t � 0 : (34)

On utilise une deuxième fois l�équivalence de E � F; on obtient

E(t) � CE(0)e�dt; 8t � 0:

D�où le résultat désiré.
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CHAPITRE

3 Stabilité générale d�un

système non linéaire de

type Timoshenko avec

e¤ets viscoélastique et de

frictions

3.1 Position du problème

De nombreuses structures dans plusieurs domaines de l�ingénierie sont formées par

une seule ou un grand nombre de poutres. Il existe di¤érents modèles pour ces poutres

en fonction de leur nature et leur type de vibration ; le modèle complet de von Kármán

est adapté aux déplacements transversaux ainsi qu�aux déplacements longitudinaux des

corps élancés vibrants à grande déformation.

Dans [14; 16] Lagnese à considérè le système suivant de von Kármán

�Autt �
�
EA

�
ux +

1
2
w2x
��
x
= 0; 0 < x < L; t � 0;

�Awtt �
�
EA

�
ux +

1
2
w2x
�
wx
�
x
+ (EIwxx)xx = 0; 0 < x < L; t � 0;

(1)
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3.1. Position du problème

avec des conditions aux limites appropriées et des données initiales, où E est le module

de Young, A est la section transversale du faisceau, L est la longueur du faisceau, �A

représente le poids par unité de longueur et EI est la rigidité du faisceau. Plus tard, de

nombreux résultats liés au système (1) sur l�existence et la stabilité ont été obtenus en

introduisant plusieurs contrôles dont la plupart sont des amortisseurs internes et / ou

limitrophes. voir Benabdallah et Lasiecka[3], Favini et Horn [7], Lasiecka [17; 18], Horn

et Lasiecka[9; 10], Lagnese [12; 13], Lagnese et Leugering [15], Puel et Tucsnak[29], Perla

Menzala et Zuazua [28] et les références qui s�y trouvent.

Benabdallah et Teniou [4] ont étudié un autre type de dissipation qui se produit par

des e¤ets thermiques, ils ont prouvé la décroissance exponentielle du système en couplant

le système avec deux équations de chaleur, une pour la composante longitudinale et une

pour la composante transversale. Selon la théorie de Green et Naghdi, Djebabla et Tatar

[5], ont étudié récemment le système unidimensionnel de von Kàrmàn en couplant le

système avec une seule équation de la chaleur ; exactement ils ont considérè le système

suivant

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

utt �D1

�
ux +

1
2
w2x
�
x
+ 
�tx = 0; (0; L)� (0; 1) ;

wtt +K1wt �D1

��
ux +

1
2
w2x
�
wx
�
x
+D2wxxxx = 0; (0; L)� (0; 1) ;

�tt � l�xx +K1�t + 
utx = 0; (0; L)� (0; 1) ;

u(x; t) = w(x; t) = wx(x; t) = �x(x; t) = 0; x 2 (0; L) ;

u(:; 0) = u0 = ut(:; 0) = u1; w(:; 0) = w0; t 2 (0; 1) ;

wt(:; 0) = w1; �(:; 0) = �0; �t(:; 0) = �1; t 2 (0; 1) :

(2)

Ils ont prouvé que l�énergie associée à (2) décroît exponentiellement lorsque t tend vers

l�in�ni.

D�autre part, Andrade [1] a discuté la décoissance d�énergie des solutions pour le

problème suivant

u
00
+�2u� div

�
jrujp�2ru

�
+ �(t)

R t
0
g (t� s)�u(s)ds��u0 = 0; (3)
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avec diverses conditions aux limites. Ils ont montré l�existence et la décroissance exponen-

tielle des solutions dans la norme d�énergie pour le cas �(t) = 1, à condition que

g
0
(t) � ��g(t); pour certains � > 0 : (4)

S. Hye Park [33] a considéré le même problème pour le cas �(t) > 0: Il a établi une

estimation générale de la décroissance de l�énergie, qui dépend du comportement de � et

g, c�est-à-dire ; pour tous t � 0 :

g
0
(t) � �� (t) g(t); lim

t!1
��0 (t)
�(t)�(t)

= 0; et 1
2
� 2�(t)

�1

R t
0
g (s) ds � l > 0; (5)

Dans le présent travail, nous nous intéressons au modèle mathématique unidimension-

nel de la poutre non linéaire de longueur L > 0 �xée aux points des extrémités8>>><>>>:
�1�tt � b�xx + k (�+  x) + �(t)

R t
0
g (t� s)�xx (s) ds = 0; dans Q;

�2  tt � k (�+  x)x � k1
�
 x
�
�x +

1
2
 2x
��
x
+ � xxxx + � t = 0; dans Q;

�2 �tt � k1
�
�x +

1
2
 2x
�
x
+ 
�t = 0; dans Q;

(6)

avec des conditions aux limites et des conditions initiales8<: � (0; �) = � (1; �) =  (0; �) =  (1; �) = 0; t � 0;

 x (0; �) =  x (1; �) = �x (0; �) = �x (1; �) = 0; t � 0;
(7)

8<: � (�; 0) = �0; �t (�; 0) = �1;  (�; 0) =  0; x 2 (0; 1) ;

 t (�; 0) =  1; � (�; 0) = �0; �t (�; 0) = �1, x 2 (0; 1) ;

où Q = 
 � (0; T ) et 
 = (0; 1) est le segment occupé par le faisceau. Les inconnues

� (x; t) ;  (x; t) et � (x; t) représentent, respectivement, l�angle de rotation, le déplace-

ment vertical et le déplacement longitudinal, � et g sont des fonctions positives décrois-

santes dé�nies sur R+ et les coe¢ cients �1; �2; k; k1; �; 
 et b sont des constantes posi-

tives.
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3.1. Position du problème

Nous considérons les conditions suivantes sur la fonction de relaxation g et le potentiel

�, nous supposons :

(H1) g; � : R+ ! R+ sont des fonctions di¤érentiables telles que

g(0) > 0; b� �(t)
R1
0
g(s)ds � � > 0; (8)

(H2) Il existe une fonction di¤érentiable et décroissante � : R+ ! R+ satisfaisant

�(t) > 0; g0(t) � �� (t) g(t) et lim
t!1

��0(t)
�(t)�(t)

= 0: (9)

Notez que (H1) et (H2) impliquent lim
t!1

�0(t)
�(t)

= 0;

à partir de la troisième équation de (6) et les conditions aux limites (7), il s�ensuit que

d2

dt2

R 1
0
�(x; t)dx+ 


�2

d
dt

R 1
0
�(x; t)dx = 0; (10)

Donc, en résolvant (10) et en utilisant les conditions initiales de �, nous obtenons

R 1
0
�(x; t)dx =

R 1
0
�0(x)dx+

�2



�
1� e

� 

�2
t
� R 1

0
�1(x)dx;

par conséquent, si nous �xons :

�(x; t) =
R 1
0
�(x; t)dx�

R 1
0
�0(x)dx�

�2



�
1� e

� 

�2
t
� R 1

0
�1(x)dx;

ceci implique R 1
0
�(x; t)dx = 0; t � 0

et (�;  ; �) véri�e les mêmes équations dans(6)-(7). Alors dans ce qui suit, on va travailler

avec � mais on les considère comme �.
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Proposition 3.1.1 Si (�0; �1;  0;  1; �0; �1) 2 @; supposons que (H1) et (H2) sont satis-

faits. Alors le problème (6)-(7) a une solution globale unique dans la classe

f�;  ; �g 2 C0 ([0; 1); H1
0 (0; L)�H2

0 (0; L)� V ) \ C1
�
[0; 1); [L2 (0; L)]2 �H

�
;

où
@ = H1

0 (0; L)� L2 (0; L)�H2
0 (0; L)� L2 (0; L)� V �H;

V = H1 (0; L) \H et H =
n
v 2 L2 (0; L) ;

R L
0
v (x) dx = 0

o
:

3.2 Décroissance exponentielle du système

Dans cette section, nous commençons par introduire certaines fonctionnelles et établir

quelques lemmes pour prouver le résultat de la stabilitè générale pour le système non

linéaire (6)-(7).

Lemme 3.2.1 Soit (�;  ; �) la solution du problème (6)-(7). Alors, l�énergie associé au

problème est dé�nie par

E(t) = 1
2

R 1
0

�
�1�

2
t + �2  

2
t + �2 �

2
t + k (�+  x)

2 + � 2xx

+k1
�
�x +

1
2
 x

2
�2
+
�
b� �(t)

R t
0
g (�) d�

�
�2x

i
dx

+�(t) (go�x) ; t � 0;

(11)

satisfait l�estimation

E 0 (t) � �

R 1
0
�2tdx� �

R 1
0
 2tdx�

�0(t)
2

�R t
0
g(s)ds

� R 1
0
�2xdx

+�(t)
2
g
0
o�x;

(12)

où

(go�x) (x) =
R t
0
g(t� s) (�x (t)� �x (s))

2 ds:

Preuve. En multipliant les equations du problème (6) respectivement par �t,  t et �t,

puis utilisant l�intégration par partie sur (0; 1), ainsi que les conditions aux limites, nous
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3.2. Décroissance exponentielle du système

obtenons
1
2
d
dt

R 1
0

�
�1�

2
t + �2  

2
t + �2 �

2
t + k (�+  x)

2 + � 2xx

+k1
�
�x +

1
2
 x

2
�2
+ b�2xdx� �tx

R t
0
g(t� s)�x (s) ds

i
dx

= �

R 1
0
�2tdx� �

R 1
0
 2tdx:

(13)

Maintenant, nous estimons le dernier terme dans la partie gauche de la dernière identité

(13)

�
R 1
0
�tx
R t
0
g(t� s)�x (s) dsdx =

R 1
0
�tx
R t
0
g(t� s) (�x (t)� �x (s)) dsdx

+
R t
0
g(s)

R 1
0
�tx�xdxds

= 1
2
d
dt
go�x � 1

2
d
dt

R t
0
g(s)ds

R 1
0
�2xdx

�1
2
g0o�x +

1
2
g(s)

R 1
0
�2xdx:

(14)

Le résultat s�en déduit d�aprés la substitution de (14) dans (13), et en tenant compte (11).

Lemme 3.2.2 La fonctionnelle I1 dé�nie par

I1 (t) =
R 1
0

��1
2
�t�+ �2�t� +

�2
2
 t +

�
4
 2 + 


2
�2
�
dx; t � 0 (15)

véri�e, pour toute solution du système (6)-(7), l�éstimation suivante

I 01 (t) � ��
2

R 1
0
 2xxdx� �

2

R 1
0
�2xdx � k1

R 1
0

�
�x +

1
2
 2x
�2
dx

�k
2

R 1
0
(�+  x)

2 dx+ �1
2

R 1
0
�2tdx+

�2
2

R 1
0
 2tdx

+�2
R 1
0
�2tdx+

�
g �(t)
2�

(go�x) :

(16)

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I1 et en utilisant la première, deuxième et la troi-

sième équation du système (6) et en intégrant par partie sur (0; 1) ; nous obtenons

I 01 (t) = �1
2

R 1
0
�2tdx� b

2

R 1
0
�2xdx+

�2
2

R 1
0
 2tdx� �

2

R 1
0
 2xxdx

+�2
R 1
0
�2tdx � k

2

R 1
0
(�+  x)

2 dx� k1
R 1
0

�
�x +

1
2
 2x
�2
dx

+�(t)
2

R t
0
g (�) d�

R 1
0
�2xdx�

�(t)
2

R 1
0
�x (g��x) dx:
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Ainsi, par l�application de l�inégalité de Young, nous aurons pour tout �1 > 0;

��(t)
2

R 1
0
�x (g��x) dx � �1�(t)

2

R 1
0
�2xdx+

�(t)
8�1

R t
0
g (�) d� (go�x)

� �1�(0)
2

R 1
0
�2xdx+

�(0)g
8�1

(go�x) :

La relation (16) est établie, en combinant l�estimation ci-dessus et en prenant �1 =
�

2�(0)
.

Lemme 3.2.3 La fonctionnelle I2 dé�nie par

I2 (t) = ��1
R 1
0
�t (g��x) dx; t � 0 (17)

véri�e pour toute solution du système (6)-(7) et pour tout " > 0 l�éstimation suivante

I 02 (t) � ��1g0
2

R 1
0
�2tdx+ C1"

R 1
0
�2xdx+ k"

R 1
0
(�+  x)

2 dx

+C2 (")�(t) (go�x)�
�1g(0)
2g0

Cp (g
0o�x) ;

(18)

où Cp est la constante de Poincaré, g0 =
R t
0
g (�) d� ; C1 = b+ �(t)g2;

et C2 (") =
�
g

4

��
"+ 1

2"

�
4�(t) + b

"
+ k

"

�
:

Preuve. En multipliant la première équation du système (6)-(7) par (g}�) ; puis par une

intégration par partie sur (0; 1);on obtient

I 02 (t) = ��1
R 1
0
�t (g}�)t dx�

R 1
0
[b�xx � k (�+  x)� �(t) (g � �xx)] (g}�) dx

= �
�
�1
R t
0
g (�) d�

� R 1
0
�2tdx� �1

R 1
0
�t
�
g
0}�

�
dx+ b

R 1
0
�x (g}�x) dx

��(t)
R 1
0

�R t
0
g (t� s)�x (s) ds

�
(g}�x) dx+ k

R 1
0
(�+  x) (g}�) dx:

(19)

Maintenant, nous estimons les termes de cette dernière identité, en utilisant les inéga-

lités de Young, Cauchy-Schwarz et Poincaré.
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3.2. Décroissance exponentielle du système

Ainsi, on obtient, pour tout �2 > 0

��1
R 1
0
�t
�
g
0}�

�
dx � �2

R 1
0
�2tdx+

�21
4�2

R t
0
�g0 (�) d�

R 1
0

�
�g0o�

�
dx

� �2
R 1
0
�2tdx+

�21
4�2
g (0)

R 1
0

�
�g0o�

�
dx

� �2
R 1
0
�2tdx�

�21
4�2
g (0)Cp

R 1
0

�
g
0
o�x
�
dx:

(20)

De même, nous avons pour tout

b
R 1
0
�x (g}�x) dx � "b

R 1
0
�2xdx+

b
4"
g
R 1
0
(go�x) dx; (21)

et

k
R 1
0
(�+  x) (g}�) dx � "k

R 1
0
(�+  x)

2 dx+ kg
4"
Cp (go�x) : (22)

Finalement

�(t)
R 1
0

�R t
0
g (t� s)�x (s) ds

�
(g}�x) dx � �(t)"

2

R 1
0

�R t
0
g (t� s) (�x (t)� �x (s)� �x (t)) ds

�2
dx

+�(t)
2"

R 1
0
(g��x)2 dx

� �(t)
�R t

0
g (�) d�

�2 R 1
0
�2xdx

+
�
"+ 1

2"

�
�(t)

R t
0
g (�) d�

R 1
0
(go�x) dx:

(23)

Puisque la fonction g est positive, continue et g(0) > 0, alors, pour tout t � t0 > 0, nous

avons R t
0
g (s) ds �

R t0
0
g (s) ds = g0:

En substituant (20) et (23) dans (19), on obtient

I 02 (t) � �2
R 1
0
�2tdx�

�21g(0)

4�2

�
g
0
o�x
�
+ "b

R 1
0
�2xdx

+ bg
4"
(go�x) + "k

R 1
0
(�+  x)

2 dx+ kg
4"
(go�x)

+�(0)g2
R 1
0
�2xdx+

�
"+ 1

2"

�
�(0)g (go�x) :

La relation (18) s�en déduit en prenant �2 =
�1g0
2
.
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Maintenant, pour établir le rèsultat principal de ce travail, on introduit la fonctionnelle

de Lyapunov

F (t) = NE(t) + I1(t) +N1I2(t); 8 t � 0: (24)

Théorème 3.2.1 Etant donné f�0;  0; �0; �1;  1; �1g 2 @; supposons que (H1) et (H2)

sont véri�ées . Alors il existe deux constantes positives c0 et c1; telles que l�énergie du

système (6)-(7) véri�e

E(t) � c0e
�c1

R t
t0
�(s) �(s)ds

; 8t � t0: (25)

Preuve. En tenant compte les relations (12); (16); (18), nous obtenons

F 0(t) � ��(t) (N
 � �2)
R 1
0
�2tdx�

�
�N � �2

2

� R 1
0
 2tdx

��
2

R 1
0
 2xxdx�

�
�
2
+ �0(t)Ng0

2
� C1N1"

� R 1
0
�2xdx

�K1

R 1
0

�
�x +

1
2
 2x
�2
dx�

�
k
2
� k"N1

� R 1
0
(�+  x)

2 dx

�
�
�1g0N1
2

� �1
2

� R 1
0
�2tdx+

�
�(t)N
2
� �1g(0)

2g0
N1

� �
g
0
o�x
�

+

�
C2 (")�(t)N1 +

�
g�(t)
2�

�
(go�x) :

Notant que d�aprés l�hypothèse

�(t)
�(0)

� 1 et lim
t!1

�0(t)
�(t)

= 0:

nous avons

F 0(t) � ��(t)
�
N

�(0)

� �2
�(0)

� R 1
0
�2tdx� �(t)

�
�N
�(0)

� �2
2�(0)

� R 1
0
 2tdx

��(t) �
2�(0)

R 1
0
 2xxdx� �(t)

�
N �0(t)
2�(t)

g0 +
�

2�(0)
� C1N1"

�(0)

� R 1
0
�2xdx

��(t) k1
�(0)

R 1
0

�
�x +

1
2
 2x
�2
dx� �(t)

�
k

2�(0)
� kN1

�(0)
"
� R 1

0
(�+  x)

2 dx

��(t)
�
�1g0N1
2�(0)

� �1
2�(0)

� R 1
0
�2tdx+ �(t)

�
N
2
� �1g(0)

2g0�(0)
CpN1

�
g
0
o�x

+�(t)

�
C2 (")N1 +

�
g �(0)
2�

�
(go�x) :

(26)
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3.2. Décroissance exponentielle du système

Maintenant, nous devons choisir les coe¢ cients "; N1 and N d�une manière approprièe.

Tout d�abord, nous choisissons " assez petit pour que

" < �
2C1N1

;

ensuite, nous sélectionnons N1 assez grand pour que

N1 >
1
g0
:

En�n, nous choisisson N assez grand pour

N �0(t)
2�(t)

g0 +
�

2�(0)
� C1N1" > 0;

N �
�(0)

� �2
2�(0)

> 0;

N 

�(0)

� �2
�(0)

> 0;

N > max
�
2�(t)
�0(t)g0

h
C1N1"� �

2�(0)

i
; �2
2�(0)

; �2


; �1
g0 �(0)

g (0)CpN1

�
:

En utilisant lim
t!1

�
0
(t)

�(t)
= 0, alors (26) devient

F
0
(t) � �C1�(t)E(t) + C2�(t)

R 1
0
(go�x) dx; 8t � t0; (27)

Pour certaines constantes positives �1 et �2; nous avons

�2E(t) � F (t) � �1E(t); 8 t � 0: (28)

En multipliant (27) par � (t) et en utilisant les hypothèses(H1), (H2) et la relation (12);

on arrive à

� (t)F 0(t) � �C1� (t) � (t)E(t) + C2�(t)� (t) go�x

� �C1� (t) � (t)E(t)� C2�(t)g
0o�x

� �C1� (t) � (t)E(t)

+C2(�2E 0(t)� �0(t)g0
R 1
0
�2xdx� 2


R 1
0
�2tdx� 2�

R 1
0
 2tdx);
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qu�on écrit

d
dt
(� (t)F (t) + 2C2E(t))� �

0
(t)F (t) � �C1� (t) � (t)E(t)� C2�

0(t)g0
R 1
0
�2xdx

�2
C2
R 1
0
�2tdx� 2�C2

R 1
0
 2tdx:

(29)

En utilisant le fait que �0 (t) � 0 et la relation (11); l�estimatin (29) prend la forme

d
dt
(� (t)F (t) + 2C2E(t)) � �C1� (t) � (t)E(t)� 2C2

�
�0(t)g0E(t)� 4C2E(t)

� �� (t) � (t)
�
C1 +

4C2
�(t)�(t)

+ 2C2�0(t)g0
��(t)�(t)

�
E(t); 8t � t0:

Puisque lim
t!1

��0(t)
�(t)�(t)

= 0; on peut choisir t1 � t0 tel que

d
dt
(� (t)F (t) + 2C2E(t)) � � (C1�(t)� (t) + 4C2)E(t); 8t � t1:

Ainsi, en notant que L(t) = � (t)F (t) + 2C2E(t) et C3 = 4C2, nous obtenons

L0(t) � (�C1�(t)� (t)� C3)E(t)

� �C1�(t)� (t)E(t); 8t � t1:

Puisque � (t) est une fonction positive non croissante, alors on peut observer que L(t) est

équivalent à E(t). Par la suite, il s�ensuit que

L0(t) � �!�(t)� (t)L(t); 8t � t1; (30)

où ! une constante positive.

Il est facile de voir par intégration sur (t1; t) de (30) on obtient

L(t) � L (t1) e
�!

R t
t1
�(s)�(s)ds

; 8t � t1;

le fait que L(t); F (t) et E(t) sont équivalents, on aboutit à

E(t) � !0e
�!

R t
t1
�(s)�(s)ds

; 8t � t1:
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3.2. Décroissance exponentielle du système

En�n, pour une constante positive !0 alors, en vertu de la continuité et de la limite de

E(t) dans l�intervalle (0; t1), d�où le résultat.
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CHAPITRE

4 Stabilité exponentielle

d�un système linéaire

thermoélastique avec

e¤ets micro-température

et thermal

4.1 Position du problème

L�évolution au cours du temps de nombreux phénomènes, biologique, économique ou

mécanique est modélisée par des équations aux dérivées partielles. Dans le domaine de

l�ingénierie, le phénomène indésirable des vibrations apparait pratiquement dans toutes

les structures mécaniques a attiré l�attention de plusieurs chercheurs. Pour cela, ont été

employés des amortissements de friction forts, faibles et viscoélastiques pour éliminer ces

vibrations.
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4.1. Position du problème

Dans cet article, nous considérons le système thermoélastique linéaire suivant8>>>>>><>>>>>>:

�1utt � k (ux + ')x + 
�x = 0; dans (0; 1)� (0;1)

�2'tt � �'xx + k (ux + ') + dwx �m� = 0; dans (0; 1)� (0;1)

�3�t � l�xx + 
utx +m't + k1wx = 0; dans (0; 1)� (0;1)

�4wt � k2wxx + k1�x + d'tx = 0; dans (0; 1)� (0;1) :

(1)

où �1; �2; �3; �4; �; 
; l;m; d; k; k1 et k2 sont des constantes positives. Le système (1) décrit

un problème thermoélastique poreux. Ici, u (x; t) est le déplacement transversal, ' (x; t) le

déplacement vertical, � (x; t) la di¤érence en température et w (x; t) la micro-température.

Notant que le concept de micro-température était juste utilisé dans la théorie de la thermo-

dynamique pour les matériaux élastiques avec micro-structure.

En plus des micro-déformations de la corde, les micro-éléments subbissent des e¤ets

micro-températures qui représentent la variation de la température dans un micro-volume.

Ainsi nous complétons le système (1) avec des conditions aux limites et des conditions

initiales 8>>>>>><>>>>>>:

u (0; t) = u (1; t) = 'x (0; t) = 'x (1; t) = 0 t > 0

�x (0; t) = �x (1; t) = w (0; t) = w (1; t) = 0 t > 0

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; ' (x; 0) = '0 (x) ; x 2 (0; 1)

't (x; 0) = '1 (x) ; w (x; 0) = w0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; x 2 (0; 1) ;

(2)

où u0; u1; '0; '1; w0; �0 sont des fonctions données.

Dans ces dernières années, un grand e¤ort a été consacré à l�obtention d�une stabilité

exponentielle de solutions en thermoélasticité classique et de nombreux résultats de sta-

bilité ont été établi. Par exemple, dans [31] Muñoz Rivera a considéré le système suivant8<: utt � �uxx + ��x = 0 dans (0; l)� (0; T )

�t � 
�xx + �utx = 0 dans (0; l)� (0; T ) ;

où u est le déplacement transversal d�une chaîne de longueur l et � est la di¤érence

en température. Il a présenté une nouvelle preuve, beaucoup plus élémentaire que celle

51



donnée par Hansen [8], ensuite il a prouvé que l�amortissement de la chaleur est assez fort

pour stabiliser exponentiellement le système.

Ce système poreux unidimensionnel8<: �0utt = �uxx + �'x dans (0; l)� (0; T )

�0k'tt = �'xx � �ux � �'t � �' dans (0; l)� (0; T ) ;

a été étudié par de nombreux chercheurs. La première contribution dans cette direction

était en 2003 par Quintanilla [24]. L�auteur a analysé le système ci-dessus dans un domaine

borné avec des conditions initiales et des conditions aux limites mixtes et a montré que

l�amortissement dans l�équation poreuse (��'t) est pas assez fort pour obtenir une dé-

croissance exponentielle. précisément il a prouvé décroissance lente. Casas et Quintanilla

[25] ont considéré un système de la forme

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�0utt � �uxx � b'x � �'x = 0 dans (0; l)� (0; �)

�0k'tt � �'xx + bux � �'t �m� = 0 dans (0; l)� (0; �)

c�t � k�xx + �utx +m't = 0 dans (0; l)� (0; �)

u (x; 0) = u0 (x) ; ' (x; 0) = '0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) dans (0; �)

ut (x; 0) = u1 (x) ; 't (x; 0) = '1 (x) dans (0; �)

u (x; t) = 'x (x; t) = � (x; t) = 0 t � 0;

où � indique le déplacement de la température. Ils ont montré que la présence de la micro-

température et des dissipations poreuses agissant ensemble stabiliser le système de façon

exponentielle. Par contre, pour le cas � = 0 et avec un fort amortissement de la forme 
utxx

agissant du côté droit de la première équation, Magaña et Quintanilla ont montré qu�il

n�est pas assez pour stabiliser le système uniformément. Dans [32], Soufyane a incorporé

un amortissement viscoélastique dans l�équation poreuse avec un e¤et micro-température

et a prouvé que la décoissance est exponentielle (respectivement polynomiale) et la fonc-

tion de relaxation décroît exponentiellement (respectivement polynomialement). Pour le

même système dans [32], un résultat similaire a été également obtenu par Soufyane, avec

l�amortissement par frottement ��'t est remplacé par deux dissipations viscoélastiques
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4.1. Position du problème

de la forme
u(L; t) = �

R t
0
g1(t� s) [�ux(L; s) + b'(L; s)] ds

v(L; t) = ��
R t
0
g2(t� s)'(L; s)ds;

où g1 et g2 sont des fonctions positives décroissantes. Récemment, Messaoudi et Apalara

dans [22] ont considéré un système poreux thermoélastique de type III avec un amortis-

sement viscoélastique8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�1'tt � k ('x +  )x + �x = 0

�2 tt � � xx + k ('x +  )� � +
R t
0
g(t� s) xxds = 0

�3�tt � k�xx � ��txx + �'ttx + � ttx + � tt = 0

' (x; 0) = '0 (x) ; 't (x; 0) = '1 (x) ;  (x; 0) =  0 (x)

 t (x; 0) =  1 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; �t (x; 0) = �1 (x)

' (0; t) = ' (1; t) =  (0; t) =  (1; t) = � (0; t) = � (1; t) = 0;

où ' (x; t) est le déplacement longitudinal,  (x; t) est la fraction volumique, � (x; t) est le

déplacement de température et la fonction de relaxation g : <+ ! <+ est une fonction

décroissante. Ils ont établi une décroissance générale pour le cas où
�
k
�1
= �

�2

�
.

Notre but dans ce travail est d�étudier le système (1)-(2), d�établir un résultat de sta-

bilité exponentielle dans la norme énergétique en utilisant la méthode des multiplicateurs.

Nous énonçons également, sans preuve, un théorème de l�existence et de l�unicité de la so-

lution qui peut être facilement établi par la théorie des semigroupes de manière similaire ;

nous mettons
L2� (0; 1) =

n
w 2 L2 (0; 1) ;

R 1
0
wdx = 0

o
H1
� (0; 1) = H1 (0; 1) \ L2� (0; 1) ;

et introduisons l�espace de Hilbert

@ = H1
0 (0; 1)� L2 (0; 1)�H1

� (0; 1)� L2� (0; 1)� L2� (0; 1)� L2 (0; 1) ;

équipé du produit scalaire

D
U;

_

U
E
@
=
R 1
0

n
�1v

_
v + kux

_
ux + �2'

_
'+ �'x

_
'x + k'

_
'+ �3�

_

� + �4w
_
w
o
dx;
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pour U = (u; v; '; �; �; w)T et
_

U =
�
_
u;
_
v;

�
';

_

�;
_

�;
_
w
�T

:

Alors le système(1)-(2) peut être écrit comme8<: U
0
= AU

U (0) = U0 = (u0; v1; '0; �1; �0; w0)
T ;

(3)

où A est un opérateur linéaire dé�ni par

A

0BBBBBBBBBBBB@

u

v

'

�

�

w

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

v

k
�1
(ux + ')x �



�1
�x

�

�
�2
'xx � k

�2
(ux + ')� d

�2
wx +

m
�2
�

l
�3
�xx � 


�3
vx � m

�3
�+ k

�3
wx

k2
�4
wxx � k1

�4
�x � d

�4
�x

1CCCCCCCCCCCCA
: (4)

Le domaine de A est donné par

D (A)

8<: U 2 @;u;w 2 H2 (0; 1) \H1
0 (0; 1) ;'; � 2 H2 (0; 1) ;

v; � 2 H1 (0; 1) ; 'x = �x = �x = 0; x = 0; 1:

9=;
Clairement, D(A) est dense dans @. Nous avons le résultat de l�existence et de l�unicité

suivant

Théorème 4.1.1 Soit U0 2 @, alors il existe une solution unique U 2 C (<+;@) du

problème

(1)-(2). De plus, si U0 2 D (A), alors U 2 C (<+; D (A)) \ C1 (<+;@).

Preuve. voir [27] :

4.2 Décroissance exponentielle du système

Dans cette section, nous a¢ rmons et prouvons le résultat de stabilité exponentielle

pour le problème (1)-(2), en utilisant la technique des multiplicateurs. Pour atteindre notre
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4.2. Décroissance exponentielle du système

objectif, nous devons construire une fonctionnelle de Lyapunov approprié pour établir une

décroissance exponentielle. Mais d�abord, nous devons justi�er l�application de l�inégalité

de Poincaré pour � et '. A partir de la troisième équation de (1)-(2) et les conditions aux

limites, nous obtenons

d
dt

R 1
0
�dx = �m

�3

d
dt

R 1
0
'dx; 8t � 0;

et donc R 1
0
�dx+ m

�3

R 1
0
'dx =

R 1
0
�0 (x) dx+ m

�3

R 1
0
'0 (x) dx; 8t � 0:

Imposant les conditions suivantes (notons que ces conditions ont été également impo-

sées dans [25]) R 1
0
�0 (x) dx =

R 1
0
'0 (x) dx = 0; (5)

nous obtenons R 1
0
�dx = �m

�3

R 1
0
'dx; 8t � 0:

Maintenant, à partir de la deuxième équation de (1), nous voyons que

�2
d2

dt2

R 1
0
'dx+ k

R 1
0
'dx�m

R 1
0
�dx

= �2
d2

dt2

R 1
0
'dx+

�
k + m2

�3

� R 1
0
'dx = 0;

qui donne

R 1
0
'dx =

�R 1
0
'0 (x) dx

�
cos kt+ 1

k

�R 1
0
'1 (x) dx

�
sin kt

= 1
k

�R 1
0
'1 (x) dx

�
sin kt; 8t � 0;

où k =
q

k
�2
+ m2

�2�3
:

Par conséquent, si nous dé�nissons

_
' (x; t) = ' (x; t)� 1

k

�R 1
0
'1 (x) dx

�
sin kt; t � 0; x 2 [0; t] ;
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et _

� (x; t) = � (x; t)�
R 1
0
� (x; t) dx = � (x; t) + m

�3

R 1
0
' (x; t) dx

= � (x; t) + m
k�3

�R 1
0
'1 (x) dx

�
sin kt; t � 0; x 2 [0; t] ;

nous trouvons R 1
0

_

� (x; t) dx =
R 1
0

_
' (x; t) dx = 0; t � 0; (6)

et
�
u;

_
';

_

�; w
�
satisfait aux mêmes équations dans (1)-(2). Dans ce qui suit, nous allons

travailler avec
_
' et

_

� mais, pour plus de simplicité, nous écrivons ' et � au lieu de
_
' et

_

�:

Lemme 4.2.1 Soit (u; '; �; w) solution du système (1)-(2). Alors la fonctionnelle d�éner-

gie E; dé�nie par

E (t) = 1
2

R 1
0

�
�1u

2
t + �2'

2
t + �1�

2 + �1w
2 + k (ux + ')2 + �'2x

	
dx; (7)

satisfait pour tous t > 0 l�identité

E
0
(t) = �l

R 1
0
�2x � k2

R 1
0
w2x: (8)

Preuve. Multipliant la première équation en (1) par ut, la seconde par 't, la troisième

par �; la quatrième par w ; ensuite en faisant la somme aprés une intégration par partie

sur [0; 1], nous obtenons (8).

Lemme 4.2.2 Soit

I1 (t) = �1
R 1
0
utudx+ �2

R 1
0
't'dx; t � 0; (9)

et soit (u; '; �; w) solution du système (1)-(2). Alors, nous avons pour tout "1 > 0

l�estimation

I
0
1 (t) � �k

R 1
0
(ux + ')2 dx� �

2

R 1
0
'2xdx+ "1

R 1
0
u2xdx+ �1

R 1
0
u2tdx

+�2
R 1
0
'2tdx+

d2

�

R 1
0
w2xdx+

�

2

4"1
+ m2

�

� R 1
0
�2xdx:

(10)
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4.2. Décroissance exponentielle du système

Preuve. La dérivation de (9) donne

I
0
1 (t) = �1

R 1
0
u2tdx+

R 1
0
[k (ux + ')x � 
�x]udx+ �2

R 1
0
'2tdx

+
R 1
0
[�'xx � k (ux + ')� dwx +m�]'dx

= �1
R 1
0
u2tdx�

R 1
0
(ux + ')2 dx+ 


R 1
0
�uxdx+ �2

R 1
0
'2tdx

��
R 1
0
w'xdx+m

R 1
0
�'dx:

La relation (10) est prouvée en appliquant l�inégalité de Young et l�inégalité de Poin-

caré.

Lemme 4.2.3 Soit

I2 (t) = �2�4
R 1
0

�R x
0
w (y; t) dy

�
'tdx; t � 0; (11)

et soit (u; '; �; w) solution du système (1)-(2) . Alors, nous avons pour tout "1 > 0

l�estimation

I
0
2 (t) � ��2d

2

R 1
0
'2tdx+ "1�

R 1
0
'2xdx+ "1k

R 1
0
(ux + ')2 dx

+C2
R 1
0
�2xdx+ C1 ("1)

R 1
0
w2xdx;

(12)

où C1 ("1) =
�2k

2
3

d
+ �24

�
d
�4
+ �

4"1
+ k

4"1
+ m

2�4

�
et C2 =

�2k
2
1

d
+ m�4

2
:

Preuve. En dérivant (11);ensuite en utilisant la deuxième équation et la quatrième du

système (1)-(2) et en intégrant par partie sur (0; 1), nous obtenons

I
0
2 (t) = �2

R 1
0

�R x
0
[k2wxx � k1�x � d'tx] dy

�
'tdx

+�4
R 1
0

�R x
0
w (y; l) dy

�
[�'xx � k (ux + ')� dwx +m�] dx

= �2k2
R 1
0
wx'tdx� �2k1

R 1
0
�'tdx� �2d

R 1
0
'2tdx

+ [�2d't (0) + �2k1� (0)]
R 1
0
'tdx� �4�

R 1
0
w'xdx

��4k
R 1
0

�R x
0
w (y; l) dy

�
(ux + ') dx

+�4d
R 1
0
w2dx+ �4m

R 1
0

�R x
0
w (y; l) dy

�
�dx:
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En utilisant la condition (6), nous obtenons

I
0
2 (t) = ��2d

R 1
0
'2tdx+ �4d

R 1
0
w2dx+ �2k2

R 1
0
wx'tdx� �2k1

R 1
0
�'tdx

��4�
R 1
0
w'xdx� �4k

R 1
0

�R x
0
w (y; l) dy

�
(ux + ') dx

+�4m
R 1
0

�R x
0
w (y; l) dy

�
�dx:

(13)

Grâce à l�inégalité de Young et à l�inégalité de Poincaré, nous avons

�2k2
R 1
0
wx'tdx �

�2d
4

R 1
0
'2tdx+

�2k
2
2

d

R 1
0
w2x; (14)

�2k1
R 1
0
�'tdx �

�2d
4

R 1
0
'2tdx+

�2k
2
1

d

R 1
0
�2x; (15)

��4�
R 1
0
w'xdx � "1�

R 1
0
'2xdx+

�24�

4"1

R 1
0
w2x; (16)

�4m
R 1
0

�R x
0
w (y; t) dy

�
�dx � �4m

2

R 1
0
w2xdx+

�4m
2

R 1
0
�2x; (17)

��4k
R 1
0

�R x
0
w (y; t) dy

�
(ux + ') dx � "1k

R 1
0
(ux + ')2x dx

+
�24k

4"1

R 1
0
w2x;

(18)

En remplaçant les estimations précédentes (14); (18) dans (13); on obtient le résultat

désiré.

Lemme 4.2.4 Soit

I3 (t) = �1�3
R 1
0

�R x
0
� (y; t) dy

�
utdx; t � 0; (19)

et soit (u; '; �; w) solution du système (1)-(2). Alors, nous avons pour tout "2; �1 > 0

l�estimation

I
0
3 (t) � ��1


2
(1� �1)

R 1
0
u2tdx+ "2k

R 1
0
(ux + ')2 dx

+�1m
2

2�1


R 1
0
'2tdx+

�1k
2
1




R 1
0
w2xdx+ C3 ("2)

R 1
0
�2xdx;

(20)
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4.2. Décroissance exponentielle du système

où C3 ("2) =
�1l

2



+

�23k

4"2
+ �3
:

Preuve. En dérivant (20);après en utilisant la première équation et la troisième du sys-

tème (1)-(2) et en intégrant par parties sur (0; 1), nous obtenons

I
0
3 (t) = �1

R 1
0

�R x
0
[l�xx � 
utx �m't + k1wx] dy

�
utdx

+�3
R 1
0

�R x
0
� (y; l) dy

�
[k (ux + ')x � 
�x] dx

= �1l
R 1
0
�xutdx� �1


R 1
0
u2tdx� �1m

R 1
0
('t (y; t) dy)utdx

+�1k1
R 1
0
wutdx+ �3k [ux (1) + ' (1)]

R 1
0
�dx

��3k
R 1
0
� (ux + ') dx� �3


R 1
0
�dx+ �3


R 1
0
�2dx; t � 0:

En utilisant le fait que R 1
0
�dx = 0;

nous obtenons

I
0
3 (t) = ��1


R 1
0
u2tdx+ �1l

R 1
0
�xutdx� �1m

R 1
0
('t (y; t) dy)utdx

+�1k1
R 1
0
wutdx� �3k

R 1
0
� (ux + ') dx+ �3


R 1
0
�2dx; t � 0:

(21)

En vertu de l�inégalité de Young et de l�inégalité de Poincaré

��1m
R 1
0
('t (y; t) dy)utdx �

�1�1

2

R 1
0
u2tdx+

�1m
2

2
�1

R 1
0
'2tdx; (22)

�1l
R 1
0
�xutdx � �1


4

R 1
0
u2tdx+

�1l
2




R 1
0
�2xdx; (23)

�1k1
R 1
0
wutdx � �1


4

R 1
0
u2tdx+

�1k
2
1




R 1
0
w2xdx; (24)

��3k
R 1
0
� (ux + ') dx � "2k

R 1
0
(ux + ')2x dx+

�23k

4"1

R 1
0
w2x: (25)

En remplaçant les estimations précédentes (22)-(25) dans (21); on obtient le résultat

désiré.
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Maintenant, nous sommes en mesure d�établir le résultat principal de cet article. Tout

d�abord, nous dé�nissons la fonctionnelle de Lyapunov

F (t) = NE (t) + I1 (t) +N1I2 (t) +N2I3 (t) ; 8t > 0; (26)

où N; N1 et N2 sont des constantes positives à déterminer. Il est facile de voir que,

pour N assez grand, F et E sont équivalents. Autrement dit, il existe deux constantes

positives �1 et �2 telles que

�1E (t) � F (t) � �1E (t) ; 8t � 0: (27)

Théorème 4.2.1 Soit (u; '; w; �) la solution du problème déterminé par le système (1).

Si les données initiales satisfont la condition (5) ; alors,(u; '; w; �) Décroît d�une manière

exponentielle, c�est-à-dire qu�il existe deux constantes positives C et d1 telles que

E (t) � CE (0) e�d1t; 8t � 0: (28)

Preuve. Prenant en compte (8), (10), (12), (20) et les relations

�
R 1
0
w2xdx � �

R 1
0
w2dx; (29)

R 1
0
u2xdx � 2

R 1
0
(ux + ')2 dx+ 2

R 1
0
'2xdx; (30)

nous avons

F
0
(t) � ��1

R 1
0
w2xdx� �2

R 1
0
�2xdx� �3

R 1
0
'2xdx

��4
R 1
0
(ux + ')2 dx� �5

R 1
0
'2tdx� �6

R 1
0
u2tdx;

(31)
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4.2. Décroissance exponentielle du système

où �i; i = 1; 2; � � � ; 6 sont dé�nis comme suit

�1 = Nk2 � d2

�
�N1C1 ("1)� N2�1k

2
1



;

�2 = Nl �
�

2

4"1
+ m2

�

�
�N1C2 �N2C3 ("2) ;

�3 =
�
2
�N1"1�� 2"1;

�4 = k �N1"1k �N2"2k � 2"1;

�5 =
N1�2d
2
� �2 �

N2�1m
2

2�1

;

�6 =
N2�1

2
(1� �1)� �1:

Maintenant, les termes de(31) deviennent négatifs si nous sélectionnons nos paramètres

de manière appropriée. Tout d�abord, prenons �1 = 1
2
, et choisissons N2 assez grand pour

que

N2 >
4


;

et N1 assez grand pour que

N1 >
2
�2d

�
N2�1m

2



+ �2

�
;

Ensuite, nous sélectionnons "1 assez petit pour que

"1 <
1
4
min

�
�

N1��2 ;
k

N1k�2

�
;

et nous choisissons "2 assez petit tel que

"2 <
1
4N2

:

Finallement, nous choisissons N assez grand pour que (28) reste valable et, de plus

N > max

0@ l�1
h

2

4"1
+ m2

�
+N1C2 +N2C3 ("2)

i
;

k�1
h
d2

�
+N1C1 ("1) +

N2�1k
2
1




i
1A :
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Tous ces choix avec la relation (31) conduisent à

F
0
(t) � �C4

R 1
0

�
u2t + '2t + w2 + �2 + (ux + ')2 + '2x

�
dx

� �C5E (t) ;

pour certaines constantes positives C4 et C5.

En remarquant que E (t) et F (t) sont équivalants, nous déduisons que

F
0
(t) � �d1F (t) ; t � 0; (32)

où d1 = C5
�2
> 0: Une simple intégration de (32) donne

F
0
(t) � F (0) e�d1t; t � 0;

ce qui donne le résultat désiré (28) en utilisant à nouveau l�autre côté de la relation

d�équivalence.
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Conclusion

Dans cette thèse nous avons établi trois résultats essentiels, en premier lieu on s�est

intéressé à l�étude d�un problème non-linéaire. Et ceci, en construisant une nouvelle fonc-

tionnelle de Lyapunov équivalente à la fonctionnelle énergie et qui décroitre d�une manière

exponentielle. Dans la deuxième partie, nous avons étudié la stabilité d�un système de type

Timoshenko non-linéaire amortit par trois dissipations, une de type viscoélastique et deux

autres de type frictions. En appliquant la méthode des multiplicateurs on a démontré la

stabilité générale du système. En�n, dans la dernière partie et qui consiste l�essentiel de

ce travail, nous nous somme intéressé à un système poreux thermoélastique avec deux

dissipations micro-température et thermale. Toujours, en utilisant la méthode d�énergie

on établit un résultat de stabilité exponentielle.
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