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Résumé

Cette thése présente un travail de modélisation mathématique de I'infection par VIH. Ce mo-
déle décrit 'effet du traitement avec des inhibiteurs de la transcriptase inverse. On démontre
qu’il y a une valeur seuil 77 de l'efficacité du médicament 7 telle que si n > 7, I'infection
est éradiquée et si n < 7, le point d’équilibre infecté est globalement asymptotiquement
stable. Lorsque la fonction d’efficacité du médicament 7(t) est périodique, on établit un
seuil, en termes de rayon spectral d’'une matrice, entre la clairance et la persistance de la
maladie. On démontre que la croisement de l'efficacité du médicament ou la durée active
du médicament doit éradiquer I'infection plus rapidement. Nous illustrons nos résultats par
quelques simulations numériques.

On introduit enfin une modification de ce modéle en ajoutant un retard discret. On étudie

Ieffet de cette modification a la stabilité des points d’équilibre.

Mots-Clés : VIH ; point d’équilibre ; persistance ; stabilité ; semiflot ; équations différen-

tielles & retard.



Abstract

This thesis deals with mathematical modeling of VIH infection. This model describes the
effect of treatment with reverse transcriptase inhibitors. We prove that there is a threshold
value 7 of drug efficiency n such that if n > 7, the infection is cleared and if n < 7, the
infectious equilibrium is globally asymptotically stable. When the drug efficiency function 7(¢)
is periodic we establish a threshold, in terms of spectral radius of some matrix, between the
clearance and the persistence of the disease. We prove that the increase of the drug efficiency
or the active duration of drug must clear the infection more quickly. We illustrate our results
by some numerical simulations.

To finish, we introduce a modification of the first model by adding discrete time delay. We
study the effect of this modification on the stability of the equilibrium points.

Keywords : HIV; equilibria ; persistence ; stability ; semiflow ; delay differential equation.
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Quelques notations et définitions

Sauf mention du contraire, nous adopterons les notations suivantes (voir [49]) :
> N : I’ensemble des nombres entiers.
> C : I'ensemble des nombres complexe.
> R : I’ensemble des nombres réels.
>

M, n(K) lespace des matrices & m lignes et n colonnes, a coefficients dans K (K = R ou

Q

)

> M, (K) l'espace des matrices carrés d’ordre n, a coefficients dans K (K = R ou C).

> ARN : L’acide ribonucléique (anglais : RNA).

> ADN : L’acide désoxyribonucléique. I’”ADN est composé de 2 brins d’ARN (anglais :
DNA).

> ARV : antirétroviral, antirétroviraux.

> CD4 ou CD4™" : cellule du systéme immunitaire possédant la protéine CD4 sur sa membrane,
appelée aussi T4, Th (pour T helper), T auxiliaire.

> CDS8 ou CD8" : cellule cytotoxique du systéme immunitaire possédant la protéine CD8
sur sa membrane, appelée aussi T8, Tc ou CTL.

>> copie (~d’ARN) : une copie d’ARN est un brain d’ARN viral mesuré dans le sang. La
charge virale est évaluée en copies/ml (ou cp/ml).

> INTI : Inhibiteur Nucléosidique de la Transcriptase Inverse (anglais : nRTT).

o> INNTTI : Inhibiteur Non Nucléosidique de la Transcriptase Inverse (anglais : nnRTT).

> Intégrase : enzyme responsable de l'intégration de '’ADN viral dans I’ADN de la cellule
infectée.

> IP : Inhibiteur de la Protéase (anglais : PI).

nRTI : Nucleosidic Reverse Transcriptase Inhibitor (frangais : INTT).

nnRTT : Non Nucleosidic Reverse Transcriptase Inhibitor (francais : INNTI).
ONUSIDA : Organisation des Nations Unies sur le SIDA, créée en 1996.

PI : Protease Inhibitor (frangais : IP).

Protéase : enzyme virale responsable de la maturation des pro-virions.

Pro-virion : virus en phase de maturation (ensemble de protéines virales).

v vV V.V VvV VvV V

Reverse Transcriptase Inhibitor.



> SIDA : Syndrome de I'lmmunoDéficience Acquise.

> Thymus : organe responsable de la production et de la maturation des lymphocytes T,
c-a~d des T4, TS.

> Transcriptase Inverse : enzyme responsable de la rétro-transcription de ’ARN viral en
ADN viral.

> UI : Unité Internationale.

> Virion : particule virale.

Remarque : Dans ce lexique, le symbole ~ doit étre substituer par le terme & définir.



Introduction

La lutte contre les infections virales (VIH, VCH, VBH, etc) suit plusieurs axes de
recherche (biologique, pharmaceutique, statistique et modélisation mathématique...). En
particulier, la modélisation des phénomeénes issus de la dynamique des populations conduit
généralement a des modéles mathématiques qui ont joué un roéle important non seulement
dans la compréhension du mécanisme des virus dans le systéme immunitaire, mais également
combler le vide qui existe entre les sciences dures et cette application particuliére de la santé
au niveau de l'aide au diagnostic et a la décision des traitements efficaces pour bloquer
la réplication virale. Le test d’hypothéses spécifiques basées sur des données cliniques est
souvent difficile car les échantillons ne peuvent pas toujours étre prélevés trop fréquemment
sur les patients ou parce que les techniques de détection du virus peuvent ne pas étre précises.
Ceci justifie aussi le role central joué par les modéles mathématiques dans ce domaine de
recherche.

Ces modeéles mathématiques sont représentés par des équations d’évolutions telles par
exemple ordinaires, a retard, aux dérivées partielles, intégrales ou méme stochastiques. Dans
le cas des équations différentielles & retard, le passé exerce une influence sur I’état présent du
modéle c’est ce qu’on appelle la réponse de rétro-action. Mathématiquement cette réponse
s’exprime sous la forme d’un retard discret, continue, distribué ou méme fonctionnel.

Beaucoup d’intérét a été consacré a la modélisation mathématique de la dynamique in
vivo des infections virales (VIH, VBH, et d’autres virus) (voir [2}3},9,12,17,|19}25}27}29,/30,
43-45,48-501|55,/56]). La dynamique virale in vivo peut étre décrite par un modéle standard
de trois compartiments telle que le probléme biologique peut étre résumé comme suite : les
cellules non infectées (notées T') sont infectées par les particules virales (V') et deviennent
des cellules infectées (d1™). Cette approche conduit au modéle standard suivant :

I — s — 6T — BTV

T =TV — I (1)
dav(t) _ *
—ar = kT —cV

ou s est le taux de production de cellules saines (non infectées), § est leur taux de mortalité



quotidien, SV est la force de I'infection agissant sur les cellules T, i est le taux de mortalité
des cellules infectées (naturellement, > 9). k est le taux de production des virus et ¢ est
leur taux de clairance.

Le systéme (/1)) est un modeéle de base décrit l'interaction du virus VIH avec le systéme
immunitaire (Perelson et al. [48-50] ; Bonhoeffer et al. [3] ; Kirschner [29]; Nowak [44]).

Mathématiquement, ces modéles sont décrits par des systémes de la forme suivante :

dx

E:f(t,a:), t>0,2=(x1,..,T,), (2)

ou f: R, x R" — R™ est une certaine fonction supposée continue en (t,z). Le paramétre
quantitatif z;(t) représente la densité de population a instant t définie comme étant le
nombre d’individus d’une population i par unité de temps. Etant donné que la densité de
population est une quantité positive, on ne s’intéresse qu’aux solutions positives du systéme
.

Il existe en dynamique des populations plusieurs types d’interactions entre populations
(prédateur-proie, compétition, mutualisme, migration, etc). Par exemple, plusieurs populations
peuvent entrer en compétition pour exploiter les ressources de I'environnement . On dit
alors que l'interaction est compétitive. Inversement, il existe dans la nature un autre type
d’interaction celui par exemple ou les différentes populations coopérent entre elles pour leur
survie. On dit dans ce cas que l'interaction est coopérative. Mathématiquement on dira que le
systéme est compétitif (resp : coopératif) si 92 (¢, ) < 0, (resp : gfi (t,z) > 0) pour tout

Ox; x;

t>0etx>0,1i+# j. En épidémiologie un exemple de type proie-prédateur est le systéme
tel que les cellules T (ici proies) deviennent infectées et produisent des virions V' (ici
prédateur) avec un rendement de conversion de la biomasse proies en biomasse prédateurs.

Dans le modéle , Iinteraction entre populations est supposée instantanée alors qu’en
réalité cette interaction se fait toujours avec un temps retard. Pour tenir compte de "I’histoire
biologique" de la population, Perelson et al. [49] se sont intéressé a la phase intracellulaire
du cycle de vie du VIH et le retard intracellulaire qui est le temps nécessaire pour qu’une
cellule T CD4 nouvellement infectée commence & produire des virus du VIH. Ce qui a attiré
l'attention de nombreux chercheurs par exemple Herz et al. [25] ont introduit un retard
discret 7 dans le modéle pour décrire le temps entre 'infection d’une cellule T CD4 et la
reproduction de particules virales au niveau cellulaire. La densité des cellules productrices
de virus a I'instant ¢ est donnée par le nombre de cellules nouvellement infectées a l'instant

t — 7 et qui sont encore vivantes a l'instant ¢. La probabilité de survivre a la période de t — 7



atest e”™. Herz et al. [25] sont arrivées au modéle suivant :

IO — g §T — BTV

dt

WA = BT(t =)V (t = 7)™ — T (3)

av(t) _ *
. = kT* —cV

D’autres chercheurs ont considéré des modéles a retard discret ou méme distribué (voir par
exemple : Culshaw et al. |7]; Li et al. [37-39] ; Nelson et al. [41,/42]).

D’une maniére générale les modeéles a retards sont gouvernés par des systémes de la forme :

{ de — f(t,2,), t>t, (4)

Ty =po >0, t=1to.

avec 2¢(s) = (z1(t + 5), .., zn(t + 5)), s € (—6,0), o € C = C([—6,0];R™) o le retard ¢
peut étre fini ou infini et est une fonction f : R, x C':— R"™ supposée continue par rapport a
(t,z) et continiment différentiable en x.

Il est possible de traiter efficacement le VIH | si on arréte a un instant précis la réplication
de particules infectieuses et on suit la reproduction des virus. Dans ce but, les patients
infectés par le VIH utilisent la thérapie antirétrovirale comme un traitement pour dégager ou
réduire 'infection par le VIH. Il existe aujourd’hui deux types principaux de médicaments
antirétroviraux (ARV) utilisés dans le traitement du VIH : L’inhibiteur de la transcriptase
inverse (RTI) inhibe l'activité de la transcriptase inverse qui est une enzyme permet de
catalyser la transcription de ’ARN du virus en ADN. Lorsque RTT se lie & 'enzyme, se réduit
les cellules infectée ou le virus résultant devient non infectieux. Il existe actuellement trois
catégories de médicaments RTT disponibles. Ces catégories sont les inhibiteurs nucléosidiques
de la transcriptase inverse, les inhibiteurs nucléotidiques de la transcriptase inverse et les
inhibiteurs non nucléosidiques de la transcriptase inverse. L’autre type, I'inhibiteur de la
protéase (IP) inhibe 'activité de I'enzyme protéase dans les cellules humaines. Cette enzyme
est ce qui permet & un promo-virus une maturation finale pour produire de nouveaux virus
qui peuvent sortir et infecter d’autres cellules. Lorsque 'inhibiteur de la protéase se lie a
I’enzyme, le virus résultant devient non infectieux.
Dans ce contexte, des études incluant la pharmacothérapie ont prouvé I'importance des
médicaments antirétroviraux dans la perturbation du processus d’infection par VIH et
Iefficacité des traitements antirétroviraux ou encore a l'optimisation de ces traitements
(voir : [2,[3,|910%15],16],20,,28,30,44.|48.|49 53] ). Des travaux plus récent mettent 'accent sur
l'identification des paramétres des modéles mathématiques (voir : [21,/47]).

D’autres recherches ont porté sur le fait que le régime périodique (voir par exemple :

d’Onofrio [16] et De Leenheer [11]) dans lequel les médicaments sont pris quotidiennement



(ou plus fréquemment) exerce une trés forte pression sur le patient. Le médicament est donc
caractérisé par deux paramétres : son niveau d’efficacité lorsqu’il est actif et la durée de
Iactivité. On peut obtenir des renseignement sur la dynamique de chacun des constituants
du systéme : la durée de vie moyenne du virion, le temps moyen de réplication du virus, la
durée de vie des cellules infectées. Ce qui permet mathématiquement d’analyser 'efficacité du
traitement antirétrovirale au cours du temps pour donner une bonne réponse a la décision des
traitements efficaces pour bloquer la réplication virale. De Leenheer [11] a étudié P'efficacité
du traitement antivirale, en supposant que la thérapie se fait périodiquement. Il a montré
que I'éradication est possible sous ces régimes périodiques.

D’autres travaux sont soumis a 'effet de retard sur les systémes contenant des traitements
antiviraux par exemple Herz et al. [25] ont montré que l'incorporation d’un retard modifiait la
valeur estimée de la demi-vie du virus. Nelson et al. [42] ont utilisé un modéle avec un retard
discret, ont montré que lorsque 'efficacité du médicament est inférieure a 100%, comme dans
le cas in vivo, le taux prévue de diminution de la concentration virale plasmatique dépend de
trois facteurs : taux de mortalité des cellules productrices de virus, I'efficacité de traitement
et la durée du retard. Nelson et Perelson [41] ont généralisé ce modéle en supposant que le
retard varie selon une distribution de probabilité et ils ont utilisé deux médicaments (ITR et
IP).

Le probléme de survie a long terme de populations virales en épidémiologie nous amene
a introduire la notion de persistance qui est un outil mathématique qui permet a la fois
de donner un sens mathématique a la notion de survie a long terme de populations en
biologie, et aussi d’obtenir des propriétés importantes sur le comportement asymptotique
des solutions telles 'existence de points d’équilibres attractifs ou l'existence de solutions
périodiques attractives. On renvoie le lecteur a le livre de Zhao [72] pour un exposé sur la
théorie de la persistance en dynamique des populations en biologie.

La question du comportement asymptotique des solutions de systéme modélisant ce
phénomeéne est un probléme mathématique trés intéressant pour la bonne compréhension de
I'interaction virus-systéme humanitaire. Il a été montré que le nombre de reproduction de
base du virus pour le systéme (1)) est Ry = % (voir : Nowak et al. [45]), qui décrit le nombre
moyen de cellules nouvellement infectées générées a partir d’une cellule infectée au début
du processus de I'infection. Si Ry < 1, le point d’équilibre sans infection Ey = (3,0,0) est
localement asymptotiquement stable et le virus sera éradiqué ; siRRy > 1, alors I'unique point
d’équilibre infecté Ey = (T, T*,V), T, T*,V > 0 est localement asymptotiquement stable.
De nombreux auteurs ont étudié la stabilité globale de ’équilibre sans infection et de 1'équilibre
infecté des modéles de dynamique virale en utilisant la fonction de Lyapunov et le principe
invariant de LaSalle (voir par exemple : Hale & Lunel [24] ; Kuang [35] ; Smith [58]). Cette
fonction a été appliquée par Culshaw & Ruan [8], Korobeinikov [31], Kouche & Ainseba [33],



Li & Shu [38] et Wang & Li [68] pour prouver la stabilité globale des points d’équilibres des
systémes sans retard des infection virales.

L’étude de I'impact d’un traitement périodique sur le comportement du modéle nous
conduit mathématiquement & un EDO périodique, pour lequel en général il est difficile
de prouver la stabilité globale. Pour confronter cette difficulté d’Onofrio [16] a prouvé des
conditions suffisantes qui permettent de déduire la stabilité globale du point d’équilibre sans
infection.

Dans cette thése, nous considérons le modéle présenté dans Guedj et al. [20,21], qui
est un modéle permettant d’analyser la dynamique du virus VIH chez patients traités par
un inhibiteur de transcriptase inverse (RTT). Ce modéle est décrit par un systéme de cing
équations différentielles ordinaires contenant des cellules quiescentes. Nous nous intéressons
a la stabilité locale et globale des points d’équilibres et particuliérement a l'efficacité d’un
traitement périodique.

Ce travail est constitué de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons tout d’abord les concepts de base des systemes
d’équations différentielles ordinaires et a retard. Nous rappelons quelques théorémes impor-
tants que nous utiliserons dans la suite de ce travail telles par exemple les théorémes de
comparaisons et le principe d’invariance de LaSlle en théorie des équations différentielles, la
persistance, la stabilité locale et globale des points d’équilibres.

Dans le second chapitre, nous rappelons les notions biomédicales nécessaires a la bonne
compréhension de la modélisation mathématique de 1’évolution de la dynamique de I'infection
par le VIH. Nous présenterons notamment la structure du virus VIH, le cycle de réplication
du virus, les stades d’évolution de la maladie ainsi que les principales voies d’action thérapeu-
tiques et finalement nous présenterons quelques modéles mathématiques de la dynamique de
I'infection par VIH.

Le troisieme chapitre est consacré a l'analyse mathématique d’un modeéle décrivant
Iinfection par le VIH dans le sang et incluant la thérapie antirétrovirale. Au début on
déterminera le nombre de reproduction de base Ry du modéle, paramétre essentiel dans la
détermination du comportement asymptotique des solutions et montrons que le systéme admet
deux points d’équilibres non triviaux qui dépendent de Ry. Si Ry < 1, le point d’équilibre
non infecté est globalement stable dans ce cas alors I'infection ne décolle jamais, la charge
virale initialement inoculée disparait et on assiste a l’extinction de la population virale et
des CD4 infectés ; Le systéme se stabilisera a son état d’équilibre naturel (sans infection). Si
Ry > 1, le point d’équilibre infecté est globalement stable sous certains conditions nécessaires
sur les parameétres du systeme.

Dans une deuxiéme étape on considéra le traitement soit périodique, en utilisant la théorie de

Floquet des systémes périodiques d’Onofrio [16], on étudie I'effet du traitement périodique d’un



médicament sur le modéle proposé. Nous montrons que si Ry < 1, alors I’état stationnaire non
infecté est globalement stable, et si Ry > 1 nous donne des conditions nécessaires permettant
de dégager l'infection (c-a-d., stabilité globale). Un réle important dans notre analyse est
joué par le rayon spectral d’'une matrice non négative, qui posséde (le rayon spectral) des
propriétés de monotonie en termes de deux parameétres qui caractérisent le médicament.
Plus précisément, ce rayon spectral - qui controle également la vitesse de convergence vers
I’équilibre sans infection - est plus petit lorsque le médicament est plus puissant ou lorsqu’il
est actif plus longtemps. De maniére équivalente, la convergence vers I’équilibre sans infection
est plus rapide avec un médicament plus puissant, ou un médicament dont 1’activité dure
plus longtemps.
Dans une troisiéme étape on fera une simulation numérique du modéle qui permet de comparer
les résultats obtenus avec les mesures expérimentales.

Dans le quatriéme chapitre on est amené a incorporer un retard discret dans le modéle et
effectuer une analyse compléte de la stabilité du nouveau modéle ceci afin de le comparer au
modeéle sans retard et voir si 'introduction d’un retard au modéle permet de décrire de fagon

plus précise les mesures expérimentales.



Chapitre 1
Rappel de quelques notions de base

Dans ce chapitre on rappelle de fagon succincte quelques définitions et résultats sur les

équations différentielles ordinaires et & retards qu’on utilisera ultérieurement.

1.1 Propriétés des matrices positives

Commencons par rappeler quelques propriétés importantes des matrices positives ainsi
que leurs liens avec les systémes différentiels linéaires. Pour plus de détails, on renvoie au

monographie de Berman & Plemmons |[1]

Définition 1.1.1. 1) Un vecteur x de R™ est dit positif (resp. négatif, non-négatif) si toutes
ses coordonnées sont positives (resp. négatives, non-négatives). On note alors > 0 (resp.
r <0,z >0).

2) Une matrice A de M,,,(R) est dite positive (resp. non-négative) si tous ses coeflicients
sont positifs (resp. non-négatifs). On note alors A > 0 (resp. A > 0).

3) Une matrice est appelée quasi-positive si tous ses éléments non-diagonaux sont non-négatifs.
4) On peut définir une relation d’ordre sur les vecteurs de R™, en posant y > x si y —x > 0.
De la méme fagon, on définit une relation d’ordre sur les matrices de M, ,(R) en posant
A>BsiA—B>0.

5) Une matrice constante A de M, (R) est dite non singuliére si detA # 0.

Lemme 1.1.1 (Berman & Plemmons [1]). Soit A € M,(R) une matrice quasi-positive. Alors,

et € M, (R) est une matrice non-négative.

On notera Sp(A) I'ensemble des valeurs propres complexes d’une matrice A € M, (R),

appelé spectre de A.

Définition 1.1.2. Soit A une matrice de M, (R), le rayon spectral de A, noté o(A), est le
plus grand des modules des valeurs propres de A, c-a-d., o(A) = max {|\| : A € Sp(A)}.
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Les lemmes suivants nous donne des propriétés sus la continuité et la monotonie du rayon

spectral.
Lemme 1.1.2 (Berman & Plemmons [1]). L’application o est continue de M,(R) dans R.

Lemme 1.1.3 (Berman & Plemmons [1]). Soit A, B € M,(R). On a
1) 510 < B < A. Alors, o(B) < o(A).
2)8i0< B < A. Alors, 0(B) < c(A).

Le théoréme suivant sur les matrices non-négatives prouvé en 1907 par Oskar Perron
(1880-1975) et Frobenius (1849-1917) apporte des extensions substantielles des résultats de
Perron pour couvrir le cas des matrices positives et irréductibles. Pour plus de détails, voir

Berman & Plemmons [1].

Théoréme 1.1.1 (Perron-Frobenius, premiére forme faible, Berman & Plemmons [1]). Soit
A € M,(R) une matrice non-négative. Alors

i) o(A) est un valeur propre et o(A) > 0.

ii) o(A) est associé a un vecteur propre > 0.

i11) o(A) est valeur propre simple (son espace propre associé est de dimension 1), de plus

c’est l'unique valeur propre de module maximal.

1.2 Equations différentielles ordinaires

Le but de cette section est de rappeler les théorémes généraux d’existence, d’unicité,
de prolongement et dépendance continue des solutions pour les équations différentielles
ordinaires. On énoncera également quelque résultat, important pour la suite de ce travail, sur
la permanence et la théorie des systémes coopératifs. Pour plus de détails, on renvoie aux
monographies ( 6], [13], [23], [26], [59], [60], [64])-

1.2.1 Définitions

Soient Q un ouvert de R"*! avec n > 1 et I un intervalle d’intérieur non vide de R, on
désignera par (t,z(t)) € Q tel que t € I et x est une fonction définie de I dans R". Soit

f+ 2 — R™ une fonction continue.

Définition 1.2.1. Soit f : Q@ — R™ une fonction. On appelle équation différentielle du

premier ordre associer a f 1’équation suivante :

dx
= () (L1)
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L’inconnue de cette équation est une fonction d’une seule variable et 1’équation traduit une
relation entre I'inconnue (notée ici z), sa variable (notée ici t) et sa dérivée premiére (notée
ici 92).

Lorsque la fonction f ne dépend pas de t, I’équation différentielle est dite autonome. Dans
le cas contraire on dit que c’est une équation non autonome. Si f(t,z) = A(t)x + b(t), avec
A(t) € M,(R) et b(t) € R™ pour tout ¢t € I, on dit que c’est une équation différentielle

linéaire.

Définition 1.2.2 (Solution locale). Une solution de I’équation est la donnée d’'un couple
(J,x) ou J est un intervalle d’intérieur non vide de R contenu dans I et x est une fonction de
J a valeur dans R" dérivable sur J et vérifiant les conditions suivantes :

(i) (¢,z(t)) € Q, pour tout t € J,

(ii) % (t) = f(t,(t)), pour tout ¢ € J.

Définition 1.2.3 (Prolongement de solutions). Soient (Ji,x1) et (Jo, o) deux solutions de
(1.1). On dit que (J2,z2) prolonge (Jy,xy) si Jy C Jo et pour tout ¢ € Jy, x1(t) = x2(t).

Définition 1.2.4 (Solution maximale). On dit qu’une solution (J, z) est maximale si elle

n’admet aucun prolongement (.J, %) avec .J inclus strictement dans .J.

Théoréme 1.2.1 (Hale [23]). Toute solution x se prolonge en une solution mazimale T (pas

nécessairement unique).

Définition 1.2.5 (Solution globale). Une solution globale de (1.1)) est une solution définie

sur I tout entier, i.e. (I, ) est une solution globale de 2 = f(.,z) ou f: 1 x U — R".

Remarque 1.2.1. Si (J, z) est une solution globale de (1.1)), alors ¢’est une solution maximale.

La réciproque étant fausse en général.

Définition 1.2.6 (Probléme de Cauchy). Soit (ty,xo) € 2 donné.

1. La fonction x est dite solution du probléme a valeur initiale (de Cauchy) associé a I’équation

(D)

&= ft,2), (to) = o, (1.2)

s'il existe un intervalle J contenant ¢, tel que z soit solution de 1’équation sur J et
vérifie z(ty) = zo.

2. Une solution du probléme est dite unique si elle coincide avec toute autre solution
partout ou elles sont toutes les deux définies.

3. Dans le cas autonome, le probléme a valeur initiale est :

& = f@), x(to) = zo. (1.3)
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1.2.2 Existence des solutions

Nous nous intéressons maintenant a l'existence des solutions de (|1.1)).

Théoréme 1.2.2 (Hale |23]). Soient Q un ouvert de R" et f : Q — R™ continue. Alors,
pour tout (to, zo) € 2 le probléme admet au moins une solution. De plus, cette solution

est continiment différentiable.
Le résultat suivant est une conséquence du théoréeme précédent.

Corollaire 1.2.1 (Hale [23]). Soient Q un ouvert de R™ et f : Q — R"™ continue. Si
W CV CQ tels que W est fermé et borné (c-a-d. compact), et V est ouvert avec V C €,

alors il existe L > 0 tel que, pour toute condition initiale (to,xo) € W, il existe une solution
x du probleme définie au moins sur l'intervalle [ty — L,to + LJ.

1.2.3 Unicité des solutions

Définition 1.2.7. Soit Q un ouvert de R**'. On dit que f : Q@ — R" est localement

lipschitzienne en x si pour tout compact K C €, il existe une constante Lx > 0 tel que

|f(t,21) = f(t 22)| < Lic|wr — a2

pour tout (t,z1), (t,z2) € K, ou |.| désigne la norme euclidienne dans R™.

Le théoréme suivant nous donne 'existante et I'unicité locale d’'une solution du probléme

2.

Théoréme 1.2.3 (Hale [23]). Soient Q un ouvert de R™** et K C Q un compact. Supposons
que f: Q — R™ est continue et localement lipschitzienne en x. Alors, il existe § > 0 tel
que pour tout (to,zo) € K, le probléme admet une solution locale unique définie sur
Uintervalle |t — to| < 6.

Le théoréme d’unicité locale entraine facilement le résultat d’unicité globale suivant.

Théoréme 1.2.4 (Hale |23]). Soit Q un ouvert de R™"'. Supposons que f : Q — R"™ continue
et localement lipschitzienne en x. Soit (Ji, 1) et (Jo, x2) sont deuzx solutions de l’équation
, sl existe tg € Jy N Jy tel que x1(ty) = x2(ty), alors x1(t) = xo(t) pour tout t € Jy N Jy.
De plus, la fonction
£(t) = zi(t), te g
xo(t), tE€ Jo

définit une solution sur lintervalle J, U Js.
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1.2.4 Prolongement de la solution

On a le résultat suivant appelé Théoréme de sortie de tout compact.

Théoréme 1.2.5 (Hale [23]). Soit Q un ouvert de R™*.
Pour tout (ty, zo) € Q la solution du probléme se prolonge en une solution mazximale. De
plus, si x une est solution maximale du probleme et J = (a,b) son intervalle mazimal

d’existence, alors pour tout compact W C S contenant le point (to, o), il existe t}y, et t3, tels
que a < tiy, <t < b et (t,x(t)) ¢ W pourt € (a,b) \ [tiy, th] -

Corollaire 1.2.2 (Hale [23]). Soit Q un ouvert de R"™! et soient x une solution mazimale
du l’équation et J = (a,b) son intervalle mazimal d’existence. Alors (t,z(t)) s’approche

vers le bord de ) lorsque t tend vers a et vers b.

1.2.5 Dépendance continue par rapport aux données initiales

On notera ici par z(t,tg, zo) la solution unique du probléme (1.2)) avec J(tg, o) son

intervalle maximal d’existence.

Théoréme 1.2.6 (Hale [23]). Soient Q un ouvert de R™™ et f : Q — R™ continue et

localement lipschitzienne en x. Alors, le domaine d’existence de x (t,ty,zo) définie par
D= {(t,to,l’g) . (t0,$0) € Q, te J(tg,.fo)},

est un ensemble ouvert dans R*™ et la fonction x (t,1y, o) est continue sur D.

1.2.6 Permanence, principe de comparaison et positivité

Considérons le systéme différentiel nonautonome ([1.2)) on f: R, x R™ — R™ est supposée

continue par rapport a (¢,z) et continiiment différentiable par rapport a z,

Définition 1.2.8. (i) On dira que la composante x; des solutions de est permanente
g'il existe M; > 0 tel que pour toute solution positive x = (z1,...,2,)" de (1.2) on a
0 < Tim (i)glfxi(t) < lirtri igpxi(t) < M;. On dira que z est permanente si toutes ses composantes
sont permanentes.

(ii) z; est dite uniformément permanente s’il existe M; > §; > 0 tel que pour toute solution
positive z = (1, ..., z,)T de onad; < lig(i)glfxi(t) < liirisogpxi(t) < M;. La solution z est
dite uniformément permanente si toutes ses composantes x; sont uniformément permanentes.

(iii) On dira que la composante z; tend vers l'extinction si pour toute solution positive

= (11,..,2,)7 de 1} on a limz;(t) = 0.
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Un cas particulier important est ’équation suivante dite logistique non-autonome qui est
de type Lotka-Volterra

() = u(t)(b(t) — a(t)u(t), t>0,

dt

ol a et b sont des fonctions non-négatives continues et bornées. Le résultat suivant nous

donne un critére de comparaison important.

Théoréme 1.2.7 (Vance & Coddington [64]). Supposons que les fonctions a,b soient conti-
nues non-négatives et bornées et que li{ginfa(t) > 0. Alors :

i) a) Il existe une constante M > 0 telle que pour toute fonction positive et contindment
différentiable x vérifiant dzgt) < z(t)(b(t) — a(t)x(t)) pour tout t > 0, avec x(0) > 0, on a
limsupz(t) < M pour tout t > 0.

b)tg'zolim(i)glfb(t) > 0, alors il existe une constante positive m > 0 telle que pour toute fonction
positive et continiment différentiable x vérifiant dfd—g” > x(t)(b(t) — a(t)z(t)) pour tout t > 0,
avec £(0) > 0, on a litrgg)lfx(t) > m pour tout t > 0.

ii) Si }H&b(t) = 0, alors pour toute fonction positive et continiment différentiable x telle que
dz(t)

= < a(t)(b(t) — a(t)z(t)) pour tout t > 0, avec x(0) >0, on a tliglox(t) = 0.

Le théoréme suivant nous donne un résultat de positivité des solutions.

Théoréme 1.2.8 (Smith & Waltman [60]). Supposons que le probleme admet une
solution unique v = (x1,...,2,)T. Si pour tout x > 0 tel que x; = 0, fi(t,x) > 0 pour tout
i=1,...n. Alors x(t) > 0 pour tout t >ty ot x(ty) = xo > 0.

1.2.7 Théorie des systémes coopératifs

Considérons le systéme différentiel autonome ((1.3|) ou f : U — R™ est supposée contint-
ment différentiable sur U et U est un ouvert de R".

On désignera par R” le cone positif {(z1,...,2,)7 € R" : ; > 0,i = 1,...,n}. On peut
alors définir une relation d’ordre sur R" par : # < y si et seulement si y —x € R’}. La relation
d’ordre = < y signifié que Vi € {1,...,n}, ; < y;. On notera = < y si z < y et s’il existe
i€{l,...,n} tel que z; < y;. On notera aussi par z < y si Vi € {1,...,n}, z; < y;.

Notons par ¢,(z) = x(t,0,x0) la solution du probléme de Cauchy relative a la
condition initiale z(0) = xy. On dira aussi de ¢;(x), ¢ > 0 est le semiflot autonome associe a
(1.3)). Nous énongons dans la suite des conditions introduites par Kamke (voir Coppel [6] et
Smith [59]) sur le systéme permettant de générer un semifot monotone. On va donner

quelque définition avant d’énoncer le théoréme principale de ce paragraphe.
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Définition 1.2.9. Un semiflot ¢,(z), ¢t > 0 est dite monotone, si pour tout x,y € U tel que
r<yett>0,alors ¢,(z) < ¢y(y) (On dit aussi que ¢y(x), t > 0 est un systéme dynamique

monotone par rapport a7 <7 dans U).

Considérons I'hypothése suivante sur f :
(K) Pour tout z,y € U tel que x < y et z; = y; alors f;(z) < fi(y).
On désigne par <, une des relations <, < ou <, le théoréme principale suivant nous donne
un résultat important sur la monotonie du systéeme (|1.3)).
Théoréme 1.2.9 (Smith [59]). Supposons que f vérifie l’hypothese (K). Soit xg,yo € U. Si
Lo <r Yo, t > 0 et ¢ (x0), ¢e(yo) sont définis, alors ¢r(xo) <r dr(yo)-

On peut facilement identifier si une fonction vérifie 'hypothése (K) grace aux signes des

dérivées partielles de f par rapport a x. Pour cela on introduit les notions suivantes :

Définition 1.2.10. On dit que U C R" est p-convexe si tx + (1 — ) € U, Vt € [0,1] et
z,y € U tel que x < y.

Remarque 1.2.2. Si U C R" convexe, alors U est p-convexe.

Définition 1.2.11. Le systéme ((1.3]) est dit coopératif si U est p-convexe de R™ et que
%(m) >0, i # j pour tout x € U.

Théoréme 1.2.10 (Smith [59]). (i) Si f vérifie Uhypothese (K), alors 9Li(x) > 0, i # j
pour tout x € U.
(11) Réciproquement, si le systéme est coopératif, alors f vérifie ’hypothése (K).

La théoréme suivant est un corollaire du Théorémes 1.2.9 et 1.2.10.

Théoréme 1.2.11 (Smith [59]). Supposons que le systeme est coopératif. Soit xq, 1y € U.

Sixg <, Yo, t > 0 et pi(x0), Pe(yo) sont définis, alors ¢i(zo) <» &1(Yo)-

Théoréme 1.2.12 (Hirsch [26]). Le systéme linéaire dz/dt = Az, ou A = (a;;) € M,(R™),

est coopératif si a;; > 0, 1 # j.

Théoréme 1.2.13 (Coppel [6]). Soient dx/dt = f(x), x(0) = o et dy/dt = g(y), y(0) = yo
<

deuz systémes donnés. Si pour tout z € U, f(z) < g(2); g est coopératif et xy < yo. Alors

¢1(w0) < b:(yo)-

1.3 Equations différentielles a retard constant

Dans ce premier paragraphe on s’intéresse a l’existence et 1'unicité des solution d’une
équation différentielle a retard indépendant de 1’état. Pour plus de détails, on renvoie aux
monographies de Hale [22] et Smith [59]. On commencera d’abord par donner quelques

définitions générales.
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1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1. Soit h > 0 un nombre réel donné, on désignera par C' = C([—h, 0], R")
'espace de Banach des fonctions continues de [—h, 0] a valeurs dans R™ muni de la norme de

la convergence uniforme
[0l-no = sup |o(0)], V¢ € C,
0€[—h,0]

ou |.| désigne la norme euclidienne dans R".

Définition 1.3.2. Soient ty € R, a > 0 et x € C([to—h, to+a],R"). Pour tout t € [ty, to+a,
on définie x; € C par :
() =x(t+60), V8e[-h,0].

Remarque 1.3.1. Pour tout ¢ fixé, la fonction x; est obtenue en considérant la restriction

de la fonction « sur Uintervalle [t — h, t], translatée sur [—h, 0].

Définition 1.3.3. Soient 2 un ouvert de R x C' et f : 2 — R" une fonction donnée. On

l 5 J l Y t)s 1 : 1

une équation différentielle & retard sur 2. On notera par EDR(f) I’équation différentielle a

retard (1.4) définie par f.

Remarque 1.3.2. Lorsque h = 0, I’équation ((1.4]) se réduit a une équation différentielle

ordinaire.

Définition 1.3.4. Soit x une fonction de I C R dans R".
1. On dit que z est solution de 'équation (1.4) s’il existe tc € R et o > 0 tels que
x € C([to — h,to+ ), R"™), (t, ;) € Q et x vérifie 'équation (1.4)) pour tout t € [to, ty + ).

2. Pour tg € R et ¢ € C' donnés, = est dite solution du probléme a valeur initiale

{ﬁ:f@%%tZ%’ (1.5)

Lty = ¢7

sl existe a > 0 tel que x soit solution de I'équation (1.4) sur [ty — h,to + a) et x4, = ¢.
3. On désignera par z(tg, ¢, f) la solution du probléme (1.5 sur [ty — h,to + ).

1.3.2 Existence et unicité

Soient 2 un ouvert de R x C' et V' une partie de R x C'. On désignera par C(€2, R") I'espace

des fonctions continues de 2 dans R" et par C°(V,R") l'espace des fonctions continues et
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bornées de V' dans R™. Si f € C°(V,R") on notera par || f|l,, = sup |f(f,¢)| la norme de f
(t,p)eV

dans C°(V,R") ou |.| désigne la norme euclidienne dans R™.

Le théoréme suivant assure ’existence locale d'une solution du probléme (|1.5)).

Théoréme 1.3.1 (Hale [22]). Soient Q un ouvert de R x C et f € C(Q,R").

(i) Pour tout (to,¢) € 2, le probleme admet au moins une solution passant par (ty, @).
(ii) Plus généralement, si W C Q est un compact et f° € C(Q,R") est donné, alors il existe
un voisinage V.C Q de W tel que f° € C°(V,R"™), il existe un voisinage U C C°(V,R") de
1O et il existe a > 0 tels que, pour tout (to,¢) € W et f € U, il existe au moins une solution

x(to, @, f) de UEDR(f) en (ty,¢) sur Uintervalle [ty — h,ty + .
Définition 1.3.5. Soient  un ouvert de R x C' et f € C(Q,R™). On dit que f(¢,p) est

lipschitzienne en ¢ sur les compacts de €2 si pour tout compact K dans €2, il existe une

constante Ly > 0 telle que

|f(t, 1) = f(t,02)] < Liller — @2l -no

a chaque fois que (¢, ¢1) et (¢, p2) sont dans K.

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour avoir I'unicité de la

solution.

Théoréme 1.3.2 (Hale [22]). Soit Q@ C R x C' un ouvert. Supposons que f € C(Q,R™) et
lipschitzienne en ¢ sur tout compact de Q. Alors pour tout (ty, ) € Q, le probleme
admet une solution unique pour tout t > to. De plus pour tout t > to fizé, la solution x,(to, P)

est contindment différentiable par rapport a ¢.

1.3.3 Dépendance continue par rapport aux données initiales

Le théoréme suivant assure la dépendance continue des solutions par rapport aux données

initiales.

Théoréme 1.3.3 (Hale [22]). Soient Q C R x C un ouvert, (to,d) € Q, f € C(Q,R") et
x une solution de [’équation en (to, ®) qu’on suppose qu’elle existe et est unique sur

[to — h,b], b >ty — h. Considérons l’ensemble compact de Q0 définie par :
W ={(t,zy) : t € ty,b]}

et soit V.C Q un voisinage de W tel que f € C°(V,R"™). Si {(t'g,gzﬁk,fk)}k>1 est une suite
telle que t& — 1o, % — ¢ et ka — fHV — 0 quand k — oo, alors il existe ky tel que, pour
k > ko, toute solution x* = x*(tf, ¢*, f*) de UEDR(f*) en (t§,¢*) ewiste et est définie sur

Uintervalle [th — h,b] et 2¥ — x uniformément sur [ty — h,b].
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Remarque 1.3.3. Comme les solutions x*

ne sont pas toutes nécessairement définies sur
[to — h,b], alors par : ¥ — 2 uniformément sur [t; — h, b], on veut dire que pour tout e > 0,
il existe un k;(e) tel que pour tout k > k;(e), x* est définie sur [ty — h + €,b] et 2% — z

uniformément sur [ty — h + €, b].

1.3.4 Prolongement de la solution

Dans ce paragraphe on établit des conditions suffisantes pour avoir une solution maximale.

Définition 1.3.6. On Suppose que la fonction f dans I’équation (1.4)) est continue et soit =
une solution de cette équation définie sur 'intervalle [ty — h,a), a > to. On dit que Z est un

prolongement de z s’il existe b > a tel que & soit définie sur [ty — h,b), coincide avec x sur
[to — h,a) et vérifie 'équation (1.4)) sur [to,d).

Définition 1.3.7. On dira que x est une solution maximale sur [ty —h, a), a > 0 si z n’admet
pas de prolongement sur cet intervalle. On dira dans ce cas que [ty — h,a) est U'intervalle

maximal d’existence de la solution .
Le théoréme suivant nous donne une caractérisation importante de la solution maximale.

Théoréme 1.3.4 (Prolongement, Hale [22]). Soient Q un ensemble ouvert de R x C' et
feC(Q,R"). Siz est une solution mazimale de [’équation sur [to — h,b). Alors, pour
tout compact W dans €, il existe ty tel que (t,z;) ¢ W pout tout tyy <t <b.

Corollaire 1.3.1 (Hale [22|). On suppose que Q est un ouvert de R x C' et f € C(Q2,R™).
Soient x une solution mazimale de l’équation sur [to — h,b) et W [’adhérence de
Uensemble {(t,x;) : tg <t < b} dans R x C. Si W est compact alors il existe une suite {t;}
des nombres réels, ti, — b~ quand k — oo telle que (ti, xy,) tend vers 00 quand k — oco. Si
h >0, alors il existe 1 € C tel que (b,y)) € O et (t,x) — (b,¢)) quand t — b.

Théoréme 1.3.5 (Hale [22]). Soient Q un ouvert de R x C, f : Q — R™ une fonction
completement continue ; c’est a dire que f est continue et envoie tout ensemble fermé borné
de Q dans un ensemble borné de R™, et x est une solution mazrimale de I’équation sur
[to — h,b). Alors, pour chaque ensemble fermé borné U dans Q, il existe ty tel que (t,x;) ¢ U
pour ty <t <b.

1.3.5 Principe de comparaison

Un outil de base important en théorie des équations différentielles a retards est le principe
de comparaison. Soit f : Rx C' — R™ une fonction continue par rapport a (¢, ¢) et contintiment

différentiable par rapport a ¢. Considérons ’hypothése suivante :
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(H) Pour tout (¢, ), (t,1) € R x C tel que ¢ < 1 et ¢;(0) = 1;(0) pour un certain ¢ alors

Théoréme 1.3.6 (Smith [59]). (1) Supposons que f vérifie U’hypothése (H).
(i) Si v, € C avec ¢ < 1, alors

xt(t07907 f) Sxt(t01¢7f)7 t>t0-

g ‘ . A L d

(ii) Supposons que y soit une fonction continiment dérivable telle que % < f(t,y¢), avec
Yo < @, alors y(t) < x(to, @, f), pour tout t > to. De plus si dzfd—iﬂ > f(t,y), avec yyy > &,
alors y(t) > xz(to, ¢, f), pour tout t > t.

(2) Supposons que l'une au moins des deux fonctions f ou g satisfait Uhypothese (H) et
que f(t,0) < g(t,v) pour tout (t,v) € R x C. Alors pour tout ¢ € C, on a x(to, ¥, ) <
xt(t())wag)a vt > Z50-

Remarque 1.3.4. (i) Supposons que [ satisfait ’hypothése suivante :

(H") Pour tout (¢, ), (t,9) € R x C tel que ¢ < ¥ et ¢;(0) = 1;(0) pour un certain ¢ alors
filt, o) < filt, ).

On montre alors que si, ¢, 9 € C avec p < ¥ on a x4(ty, ¢, f) < x(to, ¥, f), t > to (voir
Smith [59]).

(ii) Si I'une au moins des deux fonctions f ou g satisfait (H') avec f(¢,v) < g(t, ) pour tout
(t,1) € Rx C, alors pour tout ¢ € C on a x(to, ¥, f) < zi(to, ¥, g), ¥t > to (voir Smith [59]).

Etant donné qu’en dynamique des populations on s’intéresse uniquement aux solutions
positives, il est utile d’avoir un critére de positivité des solutions. Considérons le cone positif
Ct={v=(p1,..,on) € C:p; > 0}. Le résultat suivant est un cas particulier du théoréme

précédent.

Théoréme 1.3.7 (Smith [59]). Supposons que f satisfait : Vo € CT, avec v;(0) = 0 pour un
certain i, alors fi(t,) >0, t > to. Alors pour tout ¢ € Ct on a z(to,p, f) > 0 pour tout

t > .

1.4 Théorie des semifots

Dans ce paragraphe on donne une interprétation des solutions d’un systéme d’équation
différentielle en terme de semifots. Pour plus de détails, on renvoie aux monographies de Hale
& Lunel [24], Kuang [35] et Zhao |72]. Dans toute la suite on désignera par X un espace
de Banach et par d(z, A) la distance dans X d’un point x € X & un ensemble A C X. Si
f X — X une application continue. On dit que f : X — X est compacte si I'mage par f de

tout ensemble borné de X est pré-compacte dans X.
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1.4.1 Semifots discrets

Ensembles limite

Définition 1.4.1. Soit S : X — X une application continue telle que S(0) = 0. On appelle

semiflot discret engendré par I'application S 'ensemble {S"},>1, o S" = So...0 S, n fois.

Soit {S™},>1, un semiflot discret engendrée par 'application continue S. On désignera
par N I'ensemble des entiers naturels, N* = N\ {0} et Z_ = Z \ N*.

Définition 1.4.2. Une orbite positive (resp : négative) de x € X est définie par v+ (z) =
{S"(z) :n e N} C X (resp : v (z) ={zp : S(xp_1) =2p, n€Z_} C X).
Si H est une partie de X, alors v (H) = Uzegy™ (x) (resp : v (H) = Uzeny (x)).

Définition 1.4.3. Soit x € X. On appelle ensemble w-limite de x I'ensemble w(x) des valeurs
d’adhérence de {S™(x)} lorsque n — 400, c-a-d

wz)={y e X : Hnr}e>1, npg = +00, S™(z) — y}.

On appelle ensemble a-limite de x 'ensemble a(z) des valeurs d’adhérence de z,, lorsque
n — —oo c-a-d
alx) ={y € X : Hnp}tp>1, ng = —o0, x,, = y}.

Définition 1.4.4. Soit M C X un ensemble invariant par S (c-a-d., S(A) = A) et compact.
On désignera par :
Ws(M):={zeX: wx)#0, wkx)CA}={ze X: d(S™(z),M) =0, n — +oo},
I’ensemble stable de M. On désignera également :
W A):={zeX: alx)#0, a(z) CA}={re X: d(x,, M) = 0, n — —o0}.

I’ensemble instable de M.

Attracteur global

Définition 1.4.5. Soient S : X — X une application continue telle que S(0) = 0 et {S"},>1
un semiflot discret engendré par S.

(i) On dira que zo € X est un point d’équilibre de {S"},>1, si ¢ est un point fixe de S.

(ii) On dira d’une partie A C X est invariante si S(A) = A.

(iii) On dira d’une partie non vide A C X est un attracteur pour S, si A est compacte,

invariante et s’il existe un voisinage ouvert V' de A tel que lim supd(S™(z), A) = 0; Un point
n_H'OO:vGV
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d’équilibre z( est dit globalement attractif pour le semiflot discret {S™},>1, si S"( ) — o
pour tout x € X, lorsque n — +oc.
(iv) On dira que S est dissipatif sur un Banach X, s’il existe un ensemble borné By C X tel

que Erf d(S™z, By) = 0, pour tout x € X.

Le théoréme suivant sur l'existence d’attracteur global est fondamental dans les applica-

tions.

Théoréme 1.4.1 (Zhao [72]). Soient S : X — X wune application continue telle que S(0) =0
et {S"},>1 un semiflot discret engendré par S. Si S compact et dissipatif, alors il existe un

attracteur global connexe A tel que 1_131 supd(S™x, A) = 0 pour tout ensemble borné B dans
n=TzeB
X.

Décomposition de morse

Considérons S : X — X une application continue.

Définition 1.4.6. Un ensemble invariant non vide A de X est dit isolé pour S : X — X s’il

est I’ensemble invariant maximal dans un voisinage de lui-méme.

Soient A et B deux ensembles invariants isolés de X. On écrit A — B, s’il existe une
orbite de z ¢ AU B tel que w(x) C B et a(x) C A. Une suite finie d’ensembles invariants
{My, My, ..., My} est appelée une chaine si My — My — ... — M. La chaine est appelée
cycle si My = M;.

Définition 1.4.7. Soient S : X — X une application continue, M un compact de X avec
S(M) = M et {My, My, ..., My} une suite finie de sous-ensembles de M disjoints, compacts
et invariants.

(i) On dira de {My, M, ..., My} est une décomposition de Morse de M, si pour tout = €
M\ UF_, M; il existe i tel que w(z) C M; et pour toute orbite négative v~ de x il existe j > i
avec a(z) C M.

(ii) {My, My, ..., My} est appelée un recouvrement acyclique de Q(M) := Uzepyw(z), si M;, 1 <
i < k est isolé dans M, Q(M) C UE_ M; et aucun des sous-ensembles de {M;, M, ..., My}

forme un cycle dans M.

Persistence uniforme

Soient S : X — X une application continue telle que S(0) = 0 et {S™},>1 un semiflot
discret engendré par S. Soit X, un ensemble ouvert de X. Définissons X§ := X\ X, et
My :={x € X§:S™"(x) € X§, n> 0}, qui peut étre vide. Cette notation est devenue standard

dans la théorie de la persistance.
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Définition 1.4.8. Soient {S"},>1 un semiflot discret engendré par 'application continue
S: X — X telle que S(0) = 0 et N un sous-ensemble de X.

(i) On dit que N est un répulsif fort uniforme pour X s’il existe € > 0 tel que I}Lr_r>1 l{gd(sn(m),
N) > € pour tout z € Xj.

(ii) On dira de S : X — X est uniformément persistent (permanent) par rapport a (Xo, X§),
s’il existe n > 0 tel que l%rgl&fd(sn(az), X§) = 0 pour tout x € X, c-a-d X§ est un répulsif

fort uniforme pour Xj.

D’apres le lemme suivant, il existe deux approches équivalentes de la théorie de la

persistance.

Lemme 1.4.1 (Zhao [72]). Supposons qu’il existe un ensemble invariant compact mazimal Ay
pour S dans X§, c-a-d Ay est compact, invariant, peut-étre vide et contient tout sous-ensemble
compact invariant de X§. Soit { My, My, ..., My} une suite finie de sous-ensembles disjoints,
compacts et invariants de X§, avec M;, 1 < i <k isolé dans X§. Alors {My, Ms, ..., My} est
un recouvrement acyclique de Q(Mpy) dans X§ si et seulement si c’est une décomposition
Morse de Ap.

Théoréme 1.4.2 (Zhao [72|, Kuang [35]). Soit S : X — X continue, supposons que

(C1) S (Xo) C Xo et S admet un attracteur global A.

(C2) L’ensemble invariant compact mazimal Ag = AN My de S dans X§, peut étre vide,
admet une décomposition de Morse {My, My, ..., My} avec les propriétés suivantes :

(a) M; est isolé dans X;

(b) W5(M;) N Xo =0 pour tout 1 < i < k.

Alors, S est uniformément persistant par rapport a (Xg, X§) .

Remarque 1.4.1. Du Lemme 1.4.1, le resultat du Théoréme 1.4.2 est toujours valable en
remplagant la condition (C2) par la suivante :

(C2'") 11 existe une suite finie {M;, My, ..., M} } d’ensembles disjointes, compacte, invariants et
isolés dans X tels que

(a) Q(Mp) := Usenr,w(x) C ULy M;

(b') aucun sous-ensemble de {M;, My, ..., M.} forme un cycle dans X§;

(c') M; est isolé dans X;

(d") W#(M;) N Xy = 0 pour tout 1 < i < k (voir Zhao [72])

Le résultat suivant dit & Zhao nous donne des critéeres sur l’existence de points d’équilibres

globalement attractifs pour les semiflots non monotones.

Théoréme 1.4.3 (Zhao [72]). Soit {S"},>1 un semiflot discret engendré par Uapplication
continue S : X — X tel que S(Xy) C Xo. Supposons que
1) S est dissipatif
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2) Uapplication S est compacte ;

3) S est uniformément permanent par rapport a (Xo, X§).

Alors S admet un attracteur global Ay dans Xy, de plus Ag contient un point fize xoq de S
c-a-d S(xg) = xp.

Il existe cependant une version du Théoréme 1.4.3 ou la compacité du semiflot est

remplacée par la notion d’application a-condensante (voir Hale & Lunel [24]).

1.4.2 Semifots autonomes

Définition 1.4.9. On dira qu'une famille de fonctions 7'(t) : X — X, t > 0, est un semiflot
autonome si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) L’application (¢,x) — T'(t)x est continue;

(ii) 7(0) = I, ou [ est l'identité dans X ;

(i) T(t + s) = T(t) o T(s), pour tout t,s > 0.

Remarque 1.4.2. En utilisant des arguments similaires, les résultat des théorémes 1.4.1-1.4.3

restent corrects pour les semiflots continus (voir Zhao [72]).

Semiflow périodique

Maintenant, nous introduisons le concept de semiflow périodique et prouvons que la
persistance uniforme d’un semiflow périodique revient a celle de 'application de Poincaré
associé au semiflow périodique. Soit Xy un sous-ensembles ouvert de X et 90X, un sous-
ensembles fermé de X, tels que Xo N IXy = 0 et Xg U IdXy = X. On pose d(A, B) :=
infyca d(z, B) et d(A, B) :=sup,c4 d(z, B) pour A, B C E. Un sous-ensemble B de X est
dit fortement borné dans X si B est borné et d(B, 0X,) > 0.

Définition 1.4.10. Soit w > 0. On dira qu’une famille de fonctions T'(t) : X — X, t > 0,
est un semiflot autonome w-périodique si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) L’application (t,z) — T'(t)x est continue;

(ii) T(0) = I, ou I est 'identité dans X ;

(ii) T(t + w) = T(t) o T(w), pour tout t > 0.

Si T'(t) est un semiflot autonome w-périodique, on définit 'application de Poincaré S : X — X
associée au semiflot 7'(t) par S(z) = T'(w)(z), z € X.

Le théoréme suivant, montre que la persistance uniforme d’un semiflot w-périodique 7'(t)

est équivalente a celle d'un semiflot discret {S™},,>1 défini par S = T'(w).

Théoréme 1.4.4 (Zhao [72]). Soient T(t) : X — X, t > 0 une semiflot w-périodique sur
X avec T()Xo C Xo, t >0 et S: X — X un semiflot discret. On suppose que S = T'(w)
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satisfait les conditions suivantes :
(1) S est dissipatif dans X;
(2) S est compact.
Alors, la persistance uniforme de S par rapport a (Xo,0Xo) implique que T(t) est aussi
uniformément persistent par rapport & (Xo,0Xo). Plus précisément, S admet un attracteur
global Ag C Xq relatif aux ensembles fortement bornés dans Xq tel que ’ensemble compact
Al = Up<t<T(t)Ag C Xy vérifie que pour tout sous-ensemble U C X, fortement borné dans
Xo, limy_o, d(T(t)U, Ag) = 0.

Le théoréme 1.4.4 ci-dessus, montre que la persistance uniforme dun systéme périodique
(autonome) d’équations différentielles est équivalente & celle de son application de Poincaré.

Nous avons une remarque utile sur le théoréeme 1.4.3.

Remarque 1.4.3 (Zhao [72]). Dans le cas ou S est 'application de Poincaré d’'un semiflow
T'(t) w-périodique sur X avec T(t) Xy C Xy, V&t > 0, la conclusion du théoréme 1.4.3 est
toujours valide si la condition (2) dans le théoréme 1.4.3 est remplacé par la suivante :

(2') L’application S est a-condensant, et S™ est compact pour un certain entier ng > 1.

1.5 Théorie de la stabilité

1.5.1 Définitions

Soit 2 =R x O ot O est un ouvert de R" (resp : O est un ouvert de C' = C([—h, 0], R"))
Considérons I'équation différentielle décrite par le probléme (resp : (L.5))). Supposons
que f : Q0 — R™ satisfait les hypothéses du Théoréme 1.1.3 (resp : Théoréme 1.2.2). On
notera par x(t, to, o) la solution du probléme (1.2)) (resp : (1.5)) ot (tg, zo) € Q est la donnée
initiale. Les deux définitions suivantes nous donne la notion de point d’équilibre et de stabilité

respectivement pour les systémes différentiels ordinaires ou a retard.

Définition 1.5.1 (Point d’équilibre). Un point T € O est dit un point (d’équilibre, singulier,
critique, stationnaire, fixe) du systéme (1.2)) (resp : (1.5))) si f(¢,%) = 0, pour tout ¢t € R.

Définition 1.5.2 (Stabilité, Hale [22]). Supposons que f(t,T) = 0, pour tout ¢ € R.
1) On dit que T € O est un point d’équilibre stable si pour tout € > 0, pour tout ¢y > 0, il
existe § = (¢, t9) > 0 tel que si ||xg — Z|| < 0, alors la solution x(t, ty, z) du probléme (|1.2))

(resp : (|1.5])) vérifie

||$<t7t0,$0) - TH < €, t > 1.

2) Un point d’équilibre T € O est asymptotiquement stable s’il est stable et il existe
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b=0b(ty) > 0 tel que si ||zg — Z|| < b, alors
Jim [ (2, to, 20) — T = 0.

T sera dit instable, s’il n’est pas stable.

1.5.2 Stabilité des systémes linéaires a coefficients constantes et cri-

téres de Routh-Hurwitz

Nous considérons maintenant le cas particulier suivant du systéme (|1.3))

d
an = Az, v € R", (1.6)

ou A € M,(R) est une matrice constante. Il est clair que T = 0 est un point d’équilibre pour
le systéme (1.6]), le théoréme suivant nous donne des condition pour la stabilité asymptotique

de ce point.

Théoréme 1.5.1 (Diekmann [13|). (i) Le point d’équilibre T = 0 est asymptotiquement stable
si et seulement si pour toute valeur propre A de A on a Re(\) < 0 pour toutes les valeurs
propres de A.

(ii) Le point d’équilibre T = 0 est stable si et seulement si Re(\) <0 et A n’a pas de vecteurs
propres généralisés correspondant & des valeurs propres avec Re(\) = 0.

(iii) S’il existe une valeur propre A de A telle que Re(\) > 0, alors lorigine est un point

d’équilibre instable.

Nous recherchons maintenant une possibilité simple pour vérifier la stabilité des points
d’équilibres, en particulier dans les systémes & grande dimension, ou il n’est pas facile de
calculer explicitement les valeurs propres ou reconnaitre leurs propres signes. C’est pourquoi
nous allons utiliser le critére de Routh-Hurwitz qui donne des renseignements sur le signe des
parties réelles des racines d'un polynéme a partir de ses coefficients.

On sait que le polynoéme caractéristique de est donné par P(\) = |[A — M|, ou [ est la

matrice identité. Le polynéme caractéristique peut réécrire sous la forme générale
P\) = ap\" + ar A"+ ap N+ L an A  a,.

ou tous les coefficients soient réels. P(\) = 0 est I’équation caractéristique de (1.6)).
Pour n = 2, nous connaissons déja le critére basé sur le déterminant et la trace d’'une matrice.

Dans ce qui suit on donne une généralisation de ce critére pour n > 2. Considérons les
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matrices :
ap asg as
ay as
H, = (al)y Hy = . Hy= Qg A2 a4 )
ap a2
0 ay; das
ap as s ... Qop_1 ap as as 0
apg ag QA4 ... Q9—2 ag QA Q4 0
0 a, az ... Qaor—3 0 ayp as 0
Hk = 0 ag QA ... QA2k—4 yeeny Hn = 0 ag Qs 0
0 0 ay ... 0Agk—5 0 0 aq 0
0 0 ... ... a 0O 0 .. ... a,

c’est-a~dire, que le terme (7, j) dans la matrice Hy est donné par :

agk—; pour 0<2j—1<n

ag pour 25 =1

0 pour 25 <iou?2j>n-+i.
donc, tous les termes dans Hj, avec des indices supérieurs & n ou ayant des indices négatifs
sont remplacés par 0. La matrice Hy, k = 1,2, ...,n est appelé matrice de Hurwitz.

Une formulation plus utile de la méthode de Routh-Hurwitz est obtenue en définissant les

déterminants de Hurwitz suivants :
Dl = ai, D2 = |H2|a D3 = |H3|7 sty Dn = IH’VL|

On va maintenant énoncer le critére de Routh-Hurwitz suivant.

Théoréme 1.5.2 (Hari Rao et al. [61]). Les racines de P(\) = 0 ont des parties réelles

strictement négatives si et seulement si ag > 0, Dy > 0 pour tout k =1,2,...,n.

1.5.3 Stabilité locale des systémes ordinaire non linaire

Dans de paragraphe, considérons I’équation autonome non linéaire (1.3) tel que f : O — R™
de classe C!, o O un ouvert de R"™. On linéarise cette derniére équation en faisant un

développement limité de f autour d’un point d’équilibre T € O. Alors, lorsque x — T est petit

f(x) = Df()(z —T),

ou Df(Z) est la différentielle de f en T. Ce qui permet de remplacer un systéme non linéaire

par un systéme linéarisé autour d’un point d’équilibre.
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Définition 1.5.3 (Systéme linéarisé). Soient O un ouvert de R™ et f : O — R" de classe
C'. Supposons que T € O est un point d’équilibre de f. L’équation linéarisée pour le systéme
autonome non linéaire ([1.3)) autour du point T est défini par :

dy _

o =Df (T)y,

ou Df(T) est la différentielle de f en .

Théoréme 1.5.3 (Coddington & Levinson [5], Sideris [57]). Soient O un ouvert de R™ et
f:0 — R" de classe C'. Supposons que T € O est un point d’équilibre de f. On a

(i) Si toutes les valeurs propres de Df(T) sont de partie réelle strictement négative (c-a-d.,
Re\ < 0), alors le point d’équilibre T est localement asymptotiquement stable.

(ii) Si au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive (c-a-d., ReX > 0),

alors le point d’équilibre T est instable.

1.5.4 Stabilité locale des systéme a retard

On considére une 'équation différentielle autonome & retard et linéaire
o(t) = L (), (1.7)
L : C — R™ est une fonctionnelle linéaire et continue sur C' = C([—h, 0], R™). On remarque

que z = 0 est un point d’équilibre.

Définition 1.5.4. L’équation caractéristique du systéme (|1.7)) est définie par :
A (N\) =det(M — L(e*)) =0 (1.8)

De plus, les racines de (|1.8)) sont appelées les valeurs propres de (|1.7)).

Théoréme 1.5.4 (Smith [58]). Soit A (\) = 0 l’équation caractéristique du systéme :
(1) Sisup {Re(X) : A(X) =0} <0, alors la solution x = 0 de ’équation est localement
asymptotiquement stable.

(11) Si il existe une valeur propre X telle que Re(\) > 0, alors la solution x = 0 de l’équation
est instable.

Considérons maintenant 1’équation différentielle non-linéaire

dx
(] (1.9

ou f:C — R" Alors 2(t) =% € R", t € R est un point d’équilibre de ((1.9) si et suelement

si f(2) =0, ou & € C est la fonction constante égale a .
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Si x(t) est une solution de (1.9) et z(t) = & + y(t), alors y(t) satisfie

dy

5 () = f(@+u) (1.10)

On suppose que

f@+¢)=L(#) +9(0), pC

ou L : C' — R™ est une fonction linéaire bornée et g : C' — R™ est une fonction satisfait

gl
o=0[|@| 0
Le systéme linéaire suivant
dz
Zt) = L), (111)

est appelée équation linéarisée autour du point point d’équilibre z.

Théoréme 1.5.5 (Smith [58]). Soit A (\) = 0 l’équation caractéristique correspondant
1.11), on a

1) Si maz{Re(\) : A(X) =0} <0, alors & est un point d’équilibre localement asymptotique-
ment stable pour le systéme .

2) Si Re(\) > 0 pour certaines racines caractéristiques, alors T est un point d’équilibre instable
pour le systeme (@

Dans la suite, on parlera de la stabilité de la solution triviale (la solution zéro) de I’équation

(1.7), en supposant que I’équation caractéristique (|1.8)) s’écrit sous la forme suivante :
AN\ =P\ +QNe ™ =0, (1.12)

ot P(\) = 3° aphF et Q(\) = 30 bpME, ap, b € R, m < n.

Lorsque l’é(;zgtion caractéristiqlil_eo admet uniquement des racines a partie réelle stricte-
ment négative, alors la solution zéro de est asymptotiquement stable.

Le théoréme suivant nous donne des conditions pour que les racines de I’équation caractéris-
tique ait des parties réelles strictement négatives.

Théoréme 1.5.6 (Kuang [35]). Considérons équation (1.19), ou P(X) et Q(\) sont deux
fonctions analytiques dans Re(\) > 0 et vérifient les conditions suivantes :

(1) P(\) et Q(N\) n'ont pas de racines imaginaires communes ;

(it) P(—iy) = P(iy), Q(—iy) = Q(iy) pour y € R;

(iii) P(0) +Q(0) # 0;

() limsup {|Q(N)/P(N)| : |[A\| = +o0, Re(A) >0} < 1,

(v) F(y) = |P(iy)|* — |Q(iy)[*, oty € R et F(y) a au plus un nombre fini de zéros réels.
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Alors les relations suivantes sont vraies :

(a) Si F(y) =0 n'a pas de racine positive, alors il n’y aucun changement de stabilités ;

(b) Si F(y) = 0 admet au moins une racine positive et toutes les racines positives sont simples,
alors, quand 6 augmente, un nombre fini de changements de stabilités apparait, et le systeme

considéré devient éventuellement instable.

1.5.5 Fonction de Lyapunov

Nous allons maintenant donner un nouveau critére pour caractériser la stabilité globale.

Considérons le systéme autonome

2, = o, (1.13)

{ o — f(z,), t>t,

ou f: C'— R™ est une fonction continue et localement lipschitzienne. On désignera par z;(¢)

la solution de (1.13) telle que x4,(¢) = ¢

Soit la fonction continue V : C' — R, on définie

V()= Tm - [V (2 () — V (4],

h—0+ h

la dérivée de V' le long de la solution de ([1.13). Afin d’énoncer le théoréme de LaSalle pour

(1.13), on a besoin de la définition suivante.

Définition 1.5.5. On dit que V' : C' — R est une fonction de Liapunov sur un ensemble
G C C pour 1) si V est continue sur G (la fermeture de G) et V < 0 pour tout ¢ € G.

On définit les deux ensembles suivants :
E:={peG: %) =0},
M = Le plus grand ensemble invariant par rapport a (|1.13]) inclus dans E.
Le résultat suivant est appelé le principe d’invariance de LaSalle.
Théoréme 1.5.7 (Principe d’invariance de Lasalle, Kuang [35], Smith [58]). Soit V' une
fonction de Liapunov sur G et z; (¢) est une solution bornée de telle que z; (¢) € G,
alors w (¢) # O est contenu dans M, c’est-a-dire que d(M,x, (¢)) — 0 quand t — +00, ot
d(M,y) dénote la distance d’un point y & un ensemble M.

1.5.6 Stabilité des systémes linéaires & coefficients périodiques

Notons par M, (R) I'espace de Banach constitué des matrices carrées n x n.

Considérons le systéme linéaire homogéne suivant :

& = At)z, w(to) =m0, to € J, (1.14)
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ou A : J — M,(R) est continue sur J, alors pour tout (o, x9) € J x R™, il existe une solution
unique x(t, to, o) de (1.14) en (o, x¢), définie sur J.

Matrice fondamentale

Considérons le systéeme linéaire homogeéne (([1.14]).

Définition 1.5.6. Soit t — ®(t) € M,,(R) Une fonction matricielle définie sur un ouvert J
de R et ¢*(t), ..., ¢"(t) € R™ ses colonnes (des vecteurs).

i) On dira de ®(t) est une solution matricielle (ou matrice de solution) du systéme linéaire
homogéne si chacune de ses colonnes est une solution de ([1.14) (c-a-d., ¢p(t) =
At)or(t), k=1,2,...,n.)

ii) De plus, une solution matricielle ®(¢) est appelée matrice fondamentale si ses colonnes
(1), ..., " (t) sont linéairement indépendantes.

iii) Une matrice fondamentale ®(t) est appelée matrice fondamentale principale (ou résolvante)
en ty si O(ty) = I.

Théoréme 1.5.8 (Formule de Liouville, Chicone [4]). Supposons que t — ®(t) soit une
solution matricielle du systeme linéaire homogeéne sur lintervalle ouwvert J. Sity € J,
alors

detd(t) = detd (£y)elo T4

ou det désigne le déterminant et tr représente la trace de A(t).
En particulier, une solution matricielle ® de est une matrice fondamentale sur J si et
seulement si tr(®(t)) # 0 pour tout t € J.

Théorie de Floquet

Considérons le systéme linéaire homogéne suivant :

& =A)r, x(to) =, to€R, (1.15)

ou A: R — M,(R) est continue et A(t +7T) = A(t), T > 0. On dira dans ce cas que (|1.15))
est un systéme périodique et que A est T-périodique (c-a-d., A(t) périodique de période T').

Définition 1.5.7. i) Soient ®(¢) € M, (R) une matrice fondamentale du systéme (1.15)) et
C € M, (R) une matrice non singuliére. On dira de C' est une matrice de monodromie du
systéme sid(t+T)=o(t)C.

ii) Les valeurs propres A d’une matrice de monodromie sont appelées multiplicateurs caracté-
ristiques (multiplicateurs de Floquet) du systéme .

iii) Un nombre réel ou complexe u tel que A = e*T est appelé exposant caractéristique
(exposant de Floquet) du systéme ((1.15)).
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Théoréme 1.5.9 (Théoréeme de Floquet, Coddington & Levinson [5]). Soit ®(t) € M, (R)
une matrice fondamentale du systeme T -périodique , alors il existe une matrice constante
B € M,(R) et une matrice non singuliere, différentiable, 2T -périodique t — P(t) € M,(R)
telles que, ®(t) = P(t)eB!, pour tout t € R.

Remarque 1.5.1. a) Comme ®(t) est T-périodique et P est 2T-périodique, alors
O(t+T)=d(t+2T) = P(t + 27)ePH*D) = P(1)ePe?PT = o(t)e?PT

par suite
Ot +T) = d(t)e*PT,

d’autre part, on a ®(t) non singuliére pour tout ¢ € R, alors 57 = ®~1(0)®(T) est non
singuliére. Par conséquent, €257 est une matrice de monodromie de ([1.15]).

B

b) Finalement, on déduit que les valeurs propres A de la matrice de monodromie ¢*27 sont

des multiplicateurs de Floquet de ([1.15]).

D’aprés le Théoréme 1.4.11, qu’il existe une transformation 7T-périodique non-singuliére
telle que le systéme ([1.15]) se réduit & un systéme a coefficients constants, le lemme suivant

nous donne cette transformation :

Corollaire 1.5.1 (Perko [51]). = est une solution du systéeme T-périodique si et

seulement si t — P~1(t)y(t) est une solution du systéme a coefficients constants % = By.

le Lemme suivant nous donne la possibilité d’obtenir les multiplicateurs de Floquet et

également les exposants de Floquet a partir de la trace de la matrice du systéme (|1.15)).

Théoréme 1.5.10 (Sideris [57]). Soient {\;}7_; et {u;}7—, les multiplicateurs de Floquet et
les exposants de Floquet respectivement du systéme , alors

T
jl;[l)\j = exp <0/ trA(s)ds) , (1.16)

iﬂj = ;,/trA(s)ds, (mod2mi/T) . (1.17)

Le théoréme suivant nous donne des conditions nécessaires et suffisantes pour garantir la
stabilité du systéme (|1.15]).

Théoréme 1.5.11 (Sideris [57]). Soit A(t) € M,(R) continue sur R et T-periodique avec
T > 0. Alors,

(1)L origine est stable pour le systéme si et seulement si les multiplicateurs de Floquet
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du systeme A satisfont |A| < 1 (c.a.d., tous les exposants de Floquet ont des parties
réelles < 0) et il existe un ensemble complet de vecteurs propres de ®~1(0)D(T) pour tous les
multiplicateurs de module 1.

(11) L’origine est asymptotiquement stable si et seulement si |A| < 1 pour tous les multipli-
cateurs de Floquet du systéme (c.a.d., tous les exposants de Floquet ont des parties
réelles < 0).

Pour une matrice triangulaire par blocs et T-périodique A(t), on peut calculer directement

ses exposants de Floquet. On a le résultat suivant :

Théoréme 1.5.12 (Tian & Wang [63]). Soit A(t) une matrice triangulaire par blocs et
T-périodique
A (t) Ap(t) ... An(t)
0 Axp(t) ... A(t)

0 0 o Aw(t)

alors, les multiplicateurs de Floquet du systéme sont donnés par

exp </TA11(t)dt> , exXp (/TAgz(t)dt> ooy €XD (/TA,m(t)dt> .



Chapitre 2

Biologie : I'infection VIH/SIDA

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux aspects biologiques et biomédicaux de
I'infection par le VIH. Ces notions préliminaires sont importantes pour bien comprendre la

modélisation mathématique de I'infection.

2.1 Le virus du VIH/SIDA

Le Virus d'Immunodéficience Humaine (VIH), 'agent qui cause le syndrome de I'immuno-
déficience acquise le SIDA (Syndrome d’ImmunoDéficience Acquise), a été découvert pour
la premiére fois dans les années 80-81 aux Etats-Unis. Le rapport publié par ONUSIDA
portent en 2016 & environ 19,5 millions le nombre de personnes ayant accés aux médicaments
antirétroviraux, 36,7 millions [30,8 millions - 42,9 millions| de personnes dans le monde vivant
avec le VIH en 2016, 1,8 million [1,6 million - 2,1 millions| de personnes ont été nouvellement
infectées par le VIH en 2016, 1 million [830 000 - 1,2 million| de personnes sont mortes de
maladies liées au sida en 2016, 76,1 millions [65,2 millions - 83,0 millions| de personnes ont été
infectées par le VIH depuis le début de 1'épidémie, 35,0 millions 28,9 millions - 41,5 millions|
de personnes décédées de suite de maladies liées au sida depuis le début de ’épidémie. Cette
annonce, figure dans un nouveau rapport de 'ONUSIDA intitulé Global AIDS up date 2017
(Fiche d’information juillet 2017).

La stratégie d’accélération de '’ONUSIDA concernant le traitement fonctionne effectivement
dans les pays qui ’adoptent. Le mouvement doit se poursuivre pour atteindre d’ici 2020 1’ob-
jectif de traitement 90-90-90, & savoir 90% des personnes vivant avec le VIH qui connaissent
leur état sérologique vis-a-vis du VIH, 90 % de ces personnes sous traitement antirétroviral et
90 % des personnes sous traitement avec une charge virale indétectable. Atteindre 1'objectif
de traitement pour 2020 mettra le monde sur la bonne voie pour en finir avec I’épidémie de

sida d’ici 2030 dans le cadre des Objectifs de développement durable.
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2.2 Structure du VIH

Le VIH est un rétrovirus qui engendre une infection chronique, caractérisée par une longue
période entre I'infection et les manifestations cliniques. Deux types viraux et de nombreux
sous-types, basés sur des différences génétiques, ont été identifiés : le VIH-1 présent dans le
monde entier et le VIH-2 répandu principalement en Afrique de I'ouest. La Figure 2.1 présente
la morphologie du virus VIH, les particules virales mitires sont grossiérement sphériques pour
un diamétre moyen de 145 nanométres. Une capside, comprenant un brin simple d’ARN en
double exemplaires et des enzymes agissant dans le cycle de réplication du virus (voir Section
3.2.2), est contenue dans ’enveloppe virale jalonnée de glycoprotéines : la gp4l et la gp120.

gp4l

Glycoprotéine transmembranaire

gpl20
Glycoprotéine
de fizatian

ARN

Enveloppe
lipidique,

protéase, il : \ 24 génomique
peptides :
protéine
pi7
protéine
p24 ARN

FIGURE 2.1 — Structure du VIH.

2.3 Cycle de réplication du virus

La principale cible de I'infection par le VIH est une classe de lymphocytes, ou de globules
blancs, appelés lymphocytes T CD4. Le VIH fait partie de la famille des rétrovirus. En
effet, celui-ci posséde un génome en forme d’ARN1 et non d’ADN2 comme c’est le cas de la
majorité des organismes cellulaires vivants. Pour se répliquer, le VIH a donc besoin d’intégrer
le noyau d’une cellule (en particulier les lymphocytes T CD4 du systéme immunitaire) et de
rétro-transcrire son ARN en ADN viral. Le cycle de vie du VIH dans I'organisme comporte 7
étapes principales représentées sur la Figure 2.2.

1. La phase d’attachement : Le virus, grace a la protéine gp120 située sur sa membrane,
reconnait la protéine CD4 située sur la membrane des lymphocytes T CD4 et se fixe sur elle.

2. La phase de fusion et de pénétration : La protéine gp4l achéve la fixation et
permet la fusion des membranes virales et cellulaires. Le matériel génétique du virus ('ARN

viral) est alors injecté dans le cytoplasme de la cellule désormais contaminée.
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3. La phase de transcription inverse de ’ARN viral : Cet ARN viral est rétro-
transcrit en ADN viral grace I'action d’une enzyme appelée transcriptase inverse.

4. La phase d’intégration de ’ADN viral : L’ADN viral ainsi formé, est intégré au
génome de la cellule infectée grace I'action d’une enzyme appelée intégrase. Cet ADN viral
est ensuite transcrit en plusieurs ARN viraux grace au systéme de réplication de la cellule.

5. La phase de traduction : Les ARN viraux ainsi produits sont lus et traduits en
précurseurs protéiques qui vont, aprés assemblage, former les protéines virales.

6. La phase de clivage et d’assemblage des protéines virales : Les protéines virales
ainsi formées vont étre clivées puis assemblées en nouveaux virions. Le clivage et la maturation
des protéines virales sont assurés par une enzyme appelée protéase.

7. La phase de libération des nouveaux virions : Les virions formés bourgeonnent
a la surface de la cellule infectée avant d’étre libérés dans I'organisme pour un nouveau cycle
viral.

Le virus peut étre isolé de la plupart des liquides biologiques : sang, sperme, sécrétions
vaginales, lait maternel, salive, larmes, urine. Le VIH, virus enveloppé, est un virus fragile

qui ne peut donc se transmettre qu’a l'occasion de contacts inter-humains "rapprochés".

2.4 Le ystéme immunitaire

Le sytéme immunitaire est un ensemble complexe d’organes, de cellules, et de molécules
responsable des défenses de I'organisme contre les agents infectieux. Les principaux composants
du systéme immunitaire auxquels nous allons nous intéresser sont les lymphocytes T CD4 et
les lymphocytes T CDS.

2.4.1 Les lymphocytes T CD4

Les lymphocytes T CD4 (ou T4), appelés aussi lymphocytes T helpers (Th) ou T auxiliaires,
sont les cellules responsables de la coordination et de 'activation de la réaction immunitaire.
Ces cellules sont produites par le thymus et possédent des protéines CD4 sur leurs membranes.
Ces cellules helpers, comme leur nom l'indique, sont la clef du systéme immunitaire. Elles
aident au déclenchement de la réaction et de la réponse immunitaire en cas d’infection, c’est
a dire I'activation des T CDS, des macrophages, ou la production des cytokines® par exemple.
Aprés contact avec un antigéne, les T4 s’activent, entrent en prolifération et orientent la
réponse immunitaire vers :

- une immunité dite & médiation cellulaire (stimulation des lymphocytes Tc) pour une
destruction directe des cellules infectées ou,

- une immunité dite a médiation humorale pour une production d’anticorps.
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En détruisant les T4, le VIH inhibe le mécanisme de défense immunitaire & sa source.

Toute activation des principales défenses immunitaires devient donc impossible.
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FIGURE 2.2 — cycle de réplication du VIH.

2.4.2 Les lymphocytes T CD8+

Les lymphocytes T CD8 (ou T8) sont produits aussi par le thymus. Ils possédent des
protéines CD8 sur leurs membranes et sont responsables de la destruction des cellules
tumorales ou des cellules infectées par des virus.

Lorsqu’une cellule CD4 est infectée par un agent infectieux, elle est capable de produire
et de présenter un antigéne a sa surface pour signaler aux autres cellules qu’elle est infectée.
Toute détection de cet antigéne par une cellule T CD8 naive entraine I'activation de cette
cellule T CDS8 puis 'expression de son pouvoir cytotoxique. Pour cette raison, les cellules

CDS8 sont aussi appelées cellules CTL (pour Cytotoxic T Lymphocyte) ou encore lymphocytes
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Tec. La cellule CTL nouvellement activée (appelée CTL précurseur) devient donc le siége de
modifications morphologiques et se transforme en donnant naissance -par prolifération-a des
cellules CTL effectrices et des cellules CTL mémoires.

- Les cellules effectrices ont pour but direct de détruire toutes les cellules infectées qui
expriment ’antigéne reconnu.

- Les cellules mémoires (qui ont une durée de vie plus longue) persistent dans le temps et
permettent d’avoir une réponse immunitaire (dite réponse secondaire) plus rapide et plus

intense en cas de nouveau contact avec le méme antigene.

2.5 Les mécanismes d’entrée du VIH dans les cellules

2.5.1 Protéines virales et CD4

Le virus utilise pour rentrer dans ses cellules hotes les protéines présentes dans son
enveloppe et a la surface de la cellule hote. La protéine virale gpl120 posséde en effet
un domaine de liaison au récepteur CD4. Le virus du SIDA est ainsi capable de se fixer
spécifiquement aux lymphocytes T4, qui portent cette protéine a la surface de leur membrane.
Cette fixation de gp120 & CD4 provoque la succession des différentes étapes permettant la
pénétration de la particule virale dans le lymphocyte. Lors de la fixation de gp120 a CD4, une
autre protéine membranaire virale, la gp41, s’insére alors dans la membrane du lymphocyte,

permettant la fusion des deux membranes, et ainsi 'entrée du virus dans la cellule.

2.5.2 Co-récepteurs du VIH

Le récepteur CD4 a lui seul est insuffisant pour une pénétration du VIH dans la cellule. Des
co-récepteurs sont nécessaires. Parmi ceux-ci, on peut citer deux protéines transmembranaires :
CXCR~4 et CCR-5. Ces co-récepteurs ne sont pas des protéines spécifiques des lymphocytes
T4 : de nombreuses autres cellules les possédent. Toutes les souches de VIH n’utilisent pas le

méme co-récepteur.

2.6 L’évolution de I'infection du VIH vers le sida

Aprés infection par le VIH, I’évolution de la dynamique de I'infection suit les 3 grandes
phases décrites ci-apres.

1) La primo-infection : dure 3 & 8 semaines, le malade entre dans la phase de primo-
infection. Lors de cette phase le nombre de cellules CD4 diminue et la charge virale croit
rapidement (voir Figure 2.3). Toutefois, 'organisme réussit a controler 'infection et a faire

baisser la charge virale au bout d’un certain temps.
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2) La phase asymptotique : est une phase de latence clinique qui peut durer plusieurs
années pendant laquelle le patient ne présente aucun symptome lié au VIH, le virus reste
en latence dans l'organisme. Sans traitement le systéme immunitaire arrive a maintenir un
niveau de CD4 satisfaisant (autour de 500-600 cellules/mm?) et la charge virale est stable
autour de 1000-10000 copies/ml. Toutefois, un déclin faible et progressif de la concentration
de CD4 sains est observé.

3) La phase SIDA : On assiste & une chute notable des défenses immunitaires (taux de
CD4< 200/mm?), le nombre de virus augmente fortement (plus de 100 000 virions par ml.) et
a l'apparition de maladies opportunistes graduellement liés au nombre de CD4 (on retrouve
les candidoses, la pneumocystose, la tuberculose, les infections & virus de type herpés simplex,
et aussi des cancers) et pouvant entrainer la mort du patient. Cependant, la progression vers
cette phase n’est pas irréversible et de nos jours un patient pour lequel le traitement est

efficace peut sortir de cette phase.
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FIGURE 2.3 — Graphe de la relation entre la charge virale du VIH et le nombre de CD4 en moyenne au

cours du temps chez un patient non traité.

2.7 Les thérapies antirétrovirales

Les différentes classes d’ARV (antirétroviraux) utilisées contre le VIH agissent aux dif-
férents stades du cycle de vie du virus. Les médicaments antirétroviraux sont regroupés
en quatre classes pharmacologiques (les inhibiteurs d’entrer, de la transcriptase inverse, de

I'intégrase et de la protéase) :

2.7.1 Les inhibiteurs d’entrée du virus

Ils peuvent étre répartis en trois classes distinctes selon leur mécanisme d’ation :

(i) Les inhibiteurs d’attachement qui agissent en empéchant 1'attachement du virus VIH a la
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membrane externe de cellule hote (CD4).

(ii) Les inhibiteurs des co-récepteur CCR5 du VIH qui agissent en empéchant l'interaction
entre le VIH et les corécepteur CCR5 et CXCR4 a la surface de la cellule hote.

(iii) Les inhibiteur de fusion empéchent la fusion du VIH avec une cellule CD4. Ces produits
se lient & une protéine de surface du VIH appelée gp41. Si la membrane externe du virus ne
peut pas fusionner, avec la membrane de la cellule T CD4, le virus ne peut plus se reproduire.
Les inhibiteur de fusion interviennent au moment de la pénétration et ploquent la protéine

gp4l, 'empéchant de se lier & la membrane cytoplasmique de la cellule hote.

2.7.2 Les inhibiteurs de la transcriptase inverse

Il en existe deux catégories :

(i) Les inhibiteurs nucléosidiques de la transcriptase inverse (INTI) : sont des analogues de
bases nucléiques. Ils entrent en compétition avec les bases nucléiques, (substrats naturels de
la transcriptase inverse) et inhibent 'action de cette derniére. Ils ploquent ainsi la fabrication
d’ADN pro-viral et donc la réplication. Les INTT agissent comme des leurres en imitant les
bases nucléiques qui forment la chaine d’ADN. Lors de la construction d’une nouvelle chaine
d’ADN viral, la transcriptase inverse se lie aux INTI au lieu de se lier aux bases nucléiques
naturelles. Comme la structure des INTI ne permet pas l'attachement aux bases d’ADN
suivantes, I’élongation de la chaine d’ADN est interrompue.

(ii) Les inhibiteurs non nucléosidiques de la transcriptase inverse (INNTT) : Au lieu d’entrer
en compétition avec les bases nucléiques naturelles de 'ADN comme le font les INTI, les
INNT se lient a la transcriptase inverse, empéchant ainsi la conversion de I’ARN viral en
ADN.

Abbréviation | Nom international | Nom commercial | Sous-type
AZT Zidovudine Rétrovir nRTI

ddI Didanosine Vide x nRTI
ddC Zalcitabine Hivid nRTI

d4T Staduvine Zerit nRTI
3TC Lamivudine Epivir nRTI
ABC Abacavir Ziagen nRTI
TDF Tenofovir Viread nRTI
NVP Nevirapine Viramune nnRTI
EFV Efavirenz Sustiva nnRTI

TABLEAU 2.1- Liste non exhaustive des inhibiteurs de la transcriptase inverse les plus utilisés. Certains

médicaments tels que le Combivir (AZT+3TC) sont des combinaisons d’autres ARV [47].

Remarque 2.7.1. De maniére générale, on adoptera la nomenclature anglaise nRTI (Reverse

Transcriptase Inhibitor) pour désigner les inhibiteurs nucléosidiques et nnRTI pour les
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inhibiteurs non-nucléosidiques. La notation RTT sera utilisée pour désigner ces deux classes

d’inhibiteurs.

W

sans RTls

~ R T

avec RTls

FIGURE 2.4 — Les inhibiteurs de la transcriptase inverse.

2.7.3 Les inhibiteurs d’intégrase

I'intégrase est une enzyme essentielle qui permet au VIH d’intégrer I’AND pro-viral dans
le génome de la cellule hote. Cette étape d’intégration est fondamentale pour le maintient et
la stabilité du génome virale ainsi que pour une expression optimale des génes viraux. Les

inhibiteurs d’intégrase constituent une classe d’antirétroviraux qui empéchent cette étape.

2.7.4 les inhibiteurs de protéase (IP) du VIH

La protéase est une enzyme clé du VIH. Aprés l'intégration de ’ADN viral dans la cellule
humaine, cette cellule produit une chaine de protéines virales. La protéase découpe cette
chaine en particules virales plus petites qui seront assemblées pour former de nouveaux virus.
En ploquant la protéase, les inhibiteurs de protéase empéchent la cellule infectée de repreduire
de nouvelles particules virales matures et infectantes. Les nouvelles particules virales ne
peuvent alors plus bourgeonner a la surface de la cellule et etre libérées dans le milieu extra

cellulaire. Elle ne peuvent donc plus infecter de nouvelles cellules cibles.

Abbréviation | Nom international Nom commercial
APV Amprénavir Agenerase

TPV Indinavir Crixivan

RTV Ritonavir Norvir

ATZ Atazanvir Reyataz

NFV Nelfavir Viracept

SQV Saquinavir Invirase

LPV Lopinavir+Ritonavir | Kaletra

TABLEAU 2.2- Liste non exhaustive des inhibiteurs de la protéase les plus utilisés [47].
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avec Pls

FIGURE 2.5 — les inhibiteurs de protéase

Remarque 2.7.2. Les antirétroviraux les plus répandus sont principalement les inhibiteurs

de la transcriptase inverse et les inhibiteurs de protéase.

2.8 Modélisation de 'infection & VIH

La modélisation mathématique en biologie et en médecine est en plein essor depuis
quelques années. De plus en plus d’équipes de mathématiciens purs et appliqués s’intéressent
a ces problématiques, et de fagon symétrique, de plus en plus de biologistes et de médecins
ressentent le besoin d’une telle approche et font appels & des techniques mathématiques et
informatiques pour attaquer les problémes complexes auxquels ils sont confrontés. En effet,
la modélisation mathématique en biologie a pour but de mieux explorer les données plus ou
moins nombreuses en milieu clinique et de disposer d’un outil informatique prédictif.

Les premiers modéles mathématiques de la dynamique de I'infection VIH sont apparus
dans les années 90 ( [49], [50], [17], [70], [27], [30] , etc). Les premiéres contributions sur
I’analyse mathématique de la dynamique in vivo de I'infection & partir de ces modéles ont
permis de révolutionner notre compréhension de l'infection. Ces travaux ont permis de
mettre en évidence le caractére rapide de la dynamique in vivo du virus ( [27], [49]). Il a
été estimé qu’au minimum 109 cellules virales sont produites et sont éradiquées chaque jour
dans l'organisme et ce, durant toute la durée de I'infection. Et donc, méme si la maladie est
a progression lente avec plusieurs phases qui peuvent s’étendre sur des dizaines d’années,
ces résultats ont permis de mettre en lumiére cette caractéristique jusqu’alors inconnue de

I'infection du VIH.
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2.8.1 Les premiers modéles

Les premiers modéles se sont intéressés a la dynamique virale aprés mise sous traitement.
Ho et al. [27] utilisent deux modéles trés simples de U'interaction virus-systéme immunitaire.
Le virus V' est produit par des cellules infectées a un taux noté m et meurt & un taux
py supposé constant, alors 1'équation différentielle s’écrit dV/dt = P — c¢V. Wei et al. [70|
proposent un modéle comparable et donne en plus une estimation de la demi-vie des cellules
infectées productrices. Ces deux papiers ont eu un impact considérable car ils ont démontré
que le cycle de réplication du virus est extrémement rapide, bien que le niveau de charge
virale soit constant. La phase asymptomatique ne doit donc pas étre vue comme une pause
dans l'infection, mais au contraire comme une période de renouvellement intensif du virus et
des CD4.

Perelson et al. [49] présentent le modeéle biomathématique de type proie-prédateur (Volterra
[65]). Ce modeéle est devenu le modeéle de référence dans la modélisation de I'interaction
virus-systéme immunitaire. En ’absence de traitement, ce modeéle s’écrit sous la forme :

I — s — 6T — BTV

a0 — BTV — T (2.1)

dav(t) *
. kT — CV

ou T, et T*, sont respectivement les quantités de cellules seines et infectées par mm? et V, la
charge virale exprimée en copies d’ARN viral par ml de sang. Dans ce modéle, les cellules
CD4 saines sont produites par le thymus a un taux constant s et meurent naturellement avec
un taux de mortalité quotidien égal a . Elles sont transformées en cellules infectées a un
rythme 7'V proportionnel a la charge virale et & la quantité de cellules saines. p est le taux
de mortalité des cellules infectées (v > ). Les virions sont produits par les cellules infectées
a un rythme K7™ proportionnel a la quantité de cellules infectées et meurent avec un taux de
mortalité égal a c. Les valeurs tp = %, tr = i, ty = % sont respectivement les durées de vie
des CD4 sains, infectés et des virions. La Figure 2 est une description graphique de I'infection
HIV :

Thymus

u

FIGURE 2.6 — Diagramme de I'infection HIV.



2.8. MODELISATION DE L’INFECTION A VIH 43

2.8.2 Modéle de base avec RTI et un retard

En réalité, le modele de base ([2.1]) présente un délai entre I'infection d’une cellule et la
production de nouvelles particules virales, ce délai s’appelle retard intracellulaire. Herz et
al. [25] ont développés le modéle a retard suivant :

O — s — 6T — BTV

dT;t(t) =BTt —7)V(t—T1)e ™ — uT* (2.2)

AVi(t)
Wit — e — ey

Les deux principaux mécanismes d’action des traitements antirétroviraux sont des an-
tiprotéases et des inhibiteurs de la transcriptase inverse. Les antiprotéases vont induire
la production de virus non-infectieux par les cellules infectées et vont donc jouer sur le
paramétre k du modele (2.1I)). Il convient alors de distinguer le virus infecticux V7 et le
virus non-infectieux Vy; dans le modéle. L’efficacité d’'une antiprotéase est notée np; ou

0 < npr < 1. Dixit & Perelson [15] ont introduit le modéle sous antiprotéase suivant :

I — s — T — BTV

dT;t(t) =pTt—T1)V(t—T1)e ™ — uT*

O _ (1= g T — Vi

dvﬁ W = ppkT* — ey Vir

(2.3)

Ou e™™ la probabilité de survivre & la période de t — 7 & t.

Les inhibiteurs de la transcriptase inverse vont bloquer (ou du moins ralentir) la trans-
cription inverse et empéche donc 'infection réussie de nouvelles cellules ; ils vont modifier
le taux d’infectiosité [ ; leur efficacité est notée nrr ot 0 < nry < 1. Dixit & Perelson [15]
ont introduit également le modéle a retard avec traitement (inhibiteur de la transcriptase
inverse) suivant :

Y — s — 6T — (1 — nr) BTV

MO = (1= npr) BTt — 1)V (t — 7)e ™ — uT" (2.4)

AVi(t) s
=5 = kT —cVp

Tous les paramétres de modele (2.3]) et (2.4) sont les mémes que dans le modele ([2.1]). Si
nrr = 0 (resp. np; = 0 ), il n’y a pas d’inhibition de 'infection, alors que si ngr = 1 (resp.
np; = 1), l'inhibition est 100% efficace.
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2.8.3 Modéle de cellules activées

44

Perelson et al. [49] ont proposé un systéme d’équation différentielle ordinaire tridimen-

sionnelle comportant de cellules T CD4 non infectés, de cellules T CD4 infectées (1) et des

concentrations de virus (V). Prague et al. ( [53], [54]) ont introduit un modeéle appelé "modéle

de cellules activées", qui distingue parmi les cellules non infectées (celles CD4 quiescents
(Q) et celles CD4 activées (T')) (Voir la Figure 2.5 et le Tableau 2.3 pour la description des

paramétres), Le modéle peut étre écrit comme suite :

=2+ pT = aQ — uoQ

Y = aQ =TV = pT — prT

D — ATV — g T*

WO = 7T — 'V

Mg Hr Hr

f f 1
4@ O+Q

FIGURE 2.7 — Représentation graphique du "Modéle de cellules activées" ( |53, [54]).

Parameétre

Signification

A
HQ

«
P
KT
Y
=

™

Ky

Taux de création des cellules ()

Taux de décés des cellules ()

Taux d’activation des cellules ()

Taux de désactivation des cellules T’

Taux de décés des cellules T'

Taux d’infection des cellules I" par les virus
Taux de décés des cellules T™

Taux de création des virus

Taux de décés des virus

TABLEAU 2.3- Paramétres biologiques pour le "modéle de cellules activées" (2.5) ( [53], [54]).

(2.5)



Chapitre 3

Modéle de I'nfection par VIH avec

thérapie antirétroviral

3.1 Introduction

Le VIH est un rétrovirus appartenant a la famille des lentivirus dont la pathologie est
caractérisée par une longue période entre 'infection et le début du SIDA. Les principales
cellules cibles du VIH sont une classe de cellules du systéme immunitaire appelé cellules CDA4.
En provoquant leur destruction et donc leur déclin, ce qui conduit & 'apparition d’infections
opportunistes majeures.

Il existe différents types de médicaments appelés antirétroviraux (ARV) qui agissent sur
différentes étapes du processus d’infection. Parmi eux, les inhibiteurs de la transcriptase
inverse (RT') réduisent la production de virus infectieux par les cellules infectées. Leur role
est d’empécher la réplication virale a l'intérieur de la cellule en inhibant ’enzyme RT qui ne
peut pas faire une copie d’ADN du virus (voir [43,48,49]). Le virus VIH peut entrer dans la
cellule mais ne l'infectera pas.

Il existe deux modes de propagation du VIH : le mode de virus cellulaire dans lequel une
cellule infectée est produite par le contact du virus avec une cellule saine, qui est le mode
prédominant de propagation virale dans le sang et cellule & cellule dans laquelle Le virus se
propage directement a partir d’une cellule infectée a une cellule saine comme dans une culture
tissulaire comme le cerveau et les ganglions lymphatiques (voir |7,[33]). Depuis le début des
années 1990, plusieurs auteurs (voir [12}43],48,49,56| et les références citées dans ce travail)
ont proposé différents types de modeéles mathématiques qui décrivent, en termes d’équations
différentielles, 'interaction du virus avec le systéme immunitaire comme sa dynamique sous
les inhibiteurs de la RT.

Dans le document original de Perelson et al. [49], la dynamique du VIH est décrite par le
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systéme différentiel suivant :

T =X = (1 =TV + prT

T = (L =TV = T (3.1)
av(¢)

i = Ml =V

out > 0 estle temps et T, T, V sont respectivement les concentrations de cellules saines,
de cellules infectées et de virus. A représente la vitesse a laquelle de nouvelles cellules T
CD4 sont produites. Les taux de mortalité des cellules saines, des cellules infectées et des
virions sont désignés par pr, prs, fy respectivement et 7 est le nombre de virions produits
par une cellule. D’un point de vue mathématique, 1'utilisation d’inhibiteurs de RT réduira la
force d’infection a travers le parameétre 1 qui représente l'efficacité du médicament. Le terme
d’infection (1 — n)yTV est alors utilisé dans le systéme , ou v est la force de l'infection
en l'absence de médicament (n = 0) et n = 1 signifie que le médicament est 100% efficace.
Dans I’hypothése, on suppose que 7 € [0, 1].

Il a été rapporté (voir [9,19-21,55]) que les seules cellules activées sont les cibles du VIH.
Dans les travaux cités précédemment, les auteurs distinguent entre les cellules quiescentes
qui ne peuvent pas étre infectées par le virus et les cellules activées qui sont les principales
cibles du virus. Ils ont supposé que les cellules quiescentes () sont produites par le processus
hématopoiétique & un taux A et meurent a un taux pg. Puisque le systéme immunitaire
conservent les cellules T CD4 toujours activées par auto-renouvellement, il a été supposé que
les cellules quiescentes deviennent activées a un taux a. D’autres cellules activées reviennent
a I’état quiescent a un taux p. Finalement, puisque le traitement par des inhibiteurs RT
générera des virus Vy; défectueux et non infectieux, Guedj et al. ( [21,21]) a proposé le
modeéle suivant de cinq compartiments pour décrire la dynamique du VIH sous traitement

avec des inhibiteurs RT :

G =2+ T = aQ - p1gQ

M = aQ — (1 —n)yIVi — pT — pr'T

T = (1L =)y TVi — preT" (3.2)
dvi (1)
dt

dvjcvzf(t) = (1 —w)ppnT* — py Vg

= wur=TI™ — py' Vi

ou Q(t) désigne la concentration de cellules quiescentes, T'(t) et T*(t) celle de cellules actives
saines et de cellules infectées respectivement, V;(t) les particules virales infectieuses et Vi;(?)
les particules virales non infectieuses. w indique la proportion de virus infectieux. Comme

les quatre premiéres équations du systéme ({3.2)) sont indépendantes de la variable Vi, la
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dynamique du systéme (3.2)) est déterminée par le sous-systéme suivant :

W0 = X+ pT - aQ — pQ

O = aQ — (1 —n)yTV; — pT — prT

dT* (t) . (3.3)
a- =A=nIVi — prT
Wilt) — g T* — iV
a lequel on associe les données initiales non négatives suivantes :
Q0)=¢>0,T70)=%>0,7°(0)=60>0,V;(0) =¢ >0, (3.4)

ott (¢,1,0,¢) € R™.

Peu de travaux ont été consacrés a 1'étude de l'analyse mathématique des systémes
dynamiques du VIH sous traitement antiviral et a l'incorporation d'un état de cellules
quiescent. Dans ce travail on donne une analyse mathématique du modéle . Le reste
de ce travail est organisé comme suite. Dans la section 2 on analyse la stabilité locale de
I’équilibre sain et infectieux en termes de reproduction de base. Dans la section 3 on montre
que si le nombre de reproduction de base du modéle Ry < 1, I’équilibre E est globalement
stable et lorsque Ry > 1 1’équilibre infecticux F est globalement asymptotiquement stable
pour un certain ensemble des valeurs des parameétres. Dans la section 4 on considére le cas
ou la fonction d’efficacité du médicament 7(t) est périodique dans le temps. En appliquant
la théorie de la persistance de semiflot périodique, nous établissons un parameétre seuil, en
terme de rayon spectral d’'une matrice, entre la clairance et la persistance de la maladie. Dans
la section 5 on illustre nos résultats par quelques simulations numériques et on donne une
conclusion.

Démontrons maintenant 1’existence, 'unicité et la positivité des solutions de systéme

B-3-G9.

Théoréme 3.1.1. Pour toute donnée initiale non négative (¢,,0,€) € R* telle que ¢ >
0,9 >0, le systeme a une solution positive unique (Q(t), T(t), T*(t),Vi(t)) définie pour
tout t > 0 et satisfaisant .

Preuve. Puisque les fonctions du deuxiéme terme de satisfont la condition de Lipschitz,
alors le Théoréme 1.2.3 nous donne que le systéme ((3.3)) admet une solution unique définie pour
tout t > 0 et vérifie . De plus, dans le systéme —, chaque composant représente
la concentration d’une population viral, doit donc étre non négative. Par conséquent, pour
étre biologiquement significatif, le systéme doit avoir la propriété que le cone positive
R% est invariant invariant par .
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Comme
dQ(t)
——lomg = A T >0
dt ’Q—O +P = Y,
dT(t)
0 = >0
di |T_0 a@ >0,
dT™*(t
dt( )|T*:0 = (L=nTVi >0,

avec (Q(t), T(t), T*(t),Vi(t)) > 0, alors le deuxiéme terme du systéme (3.3) satisfait la
condition du Théoréme 1.2.8, on déduit donc que le cone positif Ri est invariant par (3.3)).
On notera (Q(t), T'(t),T*(t), Vi(t)) une solution positive de ({3.3)-(3.4). De la premicre
équation de (3.3)) et comme T'(¢t) > 0, on a
dQ(t)

“a > —(a+ NQ)Q(t)

Intégrons les deux termes de 'inégalité précédente on obtient que
Q(t) > Q(0)e~(@+Hlt > 0 vt > 0. (3.5)

De nouveau, la deuxiéme équation de (3.3)) et (3.5)) nous donne

dzgp > —((L =YV + p 4 pr)T(t), (3.6)

Par intégration sur (0,¢) on trouve

T(t) > T(0)e™ Jo (=il tosunids g 4 < (3.7)

Maintenant, montrons que 7*(¢) > 0 et V;(t) > 0 pour tout ¢ > 0. Autrement dénotons
t1 > 0 et ty > 0 les premiers temps ou T7*(t) et Vi(t) atteignent zéro respectivement et
to = min(tq, ts).

D’abord si ty = t1, alors V;(t) > 0Vt € (0,t;), & partir de la troisiéme équation de et

(3.7) on obtient
dT™(t)

dt

Z —HT* T* (t) )

alors
() > T*(0)e " Jo 76 5 0 vt e (0, 1),

donc T*(t) > 0 qui est une contradiction avec T*(t) = 0.
D’autre part, si tg = t5, alors d’aprés la quatriéme équation de (3.3) et comme T™*(t) > 0,
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Vt € (0,1q) :
MO > i),
Alors
Vi(ts) > Vi(0)e v Jo" Vil)ds - g
ce qui est une contradiction car V() = 0. O

3.2 Analyse de la stabilité des équilibres

Dans cette section, on étudie 'analyse de stabilité des équilibres du systéme (3.3)). Pour
trouver les points d’équilibre de (3.3), on résout le systéme algébrique :

A+ pT = aQ — 1gQ =0,
a@Q — (1 =n)yTV; — pT — prT = 0, (38)
(L=m)yTVi = pr-T" =0,

wpp=TL* — py' Vi = 0.

D’aprés la derniére équation de l) onalV;= %TV*T* En remplacant cette valeur dans la

deuxiéme et la troisiéme équations de (3.8]), on obtient le systéme réduit :

(1 — n)ywmpr

a) — TT — (p+ pur)T =0,
124%
. (3.9)
2%
Si T* =0, alors V; = 0 et par la premiére équation du systéme (3.9)), on obtient
Q= vty (3.10)
!
en remplagant cette valeur dans la premiére équation de (3.8)), on trouve
A
T= < . (3.11)
apr + ppQ + QT
De (3.10) et (3.11)), on aura
A

apr + pug + okt
Le systéme (3.3) admet alors point I’équilibre avant infection s’écrit Ey = (Qo, 1o, 0,0) ou

Alp + pir) a\

QU = ) T
apr + ppQ + HQHT

0— .
apr + ppQ + HQHT
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Supposons maintenant que 7% # 0. De la deuxiéme équation de (3.9) on a

(1 —n)ywnpr-

T— Hr* = 07
Ky
par suite
Ky
T=———7—. 3.13
(1 —=n)ywr (3.13)

En remplacant la valeur de T dans la premiére équation de (3.8)), on obtient

PV

At
(1 —n)ywr

—(a+pg)Q =0,

alors

A1 = n)ywr + ppy
- (1 —n)ywr(a+ pg) (3.14)

D’aprés (3.13)) et (3.14) en utilisant la premiére équation dans (3.9)) on trouve

a(1 = n)ywr — py(urppqg + poiir)
(1 = n)ywmpr (o + pg)

_ a\  pv(apr + pug + popir)
pr-(a+pg) (L —n)ywrur(a+ pg)

a\ | Hv(anr + pug + popr)
) )

T =

B m alwyr (1l —n)
ce qui nous donne
_ _ adwr _ pv(oprtppgtugur)
Vi = pv (at+pq) (1 adwym(1—n) ) :

En suivant [14] on définit le nombre de reproduction de base Ry du systéme (3.3)). Linéarisation
du systéme (3.3]) autour de point d’équilibre Ey = (Qo, 1o, 0,0), on obtient le systéme linéaire

suivant dans la phase d’invasion de la maladie :

< dos () ) _ ( 0 (1—n)yTy ) < x3(t) > _ ( I 0 ) < z3(t) )
ot 0 0 4(t) —WHTT fly w(t) )

ot les variables x3(t) et x4(t), correspondent a T*(t) et Vi(t) respectivement, dénotent la

—

perturbation de la densité de T*(t) et V;(t) respectivement telle que la distribution initiale
de x3(t) et x4(t) est ¢(0) = (z3(0), 24(0)).
Dans le cas sans nouvelle infection cette population donnée par e=“'¢(0), ot

* 0
c=( H .
—WHp=T by
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Si la nouvelle infection atteint a ¢ = 0, la distribution totale sera :

Lo(0) = /OOO<8 <1_3W0>e%<0>dt

(0 (=0T pre 00\
S () e

Le nombre de reproduction de base Ry du systéme (4.2)) :

-1
1_ T *
Ry = o(L)=o (0( 77)70)( [ 0)
0 0 —WHpT by

WWY(l —n)To

183%

_ awmy(1 —n) (3.15)

pv (pr + ppig + poiir)”

ot o(L) est le rayon spectral de L.
Si Ro > 1, alors le systéme (3.3) au point d’équilibre endémique E = (Q,T,T%,V;), ot

A — aMl-n)ywrtappy o py
Q= (1=n)ywr(atpg) T= (1=n)ywm? 3 16)

Vi=ntha(U-m), T=o g (-g)

On notera par P(() le polynome caractéristique de (3.3)) au point £ = (Q,T,T*), alors

C+ o+ g —p 0 0
P(C) = —a C+A =) WVi+p+pr 0 (L —=nT
—(I=nVi C+pr- —(1 =T
0 W ¢+ pv

Aprés certains calculs, on obtient

P(C) = {(C+pr )¢+ pv)— (1 —n)ywrur-T}
x{(C+a+pu)(C+ (L —=nyVi+p+ pr) — ap} (3.17)
+(C+ a+ pe)(1 = n)*y wrur-TV;.

Théoréme 3.2.1. (i) Si Ry < 1 alors le point d’équilibre Ey est localement asymptotiquement
stable.
(ii) Si Ry > 1 alors le point d’équilibre Eq est instable.

Preuve. Au point d’équilibre Ey = (Qq, o, 0,0) le polynome caractéristique P(() peut étre
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réécrire sous la forme :

P) = {C+ (uv + pr )¢ + pvpr-(1 — Ro)}
x{C + (a+ p+ po + pr)¢ + apr + pug + pokir}-

Supposons que Ry < 1, alors tous les coefficients des polynémes :
¢* + (v + pr- )G + pv pir+ (1 = Ro),

¢+ (a+p+ pg + pr) + apr + pug + popir,

sont positifs, alors d’aprés le critére de Routh-Hurwitz (voir Théoréme 1.5.2), on déduit que
toutes les racines de P ont des parties réelles négatives. Ey est donc localement asymptoti-
quement stable.

Dans le cas Ry > 1, on a

P(O) = (1 - RO)N%/NT*(O‘NT + pug + NQMT) < 0,

de plus P(¢) — +oo comme ¢ — +oo. Par continuité, on déduit que P a une racine positive.
Ainsi Ej est instable. O

Montrons maintenant la stabilité locale du point d’équilibre infecté E.

Théoréme 3.2.2. Supposons que Ry > 1, alors l’équilibre infecté E est localement asympto-

tiquement stable.

Preuve. D’aprés (3.17) au point d’équilibre E = (Q,T, T, V) le polynome caractéristique

P(¢) prend la forme suivante

P) = {C+ (ur + )¢} x {CQ + (a +pug+p+pr+ a:;ug;(i;z)ﬁ (1 - 1)) ¢

A 1— 1
+ (a wrll — )y (1 - ) + pr(a + m)) + qu}
j20% Ry
adwm (1 — n)ypr- < 1 > ( 1 >
1— — + adwr (1 — 1 —-—=.
Alors
P(¢) = '+ a1’ + aaC® + a3 + aa,
ou

adwr(l —n)y (1 1 )

ap = a+p+pgt pr+ prs + gy + - 5
¢ pv (e + pg)

Ry
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alwr(l — 1
az = ( ( i <1 - R> + pr(a ‘|“NQ)) +ppQ
j24% 0

ow\mr(l—n)y( 1 >>
+pr +pv)|la+po+p+pr+——F—"—\|1—-5 1],
(1 ,u)( o +p+ ( o) ;

a3 = (pr-+ pv) {(W (1 - é()) + pr (o + MQ)) + pucz}
ot (1)
ar = axor(l — )y (1 _ é) .

Pour démontrer la stabilité locale de E, on applique le critére de Routh-Hurwitz (voir
Théoréme 1.5.2) au polynéme P. Par le critére de Routh-Hurwitz, E est localement asympto-

tiquement stable si et seulement si
A; >0, i=1,2,3,4,

ol

Ay = ay,

Ay = ajay — as,
Az = azAy — G%CM,
A4 = CL4A3.

Clairement & partir de (3.18]) et comme Ry > 1, a; > 0, pour tout ¢ = 1,2,3,4. D’aprés le
critére de Routh-Hurwitz (voir Théoréme 1.5.2), il faut vérifier seulement les signes de A,

pour ¢ = 2, 3. D’abord, un calcul simple montre que

alwr(l — 1
Ay, = (Oé+p+MQ+MT+MT*+Mv+ ( 77)7(1 ))

pv (o + pg) Ry
alwr (1l —n)y 1
TP (LY 4o ) 4
Hv Ry

oo 1 )
—(pre + pv) {(Wy (1 - éo) + pr(a+ NQ)) + qu}
_adwr(l —n)ypr- - 1

(o + pg) ( Ro)
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alwr(l —n)y ( 1 )>
= (a+p+pg+ur+ 1— —
(oo smaenn S (o m

X {(Mm(l_nh (1 - é()) + pp (o + MQ)) + pucz}

alwr (1 —n)y ( 1 >)
+(a+p+po+ pr+ pre + v + — 3.19
( Pttt ey = S 7. (3.19)
x{ (a—l— g gy Ty (1 L )>+ (o + pio + p+ )}
alwm(l —n)y ( 1 )) adwm(l —n)y < 1 )
o+ p+ o+ pr + py + 1—— ) )= = V(= =),
( R Y P i (o + 11g) Ry

Rappelons que Ry > 1, de (3.19) on peut voir que tous les termes sont positifs, alors Ay > 0.

On va calculer maintenant I'expression de As.

adwm(l —n)y

Ay = {(NT* + py) {( o (1 - ;{)) + pr(a+ NQ)) + qu}
L adwm(L— )y (1 B 1)}

(o + pg) Ry

awr (1 —n)y ( 1 ))
a+ptpg+pr+ —— (1
(oo omaeur s S O

alwr (1l —n)y 1
X {( St) (1 B ) + pr(a +MQ)) +qu}
2% 0
alwr(l —n)y < 1 >>
tay X prs |+ pg+p+pr+ ———— (1= —
1 {,UT ( HQ T p T Hr (et o) Ro

v (@t pg +p+ pr)y + (@ + p + pg + pr + pv
adwm(l —n)y ( 1 >) adwm(l —n)y ( 1 )}

+ - ))& (-
pv (e + pq) Ry (a+ pg) Ry

1
—a? x adwr(1 — n)ypur- (1 - R)
0

aprés certain réarrangement des termes de I'expression précédente on obtient

a wr (1 —n)ypurs 1
L= nyypr (1 — ) + (prs + pv) {pr(a + pg) + qu}}
1207 Ry

(1 — 1
<a+p+uQ+uT+M<1—>>

py (@ + pg) Ry
A= ) o]

awr (1 —n)y
pv(a+ pq)

Agz

+a1 X (o + pq) (pr+ + pv) + a1 X {MT* <p + pr +

1
X (1—R))+uv(p+uT)}+(a+p+uQ+uT+uv
0
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St (m) g (0 w)
o=y (1 1Y [(o 4 g e T (1 1Y)

X{(a)\mr(l— ( 1>+ ot >+ }
o B ) THr(a+ ) ) + prg

tar X py (4 pg + p+ pr) + (a+p+uQ+uT+uv+
adw (1 —n)ypr <1 B 1)

(o) O s

awr (1 —n)y < 1 ))
a+p+pg + pr + 1——
< PRI T 1Q) Ry

(PRI (1 ) b na+ o)) + oo (3.20)

alwr (1 —n)y ( 1 )) }
* 1 - _|_
+a; x {MT (p+uT+ R R pv (p+ pr)

alwm(l —n)y < 1 )) adwm(l —n)y ( 1 ﬂ
+(a+p+pug+pr+pv + 1—— ) ) S (1 - —
( PRI T (0t o) Ry (a+ pq) Ry

alwr (1l —n)y
pv (o + pg)

Maintenant, puisque a; > 0 et Ry > 1, la quantité dans (3.20)) est telle que Az > 0. Par le

critére de Routh-Hurwitz, on déduit que E est localement asymptotiquement stable. O

3.3 Dynamique globale du modéle

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude de la stabilité globale a la fois de Fy et de E
du systéme (3.3)). Montrons d’abord ’existence d’un ensemble compact absorbant pour le
semiflot du systéme (3.3]). Définissons ’ensemble

A A .

H 2720%
ol f1 = min(uq, . ir+)-
Lemme 3.3.1. Pour toute solution positive (Q(t), T(t), T*(t), Vi(t)) du systéme on a
(i)
AWT s

lim sup V (£) < ,
t——+o00 My

lim sup F'(t) <

t—+o00

= >

ou F(t) = Q)+ T(t) +T*(¢).
(ii)

hmmf@( ) > my, lzgngglofT(t) > ma,

t—+o0

avec my = —2—,  mg = ad

atuQ’ ? (atug) ((1—77) (AW”T* +e) +p+uT>
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Preuve. On utilise le principe de comparaison (voir Théoréme 1.2.7).
(i) Soit u = min(ug, ir, pr+). D’apres le systéme (3.3)), on a

dL@ =\ — MQQ(t) — /LTT(t) - ,UT*T*(t>

dt
S A= Q) +T(t) +T7(¢))
<A —pF(),

I'utilisation du principe de comparaison implique

A
limsup F(t) < —. (3.21)
t—+o00 %
Soit € > 0, alors par (3.21)) il existe T, > 0 tel que pour tout ¢t > T,
A
F(t) < —+e
i
Alors, par le systéme ((3.3)
dvi(t .
) _ T (0) — Vi)
A
S WT L+ < + 6) - MV‘/I(t)a t Z TE?
]
par le principe de comparaison on obtient
) AWT s
limsup V;(t) < (3.22)
t—+o00 j25%ave
(ii) D’apres la premiére équation du systéme (3.3)) et comme T'(¢) > 0, on a
dQ(t
A0 5 3~ (a4 Q) Q)
par le principe de comparaison,
: A
liminf Q(t) > =my. (3.23)
t——+o00 o+ [12s)

Soit maintenant €; > 0 fixé. Par (3.22) et (3.23)), il existe T, > 0 tel que pour tout ¢t > T, ,

AWT

Q(t) Z mi — €1, V}(t) < iy

En utilisant la deuxiéme équation du systéme ({3.3)) et (3.24) nous arrivons a
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d](;it) >a(my —e) — (1 —n)yM + p+ pr) T(t),

donc comme €; est arbitraire, le principe de comparaison nous donne

o a\
liglﬁgof T<t) Z AWT s
(a + pg) (1= m)y22ers 4 p+ iy

= My.
% )

D’aprés Lemme 3.3.1, on déduit que pour tout (¢, 1,6, &) € R

d(O(p,1,0,8),G) —,t — +o0,

ol O est le semiflot du systéme (3.3)). Le semiflot © est alors dissipatif et les solutions du
systéme (3.3]) sont bornées.

On veut maintenant prouver la stabilité globale du point d’équilibre Ej.
Théoréme 3.3.1. Si Ry < 1 alors l’équilibre Fy est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Montrons d’abord que ’ensemble

={(0,1,0,) €eRL : 6 < Qo, ¥ <To},

est positivement invariant par le systéme (3.3)). Soit (Q(¢),T(t), T*(t), Vi(t)) une solution
positive du systéme (3.3)). On a

d%it) = A+ 0T — aQ — pueQ,
T < 0q o e

avec Q(0) = ¢ et T(0) = . Définissons le systéme linéaire :

U
&

(1)
t
( )

= A+ T — aQ — 1qQ,
(3.25)

’ﬂz&

- O{Q - pT - :uTT7

avec Q(0) = ¢ et T(0) = 1, d’aprés le Théoréme 1.2.12 le systéme (3.25) est coopératif, alors

le principe de comparaison (Théoréme 1.2.13) nous donne

Q) < Q(t), T(t)<T(t), Vt>D0. (3.26)
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D’autre part, on a (@, Tp) une solution constante du systéme (3.25]), par le principe de
comparaison (Théoréme 1.2.11) et comme ({3.25)) est coopérative (Théoréme 1.2.12) on obtient

que Q(t) < Qo et T(t) < Ty pour toute solution (Q,T) du systéme (3.25) telle que Q(O) < Qo
et T(0) < Tp. Par inégalité (3.26)), on déduit que

Qt) < Qo, T(t) <Ty, (3.27)

pour tout t > 0 tel que Q(0) < Qo et T(0) < Tp, c-a-d que B est un ensemble invariant par
rapport au semiflot du systéme (3.3]).

Définissons maintenant la fonction

w(¢,¥,0,8) =wrT" +Vy,  (4,4,0,8) € B

ou (Q,T,T*,Vr) est la solution de (3.3) correspondant aux données initiales (¢, 1,0, ¢). De
(3.27) et comme B est invariant par rapport au semiflot du systéme (3.3]), alors

(1) = (wr(1 =y T(0) — )Vl
< (wr(1 = n)yTo — pv)Vi(t) (3.28)
= py (Ro — 1)Vi(t)
<0,

tel que Ry < 1, w est alors une fonction de Lyapunov sur B. Définissons maintenant ’ensemble

dw

E= {(¢a¢767€) €B: E(gbvd]veag) :0}

et notons par M le plus grand ensemble invariant par rapport au systéme inclus dans
E. 1l est clair que (Qo,Tp,0,0) € M, par suite M n’est pas vide.

Soit (¢,1,0,&) € M et on désignera par (Q(t),T(t), T*(t), Vi(t) la solution correspondante.
Comme M est invariant on a (Q(t),T'(t),T*(t), Vi(t)) € M pour tout ¢ > 0, donc L = 0
et par Vi(t) = 0 pour tout t > 0. La troisiéme équation de le principe de
comparaison (Théoréme 1.2.7 ii) implique alors que T*(t) — 0 quand t — +o00 et par suit
Q(t) = Qo et T'(t) — Tp quand ¢ — +00. Maintenant, par 'invariance de M on a Q(t) = Qo,
T(t) = Ty pour tout t > 0. Donc M = Ey = (Qo, Tp,0,0). Enfin, puisque Ey est localement
asymptotiquement stable (Théoréme 3.2.1), le principe d’invariance de LaSalle (Théoréme

1.5.7) implique que Ej est globalement asymptotiquement stable. O

Oa va maintenant prouver la stabilité globale de E en utilisant une fonction de Lyapunov.
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Pour cela on définit :

A= al)y > 0,
_ 0 I9) _ a\T
szTQ—png—aml—wszruTTjLi,
ms Qo ma(a + pg)
\T
c=-—2" <.
ma(a + piq)

Théoréme 3.3.2. Si Ry > 1 et =B=vB=44C Vf:"mc < Ry < =BV B —4AC VQBAQ’ALAC alors le point d’équilibre
E=(Q,T, T+, Vi) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Définissons la fonction de Lyapunov L suivante

L - <Q—Q—ang> + (T—T—TlnT) + <T*—T*_T*m£>

T
1 - — 'V
+(vf—vf—vflnvf>.

wT T

Il résulte du systéme (3.3) que

. Q\ . T\ T 1 Vi
b o) lg) e m) )

= (A+pT' —aQ — pueQ) <1—g> + (aQ — (L =n)TVr — pT — prT) (1— ;)
+ (L =n)yTV; — pp=T) (1 — ;:) + wlﬂ (wpp=mT™ — uy'Vr) <1 — Kj) . (3.29)

ol désigne l'opérateur de dérivation par rapport au temps t. Alors, comme F = (Q,T,T*,V7)

est un point d’équilibre du systéme (3.3)), par la premiére équation de (3.8)) on a :

A= (a+pug)Q—pT,

en remplacant cette derniére expression de A\ dans la deuxiéme équation de ([3.29)) on trouve

L = ((a+pg)Q—pT + pT — (a+ o) Q) (1— g)
+(@Q — (L =n)yTVi — pT — prT) (1—9
=TV = i) (1= 2 ) o Gt = ) (1 1)

= —<a+uQ>@(l—g)2+<—pT+pT> (1-9)
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T
(aQ = (L =n)TV; = pT — prT) (1 = 7
. T*
+ (=11 (1- 1)
1 Vi
il T — 1L
+— (wppsm uv‘/f)( V1>
Q>2 —Q Q
= —(a+po)Q(1-2) 1,72 - pr%
(o + pq) ( o) trl'g 1o
T _ _
+aQ) — prT — O‘Qf + (L =nVIVi + prT
T* e MV Vi Hv —
—(1— TV, A — =V — upsT*— + — V7. 3.30
L=y TV + pr o T (3.30)
Maintenant comme (1 —n)yT = L% et (1 —n)VTV; = pp-T* = L2V}, d’apres | on
obtient que
J— 2 — —
- Q) —Q Q
L = —(a+ Q<1— v TS — T2
(a + pq) o) oo
T T T _
+2aQ) — CYQT - QQ? —al) + @Q? — purT + prT
TV, T*
—(L=mTV;

21 — ATV, — (1 — ATV,
TVT+( mMyTVr — (1 =n)yT'V;
_ T

1—hT — )V — (1 — )NV, —
+(( )y m) e T

+ (1 =TV,

__T _
—(1 - n)vTsz + (L =n)vTVi=

—(a+uQ)Q<1—g> +04Q<2—£—;>

v TV T
- TV,T+ WVI T

+pTg - ,oT@ —0Q + Q. — T + T

S 77
(A =myIVr+ (A =)y TVi (3.31)

Comme la moyenne arithmétique est supérieure ou égale a la moyenne géométrique, alors

<0, 3_TV[T ™V T

L T - <y,
TViT* TV, T~

2 —

'ﬂ\ N
HH ~
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ce qui donne grace a (3.31)) :

) g —aQ+aQ= — T +prT = (L= TVi + (L= TVi. (3.3

Soit € > 0 choisi ultérieurement. Par (3.27)) et Lemme 3.3.1 (ii) il existe T, > 0 tel que

L<p

Q|

= (3.33)
m§:m2—€<T<t)§To+€:To€, t>T€
En combinant (3.32)) et (3.33) on obtient
. —Q Q 15 — 1 _
L<oT% —pms L~ ams + aQ5DS — g+ T+ (1 - TVT,  (3.34)
mg 0 T ms

: T T/ a 1
pour ¢ > T.. Maintenant comme % = Ry et (1 —n)yTV; = aag) (1 - R—O) de (3.34) on

obtient alors

L < pT"?i — pmgQ6 — amj + a@); (Ro + ;)
< éo [aQSRo (Ro + ;) + <qu§i - pmSQB — amj
—prm$ + prT + M) R — mQ(‘jﬁ_TMQ)] . (3.35)

Par ’hypothése du théoréme 3.3.2, on a AR2 + BRy + C' < 0. Maintenant que cette derniére
expression coincide, quand € = 0, avec la deuxiéme ligne de (3.35)), alors on peut choisir € > 0

assez petit de sorte que

1 € —Q Q
< ‘Ril R — T . € % €
S [aQO 0( 0~|—T)+<p me meQB amjg
_ a\T a\T
—prmsg + T—i—g)R -,
e r ms(a+ pig) ms(a+ pg)

< 0

pour t > T,. De plus, d’aprés (3.31)) on a L = 0 si et seulement si Q = Q, T =T, T = T~,
Vi = V7. Par le principe d’invariance de LaSalle (Théoréme 1.5.7) E est globalement attractif,
comme FE est localement asymptotiquement stable (Théoréme 3.2.2), donc si Ry > 1, F est

globalement asymptotiquement stable. O]
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3.4 Modéle avec thérapie antirétroviral périodique

Dans le modéle (3.3)), nous avons supposé que l'efficacité du médicament est constante au
cours du temps, ce qui n’est pas réaliste puisque certains facteurs tels que les concentrations
de médicaments liées directement a l'efficacité du médicament, varient continuellement en
raison du mécanisme d’absorption et du métabolisme du corps (Voir [18,28]). De plus, comme
mentionné dans [10,56L|71], non respecte du protocole de traitement par les patients est un
autre facteur qui affecte l'efficacité du médicament et ensuite le succes du traitement. Il existe
plusieurs travaux (voir [15,/18}28,/56]) qui tentent de modéliser la fonction d’efficacité du
médicament 7(t) pour plusieurs types de médicaments. Il a été montré que généralement la
forme d’une fonction médicamenteuse a une croissance rapide au début du traitement et atteint
ensuite un pic suivi d’une décroissance plus lente qui correspond & la phase d’élimination du
médicament par le corps. En premiére approximation, on suppose que 7(t) est une fonction du
type bang-bang, c’est-a-dire que a chaque moment pendant la période du cycle de traitement,
le médicament se trouve dans I'un des deux états : soit il est actif & un niveau d’efficacité fixe

ou inactif. On suppose alors que 7(t) a la forme suivante :

n(ty=1{" bellgl (3.36)
0, te(p,7],

ou p est la durée de temps laquelle le médicament est supposé actif avec efficacité [0, 1].
Pendant la partie restante de la période de traitement, le médicament est supposé totalement

inefficace. Le cycle d’administration du traitement est modélisé par 7.

efficiency a

p r time t

FIGURE 3.1 — L’efficacité du médicament périodique n(t) : ici 7 désigne le cycle d’administration du

traitement et p est la durée active du médicament.
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Dans la figure 1, nous avons tracé le graphe de la fonction 7. La fonction de médicament n
dépend des deux paramétres e et p. La dynamique de I'infection est alors modélisée par le

systéme périodique :

WO — X+ pT(t) — aQ(t) — ueQ(t)
IO — 0Q(t) — (1 - n(t)VT(E)Vi(t) — pT(t) — prT(t)
O = (1= n(O)yTA)Vi(t) — prT(2)

%t(t) = wpr-TT*(t) — pv Vi(2)

(3.37)

o 7(t) est défini par (3.36). On peut facilement voir que Ey = (Qo, 7,0, 0) est un point
d’équilibre du systéme . Evidemment, le but du traitement est d’éradiquer 'infection.
Du point de vue mathématique, cela signifie que 1’équilibre sain Ej est globalement asympto-
tiquement stable.

La stabilité de Fy est déduite du systéme 7-périodique linéarisé du systéme

dX
— () = BOX(),
tel que
—(a+ pg) p 0 0
B(t) = a —(ptpr) 0 —(L=nt)To
0 0 —pre (L=n(t)yTo
0 0 W g — [y

avec

4%:(—m+w> p >’Am:<—w*ﬂ—WM%>.
a —(p+ pr) W i — v

Il est bien connu de la théorie de Floquet que Ej est localement asymptotiquement stable
si et seulement si les multiplicateurs de Floquet de B(t) sont contenus dans le disque unité
ouverte du plan complexe (voir Théoréme 1.5.11). Puisque B(t) a une structure triangulaire
par bloc, ses multiplicateurs de Floquet sont ceux de Ay () et Ago(t) (voir Théoréme 1.5.12).
Notons par A\; et Ay les valeurs propres de Ap(t). Puisque detA;; > 0 et tr(Ay;) <0, alors
par le Théoréme de Routh-Hurewitz Re(\;) < 0 et Re(Ay) < 0. On déduit alors que les

multiplicateurs de Floquet de Ay (t) sont a I'intérieur du disque unité ouvert du plan complexe.
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La stabilité locale de Ej est alors déterminée par les multiplicateurs de Floquet A3 et A4 de
Ags(t). Dans la proposition suivante, en adaptant la preuve dans |16], on montre que si A3
et Ay sont a l'intérieur du disque unité ouvert du plan complexe, alors Ej est globalement

asymptotiquement stable.

Proposition 3.4.1. Si |A3] < 1 et |\4] < 1, ou |A3] et |A4| sont multiplicateurs de Floquet

de Ags(t), alors Ey est globalement asymptotiquement stable, d’ow l'infection est éradiquée.

Preuve. Montrons d’abord que ’ensemble

§={(6,,0,6) €RL : 6 < Qo,v < Tof,

est positivement invariant et est un ensemble absorbant par le semiflot du systéme (3.37)).
Soit (¢,1,0,£) € S. Alors par (3.37)

4ot) = A+ 0T — aQ — 1@,
d;fﬁt) (3.38)
“dt <a@Q — pT — prT,

avec Q(0) = ¢, T(0) =, T*(0) = 0, V;(0) = £&. Comme le systéme
40 _ A+ pT = aQ — pgQ
d%’ft (3.39)
dz(t) =aQ — pT — prT

avec I'état initial Q(0) = ¢, T(0) = 1) est coopératif, alors on peut appliquer le Théoréme
1.2.13, on trouve
Q) <Q(t), T(t)<T(t), Vt>0. (3.40)

De plus, comme (Qg,Tp) est une solution constante de et Q(0) < Qo, T(0) < Ty
alors par le principe maximum [59], Q(t) < Qo et T'(t) < Ty t > 0. S est alors invariant
positivement par le systéme (|3.37)).

Maintenant, si (Q(¢),T(t), T*(t), Vi(t)) est une solution positive de alors de (3.38)
et en utilisant le principe maximum, on trouve Q(t) < Q(t),T(t) < T(t),Vt > 0 avec
Q(0) = Q(0) et T(0) = T(0). Donc, a partir de (3.40]), on obtient

limsup Q(t) < limsup Q(t) = Qo,

t——+o0 t—-+o0

limsup T'(¢) < limsup T'(t) = Tp.

t——+o0 t—+o00

D’ou S est un ensemble absorbant pour le systéme (3.37)).
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Soit maintenant (¢, 1, 6,&) € S. Alors, comme T'(t) < Tg, Vt > 0 d’apreés les deux derniéres

équations de (3.37)) on a

dj;;t(t) < (1 =n@)VToVi(t) — pr-T(t),
dgt( ) - whp-mT™(t) — pv Vi ().

Définissons le systéme linéaire m-périodique auxiliaire :

o) — (1= () Toy(t) — pr-a(t)

dy(t) __

(3.41)
WO — ppema(t) — pyy(t),

avec les données initiales z(0) = 7*(0) et y(0) = V7(0). Le systéme (3.41)) peut étre réécrit
sous la forme

E(t) = A (t) X (1),

ou X (t) = (x(t),y(t)). Le principe maximum nous donne
0<T(t) <z(t), 0<Vi(t) <y(t), Vt>D0. (3.42)

Supposons maintenant que les multiplicateurs de Floquet A3, Ay de Ay (t) soient a U'intérieur
du disque unité ouvert du plan complexe. Alors z(t),y(t) — 0 quand ¢t — 400 et donc par
T*(t) — +oo et Vi(t) — 400 quand t — +o0o. Ainsi, le systéme est asymptotique
au systéme ce qui implique que Q(t) — Qo et T'(t) — Ty quant ¢t — oco. Puisque S est

un ensemble absorbant alors Ej est globalement asymptotiquement stable. O]

Dans le lemme suivant, on donne une condition en terme de rayon spectral pour assurer

la stabilité globale du point d’équilibre sain.

Lemme 3.4.1. Les multiplicateurs de floquet de Aso(t) sont contenus dans le disque unité

ouvert du plan complexe si et seulement si
o(Cle,p)) <1,

ot o(C(e,p)) est le rayon spectral de la matrice C(e, p) définie par C (e, p) = ePA22()e(T=P)A22(0),

Preuve. 1l est bien connu (Théoréme 1.5.12) que les multiplicateurs de Floquet A3, Ay de

Ags(t) sont les valeurs propres de la matrice elo At D’apres (3.36)) on a :

Agole), 0<t<p,
() = 44210 P (3.43)
A22(0)7 p <t S T,
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—purs (1 —e)yI — L= T

ou AQQ(G) = a ¢ 'Y 0 et A22 KT Tto . Comme fg— Agg(t)dt =
WT = — v WT U+  —Uy

J§ Aga(e)dt + pr Ao (0)dt = pAgs(e p)Ag(0), alors A3, A3 sont les valeurs propres de

la matrice
C(e, p) = epA22(€)e(Tfp)A22 (0) .

D’autre part Ags(e) et Axe(0) sont des matrices quasi-positives, alors d’prés le Lemme 1.1.1
ePA22(¢) ot o(T—P)A422(0) gont des matrices non négatives. Par le théoréme de Perron-Frobenius
(voir Théoréeme 1.1.1) o(C(e,p)) est une valeur propre simple de C(e, p). On déduit que les
multiplicateurs de Floquet de C'(e, p) sont contenus dans le disque unité ouvert si et seulement
si o(Cle,p)) < 1. O

Théoréme 3.4.1. Soient e, es € [0,1] et py,ps € [0, 7] tels que e; < ey et py < py. Alors

a(Clez,p1)) < o(Cler,pr)),  a(Cler, p2)) < a(Cler, pr)).

Preuve. Comme e; < ey alors pyAgs(e1) > p1Asa(ez) et par suite

eP1 Aza(e1) > Pt Aza(e2) )

Par la propriété de I'application matricielle A — e on obtient

e(T=P1)A22(0) pp1Aza(er) e(T—pl)Azz(O)emAzz(@z)’

donc
C(er, p1) > Clea, p1)-

La propriété monotonie du rayon spectral A — p(A) (voir Lemme 1.1.3) nous donne

a(C(e1;p1)) > a(Clez, 1)),

Montrons maintenant la seconde partie du théoréme. Puisque py — p; > 0 et Aga(eg) <
Ass(0), alors
(p2 — p1)Asa(er) < (p2 — p1)A2(0),

donc
eP2=p1)A22(e1)  o(p2—p1)A22(0)

Y

En multipliant les deux termes de I'inégalité précédente par eP1422(¢1) on trouve

e(pZ —p1)Aaz(e1) eb1 Ago(er) < e(pQ —p1)A22(0) eP1 Asza(e1) ’
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—p1)A22(e Aga(er) Aaa(e
comme 6(p2 p1) A2z ( 1)6;01 22(e1) — eP2 22( 1)’ alors

eP2 Azz(e1) < 6(}02 —p1)A22(0) eP1 Azz(e1) )

De nouveau en multipliant I'inégalité précédente par e(7=P2)422(0) et comme

e(T7P2)A22(0) o (p2—p1)A22(0) _ (7—p1)A22(0) ’

on obtient
6(7’7172)1422(0)6172Az2(61) < e(T*pl)Azz(O) eplAZQ(el)

Y

ce qui donne C(eq, ps) < C(eq,p1). Finalement, par le méme argument précédent, on obtient
o(C(e1,p2)) < o(Cler,p1)). O

Le théoréme suivant montre que le rayon spectral o(C/(e, p)) est un paramétre seuil entre
I’éradication de l'infection et sa persistance. L’idée est basée sur la théorie de la persistance

uniforme des systémes périodiques (voir [66,67]).

Théoréme 3.4.2. Supposons que o(C(e,p)) > 1. Alors le systéme admet au moins
une solution périodique positive, et il existe une constante positive € telle que pour tout

(¢,1,0,€) € Int(R%) la solution (Q(t), T(t), T*(t), Vi(t)) satisfait

liminf 77(t) > ¢, liminf V;(¢) > e.

t—+00 t— 400
Preuve. Définissons les ensembles
X ={(¢,4,0,£) €RY : ¢,0 > 0 and 6,& > 0},

Xlz{(¢7¢a0af) EX:Q,§>0}7
Xo =X\ X1 ={(p,,0,§) e X :0=00uf=0}.

Dans 1a SUite7 On déSignera par u<t7 ¢7 /;b’ 07 5) - (Q(t7 qb? 1/}7 87 5)7 T<t7 ¢7 /;b’ 07 5)7 T* (t7 ¢7 1/}7 07 5)7
Vi(t, ¢,1,0,€)) la solution du systéme (3.37)) avec la donnée initiale (¢, 1,0, ). Définissons

I’application de Poincaré S associée au systéme (3.37)) sous la forme suivante
S:R* - R*

(¢? ¢7 97 6) —> U(T? ¢7 w? 9? 5)

ot u(T, ¢,1,0,) est la solution du systéme (3.37) a ¢ = 7. Prouvons d’abord que S est
persistant pour X, = X \ Xj.
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Par Lemme 3.3.1 ’ensemble

A A .
G:{(Q’T’T*’W>€Ri:@+T+T*g and V; < UJWT}

w 2720%

est un attracteur global pour S. De plus, il est clair que S(X;) C X;. Définissons I’ensemble :
Aa =GN {(¢7¢707§) € X2 : Sm(¢7¢7075) € X27 vm Z ]—} .

Montrons que
Ay = {Ey = (Qo,Tp,0,0)} .

Il est clair que Ey € Ay. Soit (¢,1,0,£) € Ay et supposons que 0 # 0 et £ = 0. De (3.37) on

davy
& g

I'invariance positive de X7, on déduit que u(7, ¢,1,0,&) ¢ X, et alors S™(¢,1,0,¢) ¢ Xo.

Par le méme argument le cas # = 0 et £ # 0 donne a une contradiction. Donc

(0) = wppr~ml > 0, on obtient alors V;(¢) > 0 pour ¢ > 0 suffisamment proche de 0. Par

Ay =A{Ep}.

Et Ej est un ensemble isolé dans X.
Nous montrons maintenant que

W*(Ep) N X1 =0

ou W3(Ey) = {(¢,¢,0,&) € X : d(S™(p,,0,¢), (Ey) — 0 qaund m — +o00} est la variété
stable de Ej.
Supposons au contraire qu'il existe (¢,,6,&) € X tel que

Puisque o(C(e, p)) > 1, alors par la continuité de 1’application A — o(A) par rapport a A il
existe 0 > 0 tel que

ot M (H) = < (1 —On<t>> g ) |

Soit t > 0 fixé et posons t = m7 +t ot m = [f] et t' € [0, 7]. Par la continuité des solutions

. (efof(Am(t)—EM(t))dt) -1,

du systéme ([3.37)) par rapport aux valeurs initiales, il existe d; > 0 tel que
|E(m) — Eo|| < 61 = ||u(t’, E(m)) — u(t', Ep)|| < 0, (3.45)

ot E(m) = S™(¢,1,0,&) et ||.|| désignent la norme euclidienne dans R*. Par (3.44)), il existe
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mgo > 1 tel que
Ym > myo, HE(m) — E()H < (51.

Définissons 19 = mg7. Alors pour ¢ > 7 et comme u(t', E(m)) = u(t, ¢, 1,0, &) avec u(t', Ey) =
Ey (rappelons que Ej est la solution unique du systéme ([3.37) correspondant au donnée
initiale Ey), il résulte de (3.45)) que

‘|u(t7¢7w707£) - EOH < 67 vt Z 70,

particulierement

T(t,6,0,0,€) > Ty — 5, Vt > Tp. (3.46)

L’inégalité (3.46]) appliquée aux deux derniéres équations du systéme (3.37) implique que

IO > (1 n(t))y(To — )V (t) — pr-T* (1)

Ljf” = wpr-TT*(t) — pv Vi(t),

(3.47)

Pour ¢t > Tj. La matrice du systeéme linéaire ((3.47)) est alors

( —pre (1= n(t)y(Ty — 6)

WHT=T —Hv

Maintenant, comme o (efo (A”(t)_&M(t))dt) > 1, alors par (3.47)) et le principe de comparaison

on obtient que limy_, o, T*(t) = +00 et lim;_, 1 V;(t) = +00 ce qui est une contradiction.

D’apres le Théoréme 1.4.2, I'application de Poincaré S est uniformément persistante par
rapport & X; \ X5. Théoréme 1.4.4 implique la persistance uniforme des solutions du sys-
téme (3.35). Enfin, par le Théoréme 1.4.3, 'application de Poincaré S admet un point fixe
(o, 10, 6o, &) € X1 qui correspond & une solution périodique du systéme . O

3.5 Simulations numeériques

Cette partie est consacrée a la réalisation d’une simulation numérique des solutions du
systéme (3.3) avec les valeurs des parameétres estimées dans les travaux de [20,21] qui ont
utilisé les résultats d’un essai clinique connu sous le nom d’essai ALBI ANRS 070 [40] qui
concerne un total de 151 patients partagés en deux groupes : le premier groupe est traité
avec la combinaison de zidovudine et lamivudine (AZT+3TC) et le deuxiéme groupe avec
la combinaison de stavudine et didanosine (ddI-+d4T) sur une période de 24 semaines. Les
paramétres sont donnés dans le tableau 1. On suppose que, avant de commencer le traitement

antirétroviral, les valeurs initiales des variables Q, T, T*, V; sont celles de I’équilibre infecté
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avec 1) = (. Ceci signifie que le traitement est commencé loin de I'infection initiale. On associe
alors aux systémes ([3.3)) et (3.37)) les données initiales suivantes qui peuvent calculées a partir
de (3.16) et les valeurs données dans le Tableau 1 :

Q(0) = 337.45 cells/mm®,  T(0) = 28.84 cells/mm®,

T*(0) = 12.25 cells/mm®,  V;(0) = 7086.5 copeis/ml.

Dans la Fig. 2, nous avons tracé le nombre de reproduction de base Ry en fonction de 'efficacité
du médicament 7. On peut voir que si n > 0.74 (ou équivalent Ry < 1), le théoréme 3.3.1
implique que Ej est globalement asymptotiquement stable, d’ou 'infection est éradiquée et
lorsque n < 0.74 alors Ry > 1 et par le Théoréme 3.3.2 le point d’équilibre E est globalement
stable sous certaines conditions sur les parameétres. La valeur seuil 7 = 0.74 détermine ’échec
ou le succés du traitement.

Les figures 3 et 4 nous donne la différence entre les modéles et . On a pris
n = 0,7 qui est une valeur réaliste selon les essais cliniques [20]. La Fig. 3 montre un taux
croissant du nombre total de cellules CD4 suivi d'une diminution aprés environ un mois alors
que la Fig. 4 montre une diminution beaucoup moins prononcée apres la phase de croissance.
Le modéle quiescent prédit un rebond de la charge virale aprés une diminution initiale
d’environ 20 jours. Dans [20|, les auteurs ont expliqué ce rebond viral par I'interaction non
linéaire entre les cellules CD4 et le virus VIH dans le modéle . Au début du traitement,
la charge virale est réduite ce qui entraine une augmentation de cellule CD4 et ensuite, dans
une deuxiéme phase, un rebond de la charge virale. La figure 4 montre que les cellules CD4
totales et la charge virale du modéle avec cellules quiescent sont beaucoup plus proches des

valeurs moyennes observées dans [20,21].

Parameétres Signification Valeurs
o Taux d’activation des cellules @ (jour™!) 0.042
A Taux de production des cellules () (mlfl) 13.73

e Taux de mortalité des cellules T (jour 1) 0.67
s Nombre de virions produits par une cellule 7™ 104
T Taux de mortalité des cellules T (jour ') 0.12
n Efficacité du traitement [0,1]
Taux d’infection des cellules par virion 1’ (mm3 jours_l) 0.05
[1%) Taux de mortalité des cellules () (jourfl) 0.00014
Uy Eradication des virions (jour_l) 30
p Taux de revenir a I’état de repos (jour_l) 0.017
w Proportion de virions infectieux 0.2

Tableau 3.1. Parameétres et valeurs du modéle (3.3]).
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FIGURE 3.2 — Le nombre de reproduction de base Ry en fonction de efficacité du médicament 7.
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FIGURE 3.3 — Le modéle sans cellules quiescentes : (a) nombre total de cellules CD4 et (b) la charge virale
lorsque n =0, 7.

Dans le cas ou la fonction d’efficacité du médicament 7)(¢) est périodique, nous effectuons
nos simulations en prenant e = 0,9 et p = 0,25 avec une période 7 = 1 jour (voir la figure 6).
La valeur seuil Ry = 1 jouée par le nombre de reproduction de base Ry dans le cas d’une
efficacité constante, qui détermine le succes ou I’échec du traitement, est ici jouée par le rayon
spectral o(C(e,p)). Dans la Fig. 5, nous avons tracé le rayon spectral o(C(e, p)) en fonction

de (e, p). En rouge est la région ou o(C(e, p)) < 1, ce qui signifie que I'infection est éradiquée.
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FIGURE 3.4 — Le modéle avec cellules quiescentes : (a) nombre total de cellules CD4 et (b) la charge virale
lorsque n =0, 7.

0a+

0+

07+ B

06+ B

04t efCfe )= 7

03+ B
02+ 4

01E B

FIGURE 3.5 — Fig. 5. (Couleur en ligne) Le rayon spectral o(C(e,p)) en fonction de Iefficacité e et de la

durée du traitement p. En rouge est la région ou o(C(e,p)) < 1 et en blanc est la région ou o(C(e,p)) > 1.

Comme prévu d’aprés le Théoréme 3.4.2 la Fig. 6 montre que le modéle (3.37) a une orbite
périodique de la charge virale avec une moyenne environ 6400 copies/ml. Si nous désignons

par 7] la valeur moyenne de 7(t), alors

R

7= /Tn(t)dt — P _ 905
0
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FIGURE 3.7 — Nombre total de cellules CD4 (a) et charge virale (b) en cas d’efficacité constante du

médicament n = 0, 225.

Dans la Fig. 7, on donne une comparaison avec le modéle d’efficacité constante. Les
simulations numériques de (3.3)) avec n = 0.225 montrent que la charge virale V;(t) atteint
sa valeur d’état V; = 6400 copies/ml. Comme dans ,, le modéle & une efficacité de

médicament constante peut alors utiliser pour estimer les valeurs moyennes des cellules CD4

et la charge virale du modele périodique.

Si on augmente la durée active du médicament a la valeur p = 0,5 (I'efficacité e est maintenue

égale 4 0,9), Les Fig. 8 et 9 montrent une augmentation du nombre total de cellules CD4
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et une réduction de la taille du bloc de la charge virale. Cet exemple peut simuler le fait que
si un individu infecté manque chaque dose de médicament (p = 0,25 est la demi-durée de
p=0,5), ce qui alors entraine une augmentation de la valeur moyenne de la charge virale
ainsi qu’une diminution du nombre total de cellules CD4. Comme indiqué dans [10}56,71]
pour un modéle apparenté, on peut déduire que le non-respect du protocole de traitement est

un facteur important de son échec.
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FIGURE 3.10 — Charge virale lorsque e = 0,84 et p = 0,89 (a) et e = 0,96 (b), p est fixé : on remarque que
la charge virale passe sous la limite de détection (50 copies / ml) aprés 15 jours dans le premier cas et 10
jours dans le second cas.

Dans la Fig. 10, nous simulons le cas o1 e = 0,84 et p = 0,89, ce qui correspondent a
une valeur de o(C(e,p)) = 0,98 < 1. D’aprés le Lemme 3.4.1, I’équilibre non infecté Ej est
globalement asymptotiquement stable et I'infection est alors éradiquée. Dans la Fig. 10(a)
on remarque que la charge virale passe en dessous de la limite de détection (50 copies/ml)
15 jours apres le début du traitement. Si on augmente 'efficacité e a la valeur e = 0,96, on
obtient le graphique de la Fig. 10 (b) qui montre que U'infection est éradiquée aprés seulement

10 jours.
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FIGURE 3.11 — Charge virale lorsque e = 0,84 et p = 0,95 : on remarque que l'infection est éradiqué
(Vi <50 copies / ml) aprés 13 jours.
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Dans la Fig. 11, on augmente la durée du traitement a p = 0,95, l'infection est éradiquée
aprés 13 jours. Ces simulations numériques confirment les résultats énoncés par le Théoréme
4.3, c’est-a-dire que si le traitement est plus efficace ou dure plus longtemps, 'infection est

éradiquée plus rapidement.

3.6 Conclusion

Dans ce travail, on revisite le modéle de |20,121] qui constitue une classe de cellules
quiescentes. L’analyse de stabilité montre que si le nombre de reproduction de base Ry <
1, alors le point d’équilibre non infecté Fy est globalement asymptotiquement stable et
I'infection est éradiquée et si Ry > 1, alors le point d’équilibre infecté E est globalement
asymptotiquement stable. Les simulations numériques montrent qu’il existe un seuil d’efficacité
du médicament 1 = 0,74 (ce qui correspond & une efficacité environ 74%) au-dessous de
laquelle le traitement a échoué et au-dessus de laquelle il réussit.

Dans le cas ou la fonction d’efficacité du médicament 7(t) est périodique et de type
bang-bang, on a montré que si le rayon spectral o(C(e,p)) < 1, ol e et p sont respectivement
Vefficacité du traitement et la durée active du médicament et C(e,p) est la matrice de
monodromie du systéme linéarisé, alors I’équilibre non infecté Ej est globalement asymptoti-
quement stable et lorsque o (C'(e,p)) > 1 le systéme admet au moins une solution périodique.
Les simulations numériques montrent que la condition de stabilité ci-dessus, qui correspond
a l'éradication de l'infection, est une petite région du carré [0,1][0,1]. On déduit que le
virus pourrait étre éradiqué si le traitement antirétroviral est assez puissant et dure plus
longtemps [11},56]. Nous avons également prouvé que o(C(e,p)) est une fonction décroissante
de e et p, ce qui signifie que si un traitement réussit, alors beaucoup plus efficace ou plus dure
doit éradiquer l'infection plus rapidement. Dans le cas ol le traitement échoue, les résultats
des simulations numériques montrent que la diminution de la durée active du médicament
entraine une diminution du nombre total de cellules CD4 et une augmentation de la taille
de bloc de la charge virale. Si on suppose que la fréquence d’administration du médicament
est directement liée a la durée active du médicament, on peut déduire que le niveau de
conformité aux traitements antirétroviraux est I'un des déterminants essentiels de la réussite
du traitement.

Dans cet article, nous n’avons pas examiné le cas ou le traitement prend en compte I'effet
des inhibiteurs de protéase (IP). Ceci peut étre fait en introduisant une fonction périodique
npr(t) dans le modeéle (4.2). De plus, effet des cellules infectées de maniére latente peut étre
incorporé en utilisant des équations différentielles a retard au lieu des équations différentielles

ordinaires. Ceci nécessite une étude plus approfondie.



Chapitre 4

Modéle a retard

4.1 Introduction

Dans le modéle , I'interaction entre des populations est supposée instantanée alors
qu’en réalité cette interaction se fait toujours avec un temps retard. Pour tenir compte de
"I’histoire biologique" de la population, Herz et al. [25] et Perelson et al. [49] se sont intéressé
a la phase intracellulaire du cycle de vie du VIH et le retard intracellulaire qui est le temps
nécessaire pour qu’une cellule CD4" nouvellement infectée commence a produire des virus.
Ce qui a attiré l'attention de nombreux chercheurs (voir |7}15,37-39,/41}42}/68,69]).

Motivé par Herz et al. [25] et Perelson et al. [49], dans ce chapitre, on ajoute un retard
discret dans le modéle décrivant le temps entre I’entrée du virus dans une cellule cible
T et la production de nouvelles particules virales. Le systéme qu’on se propose d’étudier est

le suivant :

Q0 — X\ 4 pT(t) — aQ(t) — pneQ(t)
T = aQ(t) = (1 =T (OVi(t) = pT(t) = prT (1)

WO = (1= n)ye ™ T(t — 7)Vi(t — 7) — pr-T*(t) (4.1)

DO — purem T () = Vi (1)

IO — (1 — W) ppe T (t) — i Vivr (t)

ol 7T est le temps entre 'entrée du virus dans une cellule cible et la production de nouveaux
virus, ce temps s’appelle le retard. m est le taux de mortalité pour les cellules infectées mais
pas encore productrices de virus. Ainsi, la probabilité de survivre a la période de temps de
t—7atest e™ (voir Dixit and Perelson [15] and Herz et al. |25]). Tous les parameétres sont
les mémes que dans le modéle . Comme les quatre premiéres équations du systéme
sont indépendantes de Vi, la dynamique du systéme est déterminée par le sous-systéme

suivant :
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0 = X+ pT(t) — aQ(t) — peQ(t)
T = aQ(t) = (1 =T (Vi(t) = pT(t) = pr T (1)

T — (1 = n)ye ™ T(t — )Vi(t — 7) — pT*(t)

WD) — pp-nT*(t) — pv Vi(t)

a laquelle nous associons les données initiales :

QO) = d1(0), T(0) = ¢2(0), T7(0) = ¢3(0), Vi(6) = 04(0),

ou (¢1,¢o, P3,04) € Xy tel que X, = C([—T, O],Ri) est I'espace Banach des fonctions
continues de [—7,0] dans R’ . D’autre part, pour que I'infection commence, il devrait y avoir
des cellules infectées ou des virus. Donc, sans perte de généralité, il suffit de considérer (4.2)

avec les données initiales :

(h1, D2, B3, 0a) € Xy = {(D1, Bo, b3, 04) € X ¢4(0) >0, i =1,2,3,4}. (4.3)

Il est bien connu d’apres la théorie fondamentale des équations différentielles fonctionnelles
(Théoréme 1.3.2), en suivant les mémes étapes de la preuve du Théoréme 3.1.1, on peut
montrer que le systéme a une solution positive unique (Q(t),7(t),T*(T), V;(t)) défini
sur [0, +00) et satisfaisant la condition initiale (4.3).
On montre que si le nombre de reproduction de base Ry < 1, le point d’équilibre sans infention
est globalement asymptotiquement stable c’est-a-dire que 'infection est éradiquée. Le point
d’équilibre infecté est globalement asymptotiquement stable lorsque Ry > 1.

Dans cette section, on étudié I'analyse de stabilité des points d’équilibres du systéme (4.2)).
Le modéle a un point d’équilibre sans infection Ey = (Qo, 7o, 0,0), o

Alp + pir) aX

QO = ) TO = .
apr + ppQ + HQHT apr + ppQ + HQHT

En suivant |14], définissons le nombre de reproduction de base Ry du systéme (4.2]).
Linéarisation du systéme (4.2)) autour de point d’équilibre Ey = (Qo, Tp, 0, 0), on obtient le

systéme linéaire suivant dans la phase d’invasion de la maladie :

( dzdst(t) ) _ ( 0 (I—=n)ye ™y > ( w3(t) > B ( s 0 ) < x3(t) )
dxst(t) 0 0 $4(t) —WU=T Ly x4(t) ’

ou les variables x3(t) et x4(t), correspondent a T*(t) et V;(t) respectivement, dénotent la
perturbation de la densité de T*(t) et V;(t) respectivement telles que la distribution initiale

de x3(t) et x4(t) est ¢(0) = (x3(0),24(0)). Dans le cas sans nouvelle infection cette population
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—WHT=T v
Si la nouvelle infection atteint a ¢ = 0, la distribution totale sera :

Lgb _ /OOO ( 0 (1 - n)/yeimTTO ) 6_0t¢dt

. 0
donnée par e, ou C = Hr >

0 0

-1
0 (1—mn)ye ™1 s 0
= o.
0 0 —WHTTT v

Le nombre de reproduction de base Ry du systéme (4.2))

-1
0 (1-— K . 0
RO — O'(L) =0 ( 77)76 0 HT
0 0 —WHT iy

wry(1 —n)e " T
120%

awmy(1 —n)e

pv (apr + pig + papir)

—mT

ot o(L) est le rayon spectral de L. Si Ry > 1 le systéme (4.2) a un point d’équilibre infecté
E=(Q,T,T*,V;) ou

~ A =nwre™ +puy o fiv
Q - ) T - )
(1 = n)ywre (o + pg) (1 =n)ywrem
L —mT 1 L —mT 1
T — ale (1_>’ 7 alwme (1_>‘ (4.4)
pr (o + i) Ry pv (@ =+ pq) Ry

4.2 Stabilité locale

La stabilité locale des points d’équilibre de systéme (4.2]) est obtenue par linéarisation.

Aprés linéarisation on obtient I’équation caractéristique :

(CH+a+pQ) [(C+ (1L =mWVi+p+ pr) x {C+ (ny + pr) €
+py pps — wrprs (1 — n)yTe_mTe_CT} + wrprs (1 — n)QVQTVIe_mTe_CT]
—ap {C®+ (v + pr-) ¢+ pvprs — wrpr-(1 —n)yTe ™ e 7} = 0. (4.5)

Théoréme 4.2.1. (i) Si Ry < 1, l’équilibre sain Eq est localement asymptotique stable.
(11) Si Ry > 1, ’équilibre sain Ey est instable.

Preuve. Pour le point d’équilibre Ey = (Qo, T, 0,0), 'équation caractéristique (4.5)) sera
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sous la forme :

{C+ (a+pg+p+pr)C+ apr + pug + poir}

(4.6)
x {C+ (v + pr=) ¢+ piv s — py pre Roe =<7 = 0.

On a tous les coefficients du polynome

[+ (a+ pg + p+ pr) C + apr + pug + popr,

sont positifs, alors d’apreés le critére de Routh-Hurwitz (Théoréme 1.5.2) le polynéme (4.6))
admet deux racines ont des parties réelles négatives. Les autres racines sont déterminées par

les solutions de I’équation suivante :

{C2 + (,UV + MT*) C + My s — Iuvl_LT*ROeiCT} =0. (47)

Pour 7 = 0, I’équation (4.7) devient

{&+ (v + pre) ¢+ pvpr- (1= Ro)} = 0. (4.8)

Si Ry < 1, tous les coefficients de 1’équation (4.8]) sont non négatifs. Alors si 7 = 0, les
racines de (4.8) ont des parties réelles négatives. Si 7 > 0 on suppose que (4.7) a une racine

imaginaire pure z = iz (z > 0). En Séparant la partie réelle et imaginaire, on obtient

py s R cos(x7) = py pups — 2,

—py pir= Rosin(z7) = (py + pr+) ,

ce qui implique
F(a) = ot + (i + ) 2 4 g2 (1— Ro) = 0. (4.9)

Si Ry < 1 alors p2, 2. (1 — Ry) > 0. Donc I’équation admet des racines non positives.
Ce qui montre que ’équation (4.8)) n’a pas de racine imaginaire pure z = iz (z > 0). Par
conséquent, toutes les racines de ont des parties réelles négatives a condition que Ry < 1.
Ainsi, Ej est localement asymptotiquement stable pour 7 > 0.

Si Ry > 1, on définit

9(¢) = {C+ (uv + pre) ¢ + pyprs — p = Roe ™7}

Il est clair que ¢g(0) = pypr«(1 — Ry) < 0 et g(¢) — +oo quand ( — +oo. Par continuité, on
déduit que g(¢) = 0 admet au moins une racine réelle positive. D’ot, le point d’équilibre Ey
est instable pour Ry > 1. O
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L’équation caractéristique du systéme (4.2) au point d’équilibre E est donnée par :
P(Q) +Q(¢)e™" =0, (4.10)

ou

P)=C"+ a4+ a® +as¢ +as,  Q(C) = boC® + by + by, (4.11)

et
Qv =t g+ pF 4 o+ pe + XL (1 )

ay = 2emNe T (1 LY g + ppq + pgpir + iy i

% —mr
+(Mv+MT*)(O‘+MQ+p+”T+%(1 1))7

&
ag = (py + pr-) (% (1 - R%) + apr + ppg + MQMT)
adwr(1l— xe M7
el (1 — ) o+ g (4 g + p + ) (4.12)
ay = adwr (1 —n)yur-e™™ (1= ) + pvpr- (apr + pug + popr) ,

bo = —pv pr+,
b = —pvprs (a+pg + p+ pr),
by = —py pir+ (pr + pug + popir) -

Lorsque 7 = 0 I"équation (4.10) se réécrit sous la forme :

CH eG4+ +e =0,

telle que
C1=a+#Q+p+MT+Mv+NT*+%—w<l_%>’
ey = XU (1 — L) + apur + ppq + poiir
+(uv+uT*)(a+uQ+p+MT+%(1_R%))’

es = (pv + pr) (259 (1 — L)+ apur + pug + popr)

adwn (1—n)ypr= 1
+ (Oc-‘r,uQ) = <1 Ro)’

cy = adwr (1 — n)yurs (1 - Rio) ,
D’prés le Théoréeme 3.2.2; on a le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2. Soient Ry > 1 et 7 = 0, alors I'équilibre E est localement asymptotiquement

stable.
En appliquant le Théoréme 1.5.7 montrons la stabilité locale de FE.

Théoréme 4.2.3. Si Ry > 1, le point d’équilibre infecté E est localement asymptotiquement
stable pour T > 0.

Preuve. D’aprés le Théoréme 3.2.2, si Ry > 1, I'équilibre E est localement asymptotiquement
stable pour 7 = 0. Donc, il suffit de vérifier les hypothéses du Théoréme 1.5.7. Supposons
que ¢ =iy (y > 0) soit une racine de ’équation caractéristique (4.10]).
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D’abord, comme P(iy)+Q(iy) = [y* — (a2 + bo) y* + as + bo]+i [—a1y® + (az + b1) y] # 0,
ce qui implique que la condition (i) du Théoréme 1.5.7 est satisfaite.
On a

P(—iy) = Yt —iay? — asy? +iasy + ay = P(iy),
Q(—iy) = —boy* + ib1y + by = Q(iy),

alors la condition () du Théoréme 1.5.7 est satisfaite.

D’apres ) et - on a
1

P(0) + Q(0) = a4 + by = adwn (1 — n)ypur-e™ ™" (1 - R) #0, Ry>1,
0

donc, la condition (iii) du Théoréme 1.5.7 est également satisfaite.

D’aprés (4.11]) on a

lim 2 (6T boC? + b1¢ + by
cl=oe | P1 (¢, T) (1o | G+ arC? + azC? + asC + ag
~ lim ‘ bo/G? 401/ + Do/’
I¢[=oo |1+ a1/ + as/C? + a3/ + ag/C
B boh? + bih3 + byh*
IR arh + ash? + agh + ash*
< lim boh? lim ‘ by h?
- |h|—>0 1+ arh + ash? + ash + ash? \h\—mo 1+ aih + ash? + ash + ash*
+lim byht
|h|a0 1+ ayh + ash? + ash + asht

= 0. (h=1/¢),

ce qui implique que la condition (iv) du Théoréme 1.5.7 est également satisfaite.
Pour déterminer la stabilité du point d’équilibre £, on a besoin de prouver que la fonction

suivante n’a pas de racines réelles positive.
F(¢) = [P(iy)|* = 1Q(iy)]” = v* + A1y® + Aoy + Asy® + A, (4.13)
telle que
A1 = a% — 2@2, AQ = CL% + 2@4 — 20,16L3 — b%,
Ag = a% — 2&2&4 + 2b0b2 — b%, A4 = aZ — b%

L’équation (4.13]) n’a pas de racines réelles positives si Ay, A, A3 et A4 sont tous positifs.
On vas déterminer maintenant les signes de ces coefficients. On réarrange les termes de A;

on peut obtenir :
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awr (1l —n)ye ™" < 1 ))2 5 5
1—— + + pp + 200p.
,UV(a + H}Q) RO Ky KT P

Comme Ry > 1, alors A; > 0 . On va étudier maintenant le signe I'expression de A, :

A1=(a+uQ)2+(p+uT+

A, — {oz)\ww(l—n)ye (

147

awr (1l —n)ye ™" ( 1 ))
+ (v + pre) (@4 g+ p+ pr + 1— —
(1v + pr-) ( HQ T P T KT v (a+ o) R

1
1— R) +aur + pug + HQHT + My Hr
0

2

+2

—mT 1
adwr (1 —n)yur-e (1 - R(J) + pyvpirs (opr + pug + popir)

adwr (1 —n)ye ™" (1 1 )

_9 _
pv (o + () Ry

a+ g + p+ pr + py + pr- +

alwm(l — e~ mT
(o ) (2L
0%

awr (1 — n)ypur-e™" (
(a+ o)

adwr(l — e ™" 1 2
ol )i <1 - > +apr + pug + NQNT}
Hy Ry

adwr (1 —n)ye ™" (
Hv

X

1
1 ) + apr + ppg + MQMT)
Ry

1
1—R)+MVMT* (+pq +p+pr)
0

1
1— R) +aur + ppg + HoHT
0

alwm(l —n)ye ™" <1 B 1)}2
pv(a =+ pq) Ry

2y pup-

+ (pv + pr)? {Oz+u@+p+uT+

1

+2 {akwﬂ(l — n)ypr-e” """ <1 - R) + pvprs (opr + ppg + MQMT)}
0

awr (1 —n)ye ™" (1 1 >r

a+pg+p+ pr + - =
e pm i pv(a+ pq) Ry

adwm (1l —n)ye ™ (
120%

—2py fur

1
1 - ) + apr + pug + NQMT}

—2 (pv + pr+)’ { o

B {oz)\ww(l —n)ye ™" (
Ky

2

1
1— ) + apr + ppo + poir

Ry
alwr (1 —n)ye ™" (1 B 1)}2
v (a+ pg) Ry
adwr (1 —n)ye ™"
e

a+pg +p+ pr+

(¥ + p7-)

1
1— ) + apr + ppo + popr

Ry
adwm (1l —n)ye ™" <1 B 1)}
pv(a+ pq) Ry

—2 (i + piz)

)

> 2 (i + pig-) {(a + p1q) (p+ pr) + (a + pg)

adwr (1 —n)ye”
Hv

=2 (i + pi7-)

mT 1
(1 - R) +aur + ppg + HQHT
0

= 20p (i + pi) -

- (MV#T*)Q )

83
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Ce qui implique que Az > 0.

On détermine maintenant le signe de As :

Ay =

alwr (1l —n)ye ™7
(kv + pre) ( ki) (
120%

awr(l — e ™mT
+ by g < (L= n)y (
pv (o =+ pg)

adwr(l — e mT 1
2 ( d=nn (1 - > + apr + ppg + NQMT) + pv i
% Ry

adwrm(l — e ™mT 1
+(Mv+MT*)<C¥+MQ+P+MT+ L= (1 ))}

pv(a+ pg) R

adwr(l — e ™ 1

1= (1 - ) + apr + pug + MQNT)}
v Ry

+2 (v pre)” (apr + ppg + popr) — (wvpr-)” (a + po + p + pr)”

1
1 - ) + apr + ppo + uQuT)
Ry

2

1
1—)+&+MQ+p+MT>
Ry

X

Ky o= (

2

adwr (1l —n)ye ™7 1
= (wv +pr-)’ Cnt) (1 - R) + aur + ppg + Mo
2% 0
_ 2
o [adwr (1 —n)ye ™" ( 1 )
+ . 1— — | +a+uo+p+
(pv =) v (a+ 1o) Ro po +p+ pr
adwr(l —n)ye ™" 1 2
=2y g 1=y (1 - ) +apr + ppg + NQMT}
Hy Ry
adwr(l —n)ye ™" 1
=2 (pypr-)’ L=nh (1 - R)} — (v pr)* (@ + pg + p+ pr)’
124% 0
alwm(l —n)ye ™ 1 2
= (1 + pz) L= o ) +apr+ pug + popr
v 0
_ 2
o [adwr (1 —n)ye ™" ( 1 )}
+ (pv pir - =
bt ) Ro
awr (1 —n)ye ™" 1
+2 s 2 + u -—— .
k) (01 |7 @t o) Ry

Rappelons que Ry > 1, ce qui nous donne A3 > 0.

Finalement, On détermine le signe de Ay :

2
Ay = (C()\LWT(l — n)ypre” " (1 - ))
Ry

2 —mT 1
+2a wm (1 — n)ypy pr-e 1— i (apr + pug + powr) -

Comme Ry > 1, alors A, > 0. D’ou, toutes les coefficients de F/(¢) sont tous non négatifs.
Ainsi, 'équation (4.13) n’a pas de racines réelles positives. D’aprés le Théoréme 1.5.7 et le
Théoréme 3.2.2 on déduit que le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable

pour 7 > 0. 0
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4.3 Stabilité globale

Lemme 4.3.1. Pour toute solution positive (Q(t),T(t), T*(t),Vi(t)) du systéme avec

on a :
(i)

—mT

: A *
lim Supt—>+oo %(t) S %7

Ae—mT
w0

limsup, , o, F(1) <

tel que F(t) =e ™ Q(t) +e ™ T(t)+T*(t+ 7) et p=min(pg, pr, fr-)-
(i1)

liminf@Q(t) > my, l}gnjgofT(t) > ma,

t——+o0
al

)\ —mT .
(atpq) ((1*77)7%%%1*)

tel que mq = % et me =

trQ

Preuve. (i) Soit p = min(ug, pir, pr+). D’aprés le system (4.2), on a

dF(t
di) =A™ — puge” ™ Q) — pre” " T(t) — pre” "It + 7)

<Ae™T —pu(e™Q) + e ™T(t) e ™ Tt + 7))
= A" — pF(t),

le principe de comparaison implique que

)\efm‘r

limsup F(t) < (4.14)
t—+o00 1%
Soit € > 0, alors d’aprés (4.14])) il existe T, > 0 tel que pour tout ¢t > T, :
)\ —mT
(1) < 55—+ ¢
1
alors de la quatriéme équation du systéme (4.2) on obtient
dvi(t Ae” T
i(f) < WT g ( +€> — uvVi(t),
dt
pour tout t > T, le principe de comparaison nous donne
_ AWT e~
limsup V;(t) < ——— (4.15)
t—+o00 j2y¥ave

(ii) D’aprés la premiére équation du systéme (4.2)), on a

W 2 3~ (a4 ) QL)
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Par le principe de comparaison on obtient

A

liminf@Q(t) > =
im infQ(t) ot g

t——+o00 -

Maintenant, soit €; > 0 fixé. Du (4.15)) et (4.16)) il existe T, > 0 tel que pour tout ¢ > T,

T

Q) >my—e  Vi(t) < AT ey — M. (4.17)

- Ry

En utilisant la deuxiéme équation du systéme (4.2]) et (4.17) on trouve

djc;it) >a(my—e) = ((1=n)yM+p+pp) T(t),

Donc comme €; est arbitrairement petit :

A\
lim infT(t) > a

freo (a + pg) (1= m)y2mz=e™ 4 4 pig

= M.
)

]

Le théoréme suivant montre que si Ry < 1 I’équilibre non infecté Fy du systéme (4.2)) est

globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 4.3.1. Le point d’équilibre non infecté Ey est globalement asymptotiquement

stable pour tout T > 0.

Preuve. Définissons ’ensemble suivant :

B = {(¢17 ¢27¢37¢4) el ([_Ta O] aRi) : ¢1 < QOa ¢2 < TO} .
Soit (Q(t), T(t), T*(t), Vi(t)) une solution positive de (4.2). D’aprés le théoréme 3.3.1, on a
Qt) < Qo, T(t)<Tp, Vt>0. (4.18)

Donc B est positivement invariant par rapport au systéme (4.2)). Définissons la fonction :

L(t)=T" + wlﬁvl +(L=n)y tt T()Vy(s)ds.

—T

Alors, la dérivée au long de trajectoires ([4.2)) est

dL

1547
— = (1- TV; — =V,
dt ( Y TVi wr !

1 — )T
By (W( T 1) v,
wm 24%

IN
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- Mg, —1v <o, (4.19)

w7

pour Ry < 1, L est alors une fonction de Lyapunov sur B. Définissons maintenant 1’ensemble :

d
E={(0.0.0.9 € B: L (6.0.0.) =0}

et notons par M le plus grand ensemble invariant par rapport au systéme inclus dans
E. 1l est clair que (Qo,T0,0,0) € M, par suite M n’est pas vide.

Soit (¢,1,0,€) € M et on désignera par (Q(t),T(t), T*(t), Vi(t) la solution correspondante.
Comme M est invariant on a (Q(t),T'(t), T*(t), Vi(t)) € M pour tout ¢ > 0, donc % = 0
et par Vi(t) = 0 pour tout ¢ > 0. La troisiéme équation de et le principe de
comparaison (Théoréme 1.2.7 b) ii)) implique alors que T*(¢) — 0 quand ¢ — 400 et par suit
Q(t) = Qo et T'(t) — Ty quand t — 400. Maintenant, par I'invariance de M on a Q(t) = Q,
T(t) = Ty pour tout t > 0. Donc M = {Ep} = {(Qo,T0,0,0)}, c’est-a-dire, Ey est globalement
attractif pour toute solution positive. Enfin, puisque Ej est localement asymptotiquement
stable (Théoréme 4.1.1), le principe d’invariance de LaSalle (Théoréme 1.5.8) implique que

Ey est globalement asymptotiquement stable. O]

On va maintenant montrer la stabilité globale du point d’équilibre E. Définissons :

A=a@Qy >0,
—Q Q — \T
B = pTQ — pmgg —amy — prme + purT + a77
my Qo ma(a + fig)
\T
C=——""" <.
TTLQ(OZ + ,UQ)

Théoréme 4.3.2. 5t Ry > 1 et W < Ry < =BvB-4AC W alors le point d’équilibre

infecté E = (Q, T, T*,V;) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Définissons la fonction de Lyapunov L comme suivante :

b= (e-2-and)+(r-T-Tn)
+<T*_T*—T*ln£> +wl7T(VI_VI—V11n“2>

sy [ TEVi(s) - TV - TV -

Du systéme (4.2]) on obtient :

L= (4T —aQ - 1gQ) (1—8)+<a@—<1—n>vTvI—pT—uTT> (1—?)
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(L= T = PVilt— 7) — e T) (1 - fﬁ) L g — ) (1 - w)

+(1 = TWVi(t) = A =Tt = 7)Vi(t —7) + (1 =n)yTVrIn

ol désigne 'opérateur dérivation par rapport au temps ¢. Maintenant comme E = (Q,T,T*, V;)
est un point d’équilibre du systéme , par la premiére équation de on a A =
(a+ pg) Q — pT, en remplagant cette derniére expression de A dans la deuxiéme équation de
(13.29) on obtient :

L ~
i - —<a+uQ>Q<l—Q> +pTQ—pTQJraQ—uTT—aQZJr(l—n)’VTVI

Q Q Q@
_ W Vi
o T( = T)Vilt— )
1-— TV, 1
HE TV v

Comme (1 —n)yT = £ and (1 — )y TV; = pr-T* = LV, alors

9 _ _
L = —(oz—l—u@@(l—%) —|—pTg—pT222

+2a) — aQZ — an —a@ + an — urT + prT
T(t —T)VI( m)T*

—(1 =TV, | — TV,
A e
o T'7; o
1= T — M)y, - TV, 1 — TV
+(( )y M) 1= (L= TVies wy, T ATV
e TU-Wit- T TV, T
1 — TV 1 i 1
L= TViin TV, V() T(D)

= —(a+uQ)Q<1—g>2+aQ<2—§—£>

(1T [TV =TT T = Vit = )T
~( =TVl |77 — 1 —In =

Lot HT*VI(t)]

___ [T T

—(1 =TV | = —1—In——

(L =m)yT'Vr T nT(t)]

77 ra) T o
erT?2 — pT?2 —aQ + aQ: — T + T

—(1 =TV 4+ (1 =TV, (4.20)

ﬂ\ﬂ\
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Comme la moyenne arithmétique est supérieure ou égale a la moyenne géométrique, alors

oL L

T T
Comme la fonction H(t) = f(t) — 1 —In f(¢) < 0 est toujours non négatif pour toute fonction
f(t) > 0et H(t) = 0 si et seulement si f(t) = 1. Ce qui correspond a (4.20)) :

L < pg —pTg _O‘Q‘l'O‘Q;_,UTT“‘MTT
(= ATV + (1= Vi (421)

D’aprés le Théoréme 3.3.1, si Ry > 1 et =B= fj‘“o < Ry < =BHvB—4AC VZBAQ_A‘AC on a:

pTg - pTg —aQ + a@; — prT + prT

—(1 =TV + (1 —)VTV;

NN

<0.

De plus par (4.20) L = 0 si et seulement si Q = Q,T = T,T* = T*,V; = V;, alors par
le principe d’invariance de LaSalle on déduit que E est globalement asymptotiquement
stable. 0
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