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R�esum�e

Il est bien connu que la th�eorie des in�egalit�es int�egrales joue un rôle essentiel dans

l'�etude de l'analyse qualitative et quantitative du comportement des solutions d'�equations

di��erentielles.

L'objectif de cette th�ese est d'�etablir, en premier lieu, de nouvelles in�egalit�es �a retard

non lin�eaires de type Gronwall-Bellman-Bihari qui sont des extensions des r�esultats de

[2].

En deuxi�eme lieu, nous avons �etabli de nouvelles in�egalit�es de type Gamidov aux

�echelles de temps.

En�n, nous avons �etudi�e la h-stabilit�e de certains syst�emes dynamiques non lin�eaires

perturb�es en utilisant quelques in�egalit�es int�egrales aux �echelles de temps.

Mots-cl�es : �Echelles de temps; In�egalit�e de Gronwall; In�egalit�e de Bihari; In�egalit�e

de Gronwall-Bellman; In�egalit�e de Gamidov; Semi-groupe; h-Stabilit�e.



Abstract

It is well known that the theory of integral inequalities plays a key role in the study of

qualitative and quantitative analysis behaviour of the solutions of di�erential equations.

The objective of this thesis is to establish, initially, new delay non-linear Gronwall-

Bellman-Bihari type inequalities, which represent some extensions of the works from [2].

Next, we have established new generalizations of Gamidov type inequalities on time

scales.

We conclude this thesis by studying the h-stability of some perturbed nonlinear dy-

namical systems by using some integral inequalities on time scales.

Keywords : Time scales; Gronwall's inequality; Bihari's inequality; Gronwall-Bellman's

inequality; Gamidov's inequality; Semi-group; h-Stability.



 ملـــخـــــــص

 

 التحلٌل دراسة فً رئٌسٌا دورا تلعب التكاملٌة المتباٌنات نظرٌة أن المعروف من

  .التفاضلٌة لمعادلاتا حلول لسلوك والكمً النوعً

خطٌة  غٌر جدٌدةمتباٌنات  إنشاء هوالبداٌة  فً الأطروحة هذه من الهدف نأحٌث 

 .[2] لعملل التمدٌدات بعض مثلت ًتوال، "بٌهاري-بالمان-"جرنوال لنوع تأخٌرال مع

.الزمنٌة سلاسلال على"جامدوف"  لمتباٌنات من نوع جدٌدة تعمٌمات أنشئنا ،هابعد    

 لدراسة الزمنٌة سلاسلال على المتباٌنات التكاملٌة بعض استخدمنا ،النهاٌة فًو  

اضطراب. وجود فً حالة الخطٌة غٌر الدٌنامٌكٌة الأنظمةبعض  استقرار  

  الكلمات المفتاحية:

 ،بالمان -جرنوال ، متباٌناتبٌهاري ، متباٌناتجرنوال متباٌنات ،الزمنٌة سلاسلال

 .الاستقرار ،زمرة نصف ،جامدوف متباٌنات

 



Introduction

Les in�egalit�es sont au coeur de l'analyse math�ematique depuis des si�ecles et poss�edent

un rôle �eminent dans le d�eveloppement de toutes les branches des math�ematiques mod-

ernes telles que la th�eorie des espaces de Hilbert, l'analyse num�erique, l'analyse complexe,

les probabilit�es et les statistiques.

En e�et, cette importance semble avoir consid�erablement pris de l'ampleur pendant

le si�ecle dernier et la th�eorie des in�egalit�es peut être consid�er�ee comme une branche �a

part et enti�ere des math�ematiques modernes. En particulier, les in�egalit�es int�egrales de

divers types ont �et�e largement �etudi�ees dans la plupart des sujets impliquant l'analyse

math�ematique. Au cours des derni�eres ann�ees, divers chercheurs ont obtenu des nom-

breuses in�egalit�es int�egrales utiles dans les diverses types des �equations di��erentielles et

int�egrales, o�u elles sont souvent la base des lemmes importants pour prouver des th�eor�emes

ou pour rapprocher les di��erentes fonctions; citons en particulier, les in�egalit�es de Pach-

patte [55], Tricomi [65], Bainov et Simenov [7] et Dragomir [31].

Par ailleurs, la th�eorie des in�egalit�es int�egrales a �emerg�e comme sujet int�eressant et fasci-

nant d'analyse avec un large �eventail d'applications non seulement dans les math�ematiques,

mais �egalement dans les domaines de la physique, de la technologie et des sciences bi-

ologiques; la plus connue parmi ces in�egalit�es est sans doute, celle de Gronwall [39].

L'objectif de cette th�ese est d'�etablir, dans un premier temps, de nouvelles g�en�eralisations

des in�egalit�es int�egrales de type Gronwall-Bellman �a retard et celles de Gamidov-Bihari

aux �echelles de temps ainsi que leurs applications.

Dans un second temps, nous montrons l'utilit�e de quelques in�egalit�es int�egrales aux

�echelles de temps pour l'�etude de la h-stabilit�e de certains syst�emes perturb�es.
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Introduction

Le premier chapitre, qui est plutôt un glossaire, regroupe quelques notions de base

introductives et n�ecessaires �a la compr�ehension de l'ensemble de cette th�ese.

Le deuxi�eme chapitre concerne les in�egalit�es de type Granwall-Bellman-Bihari, dans

lequel nous pr�esentons tout d'abord quelques r�esultats classiques, puis nous citerons

quelques g�en�eralisations apparues ces derni�eres ann�ees. En�n, nous pr�esentons de nou-

velles g�en�eralisations qui sont illustr�ees par quelques applications.

Les r�esultats obtenus sont soumis pour une �eventuelle publication dans une revue inter-

nationale.

Le troisi�eme chapitre est consacr�e �a l'�etude des in�egalit�es int�egrales de type Gamidov.

Nous allons citer bri�evement les r�esultats classiques obtenus de ce type d'in�egalit�es ainsi

que quelques g�en�eralisations obtenues par Pachpatte [59] et Kendre & Latpate [47], puis

nous allons �etablir des variantes des extensions et des ra�nements des r�esultats obtenus

par [47; 59], sur des �echelles de temps quelconques. D'autres nouvelles in�egalit�es de type

Gamidov-Bihari sont d�emontr�ees.

Ces nouvelles in�egalit�es ont contribu�e �a l'�etude d'une nouvelle classe d'�equations int�egrales

et di��erentielles, et ont fait l'objet de la publication :

K. Boukerrioua, I. Meziri et T. Chiheb, Some re�nements of certain Gamidov

integral inequalties on time scales and applications. Kragujevac Journal of

Mathematics.Vol 42, No. 1 (2018) , 131{152.

Le dernier chapitre est consacr�e �a la caract�erisation de la h-stabilit�e de quelques

syst�emes perturb�es, en montrant l'utilit�e de quelques in�egalit�es int�egrales sur les �echelles

de temps. Nous allons alors montrer l'existence et l'unicit�e de la solution de certains

syst�emes perturb�es, ensuite nous donnons l'�etude de la h-stabilit�e en utilisant les in�egalit�es

int�egrales. Ces nouveaux r�esultats ont �et�e soumis pour une �eventuelle publication dans

une revue internationale.
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CHAPITRE

1 Pr�eliminaires

Dans ce chapitre, nous allons aborder quelques notions de base n�ecessaires pour introduire

la th�eorie des �echelles de temps. Aussi, nous rappelerons bri�evement quelques notions

fondamentales et des d�e�nitions relatives �a la stabilit�e, les �equations di��erentielles �a retard

et aux semi-groupes. Nous citerons �egalement quelques in�egalit�es importantes qui seront

utiles tout au long de ce travail. Pour plus de d�etails, le lecteur pourra consulter [5; 15; 45].

1.1 Notions de base sur les �echelles de temps

Le calcul des �echelles de temps a �et�e initi�e par Stefane Hilger [44] dans sa th�ese de doctorat

en 1988 a�n de mettre au point une nouvelle th�eorie qui peut uni�er l'analyse discr�ete

et continue, o�u il a d�e�ni la notion de la �-d�eriv�ee. C'est �a partir de cette d�e�nition

qu'ont �et�e introduites les �equations aux �echelles de temps qui ont la même forme qu'une

�equation di��erentielle ou presque, �a titre d'exemple: une �equation du premier ordre dont

la d�eriv�ee (u0) est remplac�ee par la �-d�eriv�ee
�
u�
�
.

Nous verrons plus loin que si T = R, la �-d�eriv�ee �equivaut �a la d�eriv�ee au sens classique et

les �equations aux �echelles de temps deviennent des �equations di��erentielles. Si T = Z, les

�equations aux �echelles de temps deviennent des �equations aux di��erences �nies; d'ailleurs,

l'int�erêt pour ce dernier type d'�equations a connu un essor consid�erable au cours des

derni�eres ann�ees pour expliquer plusieurs ph�enom�enes discrets notamment en �economie,

en psychologie, en g�enie et en informatique. Ainsi, la th�eorie des �equations aux �echelles de

3



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

temps vient, dans un premier temps, pour uni�er les r�esultats r�ealis�es dans le domaine des

�equations di��erentielles et des �equations aux di��erences �nies. Dans un deuxi�eme temps,

elle permet l'�etude des ph�enom�enes se mod�elisant d'une fa�con qui fait appel simultan�ement

au discret et au continu.

1.1.1 Terminologie

D�e�nition 1.1.1 Une �echelle de temps T est un sous ensemble ferm�e non vide de R.

Exemple 1.1.1 Les ensembles R, Z+, [�1; 0] [ [1; 2], qz =
�
qk : k 2 Z; q > 1

	
[ f0g,

[0; 1] [ N et les ensembles de Cantor sont des �echelles de temps.

Exemple 1.1.2 Les ensembles Q, RnQ, C, (0; 1) ne sont pas des �echelles de temps.

Remarque 1.1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

Figure 1.1.1 : Quelques �echelles de temps

1.1.2 Op�erateurs de saut et classi�cation des points

D�e�nition 1.1.2 Soit T une �echelle de temps, pour t 2 T, l'op�erateur de saut avant

� : T! T, est d�e�ni comme suit :

� (t) = inf fs 2 T : s > tg : (1.1)

4



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

D�e�nition 1.1.3 Soit T une �echelle de temps, pour t 2 T, l'op�erateur de saut arri�ere

� : T! T, est d�e�ni comme suit :

� (t) = sup fs 2 T : s < tg : (1.2)

En utilisant les op�erateurs � : T! T et � : T! T, les points t dans une �echelle de

temps arbitraireT sont class�es comme suit :

D�e�nition 1.1.4 On dit que t est un point dense �a droite de T (resp. un point dense �a

gauche de T), si � (t) = t (resp. � (t) = t).

D�e�nition 1.1.5 On dit que t est un point dense s'il est simultan�ement dense �a droite

et �a gauche.

D�e�nition 1.1.6 On dit que t est un point dispers�e �a droite de T (resp. un point dispers�e

�a gauche de T), si � (t) > t (resp. � (t) < t).

D�e�nition 1.1.7 t est dit point isol�e s'il est simultan�ement dispers�e �a droite et �a gauche.

Figure 1.1.2 : Classi�cation des points

D�e�nition 1.1.8 On appelle fonction de granulation la fonction d�e�nie par

� : T �! R+, � (t) = � (t)� t : (1.3)

5



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

Nous illustrons les d�e�nitions pr�ec�edentes par quelques ensembles des �echelles de temps

ainsi que leurs carat�eristiques (op�erateurs de saut, fonction de granulation) indiqu�ees dans

le tableau ci-dessous

[Tab.1.1.1] Quelques �echelles de temps et leurs carat�eristiques

T R Z kZ qN N20 [0; 1] [ [2; 3]

�(t) t t+ 1 t+ k qt (
p
t+ 1)2

8<: t si t 2 [0; 1[ [ [2; 3]

2 si t = 1

�(t) t t� 1 t� k t
q

(
p
t� 1)2

8<: t si t 2 [0; 1] [ ]2; 3]

1 si t = 2

�(t) 0 1 k (q � 1)t 2
p
t+ 1

8<: 0 si t 2 [0; 1[ [ [2; 3]

1 si t = 1:

1.1.3 Les sous-ensembles d�eriv�es d'une �echelle de temps

Soit m l'�el�ement maximum dans une �echelle de temps T.

L'ensemble Tk repr�esent�e dans la �gure 1.1.3 est d�e�ni comme suit : si le point m est

dispers�e �a gauche alors, Tk = T�fmg, sinon Tk = T. Alternativement,

Tk =

8<: T� ]� (supT) ; supT] si supT <1;

T si supT =1:

Figure 1.1.3 : Illustration de l'ensemble Tk

Notons que de chaque �echelle de temps, nous pouvons extraire le sous ensemble suivant :

D�e�nition 1.1.9 Pour deux points a; b 2 T, l'intervalle d'�echelle de temps est d�e�ni par :

[a; b]T = ft 2 T : a � t � bg :

6



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

Remarque 1.1.2 Nous notons par [a; b]k = [a; b) = [a; � (b)] dans le cas o�u b est un point

dispers�e �a gauche, sinon [a; b]k = [a; b].

Les r�esultats pr�esent�es dans les sous-sections suivantes sont tir�es des deux livres [15; 16].

1.1.4 D�erivation sur les �echelles de temps

Nous rappelons en premier temps, la d�e�nition de la �-d�eriv�ee dite aussi la d�eriv�ee au

sens de Hilger.

D�e�nition 1.1.10 Soit la fonction f : T �! R, f est dite �-di��erentiable en t 2 Tk s'il

existe un nombre f�(t) tel que pour tout " > 0, il existe un voisinage U de t satisfaisant��[f (� (t))� f (s)]� f� (t) [� (t)� s]
�� � " j� (t)� sj ;

pour tout s 2 U . Si f est �-di��erentiable en tout point t 2 Tk, alors la fonction f� :

Tk�! R est dite la �-d�eriv�ee de f sur Tk.

Le th�eor�eme suivant donne plusieurs observations importantes sur la �-d�eriv�ee.

Th�eor�eme 1.1.1 Soit f : T �! R une fonction et t 2 Tk.

(i) Si f est �-di��erentiable en t, alors f est continue en t.

(ii) Si f est continue en t et si t est dispers�e �a droite, alors f est �-di��erentiable en

t, de plus nous avons

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)
: (1.4)

(iii) Si t est dense �a droite, alors f est �-di��erentiable en t si et seulement si

lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

existe et est �nie. Dans ce cas nous avons

f� (t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
:

(i�) Si f est di��erentiable en t, alors

f (� (t)) = f (t) + � (t) f� (t) : (1.5)

7



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

Exemple 1.1.3 Consid�erons l'ensemble T =
�

4
p
2n+ 1; n 2 N0

	
avec N0 est l'ensemble

des entiers non n�egatifs, f (t) = t4, t 2 T.

Pour tout t; s 2 T, t = 4
p
2n+ 1, s = 4

p
2l + 1, n = t4�1

2
, n; l 2 N0, nous avons

� (t) = inf
n

4
p
2l + 1 :

4
p
2l + 1 > 4

p
2n+ 1

o
= 4
p
2n+ 3

=
4
p
t4 + 2:

Par cons�equent, chaque point de T est dispers�e �a droite. Nous notons que la fonction f(t) est

continue sur T. Ainsi,

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t

=
�4 (t)� t4

� (t)� t

= �3 (t) + t �2(t) + t2�(t) + t3

= 4
p
(t4 + 2)3 + t2

4
p
t4 + 2 + t

p
t4 + 2 + t3; t 2 Tk:

Remarque 1.1.3

� Si T = R, alors d'apr�es (iii) du th�eor�eme pr�ec�edent la fonction f : R �! R est �-

di��erentiable en t 2 R, si et seulement si

f� (t) = lim
t!s

f (t)� f (s)

t� s

existe et de plus, f� (t) = f 0 (t).

� Si T = Z, d'apr�es (ii) la fonction f : Z ! R est �-di��erentiable en t 2 Z et nous

aurons

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t
=
f (t+ 1)� f (t)

1
= f (t+ 1)� f(t) = �f(t):

Le th�eor�eme suivant �etablit quelques identit�es de base pour calculer la �-d�eriv�ee.

Th�eor�eme 1.1.2 Si f; g : T! R sont �-di��erentiables en t 2 Tk, alors

(i) f + g est �-di��erentiable en t, de plus

(f + g)� (t) = f� (t) + g� (t) :

8



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

(ii) (�f) est �-di��erentiable en t pour tout � 2 R et nous avons

(�f)� (t) = �f� (t) :

(iii) fg est �-di��erentiables en t et nous avons

(fg)� (t) = f� (t) g (t) + f (� (t)) g� (t)

= f (t) g� (t) + f� (t) g (� (t)) :

(iv) Si f(t)f(� (t)) 6= 0, alors 1
f
est �-di��erentiable en t et nous avons

�
1

f

��
(t) = � f� (t)

f(t)f(� (t))
:

(v) Si g(t)g(� (t)) 6= 0, alors f
g
est �-di��erentiable en t et nous avons

�
f

g

��
(t) =

f� (t) g (t)� f (t) g� (t)

g(t)g(� (t))
:

Exemple 1.1.4 Soient f; g : T �! R deux fonctions d�e�nies par f(t) = t2; g(t) = t3et

soit la fonction h(t) = 1
t2
, pour tout t 2 T� f0g. D'apr�es la r�egle de la di��erentiation du

produit (voir (iii) du th�eor�eme ci-dessus), nous obtenons

f�(t) = tt� + t�� (t) = t+ � (t) :

g�(t) = t2t� + (t2)�� (t) = t2 + t � (t) + �2 (t) ; pour tout t 2 Tk:

En utilisant (iv) du th�eor�eme ci-dessus, nous obtenons

h�(t) =
�(t2)�

(t� (t))2
= � t+ �(t)

(t� (t))2
; t 2 Tk� f0g :

Th�eor�eme 1.1.3 Soit g : R �! R une fonction continue, g : T �! R est �-di��erentiable

en Tket si f : R �! R est continûment di��erentiable, alors il existe c 2 [t; �(t)] satis-

faisant

(f � g)� (t) = f 0 (g (c)) g� (t) :

D�e�nition 1.1.11 Une fonction f : T �! R est dite rd-continue si elle est continue en

tout point dense �a droite de T et si sa limite �a gauche existe et est �nie en tout point

dense �a gauche de T.

9



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

Remarque 1.1.4 L'ensemble de toutes les fonctions rd-continues est not�e par Crd ou

Crd (T).

Remarque 1.1.5 L'ensemble de toutes les fonctions �-di��erentiables et rd-continues est

not�e par C1rd ou C
1
rd (T).

1.1.5 Int�egration sur les �echelles de temps

D�e�nition 1.1.12 La fonction F : T �! R, est dite primitive de f : T �! R, si elle

v�eri�e F� (t) = f (t) pour tout t 2 Tk.

Exemple 1.1.5 Si T = N20 et f : T �! R est une fonction d�e�nie par f(t) = 1
1+2

p
t
log

�
(
p
t+1)

2

t

�
,

alors la fonction g(t) = log t est une primitive de f . En e�et: � (t) =
�p

t+ 1
�2
et pour

tout t 2 Tk, nous avons

g� (t) =
log(� (t))� log t

� (t)� t

=
log
�
(
p
t+ 1

�2
)� log t�p

t+ 1
�2 � t

=
1

1 + 2
p
t
log

 �p
t+ 1

�2
t

!
= f(t):

Th�eor�eme 1.1.4 Toute fonction rd-continue f : T �! R, admet une primitive F :

T �! R, et nous notonsZ r

s

f (t)�t = F (r)� F (s) pour tout r; s 2 T.

Th�eor�eme 1.1.5 Si f 2 Crd(T) et t 2 Tk, nous avons :Z �(t)

t

f (�)�� = � (t) f (t) :

10



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

Th�eor�eme 1.1.6 Soit a; b; c 2 T; � 2 R et f; g 2 Crd (T) alors :

i)
R b
a
[f (t) + g (t)]�t =

R b
a
f (t)�t+

R b
a
g (t)�t.

ii)
R b
a
(�f (t))�t = �

R b
a
f (t)�t.

iii)
R b
a
f (t)�t = �

R a
b
f (t)�t.

iv)
R b
a
f (t)�t =

R c
a
f (t)�t+

R b
c
f (t)�t.

v)
R a
a
f (t)�t = 0.

vi) Si jf (t)j � g (t) sur [a; b]T, alors
���R ba f (t)�t��� � R ba g (t)�t.

Proposition 1.1.1

�Pour T = R, nous avons : Z b

a

f (t)�t =

Z b

a

f (t) dt:

�Pour T = Z, nous avons :

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

b�1P
t=a

f (t) si a < b

0 si a = b

�
a�1P
t=b

f (t) si a > b:

� Si [a; b] contient des points isol�es alors :

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

P
t2[a;b[

� (t) f (t) si a < b

0 si a = b

�
P

t2[b;a[
� (t) f (t) si a > b:

Proposition 1.1.2 Les formules d'int�egration par partie sont :Z b

a

f� (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g (t)�t;Z b

a

f (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g� (t)�t:

Th�eor�eme 1.1.7 Soit a 2 Tk, b 2 T et L : T � Tk�! R, est continue en (t; t), pour

t 2 Tk, t > a et L� (t; :) est rd-continue sur [a; � (t)], nous supposons que pour tout

" > 0, 9 U voisinage de t ind�ependant de � 2 [a; � (t)] tel que :��L (� (t) ; �)� L (s; �)� L� (t; �) (� (t)� s)
�� � " j� (t)� sj ; 8s 2 U;

11



1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

o�u f� d�enote la d�eriv�ee de f par rapport �a la 1i�ere variable, alors nous avons :

g (t) =

Z t

a

L (t; �)�� ) g� (t) =

Z t

a

L� (t; �)�� + L (� (t) ; �) ;

et

h (t) =

Z b

t

L (t; �)�� ) h� (t) =

Z b

t

L� (t; �)�� � L (� (t) ; �) :

1.1.6 Fonction exponentielle

D�e�nition 1.1.13 Soit h > 0, l'ensemble des nombres complexes de Hilger est d�e�ni

comme suit : Ch =
�
z 2 C : z 6= �1

h

	
.

D�e�nition 1.1.14 Pour h > 0, on d�e�nit l'ensemble Zh =
�
z 2 C : ��

h
< Im(z) � �

h

	
et

pour h = 0, on �xe Z0 = C:

D�e�nition 1.1.15 Pour h > 0, la transformation cylindrique �h : Ch 7�!Z h, est d�e�nie

par :

�h (z) =
1

h
Log (1 + zh) ;

o�u Log est le logarithme principal. Pour h = 0, nous aurons : �0 (z) = z pour tout z 2 C.

D�e�nition 1.1.16 Soit p : T �! R, p est dite r�egressive si elle v�eri�e

1 + � (t) p (t) 6= 0; pour tout t 2 Tk:

Remarque 1.1.6 Pour tout t 2 Tk, l'ensemble des fonctions r�egressives et rd-continues

est not�e par <:

D�e�nition 1.1.17 L'ensemble de toutes les fonctions r�egressives positives est d�e�ni par :

<+ =
�
p 2 < : 1 + � (t) p (t) > 0, pour tout t 2 Tk

	
: (1.6)

Th�eor�eme 1.1.8 Nous supposons que p 2 < et t0 2 T un point �x�e, alors le probl�eme �a

valeur initiale

y� (t) = p (t) y (t) ; y (t0) = 1; (1.7)

admet une unique solution dans T.
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1.1. Notions de base sur les �echelles de temps

D�e�nition 1.1.18 Soit p 2 <, la fonction exponentielle est d�e�nie comme solution du

probl�eme (1:7) et nous avons

y (t) = exp

�Z t

t0

��(�)(p (�))��

�
; pour t; t0 2 T;

nous la notons souvent par

ep (t; t0) = exp

�Z t

t0

��(�)(p (�))��

�
; pour t; t0 2 T;

o�u �� est la transformation cylindrique donn�ee par la d�e�nition 1.1.15.

Proposition 1.1.3 Soit p; q 2 < et t; t0; s 2 T, alors

� e0 (t; t0) � 1 et ep (t; t) � 1,

� ep (� (t) ; t0) = (1 + � (t) p (t)) ep (t; t0),

� ep (t; t0) ep (t0; s) = ep (t; s),

� ep (t; t0) =
1

ep(t0;t)
,

� ep (t; t0) eq (t; t0) = ep�q (t; t0) o�u (p� q)(t) := p(t) + q(t) + � (t) p (t) q(t), 8t 2 Tk.

Pour plus de d�etails, le lecteur pourra consulter [15; 16].

Exemple 1.1.6 Soit p 2 <, t; t0 2 T et t > t0,

� si T = R, alors ep (t; t0) = exp
�R t

t0
p (�) d�

�
,

� si T = R et p(t) � �, alors ep (t; t0) = e�(t�t0),

� si T =Z, alors ep (t; t0) =
�=t�1Q
�=t0

(1 + p (�)),

� si T =hZ, avec h > 0 et p(t) � �, alors ep (t; t0) = (1 + �h)
t�t0
h .
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1.2. Notions fondamentales de stabilit�e

1.2 Notions fondamentales de stabilit�e

La stabilit�e est l'une des notions les plus utilis�ees pour �etudier les comportements quali-

tatifs des syst�emes di��erentiels ainsi que les �equations aux di��erences.

La premi�ere �etude de stabilit�e aux �echelles de temps a �et�e r�ealis�ee en 1892, par l'utilisation

de la m�ethode de Lyapunov.

Les d�e�nitions de stabilit�e des syst�emes sur les �echelles de temps sont obtenues avec

une l�eg�ere modi�cation de leurs d�e�nitions standard pour les �equations di��erentielles

ordinaires. Hamza [42] et Dacunha [28] ont donn�e des caract�erisations g�en�eralis�ees des

di��erents types de stabilit�e (stabilit�e uniforme, stabilit�e exponentielle, h-stabilit�e...) des

solutions pour des syst�emes dynamiques aux �echelles de temps.

Consid�erons l'�equation dynamique d�e�nie sur une �echelle de temps T comme ci-dessous

x� (t) = f (t; x) ; x (t0) = x0 2 X (1.9)

o�u t; t0 2 T, x 2 X, f : T � X ! X est rd-continue en t avec f(t; 0) = 0 et X est un

espace de Banach.

D�e�nition 1.2.1 ([42])L'�equation (1:9) est dite exponentiellement stable s'il existe � > 0

avec �� 2 <+ tel que pour tout t0 2 T, il existe  =  (t0) � 1 tel que, toute solution

x (t) = x (t; t0; x0) de l'�equation (1:9) satisfait kx (t) k � kx0ke�� (t; t0), pour tout t � t0,

t 2 T.

D�e�nition 1.2.2 ([42])L'�equation (1:9) est dite uniform�ement exponentiellement stable

s'il existe � > 0 avec �� 2 <+et il existe  � 1 ind�ependant de tout point initial t0 tel que,

toute solution x (t) = x (t; t0; x0) de l'�equation (1:9) satisfait kx (t) k � kx0ke�� (t; t0),

pour tout t � t0, t 2 T.

D�e�nition 1.2.3 ([42]) Soit h : T �! R une fonction positive et born�ee.On dit que

l'�equation (1:9) est h-stable s'il existe une constante  � 1 telle que, toute solution

x (t) = x (t; t0; x0) de l'�equation (1:9) satisfait

kx (t; t0; x0) k � kx0kh (t)h (t0)�1 ; t � t0;

(ici (h (t))�1 = 1
h(t)
).
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1.2. Notions fondamentales de stabilit�e

Remarque 1.2.1 Si nous prenons h(t) = e�� (t; 0) o�u � > 0 et �� 2 <+. La h-stabilit�e

de l'�equation (1:9) co��ncide avec la stabilit�e exponentielle uniforme.

Remarque 1.2.2 Si X = Rn et f : T � Rn ! Rn une fonction rd-continue en t ,

localement Lipchitzienne en x, et regressive (i.e., la fonction id + �(t)f(t; :) : Rn ! Rn

est inversible). Nous obtenons les implications suivantes :

h-stabilit�e =) stabilit�e exponentielle uniforme

=) stabilit�e de Lipschitz uniforme

=) stabilit�e uniforme.

Pour plus de d�etails sur les di��erents types de stabilit�e, se r�eferer �a [25; 28; 42].

L'analyse de la stabilit�e des syst�emes lin�eaires non-autonomes peut être compl�etement

caract�eris�ee en termes de la r�esolvante du syst�eme �etudi�e. En e�et, consid�erons le

probl�eme

x�(t) = A(t)x(t); x(t0) = In; (1.10)

o�u x 2 Rn, t; t0 2 T et A : T7�!Rn�n une matrice rd-continue, r�egressive, d�epend de t.

D�e�nition 1.2.4 L'application A : T �!Mn(R) est appel�ee r�egressive, si pour tout

t 2 T la matrice carr�e I + �(t)A de degr�e n � n est inversible, o�u I est la matrice

identit�e.

La classe de toutes les fonctions r�egressives et rd-continues A de T vers Mn(R) est not�ee

par Crd<(T;Mn(R)).

D�e�nition 1.2.5 Pour t0 2 T, la solution du probl�eme (1:10) s' appelle exponentielle de

la fonction matricielle, not�ee par �A(t; t0), o�u A 2 Crd<(T;Mn(R)).

En cons�equence, la fonction �A(t; t0) poss�ede les deux propri�et�es suivantes :

��A(t; t0) = A(t)�A(t; t0); (1.11)

�A(t0; t0) = In:
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1.3. C0 semi-groupes et leurs g�en�erateurs

Cette fonction matricielle est appel�ee matrice de transition et notre hypoth�ese sur A(t)

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Th�eor�eme 1.2.1 Supposons r; s; t 2 T et A;B 2 Crd<(T;Mn(R)), alors la matrice de

transition poss�ede les propri�et�es suivantes :

(i) �A(t; r)�A(r; s) = �A(t; s).

(ii) �A(�(t); s) = (I + �(t)A(t))�A(t; s).

(iii) Si T = R et A est constante, alors �A(t; s) = eA(t; s) = eA(t�s).

(iv) Si T = hZ, avec h > 0 et A est constante, alors �A(t; s) = (I + hA)
(t�s)
h .

1.3 C0 semi-groupes et leurs g�en�erateurs

D�e�nition 1.3.1 Soit L (X) l'espace des op�erateurs lin�eaires born�es d'un espace de Ba-

nach X. On appelle C0 semi-groupe d'op�erateurs lin�eaires born�es dans X, une famille

fT (t) : t 2 Tg � L (X) v�eri�ant les propri�et�es suivantes :

1. T (t+ s) = T (s)T (s) pour tout t; s 2 T (la propri�et�e du semi-groupe),

2. T (0) = I, (I est l'op�erateur identit�e dans X),

3. limt!0+ T (t)x = x pour tout x 2 X,

o�u l'�echelle de temps T est un semi-groupe additif de R+.

Si de plus limt!0+ kT (t)�Ik = 0, alors T s'appelle un semi-groupe continu uniform�ement.

D�e�nition 1.3.2 On dit qu'un op�erateur lin�eaire A est l'op�erateur g�en�erateur de T si

Ax = lim
s!0+

T (� (t))x� T (s)x

� (t)� s
; x 2 D (A) ; (1.14)

o�u le domaine D (A) de A est l'ensemble de tout x 2 X pour lequel la limite ci-dessus

existe uniform�ement en t.

La r�ef�erence [43] donne plus de d�etails sur les propri�et�es d'un C0 semi-groupe T et son

g�en�erateur A.
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1.4 Quelques in�egalit�es importantes

Dans cette section, nous donnons un petit rappel de quelques classes de fonctions ainsi

que des in�egalit�es utiles dans cette �etude.

D�e�nition 1.4.1 ([29]) Soit g une fonction continue positive et croissante d�e�nie sur R+,

g est dite de classe S, si elle v�eri�e
1

a
g(x) � g(

x

a
) pour tout x � 0 et a � 1:

D�e�nition 1.4.2 ([29]) Soit g une fonction continue et positive sur R+, g est dite de

classe T , si elle v�eri�e
1

a
g(x) � g(

x

a
) pour tout x � 0 et a � 1:

Lemme 1.4.1 ([46]) Supposons a � 0; p � q � 0 et p 6= 0, nous avons

a
q
p � q

p
k
q�p
p a+

p� q

p
k
q
p

pour tout k > 0:

Lemme 1.4.2 ([7]) Soient b et f deux fonctions continues sur I = [�; �] et soit � une

fonction di��erentiable sur I. Si les in�egalit�es

�0(t) � b(t)�(t) + f(t); t 2 I

�(�) � �0;

sont satisfaites, alors

�(t) � �0 exp

0@ tZ
�

b(s)ds

1A+ tZ
�

f(s) exp

0@ tZ
s

b(�)d�

1A ds; t 2 I:

Lemme 1.4.3 ([15]) (Comparaison)

On suppose que x; b 2 Crd; a 2 <+. Si

x� (t) � a (t)x (t) + b (t) ; t � t0; t 2 Tk:

Alors,

x (t) � x (t0) ea (t; t0) +

Z t

t0

ea (t; � (s)) b (s)�s; t � t0; t 2 Tk:
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1.5. �Equation di��erentielle �a retard

Lemme 1.4.4 ([11]) Soit p une fonction positive et rd-continue, nous avons les in�egalit�es

1 +

tZ
t0

p(�)�� � ep(t; t0) � exp

0@ tZ
t0

p(�)��

1A ; pour tout t 2 T+t0 :

o�u T+t0 = ft; t0 2 T; t � t0g.

Lemme 1.4.5 ([11]) Supposons que t0 2 T. Si U; �; # 2 Crd(T;R+) et � est une fonction

delta-di��erentiable sur T avec ��(t) � 0. Si U satisfait

U(t) � �(t) +

Z t

t0

#(s)U(s)�s; t 2 Tk;

alors, nous avons

U(t) � �(t0)e#(t; t0) +

Z t

t0

��(s)e#(t; �(s))�s; t 2 T k:

Lemme 1.4.6 ([15]) (In�egalit�e de H�older)

Soient a; b 2 T et f; g : [a; b] �! R deux fonctions rd-continues, nous avonsZ b

a

jf(t)g(t)j�t �
�Z b

a

jf(t)jp�t
� 1
p
�Z b

a

jg(t)jq�t
� 1
q

;

o�u p > 1et q = p
p�1 .

1.5 �Equation di��erentielle �a retard

D�e�nition 1.5.1 Une �equation di��erentielle �a retard (EDR) est une �equation di��erentielle

o�u la variable d'�etat apparâ�t avec un argument retard�e, autrement dit lorsque l'�etat �a un

instant donn�e est une fonction de son pass�e. Cela peut s'exprimer comme suit :

u
0
(t) = f(t; u(t); u(t� �)); u(t) 2 R;

o�u le retard � > 0 est constant.

Exemple 1.5.1 ([27])Consid�erons l'�evolution d'une population animale ne tenant compte

que de la natalit�e et de la mortalit�e naturelle. En supposant que la mortalit�e est instan-

tan�ee dans la population, par rapport �a l'�echelle de temps consid�er�ee (typiquement, la se-

maine ou le mois), la description de l'�evolution de cette population n�ecessite de connaitre
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1.5. �Equation di��erentielle �a retard

le nombre d'individus �a l'instant t, que l'on peut noter N(t), mais �egalement le nombre

d'individus �a l'instant t � � , o�u � est la dur�ee de gestation moyenne de la population.

On peut alors �ecrire l'�equation lin�eaire �a retard discret suivante :

d

dt
N(t) = �aN(t) + bN(t� �); t > 0;

N(t) = �(t); t 2 [�� ; 0] ;

o�u a et b sont respectivement les taux de mortalit�e et de naissance de la population et �

une condition initiale, d�e�nie sur l'intervalle [�� ; 0].
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CHAPITRE

2 In�egalit�es int�egrales de type

Gronwall-Bellman-Bihari

�a retard

Diverses in�egalit�es int�egrales ont jou�e un rôle important dans le d�eveloppement de la

th�eorie des �equations int�egrales et plus g�en�eralement dans la th�eorie des �equations di��erentielles

ordinaires, au point de vue existence et unicit�e des solutions et de la stabilit�e des points

d'�equilibres. Les in�egalit�es int�egrales qui sont appliqu�ees fr�equemment dans la litt�erature,

sont les c�el�ebres in�egalit�es de Gronwall-Bellman [9]. Leur premi�ere g�en�eralisation non

lin�eaire due au Bihari [14]. Des g�en�eralisations et des applications de l'in�egalit�e de

Gronwall-Bellman ont �et�e obtenues par de nombreux auteurs ([2]; [8]; [18]; [29]; [33]; [35];

[36]; [48]; [56]).

Nous commen�cons ce chapitre en citant quelques in�egalit�es int�egrales lin�eaires clas-

siques de type Gronwall-Bellman en une dimension. Nous donnons par la suite quelques

g�en�eralisations de ces in�egalit�es intervenant dans les �equations di��erentielles ordinaires et

�a retard.

Nous concluons ensuite ce chapitre par donner des nouvelles g�en�eralisations des in�egalit�es

int�egrales de type Gronwall-Bellman �a retard, illustr�ees par deux applications. Les nou-
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2.1. Quelques c�el�ebres in�egalit�es int�egrales unidimensionnelles

veaux r�esultats obtenus ont �et�e soumis pour une �eventuelle publication dans une revue

internationale.

2.1 Quelques c�el�ebres in�egalit�es int�egrales unidimen-

sionnelles

En 1919, Gronwall, a �etabli une remarquable in�egalit�e suscitant l'attention de plusieurs

math�ematiciens, dont l'�enonc�e est le suivant :

Lemme 2.1.1 ([39]) Soit u une fonction continue sur I = [�; �+ h] et a et b sont deux

constantes positives. Si l'in�egalit�e

0 � u(t) �
tZ

�

[bu(s) + a] ds; t 2 I;

est v�eri��ee, alors

0 � u(t) � ah exp(bh); t 2 I:

En 1943, Bellman a d�emontr�e une in�egalit�e similaire dans le cas, o�u b est une fonction

d�ependante de la variable t et elle porte le nom d'in�egalit�e de type Gronwall-Bellman. Ce

r�esultat a �et�e repris dans le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1.1 ([9]) Soient u et g deux fonctions continues et positives sur I = [�; �]

et c une constante positive. Si l'in�egalit�e

u(t) � c+

tZ
�

g(s)u(s)ds; t 2 I;

est v�eri��ee, alors

u(t) � c exp(

tZ
�

g(s)ds); t 2 I:

En 1956, Bihari a prouv�e une in�egalit�e encore plus g�en�erale que celle de Gronwall-

Bellman, dont l'intitul�e est :
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Th�eor�eme 2.1.2 ([14]) Soient u, f deux fonctions continues positives sur R+, w une

fonction croissante et continue sur R+, v�eri�ant w(x) > 0 pour tout x > 0 et c une

constante positive. Si l'in�egalit�e

u(t) � c+

tZ
t0

f(s)w(u(s))ds;

est satisfaite pour tout t � 0, alors

u(t) � G�1

0@G(c) + tZ
t0

f(s)ds

1A pour tout 0 � t � T;

o�u G est solution de l'�equation int�egrale suivante

G(t) =

tZ
t0

1

w(s)
ds; t > t0 > 0:

G�1 est la fonction inverse de G, T est choisi de telle sorte que

(
G(c) +

tR
t0

f(s)ds

)
2

Dom G�1 pour tout 0 � t � T .

Nous pr�esentons maintenant une des in�egalit�es la plus utile dans le d�eveloppement de

la th�eorie des �equations di��erentielles. Cette derni�ere est prouv�e par Ou-Iang en 1957.

Th�eor�eme 2.1.3 ([71]) Soient u et g deux fonctions continues et positives sur R+ et soit

u0 une constante positive, si l
'in�egalit�e

u
2

(t) � u20 + 2

tZ
0

g(s)u(s)ds;

est satisfaite, alors

u(t) � u0 +

tZ
0

g(s)ds:

Remarque 2.1.1 L'in�egalit�e de Ou-Iang (1957) a �et�e utilis�ee pour �etablir la bornitude

des solutions de certaines �equations di��erentielles de second ordre, elle a permis d'exploiter

les propri�et�es des solutions des di��erents types d'�equations di��erentielles non lin�eaires

telles que l'existence globale, l'unicit�e, la stabilit�e.
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En 1958, Bellman g�en�eralisa son propre Th�eor�eme 2:1:1 comme suit :

Th�eor�eme 2.1.4 ([10]) Soient u et g deux fonctions continues et positives sur I = [�; �]

et soit n une fonction continue, positive et croissante d�e�nie sur I. Si l'in�egalit�e

u(t) � n(t) +

tZ
�

g(s)u(s)ds; t 2 I;

est satisfaite, alors

u(t) � n(t) exp(

tZ
�

g(s)ds); t 2 I:

En 1967, Chu and Metcalf ont �etabli une variante de l'in�egalit�e de Gronwall-Bellman

dans le cas o�u la fonction g d�ependra du param�etre t ( i.e., g(s) = k(t; s)), dont l'�enonc�e

est le suivant :

Th�eor�eme 2.1.5 ([26]) Soient u et f deux fonctions continues et positives sur I = [�; �]

et k(t; s) une fonction continue et positive sur le triangle � : � � s � t � �. Si l'in�egalit�e

u(t) � f(t) +

tZ
�

k(t; s)u(s)ds; t 2 I;

alors,

u(t) � f(t) +

tZ
�

H(t; s)f(s)ds; t 2 I;

o�u

H(t; s) =
1X
t=1

ki(t; s); (t; s) 2 �;

est le noyau r�esolvant.

En 1969, Gollwitzer prouva une in�egalit�e encore plus g�en�erale que celle de Bellman

donn�ee par le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1.6 ([38]) Soient u; f; g et h des fonctions continues et positives sur I =

[�; �]. Si l'in�egalit�e
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u(t) � f(t) + g(t)

tZ
�

h(s)u(s)ds; t 2 I;

est v�eri��ee, alors

u(t) � f(t) + g(t)

tZ
�

h(s)f(s) exp(

tZ
�

h(�)g(�)d�)ds; t 2 I:

Gy�ori a, en 1971, �etabli une variante de Th�eor�eme 2:1:2.

Th�eor�eme 2.1.7 ([40]) Soient u et � deux fonctions continues et positives sur I = [t0;1)

et soient f; g et � des fonctions di��erentiables avec f positive, g positive et croissante et

� positive et d�ecroissante. Supposons que

u(t) � f(t) + �(t)

tZ
t0

�(s)g(u(s))ds:

Si

f 0(t)

�
1

g(�(t))
� 1
�
� 0; sur I ;

pour toute fonction continue et positive �, alors

u(t) � G�1

8<:G(f(t0)) +
tZ

t0

[�(s)�(s) + f 0(s)] ds

9=; ;

o�u G est solution de l'�equation int�egrale suivante

G(t) =

tZ
t0

1

g(s)
ds; t > t0 > 0:

G�1 est la fonction inverse de G et

(
G(f(t0)) +

tR
t0

[�(s)�(s) + f 0(s)] ds

)
2 Dom G�1.

En 1987, Norbury et Stuart ont �etabli une autre variante du Th�eor�eme 2:1:5.

Th�eor�eme 2.1.8 ([54])Soient u(t) et k(t; s) d�e�nies comme dans le Th�eor�eme 2:1:5

sachant que k(t; s) est croissante par rapport �a t pour tout s 2 I.
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i) Si l'in�egalit�e

u(t) � c+

tZ
�

k(t; s)u(s)ds; t 2 I

est satisfaite pour toute constante c � 0, alors

u(t) � c exp

0@ tZ
�

k(t; s)ds

1A ; t 2 I:

ii) Soit n une fonction continue, positive et croissante sur I. Si

u(t) � n(t) +

tZ
�

k(t; s)u(s)ds; t 2 I

est satisfaite, alors

u(t) � n(t) exp

0@ tZ
�

k(t; s)ds

1A ; t 2 I:

Dans la section suivante, nous allons pr�esenter quelques g�en�eralisations apparues dans

les revues math�ematiques [2; 17; 35; 34; 56]. Ces g�en�eralisations sont utilis�ees comme un

outil tr�es important dans l'�etude de certaines nouvelles classes d'�equations int�egrales et

di��erentielles.

Nous �enon�cons ces r�esultats, sans d�emonstrations.

2.2 Quelques G�en�eralisations des in�egalit�es de type

Gronwall-Bellman

Pachpatte [56] a �etabli plusieurs g�en�eralisations de l'in�egalit�e de Ou-Iang, donn�ee par le

Th�eor�eme 2:1:3. Nous citons les plus c�el�ebres.

Th�eor�eme 2.2.1 ([56]) Soit u; a; b; g; h des fonctions continues, positives et d�e�nies sur

R+. Si l'in�egalit�e

up(t) � a(t) + b(t)

tZ
0

[g(s)up(s) + h(s)u(s)] ds; t 2 R+;
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est satisfaite pour p > 1 alors,

u(t) �

8<:a(t) + b(t)

tZ
0

(g(s)a(s) + h(s)
h
a(s)
p
+ p�1

p

i

� exp

0@ tZ
s

b(�)
h
g(�) + h(�)

p

i
d�

1A ds

9=;
1
p

:

Th�eor�eme 2.2.2 ([56])On suppose que les hypoth�eses du Th�eor�eme 2:2:1 sont v�eri��ees.

Soit c une fonction continue, croissante et positive sur R+, si l'in�egalit�e

up(t) � cp(t) + b(t)

tZ
0

[g(s)up(s) + h(s)u(s)] ds;

est satisfaite alors,

u(t) � c(t)

8<:1 + b(t)
tZ
0

(g(s) + h(s)c(s)1�p

� exp

0@ tZ
s

b(�)
h
g(�) + h(�)

p

i
d�

1A ds

9=;
1
p

:

Boukerrioua et Guezane-Lakoud [17] ont g�en�eralis�e le Th�eor�eme 2:2:2, dont l'�enonc�e est

ci-dessous

Th�eor�eme 2.2.3 ([17]) Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 2:2:2 et supposons que la fonc-

tion
a+ p

r

b
est croissante, si l'in�egalit�e

up(t) � a(t) + b(t)

tZ
0

[g(s)uq(s) + h(s)ur(s)] ds;

est satisfaite, alors

u(t) � (a(t) +
p

r
)
1
p

�

0@1� ( q
p
� 1)

tZ
0

b(s)(g(s) + r
p
h(s))(a(s) + p

r
)
q
p
�1
ds

1A
1
p�q

;
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dans le cas 0 < r < p < q et pour tout t < �p;q;r , o�u

�p;q;r = sup

8<:t 2 R+ = ( qp � 1)
tZ
0

b(s)(g(s) + r
p
h(s))(a(s) + p

r
)
q
p
�1
ds � 1

9=; :

Dans tous ce qui suit, nous d�esignons par C(R+;R+) l'ensemble de toutes les fonctions

continues sur R+ et par C1(R+;R+) l'ensemble des fonctions continûment d�erivables sur

R+.

El-Owaidy [35] a introduit les th�eor�emes suivants :

Th�eor�eme 2.2.4 ([35]) Soient u; g; f 2 C(R+;R+). Si l'in�egalit�e

u (t) � u0 +

tZ
0

f(s)

24u(2�p)(s) + sZ
0

g(�)uq(�)d�

35p ds; 8t 2 R+;
est satisfaite o�u u0 > 0 et 0 < p � 1; 0 � q < 1, sont des constantes. Nous avons

u(t) � u0 +

tZ
0

f(s)k(s) exp

0@p(2� p)

sZ
0

f(�)d�

1A ds; 8t 2 R+;

o�u

k(t) =

24u(1�q)(2�p)0 + (1� q)

tZ
0

g(s) exp

0@�(1� q)(2� p)

sZ
0

f(�)d�

1A ds

35[
p

(1�q) ]

; 8t 2 R+:

Th�eor�eme 2.2.5 ([35]) Soit u une fonction positive, continue et �a valeurs dans R, g;

f 2 C(R+;R+) et n une fonction positive, monotone, croissante et continue sur R+ Si

u(t) � n(t) +

tZ
0

f(s)

24u(s) + sZ
0

g(�)u(�)d�

35p ds; 8t 2 R+;
est satisfaite, o�u p est une constante telle que p 2 (0; 1). Alors

u(t) � n(t)

241 + tZ
0

f(s)k0(s)n
(p�1)(s) exp

0@p(1� p)

sZ
0

g(�)d�

1A ds

35 ; 8t 2 R+;
avec

k0(t) =

241 + (1� q)

tZ
0

f(s)n(p�1)(s) exp

0@�(1� p)

sZ
0

g(�)d�ds

1A35[
p

(1�p) ]

; 8t 2 R+:
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Nous nous sommes int�eress�es �a �etudier certaines in�egalit�es int�egrales non lin�eaires �a

retard en changeant l'argument non retard�e t par l'argument �(t) qui exprime le retard.

Le th�eor�eme suivant est �etroitement li�e �a ce type des in�egalit�es int�egrales.

Th�eor�eme 2.2.6 (Lipovan [49]) Soient u; f 2 C([t0; T );R+); � 2 C1([t0; T ); [t0; T )) des

fonctions positives avec �(t) � t sur [t0; T ) et soit u0 une constante positive, alors

l'in�egalit�e

u(t) � u0 +

�(t)Z
�(t0)

f(s)u(s)ds; t0 < t < T;

implique que

u(t) � u0 exp

0B@ �(t)Z
�(t0)

f(s)ds

1CA ; t0 < t < T:

R�ecemment, de nombreux nouveaux r�esultats sur les in�egalit�es non lin�eaires �a retard

peuvent être trouv�es. Nous r�ef�erons entre autres le lecteur �a [1� 4; 23; 34; 49; 60; 63; 66�

70].

Abdeldaim �a �elabor�e des g�en�eralisations des deux th�eor�emes d'El-Owaidy (2:2:4 et 2:2:5).

Th�eor�eme 2.2.7 ([2]) Soient u; g; f 2 C(R+;R+) et � 2 C1(R+;R+) une fonction crois-

sante avec �(t) � t sur R+. Si l'in�egalit�e

u(t) � u0 +

Z �(t)

0

f(s)

�
u(2�p)(s) +

Z s

0

g(�)uq(�) d�

�p
ds; 8t 2 R+;

o�u q; u0 > 0 et 0 < p � 1 sont des constantes.

A: Si 0 � q < 1 alors

u(t) � u0 +

Z �(t)

0

f(s)k1(�
�1(s)) exp

�
p(2� p)

Z s

0

f(�)d�

�
ds; 8t 2 R+;

o�u

k1(t) =

"
u
(1�q)(2�p)
0 + (1� q)

Z �(t)

0

g(s) exp

�
�(1� q)(2� p)

Z s

0

f(�)d�

�
ds

#[ p
(1�q) ]

:
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B: Si q > 1 alors

u(t) � u0 + u
p(2�p)
0

Z �(t)

0

f(s)k2(�
�1(s)) exp

�
p(2� p)

Z s

0

f(�)d�

�
ds; 8t 2 R+;

o�u

k2(t) =

"
1� (q � 1)u(2�p)(q�1)0

Z �(t)

0

g(s) exp

�
(2� p)(q � 1)

Z s

0

f(�)d�

�
ds

#[ �p
(q�1) ]

;

pour tout t 2 R+, et

1� (q � 1)u(2�p)(q�1)0

Z �(t)

0

g(s) exp

�
(2� p)(q � 1)

Z s

0

f(�)d�

�
ds > 0; 8t 2 R+:

Th�eor�eme 2.2.8 ([2]) Soient u; g; f 2 C(R+;R+), et n; � 2 C1(R+;R+) avec n(t) �

1; �(0) = 0, et �(t) � t sur R+. Si l'in�egalit�e

u(t) � n(t) +

Z �(t)

0

f(s)

�
u(s) +

Z s

0

g(�)u(�)d�

�p
ds; 8t 2 R+;

est satisfaite avec p 2 [0; 1). Alors, nous avons

u(t) � n(t) +

Z �(t)

0

k3(�
�1(s))f(s) exp

�
p

Z s

0

g(�)d�

�
ds; 8t 2 R+;

o�u

k3(t) =

�
n(1�p)(0) + (1� p)

Z t

0

[n0(s) + �0(s)f(�(s))] exp

�
�(1� p)

Z s

0

g(�)d�

�
ds

� p
(1�p)

:

Un autre r�esultat prouv�e par Abdeldaim est le suivant :

Th�eor�eme 2.2.9 ([2]) Soient u; f; h 2 C(R+;R+) et n; � 2 C1(R+;R+) avec n(t) � 1,

�(0) = 0 et �(t) � t, 8t 2 R+. Si l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

f(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)uq(s)ds; 8t 2 R+;

est satisfaite, o�u p > q � 0 sont des constantes. Alors, nous avons

u(t) � k4(t) exp

�
1
p

Z t

0

f(s)ds

�
; 8t 2 R+;

o�u

k4(t) =

�
np1(0) + p1

Z t

0

(n0(s)h(�(s)) exp

�
�p1

Z s

0

f(�)d�

�
ds

� 1
p�q

;

pour tout t 2 R+, avec p1 = p�q
p
.
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2.3 Nouvelles g�en�eralisations

2.3.1 In�egalit�es �a retard de type Gronwall-Bellman-Bihari

L'objectif principal de ce chapitre est d'�etablir des nouvelles in�egalit�es int�egrales non

lin�eaires �a retard qui peuvent être utilis�ees comme outils pratiques pour �etudier le com-

portement qualitatif de certaines �equations di��erentielles et int�egrales �a retard.

Dans cette partie, nous allons �enoncer et prouver quelques nouvelles in�egalit�es int�egrales

non lin�eaires �a retard de type Gronwall-Bellman-Bihari, qui sont des g�en�eralisations des

r�esultats obtenus par El-Owaidy [34; 35] et Abdeldaim [2].

Th�eor�eme 2.3.1 Supposons que u; g; h; n 2 C(R+;R+) telle que n est une fonction crois-

sante. Soit � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante, v�eri�ant �(t) � t et �(0) = 0. Soit

w : R+�! R+une fonction di��erentiable croissante sur ]0;1[ telle que sa d�eriv�ee premi�ere

est continue et d�ecroissante sur ]0;1[. Si l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)w(uq(s))ds; (2.1)

est satisfaite, o�u p � q � 0 et p 6= 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P1(s) exp

�Z t

s

Q1(�)d�

�
ds

� 1
p

; 8t 2 R+; (2.2)

o�u

P1(t) = g(t)n(t) + �0(t)h(�(t))w
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

Q1(t) = g(t) + q
p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))w0

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

(2.3)

pour tout t 2 R+.

Preuve. D�e�nissons la fonction z(t) par :

z(t) =

Z t

0

g(s)up (s) ds+

�(t)Z
0

h(s)w(uq(s))ds; (2.4)

ainsi, nous avons

u(t) � [n(t) + z(t)]
1
p ; z(0) = 0: (2.5)
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D�erivons z(t) par rapport �a t, et utilisons l'in�egalit�e (2:5), nous obtenons

z0(t) � g(t)(n(t) + z(t)) + �0(t)h(�(t))w
�
(n(t) + z(t))

q
p

�
: (2.6)

Appliquons le Lemme 1:4:1 �a cette derni�ere, nous trouvons

z0(t) � g(t)(n(t) + z(t)) + �0(t)h(�(t))w
�
q
p
k
q�p
p (n(t) + z(t)) + p�q

p
k
q
p

�
; (2.7)

par une simple application du Th�eor�eme de la valeur moyenne �a la fonction w, nous

aurons, pour tout x1 > y1 > 0, il existe c 2 ] y1; x1[ tel que,

w(x1)� w(y1) = w0(c)(x1 � y1) � w0(y1)(x1 � y1):

L'in�egalit�e (2:7) peut être r�e�ecrite sous la forme suivante :

z0(t) � g(t)(n(t) + z(t)) + �0(t)h(�(t))
h
w
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ q

p
k
q�p
p w0

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
z(t)

i
;

ainsi, nous avons

z0(t) � g(t)n(t) + �0(t)h(�(t))w
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
(2.8)

+z(t)
h
g(t) + q

p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))w0

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�i
:

L'in�egalit�e (2:8) peut être exprim�ee de la mani�ere suivante :

z0(t) � P1(t) +Q1(t)z(t);

o�u P1(:) et Q1(:) sont donn�ees par (2:3).

Faisons appel au Lemme 1:4:2, l'in�egalit�e ci-dessus donne

z(t) �
Z t

0

P1(s) exp

�Z t

s

Q1(�)d�

�
ds; 8t 2 I: (2.9)

Utilisons (2:5), nous obtenons l' in�egalit�e d�esir�ee (2:2).

Remarque 2.3.1 Si nous prenons, w(t) = t, alors l'in�egalit�e (2:1) donn�ee par le Th�eor�eme

2:3:1 a �et�e discut�ee par Abdeldaim dans le Th�eor�eme 2:2:9.
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Corollaire 2.3.1 Sous les mêmes hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent. Si l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s) arctan(uq(s))ds;

est satisfaite, o�u p � q � 0 et p 6= 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P1(s) exp

�Z t

s

Q1(�)d�

�
ds

� 1
p

;

o�u,

P1(t) = g(t)n(t) + �0(t)h(�(t) arctan
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

Q1(t) = g(t) + q
p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))

0B@ 1

1 +
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�2
1CA ;

pour tout t 2 R+.

Th�eor�eme 2.3.2 Supposons que u; g; h; n 2 C(R+;R+) telle que n est une fonction crois-

sante. Soit � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante, v�eri�ant �(t) � t et �(0) = 0.

Soient w1; w2 : R+�! R+ deux fonctions di��erentiables croissantes sur ]0;1[ telles que

leurs d�eriv�ees premi�eres sur ]0;1[ sont continues et d�ecroissantes. Si l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s)w1(u
p(s))ds+

Z �(t)

0

h(s)w2(u
q(s))ds; 8t 2 R+; (2.10)

est satisfaite, sachant que p 6= 0 et p � q � 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P2(s) exp

�Z t

s

Q2(�)d�

�
ds

� 1
p

; 8t 2 R+; (2.11)

o�u

P2(t) = g(t)w1(n(t)) + �
0(t)h(�(t))w2

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

Q2(t) = g(t)w01(n(t)) +
q
p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))w02

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

(2.12)

pour tout t 2 R+.

Preuve. D�e�nissons la fonction z(t) par :

z(t) =

Z t

0

g(s)w1(u
p (s))ds+

�(t)Z
0

h(s)w2(u
q(s))ds; (2.13)
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alors, nous avons

u(t) � [n(t) + z(t)]
1
p ; z(0) = 0: (2.14)

et

z0(t) � g(t)w1(u
p (t)) + �0(t)h(�(t))w2(u

q(t)):

Utilisons l'in�egalit�e (2:14) et appliquons par la suite le Lemme 1:4:1, nous trouvons

z0(t) � g(t)w1(n(t) + z(t)) + �0(t)h(�(t))w2

�
q
p
k
q�p
p (n(t) + z(t)) + p�q

p
k
q
p

�
:

Par une simple application du Th�eor�eme de la valeur moyenne aux fonctions w1 et w2;

nous obtenons

z0(t) � g(t) [w1(n(t)) + w
0
1(n(t))z(t))] + �

0(t)h(�(t))

�
h
w2

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ q

p
k
q�p
p w02

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
z(t)

i
;

(2.15)

ainsi,

z0(t) � g(t)w1(n(t)) + �
0(t)h(�(t))w2

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ z(t)

h
g(t)w01(n(t)) +

q
p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))w02

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�i
;

(2.16)

on peut r�e�ecrire l'in�egalit�e (2:16) sous la forme :

z0(t) � P2(t) +Q2(t)z(t);

o�u P2(:) et Q2(:) sont donn�ees par (2:12). Faisant appel au Lemme 1:4:2, l'in�egalit�e ci-

dessus implique une estimation de z(t) comme suit :

z(t) �
Z t

0

P2(s) exp

�Z t

s

Q2(�)d�

�
ds 8t 2 R+: (2.17)

Utilisons l'in�egalit�e (2:14), nous obtenons l'in�egalit�e requise (2:11). Ce qui ach�eve la

preuve.

Th�eor�eme 2.3.3 Supposons que u; g; h; n 2 C(R+;R+) telle que n est une fonction crois-

sante. Soit � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante, v�eri�ant �(t) � t et �(0) = 0. �Etant

donn�e w1; w2 : R+�! R+ deux fonctions di��erentiables et croissantes sur ]0;1[ telles
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que leurs d�eriv�ees premi�eres sont des fonctions continues et d�ecroissantes sur ]0;1[. Si

l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s)w1(u
q(s))ds+

Z �(t)

0

h(s)w2(u
r(s))ds; 8t 2 R+: (2.18)

est satisfaite, o�u p 6= 0, p � q � 0 et p � r � 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P3(s) exp

�Z t

s

Q3(�)d�

�
ds

� 1
p

; 8t 2 R+; (2.19)

o�u

P3(t) = g(t)w1

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ �0(t)h(�(t)w2

�
r
p
k
r�p
p n(t) + p�r

p
k
r
p

�
;

Q3(t) =
q
p
k
q�p
p g(t)w01

�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ r

p
k
r�p
p �0(t)h(�(t))w02

�
r
p
k
r�p
p n(t) + p�r

p
k
r
p

�
;

(2.20)

pour tout t 2 R+.

Preuve. La preuve est similaire �a celle du Th�eor�eme 2:3:2.

Remarque 2.3.2 Si nous prenons w1(t) = t et w2(t) = t, q = p, alors l'in�egalit�e (2:18)

donn�ee par le Th�eor�eme 2:3:3 a �et�e �etudi�ee par Abdeldaim dans le Th�eor�eme 2:2:9.

Corollaire 2.3.2 Supposons que toutes les conditions du Th�eor�eme 2:3:3 sont v�eri��ees.

Si l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s) arctan(uq(s))ds+

Z �(t)

0

h(s) log(1 + ur(s))ds; 8t 2 R+:

est satisfaite, o�u p 6= 0; p � q � 0 et p � r � 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P3(s) exp

�Z t

s

Q3(�)d�

�
ds

� 1
p

; 8t 2 R+;

o�u

P3(t) = g(t) arctan
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ �0(t)h(�(t)) log

�
1 + r

p
k
r�p
p n(t) + p�r

p
k
r
p

�
;

Q3(t) = q
p
k
q�p
p g(t)

1

1 +
�
q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�2 + r
p
k
r�p
p �0(t)h(�(t))

1�
1 + r

p
k
r�p
p n(t) + p�r

p
k
r
p

� ;
pour tout t 2 R+.
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Th�eor�eme 2.3.4 Supposons que u; g; h; n 2 C(R+;R+) telle que n est une fonction crois-

sante. Soit � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante, v�eri�ant �(t) � t et �(0) = 0.Soient

L;M 2 C
�
R2+;R+

�
satisfaisant

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) ; pour t 2 R+ et x � y � 0;

Si l'in�egalit�e

up(t) � n(t) +

Z t

0

g(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)L(s; uq(s))ds; (2.21)

est satisfaite, o�u p 6= 0, p � q � 0. Alors

u(t) �
�
n(t) +

Z t

0

P4(s) exp

�Z t

s

Q4(�)d�

�
ds

� 1
p

; 8t 2 R+; (2.22)

o�u

P4(t) = g(t) + q
p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))M

�
�(t); q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

Q4(t) = n(t)g(t) + �0(t)h(�(t))L
�
�(t); q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

(2.23)

pour tout t 2 R+.

Preuve. D�e�nissons la fonction z(t) comme suit

z(t) =

Z t

0

g(s)up (s) ds+

�(t)Z
0

h(s)L(s; uq(s))ds; (2.24)

ce qui entrâ�ne,

u (t) � [n(t) + z (t)]
1
p : (2.25)

D�erivons z (t), par rapport �a t et utilisons l'in�egalit�e (2:25), nous obtenons

z0(t) � g(t)(n(t) + z (t)) + �0(t)h(�(t))L (�(t); (n(t) + z (t))
q
p ): (2.26)

Appliquons le Lemme 1:4:1 �a cette derni�ere, nous trouvons

z0(t) � g(t)(n(t) + z (t)) + �0(t)h(�(t))L
�
�(t); q

p
k
q�p
p (n(t) + z (t)) + p�q

p
k
q
p

�
; (2.27)

z0(t) � g(t)(n(t) + z (t)) + �0(t)h(�(t))
h
L
�
�(t); q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ q

p
k
q�p
p z (t)M

�
�(t); q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�i
: (2.28)
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Ainsi,

z0(t) � n(t)g(t) + �0(t)h(�(t))L
�
�(t); q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
(2.29)

+
h
g(t) + q

p
k
q�p
p �0(t)h(�(t))M

�
�(t); q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�i
z(t):

Faisons appel au Lemme 1:4:2, l'in�egalit�e (2:29) donne une estimation de z(t) de la forme

suivante :

z(t) �
Z t

0

P4(s) exp

�Z t

s

Q4(�)d�

�
ds ; 8t 2 R+; (2.30)

o�u P4(:) et Q4(:) sont donn�ees par (2:23). Le r�esultat souhait�e d�ecoule des deux in�egalit�e

(2:25) et (2:30).

Remarque 2.3.3 Pour L (t; x) = x, l'in�egalit�e (2:21) dans le Th�eor�eme 2:3:4 a �et�e

�etudi�ee par Abdeldaim dans le Th�eor�eme 2:2:9.

Th�eor�eme 2.3.5 Soient u; f; g 2 C(R+;R+) et � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante

avec �(t) � t, �(0) = 0 et L;M 2 C
�
R2+;R+

�
satisfaisant

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) ; pour t 2 R+ et x � y � 0;

Si l'in�egalit�e,

u (t) � u0 +

Z �(t)

0

f (s)

�
u(2�p) (s) +

Z s

0

g (�)L (� ; uq (�)) d�
�p
ds; (2.31)

est satisfaite, o�u 0 < p � 1, 0 � q < 1. Alors

u (t) � u0 +

Z �(t)

0

f (s)�3
�
��1 (s)

�
exp

�
p (2� p)

Z s

0

P3 (�) d�

�
ds; (2.32)

o�u 8<: P5 (t) = f (t) + q
2�pk

q�1g (t)M (t; (1� q) kq) ;

Q5 (t) =
h
u
(2�p)
0 +

R �(t)
0

g (t)L (t; (1� q) kq) exp
�
� (2� p)

R s
0
P3 (�) d�

�
ds
ip
;

(2.33)

pour tout t 2 R+.
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Preuve. D�e�nissons la fonction z(t) par

z(t) = u0 +

Z �(t)

0

f (s)

�
u(2�p) (s) +

Z s

0

g (�)L (� ; uq (�)) d�
�p
;

donc

z (0) = u0

et

u (t) � z (t) : (2.34)

D�erivons z (t), par rapport �a t et utilisons l'in�egalit�e (2:34), nous trouvons

z0(t) � �0 (t) f (� (t))

"
z(2�p) (t) +

Z �(t)

0

g (s)L (s; zq (s)) ds
#p
: (2.35)

Posons v (t) = z(2�p) (t) +
R �(t)
0

g (s)L (s; zq (s)) ds, ainsi, nous avons v (0) = u
(2�p)
0 et

z0(t) � �0 (t) f (� (t)) vp (t) ; (2.36)

comme p � 1) 2� p � 1 et z(2�p) (t) � v (t), nous obtenons

z (t) � v (t) : (2.37)

D�erivons v (t) par rapport �a t et utilisons les deux in�egalit�es (2:36) et (2:37), nous trouvons

v0(t) � (2� p)�0 (t) f (� (t)) v (t) + �0 (t) g (� (t))L (� (t) ; vq (t)) : (2.38)

Posons q = m
n
avec n > m � 0; n 6= 0 et appliquons le Lemme 1:4:1, nous avons

vq(t) � qkq�1v (t) + (1� q) kp;

donc

v0(t) � (2� p)�0 (t) f (� (t)) v (t)

+ �0 (t) g (� (t))
�
L (� (t) ; (1� q) kq) + qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) v(t)

�
;

v0(t) � �0 (t) g (� (t))L (� (t) ; (1� q) kq)

+
�
(2� p)�0 (t) f (� (t)) + �0 (t) g (� (t)) qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq)

�
v(t):
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L'application du Lemme 1:4:2 �a l'in�egalit�e ci dessus, nous permet d'obtenir une estimation

de v (t) comme suit

v (t) �exp
 
(2� p)

Z �(t)

0

(f (s) +
q

2� p
kq�1g (s)M (s; (1� q) kq))ds

!
"
u
(2�p)
0 +

Z �(t)

0

g (s)L (s; (1� q) kq)

� exp

�
� (2� p)

Z s

0

(f (�) +
q

2� p
kq�1g (�)M (� ; (1� q) kq))d�

�
ds

�
alors,

vp (t) � exp

 
p (2� p)

Z �(t)

0

P5 (s) ds

!
Q5 (t) ; (2.39)

avec P5(:) et Q5(:) sont donn�ees par (2:33).

La substitution de (2:39) dans (2:36) entrâ�ne

z0 (t) � �0 (t) f (� (t))Q5 (t) exp

 
p (2� p)

Z �(t)

0

P5 (s) ds

!
:

Par cons�equent,

z (t) � u0 +

Z �(t)

0

f (s)Q5
�
��1 (s)

�
exp

�
p (2� p)

Z s

0

P5 (�) d�

�
ds:

Le r�esultat voulu d�ecoule de l in�egalit�e ci-dessus et l'in�egalit�e (2:34). La preuve est ainsi

achev�ee.

Remarque 2.3.4 Si L (t; x) = x, alors l'in�egalit�e (2:31) donn�ee par le Th�eor�eme 2:3:5 a

�et�e discut�ee par Abdeldaim dans le [Th�eor�eme 2:2:7 (A)].

Remarque 2.3.5 Notons que si L (t; x) = x et �(t) = t, l'in�egalit�e (2:31) donn�ee par le

Th�eor�eme 2:3:5 a �et�e aussi discut�ee par El-Owaidy dans le Th�eor�eme 2:2:4.

Th�eor�eme 2.3.6 Soient u; g; h 2 C(R+;R+) et � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante

avec � (0) = 0; � (t) � t et

u (t) � u0+

Z �(t)

0

g (s)up (s) ds+

Z �(t)

0

g (s)L (s; uq (s))
"
u2�p (s) +

Z �(s)

0

h (�)u (�) d�

#p
ds;

(2.40)
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o�u u0 > 0, 0 < p � 1, 0 � q < 1 sont des constantes et L;M 2 C
�
R2+;R+

�
satisfaisant

0 � L (t; x)� L (t; y) �M (t; y) (x� y) ; pour t 2 R+ et x � y � 0;

alors, nous avons

u (t) � K(t) expf
Z �(t)

0

 (s)gds; (2.41)

o�u

 (t) = pkp�1g (s)
�
1 + q

p
kq�pM (s; (1� q) kq) �p (��1 (s))

�
;

K(t) = u0 +
R �(t)
0

[g (s) (1� p) kp + L (s; (1� q) kq) �p (��1 (s))

� exp(�
R s
0
 (�)d�)ds

�
;

(2.42)

�(t) =
expf

R �(t)
0

Q6 (s) dsg
C �

R �(t)
0

P6 (s)
�
expf

R s
0
Q6 (�) d�g

�
ds
; (2.43)

et

P6 (t) = (2� p) qkq�1g (t)M (t; (1� q) kq) ;

Q6 (t) = (2� p) g (t) f1 + L (t; 1� q) kq)g+ h (t) ;
(2.44)

avec
R �(t)
0

P6 (s)
�
expf

R s
0
Q6 (�) d�g

�
ds < C.

Preuve. D�e�nissons la fonction z(t) par

z(t) = u0+

Z �(t)

0

g (s)up (s) ds+

Z �(t)

0

g (s)L (s; uq (s))
"
u2�p (s) +

Z �(s)

0

h (�)u (�) d�

#p
ds;

alors nous avons z (0) = u0 et

u (t) � z (t) : (2.45)

D�erivons z (t), par rapport �a t et utilisons (2:45), nous obtenons

z0(t) � �
0
(t) g (� (t)) zp (t)+�

0
(t) g (� (t))L (� (t) ; zq (t))

"
z2�p (t) +

Z �(t)

0

h (s) z (s) ds

#p
:

(2.46)

Posons q = m
n
avec n > m � 0, n 6= 0, ce qui donne

L (� (t) ; zq (t)) � L (� (t) ; (1� q) kq) + qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) z (t) ;
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donc

z0(t) � �0 (t) g (� (t)) zp (t) + �0 (t) g (� (t))

�
�
L (� (t) ; (1� q) kq) + qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) z (t)

�
� vp(t); (2.47)

o�u

v (t) = z2�p (t) +

Z �(t)

0

h (s) z (s) ds; v (0) = u
(2�p)
0 ; v(t) > 0; (2.48)

z (t) � z2�p (t) � v (t) : (2.49)

D�erivons v (t) par rapport �a t, ensuite utilisons les in�egalit�es (2:47) et (2:49), nous trouvons

v0(t) � (2� p)�0 (t) g (� (t)) vp (t) v1�p (t) + (2� p)�0 (t) g (� (t))

�
�
L (� (t) ; (1� q) kq) + qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) v (t)

�
vp (t) v1�p(t)

+ �0 (t)h (� (t)) v (t)

= (2� p)�0 (t) g (� (t)) v (t) + (2� p)�0 (t) g (� (t)) v (t)

� [L (� (t) ; (1� q) kq) + qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) v (t)] + �0 (t)h (� (t)) v (t)

= [(2� p)�0 (t) g (� (t)) (1 + L(� (t) ; (1� q) kq)) + �0 (t)h (� (t))] v (t)

+ [(2� p)�0 (t) g (� (t))qkq�1M(� (t) ; (1� q) kq)] v2 (t) :

(2.50)

Posons

A(t) = (2� p)�0 (t) g(� (t))qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) ;

�(t) = (2� p)�0 (t) g (� (t)) (1 + L (� (t) ; (1� q) kq)) + �0 (t)h (� (t)) ;

par la suite, nous avons

v0(t) � A (t) v2 (t) + � (t) v (t) ;

v�2 (t) v0(t) � A (t) + � (t) v�1 (t) ;

posons v�1 (t) = y (t), ainsi nous obtenons

�y0(t) � A (t) + � (t) y (t) ;

y0(t) = �v0(t)v�2 (t) :
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Utilisons le Lemme 1:4:2, nous trouvons

y(t) � u
�(2�p)
0 expf�

Z t

0

�(s)dsg �
Z t

0

A(s)expf�
Z t

s

�(�)d�gds

= u�(2�p)o expf�
Z �(t)

0

((2� p) g (s) f1 + L (s; (1� q) kq)g+ h (s)) dsg

� (2� p) qkq�1
Z �(t)

0

g (s)M (s; (1� q) kq)

� expf�
Z �(t)

s

((2� p) g (�) f1 + L (� ; (1� q) kq)g+ h(�))d�gds

= expf�
Z �(t)

0

[(2� p) g (s) (1 + L (s; (1� q) kq)) + h (s)] dsg
h
u
�(2�p)
0 � (2� p) qkq�1

�
Z �(t)

0

g (s)M (s; (1� q) kq)

� expf
Z s

0

[(2� p) g (�) (1 + L (� ; (1� q) kq)) + h (�)] d�gds
�
;

par cons�equent,

y (t) � exp

 
�
Z �(t)

0

Q6 (s) ds

!
fu�(2�p)0 �

Z �(t)

0

P6 (s) exp

�Z s

0

Q6 (�) d�

�
dsg; (2.51)

o�u P6(:) et Q6(:) sont donn�ees par (2:44).

y (t) �
u
�(2�p)
0 �

R �(t)
0

P6 (s)
�
expf

R s
0
Q6 (�) d�g

�
ds

expf
R �(t)
0

Q6 (s) dsg
; (2.52)

donc,

v (t) �
expf

R �(t)
0

Q6 (s) dsg
u
�(2�p)
0 �

R �(t)
0

P6 (s)
�
expf

R s
0
Q6 (�) d�g

�
ds
:

Prenons u
�(2�p)
0 = C etZ �(t)

0

P6 (s)

�
expf

Z s

0

Q6 (�) d�g
�
ds < C;

nous obtenons facilement v(t) � � (t), o�u � (t) est donn�ee par (2:43).

Utilisons l'in�egalit�e (2:47), et prenons p = m�

n� avec n
� � m� > 0, n� 6= 0, nous aboutirons

�a

z0(t) � �0 (t) g (� (t)) [(1� p) kp + L (� (t) ; (1� q) kq) �p (t)]

+�0 (t) g (� (t)) fpkp�1 + qkq�1M (� (t) ; (1� q) kq) �p (t)gz (t) :
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Appliquons une autre fois, le Lemme 1:4:2 sur cette derni�ere, nous pouvons donner une

estimation de z (t) comme suit :

z (t) � expf
Z �(t)

0

g (s)
�
pkp�1 + qkq�1M (s; (1� q) kq) �p

�
��1 (s)

��
dsg

�
"
u0 +

Z �(t)

0

g (s)
�
(1� p) kp + L (s; (1� q) kq) �p

�
��1 (s)

��
� expf�

Z s

0

g (�)
�
pkp�1 + qkq�1M (� ; (1� q) kq)

�
�p
�
��1 (�)

�
d�gds

�
;

l'in�egalit�e ci-dessus peut être reformul�ee comme suit :

z (t) � K(t) expf
Z �(t)

0

 (s)gds; (2.53)

o�u k(:) et  (:) sont donn�ees par (2:42): L'in�egalit�e (2:41) souhait�ee d�ecoule des deux

in�egalit�es (2:45) et (2:53). Ce qui ach�eve la preuve.

Th�eor�eme 2.3.7 Supposons que u; g; h; n 2 C(R+;R+) telle que n est une fonction crois-

sante. Soit � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante, v�eri�ant �(t) � t et �(0) = 0. Soit

� une fonction croissante de classe T (voir D�e�nition 1:4:2 page 17) telle que ��1 (I) � I

et ��1 � 1. Si l'in�egalit�e suivante

�(up(t)) � np(t) +

Z t

0

g(s)up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)uq(s)ds; 8t 2 R+; (2.54)

est satisfaite, o�u p > q � 0. Alors

u(t) �
"
max(np(t); 1) ��1

 
W�1(W (1) +

Z t

0

g(s)ds+
�
q
p
k
q�p
p + p�q

p
k
q
p

�Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)ds)

!# 1
p

;

(2.55)

avec

W (1) +

Z t

0

g(s)ds+
�
q
p
k
q�p
p + p�q

p
k
q
p

�Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)ds 2 Dom(W�1);

W�1

 
W (1) +

Z t

0

g(s)ds+
�
q
p
k
q�p
p + p�q

p
k
q
p

�Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)ds

!
2 Dom(��1);

o�uW est une fonction d�e�nie parW (t) =
R t
0

1
��1(s)ds.
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Preuve. Posons ap(t) = max(np(t); 1). Ainsi l'in�egalit�e (2:54) peut être r�e�ecrite sous

la forme suivante :

�(up(t))
ap(t)

� 1 +
Z t

0

g(s)
ap(s)

up(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)
ap(s)

uq(s)ds; 8t 2 R+: (2.56)

Prenons

z(t) =
u(t)

a(t)
: (2.57)

Comme la fonction � est de classe T , nous aurons

�(zp(t)) � 1 +
Z t

0

g(s)zp(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)z

q(s)ds; 8t 2 R+: (2.58)

D�e�nissons une fonction auxiliaire v(t) par

v(t) = 1 +

Z t

0

g(s)zp(s)ds+

Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)z

q(s)ds; (2.59)

utilisons l'in�egalit�e-ci dessus (2:59) et les propri�et�es de la fonction �, nous obtenons

z(t) �
�
��1(v(t))

� 1
p et v(0) = 1: (2.60)

Substituons l'in�egalit�e (2:60) dans l'in�egalit�e (2:59), nous aurons

v(t) � 1 +
Z t

0

g(s)��1(v(s))ds+

Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)

�
��1(v(s))

� q
p ds: (2.61)

D�erivons la fonction v (t) par rapport �a t et appliquons le Lemme 1:4:1, nous trouvons

v0(t) � g(t)��1(v(t)) + �0(t) h(�(t))
ap�q(�(t))

�
q
p
k
q�p
p ��1(v(t)) + p�q

p
k
q
p

�
;

ainsi

v0(t)
��1(v(t)) � g(t) + �0(t) h(�(t))

ap�q(�(t))

�
q
p
k
q�p
p + p�q

p
k
q
p

�
: (2.62)

Int�egrons l'in�egalit�e (2:62) de 0 �a t, nous obtenons

W (v(t)) � W (v(0)) +

Z t

0

g(s)ds+
�
q
p
k
q�p
p + p�q

p
k
q
p

�Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)ds;

donc

v(t) � W�1

 
W (1) +

Z t

0

g(s)ds+
�
q
p
k
q�p
p + p�q

p
k
q
p

�Z �(t)

0

h(s)
ap�q(s)ds

!
: (2.63)

Le r�esultat d�esir�e (2:55) d�ecoule des in�egalit�es (2:63), (2:60) et (2:57). La preuve est donc

achev�ee.
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Th�eor�eme 2.3.8 Soient u; g; f 2 C(R+;R+) et � 2 C1(R+;R+) une fonction croissante

avec �(t) � t, �(0) = 0, L;m : R+�R+ ! R+ deux fonctions continues et � : R+�! R+
une fonction continue et strictement croissante v�eri�ant

�(0) = 0;

et

0 � L(t; x)� L(t; y) � m(t; y)��1(x� y); pour t 2 R+et x � y � 0; (2.64)

o�u ��1 est la fonction inverse de � satisfaisant �a la condition suivante

��1(xy) � ��1(x)��1(y): (2.65)

Si l'in�egalit�e

up (t) � n(t) + �

 Z t

0

g (s)L (s; up(s)) ds+
Z �(t)

0

h (s)L (s; uq (s)) ds
!
; (2.66)

est satisfaite, o�u p > q � 0. Alors

u (t) �
�
n(t) + �

�Z t

0

P7(s) exp

�Z t

s

Q7(�)d�

�
ds

�� 1
p

; 8t 2 R+; (2.67)

avec

P7(t) = L(t; n(t))g(t) + �0 (t)h (� (t))L
�
� (t) ; q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
;

Q7(t) = g(t)m(t; n(t)) +m(� (t) ; q
p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p )��1( q

p
k
q�p
p );

(2.68)

pour tout t 2 R+.

Preuve. Soit z (t) =
R t
0
g (s)L (s; up(s)) ds+

R �(t)
0

h (s)L (s; uq (s)) ds, donc nous au-

rons z (0) = 0 et

u (t) � [n(t) + �(z (t))]
1
p : (2.69)

D�erivons z (t), par rapport �a t, ensuite utilisons l'in�egalit�e (2:69), ceci entrâ�ne

z0(t) � g(t)L (t; n(t) + �(z (t)) + �0 (t)h (� (t))L
�
� (t) ; (n(t) + �(z (t))

q
p

�
; (2.70)

utilisons (2:64) et le Lemme 1:4:1, nous obtenons

z0(t) � g(t)
�
L
�
t; n(t)) +m(t; n(t))��1(�(z (t)

��
+�0 (t)h (� (t))L

�
� (t) ; q

p
k
q�p
p (n(t) + �(z (t)) + p�q

p
k
q
p

�
; (2.71)
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ainsi,

z0(t) � g(t) [L(t; n(t)) +m(t; n(t))z (t)] + �0 (t)h (� (t))

�
h
L
�
� (t) ; q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
+ m

�
� (t) ; q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
��1

�
q
p
k
q�p
p �(z (t)

�i
; (2.72)

ensuite utilisons (2:65), nous aurons

z0(t) � L(t; n(t))g(t) + �0 (t)h (� (t))L
�
� (t) ; q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
(2.73)

+
h
g(t)m(t; n(t)) +m

�
� (t) ; q

p
k
q�p
p n(t) + p�q

p
k
q
p

�
��1

�
q
p
k
q�p
p

�i
z (t) :

Appliquons en dernier lieu, le Lemme 1:4:2, nous aurons l'estimation de z(t) suivante :

z(t) �
Z t

0

P7(s) exp

�Z t

s

Q7(�)d�

�
ds; 8t 2 R+; (2.74)

o�u P7(:) et Q7(:) sont donn�ees par (2:68).

Une fois utiliser l'in�egalit�e (2:69), nous allons aboutir au r�esultat voulu (2:67). Ce qui

ach�eve la preuve.

2.3.2 Applications

Nous allons pr�esenter quelques exemples pour �etudier certaines propri�et�es de solutions

des �equations di��erentielles et int�egrales non lin�eaires �a retard.

Exemple 2.3.1 Consid�erons l'�equation di��erentielle �a retard suivante :

du
dt
= H(t; u(�(t)); K(t; u(�(t)))); 8t 2 I;

u(0) = u0;
(2.75)

o�u K 2 C(R+ � R+;R); H 2 C(R3+;R), et u0 est une constante positive.

Proposition 2.3.1 Supposons que les fonctions H et K dans (2:75) satisfaisont les con-

ditions suivantes :

jK(t; u(�(t)))j � g(�(t)) L(t; juq(�(t))j); (2.76)
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jH(t; u(�(t)); K(t; u(�(t))))j � f(�(t))

� ��u(2�p)(�(t))��+ Z t

0

jK(� ; u(�(�)))j d�
�p
;

(2.77)

o�u u; f; g; �; L; p et q sont d�e�nies dans le Th�eor�eme 2:3:5.

Si u(t) est une solution de (2:75), alors

ju(t)j � ju0j+
Z �(t)

0

f(s)

�0(��1(s))
��
�
��1 (s)

�
exp

�
p (2� p)

Z s

0

P � (�) d�

�
ds; (2.78)

o�u, pour tout t 2 R+,8<: P � (t) = f(t)
�0(��1(t)) +

q
2�pk

q�1 g(t)
�0(��1(t))M (��1 (t) ; (1� q) kq) ;

�� (t) =
h
u
(2�p)
0 +

R �(t)
0

g(t)
�0(��1(t))L (�

�1 (t) ; (1� q) kq) exp
�
� (2� p)

R s
0
P � (�) d�

�
ds
ip
:

Preuve. Int�egrons chaque membre de l'�equation (2:75) de 0 �a t, nous obtenons

u(t) = u0 +

Z t

0

H(s; u(�(s)); K(t; u(�(s))))ds: (2.79)

Les in�egalit�es (2:76) et (2:77) nous permet de r�e�ecrire (2:79) comme suit

ju(t)j � ju0j+
Z t

0

f(�(s))

� ��u(2�p)(�(s))��+ Z s

0

g(�(�)) L(� ; juq(�(�))j)d�
�p
ds:

Posons le changement de variable suivant : y = �(s) ) s = ��1(y) et dy = �0(s)ds )

ds = dy
�0(��1(y)) ,

on a pour s = 0) y = �(0) = 0 et pour s = t) y = �(t), ainsi

ju(t)j � ju0j+
Z �(t)

0

f(y)

�0(��1(y))

" ��u(2�p)(y)��+ Z ��1(y)

0

g(�(�)) L(� ; juq(�(�))j)d�
#p
dy;

ou encore,

ju(t)j � ju0j+
Z �(t)

0

f(s)

�0(��1(s))

" ��u(2�p)(s)��+ Z ��1(s)

0

g(�(�)) L(� ; juq(�(�))j)d�
#p
ds:

Posons maintenant le changement de variable suivant y = �(�) ) � = ��1(y) et dy =

�0(�)d� ) d� = dy
�0(��1(y)) , on a pour � = 0 ) y = �(0) = 0 et pour � = ��1(s) ) y =

�(��1(s)) = s, alors

ju(t)j � ju0j+
Z �(t)

0

f(s)

�0(��1(s))

� ��u(2�p)(s)��+ Z s

0

g(y) L(��1(y); juq(y)j) dy

�0(��1(y))

�p
ds;
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en outre,

ju(t)j � ju0j+
Z �(t)

0

f(s)

�0(��1(s))

� ��u(2�p)(s)��+ Z s

0

g(�)

�0(��1(�))
L(��1(�); juq(�)j)d�

�p
ds:

(2.80)

Une application convenable du Th�eor�eme 2:3:5 �a l'in�egalit�e (2:80), nous donne imm�ediatement

(2:78).

Exemple 2.3.2 Consid�erons l'�equation int�egrale �a retard suivante

u(t) = n(t) +

Z t

0

G(s; u(s))ds+

Z �(t)

0

H(s; u(s))ds, (2.81)

o�u u; n 2 C(R+;R+); � 2 C1(R+;R+) sont des fonctions croissantes et G;H 2 C(I �

I;R).

Proposition 2.3.2 Supposons que les fonctions G et H dans (2:81) satisfaisant les con-

ditions suivantes :

j G(s; u(s)�G(s; u(s))j � g(s) ju(s)� u(s)j ;

jH(s; u(s))�H(s; u(s))j � h(s)w(ju(s)� u(s)j);
(2.82)

o�u g; h; w sont d�e�nies dans le Th�eor�eme 2:3:1, w(0) = 0 et u(t) est solution de (2:81),

alors l'�equation (2:81) poss�ede au plus une solution.

Preuve. Soient u(t) et u(t) deux solutions de (2:81), alors

u(t)� u(t) =

Z t

0

G(s; u(s))�G(s; u(s)) ds

+

Z �(t)

0

H(s; u(s))�H(s; u(s)) ds , (2.83)

utilisons (2:82), nous aurons

ju(t)� u(t)j �
Z t

0

jG(s; u(s))�G(s; u(s))j ds+
Z �(t)

0

jH(s; u(s)�H(s; u(s))j ds

�
Z t

0

g(s) ju(s)� u(s)j ds +

Z �(t)

0

h(s)w(ju(s)� u(s)j)ds: (2.84)

Appliquons le Th�eor�eme 2:3:1 (pour p = q = 1) �a l'in�egalit�e ci-dessus, nous obtenons

que ju(t)� u(t)j � 0, ce qui donne : u(t) = u(t), pour tout t 2 R+, i.e. l'�equation (2:81)

admet une unique solution sur R+.
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CHAPITRE

3 Ra�nements de quelques

in�egalit�es int�egrales de

type Gamidov

Ce chapitre est consacr�e enti�erement aux in�egalit�es de type Gamidov. Ce type des

in�egalit�es a �et�e d'abord initi�e par Gamidov [37] en 1969, pour �etudier les probl�emes aux

limites relatifs aux �equations di��erentielles d'ordre sup�erieur. Par la suite, de nombreux

chercheurs ont �etabli des in�egalit�es plus g�en�erales, plus �nes que celles de Gamidov [37];

parmi ces chercheurs, on peut citer par exemple, Bainov, Pachpatte, Kendre et Latpate.

En outre, leurs r�esultats sont consid�er�es comme des outils fondamentaux pour l'�etude du

comportement qualitatif des solutions de certaines classes d'�equations int�egrales. Pour

plus de d�etails, le lecteur pourra consulter [7; 21; 22; 47; 55; 58� 60].

Dans la premi�ere section, nous rappelons les c�el�ebres in�egalit�es de type Gamidov et

dans la deuxi�eme section, nous nous contenterons de pr�esenter certaines g�en�eralisations

apparues ces derni�eres ann�ees.

Quant �a la derni�ere section, nous allons �etablir de nouvelles in�egalit�es de type Gamidov

sur une �echelle de temps quelconque qui sont illustr�ees par des exemples. Les r�esultats

obtenus ont fait l'objet de la publication :
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3.1. Quelques c�el�ebres in�egalit�es de type Gamidov

K. Boukerrioua, I. Meziri and T. Chiheb, Some re�nements of certain

Gamidov integral inequalities on time scales and applications. Kragujevac

Journal of Mathematics. Vol 42, No. 1 (2018), 131{152.

3.1 Quelques c�el�ebres in�egalit�es de type Gamidov

Dans cette premi�ere partie, nous �enoncerons les in�egalit�es de type Gamidov.

En 1969 Gamidov [37] a prouv�e les in�egalit�es suivantes a�n de les appliquer dans l'�etude

de certains probl�emes de valeurs aux limites.

Dans tous ce qui suit, nous d�esignerons par J l'intervalle [�; �].

Corollaire 3.1.1 ([37]) Soient u; f; g1 ; g2 ; hi (i = 1; 2; :::::::::::n) des fonctions positives,

continues et d�e�nies sur J . Si

u(t) � f(t) + g1(t)

Z t

t1

h1(s)u(s)ds+ g2(t)
nX
i=1

ci

Z ti

t1

hi(s)u(s)ds;

o�u

� = t1 � t2 � ::::::::::::: � tn = � et ci sont des constantes;

avec

nX
i=2

ci

Z ti

t1

hi(s)

�
g2(s) + g1(s)

Z s

t1

h1(�)g2 (�)� exp
�Z s

�

g1 (�)h1 (�) d�

�
d�

�
ds < 1;

alors, nous avons

u(t) � p1(t) +Mp2(t);

o�u

p1(t) = f(t) + g(t)

Z t

t1

h1(s)f(s) exp

�Z t

s

g1(�)h1(�)d�

�
ds;

p2(t) = g2(t) + g1(t)

Z t

t1

h1(s)g2(s) exp

�Z t

s

g1 (�)h1(�)d�

�
ds;

M =

 
nX
i=2

ci

Z ti

t1

hi(s)p1(s)ds

! 
1�

nX
i=2

ci

Z ti

t1

hi(s)p2(s)ds

!�1
:
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3.1. Quelques c�el�ebres in�egalit�es de type Gamidov

Th�eor�eme 3.1.1 ([37]) Soient u et k des fonctions positives continue sur J; et soient

0 < p < 1; a1 � 0; a2 � 0; et a3 > 0 des constantes. Supposons que

u(t) � a1 + a2

Z t

�

k(s)up(s)ds+ a3

Z �

�

k(s)up(s)ds; t 2 J;

alors, nous aurons

u(t) �
�
xq0 + a2q

Z t

�

k(s)ds

� 1
q

; t 2 J;

o�u q = 1� p et x0 est l'unique racine positive de l'�equation�
a2 + a3
a3

x� a1a2
a3

�q
� xq � a2q

Z �

�

k(s)ds = 0:

En 1989, Leela et Martynyuk [52] ont �etabli une nouvelle in�egalit�e de type Gamidov,

dont l'�enonc�e est le suivant :

Th�eor�eme 3.1.2 ([52]) Soient m; v 2 C (R+;R+) ; T > t0 � 0. Si l'in�egalit�e

m(t) � m(t0) +

Z t

t0

v(s)m(s)ds+

Z T

t0

v(s)m(s)ds; 8 t0 � t � T;

est satisfaite, et

exp

�Z T

t0

v(s)ds

�
< 2;

alors, nous obtenons

m(t) � m(t0)

2� exp
�R T

t0
v(s)ds

� exp�Z t

t0

v(s)ds

�
:

En 1992, Bainov et Simeonov [7] ont d�emontr�e une variante du Th�eor�eme 3:1:2. Ce

r�esultat est le suivant :

Th�eor�eme 3.1.3 ([7]) Soient u; b, et c des fonctions continues sur J telles que bet c sont

positives sur J . Admettons que

u(t) � a+

Z t

�

b(s)u(s)ds+

Z �

�

c(s)u(s)ds; t 2 J;
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3.2. Quelques g�en�eralisations

o�u a est une constante et si

q =

Z �

�

C(s) exp

�Z s

�

b (�) d�

�
ds < 1;

alors,

u(t) � a

1� q
exp

�Z t

�

b(s)ds

�
; t 2 J:

Dans [57], Pachpatte a �etabli une version plus g�en�erale de l'in�egalit�e de Gamidov.

Dans l'�enonc�e suivant, nous notons par � = f(t; s) 2 J2 : � � s � t � �g.

Th�eor�eme 3.1.4 ([57]) Soient u 2 C (J;R+) ; a; b 2 C (�;R+) telles que a et b sont des

fonctions croissantes en t, pour chaque s 2 J et supposons que

u(t) � c+

Z t

�

a(t; s)u(s)ds+

Z �

�

b(t; s)u(s)ds;

pour tout t 2 J , o�u c � 0 est une constante. Si la condition

p(t) =

Z �

�

b(t; s) exp

�Z s

�

a(s; �)d�

�
ds < 1;

est satisfaite, alors nous avons

u(t) � c

1� p(t)
exp

�Z t

�

a(t; s)ds

�
; 8t 2 J:

3.2 Quelques g�en�eralisations

Nous allons exposer sans d�emonstrations, quelques variantes et g�en�eralisations obtenues

sur les in�egalit�es pr�esent�ees dans la section pr�ec�edente. Pour plus de d�etails, nous pouvons

consulter [7; 47; 58; 59].

Th�eor�eme 3.2.1 ([59]) Soient u; a; b; c; f; g 2 C (J;R+).

(H1) Soit a une fonction continument di��erentiable sur J telle que a
0(t) � 0 et

u(t) � a(t) +

Z t

�

b(s)u(s)ds+

Z �

�

c(s)u(s)ds; 8t 2 J;

et si

p1 =

Z �

�

c(s) exp

�Z s

�

b(�)d�

�
ds < 1;
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3.2. Quelques g�en�eralisations

alors

u(t) �M1 exp

�Z t

�

b(s)ds

�
+

Z t

�

a0(s) exp

�Z t

s

b(�)d�

�
ds;

o�u

M1 =
1

1� p1

�
a(�) +

Z �

�

c(s)(

Z s

�

a0(�) exp

�Z s

�

b(�)d�

�
d�)ds

�
:

(H2) Supposons que

u(t) � a(t) + b(t)

Z t

�

f(s)u(s)ds+ c(t)

Z �

�

g(s)u(s)ds; 8t 2 J;

et si nous avons

p2 =

Z �

�

g(s)k2(s)ds < 1;

alors

u(t) � k1(t) +M2k2(t); 8t 2 J;

avec

k1(t) = a(t) + b(t)

Z t

�

f(�)a(�) exp

�Z t

�

f (�) b(�)d�

�
d� ;

k2(t) = c(t) + b(t)

Z t

�

f(�)c(�) exp

�Z t

�

f (�) b(�)d�

�
d� ;

et

M2 =
1

1� p2

Z �

�

g(s)k1(s)ds:

(H3) Soient h(t; s) et sa d�eriv�ee partielle
@h(t;s)
@t

des fonctions positives et continues pour

� � s � t � � et si l'in�egalit�e

u(t) � a(t) +

Z t

�

h(t; s)u(s)ds+

Z �

�

c(s)u(s)ds;

est satisfaite pour tout t 2 J , de plus si

P3 =

Z �

�

c(s) exp

�Z s

�

B� (�) d�

�
ds < 1;

alors,

u(t) � a(t) +M3 exp

�Z t

�

B� (�) d�

�
+

Z t

�

A�(s) exp

�Z t

s

B� (�) d�

�
ds ; 8t 2 J;
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3.2. Quelques g�en�eralisations

o�u

A�(t) = h(t; t)a(t) +

Z t

�

@

@t
h(t; s)a(s)ds ;

B�(t) = h(t; t) +

Z t

�

@

@t
h(t; s)ds;

et

M3 =
1

1� P3

Z �

�

c(s)

�
a(s) +

Z s

�

A� (�) exp

�Z s

�

B� (�) d�

�
d�

�
ds:

Remarque 3.2.1 L'in�egalit�e �etabli dans (H1;Th�eor�eme 3:2:1) est une variante de l'in�egalit�e

donn�ee par Bainov et Simeonov dans le (Th�eor�eme 3:1:3), tandis que l'in�egalit�e �etabli en

(H2) est une variante de l'in�egalit�e donn�ee par Gamidov dans le Corollaire 3:1:1.

Kendre et Latpate [47] ont d�evelopp�e l'in�egalit�e prouv�ee par Pachpatte dans (Th�eor�eme 3:2:1; (H1))

en d�emontrant les r�esultats suivants :

Th�eor�eme 3.2.2 ([47]) Soient u; f; g; c; c0 2 C (J;R+) et p � q � 0; p 6= 0 sont des

constantes.

Si l'in�egalit�e

up(t) � c(t) +

Z t

�

f(s)uq(s)ds+

Z �

�

g(s)up(s)ds;

est satisfaite, et

' =

Z �

�

g(s) exp

�Z s

�

n1f(�)d�

�
ds < 1;

alors, nous avons

up(t) �
c(�) +

R �
�
g(s)

�R s
�
[c0(�) + n2f (�)] exp

�R s
�
n1f(�)d�

�
d�
�
ds

1� '

� exp
�Z t

�

mf(s)ds

�
+

Z t

�

[c0(s) + n2f(s)] exp

�Z t

s

n1f (�) d�

�
ds;

o�u

k > 0; n1 =
q
p
k
q�p
p et n2 =

p�q
p
k
q
p :

Th�eor�eme 3.2.3 ([47])Soient u; f; g; h 2 C (J;R+) et c � 0 est une constante. Si

l'in�egalit�e

up(t) � c+

Z t

�

h(s)

�
uq(s) +

Z s

�

f(�)uq(�)d� +

Z �

�

g(�)up(�)d�

�
ds; 8t 2 J;
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

alors

up(t) � c exp

�Z t

�

n1A(�)d�

�
+

Z t

�

n2B(s) exp

�Z t

s

n1A (�) d�

�
;

o�u

A(t) = h(t)

�
1 +

Z t

�

f(�)d� +
1

n1

Z �

�

g(�)d�

�
;

B(t) = h(t)

�
1 +

Z t

�

f(�)d�

�
;

et p; q; n1; n2 sont exactement les mêmes d�e�nies dans le Th�eor�eme 3:2:2.

Corollaire 3.2.1 ([47]) Supposons que les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:2:3 sont v�eri��ees

et soit c(t) � 1 une fonction croissante. Si l'in�egalit�e

up(t) � cp(t) +

Z t

�

h(s)

�
uq(s) +

Z s

�

f(�)uq(s)d� +

Z �

�

g(�)up(�)d�

�
ds; 8t 2 J;

est satisfaite, alors

up(t) � cp(t) exp

Z t

�

n1A(�)d� + cp(t)

Z t

�

n2B(s) exp

�Z t

s

n1A(�)d�

�
;

o�u p � q � 1; A; B et n1; n2 sont exactement les mêmes fonctions d�e�nies dans les

Th�eor�eme 3:2:3 et 3:2:2 respectivement.

3.3 Nouvelles extensions et g�en�eralisations

Dans la pr�esente section, nous examinerons le probl�eme d'obtentions des r�esultats plus �ns

et des versions plus g�en�erales des in�egalit�es repr�esent�ees dans les deux sections pr�ec�edentes

sur des �echelles de temps arbitraires.

3.3.1 In�egalit�es int�egrales de type Gronwall-Bellman-Gamidov

Avant d'�enoncer nos nouvelles g�en�eralisations, nous pr�esentons le lemme suivant, vu son

utilit�e dans nos r�esultats.
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

Lemme 3.3.1 ([36]) Soient �; b 2 T, consid�erons l'intervalle des �echelles de temps suiv-

ant [�; b]T. �Etant donn�e r une fonction delta di��erentiable telle que r : [�; b]T�! ]0;1[

et r� � 0 sur [�; b]kT. D�e�nissons maintenant

N(x) =

xZ
x0

ds
n(s)

; x > x0 > 0;

o�u n 2 C(R+;R+) est une fonction positive et croissante sur ]0;1[. Alors, pour tout

t 2 [�; b]T, nous avons

N(r(t)) � N(r(�)) +

tZ
�

r�(�)
n(r(�))

�� :

Nos principaux r�esultats sont �etablis dans les th�eor�emes suivants.

Pour plus de commodit�e, nous supposons que p 6= 0; p; q; r sont des constantes r�eelles

telles que 0 � q; r � p et �; b 2 T.

Lemme 3.3.2 Soient u; m; l et n 2 Crd ([�; b]T ;R+), o�u �; b 2 T. Si

u(t) � m(t) + l(t)

bZ
�

n(s)u(s)�s; (3.1)

alors

u(t) � m(t) +

l(t)

bZ
�

n(s)m(s)�s

1�
bZ

�

n(s)l(s)�s

; (3.2)

pour t 2 [�; b]kT, �a condition que

bZ
�

n(s)l(s)�s < 1: (3.3)

Preuve. Posons

k =

bZ
�

n(s)u(s)�s:
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

De toute �evidence, k est une constante. Il r�esulte de (3:1) que

u(t) � m(t) + l(t)k: (3.4)

Multiplions les deux côt�es de l'in�egalit�e (3:4) par n(t), puis int�egrons le r�esultat obtenu

de � �a b, nous aurons

bZ
�

n(s)u(s)�s �
bZ

�

n(s)m(s)�s+ k

bZ
�

n(s)l(s)�s:

Il est facile de constater que

k �
bZ

�

n(s)m(s)�s+ k

bZ
�

n(s)l(s)�s; (3.5)

et donc, l'in�egalit�e (3:5) implique l'estimation suivante0@1� bZ
�

n(s)l(s)�s

1A k �
bZ

�

n(s)m(s)�s;

utilisons l'in�egalit�e (3:3), l'in�egalit�e pr�ec�edente devient

k �

bZ
�

n(s)m(s)�s

1�
bZ

�

n(s)l(s)�s

: (3.6)

Par cons�equent, l'in�egalit�e souhait�ee (3:2) d�ecoule des deux in�egalit�es (3:6) et (3:4). La

preuve est ainsi achev�ee.

Th�eor�eme 3.3.1 Supposons que u; c; g 2 Crd ([�; b]T ;R+) ; et c� � 0. Si f est d�e�nie

comme dans le Th�eor�eme 1:1:7 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [�; b]T avec

s � t. Alors

up(t) � c(t) +

tZ
�

f(t; s)uq(s)�s+

bZ
�

g(s)ur(s)�s ;
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

implique

u(t) �

266666664
m(t) +

r
p
k
r�p
p eP (t; �)

bZ
�

g(s)m(s)�s

1� r
p
k
r�p
p

bZ
�

g(s)eP (s; �)�s

377777775

1
p

; (3.7)

pour t 2 [�; b]kT, o�u

P (t) = q
p
k
q�p
p

24f (� (t) ; t) + tZ
�

f�(t; s)�s

35 ; (3.8)

Q(t) = c�(t) + p�q
p
k
q
p

24f (� (t) ; t) + tZ
�

f�(t; s)�s

35 ;
et

m(t) = c(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(s)eP (t; � (s))�s+
p�r
p
k
r
p eP (t; �)

bZ
�

g(s)�s; (3.9)

�a condition que

r
p
k
r�p
p

bZ
�

g(s)eP (s; �)�s < 1:

Preuve. D�e�nissons une fonction z(t) par

z(t) = c(t) +

tZ
�

f(t; s)uq(s)�s+

bZ
�

g(s)ur(s)�s;

alors

u(t) � z
1
p (t); (3.10)

z (�) = c(�) +

bZ
�

g(s)ur(s)�s � c(�) +

bZ
�

g(s)z
r
p (s)�s;

et

z�(t) = c�(t) + f(� (t) ; t)uq(t) +

tZ
�

f�(t; s)uq(s)�s

� c�(t) +

24f(� (t) ; t) + tZ
�

f�(t; s)�s

35 z qp (t):
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

Utilisons le Lemme 1:4:1 (voir page17) pour tout k > 0, nous obtenons facilement

z�(t) � c�(t) + (f(� (t) ; t) +

tZ
�

f�(t; s)�s)( q
p
K

q�p
p
z(t) + p�q

p
K

q
p );

l'in�egalit�e ci-dessus peut être reformul�ee comme suit :

z�(t) � P (t)z(t) +Q(t); t 2 [�; b]kT ; (3.11)

o�u P et Q sont donn�ees par (3:8).

Utilisons le Lemme 1:4:3 (voir page17) et l'in�egalit�e (3:11) nous aurons

z(t) � z(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(s)eP (t; � (s))�s; t 2 [�; b]kT :

La combinaison de l'in�egalit�e ci-dessus avec l'in�egalit�e (3:10) peut entrâ�ner

z(t) � c(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(s)eP (t; � (s))�s+ eP (t; �)

bZ
�

g(s)z
r
p (s)�s: (3.12)

Appliquons le Lemme 1:4:1 �a l'in�egalit�e (3:12), nous obtenons

z(t) � c(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(s)eP (t; � (s))�s+ eP (t; �)

bZ
�

g(s)( r
p
K

r�p
p
z(s) + p�r

p
K

r
p )�s:

De plus, l'in�egalit�e ci-dessus peut être reformul�ee de la mani�ere suivante :

z(t) � m(t) + r
p
k
r�p
p eP (t; �)

bZ
�

g(�; s)z(s)�s;

o�u m est donn�ee par (3:9).

Appliquons le Lemme 3:3:1 et en utilisant l'in�egalit�e (3:10), on obtient l'in�egalit�e voulue

(3:7). Ce qui ach�eve la preuve.

Remarque 3.3.1 Si nous prenons T = R; p = q = r = 1, l'in�egalit�e donn�ee dans le

Th�eor�eme 3:3:1 se r�eduira �a l'in�egalit�e donn�ee dans [Th�eor�eme 3:2:1; (H3)] :
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

Th�eor�eme 3.3.2 Supposons que u; h; g 2 Crd ([�; b]T ; R+) ; et c � 0 une constante. Si

f est d�e�nie comme dans le Th�eor�eme 1:1:7 telle que f (t; s) � 0 et f�(t; s) � 0 pour

t; s 2 [�; b]T avec s � t. Alors

up(t) � c+

tZ
�

h(s)

24uq(s) + sZ
�

f(s; �)uq(�)�� +

bZ
�

g(�)ur(�)��

35�s;
implique

u(t) �
"
c+

Z t

�

h(s)

 
m(s) +

l(s)
R b
�
g(�)m(�)��

1�
R b
�
g(�)l(�)��

!
�s

# 1
p

; (3.13)

pour t 2 [�; b]kT, �a condition que Z b

�

g(�)l(�)�� < 1;

o�u

m(t) = ( q
p
K

q�p
p
c+ p�q

p
K

q
p + p�r

p
K

r
p

Z b

�

g(�)��)eP (t; �) +

tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� ; (3.14)

et

P (t) = q
p
K

q�p
p
h(t) + f(�(t); t) +

R t
�
f�(t; �)�� ;

Q(t) = p�q
p
K

q
p (f(�(t); t) +

R t
�
f�(t; �)��):

(3.15)

Preuve. D�e�nissons une fonction z(t) par

z(t) = c+

tZ
�

h(s)

24uq(s) + sZ
�

f(s; �)uq(�)�� +

bZ
�

g(�)ur(�)��

35�s;
alors

z (�) = c

u(t) � z
1
p (t); (3.16)

et

z�(t) = h(t)

24uq(t) + tZ
�

f(t; �)uq(�)�� +

bZ
�

g(�)ur(�)��

35 : (3.17)

59



3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

Substituons (3:16) dans (3:17), ce qui entrâ�ne

z�(t) � h(t)

24z qp (t) + tZ
�

f(t; �)z
q
p
(�)�� +

bZ
�

g(�)z
r
p
(�)��

35 : (3.18)

Utilisons le Lemme 1:4:1 pour tout k > 0, nous obtenons facilement

z�(t) � h(t)

24� q
p
K

q�p
p
z(t) + p�q

p
K

q
p

�
+

tZ
�

f(t; �)

�
q
p
K

q�p
p
z(�) + p�q

p
K

q
p

�
��

+

bZ
�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
z(�) + p�r

p
K

r
p

�
��

35 :
D�e�nissons une fonction �(t) par

�(t) =

0@� q
p
K

q�p
p
z(t) + p�q

p
K

q
p

�
+

tZ
�

f(t; �)

�
q
p
K

q�p
p
z(�) + p�q

p
K

q
p

�
��

+

bZ
�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
z(�) + p�r

p
K

r
p

�
��

1A ;

alors,

�(�) = q
p
K

q�p
p
z(t) + p�q

p
K

q
p +

bZ
�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
z(�) + p�r

p
K

r
p

�
�� : (3.19)

Il est facile d'observer que

q
p
K

q�p
p
z(t) � �(t); z�(t) � h(t)�(t); (3.20)

et que la fonction �(t) est croissante pour t 2 [�; b]kT. Ainsi, une simple application du

Th�eor�eme 1:1:7 (voir page 11), donne le r�esultat suivant

��(t) � q
p
K

q�p
p
z�(t) + f(� (t) ; t)

�
q
p
K

q�p
p
z(t) + p�q

p
K

q
p

�
(3.21)

+

tZ
�

f�(t; �)

�
q
p
K

q�p
p
z(�) + p�q

p
K

q
p

�
�� :

Il r�esulte de ces deux in�egalit�es (3:21) et (3:20) que

��(t) �
�
q
p
K

q�p
p
h(t) + f(�(t); t) +

Z t

�

f�(t; �)��

�
�(t)

+p�q
p
K

q
p (f(�(t); t) +

Z t

�

f�(t; �)��);
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en outre, l'in�egalit�e ci-dessus peut être r�e�ecrite sous la forme suivante

��(t) � P (t)�(t) +Q(t); (3.22)

o�u P et Q sont d�e�nies par (3:15).

Faisons appel au Lemme 1:4:3, l'in�egalit�e (3:22) donne une estimation de �(t) de la forme

suivante

�(t) � �(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(�)eP (t; � (�))�� ; t 2 [�; b]kT :

Utilisons (3:19), nous obtenons

�(t) �
�
q
p
K

q�p
p
c+ p�q

p
K

q
p +

Z b

�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
z(�) + p�r

p
K

r
p

�
��)

�

�eP (t; �) +
tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� :

Utilisons (3:20), nous obtenons

r

p
K

r�p
p
z(t) �

r
p
K

r�p
p

q
p
K

q�p
p

q

p
K

q�p
p
z(t) � r

q
K

r�q
p
�(t):

Par cons�equent,

�(t) �
�
q
p
K

q�p
p
c+ p�q

p
K

q
p + p�r

p
K

r
p

Z b

�

g(�)��

�
eP (t; �)

+

tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� +
r
q
K

r�q
p
eP (t; �)

Z b

�

g(�)�(�)�� ;

alors, l'in�egalit�e ci-dessus peut être reformul�ee comme suit :

�(t) � m(t) + l(t)

bZ
�

g(�)�(�)�� ; (3.23)

o�u

l(t) =
r

q
K

r�q
p
eP (t; �);

et m(t) est donn�ee par (3:14).
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Appliquons le Lemme 3:3:1 et en utilisant l'in�egalit�e (3:23), nous obtenons

�(t) � m(t) +
l(t)

R b
�
g(�)m(�)��

1�
R b
�
g(�)l(�)��

:

Donc, de l'in�egalit�e (3:20), il r�esulte que

z�(t) � h(t)

 
m(t) +

l(t)
R b
�
g(�)m(�)��

1�
R b
�
g(�)l(�)��

!
:

L'int�egration des deux côt�es de la derni�ere in�egalit�e de � �a t, donne

z(t) � c+

Z t

�

h(s)

 
m(s) +

l(s)
R b
�
g(�)m(�)��

1�
R b
�
g(�)l(�)��

!
�s; (3.24)

l'in�egalit�e d�esir�ee (3:13) d�ecoule des deux in�egalit�es (3:24) et (3:16).

Remarque 3.3.2 Pour T = R; r = p; f(t; s) = f(t); le Th�eor�eme 3:3:2 sera semblable

au Th�eor�eme 3:2:3.

Corollaire 3.3.1 Supposons que toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:3:2 sont v�eri��ees.

Soit 1 � c(t) une fonction croissante. Alors l'in�egalit�e

up(t) � cp(t) +

tZ
�

h(s)

24uq(s) + sZ
�

f(s; �)uq(�)�� +

bZ
�

g(�)ur(�)��

35�s; (3.25)

implique

u(t) � c(t)

"
1 +

Z t

�

h(s)

 
m(s) +

l(s)
R b
�
g(�)m(�)��

1�
R b
�
g(�)l(�)��

!
�s

# 1
p

; (3.26)

pour t 2 [�; b]kT ; o�u

m(t) = (
q

p
K

q�p
p
+
p� q

p
K

q
p +

p� r

p
K

r
p

Z b

�

g(�)��)eP (t; �)

+

tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� ;

l(t) =
r

q
K

r�q
p
eP (t; �);
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et

P (t) =
q

p
K

q�p
p
h(t) + f(�(t); t) +

Z t

�

f�(t; �)�� ;

Q(t) =
p� q

p
K

q
p (f(�(t); t) +

Z t

�

f�(t; �)��);

�a condition que Z b

�

g(�)l(�)�� < 1:

Preuve. �Etant donn�e c(t) une fonction croissante telle que 1 � c(t), nous pouvons

donc reformuler l'in�egalit�e (3:25) sous la forme suivante

!p(t) =

�
u(t)

c(t)

�p
� 1 +

tZ
�

h(s)

24!q(s) + sZ
�

f(s; �)!q(�)�� +

bZ
�

g(�)!r(�)��

35�s:
(3.27)

Appliquons le Th�eor�eme 3:3:2 sur cette derni�ere, nous en d�eduisons l'in�egalit�e souhait�ee

(3:26).

Remarque 3.3.3 Pour T = R; r = p; f(t; s) = f(t), le Corollaire 3:3:1 est �equivalent

au Corollaire 3:2:1.

3.3.2 In�egalit�es int�egrales de type Gronwall-Bellman-Bihari-

Gamidov

Cette partie est d�edi�ee �a quelques r�esultats suppl�ementaires substantiels qui sont, des

extensions des r�esultats pr�ec�edents.

Th�eor�eme 3.3.3 Supposons que toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:3:1 sont v�eri��ees.

Soit S : [�; b]kT � R+�! R+ est une fonction rd-continue satisfaisant

0 � S(t; x)� S(t; y) � R(t; y)(x� y);

S�(t; 0) � 0; R�(t; 0) � 0;
(3.28)

pour t 2 [�; b]kT et x � y � 0, o�u R : [�; b]kT � R+�! R�+ est une fonction rd-continue.

Alors

up(t) � c(t) +

tZ
�

f(t; �)S(� ; uq(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))�� ; (3.29)

63



3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

implique

u(t) �

8>>>>>>><>>>>>>>:
m(t) +

l(t)

bZ
�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )m(�)��

1�
bZ

�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )l(�)��

9>>>>>>>=>>>>>>>;

1
p

; (3.30)

pour t 2 [�; b]kT, o�u

l(t) = r
p
K

r�p
p
eP (t; �); (3.31)

m (t) =

0@c(�) + bZ
�

g(�)S(� ; p�r
p
K

r
p )��

1A eP (t; �)

+

tZ
�

Q(�)ep(t; �(�))�� ;

(3.32)

et

P (t) = q
p
K

q�p
p
R(t; p�q

p
K

q
p )f(�(t); t) +

tZ
�

q
p
K

q�p
p
R(� ; p�q

p
K

q
p )f�(t; �)�� ;

Q(t) = c�(t) + f(�(t); t)S(t; p�q
p
K

q
p
) +

tZ
�

f�(t; �)S(� ; p�q
p
K

q
p )�� :

(3.33)

Preuve. D�e�nissons une fonction z(t) par

z(t) = c(t) +

tZ
�

f(t; �)S(� ; uq(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))�� ; (3.34)

alors,

z(�) = c(�) +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))�� ; (3.35)

et

u(t) � z
1
p (t): (3.36)
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En utilisant la premi�ere condition de (3:28) et en appliquant le Lemme 1:4:1, il s'ensuit

que, pour tout K > 0

S(t; ur(t)) � S(t; z
r
p (t))

� S(t;
r

p
K

r�p
p
z(t) + p�r

p
K

r
p )

� r
p
K

r�p
p
R(t; p�r

p
K

r
p )z(t) + S(t; p�r

p
K

r
p ): (3.37)

En se servant des in�egalit�es (3:35) et (3:37), nous obtenons

z(�) � c(�) +

bZ
�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
R(� ; p�r

p
K

r
p )z(�) + S(� ; p�r

p
K

r
p )

�
�� : (3.38)

La �-d�erivation de (3:34), entrâ�ne

z�(t) = c�(t) + f(�(t); t)S(t; uq(t)) +

Z t

�

f�(t; �)S(� ; uq(�))�� ; (3.39)

ainsi, utilisons l'in�egalit�e (3:37), nous trouvons

z�(t) � c�(t) + f(�(t); t)

�
q
p
K

q�p
p
R(t; p�q

p
K

q
p )z(t) + S(t; p�q

p
K

q
p )

�
+

tZ
�

f�(t; �)

�
q
p
K

q�p
p
R(� ; p�q

p
K

q
p )z(�) + S(� ; p�q

p
K

q
p )

�
�� :

(3.40)

Nous pouvons r�e�ecrire l'in�egalit�e (3:40) sous la forme suivante

z�(t) � P (t)z(t) +Q(t); (3.41)

o�u P (t) and Q(t) sont donn�ees par (3:34).

Faisons appel au Lemme 1:4:3, l'in�egalit�e (3:41) devient

z(t) � z(�)eP (t; �) +

tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� ; (3.42)

utilisons (3:38), nous obtenons

z(t) �

0@c(�) + bZ
�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
R(� ; p�r

p
K

r
p )z(�) + S(� ; p�r

p
K

r
p )

�
��

1A eP (t; �)

+

tZ
�

Q(�)eP (t; �(�))�� : (3.43)
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Alors l'in�egalit�e (3:43) peut être reformul�ee comme suit

z(t) � m (t) + l(t)

bZ
�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )z(�)�� ; (3.44)

o�u l(t);m(t) sont donn�ees par (3:31) et (3:32).

Utilisons le Lemme 3:3:1, l'in�egalit�e (3:44) devient

z(t) � m(t) +

l(t)

bZ
�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )m(�)��

1�
bZ

�

g(�)R(� ; p�r
p
K

r
p )l(�)��

: (3.45)

La combinaison de l'in�egalit�e ci-dessus avec l'in�egalit�e (3:36), entrâ�ne (3:30). Ce qui

ach�eve la preuve.

Remarque 3.3.4 Si T = R; S(t; u(t)) = u(t); f(t; s) = f(t); p = q = r = 1 et c(t) = c

(une constante), l'in�egalit�e donn�ee dans le Th�eor�eme 3:3:3 se r�eduit �a l'in�egalit�e donn�ee

dans [57; Lemme BS] et si on prend r = p; f(t; s) = f(t), le Th�eor�eme 3:3:3 se r�eduit au

Th�eor�eme 3:2:2.

Th�eor�eme 3.3.4 Supposons que toutes les conditions du Th�eor�eme 3:3:2 sont satisfaites.

Si S est d�e�nie comme dans le Th�eor�eme 3:3:3, alors l'in�egalit�e

up(t) � c +

tZ
�

h(s)

24S(s; uq(s)) + sZ
�

f(s; �)S(� ; uq(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))��

35�s;
(3.46)

implique

u(t) �

8>>>>>>><>>>>>>>:
c+

tZ
�

h(s)

266666664
m(s) +

l(s)

bZ
�

R(�; p�r
p
K

r
p )g(�)

R(�; p�q
p
K

q
p )

m(�)��

1�
bZ

�

R(�; p�r
p
K

r
p )g(�)

R(�; p�q
p
K

q
p )

l(�)��

377777775
�s

9>>>>>>>=>>>>>>>;

1
p

; (3.47)
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pour tout t 2 [�; b]kT, o�u

m(t) =

�
q
p
K

q�p
p
R(�; p�q

p
K

q
p )c+ S(�; p�q

p
K

q
p )

+
bR
�

g(�)S(� ; p�r
p
K

r
p )��

�
ep(t; �) +

tR
�

Q(�)eP (t; �(�))�� ;

l(t) = r
q
K

r�q
p
ep(t; �);

(3.48)

et

Q(t) = S�(t; p�q
p
K

q
p ) + f(�(t); t)S(t; p�q

p
K

q
p ) +

tR
�

f�(t; �)S(� ; p�q
p
K

q
p )�� ;

P (t) = q
p
K

q�p
p
R(�(t); p�q

p
K

q
p )h(t) +

R�(t; p�q
p
K

q
p )

R(t; p�q
p
K

q
p )

+ f(�(t); t) +
tR
�

f�(t; �)�� ;

(3.49)

�a condition que
bZ
�

R(� ; p�r
p
K

r
p )g(�)

R(� ; q�p
p
K

q
p )

l(�)�� < 1: (3.50)

Preuve. D�e�nissons une fonction z(t) comme suit

z(t) = c +

tZ
�

h(s)

24S(s; uq(s)) + sZ
�

f(s; �)S(� ; uq(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))��

35�s;
(3.51)

et

z�(t) = h(t)

24S(t; uq(t)) + tZ
�

f(t; �)S(� ; uq(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; ur(�))��

35 : (3.52)

Utilisons le Lemme 1:4:1 et l'in�egalit�e (3:37). L'in�egalit�e (3:52) devient

z�(t) � h(t)

�
q
p
K

q�p
p
R(t; p�q

p
K

q
p )z(t) + S(t;

p� q

p
K

q
p )

+

tZ
�

f(t; �)( q
p
K

q�p
p
R(� ; p�q

p
K

q
p )z(�) + S(� ; p�q

p
K

q
p ))��

+

bZ
�

g(�)( r
p
K

r�p
p
R(� ; p�r

p
K

r
p )z(�) + S(� ; p�r

p
K

r
p )��

35 : (3.53)
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Notons une fonctionv(t) par

v(t) = q
p
K

q�p
p
R(t; p�q

p
K

q
p )z(t) + S(t; p�q

p
K

q
p )

+

tZ
�

f(t; �)( q
p
K

q�p
p
R(� ; p�q

p
K

q
p )z(�) + S(� ; p�q

p
K

q
p ))��

+

bZ
�

g(�)( r
p
K

r�p
p
R(� ; p�r

p
K

r
p )z(�) + S(� ; p�r

p
K

r
p ))�� : (3.54)

�Evidemment, v est une fonction delta di��erentiable et croissante telle que

v(�) = q
p
K

q�p
p
R(�; p�q

p
K

q
p )c+ S(�; p�q

p
K

q
p )

+

bZ
�

g(�)

�
r
p
K

r�p
p
R(� ; p�r

p
K

r
p )z(�) + S(� ; p�r

p
K

r
p )

�
�� ;

et

q
p
K

q�p
p
R(t; p�q

p
K

q
p )z(t) � v(t); (3.55)

par un simple calcul, nous trouvons

v�(t) = q
p
K

q�p
p
R(�(t); p�q

p
K

q
p )z�(t) + q

p
K

q�p
p
R�(t; p�q

p
K

q
p )z(t) + S�(t; p�q

p
K

q
p )

+f(�(t); t)

�
q
p
K

q�p
p
R(t; p�q

p
K

q
p )z(t) + S(t; p�q

p
K

q
p )

�

+

tZ
�

f�(t; �)

�
q
p
K

q�p
p
R(� ; p�q

p
K

q
p )z(�) + S(� ; p�q

p
K

q
p )

�
�� : (3.56)

Ceci implique

v�(t) �
"
q
p
K

q�p
p
R(�(t); p�q

p
K

q
p )h(t) +

R�(t; p�q
p
K

q
p )

R(t; p�q
p
K

q
p )
+ f(�(t); t)

+

tZ
�

f�(t; �)��

35� v(t) + S�(t; p�q
p
K

q
p ) + f(�(t); t)S(t; p�q

p
K

q
p )

+

tZ
�

f�(t; �)S(� ; p�q
p
K

q
p )��

= P (t)v(t) +Q(t); (3.57)
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o�u P (t) et Q(t) sont donn�ees par (3:49).

En suivant les mêmes �etapes de la d�emonstration du Th�eor�eme 3:3:2, nous obtenons

l'in�egalit�e d�esir�ee (3:47).

Corollaire 3.3.2 Supposons que toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:3:2 sont v�eri��ees.

Soit c(t) 2 Crd
�
[�; b]T ;R�+

�
une fonction croissante telle que S�(t; 0)c(t) � S(t; 0)c�(t)

et R�(t; 0) � 0 sur [�; b]kT, o�u S est exactement d�e�nie comme dans (3:28). Alors

u(t) � c(t) +

tZ
�

h(s)

24S(s; u(s)) + sZ
�

f(s; �)S(� ; u(�))�� +

bZ
�

g(�)S(� ; u(�))��

35�s;
(3.58)

implique

u(t) � c(t)

8>>><>>>:1 +
tZ
�

h(�)

26664m(�) +
l(�)

bR
�

g(�)m(�)��

1�
bR
�

g(�)l(�)��

37775�s
9>>>=>>>; ; (3.59)

pour t 2 [�; b]kT, o�u

m(t) =

�
R(�; 0) +M(�; 0) +

bR
�

g(�)M(� ; 0)��

�
ep(t; �) +

tR
�

eP (t; �(�))Q(�)�� ;

l(t) = ep(t; �);

(3.60)

et

Q(t) =M�(t; 0) + f(�(t); t)M(t; 0) +
tR
�

f�(t; �)M(� ; 0)�� ;

P (t) = R(�(t); 0)h(t) + R�(t;0)
R(t;0)

+ f(�(t); t) +
tR
�

f�(t; �)�� ;

(3.61)

avec
bZ
�

g(�)l(�)�� < 1;

et

M(t; u(t)) =
1

c(t)
S(t; c(t)u(t)):
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Preuve. �Etant donn�e que c(t) est croissante. D'apr�es l'in�egalit�e (3:58) nous pouvons

avoir

w(t) � 1 +

tZ
�

h(s)

24 1

c(s)
S(s; c(s)w(s)) +

sZ
�

f(s; �)
1

c(�)
S(� ; c(�)w(�))��

+

bZ
�

g(�)
1

c(�)
S(� ; c(�)w(�))��

35�s: (3.62)

Soit

M(t; x) =
1

c(t)
S(t; c(t)x):

De plus, nous pouvons facilement constater que M(t; x) satisfait l'in�egalit�e (3:28), telle

que

0 �M(t; x)�M(t; y) � R1(t; y)(x� y); x � y � 0;

avec R1(t; y) = R(t; c(t)y(t)): Consid�erons S�(t; 0)c(t) � S(t; 0)c�(t) et R�(t; 0) � 0 sur

[�; b]kT et appliquons convenablement le Th�eor�eme 3:3:4 pour (p = q = r = c = 1), nous

en d�eduisons l'in�egalit�e (3:58).

Dans la suite, nous allons �elaborer d'autres nouvelles g�en�eralisations de type Bellman-

Bihari, o�u les fonctions non lin�eaires qui apparaissent sur le cot�e droit appartiennent �a

certaines classes de fonctions.

Th�eor�eme 3.3.5 Consid�erons les fonctions u; h; g 2 Crd ([�; b]T ;R+) et soit n : R+�! R+
une fonction continue croissante telle que n(u) > 0 pour u > 0 et N est bien d�e�nie dans

le Lemme 3:3:1. Si f est d�e�nie comme dans le Th�eor�eme 1:1:7 telle que f (t; s) � 0 et

f�(t; s) � 0 pour t; s 2 [�; b]T avec s � t . Alors

u(t) � c+

tZ
�

h(s)

24n(u(s)) + sZ
�

f(s; �)n(u(�))�� +

sZ
�

g(�)n(u(�))��

35�s; (3.63)

implique

u(t) � N�1(N(c) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s); (3.64)
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pour t 2 [�; b]kT, avec

N(c) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s) 2 Dom(N�1): (3.65)

Preuve. Posons z(t) le côt�e droit de l'in�egalit�e (3:63), ainsi nous avons

u(t) � z(t): (3.66)

A l'aide des propri�et�es de la fonction n, on peut obtenir

z�(t) � h(t)

24n(z(t)) + tZ
�

f(t; �)n(z(�))�� +

tZ
�

g(�)n(z(�)��

35 ; (3.67)

l'in�egalit�e (3:67) peut être reformul�ee comme suit

z�(t) � h(t)

24(1 + tZ
�

f(t; �)�� +

tZ
�

g(�)��)

35n(z(t)); (3.68)

l'in�egalit�e (3:68) implique

z�(t)

n(z(t))
� h(t)(1 +

tZ
�

f(t; �)�� +

tZ
�

g(�)��):

Int�egrons les deux côt�es de l'in�egalit�e ci-dessus de � �a t et faisons appel au Lemme 3:3:1,

nous pouvons obtenir

N(z(t)) � N(z(�)) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s;

donc

z(t) � N�1(N(c) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s):

Utilisons l'in�egalit�e (3:66), nous obtenons l'in�egalit�e d�esir�ee (3:64).

Corollaire 3.3.3 Supposons que toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:3:5 sont v�eri��ees

et que n�1(]0;+1[) � ]0;+1[, alors l'in�egalit�e

n(u(t)) � c+

tZ
�

h(s)

24u(s) + sZ
�

f(s; �)u(�)�� +

sZ
�

g(�)u(�)��

35�s; (3.69)
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implique

u(t) � n�1(W�1(W (c) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s)); (3.70)

pour t 2 [�; b]kT, o�u

W (x) =

xZ
x0

ds

n�1(s)
; x > x0 > 0;

et 0@W (c) + tZ
�

h(s)

0@1 + sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��

1A�s
1A 2 Dom(W�1);

W�1

0@W (c) + tZ
�

h(s)

0@1 + sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��

1A�s
1A 2 Dom(n�1):

Preuve. D�e�nissons la fonction z(t) par

z(t) = c+

tZ
�

h(s)

24u(s) + sZ
�

f(s; �)u(�)�� +

sZ
�

g(�)u(�)��

35�s:
L'utilisation des propri�et�es de la fonction n entrâ�ne

u(t) � n�1(z(t));

alors

z(t) � c+

tZ
�

h(s)

24n�1(z(s)) + sZ
�

f(s; �)n�1(z(�))�� +

sZ
�

g(�)n�1(z(�))��

35�s:
Une application appropri�ee du Th�eor�eme 3:3:5, nous m�ene �a d�eduire l'in�egalit�e souhait�ee

(3:70).

Corollaire 3.3.4 Si toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:3:5 sont satisfaites, n est de

classe S (voir d�e�nition 1.4.1 page 17) et c(t) 2 Crd

�
[�; b]kT ;R�+

�
est une fonction

croissante. Si l'in�egalit�e suivante

u(t) � c(t) +

tZ
�

h(s)

24n(u(s)) + sZ
�

f(s; �)n(u(�))�� +

sZ
�

g(�)n(u(�))��

35�s; (3.71)
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

est satisfaite pour tout t 2 [�; b]kT, alors

u(t) � max(c(t); 1)

0@N�1

0@N(1) + tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s

1A1A ;

(3.72)

avec 0@N(1) + tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s

1A 2 Dom(N�1):

Preuve. Notons b(t) = max(c(t); 1). Alors l'in�egalit�e (3:71) peut être r�e�ecrite sous la

forme suivante

u(t)

b(t)
� 1 +

tZ
�

h(s)

b(s)

24n(u(s)) + sZ
�

f(s; �)n(u(�))�� +

sZ
�

g(�)n(u(�))��

35�s:
Soit z(t) = u(t)

b(t)
. Puisque la fonction n est de classe S, nous aurons

z(t) � 1 +
tZ

�

h(s)

24n(z(s)) + sZ
�

f(s; �)n(z(�))�� +

sZ
�

g(�)n(z(�)��

35�s:
Comme n est une fonction croissante et en utilisant le Th�eor�eme 3:3:5, on peut obtenir

l'in�egalit�e d�esir�ee (3:72).

Corollaire 3.3.5 Si toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 3:3:5 sont satisfaites et n est de

classe T (voir d�e�nition 1.4.2 page 17). Si l'in�egalit�e

n(u(t)) � c(t) +

tZ
�

h(s)

24(u(s)) + sZ
�

f(s; �)u(�))�� +

sZ
�

g(�)u(�)��

35�s; (3.73)

est satisfaite pour tout t 2 [�; b]kT, alors

u(t) � max(c(t); 1)n�1(W�1(W (1) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s)); (3.74)

avec

(W (1) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s) 2 Dom(W�1);

W�1(W (1) +

tZ
�

h(s)(1 +

sZ
�

f(s; �)�� +

sZ
�

g(�)��)�s) 2 Dom(n�1):
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Preuve. D�esignons b(t) = max(c(t); 1). Ainsi l'in�egalit�e (3:74) peut être reformul�ee

comme suit

n(u(t))

b(t)
� 1 +

tZ
�

h(s)

b(s)

24(u(s)) + sZ
�

f(s; �)u(�))�� +

sZ
�

g(s; �)u(�)��

35�s: (3.75)

Soit z(t) = u(t)
b(t)
. Puisque la fonction n est de classe T , nous allons avoir

n(z(t)) � 1 +
tZ

�

h(s)

24z(s) + sZ
�

f(s; �)z(�)�� +

sZ
�

g(�)z(�)��

35�s:
Une application ad�equate du Corollaire 3:4:2, conduit �a l'in�egalit�e souhait�ee (3:74).

3.3.3 Applications

La derni�ere partie de cette section est consacr�ee �a illustrer nos principaux et r�ecents

r�esultats par la pr�esentation de quelques exemples dont l'objectif principal est d'�etudier

et explorer certaines propri�et�es de solutions des �equations dynamiques sur des �echelles de

temps.

Exemple 3.3.1 Consid�erons l'�equation int�egrale g�en�erale, mixte et non lin�eaire suivante

yp(t) = x(t) +

tZ
�

F (s; yq(s))�s+

bZ
�

G(s; yr(s))�s; (3.76)

pour t 2 [�; b]T, o�u p � q > 0; p � r > 0; y(t) est une fonction inconnue, x 2

Crd ([�; b]T ;R) ; F; G 2 Crd ([�; b]T � R;R). Supposons les fonctions x; y; F; G indiqu�ees

dans la formule (3:76) satisfaisant aux conditions suivantes :

jx(t)j � c(t);

jF (s; yq(s))j � f(s) jyjq ;

jG(s; yr(s))j � g(s) jyjr :

(3.77)

o�u c; f; g 2 Crd ([�; b]T ;R+).
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3.3. Nouvelles extensions et g�en�eralisations

Proposition 3.3.1 Admettons que y(t) est la solution unique de l'�equation (3:76) et
bZ

�

g(s)l(s)�s < 1, ainsi nous avons

jy(t)j �

8>>>>>>><>>>>>>>:
m(t) +

l(t)

bZ
�

g(s)m(s)�s

1�
bZ

�

g(s)l(s)�s

9>>>>>>>=>>>>>>>;

1
p

; (3.78)

o�u m(t) est d�e�nie exactement comme dans le Th�eor�eme 3:3:1 et

l(t) =
r

p
k
r�p
p ep(t; �):

Preuve. A partir des �equations (3:76) et (3:77), nous obtenons

jy(t)jp � c(t) +

tZ
�

f(s) jy(s)jq�s+
bZ

�

g(s) jy(s)jr�s:

En faisant appel au Th�eor�eme 3:3:1 et en prenant f(t; s) = f(t), nous obtenons l'estimation

requise dans (3:78).

Exemple 3.3.2 Consid�erons le probl�eme de valeur initiale suivant :

y�(t) = h(t)

�
n(y(t)) +

Z t

�

f(t; s)n(y(s))�s+

Z t

�

g(s)n(y(s))�s

�
; y(�) = c; (3.79)

o�u h(t); f(t; s); g(t) et n(t) sont exactement d�e�nies comme dans le Th�eor�eme 3:3:5 et c

est une constante.

Proposition 3.3.2 Supposons que y(t) est la solution unique de l'�equation (3:79). Alors

u(t) � N�1(N(c) +

Z t

�

h(s)(1 +

Z s

�

f(s; �)�� +

Z s

�

g(�)��)�s); (3.80)

avec �
N(c) +

Z t

�

h(s)(1 +

Z s

�

f(s; �)�� +

Z s

�

g(�)��)�s)

�
2 Dom(N�1):
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Preuve. Si y(t) est l'unique solution de (3:79), alors y(t) peut être exprim�ee de la

mani�ere suivante

y(t) = c+

Z t

�

h(s)

24n(y(s)) + sZ
�

f(s; �)n(y(�)��) +

bZ
�

g(�)n(y(�))��

35�s:
En outre,

jy(t)j � jcj+
Z t

�

h(s)

24n(jy(s)j) + �Z
�

f(s; �)n(jy(�)j)��) +
bZ

�

g(�)n(jy(�)j)��

35�s:
Appliquons le Th�eor�eme 3:3:5, nous trouvons le r�esultat voulu (3:80).

76



CHAPITRE

4 Stabilit�e de quelques

syst�emes perturb�es sur

les �echelles de temps par

l'approche des in�egalit�es

int�egrales

La stabilit�e est une notion vaste dans le monde des math�ematiques, dans cette th�ese notre

�etude se focalise sur la h-stabilit�e des solutions des �equations dynamiques perturb�ees sur

les �echelles de temps.

La notion de h-stabilit�e a �et�e pr�esent�e par Pinto [62]. Choi, Koo et Im [24] ont �etudi�e

la h-stabilit�e des syst�emes dynamiques non lin�eaires perturb�ees �a l'aide du concept de

l'in�egalit�e de type Bihari sur des �echelles de temps et les fonctions de Lyapunov. Choi,

Goo et Koo [25] ont �etudi�e la h-stabilit�e des syst�emes dynamiques avec la condition de non

regressivit�e de la matrice de transition. Pour plus de r�esultats d�etaill�es sur la h-stabilit�e

aux �equations dynamiques lin�eaires sur des �echelles de temps, nous renvoyons le lecteur

aux r�ef�erences [24; 25].
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4. Stabilit�e de quelques syst�emes perturb�es sur les �echelles de temps par l'approche des
in�egalit�es int�egrales

Sachant que lorsque A 2 BCrdR (T; L (X)), le probl�eme homog�ene suivant :

x� (t) = A (t)x (t) ; t 2 T; x (t0) = x0;

admet l'unique solution donn�ee par :

x (t) = eA (t; t0)x0:

Aussi, toute solution du probl�eme perturb�e

x� (t) = A (t)x (t) + f (t) ; t 2 T; x (t0) = x0;

satisfait l'�equation int�egrale :

x (t) = eA (t; t0)x0 +

Z t

t0

eA (t; � (s)) f (s)�s;

o�u BCrdR (T; L (X)) est l'espace des fonctions born�ees, r�egressives et rd-continues de T

dans L (X), x0 2 X et X un espace de Banach. Pour plus de d�etails, se r�ef�erer �a [41].

Il a �et�e prouv�e dans [42] que l'�equation homog�ene8<: x� (t) = Ax (t) ; t 2 T; t > t0;

x (t0) = x0 2 D (A) ;
(4.1)

a une unique solution donn�ee par :

x (t) = T (t� t0)x0; t � t0;

o�u A est le g�en�erateur d'un C0 semi-groupe d'op�erateurs lin�eaires born�es fT (t) : t 2 Tg,

l'�echelle de temps T � R+ est un semi-groupe additif avec la propri�et�e a � b 2 T, pour

tout a; b 2 T avec a > b et D (A) est le domaine de A. De plus, de nombreuses car-

act�erisations de stabilit�e de l'�equation (4:1) ont �et�e obtenu. Pour plus de d�etails sur les

conditions n�ecessaires et su�santes pour qu'un op�erateur lin�eaire A soit le g�en�erateur

d'un C0 semi-groupe, voir [43; 61].

Dans ce travail, nous �etablirons dans un premier temps, l'existence et l'unicit�e de la

solution des �equations dynamiques perturb�ees de la forme :8<: x� (t) = Ax (t) + f(t); t 2 T; t > t0;

x (t0) = x0 2 D (A) ;
(4.2)
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4.1. Existence et unicit�e de la solution du probl�eme �a valeur initiale perturb�e

o�u f 2 Crd et A est le g�en�erateur d'un C0 semi-groupe T , et nous prouverons qu'elle est

donn�ee par :

x (t) = T (t� t0)x0 +

Z t

t0

T (t� � (s)) f (s)�s:

Ensuite, nous souhaiterons v�eri�er dans le cadre de stabilit�e des �equations dynamiques,

la h-stabilit�e de l'�equation :8<: x� (t) = Ax (t) + f (t; x) ; t 2 T; t > t0;

x (t0) = x0 2 D (A) ;
(4.3)

en fonction de la h-stabilit�e de l'�equation homog�ene (4:1) et en imposant des conditions

plus g�en�erales sur le terme perturb�e f o�u f 2 Crd (T; X) et f(t; 0) = 0.

Dans tous ce qui suit, nous consid�erons l'op�erateur fT (t) : t 2 Tg � L (X) et son

g�en�erateur A, o�u l'�echelle de temps T � R+ est un semi-groupe additif avec la propri�et�e

a� b 2 T, pour tout a; b 2 T avec a > b.

Ce chapitre est organis�e comme suit. Dans la premi�ere section, nous �etablirons les

conditions n�ecessaires et su�santes pour que le probl�eme perturb�e (4:2) poss�ede une

unique solution. La seconde section sera consacr�ee �a l'�etude de la h-stabilit�e du probl�eme

(4:3).

Ces r�esultats sont soumis pour une �eventuelle publication.

4.1 Existence et unicit�e de la solution du probl�eme �a

valeur initiale perturb�e

Dans cette section, nous consid�erons le probl�eme perturb�e (4:2).

Par le biais du Th�eor�eme 2.4 dans [42], le probl�eme homog�ene associ�e �a (4:2) poss�ede une

unique solution donn�ee par :

x (t) = T (t� t0)x0; pour toute valeur initiale x0 2 D (A) :

D�e�nition 4.1.1 Une fonction x : T ! X est une solution classique de (4:2) sur T si

x 2 C1rd, x (t) 2 D (A) pour t 2 T et (4:2) est satisfaite sur T.
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4.1. Existence et unicit�e de la solution du probl�eme �a valeur initiale perturb�e

Proposition 4.1.1 [42] Soit T un C0 semi-groupe g�en�er�e par A, alors pour tout t; s 2 T

et x 2 D (A) nous avons :

� x�(t) = T (t)Ax; o�u x(t) = T (t)x;

� H�
t (s)x = �T (t� � (s))Ax; o�u Ht (s) = T (t� s) :

Lemme 4.1.1 Si f 2 Crd, alors toute solution de (4:2) avec la valeur initiale x0 2

D (A), est donn�ee par :

x (t) = T (t� t0)x0 +

Z t

t0

T (t� � (s)) f (s)�s: (4.5)

Preuve. Soit x une solution de (4:2). Alors la fonction � (s) = Ht (s)x (s) est

di��erentiable pour s 2 ]t0; t[T, o�u Ht (s) = T (t� s) et

�� (s) = Ht (� (s))x
� (s) +H�

t (s)x (s)

= T (t� � (s)) [Ax (s) + f (s)]� T (t� � (s))Ax (s)

= T (t� � (s)) f (s) : (4.6)

En int�egrant (4:6) de t0 �a t, on obtient (4:5).

Pour toute fonction f 2 Crd, le membre droit de (4:5) est une fonction rd-continue sur

T. Il est donc naturel de consid�erer (4:5) comme �etant, une solution du probl�eme (4:2)

même si elle n'est pas di��erentiable et elle ne satisfait pas strictement l'�equation dans le

sens de la d�e�nition 4:1:1. Toutefois, on d�e�nit

D�e�nition 4.1.2 Soit x0 2 D (A)et f 2 Crd. La fonction x 2 Crd est donn�ee par

x (t) = T (t� t0)x0 +

Z t

t0

T (t� � (s)) f (s)�s; t 2 T;

s'appelle la solution faible (mild) du probl�eme (4:2) sur T.

On donne maintenant, le crit�ere g�en�eral de l'existence et l'unicit�e de la solution du

probl�eme (4:2).

Th�eor�eme 4.1.1 Soit A est le g�en�erateur d'un C0 semi-groupe T , f 2 Crd et

v (t) =

Z t

t0

T (t� � (s)) f (s)�s; t 2 T: (4.7)
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En supposant que l'une des conditions suivantes soit satisfaite,

(i) v (t) est rd-continument di��erentiable sur T.

(ii) v (t) 2 D (A) pour t 2 T et Av (t) est rd-continue sur T.

Alors le probl�eme perturb�e (4:2) a une solution unique x sur T pour tout x0 2 D (A).

Inversement, si (4:2) admet une solution x sur T pour certain x0 2 D (A), alors v

satisfait les deux conditions (i) et (ii).

Preuve. Si le probl�eme (4:2) a une solution x pour certain x0 2 D (A), alors cette

solution est donn�ee par (4:5). Par cons�equent,

v (t) = x (t)� T (t� t0)x0;

est di��erentiable pour t 2 T comme �etant la di��erence de deux fonctions di��erentiables,

ainsi

v� (t) = x� (t)� T (t� t0)Ax0:

Il est �evidement que v� (t) est rd-continue sur T. Donc (i) est satisfaite.

De même si x0 2 D (A), T (t� t0)x0 2 D (A), d'apr�es le (Th�eor�eme 2:2 dans [42]) nous

avons :

AT (t� t0)x0 = T (t� t0)Ax0; pour t 2 T:

et ainsi v (t) = x (t)� T (t� t0)x0 2 D (A) pour t 2 T et

Av (t) = Ax (t)� AT (t� t0)x0 = x� (t)� f (t)� T (t� t0)Ax0;

est rd-continue sur T. Donc (ii) est satisfaite.
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D'un autre côt�e, on a, pour h > 0

T (h)�T (�(t))
h��(t) v (t) = 1

h��(t)

Z t

t0

T (t+ h� � (s)) f (s)�s

�
Z t

t0

T (t+ � (t)� � (s)) f (s)�s

= 1
h��(t)

�Z t+h

t0

T (t+ h� � (s)) f (s)�s

�
Z t+�(s)

t0

T (t+ � (t)� � (s)) f (s)�s

�
Z t+h

t

T (t+ h� � (s)) f (s)�s

+

Z t+�(t)

t

T (t+ � (t)� � (s)) f (s)�s

#

= v(t+h)�v(t+�(t))
h��(t) � 1

h� � (t)

Z t+h

t

T (t+ h� � (s)) f (s)�s

+ 1
h��(t)� (t) f (t) : (4.8)

Il est clair que le membre droit de (4:8) atteint la limite
�
v�
�
+
(t)� f (t) quand h! 0+.

Si v (t) est rd�continument di��erentiable sur T alors il s'ensuit de (4:8) que v (t) 2 D (A)

pour t 2 T, t > t0 et

Av (t) = v�(t)� f (t) :

Ceci implique que x (t) = T (t� t0)x0 + v (t) est la solution du probl�eme perturb�e (4:2)

pour x0 2 D (A). Si v (t) 2 D (A) et Av (t) est rd-continue sur T, il d�ecoule de (4:8)

que v (t) est di��erentiable �a la droite de t et la d�eriv�ee �a droite
�
v�
�
+
(t) de v satisfait�

v�
�
+
(t) = Av (t) + f (t).

Ainsi,
�
v�
�
+
(t) est rd-continue, v (t) est rd�continument di��erentiable et

v� (t) = Av (t) + f (t) :

Encore une fois, nous obtenons : x (t) = T (t� t0)x0 + v (t) comme solution du probl�eme

(4:2) pour x0 2 D (A).

La preuve est ainsi achev�ee.
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Remarque 4.1.1 Si T = R+, le probl�eme perturb�e (4:2) poss�ede une unique solution

donn�ee par :

x (t) = T (t� t0)x0 +

Z t

t0

T (t� s) f (s) ds:

Remarque 4.1.2 Si T = Z+, le probl�eme perturb�e (4:2) poss�ede une unique solution

donn�ee par :

x (t) = T (t� t0)x0 +

t�1X
s=t0

T (t� s) f (s) :

4.2 Stabilit�e des solutions du probl�eme �a valeur ini-

tiale perturb�e

Dans cette section, on �etudie la h-stabilit�e du probl�eme perturb�e :

CP (f) :

8<: x� (t) = Ax (t) + f (t; x) ; t 2 T; t > t0;

x (t0) = x0 2 D (A) ;

en fonction de la h-stabilit�e du probl�eme homog�ene

CP (0) :

8<: x� (t) = Ax(t); t 2 T; t > t0;

x (t0) = x0 2 D (A) ;

o�u f 2 Crd (T; X) avec f(t; 0) = 0 et A est le g�en�erateur de C0 semi-groupe T .

4.2.1 In�egalit�es Int�egrales de Gronwall sur les �echelles de temps

Dans cette partie, on cite quelques in�egalit�es int�egrales dynamiques non lin�eaires de type

Gronwall aux �echelles du temps, qui sont utiles �a notre �etude.

Lemme 4.2.1 [12] Supposons que t0 2 T; u; ';  ; � 2 Crd(T;R+) et � : R+ ! R+ est

une fonction croissante di��erentiable sur R+ telle que sa d�eriv�ee premi�ere �0est continue

et d�ecroissante sur R+. Si u satisfait

u(t) � '(t) +  (t)

Z t

t0

�(s)�(u(s))�s; t 2 T+t0 ;
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4.2. Stabilit�e des solutions du probl�eme �a valeur initiale perturb�e

alors on obtient

u(t) � '(t) +  (t)

Z t

t0

�(s)�('(s)) exp

Z t

�(s)

�(r)�0('(r)) (r)�r�s; t 2 T+t0 :

Lemme 4.2.2 Soient t0 2 T; u; ';  ; � 2 Crd(T;R+) et P;L : T�R+ ! R+ des fonctions

rd-continues v�eri�ant

0 � P (t; x)� P (t; y) � L(t; y)(x� y); t 2 T ; x � y � 0; (4.9)

alors

u(t) � '(t) +  (t)

tZ
t0

�(s)P (s; u(s))�s; t 2 T+t0

implique

u(t) � '(t) +  (t)

tZ
t0

�(s)P (s; '(s)) exp[

tZ
�(s)

�(�)L(� ; '(�)) (�)�� ]�s; t 2 T+t0 : (4.10)

Preuve. D�e�nissons une fonction z(t) sur T+t0 par :

z(t) =

tZ
t0

�(s)P (s; u(s))�s;

alors,

u(t) � '(t) +  (t)z(t); (4.11)

et pour tout t 2 T+t0 \ Tk, nous avons

z�(t) = �(t)P (t; u(t)) � �(t)P (t; '(t) +  (t)z(t));

et

P (t; '(t) +  (t)z(t)) � P (t; '(t)) + L(t; '(t)) (t)z(t);

alors,

z�(t) � �(t) [P (t; '(t)) + L(t; '(t)) (t)z(t)] : (4.12)

Ainsi, l'int�egration des deux côt�es de (4:12) de t0 �a t 2 T+t0 , donne

z(t) =

tZ
t0

z�(s)�s �
tZ

t0

�(s)P (s; '(s))�s+

tZ
t0

�(s)L(s; '(s)) (s)z(s)�s: (4.13)
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On d�e�nit deux fonctions � et � sur T+t0 par :

�(t) =

tZ
t0

�(s)P (s; '(s))�s et �(t) = �(t)L(t; '(t)) (t);

alors (4:13) devient :

z(t) � �(t) +

tZ
t0

�(s) z(s)�s:

Une application convenable du Lemme 1:4:5 (voir page 18), donne

z(t) �
tZ

t0

�(s)p(s; '(s)) e�(t; �(s))�s; (4.14)

e�(t; �(s)) � expf
tZ

�(s)

�(�) (�) L(� ; '(�))��g: (4.15)

En rempla�cant (4:14) et (4:15) dans (4:11) on obtient l'in�egalit�e d�esir�ee (4:10).

4.2.2 Caract�erisation de la h-stabilit�e via les in�egalit�es int�egrales

Rappelons que la solution de l'�equation

x�(t) = Ax(t) + f(t; x); x(t0) = x0; t 2 T+t0 ; (4.16)

satisfait

x(t) = T (t� t0)x0 +

Z t

t0

T (t� �(s))f(s; x(s))�s:

o�u (x0 2 D (A)). Nous �enon�cons maintenant quelques nouveaux r�esultats sur l'�etude de

la h-stabilit�e de l'�equation perturb�ee (4:16) sous di��erentes conditions impos�ees sur la

perturbation f .

Th�eor�eme 4.2.1 Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) CP (0) est h-stable.
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4.2. Stabilit�e des solutions du probl�eme �a valeur initiale perturb�e

ii) kf(t; x(t))k � P (t; kx(t)k) o�u P v�eri�e (4:16) et P (t; 0) = 0 pour tout t 2 T.

iii) Il existe deux constantes �; ~� � 0 telles que
1R
t0

h(s) L(s;0)
h(�(s))

�s � � et

1R
t0

h(s)L(s;kx0kh(s)(h(t0))�1)
h(�(s))

�s � ~�. Alors l'�equation (4:16) est h-stable.

Preuve. Soit CP (0) est h-stable. Alors, il existe une constante  � 1 telle que pour

toute solution x(t) = T (t� t0)x0 de CP (0) avec une valeur initiale x0 2 D(A), nous avons

kT (t� t0)x0k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 ; t 2 T+t0 : (4.17)

La solution de l'�equation (4:16) v�eri�e l'�equation int�egrale

x(t) = T (t� t0)x0 +

tZ
t0

T (t� �(s))f(s; x(s))�s; t 2 T+t0 : (4.18)

Appliquons la norme aux deux membres de (4:18) et utilisons (4:17), nous obtenons

kx(t)k � kT (t� t0)x0k+
tZ

t0

kT (t� �(s))k kf(s; x(s))k�s;

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t)

tZ
t0

(h(�(s)))�1 P (s; kx(s)k)�s:

Appliquons le Lemme 4:2:2 �a l'in�egalit�e ci-dessus, nous trouvons

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t)

tZ
t0

(h(�(s)))�1 P (s;  kx0kh(s) (h(t0))�1)

� exp(
tZ

�(s)

 (h(�(r)))�1 L(r;  kx0kh(r) (h(t0))�1)h(r)�r)�s:

De plus, �a partir de (4:9), il s'ensuit que

P (s;  kx0kh(s) (h(t0))�1) � L(s; 0)( kx0kh(s) (h(t0))�1):

Ainsi,

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + 2 kx0kh(t) (h(t0))�1
tZ

t0

�
L(s; 0)h(s)

h(�(s))
exp

[

tZ
�(s)

h(r)L(r;  kx0kh(r) (h(t0))�1)
h(�(r))

�r]�s

1CA ;
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kx(t)k � [(1 + �e~�)] kx0kh(t) (h(t0))�1 ; t 2 T+t0 ;

ce qui caract�erise la h-stabilit�e de l'�equation (4:16).

Th�eor�eme 4.2.2 Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) CP (0) est h-stable.

ii) Le terme perturb�e satisfait kf(t; x)k � l(t):� (kxk), o�u l 2 Crd(T;R+), � : R+ �!

R+ est une fonction croissante di��erentiable telle que sa d�eriv�ee premi�ere �0est

d�ecroissante, v�eri�ant �(0) = 0 et �0(0) � 1.

iii) Il existe ~a � 0 tel que
1R
t0

l(s):h(s)
h(�(s))

�s � ~a.

Alors l'�equation (4:16) est h-stable.

Preuve. Soit CP (0) est h-stable. Alors, il existe une constante  � 1 telle que pour

toute solution x(t) = T (t� t0)x0 de CP (0) avec une valeur initiale x0 2 D(A), on a

kT (t� t0)x0k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 ; t 2 T+t0 :

La solution de l'�equation (4:16) satisfait

kx(t)k � kT (t� t0)x0k+
tZ

t0

kT (t� �(s))k kf(s; x(s)k�s

�  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t)

tZ
t0

l(s)

h(�(s))
� (kx(s)k)�s:

En utilisant le Lemme 4:2:1, on trouve

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t)

tZ
t0

l(s)

h(�(s))
�( kx0kh(s) (h(t0))�1)

� exp

264 tZ
�(s)

l(r)h(r)

h(�(r))
�0( kx0kh(r) (h(t0))�1)�r

375�s:
Ainsi, nous avons

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + 2 kx0kh(t) (h(t0))�1

�
Z t

t0

l(s)h(s)

h(�(s))
exp

�


Z t

�(s)

l(r)h(r)

h(�(r))
�
0
( kx0kh(r) (h(t0))�1)�r

�
�s:
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D'apr�es les conditions ii) et iii), nous d�eduisons que

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1
�
1 + ~ae~a

�
;

kx(t)k � c kx0kh(t) (h(t0))�1 o�u c = (1 + ~ae~a) � 1:

Il s'ensuit que l'�equation (4:16) est h-stable.

Th�eor�eme 4.2.3 Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) CP (0) est h-stable.

ii) kf(t; x(t)k � l(t): kxkpo�u l 2 Crd(T;R+) et p 2 ]0; 1[.

iii) Il existe B tel que
R1
t0

�
l(s)

h(�(s))

� 1
q
�s � B avec q = 1� p.

Alors l'�equation (4:16) est h-stable.

Preuve. Pour tout t 2 T+t0 , la solution de l'�equation perturb�ee (4:16) satisfait :

kx(t)k � kT (t� t0)x0k+
Z t

t0

kT (t� �(s)k kf(s; x(s)k�s:

Comme l'�equation homog�ene x(t) = T (t� t0)x0 est h-stable [voir condition i)] et avec la

condition ii), nous obtenons

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t)

Z t

t0

l(s)

h(�(s))
kx(s)kp�s, avec p 2 ]0; 1[ : (4.19)

Utilisons l'in�egalit�e de H�older, nous trouvonsZ t

t0

l(s)

h(�(s))
kx(s)kp�s �

"Z t

t0

�
l(s)

h(�(s))

� 1
q

�s

#q �Z t

t0

kx(s)k�s
�p
;

alors, l'in�egalit�e (4:19) implique

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t)

"Z t

t0

�
l(s)

h(�(s))

� 1
q

�s

#q �Z t

t0

kx(s)k�s
�p

:

(4.20)

L'int�egration des deux parties de (4:20) de t0 �a 1, nous donneZ +1

t0

kx(s)k�s �  kx0k (h(t0))�1
Z +1

t0

h(s)�s (4.21)

+

�Z +1

t0

kx(s)k�s
�p
� 

Z +1

t0

h(s)

"Z s

t0

�
l(r)

h(�(r))

� 1
q

�r

#q
�s:
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Prenons :

z =

Z +1

t0

kx(s)k�s;

b =  kx0k (h(t0))�1
Z +1

t0

h(s)�s;

et

c = 

Z +1

t0

h(s)

"Z s

t0

�
l(r)

h(�(r))

� 1
q

�r

#q
�s;

et l'in�egalit�e (4:21) satisfait l'in�egalit�e z � b+ czp: Il est facile �a voir que

z � z0; (4.22)

o�u z0 est l'unique racine positive de l'�equation z = b+ czp. De plus, de (4:22), il s'ensuit

que Z t

t0

kx(s)k�s �
Z +1

t0

kx(s)k�s � z0: (4.23)

En rempla�cant (4:23) dans l'in�egalit�e (4:20), on trouve

kx(t)k �  kx0kh(t) (h(t0))�1 + h(t) (h(t0))
�1

"Z t

t0

�
l(s)

h(�(s))

� 1
q

�s

#q
� h(t0) z

p
0 ;

(4.24)

et en considerant que R est Archim�edien, on peut conclure qu'il existe n 2 N tel que

zp0 �
n

h(t0)
kx0k ;

alors l'in�equation (4:24) implique

kx(t)k � kx0kh(t) (h(t0))�1 [ + Bqn] :

Alors l'�equation (4:16) est h-stable.
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4.2.3 Applications

Exemple 4.2.1 Consid�erons le probl�eme perturb�e suivant :

x�(t) = A x(t) + e� 4
3
(t; 0)x

1
2 (t); t 2 T =1

2
Z+; (4.25)

o�u Z+ d�esigne l'ensemble des entiers positifs ou nuls, x 2 Crd (T;R2); A =

0@ �2
3
�6

0 �2

1A 2

M2 (R) et f : T� R2 ! R2 telle que f(t; x(t)) = e� 4
3
(t; 0)x

1
2 (t).

Il est facile de voir que la matrice A est g�en�erateur du C0 semi-groupe (voir page 16),

T (t) = (I + �A)2t = (I +
1

2
A)2t;

alors,

T (t) =

0@ 2
3
�3

0 0

1A2t

;

T (t� t0) =

0@ 2
3
�3

0 0

1A2(t�t0)

= (
2

3
)2(t�t0)

0@ 1 �9
2

0 0

1A ; t > t0;

par cons�equant,

kT (t� t0)k =
p
85

2
(
2

3
)2(t�t0) =

p
85

2
e� 2

3
(t; t0):

En prenant � �
p
85
2
et h(t) = e� 2

3
(t; 0), nous aurons

kT (t� t0)k � �e� 2
3
(t; 0)e� 2

3
(0; t0) = �h(t) (h(t0))

�1 :

Ce qui assure la h-stabilit�e de l'�equation homog�ene associ�ee �a (4:25). De plus,

h(�(t)) = e� 2
3
(�(t); 0) = (1 +

1

2
(
�2
3
))e� 2

3
(t; 0) =

2

3
e� 2

3
(t; 0):

Maintenant, nous v�eri�ons les deux autres conditions du Th�eor�eme 4:2:3.
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Il est clair que kf(t; x(t)k = e� 4
3
(t; 0): kx(t)k

1
2 et aussi

1Z
t0

�
l(s)

h(�(s))

�2
�s =

1Z
t0

 
e� 4

3
(s; 0)

2
3
e� 2

3
(s; 0)

!2
�s

=
9

4

1Z
t0

 
e�1(s; 0)e� 2

3
(s; 0)

e� 2
3
(s; 0)

!2
�s

=
9

8

1X
s=t0

�
1

4

�2s
<1:

Toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 4:2:3 sont v�eri��ees. Donc, nous concluons que l'�equation

(4:25) est h-stable, de plus, nous pouvons constater que l'�equation (4:25) est uniform�ement

exponentiellement stable.

Exemple 4.2.2 Soit T =1
2
Z+; x 2 Crd (T;R+): Consid�erons le probl�eme perturb�e suiv-

ant :

x�(t) = A x(t) +

0@ �
1
2

�t
0

1A � arctan (kx(t)k) ; (4.26)

avec A =

0@ �1
3
�2
3

0 �2

1A 2M2 (R) est g�en�erateur du C0 semi-groupe suivant :

T (t) = (I +
1

2
A)2t =

0@ 5
6
�1
3

0 0

1A2t

;

alors,

T (t� t0) =

0@ 5
6
�1
3

0 0

1A2(t�t0)

= (
5

6
)2(t�t0)

0@ 1 �2
5

0 0

1A ; t > t0:

ainsi,

kT (t� t0)k =
p
29

5
(
5

6
)2(t�t0) =

p
29

5
e� 1

3
(t; t0):

Posons maintenant, � �
p
29
5
et h(t) = e� 1

3
(t; 0), nous obtenons

kT (t� t0)k � �e
� 1
3

(t; 0)e� 1
3
(0; t0) = �h(t) (h(t0))

�1 :
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Donc, l'�equation homog�ene associ�ee �a (4:26); x�(t) = A x(t) est h-stable. De plus, nous

avons kf(t; x(t))k =
�
1
2

�t
arctan (kx(t)k) = l(t) �(kx(t)k) avec �(x(t)) = arctanx(t). En

outre, h(�(t)) = 5
6
e
� 1
3

(t; 0) = 5
6
h(t) et

1Z
t0

(1
2
)s:h(s)

h(�(s))
�s =

3

5

1X
s=t0

(
1

2
)s;

Ainsi, 3
5

1P
s=t0

(1
2
)s = 3

5

1P
y=2t0

( 1p
2
)y � 3

5

1P
y=0

( 1p
2
)y et 3

5

1P
y=0

( 1p
2
)y = 3

5
( 1
1� 1p

2

) <1.

Toutes les hypoth�eses du Th�eor�eme 4:2:2 sont veri��ees, nous concluons donc, que l'�equation

(4:26) est h-stable.
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Conclusion

Dans ce travail de recherche, de nouvelles in�egalit�es int�egrales de type Gronwall-Bellman-

Bihari ont �et�e �etudi�ees ainsi que quelques in�egalit�es int�egrales de type Gamidov-Bihari

ont �et�e d�evelopp�ees et ra�n�ees sur des �echelles de temps arbitraires.

Ces in�egalit�es jouent un rôle important dans l'�etude de di��erents types d'�equations

di��erentielles et int�egro-di��erentielles.

Cette approche peut être utilis�ee dans l'analyse de stabilit�e de certaines classes des

syst�emes dynamiques aux �echelles de temps.

Nous avons aussi abord�e des questions sur la h-stabilit�e en d�eveloppant quelques con-

ditions sur la perturbation non lin�eaire et en utilisant des in�egalit�es int�egrales appropri�ees

sur des �echelles de temps arbitraires.
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