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Résumé

Il est bien connu que la théorie des inégalités intégrales joue un role essentiel dans
I’étude de I'analyse qualitative et quantitative du comportement des solutions d’équations

différentielles.

L’objectif de cette these est d’établir, en premier lieu, de nouvelles inégalités a retard
non linéaires de type Gronwall-Bellman-Bihari qui sont des extensions des résultats de
[2].

En deuxieme lieu, nous avons établi de nouvelles inégalités de type Gamidov aux

échelles de temps.

Enfin, nous avons étudié la h-stabilité de certains systemes dynamiques non linéaires

perturbés en utilisant quelques inégalités intégrales aux échelles de temps.

Mots-clés: Echelles de temps; Inégalité de Gronwall; Inégalité de Bihari; Inégalité

de Gronwall-Bellman; Inégalité de Gamidov; Semi-groupe; h-Stabilité.



Abstract

It is well known that the theory of integral inequalities plays a key role in the study of

qualitative and quantitative analysis behaviour of the solutions of differential equations.
The objective of this thesis is to establish, initially, new delay non-linear Gronwall-
Bellman-Bihari type inequalities, which represent some extensions of the works from [2].
Next, we have established new generalizations of Gamidov type inequalities on time
scales.

We conclude this thesis by studying the h-stability of some perturbed nonlinear dy-

namical systems by using some integral inequalities on time scales.

Keywords : Time scales; Gronwall’s inequality; Bihari’s inequality; Gronwall-Bellman’s

inequality; Gamidov’s inequality; Semi-group; h-Stability.



uaa'JA

Jalall Al 5o 8 Lty 10 canli Al culgliial) 4 5k () Cag el (4
Aolialatl) c¥aledd) Jla @l sl Sl o il

Agha e saa e el g Aol 8 ds kY1 o3 (e Cangd) of Can
2] derll claaaill Gy i il 5 " lem-oladl-)sioa" & sl palill ae
Agie 3N dudlad) e "Gasada ¢ 65 (e ililiial 3o Clagess Ll dlaas,
sl al dyie 311 Dbl e 4Ll cliliiall (oans Lieadiial dilgil) b
okl s g Alla 8 Akl pe Al Aadail) (any ) il

=4 alidal) cilalsl)

cOlaly —dl i lliie (5 )len Glilie Jlsia Glilie dia Il Judlll

)3 B e ) Cald (o gaala il



Introduction

Les inégalités sont au coeur de I'analyse mathématique depuis des siecles et possedent
un role éminent dans le développement de toutes les branches des mathématiques mod-
ernes telles que la théorie des espaces de Hilbert, ’analyse numérique, ’analyse complexe,

les probabilités et les statistiques.

En effet, cette importance semble avoir considérablement pris de I'ampleur pendant
le siecle dernier et la théorie des inégalités peut étre considérée comme une branche a
part et entiere des mathématiques modernes. En particulier, les inégalités intégrales de
divers types ont été largement étudiées dans la plupart des sujets impliquant I'analyse
mathématique. Au cours des dernieres années, divers chercheurs ont obtenu des nom-
breuses inégalités intégrales utiles dans les diverses types des équations différentielles et
intégrales, ou elles sont souvent la base des lemmes importants pour prouver des théoremes
ou pour rapprocher les différentes fonctions; citons en particulier, les inégalités de Pach-
patte [55], Tricomi [65], Bainov et Simenov [7] et Dragomir [31].
Par ailleurs, la théorie des inégalités intégrales a émergé comme sujet intéressant et fasci-
nant d’analyse avec un large éventail d’applications non seulement dans les mathématiques,
mais également dans les domaines de la physique, de la technologie et des sciences bi-

ologiques; la plus connue parmi ces inégalités est sans doute, celle de Gronwall [39].

L’objectif de cette these est d’établir, dans un premier temps, de nouvelles généralisations
des inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman a retard et celles de Gamidov-Bihari
aux échelles de temps ainsi que leurs applications.

Dans un second temps, nous montrons l'utilité de quelques inégalités intégrales aux

échelles de temps pour 'étude de la h-stabilité de certains systemes perturbés.



Introduction

Le premier chapitre, qui est plutot un glossaire, regroupe quelques notions de base

introductives et nécessaires a la compréhension de ’ensemble de cette these.

Le deuxieme chapitre concerne les inégalités de type Granwall-Bellman-Bihari, dans
lequel nous présentons tout d’abord quelques résultats classiques, puis nous citerons
quelques généralisations apparues ces dernieres années. Enfin, nous présentons de nou-
velles généralisations qui sont illustrées par quelques applications.

Les résultats obtenus sont soumis pour une éventuelle publication dans une revue inter-

nationale.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude des inégalités intégrales de type Gamidov.
Nous allons citer brievement les résultats classiques obtenus de ce type d’inégalités ainsi
que quelques généralisations obtenues par Pachpatte [59] et Kendre & Latpate [47], puis
nous allons établir des variantes des extensions et des raffinements des résultats obtenus
par [47,59], sur des échelles de temps quelconques. D’autres nouvelles inégalités de type
Gamidov-Bihari sont démontrées.

Ces nouvelles inégalités ont contribué a I’étude d’une nouvelle classe d’équations intégrales
et différentielles, et ont fait 'objet de la publication:

K. Boukerrioua, I. Meziri et T. Chiheb, Some refinements of certain Gamidov
integral inequalties on time scales and applications. Kragujevac Journal of

Mathematics.Vol 42, No. 1 (2018) , 131-152.

Le dernier chapitre est consacré a la caractérisation de la h-stabilité de quelques
systemes perturbés, en montrant I'utilité de quelques inégalités intégrales sur les échelles
de temps. Nous allons alors montrer I'existence et 'unicité de la solution de certains
systemes perturbés, ensuite nous donnons I’'étude de la h-stabilité en utilisant les inégalités
intégrales. Ces nouveaux résultats ont été soumis pour une éventuelle publication dans

une revue internationale.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons aborder quelques notions de base nécessaires pour introduire
la théorie des échelles de temps. Aussi, nous rappelerons brievement quelques notions
fondamentales et des définitions relatives a la stabilité, les équations différentielles a retard
et aux semi-groupes. Nous citerons également quelques inégalités importantes qui seront

utiles tout au long de ce travail. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [5, 15, 45].

1.1 Notions de base sur les échelles de temps

Le calcul des échelles de temps a été initié par Stefane Hilger [44] dans sa these de doctorat
en 1988 afin de mettre au point une nouvelle théorie qui peut unifier I’analyse discrete
et continue, ou il a défini la notion de la A-dérivée. C’est a partir de cette définition
qu’ont été introduites les équations aux échelles de temps qui ont la méme forme qu’une
équation différentielle ou presque, a titre d’exemple: une équation du premier ordre dont
la dérivée (u') est remplacée par la A-dérivée (uA).

Nous verrons plus loin que si T = R, la A-dérivée équivaut a la dérivée au sens classique et
les équations aux échelles de temps deviennent des équations différentielles. Si T = Z, les
équations aux échelles de temps deviennent des équations aux différences finies; d’ailleurs,
I'intéret pour ce dernier type d’équations a connu un essor considérable au cours des
dernieres années pour expliquer plusieurs phénomenes discrets notamment en économie,

en psychologie, en génie et en informatique. Ainsi, la théorie des équations aux échelles de
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temps vient, dans un premier temps, pour unifier les résultats réalisés dans le domaine des
équations différentielles et des équations aux différences finies. Dans un deuxieme temps,
elle permet ’étude des phénomenes se modélisant d’une fagon qui fait appel simultanément

au discret et au continu.

1.1.1 Terminologie

Définition 1.1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1.1 Les ensembles R, Z*, [—-1,0] U [1,2], ¢ = {qk kelZ, g> 1} U {0},

[0,1] UN et les ensembles de Cantor sont des échelles de temps.
Exemple 1.1.2 Les ensembles Q, R\Q, C, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

R

hi R R T R S R N T T T
P
T seee o o o 0 . . . . .
T * o o . o .

Figure 1.1.1 : Quelques échelles de temps

1.1.2 Opérateurs de saut et classification des points

Définition 1.1.2 Soit T une échelle de temps, pour t € T, l'opérateur de saut avant

o:T — T, est défini comme suit :

o(t)y=inf{seT:s>t}. (1.1)



1.1. Notions de base sur les échelles de temps

Définition 1.1.3 Soit T une échelle de temps, pour t € T, l'opérateur de saut arriére

p:T — T, est défini comme suit :
p(t)=sup{seT:s<t}. (1.2)

En utilisant les opérateurs 0 : T — T et p: T — T, les points ¢t dans une échelle de

temps arbitraire T sont classés comme suit :

Définition 1.1.4 On dit que t est un point dense a droite de T (resp. un point dense a

gauche de T), si o (t) =t (resp. p(t) =1).

Définition 1.1.5 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense a droite

et a gauche.

Définition 1.1.6 On dit que t est un point dispersé a droite de T (resp. un point dispersé

a gauche de T), si o (t) >t (resp. p(t) <t).

Définition 1.1.7 ¢t est dit point isolé s’il est simultanément dispersé a droite et a gauche.

. ty est dense & gauche et & droite
fy
. - e tp estdensea gauche et dispersé i droite
tz altz)
» . . ty estdispersé i ganche et dense & droite
t3
. » . . s Ly et isolé
plty) ty a(ty)

Figure 1.1.2 : Classification des points

Définition 1.1.8 On appelle fonction de granulation la fonction définie par

pw:T—R, u(t)=0(t)—t. (1.3)
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Nous illustrons les définitions précédentes par quelques ensembles des échelles de temps
ainsi que leurs caratéristiques (opérateurs de saut, fonction de granulation) indiquées dans

le tableau ci-dessous

[Tab.1.1.1] Quelques échelles de temps et leurs caratéristiques

T |[R| Z kZ i N2 0,1 U [2,3]
tsitel0,1[U][2,3]

ot) |t |[t+1|t+k]| qt (Vt+1)?
2sit=1

tsitel0,1U]2,3)

p(t) | t |t—1|t—k : (Vt —1)? .
1sit=2
Ositel0,1[U[2,3
pt) | 0] 1 E | (g—Dt] 2vt+1 0,1[Uf2,3
Isit=1.

1.1.3 Les sous-ensembles dérivés d’une échelle de temps

Soit m ’élément maximum dans une échelle de temps T.
L’ensemble T* représenté dans la figure 1.1.3 est défini comme suit:si le point m est
dispersé a gauche alors, T* = T— {m}, sinon T* = T. Alternativement,

T T,/ ]p(supT),supT] si supT < o0,

T si supT = 0.

TK

Figure 1.1.3 : Illustration de l’ensemble T*

Notons que de chaque échelle de temps, nous pouvons extraire le sous ensemble suivant :

Définition 1.1.9 Pour deux points a,b € T, l"intervalle d’échelle de temps est défini par :
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Remarque 1.1.2 Nous notons par [a,b]" = [a,b) = [a, p (b)] dans le cas o0 b est un point

dispersé a gauche, sinon [a, b]k = la, b].

Les résultats présentés dans les sous-sections suivantes sont tirés des deux livres [15, 16].

1.1.4 Dérivation sur les échelles de temps

Nous rappelons en premier temps, la définition de la A-dérivée dite aussi la dérivée au

sens de Hilger.

Définition 1.1.10 Soit la fonction f : T — R, f est dite A-différentiable ent € T sl

eziste un nombre f2(t) tel que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t satisfaisant

[f (o @®) = f ()] =20 o) —s)| <elo(t) s,
pour tout s € U. Si f est A-différentiable en tout point t € T*, alors la fonction f> :
TF— R est dite la A-dérivée de f sur TF.

Le théoreme suivant donne plusieurs observations importantes sur la A-dérivée.

Théoréme 1.1.1 Soit f : T — R une fonction et t € T*.
(1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.
(13) Si f est continue en t et sit est dispersé a droite, alors f est A-différentiable en

t, de plus nous avons

flo(®)—F@)
O (1.4)

(17i) Si t est dense a droite, alors f est A-différentiable en t si et seulement si

VIOENI0

s—t t—s

o) =

existe et est finie. Dans ce cas nous avons

(1v) Si f est différentiable en t, alors
fFlo@®)=F@) +ul) 2. (1.5)
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Exemple 1.1.3 Considérons l’ensemble T = {\4/ 2n+1, n € NO} avec Ny est l’ensemble
des entiers non négatifs, f (t) =t*, t € T.

Pour tout t,s € T, t =~2n+1, s=+v2[+1, n =52, n,l € Ny, nous avons

o(t) = inf{<‘/21+1:<*/2l+1>\‘72n+1}:\4/2n+3
= Vtt+2.

Par conséquent, chaque point de T est dispersé a droite. Nous notons que la fonction f(t) est

continue sur T. Ainsi,

Ay fla(®) = f @)
f (t) - O'(t)—t
04 t —t4

= 03(t)—|—ta()+t20(t)+t3
= V2P + VL2 4+ V42488t € T

Remarque 1.1.3
e S5i T = R, alors d’aprés (iit) du théoréme précédent la fonction f : R — R est A-

différentiable en t € R, si et seulement si

existe et de plus, > (t) = f'(t).
e Si T =7, d’aprés (ii) la fonction f : 7 — R est A-différentiable en t € Z et nous

aurons

= LD IO _TCEDZIO _ py1) - gy = s

Le théoreme suivant établit quelques identités de base pour calculer la A-dérivée.

Théoréme 1.1.2 Si f,g: T — R sont A-différentiables en t € T*, alors
(1) f+ g est A-différentiable en t, de plus

(f+9)% () =2 (1) +9° ().
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(7i) (af) est A-différentiable en t pour tout o € R et nous avons

(@f)™ (1) = af*(1).

(1i1) fg est A-différentiables en t et nous avons
(f9)2 () = AW g+ f(o®)g™ 1)
= [ O+ ) glo).
(iv) Si f(t)f(o (t)) #0, alors % est A-différentiable en t et nous avons
N
(7) O=-Frew

(v) Sig(t)g(o(t)) #0, alors 5 est A-différentiable en t et nous avons

A A Wa) 06> (1)
(g) ="y

Exemple 1.1.4 Soient f,g: T — R deuz fonctions définies par f(t) = t2, g(t) = t3et
soit la fonction h(t) = t%, pour tout t € TN\ {0}. D’aprés la régle de la différentiation du

produit (voir (iii) du théoréme ci-dessus), nous obtenons

A1) = 2 +t2o(t)=t+o(t).

g2 t) = A+ (D20 (t) =2+t o (t) + 0% (t), pour tout t € TF.

En utilisant (iv) du théoréme ci-dessus, nous obtenons

N S e
O @ T e T

Théoreme 1.1.3 Soit g : R — R une fonction continue, g : T — R est A-différentiable

en Tret si f : R — R est continiment différentiable, alors il existe c € [t,o(t)] satis-

faisant
(fog)™ ()= 1"(g(c)g® (t).

Définition 1.1.11 Une fonction f: T — R est dite rd-continue si elle est continue en
tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche existe et est finie en tout point

dense a gauche de T.



1.1. Notions de base sur les échelles de temps

Remarque 1.1.4 L’ensemble de toutes les fonctions rd-continues est noté par C,q ou

Crq (T).
Remarque 1.1.5 L’ensemble de toutes les fonctions A-différentiables et rd-continues est

noté par C}; ou C*, (T).

1.1.5 Intégration sur les échelles de temps

Définition 1.1.12 La fonction ' : T — R, est dite primitive de f : T — R, st elle
vérifie 2 (t) = f (t) pour tout t € TF.

142Vt t

alors la fonction g(t) = logt est une primitive de f. En effet: o (t) = (\/¥—|— 1)2 et pour

2
Exemple 1.1.5 $i T =N et f : T — R est une fonction définie par f(t) = —— log ((\/Z“) )}

toutt € T, nous avons

log(o (t)) — logt
o(t)—t

log ((Vt+ 1)2) — logt
(Vi+ 1) —t

I S (Vi+1)’
TN t

= f().

go () =

Théoreme 1.1.4 Toute fonction rd-continue f : T — R, admet une primitive F :

T — R, et nous notons
/ f@t)At = F(r)— F(s) pour toutr,s € T.

Théoréme 1.1.5 Si f € Cpq(T) et t € T, nous avons :

o(t)
/t f(r) AT = () £ (1)

10
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Théoréme 1.1.6 Soit a,b,c€ T, A€ R et f,g € Cpq(T) alors:
i) 1 () +g (O] At = [ F(£) At + [ g (1) At.
i) [T @) At =\ ["f (1) AL
iii) [ f(t) At = — [* f () At.
i) [T F () At = [Cf(t)At+ [°f (1) AL,
v) [T f(t) At =0.
vi) St |f (t)] < g (t) sur[a,bly, alors

S F @At < [l @) At

Proposition 1.1.1

e Pour T = R, nous avons :

lv@ﬂvzxfﬂﬂﬁ.

;

e Pour T = Z, nous avons:

b—1

Yf(t) sia<bd

b t=a

/f(t)At: 0Osia=0b
a a—1

—> f(t) sia>0b.
t=b

\

e Si[a, b] contient des points isolés alors :

(

S () f(t) sia<b

b te(a,b]
/f(t)At: 0sia=b
’ U@ f () sias b

\ t€lbal

Proposition 1.1.2 Les formules d’intégration par partie sont :

[ rwetman = (@i~ [ A wewat
b b
[ 1wt war = (G- [ 1200 0t

Théoréme 1.1.7 Soit a € TF, b € Tet L : T x TF— R, est continue en (t,t), pour
t € Tk, ¢t > a et LA (t,.) est rd-continue sur [a,o (t)], nous supposons que pour tout

e >0, 3 U woisinage de t indépendant de T € [a,0 (t)] tel que:

‘L(O’(t),T)—L(S,T)—LA(t,T)(O'(t>—S)‘ <elo(t)—s|, Vsel,

11
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ou f2 dénote la dérivée de f par rapport a la 17 variable, alors nous avons :

g(t):/tL(t,T)ATigA(t) :/tLA(t,T)AT+L(J(t),T),

et
b b
h(t):/t L(t,T)AT:>hA(t):/t LA (t,7)AT — L (o (t),7).

1.1.6 Fonction exponentielle

Définition 1.1.13 Soit h > 0, l’ensemble des nombres complexes de Hilger est défini

comme suit: C, = {z € C:z# F}.

Définition 1.1.14 Pour h > 0, on définit I’ensemble Z; = {z eC: _TH <Im(z) <
pour h =0, on fixe Zog = C.

S=

}et

Définition 1.1.15 Pour h > 0, la transformation cylindrique &, : Cp— 2, est définie

par:

&, (2) = %Log(l—l—zh),

ot Log est le logarithme principal. Pour h = 0, nous aurons: £, (z) = z pour tout z € C.
Définition 1.1.16 Soit p: T — R, p est dite régressive si elle vérifie
L+put)p(t) #0, pour tout t € T".

Remarque 1.1.6 Pour tout t € T*, I’ensemble des fonctions régressives et rd-continues

est noté par R.
Définition 1.1.17 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est défini par :
R ={peR:1+u)p(t) >0, pour tout t € T} . (1.6)

Théoréme 1.1.8 Nous supposons que p € R et ty € T un point fixé, alors le probleme a

valeur initiale
y> () =p®)y ), y(to) =1, (1.7)

admet une unique solution dans T.

12



1.1. Notions de base sur les échelles de temps

Définition 1.1.18 Soit p € R, la fonction exponentielle est définie comme solution du

probléeme (1.7) et nous avons

y (1) = exp ( / € (p <T>>AT) Cpowr bt €T,

nous la notons souvent par
t
eo(t.t0) = o ([ € (PDAT) . pour tto € .
to
ou &, est la transformation cylindrique donnée par la définition 1.1.15.
Proposition 1.1.3 Soit p,q € R et t,ty,s € T, alors
¢ e(tto) =1lete,(t,t) =1,
¢ e, (0(t) 1) = (L+p@)p(t)ep(t to),

¢ ¢, (t,t0) e, (to, s) = e, (1, 5),

¢ o (1) = San
¢ e, (L to) eq (t,t0) = epaq (t,t0) ot (p @ q)(t) := p(t) +q(t) + p(t)p (1) q(t), vt € T
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [15, 16].

Exemple 1.1.6 Soitp e R, t,tg € Tet t > ty,

e si T =R, alors e, (t,t9) = exp (LZ p(T) dT),

e si T =R et p(t) = q, alors e, (t,t) = et
T=t—1

e si T=Z, alorse,(t,tg)= [[ (1+p(r)),

T=1g

o si T =hZ, avec h > 0 et p(t) = a, alors e, (t,1y) = (1 + ah)%.
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1.2. Notions fondamentales de stabilité

1.2 Notions fondamentales de stabilité

La stabilité est I'une des notions les plus utilisées pour étudier les comportements quali-
tatifs des systemes différentiels ainsi que les équations aux différences.

La premiere étude de stabilité aux échelles de temps a été réalisée en 1892, par 'utilisation
de la méthode de Lyapunov.

Les définitions de stabilité des systemes sur les échelles de temps sont obtenues avec
une légere modification de leurs définitions standard pour les équations différentielles
ordinaires. Hamza [42] et Dacunha [28] ont donné des caractérisations généralisées des
différents types de stabilité (stabilité uniforme, stabilité exponentielle, h-stabilité...) des

solutions pour des systemes dynamiques aux échelles de temps.
Considérons I’équation dynamique définie sur une échelle de temps T comme ci-dessous
e (t) = f(t,z), z(tg) =x0 € X (1.9)
outty €T,z € X, f: T xX — X est rd-continue en t avec f(¢,0) = 0 et X est un

espace de Banach.

Définition 1.2.1 ([42]) L’équation (1.9) est dite exponentiellement stable s’il existe a > 0
avec —a € R tel que pour tout tg € T, il existe v = v (to) > 1 tel que, toute solution
x (t) =z (t,to, x0) de Uéquation (1.9) satisfait ||x (t) || < v||zolle—a (t,t0), pour tout t > to,
teT.

Définition 1.2.2 ([42]) L’équation (1.9) est dite uniformément exponentiellement stable
sl existe a > 0 avec —a € R¥et il existe v > 1 indépendant de tout point initial ty tel que,
toute solution x (t) = x (t,to, xo) de l’équation (1.9) satisfait ||z (t) || < v||lxolle—a (¢, t0),

pour tout t > ty, t € T.

Définition 1.2.3 ([42]) Soit h : T — R wune fonction positive et bornée. On dit que
I’équation (1.9) est h-stable s’il existe une constante v > 1 telle que, toute solution

x (t) = x (t,to, x0) de l’équation (1.9) satisfait
| (¢, to, o) | < Yllzollh (8) B (t0) ™", t = to,

(ici (h (1)) = ).

14



1.2. Notions fondamentales de stabilité

Remarque 1.2.1 Si nous prenons h(t) = e_, (t,0) ot a > 0 et —a € RT. La h-stabilité

de ’équation (1.9) coincide avec la stabilité exponentielle uniforme.

Remarque 1.2.2 57 X = R" et f : T x R* — R" une fonction rd-continue en t,
localement Lipchitzienne en x, et regressive (i.e., la fonction id + u(t)f(t,.) : R — R"

est inversible). Nous obtenons les implications suivantes :

h-stabilité = stabilité exponentielle uniforme
= stabilité de Lipschitz uniforme

= stabilité uniforme.

Pour plus de détails sur les différents types de stabilité, se réferer a [25,28,42].

L’analyse de la stabilité des systemes linéaires non-autonomes peut étre completement
caractérisée en termes de la résolvante du systeme étudié. En effet, considérons le

probleme

z2(t) = A(t)x(t), x(to) = I, (1.10)

oux € R" t,tg € T et A: T——R"™"™ une matrice rd-continue, régressive, dépend de t.

Définition 1.2.4 L’application A : T — M, (R) est appelée régressive, si pour tout
t € T la matrice carré I + u(t)A de degré n x n est inversible, ot I est la matrice

tdentité.

La classe de toutes les fonctions régressives et rd-continues A de T vers M, (R) est notée

par C.yR(T, M, (R)).

Définition 1.2.5 Pourty € T, la solution du probléme (1.10) s’ appelle exponentielle de
la fonction matricielle, notée par ¢ 4(t,ty), ot A € CryR(T, M, (R)).

En conséquence, la fonction ¢ 4(t,t) possede les deux propriétés suivantes:

Qbﬁ(tvtO) = A(t)gbA(tatO)? (111)
P4lto,to) = In.
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1.3. Cy semi-groupes et leurs générateurs

Cette fonction matricielle est appelée matrice de transition et notre hypothese sur A(t)

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Théoreme 1.2.1 Supposons r,s,t € T et A, B € C.yR(T, M,(R)), alors la matrice de
transition posséde les propriétés suivantes :
(1) palt,T)Pa(r,s) = d4(t, s).
(i) oalo(t), s) = (I + p(t)A(t))Pa(t, s).
(1it) St T =R et A est constante, alors ¢ 4(t,s) = ea(t,s) = eAt=s).
(

(t=9)
iv) Si T = hZ, avec h > 0 et A est constante, alors ¢ 4(t,s) = (I + hA) =

1.3 () semi-groupes et leurs générateurs

Définition 1.3.1 Soit L (X) l’espace des opérateurs linéaires bornés d’un espace de Ba-
nach X. On appelle Cy semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés dans X, une famille

{T'(t):t €T} C L(X) vérifiant les propriétés suivantes :
1. T(t+s)=T(s)T (s) pour tout t,s € T (la propriété du semi-groupe),
2. T(0)=1, (I est l'opérateur identité dans X),
3. limy o+ T (t) x = = pour tout x € X,
ou I’échelle de temps T est un semi-groupe additif de R, .
Si de plus limy g+ ||T (t)—1|| = 0, alors T s’appelle un semi-groupe continu uniformément.

Définition 1.3.2 On dit qu’un opérateur linéaire A est l'opérateur générateur de T si

Az = lim T(p)z—T(s)z
50+ 1(t) —s

, v € D(A), (1.14)

ot le domaine D (A) de A est l'ensemble de tout x € X pour lequel la limite ci-dessus

existe uniformément en t.

La référence [43] donne plus de détails sur les propriétés d'un Cy semi-groupe T et son

générateur A.
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1.4 Quelques inégalités importantes

Dans cette section, nous donnons un petit rappel de quelques classes de fonctions ainsi

que des inégalités utiles dans cette étude.

Définition 1.4.1 ([29]) Soit g une fonction continue positive et croissante définie sur R,

g est dite de classe S, si elle vérifie

1
—g(z) < g(z) pour tout x > 0 et a > 1.
a a

Définition 1.4.2 ([29]) Soit g une fonction continue et positive sur Ry, g est dite de

classe T, si elle vérifie

1 T
—g(x) > g(=) pour tout x >0 et a > 1.
a a

Lemme 1.4.1 ([46]) Supposons a > 0, p > q > 0 et p # 0, nous avons

ar < L5 + P93
p p

pour tout k > 0.

Lemme 1.4.2 ([7]) Soient b et f deux fonctions continues sur I = |a, §] et soit v une

fonction différentiable sur I. Si les inégalités
U'(t) < b(Hut) + f(t), tel
v(a) < wo,

sont satisfaites, alors

t t

v(t) < wvpexp /b(s)ds —l—/tf(s) exp /b(T)dT ds, tel.

« S

Lemme 1.4.3 ([15]) (Comparaison)

On suppose que x,b € C,q, a € RT. Si
2 () <a(t)x(t)+b(t), t>ty, t €T

Alors,
t
p() S wlto)ea(tito) + [ cutio (9)b(s) st =10, tET

to

17



1.5. E’quatjon différentielle a retard

Lemme 1.4.4 ([11]) Soit p une fonction positive et rd-continue, nous avons les inégalités

t t
1+ /p(T)AT <ey(t,tg) < exp /p(T)AT , pour tout t € Ty .

to to

ot Tf = {t, to € T, t > to}.

Lemme 1.4.5 ([11]) Supposons quety € T. SiU, §, 9 € C.q(T,R;) et § est une fonction
delta-différentiable sur T avec 6°(t) > 0. Si U satisfait

¢
U(t) < o(t) +/ J(s)U(s)As, t € T
to
alors, nous avons

U(t) < o(to)eg(t, to) + /t 6% (s)eg(t,o(s))As, teT"

to
Lemme 1.4.6 ([15]) (Inégalité de Hélder)

Soient a,b € T et f,g: [a,b] — R deuz fonctions rd-continues, nous avons

1
q

[ iswaenacs [ [ \f(t)\”Atr IRCRYS

011p>1etq:pll.

1.5 Equation différentielle a retard

Définition 1.5.1 Une équation différentielle a retard (EDR) est une équation différentielle
ot la variable d’état apparait avec un argument retardé, autrement dit lorsque [’état a un
instant donné est une fonction de son passé. Cela peut s’exprimer comme suit :

!

u (t) = f(t7u(t)>u(t - T))? u(t) € Rv
ot le retard = > 0 est constant.

Exemple 1.5.1 ([27]) Considérons l’évolution d’une population animale ne tenant compte
que de la natalité et de la mortalité naturelle. En supposant que la mortalité est instan-
tanée dans la population, par rapport a l’échelle de temps considérée (typiquement, la se-

maine ou le mois), la description de l’évolution de cette population nécessite de connaitre
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le nombre d’individus a linstant t, que 'on peut noter N(t), mais également le nombre
d’indwidus a linstant t — 7, ou T est la durée de gestation moyenne de la population.

On peut alors écrire l’équation linéaire a retard discret suivante :

%N(t) — _aN() +bN(t—7),t > 0,

N(t) = ®(t),t e [-T,0],

ot a et b sont respectivement les taux de mortalité et de naissance de la population et

une condition initiale, définie sur l'intervalle [—7,0].
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CHAPITRE

Inégalités intégrales de type
Gronwall-Bellman-Bihari

aretard

Diverses inégalités intégrales ont joué un role important dans le développement de la
théorie des équations intégrales et plus généralement dans la théorie des équations différentielles
ordinaires, au point de vue existence et unicité des solutions et de la stabilité des points
d’équilibres. Les inégalités intégrales qui sont appliquées fréquemment dans la littérature,
sont les célebres inégalités de Gronwall-Bellman [9]. Leur premiére généralisation non
linéaire due au Bihari [14]. Des généralisations et des applications de l'inégalité de
Gronwall-Bellman ont été obtenues par de nombreux auteurs ([2], [8], [18], [29], [33], [35],

[36], [48], [56]).

Nous commencons ce chapitre en citant quelques inégalités intégrales linéaires clas-
siques de type Gronwall-Bellman en une dimension. Nous donnons par la suite quelques
généralisations de ces inégalités intervenant dans les équations différentielles ordinaires et

a retard.

Nous concluons ensuite ce chapitre par donner des nouvelles généralisations des inégalités

intégrales de type Gronwall-Bellman a retard, illustrées par deux applications. Les nou-
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2.1. Quelques céleébres inégalités intégrales unidimensionnelles

veaux résultats obtenus ont été soumis pour une éventuelle publication dans une revue

internationale.

2.1 Quelques célebres inégalités intégrales unidimen-
sionnelles

En 1919, Gronwall, a établi une remarquable inégalité suscitant ’attention de plusieurs

mathématiciens, dont ’énoncé est le suivant :

Lemme 2.1.1 ([39]) Soit v une fonction continue sur I = [o,ac+ h| et a et b sont deuz
constantes positives. Si l'inégalité

0§u(t)§/[bu(s)+a]ds, tel,

«
est vérifiée, alors

0 <wu(t) <ahexp(bh), t € 1.

En 1943, Bellman a démontré une inégalité similaire dans le cas, ou b est une fonction
dépendante de la variablet et elle porte le nom d’inégalité de type Gronwall-Bellman. Ce

résultat a été repris dans le théoreme suivant :

Théoreme 2.1.1 ([9]) Soient u et g deuz fonctions continues et positives sur I = [, ff]

et ¢ une constante positive. Si l'inégalité

t

u(t) <c+ /g(s)u(s)ds, tel,

[0}

est vérifie, alors
t

u(t) < cexp(/ g(s)ds), t € 1.

«

En 1956, Bihari a prouvé une inégalité encore plus générale que celle de Gronwall-

Bellman, dont l'intitulé est:
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2.1. Quelques céleébres inégalités intégrales unidimensionnelles

Théoreme 2.1.2 ([14]) Soient u, f deux fonctions continues positives sur Ry, w une
fonction croissante et continue sur Ry, vérifiant w(zx) > 0 pour tout = > 0 et ¢ une

constante positive. Si linégalité
t
ut) <+ [ Fls)utuls)is
to
est satisfaite pour tout t > 0, alors
t
u(t) <G G(e) + /f(s)ds pour tout 0 <t <T,
to

ou G est solution de l’équation intégrale suivante

t

1
G(t):/wds, t > tg > 0.

to

t
G~ est la fonction inverse de G, T est choisi de telle sorte que {G(C) + ff(s)ds} €
to

Dom G~ pour tout 0 <t <T.

Nous présentons maintenant une des inégalités la plus utile dans le développement de

la théorie des équations différentielles. Cette derniere est prouvé par Ou-lang en 1957.

Théoreme 2.1.3 ([71]) Soient u et g deux fonctions continues et positives sur R, et soit

ug une constante positive, si [ inégalité

t
u'(t) < ud+ 2/ g(s)u(s)ds,
0
est satisfaite, alors

u(t) < ug+ /g(s)ds.

Remarque 2.1.1 L’inégalité de Ou-Iang (1957) a été utilisée pour établir la bornitude
des solutions de certaines équations différentielles de second ordre, elle a permis d’exploiter
les propriétés des solutions des différents types d’équations différentielles non linéaires

telles que l’existence globale, l'unicité, la stabilité.
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2.1. Quelques céleébres inégalités intégrales unidimensionnelles

En 1958, Bellman généralisa son propre Théoreme 2.1.1 comme suit :

Théoréme 2.1.4 ([10]) Soient u et g deux fonctions continues et positives sur I = [a, (]

et soit n une fonction continue, positive et croissante définie sur I. Si linégalité

t

u(t) < n(t) + /g(s)u(s)ds, tel,

o

est satisfaite, alors
¢

u(t) < n(t) exp(/ g(s)ds), te€l.

En 1967, Chu and Metcalf ont établi une variante de 'inégalité de Gronwall-Bellman

dans le cas ou la fonction g dépendra du parametre ¢ ( i.e., g(s) = k(t, s)), dont 1’énoncé

est le suivant :

Théoreme 2.1.5 ([26]) Soient u et f deuz fonctions continues et positives sur I = [, f3]
et k(t,s) une fonction continue et positive sur le triangle A : o < s <t < 3. Si l'inégalité

t

u(t) < f(t) + /k(t, s)u(s)ds, t €1,

«

alors,

u(t) < f(t)+/H(t,s)f(s)ds, tel,

o0

H(t,s) =Y ki(t,s), (t,s) €A,

est le noyau résolvant.

En 1969, Gollwitzer prouva une inégalité encore plus générale que celle de Bellman

donnée par le théoreme suivant :

Théoreme 2.1.6 ([38]) Soient u, f,g et h des fonctions continues et positives sur I =

[, B]. Si Uinégalité
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2.1. Quelques céleébres inégalités intégrales unidimensionnelles

t

mwSJuw+mw/ﬁ@m@wateL

est vérifiée, alors

t t

ut) <50+ 9(0) [ s exp [ hrla(rrar)ds, e

« «

Gyori a, en 1971, établi une variante de Théoréme 2.1.2.

Théoréme 2.1.7 ([40]) Soient u et B deux fonctions continues et positives sur I = [ty, 00)
et soient f,g et a des fonctions différentiables avec f positive, g positive et croissante et

« positive et décroissante. Supposons que
t
ult) < 50+ alt) [ 5)glus)ds
to

Si

f(t) {g(;(t)) - 1} <0, surl,

pour toute fonction continue et positive 1, alors

t

ut) < G GU%»+/M@M$+f@Ms,

to
ou G est solution de l’équation intégrale suivante

t

1
Gt:/—ds; t>ty > 0.
() ; g(S) 0

G~ est la fonction inverse de G et {G(f(to)) + ft [a(s)B(s) + f'(s)] ds} € Dom G

to

En 1987, Norbury et Stuart ont établi une autre variante du Théoreme 2.1.5.

Théoréme 2.1.8 ([54])Soient u(t) et k(t,s) définies comme dans le Théoréme 2.1.5

sachant que k(t, s) est croissante par rapport a t pour tout s € I.
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i) Si l'inégalité
t
u(t) <c+ /k(t, s)u(s)ds, t eI

est satisfaite pour toute constante ¢ > 0, alors
t

u(t) < cexp /k:(t, syds |, tel.

[0}

i) Soit n une fonction continue, positive et croissante sur I. Si

u(t) < n(t) + /k(t, s)u(s)ds, te I

«Q

est satisfaite, alors

t

u(t) < n(t)exp /k’(t,s)ds ,tel.

(67

Dans la section suivante, nous allons présenter quelques généralisations apparues dans
les revues mathématiques[2,17,35,34,56]. Ces généralisations sont utilisées comme un
outil tres important dans I’étude de certaines nouvelles classes d’équations intégrales et
différentielles.

Nous énoncons ces résultats, sans démonstrations.

2.2 Quelques Généralisations des inégalités de type
Gronwall-Bellman

Pachpatte [56] a établi plusieurs généralisations de I'inégalité de Ou-lang, donnée par le

Théoreme 2.1.3. Nous citons les plus célebres.

Théoréme 2.2.1 ([56]) Soit u,a,b, g, h des fonctions continues, positives et définies sur
R,. §i l'inégalité
t

uP(t) < a(t) + b(t) / [g(s)uP(s) + h(s)u(s)]ds, t € Ry,
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2.2. Quelques Généralisations des inégalités de type Gronwall-Bellman

est satisfaite pour p > 1 alors,

w(t) < {alt) +o() / (o(s)als) + ) [ 22 + 222]

t

X exp /b(a) [g(a) + %} do | ds

s

Théoréme 2.2.2 ([56]) On suppose que les hypothéses du Théoréme 2.2.1 sont vérifiées.
Soit ¢ une fonction continue, croissante et positive sur Ry, si l'inégalité

t

() < (1) + bl1) / [9()uP(s) + h(s)u(s)] ds.

0

est satisfaite alors,

a(t) < e(t) 41+ b() / (9(s) + h(s)els)"

t

X exp /b(a) [g(a) + @] do | ds

s

Boukerrioua et Guezane-Lakoud [17] ont généralisé le Théoreme 2.2.2, dont ’énoncé est

ci-dessous

Théoréme 2.2.3 ([17]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.2 et supposons que la fonc-
P

r

tion est croissante, si l'inégalité

t

() < alt) + b(e) [ la(s)u"() + b ()] d,

est satisfaite, alors

3
£
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2.2. Quelques Généralisations des inégalités de type Gronwall-Bellman

dans le cas 0 < r < p < q et pour tout t < (3 ou

p,q,”

-1

ﬁpgﬂ’::sup t 65E£+ u/nb (S))(G(S)‘+'g)% ds S;l
0

Dans tous ce qui suit, nous désignons par C'(R,, R, ) ’ensemble de toutes les fonctions
continues sur R, et par C*(R,,R,) I'ensemble des fonctions continiiment dérivables sur
R,.

El-Owaidy [35] a introduit les théorémes suivants:

Théoreme 2.2.4 ([35]) Soientu, g, f € C(Ry,R,). Sil'inégalité
s p
) < uo+/f w22 )—l—/g()\)uq()\)d)\ ds, Vt € R,
0

est satisfaite ou ug >0 et 0 <p <1,0<q <1, sont des constantes. Nous avons

<u0—i—/f s)exp | p(2 — p/f YdA | ds, Yt € Ry,
o
t s 2]
k) = |0 (1= q) [gle (<0 -0@-p) [F0ar)das| L veR.
0 0

Théoréme 2.2.5 ([35]) Soit u une fonction positive, continue et a valeurs dans R, g,

feCR,,Ry) et n une fonction positive, monotone, croissante et continue sur Ry Si

s p

t —l—/f(s) u(s)—i—/g()\)u()\)d)\ ds, Vt € R,

est satisfaite, ou p est une constante telle que p € (0,1). Alors

S

ult) < n(t) |1+ / F(8)ko(s)n® V(s exp | p(1 - p) / (VAN | ds| | Vi€ R,

0
avec

(7]
g(\)d\ds . VieR,.

=
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2.2. Quelques Généralisations des inégalités de type Gronwall-Bellman

Nous nous sommes intéressés a étudier certaines inégalités intégrales non linéaires a
retard en changeant ’argument non retardé ¢t par 'argument «(t) qui exprime le retard.

Le théoreme suivant est étroitement lié a ce type des inégalités intégrales.

Théoréme 2.2.6 (Lipovan [49]) Soient u, f € C([to, T),R), a € C*([to, T), [to,T)) des
fonctions positives avec «ft) < t sur [to,T) et soit ug une constante positive, alors

['inégalité

implique que

a(t)
u(t) < ugexp / f(s)ds |, to<t<T.

a(to)

Récemment, de nombreux nouveaux résultats sur les inégalités non linéaires a retard
peuvent étre trouvés. Nous référons entre autres le lecteur a [1 — 4,23, 34, 49, 60, 63, 66 —
70].

Abdeldaim a élaboré des généralisations des deux théoremes d’El-Owaidy (2.2.4 et 2.2.5).

Théoréme 2.2.7 ([2]) Soient u, g, f € C(R,,Ry) et a € CYR,,R,) une fonction crois-

sante avec o(t) <t sur R,. Si linégalité
a(t) s D
u(t) < up+ (s) {u(zp)(s) +/ g(A)u(N) d)\} ds, Yt € Ry,
0 0

ot q,ug > 0 et 0 < p <1 sontdes constantes.
A: 8i 0<q<1 alors

u(t) < uo + / " f(er(a(5)) exp (p<2 ) / S f(A)dA) ds, ¥t € R,

[a2]

a(t) — [ug”><“> - [ " gt exp (—(1 —oe-n [ s f<A>dA) ds]
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2.2. Quelques Généralisations des inégalités de type Gronwall-Bellman

B: Siq>1 alors

u(t) < ug + uf>P / " f(hafa(5)) exp (p<2 ~p) / S f(A)dA) ds, Vt € R.,

o

() = [1 — (g — 1ul P / " g(s) exp ((2 —p)(g—1) / S f(A)dA) ds] ,

pour toutt € R, et

a(t) s
1—(q— 1)u[()2p)(q1)/ g(s) exp <(2 —p)(g— 1)/ f()\)d)\) ds >0, Vt € Ry.
0 0
Théoreme 2.2.8 ([2]) Soient uuguf S C(R+,R+), et n,a € 01<R+7R+) avec n(t) >

L,a(0) =0, et at) <t sur Ry. Silinégalité

a(t)

u(t) < n(t) + i f(s) {u(s) + /Osg(/\)u(k)d/\rds, vVt e Ry,

est satisfaite avec p € [0,1). Alors, nous avons

) <nit)+ [ " k(0 () F(s) exp (p / ngcu) ds, Vt € R,,

ot

P
(1-p)

t s
fa(t) = a0+ (1= ) [ W) + @ G)staNexp (<= p) [ air)as
0 0
Un autre résultat prouvé par Abdeldaim est le suivant :

Théoreme 2.2.9 ([2]) Soient u, f? h € C(R-HR—F) et n,a € Cl(R—HR-I-) avec n(t) > 17
a(0) =0et at) <t, Vt € Ry. Sil'inégalité
t a(t)
uP(t) < n(t) —i—/ f(s)uP(s)ds —i—/ h(s)ul(s)ds, Vt € Ry,
0 0

est satisfaite, ou p > q > 0 sont des constantes. Alors, nous avons

) < ttyesp (3 [ F)as) v e e,
0

Ralt) = [np1<o> o (' (s)h(als)) exp (—m A f<A>dA) ds} o

pour tout t € R, avec p; = ’%.
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2.3. Nouvelles généralisations

2.3 Nouvelles généralisations

2.3.1 Inégalités a retard de type Gronwall-Bellman-Bihari

L’objectif principal de ce chapitre est d’établir des nouvelles inégalités intégrales non
linéaires a retard qui peuvent étre utilisées comme outils pratiques pour étudier le com-
portement qualitatif de certaines équations différentielles et intégrales a retard.

Dans cette partie, nous allons énoncer et prouver quelques nouvelles inégalités intégrales
non linéaires a retard de type Gronwall-Bellman-Bihari, qui sont des généralisations des

résultats obtenus par El-Owaidy [34, 35] et Abdeldaim [2].

Théoréme 2.3.1 Supposons que u, g,h,n € C(R,,R,) telle que n est une fonction crois-
sante. Soit « € C(Ry,R,) une fonction croissante, vérifiant a(t) <t et a(0) = 0. Soit
w : Ry — R une fonction différentiable croissante sur |0, 0o| telle que sa dérivée premiére

est continue et décroissante sur |0, 00[. Si l'inégalité

t a(t)
uP(t) < n(t) +/0 g(s)uP(s)ds +/0 h(s)w(ul(s))ds, (2.1)

est satisfaite, oup > q > 0etp # 0. Alors

ul(t) < [n(t) + /0 " By(s) exp ( / th(T)dT> ds} ;, Vt € R, (2.2)

Py(t) = g(t)n(t) +qoi(t)h(a(t))w (%kq;p:zit) + %ki); 03
Qi) = g(t) + 27" o/ (D h(a())w (26T n(t) + k7 )

pour tout t € R,..

Preuve. Définissons la fonction z(t) par:

a(t)

z(t)z/o g(s)uP (s) ds+/h(s)w(uq(s))ds, (2.4)

0

ainsi, nous avons
1

u(t) < [n(t) + 2(1)]7 , 2(0) = 0. (2.5)
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2.3. Nouvelles généralisations

Dérivons z(t) par rapport a ¢, et utilisons I'inégalité (2.5), nous obtenons
2(t) < g(®)(n(t) + 2() + o (Oh(alt)w (n(t) + (1)) (2.6)
Appliquons le Lemme 1.4.1 a cette derniere, nous trouvons
Z(t) < g(t)(nt) + 2(t) + o () h(a(t))w (gk%"m(t) 4 2(t)) + %k%) , (2.7)

par une simple application du Théoreme de la valeur moyenne a la fonction w, nous

aurons, pour tout x; > y; > 0, il existe ¢ € | y1, z1] tel que,
w(z1) —wy) = w'(c)(z1 —y1) < w'(y1)(z1 — y).
L’inégalité (2.7) peut étre réécrite sous la forme suivante:

J(1) < g)nlt) +2(1) + o' (Oh(a(t) [w (L' n(t) + E1kE)

q

a-r , a-p _ 9
+ 45w (gk : n(t)+1%k;p> z(t)} :

ainsi, nous avons

RS2

Z(t) < gt)n(t)+ o/ (t)h(a(t))w <%k‘%n(t) + 5k ) (2.8)
(1) [g(t) + 9k"7 o () h(alt))u! (gk%n(t) + p=af, )] .

p

RSBl

L’inégalité (2.8) peut étre exprimée de la maniére suivante :
Z'(t) < Pu(t) + Qu(t)z(1),

ou Pi(.) et Q1(.) sont données par (2.3).

Faisons appel au Lemme 1.4.2, I'inégalité ci-dessus donne

A(t) < /O " Py(s) exp < / t Ql(T)dT) ds, Vi el (2.9)

Utilisons (2.5), nous obtenons I’ inégalité désirée (2.2).

Remarque 2.3.1 Sinous prenons, w(t) = t, alors l'inégalité (2.1) donnée par le Théoréme

2.3.1 a été discutée par Abdeldaim dans le Théoréme 2.2.9.
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2.3. Nouvelles généralisations

Corollaire 2.3.1 Sous les mémes hypothéses du théoréme précédent. Si l'inégalité
t a(t)
uP(t) < n(t) —|—/ g(s)uP(s)ds +/ h(s)arctan(u?(s))ds,
0 0
est satisfaite, oup > q >0 et p#£ 0. Alors
t t :
u) < [n0)+ [ reew ([ @) as|”
0 s
o1,

Pi(t) = g(t)n(t) + o (t)h(a(t) arctan <gk?n(t)+1%k%),

pour tout t € R

Théoréme 2.3.2 Supposons que u, g,h,n € C(R,,R,) telle que n est une fonction crois-
sante. Soit o € CY(R,R,) une fonction croissante, vérifiant a(t) < t et a(0) = 0.
Soient wy, wy : Ry — R, deux fonctions différentiables croissantes sur |0, 00| telles que

leurs dérivées premieres sur |0, 00| sont continues et décroissantes. Si l'inégalité
t a(t)
uP(t) < n(t) +/ g(s)wq(uP(s))ds +/ h(s)wa(ul(s))ds, Vt € Ry, (2.10)
0 0
est satisfaite, sachant quep # 0 etp > q > 0. Alors

ul(t) < ln(t) + /Ot Py(s) exp (/t Q2(T>d7> ds} ’1’, Vi € R, (2.11)

o

pour tout t € R

Preuve. Définissons la fonction z(t) par:
. a(t)
2(t) = / g(s)wy(uP (s))ds + / h(s)wa(u?(s))ds, (2.13)
0

0
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2.3. Nouvelles généralisations

alors, nous avons
1

u(t) < [n(t) + 2(t)]7, 2(0) = 0. (2.14)
et
Z(t) < g)wi(u? (1)) + o' (E)h(a(t))wa (u?(t)).
Utilisons l'inégalité (2.14) et appliquons par la suite le Lemme 1.4.1, nous trouvons

Z(t) < g(t)wi (n(t) + () + o/ (O)h(alt) Jws (qk 7 (n(t) + 2(t)) +’%k%).

Par une simple application du Théoreme de la valeur moyenne aux fonctions wy et wo,

nous obtenons

() < 9(0)[wr (0(8) + o} (m(0)=(0)] + (Db(a2) -
x [wn (46T n(t) + 085 ) + 40°F wf (46T n(t) + B2 ) 2(1)],
0 % om0+ M) (367 )+ 55 216

p
+2() [g(t)w’l(n(t)) + 455"/ () h(a(t))w) (ngn(t) + z%k%ﬂ ,
on peut rééerire l'inégalité (2.16) sous la forme:
() < Pa(t) + Qa(t)(t),

ou Py(.) et Q2(.) sont données par (2.12). Faisant appel au Lemme 1.4.2, I'inégalité ci-

dessus implique une estimation de z(t) comme suit :

2(t) < /Ot Py(s) exp (/t ngdT) ds VteR,. (2.17)

Utilisons I'inégalité (2.14), nous obtenons 'inégalité requise (2.11). Ce qui acheve la

preuve.

Théoréme 2.3.3 Supposons que u, g,h,n € C(R,,R,) telle que n est une fonction crois-
sante. Soit v € C' (R, R..) une fonction croissante, vérifiant ot) <t et a(0) = 0. Etant

donné wy,wy : Ry— Ry deuzx fonctions différentiables et croissantes sur |0, 00| telles

33



2.3. Nouvelles généralisations

que leurs dérivées premieres sont des fonctions continues et décroissantes sur |0, 00[. Si

["inégalité
t a(t)
uP(t) < n(t) —1—/0 g(s)wy(ui(s))ds +/0 h(s)wy(u"(s))ds, Vt € R,. (2.18)

est satisfaite, oup #0, p>q>0et p>r >0. Alors

u(t) < {n(t) + /0 " Py(s) exp ( / t QS(TW) ds} L, vt € RS, (2.19)

ot
Py(t) = g(t)un (ﬂ/ﬁn(t) + %k%) + o/ (O h(a(t)ws (gk?pn(t) + f%k%) ,
Qa(t) = "7 g(t)uy (gk%n(t) + ’%kﬂ) + 2k () h(a(t)) (gk%n@s) + ’%Iﬁ) ,

pour tout t € R
Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoreme 2.3.2.

Remarque 2.3.2 Si nous prenons wy(t) =t et wy(t) =t, ¢ = p, alors l'inégalité (2.18)

donnée par le Théoréme 2.3.3 a été étudiée par Abdeldaim dans le Théoréme 2.2.9.

Corollaire 2.3.2 Supposons que toutes les conditions du Théoréme 2.3.3 sont vérifiées.

Si l'inégalité
t a(t)
uP(t) < n(t) + / g(s)arctan(ul(s))ds —{—/ h(s)log(1+ u"(s))ds, Vt € R,.
0 0
est satisfaite, oup#0,p>q>0et p>1r > 0. Alors
t t :
u(t) < [n(t) +/ Ps(s)exp (/ Qg(T)dT) ds] , Vt e Ry,
0 s
ou

P3(t) = g(t)arctan <%k‘q

“n(t) + ) + o/ (Dh(a(t) log (1+ £k n(t) + k7 )

Qs(t) = k7 g(t) 5+ Lk 7 o/ (Hh(a(t)

p

1
+ (%qun(t) + ’%k%)

pour toutt € R, .
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2.3. Nouvelles généralisations

Théoreme 2.3.4 Supposons que u, g,h,n € C(R,,R,) telle que n est une fonction crois-

sante. Soit « € C*(R,, R, ) une fonction croissante, vérifiant a(t) <t et a(0) = 0.Soient

L,M e C(R%,R,) satisfaisant
0<L(t,z)=L(ty) <M(ty)(z—y), pourt eRy etz >y >0,
St linégalité
t a(t)
w(t) <ult)+ [ gors)ds + [ h(s)Ls, (s,
0 0
est satisfaite, oup # 0, p > q > 0. Alors

o)< [+ [ Py ([ @utrie) o ven..

K ol () h(a(t) M <a(t), TR (t) + %k%) ,

o (O h(a(t)L (a(t), 9k T n(t) + %k%) ,

O
N
—~
~+~
~—
I
S
—~
~+
~—
Q
—~
~+
~—
-

pour tout t € R,..

Preuve. Définissons la fonction z(¢) comme suit
. a(t)
2(t) :/ g(s)uP (s)ds + / h(s)L(s,u’(s))ds,
0

0

ce qui entraine,

3=

u(t) <[n(t) + 2 ()]

Dérivons z (t), par rapport a t et utilisons I'inégalité (2.25), nous obtenons

(1) < g(t)(n(t) + = (1)) + o (Dh((t) £ (alt), (n(t) + 2 (1)) ).

Appliquons le Lemme 1.4.1 & cette derniere, nous trouvons

(1) < g(t)(n(t) + = (1)) + & (Oh(a()L (alt), 2" (n(t) + = (1)) + 285 ).
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2.3. Nouvelles généralisations

Alinsi,
(1) < n(t)gt) + o (Oh(at)L (a(t), 9T n(t) + f%k%) (2.29)
+ [g(t) + 45 o/ (Dh(a(t) M (a(t), 9% n(t) + ’%’k%)] 2(1).

Faisons appel au Lemme 1.4.2; 'inégalité (2.29) donne une estimation de z(¢) de la forme

suivante :
t ¢
2(t) < / Py(s) exp </ Q4(T)d7') ds, Yt e Ry, (2.30)
0 s
ou Py(.) et Q4(.) sont données par (2.23). Le résultat souhaité découle des deux inégalité

(2.25) et (2.30). =

Remarque 2.3.3 Pour L(t,x) = xz, linégalité (2.21) dans le Théoréme 2.3.4 a été
étudiée par Abdeldaim dans le Théoreme 2.2.9.

Théoréme 2.3.5 Soient u, f,g € C(R_,R,) et a € CY(R,,R,) une fonction croissante
avec at) <t, a(0)=0et L,M € C (Ri,]&r) satisfaisant

Ogﬁ(t,x)—ﬁ(t,y) SM(t,y)(Qf—y>, pOUTtERJr 6t$2y207
Si linégalité,
p

u(t) <wug+ /Oa(t) f(s) {u@p) (s) + /Osg (1) L(1,u? (7)) dT} ds, (2.31)

est satisfaite, ou 0 <p <1,0<q<1. Alors

w(t) < up + /0 " ()60 (a7 (5)) ex <p 2-p) /0 Py () dT) ds, (2.32)

Ps(t) = f(t)+ 75k g (6) M (¢, (1—q) k7),

t
Qs (1) = [ + [ g (1) £ (1, (1= g) k) exp (= (2 = p) Jy Py (r) dr) ds]
(2.33)

pour tout t € R
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Preuve. Définissons la fonction z(t) par

p

)=+ [ " [uw 0+ G Lt () dr|

donc

2 (0) = g

et
u(t) < z(t). (2.34)

Dérivons z (t), par rapport a t et utilisons I'inégalité (2.34), nous trouvons

p

Zt) <d (1) f(a(t) [2(2p) () + /Oa(t)g(é’)ﬁ(&zq (s))ds| (2.35)
Posons v (t) = 227P) (¢) + foa(t) g(s) L (s,27(s)) ds, ainsi, nous avons v (0) = uF ™ et
() < o' (1) £ (o (1) " (1), (2.36)
comme p<1=2—p>1et 2P (t) < w(t), nous obtenons
z(t) <w(t). (2.37)
Dérivons v (t) par rapport a t et utilisons les deux inégalités (2.36) et (2.37), nous trouvons

V() < 2=p)d (@) fla®)v(t)+a (@) g(at)L(ad),v (1) (2.38)

Posons ¢ = ™ avec n > m > 0, n # 0 et appliquons le Lemme 1.4.1, nous avons

vi(t) < gk o (t) + (1 — q) kP,

donc

+a/ () g (a(t) [L(a(t),(1—q) k") + gk M (a(t), (1 —q) k") v(t)] .
< ) L(a(t),(1—q)k)
+[2=p)d () f(a () + o' (t) g (a () gk "M (a(t), (1 — q) k)] v(?).

Q\
—~

<+
~—
Q
—~

e
—~
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L’application du Lemme 1.4.2 a I'inégalité ci dessus, nous permet d’obtenir une estimation

de v () comme suit

a(t) q B
0 (1) <eap ((2 S O O R ) kq>>ds)

a(t)
[u((fp) +/0 g(s) L (s, (1= q) k)

cenp (= @) [0+ T 00 M (7 (1= ) )ar ) d

2—p

alors,
a(t)
v” (t) < exp (p (2-p) /0 Ps (s) d8> Qs (1), (2.39)

avec P5(.) et Q5(.) sont données par (2.33).
La substitution de (2.39) dans (2.36) entraine

a(t)
Z(t) < o () f (e (t) Qs (t) exp (p (2- p)/o Ps (s) d8> :
Par conséquent,

2 () <o + / " F5) @ (a7 () ep <p 2-7) / A7) df) ds.

Le résultat voulu découle de | inégalité ci-dessus et I'inégalité (2.34). La preuve est ainsi

achevée. m

Remarque 2.3.4 Si L (t,x) = x, alors l'inégalité (2.31) donnée par le Théoréme 2.3.5 a
été discutée par Abdeldaim dans le [Théoréme 2.2.7 (A)].

Remarque 2.3.5 Notons que si L (t,z) =z et a(t) = t, l'inégalité (2.31) donnée par le

Théoreme 2.3.5 a été aussi discutée par El-Owaidy dans le Théoréme 2.2.4.

Théoréme 2.3.6 Soientu,g,h € C(R,,Ry) et « € C'(Ry,R) une fonction croissante
avec a (0) =0, a(t) <t et

a(t) a(t) a(s) p
u(t) < u0+/0 g (s)u? (s) ds+/0 g (s) L (s,u(s)) [uQ_p (s) +/0 h (M) w(N) dA] ds,
(2:40)
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ot ug>0,0<p<1,0<q<1sont des constantes et L, M € C' (Ri,]&r) satisfaisant
OSL(t,.%)—L(t,y) < M(tvy)(x_y)7 pOUT‘tERJr €t$2y20,

CLZOT’S, nous avons

a(t)
u(t) < K(t) expf / b(s)}ds, (2.41)
V() = pkr g (s) (1+ ZKT7M (5, (1= g) k1) 07 (a7 (5)))
K(t) =uo+ [7"[g(s) <1 - p) K 4 L (s, (1— q) k) 67 (™ (s)) (2.42)
x exp(— [ (r)dr)ds]
0() = ea:p{fo s) ds} 9.43
Q C — foa(t) Ps (s (exp{fo Qe (T dT}) ( )
et
Ps(t)=(2—p) gk g (t) M (t,(1 —q)k?), (2.44)
Qo (t) =2 —p)g(){1+L(E1—q) k) +h (1),
avec foa(t) s) (exp{ [; Qe (T) d7}) ds < C.

Preuve. Définissons la fonction z(t) par

p

at) aft) o(s)
z(t) = uO—l-/O g (s)u® (s) ds—l—/o g (s) L (s,u?(s)) [qu (s) +/O h(A)u(N) d)\] ds,

alors nous avons z (0) = uy et

w(t) < z(1). (2.45)

Dérivons z (t), par rapport a t et utilisons (2.45), nous obtenons
o(t) p
Z(t) <a (1) g(a(t) 2 (t)+a’ (1) g (a(t) Lalt),=(t)) [22_” (2) +/0 h(s)z(s) dé‘] :
(2.46)

Posons ¢ = ™ avec n > m > 0, n # 0, ce qui donne

La(t), 27 (1) < La(t),(1—q) k") +qk™ M (a(t),(1—q)k")2(t),
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donc
() < o' ()g(a(t) ")+ (t)g(a(t)
X [L(a(t), (1—q) k) +qk" M (a(t), (1 —q) k%) 2 (t)] x vP(t), (2.47)
ol "
v(t) =227 (t) + /0 h(s)z(s)ds, v(0)=ul ™ v(t) >0, (2.48)
2(t) <22 () <w(t). (2.49)

Dérivons v (t) par rapport a ¢, ensuite utilisons les inégalités (2.47) et (2.49), nous trouvons
V() <@2=p)d/ () gla®)? (®)v ")+ (2—p)ad (t)g(a(t)
x [La(t),(1—q) k") +qk" M (a(t), (1 —q) k") v (t)] " (t) v (1)
+o (t)h(a(t))v(t)
=2-pa@)gla®)vt)+2-p)a(t)g(at))v(
X [L(a(t), (1= q) k) + gk M (e (t) , (1 = ) k) v ()] + o' (£) h(a (t)) v ()
=[2-p)d (#)gla(®) T+ La®),(1—-q)k))+a
+(2—p)a/ () g(a )k M(a(t), (1 —q) k)] v* ().
Posons
Alt) = 2-=p)d ({t)gla®)gk™ M (a(t),(1-q) k),
pt) = 2=p)a(H)g(a(®)A+La(t),(1—q)k")+a (t)h(a(t)),

par la suite, nous avons
V() S AR () +B{H)v (L),
v V() S A +B (1) v (1),
posons v~! (t) = y (t), ainsi nous obtenons

—y(t) < A{t)+B(H)y(t),

y(t) = = (v ().
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Utilisons le Lemme 1.4.2, nous trouvons

y(t)

>

P eap( / B(s)ds} — / S)exp{— / B(r)dr}ds
a(t)

0O e [T (=g )1+ L0 (=) K0} 1 (5) ds)
(2 p) g / Mt)g(s)M(s,(l—q) )

X exp{— /a(t L4 L (7, (1= g) K9} + h(r))dr}ds
exp{— / [(2=p)g(s) 1+ L(s, (1_q>kq))+h(s)]ds}[ug@*m_
o a—gm

X eajp{/ [(2=p)g(r)(14+ L(7,(1 —q)k?)) + h(7)] dT}d8:| ,

par conséquent,

y () > exp (— Oa(t)czﬁm ){uo“) /Oa(t)&(s)exp( /USQade) ds}, (251)

ou Fg(.) et Qg(.) sont données par (2.44).

—(2—-p)
Poas AL CICIR LT
exp{fo s)ds}
donc,
U(t) < _(2_p) efp{fo dS}
— (e:vp{fo Qo () dr}) ds
Prenons uo =C et

/Oa(t) Ps (s (e:cp{/ Qs (T dT}> ds < C,

nous obtenons facilement v(t) < 6 (t),ou 6 (¢) est donnée par (2.43).

(2—p) gk

(2.52)

Utilisons I'inégalité (2.47), et prenons p = ’;1— avec n* > m* > 0, n* # 0, nous aboutirons

a

() < o ()g(a®)[(1—p)k +L(a(t), (1—q) k)0 (1)

+a/ (t) g (a (1) {ph" ™ + gk "M (e (1), (1 — q) k) 0" (1) }2 (1) -
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Appliquons une autre fois, le Lemme 1.4.2 sur cette derniere, nous pouvons donner une

estimation de z (t) comme suit :

a(t)
) < eap] / ) (P + kT M (s, (1 — q) K9) 6 (™ (s))) ds}

X

m/ o) [P+ £(5, (1~ 0 (a7 5)]

X exp{— / (pk?~' + gk "M (7, (1 — q) k7)) 07 (o' (7)) d7}ds]|

I'inégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :

a(t)
2 () < K(t) exp /0 () }ds, (2.53)

ou k(.) et ¢(.) sont données par (2.42). L’inégalité (2.41) souhaitée découle des deux
inégalités (2.45) et (2.53). Ce qui acheve la preuve. m

Théoreme 2.3.7 Supposons que u, g,h,n € C(R,,R,) telle que n est une fonction crois-
sante. Soit « € C'(Ry,Ry) une fonction croissante, vérifiant a(t) <t et a(0) =0. Soit
® une fonction croissante de classe T (voir Définition 1.4.2 page 17) telle que @1 (I) C I

et 1 > 1. Sil'inégalité suivante

t a(t)
O(uP(t)) < nP(t) +/0 g(s)uP(s)ds —{—/0 h(s)ui(s)ds, VteR,, (2.54)

est satisfaite, oup > q > 0. Alors

hSAS)

u(t) < [max(np(t),l) ! <W1(W(1)+/Ot (s)ds + (qk; + Ak
(2.55)

avec

9
Mol s e Dom(W™1),

aP~4(s)

t L . a(
W(1 +/gsds+ 455 4 gy /
() + [ gts)ds + (3 ) |
t “p . a(t) N
Wt W(1)+/ g(s)ds+(gkp+f%kp>/ Fsds | € Dom(®7),
0 0

ou W est une fonction définie par W (t fo T
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Preuve. Posons a”(t) = max(n®(t),1). Ainsi I'inégalité (2.54) peut étre réécrite sous

la forme suivante:

t a(t)
‘DS;IES)) <1 +/ agp((sg)up(s)ds +/ (Z(fg)uq(s)ds, vVt e Ry. (2.56)
0 0
Prenons
u(t)
t) = —= . 2.57
SORF (2.57)
Comme la fonction ® est de classe 7, nous aurons
t a(t)
P(=P(t) <1 +/ g(s)zP(s)ds +/ a,,’l(jgs)zq(s)ds, Vi € R,. (2.58)
0 0
Définissons une fonction auxiliaire v(t) par
t a(t)
v(t) =1 +/ g(s)2P(s)ds +/ Mﬁ(—;zs)zq(s)ds, (2.59)
0 0

utilisons l'inégalité-ci dessus (2.59) et les propriétés de la fonction ®, nous obtenons

1
2(t) < [@7H(v(t))]? et v(0) =1 (2.60)
Substituons l'inégalité (2.60) dans I'inégalité (2.59), nous aurons
t a(t) q
v(t) <1 +/ g(s)® (v(s))ds +/ aph_(fgs) (@ (v(s))] " ds. (2.61)
0 0

Dérivons la fonction v (t) par rapport a t et appliquons le Lemme 1.4.1, nous trouvons

p

V(1) < 9@ (1)) + o (1) el 1k @ (0(t)) + 115 )

p

ainsi

v h(a 9-p g, 4
D < g(t) + o (1) el (gk > 4 %/@ , (2.62)

Intégrons 'inégalité (2.62) de 0 a t, nous obtenons

t =P q a(t)
W (v(t)) < W(v(0)) +/ g(s)ds + (ng - Z%k)/ s ds,
0 0

donc

t v . a(t)
o(t) < W (W(l) +/ g(s)ds + (%kT + pp%qk;ﬁ) / %ds) : (2.63)
0 0

Le résultat désiré (2.55) découle des inégalités (2.63), (2.60) et (2.57). La preuve est donc

achevée. m
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Théoréme 2.3.8 Soient u,g, f € C(R,,Ry) et a € CY(R,,Ry) une fonction croissante
avec a(t) <t, a(0) =0, L,m: Ry x Ry — R, deux fonctions continues et ¢ : Ry — R

une fonction continue et strictement croissante vérifiant

et
0<L(t,z)— Lty <mt,y)o ' (x —vy), pourt € Ryetw >y >0, (2.64)

ot ¢~ est la fonction inverse de ¢ satisfaisant & la condition suivante
¢~ (zy) < ¢~ (2)97 (y). (2.65)
Si Uinégalité
t a(t)
W (1) < n(t) + ¢ ( [a@ceweedss [ ne L <s>>ds), (2.66)
0 0

est satisfaite, oup > q > 0. Alors
1&&5§Qﬂﬂ+¢[/ E@ymp</1Qﬁﬂ&)d%)p,VteR% (2.67)
0 s

Pi(t) = L(t,n(t)g(t) + o/ (t) b (a )( Qkpn)+%%ﬂ,
Q(t) Ig(t)m(tan(t))er(a() L () + k)T (2R,

pour toutt € R, .

avec

(2.68)

Preuve. Soit z (t) = fotg (s) L(s,uP(s))ds + foa(t) h(s) L (s,u?(s))ds, donc nous au-
rons z (0) =0 et

3 =

u(t) <[n(t) +o(z @) . (2.69)

Dérivons z (t), par rapport a t, ensuite utilisons I'inégalité (2.69), ceci entraine

(1) < gL (Ln() + 6(= (1) + o’ (D) hla (1) £ (o (t), (n(t) + 6= (D)7 ), (270)

utilisons (2.64) et le Lemme 1.4.1, nous obtenons

) < g(t) [£ (6 () +m(tn()s™ (6 ()]
o () h(a )£ (o), LT () + 6= (1) + 2525 ), (271)
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ainsi,

x £ (at), 2" n(t) + =257

+m <a (), Sk n(t) + f%k%) ¢! (gk?op(z (t))} , (2.72)
ensuite utilisons (2.65), nous aurons
Z(t) < L(t,n@)gt)+a (t)h(a(t)) L (a (1), %k%n(t) + %k%) (2.73)

Appliquons en dernier lieu, le Lemme 1.4.2, nous aurons 'estimation de z(t) suivante:

2(t) < /0 t Pu(s) exp < / t Q7(7)d7) ds, Vt € Ry, (2.74)

ou P;(.) et @7(.) sont données par (2.68).
Une fois utiliser 'inégalité (2.69), nous allons aboutir au résultat voulu (2.67). Ce qui

acheve la preuve. m

2.3.2 Applications

Nous allons présenter quelques exemples pour étudier certaines propriétés de solutions

des équations différentielles et intégrales non linéaires a retard.

Exemple 2.3.1 Considérons l’équation différentielle a retard suivante :

du H(t,u(a(t))(, i((t,u(a(t)))), vtel, (2.75)
u(0) = wo,

ou K € C(Ry x R, R), H € C(R%,R), et up est une constante positive.

Proposition 2.3.1 Supposons que les fonctions H et K dans (2.75) satisfaisont les con-

ditions suivantes :

[K (¢, u(a(t)] < gla(t) L, [u(at))]), (2.76)
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[H (¢, u(a(t)), K(t,u(a(t))))] < fla(t)) { |u®P( |+/ | K (7, u(a )IdT] ,
(2.77)
ouu, f,q,a, L, p et q sont définies dans le Théoreme 2.3.5.

Si u(t) est une solution de (2.75), alors

a(t) s s
lu(t)| < |uol +/0 %f (ofl (s)) exp (p (2 — p)/o P* (1) dT) ds, (2.78)

a1(s

ou, pour tout t € R,

P) = ol + gk 2 M (o) (1), (1 ) )

& (1) = [ g f““ L (a7 (1), (1 — ) k) eap (— (2 - p) J§ P* (7) dr) dsr.

Preuve. Intégrons chaque membre de ’équation (2.75) de 0 & ¢, nous obtenons
t
u(t) = ug —|—/ H(s,u(a(s)), K(t,u(a(s))))ds. (2.79)
0

Les inégalités (2.76) et (2.77) nous permet de réécrire (2.79) comme suit

p

|<|uo|+/ fla { =P (o |+/OS (a(7)) L(r, |uq(a(7'))|)d7} ds.

Posons le changement de variable suivant: y = a(s) = s = a~'(y) et dy = o/(s)ds =

_ dy
s = -y

onapour s=0=y=a(0)=0et pour s =t =y = «ft), ainsi

a(t) o4
u(t)] < ol + / % [ P ()] + /

ou encore,

w@l <+ [ =2 e+ [ gar) L ta)ar| ds.
) @ i(9) :

Posons maintenant le changement de variable suivant y = a(7) = 7 = a }(y) et dy =

-1

) p
g(e(7)) L(, qu(&(f))l)dT] dy,

o (r)dr = dr = W, onapour 7=0=y=a0)=0et pour 7 =a!(s) = y=
a(a™1(s)) = s, alors

a(t) 5 s g
0 < fubt [ s | )+ [ ) e ) s | s
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en outre,

a(t) s s T P
ol <l + [ A0 e+ [ e | as
(2.80)

Une application convenable du Théoréme 2.3.5 a I'inégalité (2.80), nous donne immédiatement

(2.78). =

Exemple 2.3.2 Considérons [’équation intégrale a retard suivante

t a(t)
u(t) = n(t) +/O G(s,u(s))ds + i H(s,u(s))ds, (2.81)

ouu,n € C(Ry,R,),a € CY(R,,R,) sont des fonctions croissantes et G,H € C(I x
IR).

Proposition 2.3.2 Supposons que les fonctions G et H dans (2.81) satisfaisant les con-

ditions suivantes :

| G(s,uls) = G(s,u(s))] < g(s) luls) —uls)|,

(2.82)
[H (s, u(s)) — H(s, u(s))| < h(s)w(|u(s) —u(s)]),

ot g,h,w sont définies dans le Théoréme 2.3.1, w(0) = 0 et u(t) est solution de (2.81),

alors l’équation (2.81) posséde au plus une solution.

Preuve. Soient u(t) et u(t) deux solutions de (2.81), alors

u(t) — () = /0 Gls,u(s)) — G(s,T(s)) ds

a(t)
+ /0 H(s,u(s)) — H(s,u(s)) ds | (2.83)

utilisons (2.82), nous aurons
t a(t)
u(t) — u(t)] < / Gs,u(s)) — G(s,(s))] ds + / (H(s,u(s) — H(s,u(s))| ds
t a(t)
< [ —a@lds + [ auue - aehds (28

Appliquons le Théoreme 2.3.1 (pour p = ¢ = 1) a l'inégalité ci-dessus, nous obtenons
que |u(t) —u(t)] <0, ce qui donne: u(t) = u(t), pour tout ¢ € Ry, i.e. 'équation (2.81)

admet une unique solution sur R,. m
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CHAPITRE

Raffinements de quelques
inégalités intégrales de

type (Gamidov

Ce chapitre est consacré entierement aux inégalités de type Gamidov. Ce type des
inégalités a été d’abord initié par Gamidov [37] en 1969, pour étudier les problemes aux
limites relatifs aux équations différentielles d’ordre supérieur. Par la suite, de nombreux
chercheurs ont établi des inégalités plus générales, plus fines que celles de Gamidov [37];
parmi ces chercheurs, on peut citer par exemple, Bainov, Pachpatte, Kendre et Latpate.
En outre, leurs résultats sont considérés comme des outils fondamentaux pour I’étude du
comportement qualitatif des solutions de certaines classes d’équations intégrales. Pour
plus de détails, le lecteur pourra consulter [7,21,22,47, 55,58 — 60].

Dans la premiere section, nous rappelons les célebres inégalités de type Gamidov et
dans la deuxieme section, nous nous contenterons de présenter certaines généralisations
apparues ces dernieres années.

Quant a la derniere section, nous allons établir de nouvelles inégalités de type Gamidov
sur une échelle de temps quelconque qui sont illustrées par des exemples. Les résultats

obtenus ont fait ’objet de la publication :
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K. Boukerrioua, I. Meziri and T. Chiheb, Some refinements of certain
Gamidov integral inequalities on time scales and applications. Kragujevac

Journal of Mathematics. Vol 42, No. 1 (2018), 131-152.

3.1 Quelques célebres inégalités de type Gamidov

Dans cette premiere partie, nous énoncerons les inégalités de type Gamidov.
En 1969 Gamidov [37] a prouvé les inégalités suivantes afin de les appliquer dans ’étude
de certains problemes de valeurs aux limites.

Dans tous ce qui suit, nous désignerons par J lintervalle [«, [].

Corollaire 3.1.1 ([37]) Soient u, f, g,, g,, hi (1 =1,2,........... n) des fonctions positives,

continues et définies sur J. Si

n

u(t) < f() +9,(t) / hy(s)uls)ds + g,(0) > e / ha(s)u(s)ds,

t =1 Jh

ol
a=1t1 <ty < ... <t,=p etc; sont des constantes,
avec
n t; S s
e [ o) a6 40 [ 1) () x e ([ o (001 (0)da ) ar | as <1
i=2 t1 t1 T

alors, nous avons

u(t) < p,(t) + Mp,(t),

o

p (0= 10+) [ 15 o0 [ ooh (o) ds

t1

p0) =00+ 0.0) [ 0o ([ 000010 ) s,

t1
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Théoreme 3.1.1 ([37]) Soient u et k des fonctions positives continue sur J, et soient
O0<p<l,a;>0,ay>0, et ag >0 des constantes. Supposons que

t B

u(t) <ap+ (12/ k(s)uP(s)ds + CL3/ k(s)uP(s)ds, t € J,

« e}

alm“s, nous aurons
1
t q
u(t) < (xg +a2q/ k(s)ds) , teJ,

o, q=1—p et xg est ['unique racine positive de [’équation

q B
{a2+a3$_a1a2} —xq—agq/ k(s)ds = 0.

a3 as

En 1989, Leela et Martynyuk [52] ont établi une nouvelle inégalité de type Gamidov,

dont 1’énoncé est le suivant :

Théoreme 3.1.2 ([52]) Soient m,v € C (R4, Ry),T >ty > 0. Si l'inégalité

m(t) < mf(to) —i—/ v(s)m(s)ds —|—/ v(s)m(s)ds, Vitog<t<T,

to to

exp (/:v(s)ds> <2,

= expnzzg)m)ds) exp ([ vionas).

est satisfaite, et

alors, nous obtenons

En 1992, Bainov et Simeonov [7] ont démontré une variante du Théoreme 3.1.2. Ce

résultat est le suivant:

Théoreme 3.1.3 ([7]) Soient u,b, et ¢ des fonctions continues sur J telles que bet ¢ sont

positives sur J. Admettons que
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ou a est une constante et si

q:/jC(s)eXp (/:b(f)m) ds < 1.
liqexp </atb(s)ds), tel.

Dans [57], Pachpatte a établi une version plus générale de 'inégalité de Gamidov.

alors,

u(t) <

Dans 1’énoncé suivant, nous notons par A = {(¢,s) € J*: a < s <t < 3}

Théoréme 3.1.4 ([57]) Soient u € C (J,Ry), a,b € C(A,R,) telles que a et b sont des

fonctions croissantes en t, pour chaque s € J et supposons que

B

u(t) §c—|—/ a(t,s)u(s)ds—i—/ b(t, s)u(s)ds,

pour tout t € J, ou ¢ > 0 est une constante. Si la condition

pt) = /j b(t, s) exp </:a(s,0)da) ds < 1,

est satisfaite, alors nous avons

u(t) € —5—exp (/ata(t,s)ds), vt e J.

1—p(t)

3.2 Quelques généralisations

Nous allons exposer sans démonstrations, quelques variantes et généralisations obtenues
sur les inégalités présentées dans la section précédente. Pour plus de détails, nous pouvons

consulter [7,47,58, 59].

Théoréme 3.2.1 ([59]) Soient u, a, b, ¢, f, g € C(J,R,).
(Hy) Soit a une fonction continument différentiable sur J telle que a'(t) > 0 et

t B

u(t) < a(t) —|—/ b(s)u(s)ds +/ c(s)u(s)ds, Vt e J,

« e}

P = /j c(s) exp </: b(a)da) ds < 1,
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u(t) < M exp ( /a t b(s)ds) + /a " (5) exp ( / t b(o—)da) ds,
M= - _1p1 [a(a) + /a " s) /a (7 exp ( / S b(a)da) df)ds] |

(Hy) Supposons que

alors

ot

B

u(t) < a(t) + b(t)/ f(s)u(s)ds + c(t)/ g(s)u(s)ds, Yt e J,

et st nous avons

B
D, :/ g(8)ka(s)ds < 1,

alors
U(t) S kl(t) + Mgk‘g(t), YVt € J,
ka(t) = a(t) - b(t) [ F()a(r) exp ( [ @ b(a)da) dr,
ka(t) = e(t) + (1) [ f(r)elr) exp ( [ @ b(a)da) dr,
et 5
M, = 1 —1p / g(s)k1(s)ds.

(Hj3) Sotent h(t,s) et sa dérivée partielle % des fonctions positives et continues pour
a<s<t<f etsilinégalité

t B

u(t) < a(t) +/ h(t,s)u(s)ds—i—/ c(s)u(s)ds,

[} «

est satisfaite pour tout t € J, de plus si

sz/jc(s)exp (/:B*(a)da) ds < 1.

alors,

u(t) < a(t) + M exp </; B* (o) da) + /at A*(s) exp (/t B* (o) da) ds , Vte J,
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o

A*(t) = h(t, t)a(t) + %h(t, s)a(s)ds
B*(t) = h(t,t) + /t %h(t, s)ds,

«

My = - _1P3 /j o(s) [a(s) + /a A% (7) exp (/ B* (o) da) df} ds.

Remarque 3.2.1 L’inégalité établi dans (Hy, Théoréme 3.2.1) est une variante de l’inégalité

et

donnée par Bainov et Simeonov dans le (Théoréme 3.1.3), tandis que l’inégalité établi en

(Hsy) est une variante de l'inégalité donnée par Gamidov dans le Corollaire 3.1.1.

Kendre et Latpate [47] ont développé I'inégalité prouvée par Pachpatte dans (Théoreme 3.2.1, (H;))

en démontrant les résultats suivants:

Théoréeme 3.2.2 ([47]) Soient u, f, g, ¢, € C(J,Ry) et p > q > 0,p # 0 sont des
constantes.
St linégalité

t B
uP(t) < c(t) +/ f(s)uq(s)ds—l—/ g(s)uP(s)ds,

5 ]
P = / 9(s) exp (/ nlf(a)da> ds < 1,
(IZOTS, nous avons

cla) + faﬁ 9(s) (L[ (7) + naf (7)) exp ([ n1f(0)do) dr) ds
L=

x exp ( ; mf(s)ds> f ¢(5) + maf(s)] exp ( / "t (o) da) ds

S

est satisfaite, et

uP(t) <

o

RSl

k>0,n1:§k% et ng=E4kp.

Théoréme 3.2.3 ([47])Soient u, f, g, h € C(J,Ry) et ¢ > 0 est une constante. Si
I'inégalité

uP(t) < c+/

(e}

t B
(0%

h(s) {uq(s) + /(: flo)u?(o)do +/ g(a)up(a)da} ds, Vte J,

33



3.3. Nouvelles extensions et généralisations

WP(E) < cexp ( /a t nlA(a)da) + /a naB(s) exp < / "mA (o) do—) |

A(t) = h(t) {1 + /at f(o)do + nil jg(a)da] ,

alors

o

t
B(t) = h(t) {1 +/ f(a)da} :
et p, q, n1, ny sont exactement les mémes définies dans le Théoréeme 3.2.2.

Corollaire 3.2.1 ([47]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 3.2.3 sont vérifiées
et soit c(t) > 1 une fonction croissante. Si l'inégalité
t s B
uP(t) < P(t) +/ h(s) [uq(s) +/ flo)u?(s)do +/ g(a)up(a)da} ds, Vt € J,

(e

est satisfaite, alors

t

(1) < (1) exp /a 1 A(o)do + (1) /a 1aB(s) exp ( / t nlA(o)da) |

oup >q > 1, A, B et ny, ny sont exactement les mémes fonctions définies dans les

Théoreme 3.2.3 et 3.2.2 respectivement.

3.3 Nouvelles extensions et généralisations

Dans la présente section, nous examinerons le probleme d’obtentions des résultats plus fins
et des versions plus générales des inégalités représentées dans les deux sections précédentes

sur des échelles de temps arbitraires.

3.3.1 Inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-Gamidov

Avant d’énoncer nos nouvelles généralisations, nous présentons le lemme suivant, vu son

utilité dans nos résultats.
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

Lemme 3.3.1 ([36]) Soient o,b € T, considérons l'intervalle des échelles de temps suiv-
ant |, br. Etant donné r une fonction delta différentiable telle que r : [a, blz— 0, 00|

et 72 > 0 sur [, bk, Définissons maintenant

N(x) :/ncff;), x> xz9 >0,

T
oun € C(Ry,Ry) est une fonction positive et croissante sur ]0,00[. Alors, pour tout

t € [a, blr, nous avons
¢

N(r(t)) < N(r(a)) + / AT,

[0}

Nos principaux résultats sont établis dans les théoréemes suivants.
Pour plus de commodité, nous supposons que p # 0, p, ¢, r sont des constantes réelles

telles que 0 < g, r <p et a,be T.

Lemme 3.3.2 Soient u, m, l et n € Cyq(jo,b]p,Ry), 00, b€ T. Si

u(t) < m(t) + Z(t)/n(s)u(s)As, (3.1)

alors
l(t)/n(s)m(s)As
() +—

u(t) <m - :

(3.2)

pourt € |a, b}%, a condition que

/n(s)l(s)As <1 (3.3)

Preuve. Posons
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

De toute évidence, k est une constante. Il résulte de (3.1) que
u(t) < mf(t) +U1(t)k. (3.4)

Multiplions les deux c6tés de I'inégalité (3.4) par n(t), puis intégrons le résultat obtenu

de a a b, nous aurons

/ n(s)u(s)As < / n(s)m(s)As + k / n(s)i(s)As.

o
Il est facile de constater que

b b

k< /n(s)m(s)As + k:/n(s)l(s)As, (3.5)

(03 [0
et donc, I'inégalité (3.5) implique I'estimation suivante

b b

1= [neis)as | k< [nlsmisas

« «

utilisons l'inégalité (3.3), l'inégalité précédente devient

Par conséquent, 'inégalité souhaitée (3.2) découle des deux inégalités (3.6) et (3.4). La

preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 3.3.1 Supposons que u, ¢, g € Crq ([, bl ,Ry), et ™ > 0. Si f est définie
comme dans le Théoréme 1.1.7 telle que f (t,s) >0 et f2(t,s) > 0 pourt,s € [, bly avec

s <t. Alors

w(t) <clt)+ [ftst(s)ds+ [glsr(s)s.
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implique

B =

P(t) = %' {f(a(t),tH / A, )As |

Q) = A1)+ 5tk [f(a(t)7t)+/fA(t,8)As ,

et

¢ b
m(t) = cla)ep(t, o) + /Q(s)ep(t,a (s))As + ’%k;ep(t,a)/g(s)As

a condition que
b

;—)kzrpp/g(s)ep (s,a) As < 1.

«

Preuve. Définissons une fonction z(t) par

2(t) = c(t) + /f(t, s)ul(s)As + /g(s)ur(s)As,

alors

I~
—~
~+
N—
IA
N
B =
—~
~
SN—

et

IA
O

>

=
+

o7

(3.8)

(3.10)
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Utilisons le Lemme 1.4.1 (voir pagel7) pour tout k£ > 0, nous obtenons facilement

t
AW <O+ (o). + [ )T 2(0) + B,
I'inégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :
() < P(6)(8) +Q(1), ¢ € oy, (3.11)

ou P et ) sont données par (3.8).

Utilisons le Lemme 1.4.3 (voir pagel7) et I'inégalité (3.11) nous aurons

2(t) < z(a)ep(t,a) + /Q(s)ep(t,a(s))As, t e [a,bk.

La combinaison de 'inégalité ci-dessus avec 'inégalité (3.10) peut entrainer

b

+(t) < e(@)ep(t ) + / Q(s)ep(t, o (5))As + ep(t, ) / 9(s)25 () As. (3.12)

Appliquons le Lemme 1.4.1 a l'inégalité (3.12), nous obtenons

b

2(t) < cla)ep(t,a) + /Q(s)ep(t, o (s))As + ep(t, a)/g(s)(fKT;pz(s) + %K%)As.

67

De plus, I'inégalité ci-dessus peut étre reformulée de la maniére suivante :

z(t) < mf(t) + %k?ep(t,a)/g(oz, s)z(s)As,

ou m est donnée par (3.9).
Appliquons le Lemme 3.3.1 et en utilisant I'inégalité (3.10), on obtient l'inégalité voulue

(3.7). Ce qui acheve la preuve. m

Remarque 3.3.1 Si nous prenons T = R, p = q = r = 1, l"inégalité donnée dans le

Théoréme 3.3.1 se réduira a linégalité donnée dans [Théoréme 3.2.1, (Hs)]| .
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

Théoreme 3.3.2 Supposons que u, h, g € Crq (o, b, Ry), et ¢ > 0 une constante. Si
f est définie comme dans le Théoréme 1.1.7 telle que f (t,s) > 0 et f2(t,s) > 0 pour

t,s € [, blp avec s <t. Alors

t s b
uP(t) < c+ /h(s) ui(s) + /f(s,T)uq(T)AT + /g(T)UT(T)AT As,
implique )
t I(s) f%(r)m(ﬂm) ’
u(t) < |c h(s) | m(s B As| 3.13
W< ler [ <)<()+1—fjg(r)l(7)Ar (313)
pourt € |a, b}%, a condition que
/ g(Ml(1)AT < 1,
a=p . R '
m(t) = (LK e+ EAKy + ’%K?/ g(T)AT)ep(t, ) + /Q(T)ep(t,a(T))AT, (3.14)
et -
P(t) = 4K 7 h(t) + f(o(t),t) + [} fA(t,7)AT, (3.15)
Q(t) = BUKr (f(o(t),t) + [ fA(t,m)AT).
Preuve. Définissons une fonction z(t) par
2(t) = c+ /h(s) {uq(s) + /f(s,T)uq(T)AT + /g(T)u’"(T)AT As,
alors
z(a) = ¢
u(t) < 2 (t), (3.16)
et , ,
22(t) = h(t) [uq(t) + /f(t,T)uq(T)AT + /g(T)uT(T)AT (3.17)
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

Substituons (3.16) dans (3.17), ce qui entraine

b
q q

A < h(t) |2 ( /ftr a2 AT+/g( )27 (A (3.18)

[0}

Utilisons le Lemme 1.4.1 pour tout £ > 0, nous obtenons facilement

A1) < k() <qu;pz(t)+quKg) /ftr (g o) + UK )A

alors,
_ b —
v(a) = %KTz(t) + I%K% + /g(T) (%K "oz(r) + p;TK;) AT. (3.19)
I1 est facile d’observer que
KT () <o), ZA) < h(t)(t), (3.20)

et que la fonction v(t) est croissante pour t € [q, b]qkr. Ainsi, une simple application du

Théoréme 1.1.7 (voir page 11), donne le résultat suivant

9—p

vA(t) < gK TR+ flo (b)) (gK”z(t)w%KZ) (3.21)

Il résulte de ces deux inegahtes (3.21) et (3.20) que

vA(t) < (%Kqﬁph(t) + f(o(t),t) + th(t,T>AT) v(t)

i
=
ST
=
)
—~
=
~
S—
+
(g
>
=
\]
S—
>
-

+&

p
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

en outre, I'inégalité ci-dessus peut étre réécrite sous la forme suivante
v (t) < P(to(t) + Q(1), (3.22)

ou P et ) sont définies par (3.15).
Faisons appel au Lemme 1.4.3, 'inégalité (3.22) donne une estimation de v(t) de la forme

suivante

v(t) < v(a)ep(t,a) + /Q(T)ep(t,a (T)AT, te€[a,bk.

Utilisons (3.19), nous obtenons

r—p

bgm (gK " (1) + ’%K;> Ar))

v(t) < <%Kpc+1%Kg+/

«

xep(t,a) + /Q(T)ep(t,a(r))AT.

Utilisons (3.20), nous obtenons

Par conséquent,

t
r—q

—i—/Q(T)ep(t,a(T))AT +IK "

[0}

a=p . R
v(t) < <%K g c+I%KP+’%KP/ g(T)AT) ep(t,a)
b
ep(t,a)/ g(T)v(T)AT,

alors, 'inégalité ci-dessus peut étre reformulée comme suit :

o(t) < mt) + 1) / g(P)o(r)AT, (3.23)
I(t) = &K " ep(t,a),

et m(t) est donnée par (3.14).
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Appliquons le Lemme 3.3.1 et en utilisant I'inégalité (3.23), nous obtenons

(1) [, g(r)m(r) AT
1-— fsg(T)l(T)AT

v(t) <mf(t) +

Donc, de I'inégalité (3.20), il résulte que

A1) < () (m(t) PRIONN (T)m(”m) |

1— folj g(T)l(T)AT

L’intégration des deux cotés de la derniere inégalité de v a t, donne

t I(s) fig(T)m(T)AT )
2(t) < c—i—/a h(s) (m(s) + - foljg(T)l(T)AT ) As, (3.24)

I'inégalité désirée (3.13) découle des deux inégalités (3.24) et (3.16). m

Remarque 3.3.2 Pour T =R, r =p, f(t,s) = f(t), le Théoréme 3.3.2 sera semblable

au Théoréeme 3.2.3.

Corollaire 3.3.1 Supposons que toutes les hypothéses du Théoreme 3.3.2 sont vérifiées.
Soit 1 < ¢(t) une fonction croissante. Alors l'inégalité

t

uP(t) < P(t) + /h(s) ul(s) + /f(S,T)uq(T)AT + /g(T)uT(T)AT As, (3.25)

[0}

implique

u(t) < e(t)

pour t € [a,b}%, ol
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et
= g % o t A T T
PO) = 2K b+ Flo(t).0) + / A T)AT,

e PR
v = K <t),t>+/af (t.7)AT),

a condition que
b
/ g(T)l(T)AT < 1.

Preuve. Etant donné ¢(t) une fonction croissante telle que 1 < ¢(t), nous pouvons

donc reformuler I'inégalité (3.25) sous la forme suivante

W) = (%>p§ 1+ / h(s) |wis) + / F(s, 7w (r)AT + / o(F) (AT | As.

t b

e} «

(3.27)
Appliquons le Théoreme 3.3.2 sur cette derniere, nous en déduisons 'inégalité souhaitée

(3.26). m

Remarque 3.3.3 Pour T =R, r = p, f(t,s) = f(t), le Corollaire 3.3.1 est équivalent

au Corollaire 3.2.1.

3.3.2 Inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-Bihari-

Gamidov

Cette partie est dédiée a quelques résultats supplémentaires substantiels qui sont, des

extensions des résultats précédents.

Théoreme 3.3.3 Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 3.3.1 sont vérifiées.

Soit S : |« b]qkr x Ry— R, est une fonction rd-continue satisfaisant

0 < S(t,x) — S(t,y) < R(t,y)(z —y),

(3.28)
S2(t,0) >0, RA(t,0) >0,

pourt € [a, bk et x>y >0, ot R : o, bl x Rp—> R est une fonction rd-continue.

Alors

uP(t) < c(t) + /f(t,T)S(T,uq(T))AT + /g(T)S(T,UT(T))AT, (3.29)
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implique

B =

pour t € [a,b}%, ol

et

P(t) = 1K 7 R(t,=4K?)f(o(t),t) + / 9K 7 R(r, LK) fA(t T) AT,

Qt) = A1) + f(o(t), )S(t LK) /fAtT r 1) AT

Preuve. Définissons une fonction z(¢) par

/f (t,7)S(T,ui(T AT—I—/bg( )S(T,u"(7))AT,

alors,

et
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En utilisant la premiere condition de (3.28) et en appliquant le Lemme 1.4.1, il s’ensuit

que, pour tout K >0

S(tu'(t) < S(t,2v(1))
r % —r =
< S(t,];K 2(t) + LK)
< KT OR(LETKY)X(t) + S(t, LK)

En se servant des inégalités (3.35) et (3.37), nous obtenons
b
z(a) < ela) + /g(T) [ LK " R(T, I%K%)z(T) +S(r,=r K5 | A

La A-dérivation de (3.34), entraine

M) = A0 + Flolt), HS(Eull(t /ftT (v u (7)) Ar,

ainsi, utilisons 'inégalité (3.37), nous trouvons

At) < A1)+ fo(t), 1) [%K " R(t, UK ) x(t) + S(t, qug)]

Nous pouvons réécrire 'inégalité (3.40) sous la forme suivante

22(t) < P(H)z(t) + Q(1),

ou P(t) and Q(t) sont données par (3.34).
Faisons appel au Lemme 1.4.3; I'inégalité (3.41) devient

2(t) < 2(a)ep(t,a) + / Q(r)ep(t,o(r))Ar,

utilisons (3.38), nous obtenons

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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Alors I'inégalité (3.43) peut étre reformulée comme suit

b
2(t) <m (8) + 1(t) / g(r)R(7, =LK 7)2() AT, (3.44)
ou [(t),m(t) sont données par (3.31) et (3.32).
Utilisons le Lemme 3.3.1, 'inégalité (3.44) devient
b
0 / g(r)R(r, =2 K ym(r) AT
2(t) < m(t) + — . (3.45)

- /g(T)R(T, LK) (r) A

«

La combinaison de l'inégalité ci-dessus avec l'inégalité (3.36), entraine (3.30). Ce qui

acheve la preuve. m

Remarque 3.3.4 Si T =R, S(t,u(t)) = u(t), f(t,s) = f(t),p=qgq=r=1etc(t)=c
(une constante), l'inégalité donnée dans le Théoréme 3.3.3 se réduit a l'inégalité donnée
dans [57, Lemme BS] et si on prend r = p, f(t,s) = f(t), le Théoréme 3.3.3 se réduit au
Théoréme 3.2.2.

Théoreme 3.3.4 Supposons que toutes les conditions du Théoréme 3.3.2 sont satisfaites.
Si1 S est définie comme dans le Théoréme 3.3.3, alors l'inégalité

t b

uP(t) < ¢ +/h(s) S(s,ul(s /fST (1, u?(rT A7'+/g T))AT| As,
(3.46)
implique
( [ b i X
R(r, =LK )g(r)
" l(s)/R(T—KP)m(T)AT
u(t) << c+ /h(s) m(s) + —— Asp (3.47)
o 1_ /R(TvppTKp)g(T)l(T)AT
R(T,%KP)
\ L «a . Y,
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pour tout t € |a, b]%, ol

et

RETKY) (3.49)
t

a condition que

I(r)AT < 1. (3.50)

Preuve. Définissons une fonction z(t) comme suit

t s b
z(t) =c +/h(s) |:S(s,uq(s)) +/f(S,T)S(T,uq(T))AT+/g(T)S(T,UT(T))AT As,
i i i (3.51)
et
22(t) = h(t) |:S(t,uq(t)) + /f(t,T)S(T,uq(T))AT + /g(T)S(T,uT(T))AT (3.52)
Utilisons le Lemme 1.4.1 et I'inégalité (3.37). L’inégalité (3.52) devient
A1) < h(t) {QKTR@, PR a() + St LK)
+/f(t, T)(gK%pR(T, P )2 (r) + S(7, LK R ) Ar
O; r—p
- / g(r)(EK 7 R(7,B2K7)2(r) + S(7, R K7 ) AT (3.53)
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Notons une fonctionv(t) par

o(t) = LK " R, EIKY)2(t) + St BAKY)
t
+/f(t T)EK 7 R(r, =LK 7)z(7) + S(r, 54K v)) Ar
b
+/ (T)(ZK 7 R(r, ="K v)2(1) + S(r, =2 K 7)) Ar (3.54)
Evidemment, v est une fonction delta différentiable et croissante telle que
via) = 2K 7 R(a,ZLK7)c+ S(a, LK)
b —
+/g(T) (fK " R(T, I%Kg)z(T) +S(r, ”;TK;)) AT,
et
SR T R(E LK) 2(t) < olt), (3.55)
par un simple calcul, nous trouvons
Ay " —q 7Ly A B LA, p—q ol NPT
v (t) = ]%K R(a(t),Tqu)z (t)—i—}%K R (t,’%Kp)z(t)—i—S (t,’%Kr))
+f(o(t),1) [QK ! R(t,%Kg)z(t)—i—S(t,’%Kg)}
t —
- / FA@r,T) [ 1K 7 R(r, LK )z(7) + S(7, %Kfi)} Ar. (3.56)
Ceci implique
vA(t) < gK%R(a(t) u[(%)h(t) + RA(t,I%K%> + f(o(t),1)
- o R(t, 1K) ’
/fA Lr)AT| X u(t) + S8 ELK) + £(o(0) S (1 )
/fA (t,7)S(r, LK 7) AT
= P() () +Q(1), (3.57)
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ou P(t) et Q(t) sont données par (3.49).
En suivant les mémes étapes de la démonstration du Théoreme 3.3.2, nous obtenons

I'inégalité désirée (3.47). =

Corollaire 3.3.2 Supposons que toutes les hypothéses du Théoréeme 3.3.2 sont vérifiées.
Soit c(t) € Cra ([, bl ,R%) une fonction croissante telle que S*(t,0)c(t) > S(t,0)c>(t)

et RA(t,0) > 0 sur [o, b)Y, ot S est exactement définie comme dans (3.28). Alors

u(t) < e(t) +/h(3) [S(s,u(s))+/f(s,T)S(T,u(T))AT+/g(7’)S(T,u(T))AT As,
i i i (3.58)
implique .
t UT) [g(T)m(T)AT
u(t) <e(t) 1+ /h(r) m(T) + = As p, (3.59)
a 1— [g(m)i(T)AT
pour t € [a,b}%, ol
b t
m(t) = |R(a,0) + M(a,0) + {g(T)M(T, O)AT] ep(t, a) + {ep(t, o(1))Q(T)AT, (3.60)

l(t) = ep(t7 a),

et

Q(t) = MA(t,0) + f(o(t),t)M(t,0) + [fA(t, 7)M(T,0)AT, o

o , 3.61
P(t) = R(o(t),0)h(t) + 550 + f(o(t).£) + [fA(t,7) AT,
/g(f)z(ﬂm <1
et )
1
M(t,u(t)) = @S(t c(t)u(t))
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Preuve. Etant donné que ¢(t) est croissante. D’aprés Pinégalité (3.58) nous pouvons

t 1 y 1
w(t) < 1 —i—{h(s) @S(S,C(S)w(s))—l-[f(S,T)%S@',C(T)U)(T))AT
y 1
+[g(7’)m5(7', c(T)w(r))AT| As. (3.62)
Soit
M(t,7) = ——S(t, e(t)2).

c(t)

De plus, nous pouvons facilement constater que M (¢, x) satisfait I'inégalité (3.28), telle
que

avec R, (t,y) = R(t,c(t)y(t)). Considérons S2(t,0)c(t) > S(t,0)c2(t) et RA(t,0) > 0 sur
[, b]ffr et appliquons convenablement le Théoreme 3.3.4 pour (p = ¢ = r = ¢ = 1), nous
en déduisons I'inégalité (3.58). m

Dans la suite, nous allons élaborer d’autres nouvelles généralisations de type Bellman-
Bihari, ou les fonctions non linéaires qui apparaissent sur le coté droit appartiennent a

certaines classes de fonctions.

Théoreme 3.3.5 Considérons les fonctionsu, h,g € Cpq ([a, b, Ry) et soit n: Ry— Ry
une fonction continue croissante telle que n(u) > 0 pourw > 0 et N est bien définie dans
le Lemme 3.3.1. Si [ est définie comme dans le Théoréme 1.1.7 telle que f(t,s) >0 et
fA(t,s) > 0 pourt,s € [a, bl avecs <t .

t

u(t) <c+ /h(s) n(u(s)) + /f(S,T)n(u(T))AT+ /g(T)n(u(T))AT As, (3.63)

(e}

s

a

implique
t

u(t) < N"HN(c) + /h(s)(l + /f(s,T)AT + /g(T)AT)As), (3.64)

[0}

S

«
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pourt € |a, b}ffr, avec

N(c) + /h(s)(l + /f(s,T)AT + /g(T)AT)As) € Dom(N™1). (3.65)

Preuve. Posons z(t) le coté droit de 'inégalité (3.63), ainsi nous avons

u(t) < z(t). (3.66)

A Taide des propriétés de la fonction n, on peut obtenir
t

A < bt / £t )n(=(r) AT + / gOm=mar| . 367

I'inégalité (3.67) peut étre reformulée comme suit
t
Z22(t) < h(t /f (t, 7)AT + /g(T)AT) n(z(t)), (3.68)
I'inégalité (3.68) implique
t

h t)(l—f-/tf(t,T)AT—l-/g(T)AT).

«

A1)
(1) =

Intégrons les deux cotés de 'inégalité ci-dessus de a a t et faisons appel au Lemme 3.3.1,

nous pouvons obtenir

t s s

N(z(t)) < N(z(a)) + /h(s)(l + /f(s,T)AT+ /g(T)AT)As,

« o e

donc
t S S

2(t) < N7H(N(c) + /h(s)(l + /f(s,T)AT+ /g(T)AT)AS).

« [} «

Utilisons l'inégalité (3.66), nous obtenons l'inégalité désirée (3.64). =

Corollaire 3.3.3 Supposons que toutes les hypotheses du Théoréme 3.3.5 sont vérifices

et que n=*(]0, +oo[) C 0, +o00], alors l'inégalité

n(u(t)) <c+/ /f S, T)U Ar+/ (Tu(T)AT| As, (3.69)

[0}

71



3.3. Nouvelles extensions et généralisations

implique
t s s

u(t) < n *WHW(e) + /h(s)(l + /f(s,T)AT + /g(T)AT)AS)), (3.70)

pour t € [a,b}%, ol

et

« «

wt (W(c) +/th(s) (1+/sf(8,T)AT+/sg(T)AT) As) € Dom(n™').

e} «

(W<c)+ /t h(s) (1+ / F(s,7)AT + / g(T)m) As) € Dom(W™),

Preuve. Définissons la fonction z(¢) par

2(t) =c+ f(s,)u(T)AT + [ g(T)u(T)AT
o o | f

[0}

As.

L’utilisation des propriétés de la fonction n entraine
u(t) < n7H(=(1)),

alors

2(t) < c+/th(8) { /f $,7) ))AT+/S ()n~(2() AT

«

As.

Une application appropriée du Théoreme 3.3.5, nous mene a déduire 1'inégalité souhaitée

(3.70). m

Corollaire 3.3.4 Si toutes les hypothéses du Théoréeme 3.3.5 sont satisfaites, n est de
classe S (voir définition 1.4.1 page 17) et c(t) € Cpq ([a,b]%,Ri) est une fonction

croissante. Si l'inégalité suivante

u(t)éc(t)+jh [ /fST AT+/S (T)n(u(r)) AT

« o

As, (3.71)
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

est satisfaite pour tout t € [, b]’%, alors

u(t) < max(c(t),1) (Nl (N(l) + /h(s)(l + /f(S,T)AT—l— /g(T)AT)As)) ,

i ’ i (3.72)
(N(l) + /h(s)(l + /f(s,T)AT + /g(T)AT)As) € Dom(N™1).

Preuve. Notons b(t) = max(c(t),1). Alors I'inégalité (3.71) peut étre réécrite sous la

forme suivante

t s
u(t) h(s
—- <1 ))A AT | As.
W< +/bsl /fST AT+ [gon(ulr)ar| As
Soit z(t) = b(t Puisque la fonction n est de classe S, nous aurons
t s
()<1—|—/h [ /fST AT—I—/g()(Z(T)AT As.

- «

Comme n est une fonction croissante et en utilisant le Théoreme 3.3.5, on peut obtenir

I'inégalité désirée (3.72). m

Corollaire 3.3.5 Si toutes les hypothéses du Théoreme 3.3.5 sont satisfaites et n est de
classeT (voir définition 1.4.2 page 17). Si l'inégalité

n(u(t)) < c(t) +/ |: /f S, T)U AT+/g( Yu(T)AT| As, (3.73)
est satisfaite pour tout t € [a, b]T, alors
w(t) < maz(e(t), n (VLW (1) + / h(s)(1+ / F(s,7)AT + / o(T)AT)As)), (3.74)
(W(l)—l—/h(s)(l—i—/f(s,T)AT—i-/g(T)AT)As) € Dom(W™1),
W_l(W(1)+/h(s)(1+/f(s,T)AT+/g(T)A7')AS) € Dom(n™').

73



3.3. Nouvelles extensions et généralisations

Preuve. Désignons b(t) = max(c(t),1). Ainsi I'inégalité (3.74) peut étre reformulée

comme suit

t

nu(t)) H/h s /f 5.7) Ar—i—/g( Nu(r)AT| As. (3.75)

b(s)

[0}

Soit z(t) = % Puisque la fonction n est de classe 7', nous allons avoir

n(z (t))<1—|—/ /fST AT—i—/g()(T)AT As.

[0}

Une application adéquate du Corollaire 3.4.2, conduit a l'inégalité souhaitée (3.74). m

3.3.3 Applications

La derniere partie de cette section est consacrée a illustrer nos principaux et récents
résultats par la présentation de quelques exemples dont 1'objectif principal est d’étudier
et explorer certaines propriétés de solutions des équations dynamiques sur des échelles de

temps.

Exemple 3.3.1 Considérons l’équation intégrale générale, mixte et non linéaire suivante

t

WPt = 2(t) + / F(s, y7(s))As + / G(s,y"())As, (3.76)

pour t € [a,bly, oup > g > 0, p > r > 0, y(t) est une fonction inconnue, x €
Cra (o, b7, R), F, G € Crq ([ov, bl x R, R). Supposons les fonctions x, y, F, G indiquées

dans la formule (3.76) satisfaisant aux conditions suivantes :

| <e(d),
< f(s) Iyl (3.77)
G ( (8))|§g(8)!ylr-

ouc, f,g € Crg([ov,b]7, Ry).
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3.3. Nouvelles extensions et généralisations

Proposition 3.3.1 Admettons que y(t) est la solution unique de [’équation (3.76) et
b

/g(s)l(s)As <1, ainsi nous avons

«

l(t)/g(s)m(s)As
(@) < §m(t) + ——; : (3.78)
1- /g(s)l(s)As

ou m(t) est définie exactement comme dans le Théoréme 3.3.1 et

It = k5"

D P ep(t, ).

Preuve. A partir des équations (3.76) et (3.77), nous obtenons

b

(O < c(t) + / £(5) [y(s)|” As + / 9(s) [y(s)I" As.

«

En faisant appel au Théoreme 3.3.1 et en prenant f(¢,s) = f(t), nous obtenons I’estimation

requise dans (3.78). =
Exemple 3.3.2 Considérons le probleme de valeur initiale suivant :

0 =16 [a) + [ Feomiutnas+ [ oomnlunas]. e e, @9)

ou h(t), f(t,s), g(t) et n(t) sont exactement définies comme dans le Théoreme 3.3.5 et ¢

est une constante.

Proposition 3.3.2 Supposons que y(t) est la solution unique de I’équation (3.79). Alors

u(t) < N"H(N(c) —|—/ h(s)(1+ /3 f(s,7)AT + /sg<T)AT)AS), (3.80)

avec

(N(c) + /ath(s)(l + /: f(s,7)AT + /:g(T)AT)As)> € Dom(N™1).
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Preuve. Si y(t) est I'unique solution de (3.79), alors y(t) peut étre exprimée de la

maniére suivante

s b
y(t) = c + / h(s) |n(y(s)) + / £, 7)n(y(r)AT) + / g(r)n(y(r)Ar | As.

En outre,
t

<kl + |

[0}

) |l + [ s, mnlaDAT) + [a(rmuripar | s

Appliquons le Théoreme 3.3.5, nous trouvons le résultat voulu (3.80). m
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CHAPITRE

Stabilité de quelques
systemes perturbés sur
les échelles de temps par
’approche des inégalités

intégrales

La stabilité est une notion vaste dans le monde des mathématiques, dans cette these notre
étude se focalise sur la h-stabilité des solutions des équations dynamiques perturbées sur
les échelles de temps.

La notion de h-stabilité a été présenté par Pinto [62]. Choi, Koo et Im [24] ont étudié
la h-stabilité des systemes dynamiques non linéaires perturbées a 1’aide du concept de
I'inégalité de type Bihari sur des échelles de temps et les fonctions de Lyapunov. Choi,
Goo et Koo [25] ont étudié la h-stabilité des systemes dynamiques avec la condition de non
regressivité de la matrice de transition. Pour plus de résultats détaillés sur la h-stabilité
aux équations dynamiques linéaires sur des échelles de temps, nous renvoyons le lecteur

aux références (24, 25].

77



4. Stabilité de quelques systémes perturbés sur les échelles de temps par I’approche des
inégalités intégrales

Sachant que lorsque A € BC,4R (T, L (X)), le probleme homogene suivant :
2 (t)=A)x(t), teT, x(ty) = o,
admet 1'unique solution donnée par:
x (t) = ea (t,to) xo.
Aussi, toute solution du probleme perturbé
) =AWz (t)+f(t), teT, x(ty) = xo,
satisfait I’équation intégrale :

z(t)=ea (t,to)a:o—l—/ ea(t,o(s)) f(s)As,

to

ou BC,¢R (T, L (X)) est I'espace des fonctions bornées, régressives et rd-continues de T

dans L (X), o € X et X un espace de Banach. Pour plus de détails, se référer a [41].
Il a été prouvé dans [42] que I’équation homogene

22 (t) = Az (t), t€T, t>tg,
x (to) = 2 € D (A),

(4.1)

a une unique solution donnée par:
[L'(t) :T(t—to)xg, t Z to,

ou A est le générateur d'un Cy semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés {7'(t) : t € T},
I’échelle de temps T C R, est un semi-groupe additif avec la propriété a — b € T, pour
tout a,b € T avec a > b et D(A) est le domaine de A. De plus, de nombreuses car-
actérisations de stabilité de I’équation (4.1) ont été obtenu. Pour plus de détails sur les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un opérateur linéaire A soit le générateur

d’un Cy semi-groupe, voir [43, 61].

Dans ce travail, nous établirons dans un premier temps, l'existence et I'unicité de la
solution des équations dynamiques perturbées de la forme:
2 (t) = Az (t) + f(t), t€T, t>tg,
z(ty) =xo € D(A),

(4.2)
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4.1. Existence et unicité de la solution du probléme a valeur initiale perturbé

ou f € C.q et A est le générateur d’'un C semi-groupe 7', et nous prouverons qu’elle est

donnée par:

x(t):T(t—to)xo—i-/ T(t—o(s)) f(s)As.

to

Ensuite, nous souhaiterons vérifier dans le cadre de stabilité des équations dynamiques,
la h-stabilité de I’équation :

22 (t)=Ax(t)+ f(t,z), t €T, t > to,
l’(to):$0€D<A),

(4.3)

en fonction de la h-stabilité de 1’équation homogene (4.1) et en imposant des conditions
plus générales sur le terme perturbé f ou f € C,4 (T, X) et f(¢,0) = 0.

Dans tous ce qui suit, nous considérons l'opérateur {7'(t) : t € T} C L(X) et son
générateur A, ou ’échelle de temps T C R, est un semi-groupe additif avec la propriété
a—0beT, pour tout a,b € T avec a > b.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiere section, nous établirons les
conditions nécessaires et suffisantes pour que le probleme perturbé (4.2) possede une
unique solution. La seconde section sera consacrée a ’étude de la h-stabilité du probleme
(4.3).

Ces résultats sont soumis pour une éventuelle publication.

4.1 Existence et unicité de la solution du probleme a
valeur initiale perturbé

Dans cette section, nous considérons le probleme perturbé (4.2).
Par le biais du Théoreme 2.4 dans [42], le probleme homogene associé a (4.2) possede une

unique solution donnée par:
x(t) =T (t — tg) xg, pour toute valeur initiale zo € D (A).
Définition 4.1.1 Une fonction x : T — X est une solution classique de (4.2) sur T si

reCl, x(t)e D(A) pourt €T et (4.2) est satisfaite sur T.
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4.1. Existence et unicité de la solution du probléme a valeur initiale perturbé

Proposition 4.1.1 [42] Soit T un Cy semi-groupe généré par A, alors pour tout t,s € T

et x € D (A) nous avons :
o 72(t) = T(t) Az, ou x(t) = T(t)x,
e HA (s)o = —T (t — o (s)) Az, ot H;(s) =T (t — s).

Lemme 4.1.1 Si f € C,q, alors toute solution de (4.2) avec la valeur initiale xy €

D (A), est donnée par:

x(t) =T (t—to) xo +/ T(t—o(s)) f(s)As. (4.5)

to
Preuve. Soit z une solution de (4.2). Alors la fonction ¢ (s) = H;(s)x (s) est

différentiable pour s € Jto, t[y, ot H;(s) =T (t — s) et
6% (s) = Hy (0 (s)) 2™ (s) + Hf (s) 2 (s)
=T(t—o(s)[Ax(s)+ f(s)] =T (t — o (s)) Az (s)
=T (t—0(s)f(s). (4.6)
En intégrant (4.6) de to a ¢, on obtient (4.5). m
Pour toute fonction f € C,4, le membre droit de (4.5) est une fonction rd-continue sur
T. Il est donc naturel de considérer (4.5) comme étant, une solution du probleme (4.2)

méme si elle n’est pas différentiable et elle ne satisfait pas strictement 1’équation dans le

sens de la définition 4.1.1. Toutefois, on définit
Définition 4.1.2 Soit zg € D (A)et f € C,q. La fonction x € C,q est donnée par

x(t)—T(t—to)xo—|—/tT(t—a(s))f(s)As, teT,

to

s’appelle la solution faible (mild) du probleme (4.2) sur T.

On donne maintenant, le critere général de l'existence et 'unicité de la solution du

probleme (4.2).
Théoreme 4.1.1 Soit A est le générateur d’un Cy semi-groupe T, f € C,q et

v(t) = / T(t—o(s)) f(s)As, teT. (4.7)

to
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4.1. Existence et unicité de la solution du probléme a valeur initiale perturbé

En supposant que l'une des conditions suivantes soit satisfaite,
(1) v (t) est rd-continument différentiable sur T.
(17) v(t) € D(A) pourt € T et Av(t) est rd-continue sur T.
Alors le probléeme perturbé (4.2) a une solution unique x sur T pour tout xq € D (A).
Inversement, si (4.2) admet une solution x sur T pour certain xo € D (A), alors v

satisfait les deuz conditions (i) et (ii).

Preuve. Si le probleme (4.2) a une solution = pour certain xzo € D (A), alors cette

solution est donnée par (4.5). Par conséquent,
v(t)=z(t) =T (t — to) o,

est différentiable pour ¢t € T comme étant la différence de deux fonctions différentiables,
ainsi

v2 (1) = 2° (t) — T (t — to) Axp.

Il est évidement que v (t) est rd-continue sur T. Donc (i) est satisfaite.
De méme si zg € D (A), T (t —tg) xo € D (A), d’aprés le (Théoréme 2.2 dans [42]) nous
avons :

AT (t —to) xo =T (t — to) Axg, pour t e T.

et ainsiv(t) =z (t) =T (t —tg) xg € D (A) pour t € T et
Av (t) = Az (t) — AT (t — to) o = 2 (t) — f (t) — T (t — to) Awo,

est rd-continue sur T. Donc (ii) est satisfaite.
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4.1. Existence et unicité de la solution du probléme a valeur initiale perturbé

D’un autre coté, on a, pour h > 0

h—p(t)

T)-T(@(®) , () — ;/tT(H h—o(s))f(s)As

—/T(Hu(t)—U(S))f(S)AS

to

_ m{/t:%T(tJrh—O(s))f(s)AS

t4p(s)

[ a0 - Fo)as

to

t+h
—/t T({t+h—o(s))f(s)As

t+u(t)

T(t+p(t)—o(s))f(s)As

+
—

o(t-+h) —v(t+u(t)) 1 a
= () _h—u(t)/t T({t+h—0o(s)f(s)As
i () f () (4.8)

I est clair que le membre droit de (4.8) atteint la limite (v%) . (t) = f(t) quand h — 0*.
Si v (t) est rd—continument différentiable sur T alors il s’ensuit de (4.8) que v (t) € D (A)

pour t € T, t >ty et
Av (t) = v2(t) — f(1).

Ceci implique que z (t) = T (t — to) xo + v (t) est la solution du probleme perturbé (4.2)
pour xg € D(A). Siv(t) € D(A) et Av(t) est rd-continue sur T, il découle de (4.8)

que v (t) est différentiable & la droite de ¢ et la dérivée a droite (v?) . (t) de v satisfait

(v3) (1) = Av(t) + f (1)

Ainsi, (v®) . (t) est rd-continue, v (¢) est rd—continument différentiable et

v (1) = Av (t) + f ().

Encore une fois, nous obtenons: x (t) =T (t — to) o + v () comme solution du probleme
(4.2) pour xy € D (A).

La preuve est ainsi achevée.
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Remarque 4.1.1 Si T =R, le probleme perturbé (4.2) posséde une unique solution

donnée par:

x (t) :T(t—to)xg—i—/tT(t—s)f(s)ds.

to
Remarque 4.1.2 Si T =7Z,, le probléme perturbé (4.2) posséde une unique solution

donnée par:
t—1

() =T ({t—to)zo+ Y T(t—s)f(s).

s=tp

4.2 Stabilité des solutions du probleme a valeur ini-
tiale perturbé

Dans cette section, on étudie la h-stabilité du probleme perturbé:

22 (t) =Ax(t)+ f(t,z), t € T,t > to,
l’(to) =g € D(A),

CP(f):

en fonction de la h-stabilité du probleme homogene

2 (t) = Ax(t), t €T, t>tg,
z(ty) =o€ D(A),

CP(0) :
ou f € Chq (T, X) avec f(¢,0) =0 et A est le générateur de Cy semi-groupe 7.

4.2.1 Inégalités Intégrales de Gronwall sur les échelles de temps

Dans cette partie, on cite quelques inégalités intégrales dynamiques non linéaires de type

Gronwall aux échelles du temps, qui sont utiles a notre étude.
Lemme 4.2.1 [12] Supposons que to € T, u,p,,a € Crq(T,Ry) et B : Ry — R, est

une fonction croissante différentiable sur R telle que sa dérivée premiére [3'est continue

et décroissante sur Ry. Si u satisfait

ult) < () + (0) / a(s)B(u(s)As, t € Tf,

to
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

alors on obtient

) < 6l0) + 00 [ a@ie)er [ aFempeiaras, teT;

Lemme 4.2.2 Soientty € T,u, ¢, ¢, a € Crq(T,Ry) et P,L: TxRy — Ry des fonctions

rd-continues vérifiant
0< P(t,x) — Plt,y) < L{t,y)(w—y), t€T 2>y >0, (4.9)

alors
t

u(t) < p(t) + ¥(t) /&(S)P(s, u(s))As,t € ’]I‘;g
implique

t t

u(t) < p(t) +¢(t)/04(8)P(8790(8))eXp[/ a(r)L(r, o(r))¥(1)AT]As, t € T, (4.10)

to o(s)

Preuve. Définissons une fonction z(t) sur T} par:

alors,
u(t) < o(t) + ¥ (t)2(1), (4.11)
et pour tout ¢ € T, NT*, nous avons
Z2(t) = a(t)P(t,u(t)) < a(t)P(t, @(t) + o (t)2(t),
et
P(t,o(t) + ¢ (t)2(t) < P(t, (1) + L(E, (1)) (1) 2(t),

alors,

22(t) < alt) [P(tp(t) + Lit, o () (t)=(t)] - (4.12)

Ainsi, Vintégration des deux cotés de (4.12) de to a t € T}, donne

t t t

z(t) = /ZA(S)AS < /a(s)P(s,gp(s))As—i—/a(s)L(s,gp(s))w(s)z(s)As. (4.13)

to to to
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On définit deux fonctions § et v sur ']I‘:g par:

t

o(t) Z/Q(S)P(5>¢(S))AS et v(t) = a(t)L(t, o(1))y (1),

to

alors (4.13) devient :
t

2(t) <6(t) + /U(s) z(s)As.

Une application convenable du Lemme 1.4.5 (voir page 18), donne

t

2(t) < / a(s)p(s,0(s)) eult.o(s)As, (4.14)

to

eult,7(9) < expl [ a(r)o(r) Lirp(r)ar. (4.15
o(s)

En remplagant (4.14) et (4.15) dans (4.11) on obtient I'inégalité désirée (4.10). m

4.2.2 Caractérisation de la h-stabilité via les inégalités intégrales

Rappelons que la solution de I’équation

2 (t) = Az(t) + f(t,x), 2(ty) = 20, t € Ty, (4.16)

satisfait

z(t) =Tt —to)xo + / T(t—o(s))f(s,z(s))As.

to

ou (xg € D (A)). Nous énongons maintenant quelques nouveaux résultats sur I’étude de
la h-stabilité de I’équation perturbée (4.16) sous différentes conditions imposées sur la

perturbation f.

Théoreme 4.2.1 Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) C'P(0) est h-stable.
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i) || f(t, ()| < P(t,||x(t)]]) ou P vérifie (4.16) et P(t,0) = 0 pour tout t € T.

iii) Il existe deux constantes o, & > 0 telles que f L(S DAs < et

I h(s)Lisalzolla(£)(to) ™) A ¢ < 5. Alors I'équation (4.16) est h-stable.

h(a(s))

to
Preuve. Soit CP(0) est h-stable. Alors, il existe une constante v > 1 telle que pour

toute solution z(t) = T'(t —tg)xo de C'P(0) avec une valeur initiale o € D(A), nous avons
IT(t — to)aoll < ¥ llzoll A(t) (h(te)) ™, t € Ty, (4.17)

La solution de I’équation (4.16) vérifie I’équation intégrale
t

z(t) =Tt —to)xo + /T(t —0(s))f(s,x(s))As, t € Tf. (4.18)

Appliquons la norme aux deux membres de (4.18) et utilisons (4.17), nous obtenons

lz@)I < 1T ( = to)xoll + / IT(t = o ()1 (s,2(s))l As,

(@) < 7y llzoll A(2) (A(to)) ™" +7h(t)/(h(0(8)))_ P(s, [lz(s)[[)As

Appliquons le Lemme 4.2.2 a I'inégalité ci-dessus, nous trouvons
t

=@ < v llzoll () (h(to))_1+vh(t)/(h(U(S)))_lp(s,’vonH h(s) (A(to)) ™)

to

xexp( [y (h(a(r))) ™" L(r,y [lzol| h(r) (h(t0)) " )h(r)Ar)As.
o(s)
De plus, a partir de (4.9), il s’ensuit que

P(s, 7 lloll h(s) (Alto) ™) < L(s,0)(x llao]l h(s) (A(to)) ™).

Alinsi,
t

(O < o 00 i)+ ol 0 i) [ (D)

to

Y

[ ()L, o]l B(r) (A(ts)) ™)
[y / h(o () Ar]As

o(s)
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

lz(®)] < [y(L+yae )] llzoll A(t) (h(to)) ", t € T,

ce qui caractérise la h-stabilité de I’équation (4.16). m
Théoreme 4.2.2 Si les conditions suivantes sont satisfaites
i) CP(0) est h-stable.

ii) Le terme perturbé satisfait || f(¢, )| < I(¢).5(||z]]), ou l € Crq(T,Ry), B : Ry —
R, est une fonction croissante différentiable telle que sa dérivée premiere /’est

décroissante, vérifiant 5(0) =0 et 4'(0) <1

iii) Il existe a > 0 tel que f 1(5) As <a.

Alors I'équation (4.16) est h-stable.
Preuve. Soit C'P(0) est h-stable. Alors, il existe une constante v > 1 telle que pour

toute solution xz(t) = T'(t — t9)zo de C'P(0) avec une valeur initiale g € D(A), on a
IT(t = to)aoll < v llzoll (1) (h(t)) ™", t € TS,

La solution de ’équation (4.16) satisfait
t
lz@I < N7 —to)zoll + / 1T = o) f (s, 2(s)]] As
to

v ||| B(2) (R(to)) ™" 4 ~vh(t) / h(lg(—?i))

IN

B (llz(s)ll) As

to

En utilisant le Lemme 4.2.1, on trouve

ol < ol ) hto)) ™ 4200 [ 5t ol ) it

to

[ (PR() ;
X exp |7 (/) by 0 lall ) (h(t0) ) Ar | s

Ainsi, nous avons

lzOll - < llaoll (t) (h(to)) ™+~ llzoll A(t) (lto)) ™"

o [ Us)hts) CAMRE) g ) A
/to h(o(s)) P (7/0(5) h(a(r))ﬁ (7 l|ol 2(r) (R(to)) ) A >A .
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

D’aprés les conditions ii) et iii), nous déduisons que
IOl < llzoll E) (hta)) ™ 1+ 7ac™]
()] < ellaoll A(E) (h(t)) ™ ot € = (1 +7a@e®) > 1.
Il s’ensuit que 'équation (4.16) est h-stable. m
Théoreme 4.2.3 Si les conditions suivantes sont satisfaites
i) C'P(0) est h-stable.
i) || z@)|| <UR). ||=z]|Poul € Crg(T,Ry) et p € 10, 1].
iii) Il existe B tel que ftzo (h(la(—z))y As < Bavecqg=1—p.
Alors ’équation (4.16) est h-stable.
Preuve. Pour tout ¢ € T}, la solution de I'équation perturbée (4.16) satisfait :
le (@)l < IT( — to)ao | + / IT(t = ()| £ s, 2(5) | A,

Comme ’équation homogene z(t) = T'(t — tg)zo est h-stable [voir condition i)] et avec la

condition ii), nous obtenons

le@ < 7 llzoll (E) (Blto)) ™ + h() / % Ja(s)[[” As, avee p €10,1[.  (4.19)

Utilisons I'inégalité de Holder, nous trouvons

/ ) as)iP as < /t:(hfﬁz»)é“r[/t:Hx(s)nAs]p,

Mo ()
()] < 7 lwoll E) (ht0)) " + 411 [ / () % Asr / Jelas]

alors, l'inégalité (4.19) implique
h(a(s))

(4.20)
L’intégration des deux parties de (4.20) de ¢y & 0o, nous donne
too +o0
[ le@las < ool ()t [ o) (421
to to .
As.

([ o w0 [ )
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

Prenons:

o= [T,

to

b= bl (h(to)) ™ [ " h(s)As,

to

c=1 /°° h(s) [ /| (M{7<—<>)))A q

et l'inégalité (4.21) satisfait l'inégalité z < b+ czP. Il est facile a voir que

As,

z <z, (4.22)

ol 2o est 'unique racine positive de I’équation z = b+ cz?. De plus, de (4.22), il s’ensuit
que

/t lz(s)]| As g/ T la(s)]| As < zo. (4.23)

to

En remplagant (4.23) dans l'inégalité (4.20), on trouve

q

x h(to) 20,

2Ol < 7 laoll A0 (h(t0)) ™" +7(E) (1) [/ (o) 2

(4.24)

et en considerant que R est Archimédien, on peut conclure qu’il existe n € N tel que

B
alors I'inéquation (4.24) implique
lz (@) < [lzoll A(t) (h(to)) ™" [y + ¥Bn] .

Alors ’équation (4.16) est h-stable. m
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

4.2.3 Applications

Exemple 4.2.1 Considérons le probléeme perturbé suivant :

1 1
p2(t) = Aa(t) +e_s(t,0)22(t), teT =52+, (4.25)
-2 _5
ou Z, désigne l’ensemble des entiers positifs ou nuls, v € Cyrq (T,R?), A = 3 €
0 -2

My (R) et f: T x R — R? telle que f(t,z(t)) = efg(t,O)x%(t).

Il est facile de voir que la matrice A est générateur du Cy semi-groupe (voir page 16),

T(t) = (I +pAY* = (I + 3,

alors,
2t
2 -3
T(t): )
0 0
) 2(t—to) 0
2 -3 2 1 =2
Tt—to)=|° = (7)) R
0 0 3 0 0
par conséquant,
V85 2 o V85
IT( = to)]| = S50 = e 40, t0)

En prenant § > @ et h(t) = e_g(t, 0), nous aurons

IT(t = o)l < de_s(t,0)e_3(0,t0) = 3h(t) (h{to)) ™"

Ce qui assure la h-stabilité de I’équation homogéne associée a (4.25). De plus,

Mo () = e_3(0(1),0) = (1 + 2(S))e_s (1,0) =

5\ 3 6_%(15,0).

[GVIN )

Maintenant, nous vérifions les deux autres conditions du Theoreme 4.2.3.
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

Il est clair que || f(t,z(t)]| = e_%(t, 0). ||x(t)||% et aussi

Toutes les hypothéses du Théoréme 4.2.3 sont vérifiées. Donc, nous concluons que I’équation

(4.25) est h-stable, de plus, nous pouvons constater que l’équation (4.25) est uniformément

exponentiellement stable.

Exemple 4.2.2 Soit T :%Z+, x € Crq (T,Ry). Considérons le probléme perturbé suiv-

ant:
1\?
Ay (5)
x2(t) = A x(t) + ~arctan (||z(¢)]]), (4.26)
0
1 2
avec A = 3 3 € M, (R) est générateur du Cy semi-groupe suivant :
0 -2
2
1 5 1
T =+ ;4*=|° ° |,
2 0 0
alors,
2(t—to)
5 _1 5 1 —2
Tt—t)=1°% 3 (Z)3tto) S, t>t.

0 0 6 0 0

ainst,
V29 5 V29
IT°(t — to)| = T(g)z(t%) = Tefé(tatO)-

Posons maintenant, 6 > @ et h(t) =e_1(t,0), nous obtenons

1
3

IT'(t = to)ll < de_, (t,0)e_1(0, %) = 6h(¢) (A(to)) "
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4.2. Stabilité des solutions du probléme a valeur initiale perturbé

Done, I’équation homogéne associée a (4.26), x2(t) = A x(t) est h-stable. De plus, nous

avons || f(t,z(t))]| = (%)tarctan (lz(@®)]|) = 1(t) B(|lz(t)]]) avec B(x(t)) = arctanz(t). En
outre, h(o(t)) = %e_%(t,O) =2 h(t) et

(G)hs) B 1,
/ o) 52(2)’
Ainsi, % Oi (%)S = % i;t (\[) < % io( =)¥ et % iﬂ(%)y = %(é) < 00.

Toutes les hypotheses du Théoréeme 4.2.2 sont verifiées, nous concluons donc, que l’équation

(4.26) est h-stable.
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Conclusion

Dans ce travail de recherche, de nouvelles inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman-
Bihari ont été étudiées ainsi que quelques inégalités intégrales de type Gamidov-Bihari
ont été développées et raffinées sur des échelles de temps arbitraires.

Ces inégalités jouent un role important dans I’étude de différents types d’équations
différentielles et intégro-différentielles.

Cette approche peut étre utilisée dans ’analyse de stabilité de certaines classes des
systemes dynamiques aux échelles de temps.

Nous avons aussi abordé des questions sur la h-stabilité en développant quelques con-
ditions sur la perturbation non linéaire et en utilisant des inégalités intégrales appropriées

sur des échelles de temps arbitraires.
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