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RÉSUMÉ

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux systèmes dynamiques topologiques
particuliers : les automates cellulaires. Nous abordons deux problématiques. La
première problématique concerne l’ensemble limite générique qui est le plus pe-
tit fermé de domaine d’attraction comaigre. Nous étudions quelques-unes de ses
propriétés topologiques, et les liens avec l’équicontinuité et la sensibilité afin de le
classifier par les directions. Nous comparons également cet ensemble avec d’autres
ensembles qui décrivent le comportement asymptotique. La seconde problématique
concerne les facteurs équicontinus. Nous étudions les facteurs équicontinus des
systèmes dynamiques d’ensemble limite générique fini et des systèmes dynamiques
faiblement semi-mélangeants.

Mots clés : automate cellulaire, bassin d’attraction, ensemble limite, attrac-
teur, dynamique directionnelle, catégorie de Baire, dynamique symbolique, facteur.

ABSTRACT In this thesis, we are interested in a particular topological dyna-
mical systems : cellular automata. We tackle two issues. The first issue concerns
the generic limit set which is the smallest closed set with a comeager realm of
attraction. We study some of its topological properties, and the links with equi-
continuity and sensitivity in order to classify it by the directions. We also compare
this set with other sets that describe the asymptotic behavior. The second issue
concerns equicontinuous factors. We study the equicontinuous factors of dynamical
systems with finite generic limit set and weakly semi-mixing dynamical systems.

Keywords : cellular automata, basin of attraction, limit set, attractor, direc-
tional dynamics, Baire category, symbolic dynamics, factor.
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cette thèse et enfin Pr. Mohamed Cherif Bouras d’avoir accepté de présider ce jury.
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3 Dynamique directionnelle 45
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INTRODUCTION

La propagation des feux d’une forêt, l’évolution d’un embouteillage sur une
route, la croissance des cristaux, l’écoulement du sable, le comportement d’un
gaz,... peuvent tous être modélisés par des automates cellulaires. Les automates
cellulaires sont des objets mathématiques aux règles simples.

L’histoire des automates cellulaires remonte aux années 1940 et au mathématicien
Stanislas Ulam qui étudiait la croissance des cristaux en la modélisant sur une
grille divisée en cellules, et au mathématicien et physicien John Von Neumann qui
travaillait sur une machine auto-reproductrice, c’est-à-dire une machine capable
de construire à partir de composants élémentaires une copie d’elle-même. Grâce
à Ulam et à son espace de cellules, Von Neumann a créé, en 1952, le premier
automate cellulaire à 29 états. En 1966, Le mathématicien Arthur Walter Burks
a publié le premier ouvrage sur les automate cellulaire [56]. Le nom d’automate
cellulaire est d’ailleurs inventé par Burks. En 1970, les automates cellulaires ont été
vulgarisés par le célèbre ”jeu de la vie” du mathématicien John Horton Conway
[27]. Ils ont été étudiés comme systèmes dynamiques dès les années 1960 [34] avec
les travaux du mathématicien Gustav Arnold Hedlund.

Dans les années 1980, le physicien Stephen Wolfram a proposé une classifi-
cation des comportements des automates cellulaires basée sur l’expérience [68].
Le travail de Robert H. Gilman était la première tentative mathématique de for-
maliser ces caractérisations de Wolfram [28]. Alors que la mesure est intrinsèque
à la partition de Gilman, Petr K̊urka a une classification purement topologique
centrée sur l’équicontinuité, l’expansivité et la sensibilité [42]. Mike Hurley a classé
les automates cellulaires par leurs attracteurs [37]. La distinction fondamentale est
entre les automates cellulaires qui possèdent des attracteurs disjoints et ceux avec
des attracteurs qui ont tous des intersections non vides. Une autre distinction
étudiée par Enrico Formenti et K̊urka [26] se situe entre les attracteurs qui sont
des sous-décalages et ceux qui ne le sont pas. Mathieu Sablik a obtenu une autre
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Introduction

classification en fonction des directions [62].

La dynamique directionnelle a été introduite par M. Sablik [62], elle s’intéresse
à la dynamique des automates cellulaires sous l’action d’un décalage. Martin Dela-
court, Victor Poupet, Mathieu Sablik et Guillaume Theyssier [21] ont généralisé les
notions de la dynamique directionnelle aux directions quelconques ; ils ont étudié
le comportement qualitatif (équicontinuité, sensibilité, expansivité) qui apparâıt
selon des directions arbitraires dans l’espace-temps. K̊urka [46] a montré que tout
automate cellulaire équicontinu dans la direction verticale et quasi-équicontinu
dans une autre direction est nilpotent. En particulier, tout AC équicontinu en
deux directions est nilpotent.

La notion d’attracteur est essentiel pour comprendre la dynamique des auto-
mates cellulaires. Un attracteur est défini comme un ensemble limite d’un ensemble
invariant ouvert et fermé. L’ensemble limite est l’ensemble des points qui appa-
raissent arbitrairement tard pendant l’évolution du système dynamique, il est soit
un singleton, soit infini dans les automates cellulaires, d’après Karel Čulik II, Jan
Pachl et Sheng Yu [17]. L’ensemble limite peut inclure les points qui ont l’air
passagers, parce qu’ils n’apparaissent arbitrairement tard autour d’aucune orbite.
Pour capturer seulement les points qui peuvent être approchés par l’itération du
système dynamique, on peut étudier l’ensemble asymptotique [24, 32]. Néanmoins,
Cet ensemble inclut encore des points qui vont très peu probablement être vus dans
la dynamique. Le mathématicien John Milnor, intéressé par la dynamique sur l’es-
pace de mesures, a présenté en 1985 [54] la notion de l’ensemble limite probable
(the likely limit set) qui fournit un outil utile pour étudier le comportement asymp-
totique pour presque toutes les orbites. D’après la référence précédente, l’ensemble
limite probable est le plus petit ensemble fermé qui inclut l’ensemble asymptotique
d’un ensemble de mesure pleine. Plus précisément, il est le plus petit fermé qui a
un domaine d’attraction de mesure un. De manière équivalente, l’ensemble limite
probable est l’unique µ-attracteur maximal [54][38][47].

Dans cette thèse, nous étudierons une version topologique de l’ensemble li-
mite probable. Autrement dit, nous étudierons le comportement asymptotique
pour presque toutes les orbites au sens de Baire. Cette version topologique a été
définie aussi implicitement par Milnor, qui l’a appelée l’ensemble limite générique ;
il est le plus petit fermé qui a un domaine d’attraction comaigre. Le but de cette
étude est de connâıtre le lien avec l’équicontinuité et la sensibilité afin de classifier
l’ensemble limite générique par les directions, dans la dynamique directionnelle,
et de le comparer avec d’autres ensembles décrivant le comportement asympto-
tique, en particulier les attracteurs sous-décalages, pour les automates cellulaires,
parce que Pietro Di Lena et Luciano Margara ont montré que tous les attracteurs
sous-décalages ont un domaine d’attraction ouvert dense [49]. Par ailleurs, nous
étudierons les facteurs équicontinus. On sait que tout système dynamique uniforme

2



possède son facteur équicontinu maximal, qui est le plus grand élément de sa fa-
mille des facteurs équicontinus [25], et que le facteur équicontinu maximal de tout
système dynamique uniforme mélangeant (resp. faiblement mélangeant) est trivial
[43, Proposition 2.45] (resp. [19, Corollaire 1.6.6]). Nous nous intéresserons aux
systèmes dynamiques, en particuliers aux automates cellulaires, qui ont un facteur
équicontinu maximal nilpotent.

Organisation de la thèse. Le chapitre 1 sera consacré aux systèmes dyna-
miques, il commencera par un rappel des notions de base des systèmes dynamiques
uniformes ([19] pour plus de détails) avant de généraliser quelques-unes de ces no-
tions aux systèmes dynamiques non uniformes.
Le chapitre 2 sera consacré aux automates cellulaires, son but est de rappeler cer-
taines définitions et propriétés ([43] pour plus de détails) et de présenter certains
résultats préliminaires.
Dans le chapitre 3, nous nous intéresserons aux automates cellulaires qui sont
quasi-équicontinus en deux directions de signes opposés et aux directions obliques.
Dans le chapitre 4, nous nous intéresserons à l’ensemble limite générique.
Le chapitre 5 sera consacré aux facteurs équicontinus.
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NOTATIONS

d Distance.
X Espace métrique compact.

Bε(x) Boule ouverte de centre x ∈ X et de rayon ε ≥ 0.
Bε(x) Boule fermée de centre x ∈ X et de rayon ε ≥ 0.

F = (Ft)t Système dynamique non uniforme (SD).
F = (GJ1,tK)t Système dynamique semi-uniforme.

G Système dynamique uniforme.
OF(x) Orbite de x par F.

ΩF (resp. ωF) Ensemble limite (resp. asymptotique) de F.
ω̃F Ensemble limite générique.
EF Ensemble des points d’équicontinuité.

DF(V ) (resp. dF(V )) Domaine (ou bassin) d’attraction (resp. domaine direct) de V .
AF(x) Classe asymptotique de x.

f Application (pour les automates cellulaires, f est la règle locale).
F Automate cellulaire (AC).
AZ Espace de configurations.
r Rayon d’automate cellulaire.

r+ (resp. r−) Mémoire (resp. anticipation) d’automate cellulaire.
[u] Cylindre.
σ Décalage.

h (resp. α ∈ R) Direction à variations bornées (resp. direction linéaire).
B Ensemble de directions à variations bornées.

OF,h(x) Orbite de x par F selon h.
ΩF,h (resp. ωF,h) Ensemble limite (resp. asymptotique) de F selon h.

ω̃F,h Ensemble limite générique selon h.
EF,h Ensemble des points d’équicontinuité selon h.

DF,h(V ) (resp. dF,h(V )) Domaine d’attraction (resp. domaine direct) de V selon h.
AF,h(x) Classe asymptotique de x selon h.

Φ Morphisme.
5



CHAPITRE 1

DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

La dynamique topologique étudie les trajectoires des points dans l’espace des
états. Les notions fondamentales de la dynamique topologique sont : l’équicontinuité,
la sensibilité, la transitivité, la minimalité, la récurrence et les attracteurs.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux systèmes dynamiques. Dans la
première section, nous rappelons certaines définitions et propriétés des systèmes
dynamiques uniformes que nous utiliserons par la suite. Nous introduisons également
la notion de semi-non-errant et de semi-mélange faible. Ces notions sont valables
pour les systèmes dynamiques uniformes et non uniformes. Dans la seconde sec-
tion, nous généralisons certains résultats aux systèmes dynamiques non uniformes.
Cette généralisation sera utile pour étudier la dynamique directionnelle des auto-
mates cellulaires. Nous montrons également certains résultats originaux que nous
utiliserons pour étudier l’ensemble limite générique.

1.1 Systèmes dynamiques uniformes

Un système dynamique non uniforme (SD) est une suite (Ft)t∈N d’applications
continues d’un espace métrique compact X dans lui-même. Lorsque Ft = Gt, pour
tout t ∈ N et une application continue G de X dans lui-même, le système devient
uniforme.

Dans le cas uniforme, l’évolution d’un système dynamique est donnée par les
itérations successives de la transformation : à partir du point x au temps 0, le
point G(x) représente la nouvelle position à l’instant 1 et Gt(x) = G . . . G(x)︸ ︷︷ ︸

t fois

est

la position à l’instant t ∈ N.

6



1.1. SYSTÈMES DYNAMIQUES UNIFORMES

1.1.1 Définitions

Un système dynamique uniforme (X,G) (ou G sur X) est la donnée d’un
espace métrique compact X et d’une application continue G : X → X.

Soient (X,G) un SD uniforme, U ⊆ X et x ∈ X.
— U est dit G-invariant ou invariant par G (resp. fortement G-invariant)

si G(U) ⊆ U (resp. G(U) = U).
— (U,G) est un sous-système de (X,G) si U est non vide, fermé et G-

invariant.
— (X × Y,G × H) est le système produit de deux SD uniformes (X,G) et

(Y,H) tel que

∀(x, y) ∈ X × Y, (G×H)(x, y) = (G(x), H(y)).

Orbites. On appelle orbite (positive) d’un point x l’ensemble

OG(x) =
{
Gt(x)

∣∣ t ∈ N} = {x,G(x), G2(x), ...}.

— Un point x est dit périodique si ∃p ≥ 1, tel que Gp(x) = x.
— La période est la petite valeur de p ≥ 1 telle que Gp(x) = x.
— Un point x est dit ultimement périodique si son orbite contient un point

périodique.
Tout point ultimement périodique a une orbite finie.

Paires asymptotiques.
— Deux points x, y sont dits asymptotiques (ou (x, y) est une paire asymp-

totique) si
lim
t→∞

d(Gt(x), Gt(y)) = 0.

— La classe asymptotique de x ∈ X est

AG(x) =
{
y ∈ X

∣∣∣ lim
t→∞

d(Gt(x), Gt(y)) = 0
}
.

La remarque suivante indique que, dans un espace fini, les paires asymptotiques
correspondent à des orbites finalement égales.

Remarque 1.1.1. Soient G un SD uniforme sur un espace fini X et x, y ∈ X.
Si x et y sont asymptotiques, alors ∃t ∈ N tel que Gt(x) = Gt(y).
En particulier, si G est injectif (ou surjectif), alors x = y.

7



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

Démonstration. Le premier point est clair, parce que X est discret.
Le deuxième point est clair, parce que si X est fini, alors l’injectivité ou la
surjectivité de G est équivalente à la bijectivité pour tout Gt.

Propriété de Baire.
— Un sous-ensemble U ⊆ X est dit comaigre dans X s’il contient une inter-

section dénombrable d’ouverts denses.
— Un sous-ensemble U est maigre si X\U est comaigre. D’après le théorème

de Baire, dans un espace métrique compact, un ensemble comaigre est dense.
— On dit qu’une partie A d’un espace topologique X a la propriété de

Baire s’il existe un ouvert U de X tel que la différence symétrique A∆U =
(A\U) ∪ (U\A) soit maigre.

— Une tribu sur X est un ensemble non vide de parties de X, stable par
complémentaires et par unions (ou intersections) dénombrables.

— La tribu borélienne (ou tribu de Borel) d’un espace topologique X est la
tribu engendrée par les ouverts, ou les fermés, de X. Elle est la plus petite
tribu sur X contenant tous les ouverts. Les éléments de la tribu borélienne
sont appelés des boréliens.

— Les parties de X qui ont la propriété de Baire forment une tribu sur X
s’appelle tribu de Baire. Puisque tout ouvert a la propriété de Baire (car
l’ensemble vide est maigre), cette tribu contient celle des boréliens ; pour
tout borélien A, il existe un ouvert U tel que A∆U soit maigre (pour plus
de détails voir [66]).

On va utiliser la remarque suivante plusieurs fois.

Remarque 1.1.2. Un ensemble W ⊆ X avec la proriété de Baire n’est pas
comaigre si et seulement s’il existe un ouvert non vide U dans lequel W ∩ U
est maigre.

Autrement dit, un ensemble est comaigre si et seulement s’il n’est maigre dans
aucun ouvert.

Démonstration. WC∆U est maigre pour un certain ouvert U , et W ∩ U ⊆
WC∆U . On remarque que W est comaigre si et seulement si U = ∅.

Equicontinuité et sensibilité.
— L’ensemble des points d’équicontinuité EG ⊆ X de G est défini par

x ∈ EG ⇐⇒ ∀ε > 0,∃δ > 0,∀y ∈ Bδ(x),∀t ≥ 0, d(Gt(x), Gt(y)) < ε.

Si EG 6= ∅, alors on dit que G est presque-équicontinu.
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1.1. SYSTÈMES DYNAMIQUES UNIFORMES

Si EG est comaigre, alors on dit que G est quasi-équicontinu.
Si EG = X, alors on dit que G est équicontinu. De manière équivalente
par compacité, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 uniforme tel que

∀x ∈ X, ∀y ∈ Bδ(x),∀t ∈ N, d(Gt(x), Gt(y)) < ε.

Quand le contexte sera évident, on pourra omettre l’indice G.
— G est sensible si

∃ε > 0,∀x ∈ X, ∀δ > 0,∃y ∈ Bδ(x), ∃t ∈ N, d(Gt(x), Gt(y)) ≥ ε.

— G est positivement expansif si

∃ε > 0,∀x, y ∈ X, x 6= y,∃t ∈ N, d(Gt(x), Gt(y)) ≥ ε.

1.1.2 Dynamique asymptotique

— L’ensemble limite de U est

ΩG(U) =
⋂
t∈N

OG(Gt(U)) .

Soit y ∈ X, y ∈ ΩG(U) si et seulement s’il existe une suite des points xk ∈ U
et une suite croissante (tk)k∈N telles que

lim
k→∞

Gtk(xk) = y.

Tout ensemble limite est G-invariant. Si U est fermé et G-invariant, alors

ΩG(U) =
⋂
t∈N

Gt(U).

On dit que ΩG = ΩG(X) est l’ensemble limite de G.
— G a un ensemble limite stable s’il existe T ∈ N tel que

GT (X) = ΩG.

— L’ensemble asymptotique de U est

ωG(U) =
⋃
x∈U

ΩG(x).

Tout ensemble asymptotique est G-invariant.
On dit que ωG = ωG(X) est l’ensemble asymptotique de G.

9



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

— L’ensemble asymptotique d’un point x est exactement son ensemble limite.

ωG(x) = ωG({x}) =
⋃
x∈{x}

ΩG(x) = ΩG(x).

Quand le contexte sera évident, on pourra omettre l’indice G.
Un ensemble limite est une intersection décroissante d’ensembles fermés. Par

compacité, tout ensemble limite est un fermé non vide. En revanche, tout ensemble
asymptotique n’est pas fermé. La proposition suivante contient certaines propriétés
des ensembles asymptotiques.

Proposition 1.1.3. Soit (X,G) un SD uniforme, x ∈ X et U ⊆ X.

1. Si x est un point périodique, alors ω(x) = OG(x). En particulier, x ∈ ω(x).

2. ω(Gt(x)) = ω(x) pour tout t ∈ N.

3. Si y ∈ ω(x), alors ω(y) ⊆ ω(x).

4. Si U 6= ∅, alors Ω(U) 6= ∅ et ω(U) 6= ∅.

Nilpotence.
— On dit que G est nilpotent s’il existe un point z ∈ X tel que

∃T ∈ N,∀x ∈ X, ∀t > T,Gt(x) = z.

— On dit que G est asymptotiquement nilpotent si ωG est un singleton.
Pour savoir plus sur l’ensemble asymptotique des systèmes dynamiques, on peut
consulter [32]. On note qu’il a été appelé ensemble accessible dans [24], et ensemble
ultime dans [31].

1.1.3 Attracteurs

Soit (X,G) un SD uniforme. V ⊆ X est un attracteur s’il est non vide, fermé,
G(V ) = V et si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tels que pour tout x ∈ X,

d(x, V ) < δ =⇒ ∀t ≥ 0, d(Gt(x), V ) < ε et lim
t→∞

d(Gt(x), V ) = 0.

— V est un attracteur minimal, si aucun ensemble V ′ ⊆ V n’est un attrac-
teur.

— V est un quasi-attracteur, s’il est une intersection dénombrable d’attrac-
teurs.

— Le domaine (ou bassin) d’un attracteur V est

DG(V ) =
{
x ∈ X

∣∣∣ lim
t→∞

d(Gt(x), V ) = 0
}
.
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Définition 1.1.4. Soit (X,G) un SD uniforme. Un ensemble U ⊆ X est entrant

si G(U) ⊆
◦
U .

On va voir dans la proposition suivante que l’ensemble limite de tout ensemble
entrant est un attracteur, l’ensemble limite est un attracteur qui contient tous les
attracteurs et l’union et l’intersection de deux attracteurs est un attracteur. De
plus, le domaine d’attraction de tout attracteur est ouvert (voir la preuve dans le
livre de Kůrka [43]).

Proposition 1.1.5. Soit (X,G) un SD uniforme.

1. Si G(U) ⊆
◦
U , alors V = ΩG(U) est un attracteur.

2. ΩG est l’attracteur maximal.

3. Si V0, V1 sont des attracteurs, alors V0 ∪ V1 est un attracteur.

4. Si V0, V1 sont des attracteurs tels que V0 ∩ V1 6= ∅, alors V0 ∩ V1 est le plus
grand attracteur contenu dans les deux.

5. L’ensemble des attracteurs de (X,G) est au plus dénombrable.

6. Le domaine d’un attracteur est ouvert.

La proposition suivante a été prouvée dans [43]. Elle veut dire que, dans un SD
uniforme, le domaine d’un attracteur équicontinu est équicontinu.

Proposition 1.1.6. [43] Si V est un attracteur dans (X,G) et si V ⊆ E, alors
DG(V ) ⊆ E.

1.1.4 Récurrence

Points récurrents. Soit (X,G) un SD uniforme. Un point x ∈ X est un point
récurrent si pour tout voisinage U de x,

∃t ∈ N, Gt(x) ∈ U.

Un point récurrent ne revient pas forcément exactement à lui-même, mais il re-
tourne à n’importe quel voisinage (arbitrairement petit) de lui-même.

Voici quelques propriétés des points récurrents (voir la preuve dans le livre de
Vries [19]).

Proposition 1.1.7. Soit (X,G) un SD uniforme.

1. Un point x ∈ X est récurrent si et seulement si x ∈ OG(x).

2. L’ensemble de tous les points récurrents, noté RG, est G-invariant.

3. Tout point périodique est un point récurrent.
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CHAPITRE 1. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

4. Un point ultimement périodique mais non périodique n’est pas un point
récurrent.

5. Si A ⊆ X est G-invariant et x ∈ A, alors x est un point récurrent dans
(X,G) si et seulement s’il est récurrent dans le sous-système (A,G|A ).

6. si x ∈ RG, alors pour tout voisinage U de x, l’ensemble D(x, U) est infini,
où

D(x, U) =
{
t ∈ N

∣∣Gt(x) ∈ U
}
.

Il est bien connu qu’un point est récurrent si et seulement s’il appartient à son
ensemble asymptotique (voir par exemple le livre de Vries [19]).

Proposition 1.1.8. Soit (X,G) un SD uniforme. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. x ∈ X est un point récurrent ;

2. x ∈ ω(x) ;

3. ω(x) = OG(x).

Points non-errants. Soit (X,G) un SD uniforme.
— Un point x ∈ X est un point non-errant si pour tout voisinage U de x,

∃t ≥ 1, U ∩G−t(U) 6= ∅.

— L’ensemble des points non-errants est noté NG, on dit que G est non-errant
si NG = X, ou, de manière équivalente, si pour tout ouvert U ⊆ X,

∃t ≥ 1, U ∩G−t(U) 6= ∅.

Voici quelques propriétés des points non-errants (voir par exemple le livre de
Vries [19]).

Proposition 1.1.9. Soit (X,G) un SD uniforme.

1. Pour tout point x ∈ X on a ω(x) ⊆ NG.

2. L’ensemble des points non-errants est compact non vide et G-invariant.

3. Si un point est non-errant dans un sous-système (A,G) de (X,G), alors il
est non-errant dans le système (X,G).

4. Tout point récurrent est un point non-errant.

5. Si X a un sous-ensemble dense des points récurrents, alors NG = X.

En particulier, c’est le cas si X a un ensemble dense des points périodiques.

6. Si x ∈ NG, alors pour tout voisinage U de x, l’ensemble D(U,U) est infini,
où

D(U,U) =
{
t ∈ N

∣∣Gt(U) ∩ U 6= ∅
}
.

7. Si G est non-errant, alors l’ensemble des points récurrents est comaigre.
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1.1.5 Transitivité

Transitivité. Soit G un SD uniforme sur X.
— Un point est transitif si son orbite est dense.
— Si l’orbite de tout point x ∈ X est dense dans X, ou bien, de manière

équivalente, si G n’a pas d’ensemble G-invariant fermé sauf l’ensemble vide
et X, on dit que G est minimal.

— G est transitif si pour tous ouverts U, V ⊆ X, il existe t ≥ 1 tel que
Gt(U) ∩ V 6= ∅, ou de manière équivalente, U ∩G−t(V ) 6= ∅.

— G est semi-transitif si pour tous ouverts non vides U, V ⊆ X tel que
V ∩ ΩG 6= ∅, il existe t ≥ 1 tel que U ∩G−t(V ) 6= ∅.
Tout SD uniforme transitif est semi-transitif. La réciproque est vraie si le
SD est surjectif. D’après la proposition suivante, tout système dynamique
uniforme transitif est surjectif et non-errant mais n’est pas sensible.
Proposition 1.1.10. [13, 2]

1. Tout SD uniforme transitif est surjectif.

2. Un SD uniforme transitif est soit sensible, soit quasi-équicontinu.

3. Tout SD uniforme transitif est non-errant.

Pour la transitivité, il existe de nombreuses équivalences dans la littérature, par
exemple [18, 3]. Dans la proposition suivante, l’espace est parfait [4] ou bien le
système est surjectif [5].

Proposition 1.1.11. [4, 5] Soit (X,G) un SD uniforme tel que X est un espace
parfait ou G est surjectif. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. (X,G) est transitif.

2. Pour tout ouvert non vide U ⊆ X,
⋃∞
t=1G

−t(U) est dense.

3. L’ensemble des points transitifs est non vide.

4. Il existe x ∈ X tel que ωG(x) = X.

5. Pour tous ouverts U, V ⊆ X, l’ensemble D(U, V ) est infini, où

D(U, V ) =
{
t ∈ N

∣∣Gt(U) ∩ V 6= ∅
}
.

Mélange.
— Un SD uniforme (X,G) est faiblement mélangeant si (X × X,G × G)

est transitif.
— Un SD uniforme (X,G) est faiblement semi-mélangeant si pour tous

ouverts non vides U, V, U ′, V ′ ⊆ X tels que V et V ′ intersectent ΩG, il
existe t ≥ 1 tel que

U ∩G−t(V ) 6= ∅ et U ′ ∩G−t(V ′) 6= ∅.
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CHAPITRE 1. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

— Un SD uniforme (X,G) est mélangeant si pour tous ouverts non vides
U, V ⊆ X, il existe T ∈ N tel que pour tout t ≥ T,Gt(U) ∩ V 6= ∅.

— Un SD uniforme (X,G) est semi-mélangeant si pour tous ouverts U, V ⊆
X tel que V ∩ΩG 6= ∅, il existe T ∈ N tel que pour tout t ≥ T, U∩G−t(V ) 6=
∅.

Remarque 1.1.12.
1- Tout SD uniforme faiblement mélangeant est faiblement semi-mélangeant.

La réciproque est vraie si le SD est surjectif ;
2- Tout système dynamique faiblement semi-mélangeant est semi-transitif ;
3- Tout SD uniforme mélangeant est semi-mélangeant ;
4- Tout système dynamique semi-mélangeant est faiblement semi-mélangeant.

Proposition 1.1.13. Pour un SD uniforme (X,G), les conditions suivantes sont
équivalentes.

1. Le système est mélangeant.

2. Pour tous ouverts U, V ⊆ X, l’ensemble D(U, V ) est cofini (i.e., son complémentaire
est fini), où

D(U, V ) =
{
t ∈ N

∣∣Gt(U) ∩ V 6= ∅
}
.

Il est bien connu que tout système dynamique mélangeant non trivial est sensible et
aucun système faiblement mélangeant non trivial n’est équicontinu (voir la preuve
dans les livres [43, 19]).

Proposition 1.1.14.
— [5, Cor. 3.9] Un SD uniforme faiblement mélangeant non trivial est sensible.
— Un SD uniforme équicontinu non trivial n’est pas faiblement mélangeant.

Le produit de deux SD uniformes mélangeants est mélangeant.

Théorème 1.1.15. [3] Soient (X,G) et (Y,G′) deux SD uniformes. Supposons que
(X,G) est mélangeant. Si (Y,G′) est transitif (resp. faiblement mélangeant (resp.
mélangeant)), alors (X × Y,G × G′) est transitif (resp. faiblement mélangeant
(resp. mélangeant)).

Le produit d’un système sensible par n’importe quel autre système est un
système sensible.

Théorème 1.1.16. [5, Théorème 3.11] Si le SD uniforme (X,G) est sensible,
alors le système (X × Y,G×G′) est sensible pour tout SD uniforme (Y,G′).
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1.2 Systèmes dynamiques non uniformes

1.2.1 Définitions

— Un système dynamique non uniforme (SD) est une suite F =
(Ft)t∈N d’applications continues d’un espace métrique compact X dans
lui-même.
Une classe qui est entre le SD uniforme et non uniforme est la suivante :

— F est semi-uniforme si Ft = Gt · · ·G1, pour tout t ∈ N où (Gt)t≥1 est
une suite équicontinue d’applications de X dans X. Cela est triviale-
ment satisfait quand {Gt| t ≥ 1} est fini ; en particulier, dans le cas du
SD uniforme : Gt = G1 pour tout t ≥ 1.
On notera GT+J1,tK la composition GT+t · · ·GT+2GT+1, de sorte que

Ft+T = GT+J1,tKFT .

Soient (X,F) un SD, U ⊆ X et x, y ∈ X.
— On appelle orbite d’un point x par F l’ensemble OF(x) = {Ft(x)| t ∈ N} .
— On dit qu’un ensemble U est F-invariant (resp. fortement F-invariant)

si Ft+1(U) ⊆ Ft(U) (resp. F−1t (U) = U = Ft(U)) pour tout t ∈ N.
— On dit que (x, y) est une paire asymptotique si limt→∞ d(Ft(x), Ft(y)) =

0. La classe asymptotique de x ∈ X est

AF(x) =
{
y ∈ X

∣∣∣ lim
t→∞

d(Ft(x), Ft(y)) = 0
}
.

— On dit que F est nilpotent s’il existe un point z ∈ X tel que

∃T ∈ N,∀x ∈ X, ∀t > T, Ft(x) = z .

Equicontinuité.
— Pour ε > 0, on définit l’ensemble EF,ε des points ε-stables pour F comme

l’ensemble de x ∈ X pour lequel il existe δ > 0 tel que

∀y ∈ Bδ(x),∀t ∈ N, d(Ft(x), Ft(y)) < ε.

— L’ensemble EF ⊆ X des points d’équicontinuité pour F est l’ensemble des
points qui sont ε-stables pour tout ε > 0.
Si EF 6= ∅, alors on dit que F est presque-équicontinu.
Si EF est comaigre, alors on dit que F est quasi-équicontinu.
Si EF = X, alors on dit que F est équicontinu. De manière équivalente par
compacité, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 uniforme tels que

∀x ∈ X, ∀y ∈ Bδ(x),∀t ∈ N, d(Ft(x), Ft(y)) < ε.
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— F est sensible s’il existe ε > 0 tel que

∀x ∈ X, ∀δ > 0, ∃y ∈ Bδ(x),∃t ∈ N, d(Ft(x), Ft(y)) ≥ ε.

Cela implique que EF = ∅.
— F est positivement expansif s’il existe ε > 0 tel que

∀x, y ∈ X, x 6= y,∃t ∈ N, d(Ft(x), Ft(y)) ≥ ε.

Remarque 1.2.1. EF est comaigre dans un certain ouvert non vide U ⊆ X
si et seulement si pour tout ε > 0, l’ensemble de points ε-stables est comaigre
dans U .

Démonstration. EF peut être écrit comme l’intersection dénombrable décroissante
des ensembles de points 1/n-stables.

1.2.2 Dynamique asymptotique

Nous définissons les notions qui traitent le comportement asymptotique d’un
SD F = (Ft)t.

Définition 1.2.2.
— L’ensemble (Ω-)limite de U ⊆ X est l’ensemble

ΩF(U) =
⋂
T∈N

⋃
t≥T

Ft(U).

— L’ensemble asymptotique de U est l’ensemble

ωF(U) =
⋃
x∈U

ΩF({x}).

— On note ΩF = ΩF(X) et ωF = ωF(X).
— On dit que F est asymptotiquement nilpotent si ωF est un singleton.

Par compacité, ces ensembles sont non vides. ΩF(U) est compact, mais ωF(U)
peut ne pas être compact, même pour U = X (voir l’exemple 2.5.2).

On remarque que ΩF(U) ⊇
⋂
t∈N Ft(U). Si U est fermé F-invariant, alors

ΩF(U) =
⋂
t∈N Ft(U).

Remarque 1.2.3. Par compacité de X, pour tout U et ε > 0, il existe T ∈ N tel
que

∀t ≥ T, d(Ft(U),ΩF(U)) < ε .

Dans le cas uniforme, c’est clair que les ensembles asymptotiques sont inva-
riants. Voici une généralisation de ce fait.
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Proposition 1.2.4. Soient F = (GJ1,tK)t un SD semi-uniforme, U ⊆ X, et
j ∈ N.

1. Si y ∈ ΩF(U), alors (Gt+J1,jK(y))t admet une valeur d’adhérence dans
ΩF(U).

2. Réciproquement, si z ∈ ΩF(U), alors il est une valeur d’adhérence de
(Gt+J1,jK(y))t pour un certain y ∈ ΩF(U).

Bien sûr, cela reste vrai pour ω, qui est défini comme un réunion d’ensembles
limites.

Démonstration.

1. Par hypothèse, il y a des temps croissants (tk)k∈N et des points (xk)k∈N ∈
UN tels que

lim
k→∞

Ftk(xk) = y.

Soit ε > 0. Par l’équicontinuité de (Gt+J1,jK)t, il existe δ > 0 tel que
pour tous z, z′ avec d(z, z′) < δ, on a

∀t ∈ N, d(Gt+J1,jK(z), Gt+J1,jK(z
′)) < ε/2 .

Alors, il existe K ∈ N tel que pour tout k ≥ K, d(Ftk(xk), y) < δ, de
sorte que

d(Ftk+j(xk), Gtk+J1,jK(y)) < ε/2 .

Si z est une valeur d’adhérence pour (Gtk+J1,jK(y))k∈N, on voit qu’il
existe une infinité de k tels que d(Ftk+j(xk), z) < ε, de sorte que z est
aussi dans

ΩF({xk| k ∈ N}) ⊆ ΩF(U).

2. Maintenant, soit z ∈ ΩF(U) une valeur d’adhérence de (Ftk(xk))k∈N
pour certaine (xk)k∈N ∈ UN et une suite croissante (tk)k∈N d’entiers
que nous pouvons supposer supérieurs à j.

Par compacité, (Ftk−j(xk))k∈N admet une valeur d’adhérence y ∈ ΩF(U).

Par l’inégalité triangulaire, on a

d(Gtk−j+J1,jK(y), z) ≤ d(Gtk−j+J1,jK(y), Ftk(xk)) + d(Ftk(xk), z).

Quand k va à∞, le deuxième terme de la somme converge vers 0, et une
sous-suite du premier terme converge vers 0, grâce à l’équicontinuité de
(Gtk−j+J1,jK)k∈N.
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En particulier, dans un système dynamique uniforme, tout ensemble limite est
invariant.

Corollaire 1.2.5. Si G est un SD uniforme et U ⊆ X, alors G(ΩG(U)) =
ΩG(U).

Démonstration. Gt+J1,1K = Gt = G pour chaque t ∈ N, donc chaque point de
la proposition 1.2.4 donne une inclusion.

1.2.3 Domaines d’attraction

Définition 1.2.6.
— Le domaine d’attraction de V ⊆ X est

DF(V ) = {x ∈ X|ωF(x) ⊆ V } .

Si V est fermé, alors

DF(V ) =
{
x ∈ X

∣∣∣ lim
t→∞

d(Ft(x), V ) = 0
}
.

— Le domaine direct de V ⊆ X est l’ensemble

dF(V ) =
⋃
T∈N

⋂
t≥T

F−1t (V ).

C’est l’ensemble des points dont les orbites se trouvent finalement dans V .

Par définition et quelques arguments de compacité, on peut être convaincu des
remarques suivantes. On remarque que le domaine et le domaine direct sont liés
par des inclusions opposées suivant que l’ensemble est ouvert ou fermé.

Remarque 1.2.7. Soient V ⊆ X et Vi ⊆ X pour tout i dans un ensemble arbi-
traire I.

1. DF(V ) ⊆
⋂
ε>0 dF(Bε(V )).

2. Si V est fermé, alors

DF(V ) =
{
x ∈ X

∣∣∣ lim
t→∞

d(Ft(x), V ) = 0
}

=
⋂
ε>0

dF(Bε(V )) ⊇ dF(V ).

3. Au contraire, si V est ouvert, DF(V ) ⊆ dF(V ).

4. DF(
⋃
i∈I Vi) ⊇

⋃
i∈I DF(Vi).

5. DF(
⋂
i∈I Vi) =

⋂
i∈I DF(Vi).

Le domaine de tout ensemble fermé a la propriété de Baire.
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Remarque 1.2.8. Si V ⊆ X est fermé, alors DF(V ) a la propriété de Baire.

Démonstration. On a DF(V ) =
⋂
ε>0 dF(Bε(V )) et tout borélien a la propriété

de Baire.

Le complémentaire du domaine du complémentaire d’un sous-ensemble V est très
pertinent dynamiquement : il est l’ensemble des points dont l’orbite a au moins
une valeur d’adhérence dans V . Cela est indiqué dans la remarque suivante.

Remarque 1.2.9. Pour tout SD F et tout sous-ensemble V , l’ensemble des points
dont les oribtes ont une valeur d’adhérence dans V est

DF(V C)
C

= {x ∈ X|ωF(x) ∩ V 6= ∅} ⊇ DF(V ),

et l’ensemble des points dont les orbites visitent V une infinité de fois est

dF(V C)
C

=
⋂
T∈N

⋃
t≥T

F−1t (V ) ⊇ dF(V ).

On remarque que DF(V C)
C

est non vide si et seulement si V intersecte ωF. De

la remarque 1.2.7, si V est fermé (resp. ouvert), alors DF(V C)
C

inclut (resp. est

inclus dans) dF(V C)
C

.

Généralisons les notations des domaines à chaque suite (Vt)t∈N de fermés de
X :

DF((Vt)t) =
{
x ∈ X

∣∣∣ lim
t→∞

d(Ft(x), Vt) = 0
}

et dF((Vt)t) = {x ∈ X| ∃T ∈ N,∀t ≥ T, Ft(x) ∈ Vt} .

On peut aussi noter DF((yt)t) et dF((yt)t) si Vt est un singleton {yt}. Avec cette
notation,

AF(y) = DF(({Ft(y)})t).

On peut remarquer de la définition que U ⊆ AF(U) ⊆ DF(ωF(U)).

Domaines et points d’équicontinuité

La remarque suivante dit que quand une classe asymptotique est grande, alors
elle devrait contenir beaucoup de points d’équicontinuité.
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Remarque 1.2.10. Soit (X,F) un SD. Si AF(y) est comaigre dans un certain
ouvert non vide U ⊆ X pour un certain y ∈ X, alors EF est comaigre dans U .

En particulier, on note que EF ∩ AF(y) est aussi comaigre dans U .

Démonstration. D’après l’hypothèse,
pour tout n ≥ 1, l’union

⋃
T∈N

⋂
t≥T F

−1
t (B1/n(Ft(y))) est comaigre dans U ,

parce qu’elle contient AF(y).
Donc, il existe T ∈ N tel que

⋂
t≥T F

−1
t (B1/n(Ft(y))) n’est maigre dans aucun

ouvert non vide V ⊆ U . Par la remarque 1.1.2, il contient un ouvert non vide
W ⊆ V . Pour tout x ∈ W , il existe δ > 0 tel que ∀z ∈ Bδ(x), z ∈ W , ce qui
signifie que

∀t ≥ T, Ft(z) ∈ B1/n(Ft(y)).

En particulier, Ft(x) ∈ B1/n(Ft(y)) et d’après l’inégalité triangulaire, on ob-
tient,

Ft(z) ∈ B2/n(Ft(x)) ⊆ B3/n(Ft(x)).

On en déduit que x est 3/n-stable. Autrement dit, l’ensemble des points 3/n-
stables contient des ouverts non vides de chaque ouvert de U . Cela signifie
que cet ensemble est comaigre dans U pour tout n ∈ N. On conclue par la
remarque 1.2.1.

Grâce à la proposition suivante, si on a un SD quasi-équicontinu, alors il suffit
de prouver qu’un certain domaine est dense pour prouver qu’il est comaigre.

Proposition 1.2.11. Soient F un SD et (Vt)t∈N une suite de sous-ensembles
fermés de X. Alors,

EF ∩ DF((Vt)t) ⊆ DF((Vt)t).

Démonstration. Soient x ∈ EF ∩ DF((Vt)t), et ε > 0. Puisque x ∈ EF, il existe
δ > 0 tel que

∀y ∈ Bδ(x),∀t ∈ N, d(Ft(x), Ft(y)) < ε/2 .

Puisque x ∈ DF((Vt)t), il existe y ∈ Bδ(x) ∩ DF((Vt)t). Donc,

∃T ∈ N,∀t > T, d(Ft(y), Vt) < ε/2 .
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Pour ce T ,
∀t > T, d(Ft(x), Vt) < ε.

Puisque c’est vrai pour tout ε > 0, on obtient que x ∈ DF((Vt)t).

En particulier, pour z ∈ X, on a

AF(z) ⊇ AF(z) ∩ EF.

Décomposition des domaines

Cette proposition peut être comparée en partie à [54, Lemme 3] : si un en-
semble est décomposable en composants invariants, alors son domaine peut être
décomposé en conséquence.

Proposition 1.2.12. Soit F = (GJ1,tK)t∈N un SD semi-uniforme. Si (Vi)i est
une suite finie de fermés de X, deux à deux disjoints et invariants par chaque
Gt. Alors,

DF(
⊔
i

Vi) =
⊔
i

DF(Vi).

Démonstration. Puisque les Vi sont fermés et deux à deux disjoints, soit

ε = min
i 6=j

d(Vi, Vj)/2 > 0.

Par l’équicontinuité de (Gt), il existe δ > 0 tel que

∀t ∈ N,∀x, y ∈ X, d(x, y) < δ =⇒ d(Gt(x), Gt(y)) < ε.

Soit x ∈ DF(
⊔
i Vi), de sorte qu’il existe T ∈ N tel que

∀t ≥ T, d(Ft(x),
⊔
i

Vi) < min(δ, ε).

En particulier, il existe i tel que d(FT (x), Vi) < min(δ, ε). On montre par
récurrence sur t ≥ T que d(Ft(x), Vi) < min(δ, ε). Puisque Gt+1(Vi) ⊆ Vi, on a

d(Ft+1(x), Vi) ≤ d(Ft+1(x), Gt+1(Vi)).

C’est moins que ε par l’équicontinuité de (Gt), en utilisant l’hypothèse de
récurrence.
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La définition de ε donne

min
j 6=i

d(Ft+1(x), Vj) ≥ min
j 6=i

(d(Vj, Vi)− d(Ft+1(x), Vi)) ≥ ε.

Donc,

min(δ, ε) ≥ d(Ft+1(x),
⊔
j

Vj) = min
j

(d(Ft+1(x), Vj) ≥ min(ε, d(Ft+1(x), Vi)).

Il résulte que d(Ft+1(x), Vi) ≤ min(δ, ε).
Puisque pour tout t ≥ T et j 6= i, d(Ft(x), Vj) ≥ ε, on en déduit que

d(Ft(x), Vi) = min
i
d(Ft(x), Vi) = d(Ft(x),

⊔
i

Vi) converge vers 0 .

L’autre inclusion vient du point 4 de la remarque 1.2.7.

Domaines d’ensembles finis

La proposition 1.2.14 montre que le domaine d’un ensemble fini contient un
nombre fini de classes asymptotiques. On va l’utiliser pour montrer la proposi-
tion 1.2.15. Pour montrer la proposition 1.2.14, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.2.13. Soient F = (GJ1,tK)t∈N un SD semi-uniforme et V ⊆ X fini.
Alors, il existe δ > 0 tel que pour tous x, x′ ∈ DF(V ) et T ∈ N tels que
d(FT (x), FT (x′)) ≤ δ, ∀t ≥ T, d(Ft(x), V ) ≤ δ et d(Ft(x

′), V ) ≤ δ, (x, x′) est
une paire asymptotique.

Proposition 1.2.14. Soient F = (GJ1,tK)t∈N un SD semi-uniforme et V ⊆ X
fini. Alors, il y a au plus |V | classes asymptotiques dans DF(V ).

Démonstration. Pour 0 ≤ i ≤ |V |, soient xi ∈ DF(V ), et δ comme dans le
lemme 1.2.13. Il existe T ∈ N tel que pour tout i, ∀t ≥ T, d(Ft(xi), V ) < δ/2,
et en particulier,

∃yi ∈ V, d(FT (xi), yi) < δ/2.

Par le principe de tiroirs, il y a i, j distincts tels que yi = yj et par l’inégalité
triangulaire,

d(FT (xi), FT (xj)) < δ.
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Par le lemme 1.2.13, on sait alors que (xi, xj) est une paire asymptotique.
Donc, on peut diviser DF(V ) en au plus |V | classes asymptotiques.

Preuve du lemme 1.2.13. Soit ε = 1
3

min {d(y, y′)| y, y′ ∈ V, y 6= y′} > 0.
Par l’équicontinuité de (Gt), il existe δ > 0 tel que

∀t ∈ N,∀x, x′ ∈ X, d(x, x′) ≤ δ =⇒ d(Gt(x), Gt(x
′)) < ε/2.

Sans perte de généralité, on peut supposer que δ ≤ ε.
Soient x, x′ comme dans l’énoncé du lemme, et pour t ∈ N, soit y(t) ∈ V tel
que d(Ft(x), y(t)) = d(Ft(x), V ), et y′(t) défini de manière similaire.
Montrons par récurrence sur t ≥ T que y(t) = y′(t) qui, de la définition de ε,
est équivalent à

d(y(t), y′(t)) < 3ε.

Premièrement, par l’inégalité triangulaire,

d(y(T ), y′(T )) ≤ d(y(T ), FT (x))+d(FT (x), FT (x′))+d(FT (x′), y′(T )) < 3δ ≤ 3ε.

Maintenant on suppose qu’il est vrai pour t ≥ T , et on le montre pour t+ 1.
Par l’inégalité triangulaire, on a aussi

d(y(t+ 1), y′(t+ 1)) ≤ d(y(t+ 1), Ft+1(x)) + d(Gt+1Ft(x), Gt+1Ft(x
′))

+d(Ft+1(x
′), y′(t+ 1)).

Les premier et troisième termes sont au plus δ par hypothèse, tandis que le
central est au plus ε, par définition (de δ). Au final, on obtient que y(t+ 1) =
y′(t+ 1).

On peut conclure avec, encore une fois, l’inégalité triangulaire que :

d(Ft(x), Ft(x
′)) ≤ d(Ft(x), y(t)) + d(y(t), y′(t)) + d(y′(t), Ft(x

′)).

Si t ≥ T , alors d(Ft(x), V ) + 0 + d(V, Ft(x
′))→t→∞ 0.

La proposition suivante établit le lien entre l’ensemble asymptotique d’un ensemble
non maigre et la sensibilité.

Proposition 1.2.15. Soient F un SD semi-uniforme et V = ω(U) fini, pour
un certain ensemble U qui est comaigre dans un certain ouvert non vide W ⊆
X. Alors, EF est comaigre dans W .
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Bien sûr cela signifie que EF∩U est comaigre dans W . On en déduit immédiatement
le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.16. Si F est sensible (ou n’a pas de point d’équicontinuité), alors
l’ensemble limite et l’ensemble asymptotique de tout ensemble non maigre sont
infinis.

Preuve de la proposition 1.2.15. D’après la proposition 1.2.14,

U ⊆ DF(V ) ⊆
⊔
y∈I

AF(y)

pour un certain ensemble fini I. Si U est comaigre dans W , alors l’union l’est
aussi.
Montrons que EF n’est maigre dans aucun ouvert non vide W ′ ⊆ W . On pourra
en déduire le résultat souhaité, grâce à la remarque 1.1.2 donnera le résultat
souhaité.
Puisque une union finie d’ensembles maigres est maigre, on en déduit que
AF(y) est non maigre dans W ′, pour un certain y ∈ I.
Alors, la remarque 1.2.10 dit que EF n’est pas non plus maigre dans W ′.

1.2.4 Récurrence

Définition 1.2.17. On dit qu’un SD F est non-errant si pour tout ouvert U ⊆
X, dF(UC)

C
n’est pas maigre.

La définition précédente est équivalente à la définition de la non errance dans
le cas uniforme.

Remarque 1.2.18. Si F est un SD uniforme, F est non-errant si et seulement
si pour tout ouvert V ⊆ X, il existe t ≥ 1 tel que F−t(V ) ∩ V 6= ∅.

Démonstration.
— Si (F t) est non-errant, alors l’ensemble dF (V C)

C
des points dont les

orbites visitent V une infinité de fois est en particulier non vide. Soient
x un tel point et t1 < t2 sont deux pas de temps tels que y = F t1(x) et
F t2−t1(y) = F t2(x) sont dans V . Il est donc clair que

y ∈ V ∩ F t1−t2(V ).

— Maintenant, supposons que pour tout ouvert non vide U ⊆ X, il existe
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t ≥ 1 tel que
U ∩ F−t(U) 6= ∅.

Nons montrons par récurrence sur n ∈ N qu’il existe des pas de temps
distincts 0 = t0 < t1 < · · · < tn auxquels l’ensemble W(t0,t1,··· ,tn)(U) =⋂n
i=0 F

−ti(U) des points dont les orbites visitent U est non vide. Ceci est
évident pour n = 0. Supposons que W(0,t1,··· ,tn)(U) 6= ∅. Par hypothèse,
il existe t ≥ 1 tel que

W(0,t1,··· ,tn)(U) ∩ F−t(W(0,t1,··· ,tn)(U)) 6= ∅.

En particulier, W(0,t,t+t1,t+t2,··· ,t+tn)(U) contient cette intersection, de
sorte qu’il est non vide. Maintenant, considérons l’ensemble

Wn(V ) =
⋃

(t1,··· ,tn)∈Nn

0<t1<···<tn

W(0,t1,··· ,tn)(V )

des points de V dont les orbites visitent V au moins n fois. Notez
qu’il est ouvert et dense dans V , parce qu’il contient l’ensemble non
vide Wn(U) ⊆ U , pour tout sous-ensemble ouvert U ⊆ V . L’ensemble

dF (V C)
C

des points dont les orbites visitent V une infinité de fois peut
être écrit comme l’intersection

⋂
n∈NWn(V ), il est donc comaigre dans

V .

Définition 1.2.19. On dit qu’un SD F est semi-non-errant si pour tout ouvert
U ⊆ X qui intersecte l’ensemble limite ΩF, dF(UC)

C
est non maigre.

Il est clair qu’un SD sur X est non-errant si et seulement s’il est semi-non-
errant et ΩF = X.

1.2.5 Transitivité

Transitivité. Des notions classiques de la dynamique topologique peuvent être
adaptées dans le cadre de systèmes dynamiques non uniformes. On va voir un
exemple qui sera utilisé, en particulier, pour un SD uniforme, mais nous donnons
une version non uniforme pour la complétude.

Définition 1.2.20. Un SD F est dit transitif (resp. faiblement mélangeant)
si pour tous ouverts non vides U, V (resp. et U ′, V ′) de X et pour tout T ∈ N, il
existe t ≥ T tel que F−1t (U) ∩ V 6= ∅ (resp. et F−1t (U ′) ∩ V ′ 6= ∅).

Le lemme suivant sera utilisé dans le contexte des applications décalages : il
peut être interprété par le fait qu’un SD transitif mélange l’espace, dans le sense
où il transforme une propriété topologique locale en une propriété globale.
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Lemme 1.2.21. Soit F = (Ft)t∈N un SD transitif, où tous les Ft sont des
homéomorphismes, et soit W ⊆ X fortement F-invariant.

1. W est soit dense soit nulle part dense.

2. W est soit d’intérieur vide, soit inclue un ouvert dense.

3. Si W a la propriété de Baire, alors il est soit maigre soit comaigre.

4. Si
⋃
i∈NWi est d’intérieur non vide (resp. est non maigre), où chaque

Wi est fortement F-invariant (resp. et a la propriété de Baire), alors il
existe i ∈ N tel que Wi inclue un ouvert dense (resp. est comaigre).

Démonstration.

1. On suppose queW est dense dans un certain ouvert non vide U . Puisque
F est transitif, pour tout ouvert non vide V , il existe t tel que F−1t (V )∩U
est un ouvert non vide. De plus, W est dense dans U , de sorte que
F−1t (V ) ∩ U ∩W 6= ∅. Puisque Ft(W ) ⊆ W ,

V ∩ Ft(U) ∩W ⊇ Ft(F
−1
t (V ) ∩ U ∩W ) 6= ∅.

Donc, W est dense dans X.

2. On suppose que W inclue un ouvert non vide et qu’il est fortement
F-invariant, W inclue l’orbite (ouvert non vide) de cet ouvert. D’après
le point 1, W inclue un ouvert dense.

3. On suppose que W n’est pas maigre et on considère un ouvert non vide
V ⊆ X. Par la remarque 1.1.2, il existe un ouvert U dans lequel W est
comaigre. Par transitivité, il existe t ∈ N tel que F−1t (U) ∩ V est un
ouvert non vide. Par hypothèse, W est non maigre dans l’image ouverte
non vide U ∩ Ft(V )(car Ft est un homéomorphisme), et puisque F−1t

est un homéorphisme, F−1t (W ) est non maigre dans F−1t (U) ∩ V . Par
invariance inverse, nous obtenons que W est non maigre dans F−1t (U)∩
V . Par la remarque 1.1.2, puisque W est non maigre dans aucun ouvert
non vide, il est comaigre.

4. L’un des Wi doit être d’intérieur non vide (resp. non maigre). On
conclue par les points précédents.

Semi-mélange faible. Soit (X,F) un SD.
— On dit qu’un SD F est semi-transitif si pour tous ouverts U, V ⊆ X tel

que V ∩ ΩF 6= ∅ et pour tout T ∈ N, il existe t ≥ T tel que

U ∩ F−1t (V ) 6= ∅.

26
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De manière équivalente,
⋃
t≥T F

−1
t (V ) est dense.

Si, de plus, ΩF = X, on dit que le SD F est transitif.
— On dit qu’un SD F est faiblement semi-mélangeant si pour tous ouverts

U, V, U ′, V ′ ⊆ X tels que V et V ′ intersectent ΩF et pour tout T ∈ N, il
existe t ≥ T tel que

U ∩ F−1t (V ) 6= ∅ et U ′ ∩ F−1t (V ′) 6= ∅.

Si, de plus, ΩF = X, on dit que le SD F est faiblement mélangeant.
Clairement si un système est faiblement semi-mélangeant ou transitif, alors il est
semi-transitif. Par ailleurs, si un système est semi-transitif, alors il est semi-non-
errant d’après la proposition suivante.

Proposition 1.2.22. Un SD F est semi-transitif si et seulement si pour toute
suite (Ui)i d’ouverts intersectant ΩF, l’ensemble

⋃
t1<···<ti<...

⋂
i≥1 F

−1
ti (Ui) est

comaigre.
En particulier, F est semi-non-errant.

Démonstration.
— Supposons que F est semi-transitif et que (Ui)i≥1 est une suite d’ouverts

qui intersectent ΩF. Montrons que l’ensemble ouvert

Zn =
⋃

t1<···<tn

⋂
1≤i≤n

F−1ti
(Ui) est dense.

Soit U0 un ouvert non vide de X. Montrons, par récurrence sur n ∈ N,
que l’ouvert

Zn ∩ U0 =
⋃

0=t0<t1<···<tn

⋂
0≤i≤n

F−1ti
(Ui) est non vide.

Trivialement, Z0 ∩U0 = U0. Par semi-transitivité, il existe tn+1 > tn tel
que

Zn+1 ∩ U0 = Zn ∩ U0 ∩ F−1tn+1
(Un+1) est non vide.

On en déduit que Zn est dense (dans X), et donc, que
⋂
n∈N Zn est

comaigre. Ceci est une autre expression pour l’ensemble des points dont
les orbites visitent la suite (Ui) dans le bon ordre, ce que nous devions
prouver.

— Maintenant, supposons que pour toute suite (Ui)i≥1 d’ouverts qui in-
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tersectent ΩF, l’ensemble⋃
t1<···<ti<···

⋂
i≥1

F−1ti
(Ui) est comaigre.

Soient U, V des ouverts non vides tel que V intersecte ΩF, et T ∈ N. Si
UT+1 = V et Ui = X si i 6= T + 1, alors notre hypothèse donne qu’il
existe 0 < t1 < · · · < ti < · · · tels que

F−1tT+1
(V ) =

⋃
t1<···<ti<···

⋂
i≥1

F−1ti
(Ui) est comaigre.

Ce qui implique qu’il intersecte U . Notez que tT+1 > T .
— La définition de la semi-non-errance peut être simplement appliquée à

la suite d’ouverts égaux à U .

La proposition précédente s’applique aux systèmes faiblement semi-mélangeants,
mais le semi-mélange faible a une autre conséquence.

Remarque 1.2.23. Tout SD faiblement semi-mélangeant F est soit sensible
soit d’ensemble limite trivial.

Démonstration. Soit (X,F) un SD. Si ΩF n’est pas trivial, alors il existe deux
ouverts V, V ′ ⊆ X qui sont à distance non nulle ε > 0 et intersectent ΩF. Donc,
pour tous x ∈ X et δ > 0, Bδ(x) intersecte à la fois F−1T (V ) et F−1T (V ′), pour
un certain T ∈ N, de sorte qu’il y a deux points y, y′ ∈ Bδ(x) pour lesquels
d(FT (y), FT (y′)) > ε. Par l’inégalité triangulaire, FT (x) devrait être à distance
au moins ε/2 de l’un des deux, ce qui signifie que x n’est pas ε/2-stable.

Il est bien connu que tout système dynamique uniforme non trivial faiblement
mélangeant est sensible (voir [43]) et le corollaire suivant est une généralisation de
ce résultat.

Corollaire 1.2.24. Tout SD non trivial faiblement mélangeant est sensible.
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AUTOMATES CELLULAIRES

Considérons des cellules placées sur une ligne, chacune contenant un état
sélectionné d’un ensemble fini. Un automate cellulaire unidimensionnel est défini
par une fonction appelée la règle locale et un voisinage. Le voisinage typique
contient la cellule elle-même et deux voisines les plus proches. L’état d’une cel-
lule au temps t + 1 est fonction de l’état au temps t de son voisinage et la même
règle est appliquée simultanément à toutes les cellules de la ligne.

Dans ce chapitre, nous voyons que les automates cellulaires sont aussi des
systèmes dynamiques uniformes très particuliers et nous rappelons certaines définitions
et propriétés des automates cellulaires. Par ailleurs, nous raffinons la classification
topologique de Kůrka, nous donnons un exemple d’un automate cellulaire surjectif
dont l’ensemble asymptotique n’est pas plein, et nous montrons certains résultats
préliminaires que nous utiliserons par la suite.

2.1 Définitions

Soit A un ensemble fini de symboles appelé alphabet.

(AZ, F ) ou F : AZ → AZ est un automate cellulaire (AC) s’il existe des en-
tiers r− ≤ r+ (mémoire et anticipation) et une règle locale f : Ar+−r−+1 →
A tels que

∀x ∈ AZ,∀i ∈ Z, F (x)i = f(xi+r− , . . . , xi+r+).

— F s’appelle la règle globale de l’AC.
— r = max{−r−, r+} s’appelle le rayon de l’AC.
— d = r+ − r− + 1 s’appelle le diamètre de l’AC.
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— AZ s’appelle l’espace de configurations.
— Une configuration est une suite biinfinie d’éléments de A.

— Soit u ∈ A∗, la configuration ∞u∞ est définie par :

(∞u∞)k|u|+i = ui pour k ∈ Z, 0 ≤ i < |u| et u ∈ A∗.

Elle est (spatialement) périodique de période |u|.
— Une configuration monochrome est une configuration à un seul sym-

bole : ∞0∞, 0 ∈ A.
— Un mot sur A est une suite finie d’éléments de A.

— A∗ =
⋃
n∈NA

n est l’ensemble de tous les mots finis u = u0 . . . un−1.
— On dit que v est un sous-mot de u et on écrit v < u, s’il existe k, l < |u|

avec k < l tels que
v = uJk,lJ = uk . . . ul−1.

— On munit AZ de la topologie produit de la topologie discrète. AZ est un
espace compact par le théorème de Tychonoff. La topologie produit corres-
pond à l’ultramétrique suivante :

∀x, y ∈ AZ, d(x, y) =

{
0 si x = y

2−k si x 6= y où k = min {i ∈ N|xi 6= yi ∨ x−i 6= y−i}
.

Pour toutes configurations x et y, pour tout entier positif k,

d(x, y) < 2−k ⇐⇒ xJ−k,kK = yJ−k,kK.

— La topologie sur AZ peut être décrite comme la topologie engendrée par les
cylindres. Un cylindre dans AZ est un ensemble

[u]i =
{
x ∈ AZ

∣∣xJi,i+|u|J = u
}
,

où u ∈ A∗ et i ∈ Z. Un cylindre est ouvermé (ouvert et fermé) puisqu’il est
une union de boules et son complémentaire est aussi un cylindre.
Donc, (AZ, d) est un espace de Cantor, c’est-à-dire un espace métrique,
compact, parfait (sans point isolé) et totalement discontinu.

— Un décalage plein est un SD uniforme (AZ, σ), où A est un alphabet et
l’application σ est définie pour tout x ∈ AZ et tout i ∈ Z par :

σ(x)i = xi+1 .

Cette application s’appelle le décalage, elle est continue pour i ∈ Z.

Remarque 2.1.1. On sait que (AZ, σ) est transitif. D’après le lemme 1.2.21, les
sous-décalages sont tous maigres ou pleins.

Grâce au théorème suivant, on peut étudier les automates cellulaires comme des
systèmes dynamiques uniformes.
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Théorème 2.1.2 (Hedlund[34]). Une fonction F : AZ → AZ est un automate
cellulaire si et seulement si elle est continue et commute avec le décalage ;
Fσ = σF .

En particulier, l’AC (AZ, F ) est un système dynamique uniforme.

Surjectivité. Un AC F est réversible s’il existe un AC F ′ tel que FF ′ = F ′F =
Id. Par le théorème de Hedlund, on peut caractériser les automates cellulaires
réversibles comme ceux dont la règle globale est bijective.

Corollaire 2.1.3. Un automate cellulaire est réversible si et seulement si sa règle
globale est une bijection.

Théorème 2.1.4. [10] Tout AC surjectif est non-errant, c’est-à-dire NF = AZ.

La preuve de la proposition suivante est dans [43].

Proposition 2.1.5. Soit F un AC non surjectif de rayon r et de règle locale f
alors il existe un diamant pour f , c’est-à-dire, un mot w ∈ A2r et deux mots
u, v ∈ A+ différents de même longueur tels que

f(wuw) = f(wvw).

Si un AC a un mot diamant, cet AC est non surjectif.

Définition 2.1.6. On appelle Jardin d’Éden de L’AC F toute configuration x ∈
AZ \F (AZ). En d’autre termes, un Jardin d’Éden de l’AC F est une configuration
sans antécédent.

Un Jardin d’Éden ne peut donc apparâıtre, lors de l’évolution d’un AC, que
comme configuration initiale. Si un AC a un Jardin d’Éden, cet AC est non sur-
jectif.

Proposition 2.1.7. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. F est un AC non surjectif.

2. F est un AC, qui a un mot diamant.

3. F est un AC, qui a un Jardin d’Éden.
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2.2 Sous-décalages (ou sous-shifts)

Définition 2.2.1.
— Un sous-décalage est un sous-système d’un décalage plein ; on écrit sim-

plement Σ qui est un sous-ensemble fermé σ-invariant de AZ. De manière
équivalente, il existe un ensemble des mots interdits F ⊆ A∗ tel que

Σ = ΣF =
{
x ∈ AZ

∣∣ ∀u < x, u /∈ F
}
.

— Si F est fini, alors on dit que ΣF est un sous-décalage de type fini
(SFT) ; F peut alors être supposé comme étant inclus dans Ak pour un
certain k ∈ N qui est un ordre pour le SFT. On écrit que ΣF est un
k-SFT.

— Soit Σ ⊆ AZ un sous-décalage. Le langage de Σ est défini par :

L(Σ) = {u ∈ A∗| ∃x ∈ Σ, u < x} .

Remarque 2.2.2. Si U ⊆ AZ, alors
⋂
j∈Z σ

j(U) est le plus grand sous-décalage
inclus dans U .

Nous utiliserons le lemme suivant pour montrer des résultats concernant la
dynamique des automates cellulaires.

Lemme 2.2.3. Soient ε > 0 et V ⊆ AZ.

1. σj(F (V )) ⊆ B2|j|ε(σ
j(V )) pour tout j ∈ Z.

2. Si V est fortement σ-invariant, x ∈ AZ et p > 0 tel que pour tout
n ∈ N, σpn(x) ∈ B2−pε(V ), alors ∀i ∈ Z, σi(x) ∈ Bε(V ).

3. Si V est un (2k + 1)-SFT, alors
⋂
i∈Z σ

i(B2−k(V )) = V .

Démonstration.

1. Soit x ∈ σj(Bε(V )). Alors σ−j(x) ∈ Bε(V ), ce qui signifie que
d(σ−j(x), V ) < ε. De plus,

d(x, σj(V )) = d(σjσ−j(x), σj(V )) < 2|j|d(σ−j(x), V ) < 2|j|ε.

Donc, x ∈ B2|j|ε(σ
j(V )).

2. Du point précédent, pour tout i ∈ Z,

σi(x) = σi mod pσbi/pcp(x) ∈ σi mod p(B2−pε(V )) ⊆ B2|i mod p|−pε(σ
i mod p(V )).
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Puisque V est fortement σ-invariant, on a aussi que

B2|i mod p|−pε(σ
i mod p(V )) ⊆ Bε(V ).

Donc, ∀i ∈ Z, σi(x) ∈ Bε(V ).

3. Soit i ∈ Z.

σ−i(x) ∈ B2−k(V ) ⇐⇒ d(σ−i(x), V ) < 2−k

⇐⇒ ∃y ∈ V, σ−i(x)J−k,kK = yJ−k,kK

⇐⇒ ∃y ∈ V, xJ−i−k,−i+kK = yJ−k,kK

⇐⇒ xJ−i−k,−i+kK ∈ L(V ) .

Si cela est vrai pour tout i ∈ Z et V est (2k+ 1)-SFT, alors x ∈ V .

2.3 Mots bloquants

La notion topologique d’équicontinuité peut s’exprimer symboliquement en
termes de mots bloquants, qui empêchent l’information de circuler.

Définition 2.3.1 (Mot bloquant). Soit s > 0. Un mot u ∈ A+ avec |u| ≥ s est
dit s-bloquant pour un AC F s’il existe un offset p ∈ J0, |u| − sK tel que

∀x, y ∈ [u]0,∀t ≥ 0, F t(x)Jp,p+sJ = F t(y)Jp,p+sJ .

De façon équivalente, il existe une suite (un)n∈N ∈ (As)N telle que

∀x ∈ [u],∀t ≥ 0, F t(x)Jp,p+sJ = un .

D’après la proposition suivante, un AC est soit sensible soit quasi-équicontinu et
un AC est quasi-équicontinu si et seulement s’il a un mot bloquant.

Proposition 2.3.2 (Kůrka [43]). Soit F un AC de rayon r. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. F est non sensible.

2. F a un mot r-bloquant.

3. F est quasi-équicontinu.

L’ensemble des points d’équicontinuité, d’un automate cellulaire quasi-équicontinu,
est comaigre, mais il peut être d’intérieur vide.

Exemple 2.3.3. Soit A = {0, 1}.
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1. Soit Min l’AC défini sur AZ par

Min(x)i = min(xi, xi+1).

F est quasi-équicontinu et E =
⋂
k∈Z
{
x ∈ AZ

∣∣∃i ≥ k, xi = 0
}

est comaigre
d’intérieur vide.

2. Soit F l’AC défini sur AZ par

F (x)i = min(xi−1, xi, xi+1).

F est quasi-équicontinu et E = AZ \ {∞1∞} est ouvert dense.

On sait que tout AC est équicontinu si et seulement s’il est ultimement périodique,
grâce à la proposition suivante.

Proposition 2.3.4 (Kůrka [43]). Soit F un AC de rayon r > 0. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. F est équicontinu.

2. Il existe k > 0 tel que ∀u ∈ Ak, u est r-bloquant.

3. Il existe p > 0, q ∈ N tels que F q+p = F q.

Théorème 2.3.5. [10]

1. Tout AC quasi-équicontinu surjectif a un ensemble dense de configurations
F -périodiques.

2. Si F est un AC équicontinu surjectif, alors il existe p ≥ 0 tel que F p = id.
En particulier, F est bijectif.

2.4 Classification topologique

Gilman ([28]) a classifié les automates cellulaires en utilisant la mesure de
l’ensemble des points d’équicontinuité. Puis plus tard, Kůrka ([42]) a introduit la
classification topologique suivante : Un automate cellulaire unidimensionnel ap-
partient à une et une seule des classes suivantes :

E1 : Il est équicontinu ;

E2 : Il a des points d’équicontinuité mais n’est pas équicontinu ;

E3 : Il est sensible mais n’est pas positivement expansif ;

E4 : Il est positivement expansif.

Pour les AC, la semi-transitivité est équivalente au semi-mélange faible, d’après
la proposition suivante.
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Proposition 2.4.1. Un AC est semi-transitif si et seulement s’il est faible-
ment semi-mélangeant.

Démonstration. C’est clair que le semi-mélange faible implique la transitivité.
Maintenant, on montre la réciproque. Soient (AZ, F ) un AC et U,U ′, V, V ′ ⊆
AZ des ouverts. Comme le décalage est faiblement mélangeant, il existe t ∈ N
tel que

U ∩ σ−t(U ′) 6= ∅ et V ∩ σ−t(V ′) 6= ∅.

Soient W = U ∩ σ−t(U ′) et W ′ = V ∩ σ−t(V ′). Comme F est semi-transitif,
il existe t′ ∈ N tel que F t′(W ) ∩W ′ 6= ∅ tels que W et W ′ sont ouverts et
W ′ ∩ ΩF 6= ∅. Alors,

F t′(U ∩ σ−t(U ′)) ∩ V ∩ σ−t(V ′) 6= ∅.

Donc,
F t′(U) ∩ V 6= ∅ et F t′σ−t(U ′) ∩ σ−t(V ′) 6= ∅.

Comme F commute avec le décalage,

F t′(U) ∩ V 6= ∅ et F t′(U ′) ∩ V ′ 6= ∅.

De plus, W ′ ∩ ΩF 6= ∅. Autrement dit, V ∩ σ−t(V ′) ∩ ΩF 6= ∅. Puisque ΩF est
σ-invariant,

V ∩ ΩF 6= ∅ et V ′ ∩ ΩF 6= ∅.

Donc, F est faiblement semi-mélangeant.

Tout AC transitif est semi-transitif et surjectif.

Corollaire 2.4.2. [55] Un AC est transitif si et seulement s’il est faiblement
mélangeant.

On sait qu’un ensemble limite d’AC qui est non trivial est infini, grâce à la
proposition suivante.

Proposition 2.4.3. [17] L’ensemble limite de tout AC est soit un singleton soit
infini.

Un AC est nilpotent si son ensemble limite est trivial, d’après le théorème
suivant.

Théorème 2.4.4. [17] Soit F un AC. F est nilpotent si et seulement si ΩF est
un singleton.
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Tout AC asymptotiquement nilpotent est nilpotent (voir [32]). On a montré
dans le chapitre précédent que tout SD faiblement semi-mélangeant est soit sensible
soit d’ensemble limite trivial.

Corollaire 2.4.5. Tout AC faiblement semi-mélangeant est soit sensible soit nil-
potent.

Dans la proposition suivante, on va montrer qu’un AC semi-transitif est soit
sensible soit nilpotent.

Proposition 2.4.6. Tout AC semi-transitif non nilpotent est sensible.

Démonstration. D’après la proposition 2.4.1, un AC semi-transitif est faible-
ment semi-mélangeant. D’après le corollaire 2.4.5, il est soit sensible soit nil-
potent.

Tout AC transitif est semi-transitif et surjectif.

Corollaire 2.4.7. [16] Tout AC transitif est sensible.

En revanche, tout AC sensible n’est pas transitif. Voici un contre-exemple.

Exemple 2.4.8. Soient A = {0, 1} et F = Id× σ un AC sur AZ ×AZ défini par

F (x, y)i = (xi, yi+1).

F est sensible mais n’est pas transitif.

Tout automate cellulaire semi-mélangeant est semi-transitif. Par contre, on ne
connâıt aucun exemple d’AC semi-transitif qui n’est pas semi-mélangeant. De plus,
tout AC semi-mélangeant non nilpotent est sensible, mais tout AC sensible n’est
pas semi-mélangeant.

Proposition 2.4.9. [9]. Tout automate cellulaire positivement expansif est mélangeant.

En revanche, tout AC mélangeant n’est pas positivement expansif. Voici un
contre-exemple.

Exemple 2.4.10. Soient A = {0, 1} et F un AC sur AZ défini par

F (x)i = (xi−1 + xi+1) mod 2.

F est mélangeant et positivement expansif, alors que σ × F est mélangeant mais
n’est pas positivement expansif ni expansif.
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On en déduit que les automates cellulaires semi-mélangeants s’interclassent
correctement entre les sensibles et les expansifs. Dans ce cas, on a une nouvelle
classification des automates cellulaires non nilpotents :

E1 : Les équicontinus ;

E2 : Les quasi-équicontinus mais n’est pas équicontinus ;

E3 : Les sensibles non semi-mélangeants ;

E4 : Les semi-mélangeants non positivement expansifs ;

E5 : Les positivement expansifs.

2.5 Ensemble asymptotique d’AC surjectifs

L’ensemble asymptotique d’un AC est invariant par décalage, mais contraire-
ment à l’ensemble limite, il peut ne pas être fermé.

Proposition 2.5.1. Un AC est surjectif si et seulement si son ensemble asymp-
totique est comaigre.

L’exemple suivant répond à une question laissée ouverte dans l’article de P.
Guillon and G. Richard [31] : l’ensemble asymptotique d’un automate cellulaire
surjectif est comaigre, mais il n’est pas toujours plein.

Figure 2.1 – Lonely Gliders (← (resp. >) sont représentés par des carrés noirs
(resp. carrés blancs) et → (resp. <) sont représentés par des carrés gris foncé
(resp. gris clair)).
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Exemple 2.5.2 (Particules isolées (Lonely gliders)). Soient A = {>,<,→,←
}, et F un AC défini par la règle locale suivante :

f : (x−1, x0, x1) 7→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

→ si x−1 =→ et x0 =<
→ si x−1 6=> et x0 =←
< si x−1 => etx0 =←
> si x0 =→ et x1 =<
← si x0 =→ et x1 6=<
← si x0 => et x1 =←
x0 sinon .

Un diagramme espace-temps typique de cet AC est montré dans la figure 2.1.
Intuitivement, chaque configuration peut être décomposée en zones valides, qui
contiennent au plus une flèche, avec des chevrons < et >. La flèche se déplace
dans la direction qu’elle indique, jusqu’à ce qu’il atteigne la fin de la zone
(changement de direction des chevrons), dans ce cas il fait demi-tour. Dans
cet esprit, il n’est pas difficile de comprendre que F est réversible (donc surjec-
tif), et que les motifs invalides sont bloquants : ab où a 6=> et b ∈ {>,→,←}
ou les symétriques. D’après le corollaire 4.1.7, l’ensemble asymptotique est co-
maigre. Portant, il n’est pas plein.

Démonstration. Prouvons qu’une certaine configuration x avec une zone valide
infinie qui contient une flèche ne peut pas être une valeur d’adhérence d’une
orbite. En effet, toute configuration dont l’orbite est arbitrairement proche
de x devrait également avoir une zone valide infinie, avec au plus une flèche
(comme l’orbite illustrée à la figure 2.1, dans laquelle la zone la plus à droite
doit être interprétée comme infinie). toute valeur d’adhérence d’une telle orbite
n’a aucune flèche dans sa zone valide infinie (la flèche va à l’infini).

2.6 AC obliques

Définition 2.6.1. Un AC de mémoire r− et d’anticipation r+ est dit oblique si
r− > 0 ou r+ < 0.

D’après la proposition suivante, l’ensemble asymptotique d’un AC oblique est
exactement son ensemble limite.

Proposition 2.6.2. [32] Si F est un AC oblique, alors ωF = ΩF .

Proposition 2.6.3. [1] Tout AC oblique surjectif est mélangeant.
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Corollaire 2.6.4. Tout AC oblique surjectif est faiblement mélangeant.

Le corollaire précédent est un cas particulier de la proposition suivante.

Proposition 2.6.5. Soit (AZ, F ) un AC de mémoire r− et d’anticipation r+.
Si F est un AC oblique, alors F est faiblement semi-mélangeant.

Démonstration. Il suffit de prouver la propriété pour U = [u]n un cylindre,
V = [v]m et V ′ = [v′]m′ deux cylindres de motifs apparaissant dans ΩF , avec
m,m′, n ∈ Z.
En prolongeant v et/ou v′ (dans un motif qui apparâıt toujours dans l’ensemble
limite), on peut supposer qu’ils ont la même longueur et que m = m′.
Supposons que r− > 0. Il existe T ∈ N tel que Tr− + m > n+ |u| et il existe
wT ∈ A|v|+T (r+−r−) tel que

F−T ([v]m) ⊇ [wT ]Tr−+m .

Donc, il existe T ∈ N et y ∈ AZ tels que y ∈ [u]n ∩ [wT ]Tr−+m.
La même chose est vraie pour v′ (pour le même T ).

On en déduit que tout AC oblique non nilpotent est sensible.

Corollaire 2.6.6. Un AC oblique est soit sensible soit nilpotent.

Démonstration. Un AC oblique est faiblement semi-mélangeant, d’après la
proposition 2.6.5. Tout AC faiblement semi-mélangeant est soit sensible soit
nilpotent, d’après la remarque 1.2.23 et le théorème 2.4.4.

Corollaire 2.6.7. Un AC oblique et surjectif est sensible.

2.7 Attracteurs sous-décalages et domaines

Attracteurs sous-décalages. Soit (AZ, F ) un AC.
— Un attracteur sous-décalage d’un AC est un attracteur qui est un sous-

décalage.
— On dit que l’ensemble ouvermé F -invariant U ⊆ AZ est envahissant si
∃k > 0 tel que

F k(U) ⊆ σ−1(U) ∩ σ(U).
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Proposition 2.7.1. Soit (AZ, F ) un AC. Un ensemble fermé non vide V ⊆ AZ tel
que F (V ) = V est un attracteur si V = ΩF (U) tel que U est un ensemble ouvermé
F -invariant.

L’ensemble limite d’un ensemble ouvermé invariant est un attracteur et si l’en-
semble ouvermé invariant est envahissant, alors son ensemble limite est un sous-
décalage.

Proposition 2.7.2 ([26]). Soient (AZ, F ) un AC et U un ensemble ouvermé F -
invariant. Alors ΩF (U) est un attracteur sous-décalage si et seulement si U est
envahissant.

On va montrer que les attracteurs sous-décalages s’intersectent toujours.

Théorème 2.7.3. Si un AC a deux attracteurs non vides σ-invariants, alors
ils ne sont pas disjoints.

Démonstration. On suppose que l’AC a deux attracteurs V1 et V2 disjoints non
vides σ-invariants. Alors il existe ε tel que

DF (Vi) ⊇ B(Vi, ε), i ∈ {1, 2}.

Puisque σ est transitif,

∃n ∈ Z, B(V1, ε) ∩ σn(B(V2, ε)) 6= ∅.

Mais,
ΩF (B(V1, ε) ∩ σn(B(V2, ε))) ⊆ ΩF (B(V1, ε)) ⊆ V1.

Alors que d’un autre côté, ΩF (B(V1, ε)∩σn(B(V2, ε))) = ΩF (σn(σ−n(B(V1, ε))∩
B(V2, ε)))

= σn(ΩF (σ−n(B(V1, ε)) ∩B(V2, ε))) ⊆ σn(ΩF (B(V2, ε))) ⊆ σn(V2) ⊆ V2 .

Alors, V1 ∩ V2 6= ∅. Cela contredit qu’ils sont disjoints et non vides.

Voici quelques propriétés des attracteurs.

Théorème 2.7.4 ([37]).

1. Si un AC a deux attracteurs disjoints, alors chaque attracteur contient deux
attracteurs disjoints et un nombre indénombrable de quasi-attracteurs.
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2. Si un AC a un attracteur minimal, alors il est un sous-décalage, il est
contenu dans tout autre attracteur, et son domaine d’attraction est un en-
semble ouvert dense.

3. Si x ∈ AZ est une configuration F -périodique attractive, alors σ(x) = x et
F (x) = x.

La classification suivante est un raffinement de la classification de Hurley [37] :
Pour tout AC (AZ, F ), on est dans un des cas suivants :

A1 : Il y a deux attracteurs disjoints et un continuum de quasi-attracteurs ;

A2 : Il y a un unique quasi-attracteur minimal qui n’est pas un attracteur ;

A3 : Il y a un unique attracteur minimal qui est différent de ΩF ;

A4 : Il y a un unique attracteur ΩF 6= AZ ;

A5 : Il y a un unique attracteur AZ.

Domaines d’attraction. Le domaine d’un attracteur est ouvert mais n’est pas
toujours dense.

Proposition 2.7.5 ([49]). Pour tout AC, Le domaine d’un attracteur sous-décalage
est ouvert dense.

La proposition suivante est très importante pour montrer la proposition 3.3.4 :
la transitivité du décalage apporte certaines propriétés aux domaines et aux do-
maines directs des ensembles invariants par décalage via AC.

Proposition 2.7.6. Soient F = (Ft) une suite d’AC sur X = AZ, et V ⊆ AZ.

1. ωF(σ(V )) = σ(ωF(V )) et DF(σ(V )) = σ(DF(V )).

2. Si V est σ-invariant, alors DF(V ) soit est d’intérieur vide, soit inclue
un ouvert dense ; il est soit nulle part dense soit dense. Si, de plus, V
est fermé, DF(V ) est soit maigre soit comaigre.

3. Si V est un SFT et DF(V ) d’intérieur non vide, alors dF(V ) est dense.

4. Si V est un sous-décalage, alors dF(V ) est maigre, sauf si F−1T (V ) est
plein, pour un certain T ∈ N.

Démonstration.

1. C’est clair, par définition, que ωF(σ(x)) = σ(ωF(x)).

2. D’après le point précédent, DF(V ) est σ-invariant. En outre, on peut
voir que si V est fermé, alors DF(V ) =

⋂
ε>0 dF(Bε(V )) a la propriété

de Baire. Les trois affirmations proviennent du lemme 1.2.21 (appliqué
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à F = σ).

3. On montre que, pour w ∈ A∗ arbitraire, [w] ∩ dF(V ) est non vide.
Puisque DF(V ) est d’intérieur non vide, il existe u ∈ A∗ tel que [u] ⊆
DF(V ).
Soit x = ∞(uw)∞ ∈ [u] une configuration périodique de période p =
|uw| tel que xJ0,pJ = uw. Puisque x ∈ [u] ⊆ DF(V ), il existe T ∈ N tel
que

∀t > T, d(Ft(x), V ) < 2−k−p.

Puisque ∀n ∈ Z, x = σnp(x), on a même :

∀t > T, ∀n ∈ Z, d(Ftσ
np(x), V ) < 2−k−p .

Par le point 1 du lemme 2.2.3, pour tout t > T ,

∀i ∈ Z, σiFt(x) ∈ B2−k(V ).

Puisque V est un 2k+1-SFT, Ft(x) ∈ V , par le point 3 du lemme 2.2.3 ;
x ∈ dF(V ). Par l’invariance par décalage, on a aussi que σ|u|(x) ∈
[w] ∩ dF(V ).

4. Par définition,

dF(V ) ⊆
⋃
T∈N

F−1T (V ).

Si pour tout T ∈ N, F−1T (V ) n’est pas plein, le point 2 du lemme 1.2.21
dit qu’il est d’intérieur vide (car il est fermé et σ-invariant). Donc, dF(V )
est maigre.

Cette proposition nous permet de généraliser la proposition 2.7.5.

Corollaire 2.7.7. Pour une suite F d’AC, le domaine de tout attracteur sous-
décalage est ouvert dense.

Il y a des quasi-attracteurs qui ne sont pas des attracteurs et ont des domaines
d’attractions comaigres.

Exemple 2.7.8. On reprend l’exemple 1 de l’exemple 2.3.3, on définit Min sur
{0, 1}Z par

Min(x)i = min(xi, xi+1).

{∞0∞} =
⋂
k≥0 Vk, où Vk = ΩMin([0]k) = {x ∈ ΩMin| ∀i ≤ k, xi = 0} est un at-

tracteur mais il n’est pas un sous-décalage, pour tout k ∈ Z. {∞0∞} est l’unique
quasi-attracteur (voir [43]).
Le domaine d’attraction de {∞0∞} est

⋂
k∈Z
{
x ∈ {0, 1}Z

∣∣ ∃i ≥ k, xi = 0
}

. Il est
comaigre.
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On sait que tout domaine dense contient l’ensemble des points d’équicontinuité.
Par ailleurs, si un attracteur sous-décalage est inclus dans l’ensemble des points
d’équicontinuité, alors son domaine aussi.

Remarque 2.7.9. D’après la proposition 1.1.6, dans un SD uniforme, si un at-
tracteur est inclus dans l’ensemble des points d’équicontinuité, alors son domaine
aussi. En particulier, on peut déduire de la proposition 1.2.11 le résultat suivant :
le domaine de tout attracteur sous-décalage équicontinu est exactement l’ensemble
des points d’équicontinuité.

Dans la figure 2.2 : Les AC Min, Min, Id, σ, σMin et C sont définis sur {0, 1}Z
par :

Min(x)i = min(xi−1, xi, xi+1), Min(x)i = min(xi, xi+1), Id(x)i = xi, σ(x)i = xi+1 ,

σMin(x)i = min(xi+1, xi+2), C(x)i = xi + xi+1(xi+2 + 1) mod 2 .

Les AC F1 = Id × Min, F2 = Id × Min et F3 = Id × σMin sont définis sur
({0, 1} × {0, 1})Z par :

F1(x, y)i = (xi,min(yi−1, yi, yi+1)), F2(x, y)i = (xi,min(yi, yi+1)),

F3(x, y)i = (xi,min(yi+1, yi+2)).
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CHAPITRE 2. AUTOMATES CELLULAIRES

2 attracteurs disjoints.

Id× Min

∩ attracteurs sous-shifts 6= ∅.A1

∩ attracteurs 6= ∅.

Min

A2

∩ attracteurs=attracteur.

MinId×Min

∩ attracteurs sous-shifts=attracteur.

A3

ΩF : unique attracteur sous-shift.

ΩF : unique attracteur.
σMinId× σMin

A4

F t(X) : unique attracteur sous-shift.

F t(X) : unique attracteur.
nilpotent.

Surjectif.

Equicontinu
non nilpotent.

Id

X : unique attracteur sous-shift.

X : unique attracteur.

C

A5

Transitif.
σ

Oblique.

Figure 2.2 – Classification des AC selon les attracteurs.
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CHAPITRE 3

DYNAMIQUE DIRECTIONNELLE

La dynamique directionnelle s’intéresse à la dynamique d’un automate cellu-
laire sous l’action d’un décalage. Étudier la dynamique d’un automate cellulaire
F sous l’action d’un décalage, c’est étudier la dynamique de la suite d’automates
cellulaires (F tσh(t))t∈N telle que h est une application de N dans Z appelée direc-
tion.

Dans ce chapitre, nous voyons le lien entre l’invariance par décalage et l’in-
variance par direction. Ensuite, nous montrons qu’il existe un ensemble fini de
domaine d’attraction dense lorsque l’automate cellulaire est quasi-équicontinu en
deux directions. Enfin, nous montrons que tout automate cellulaire dans une di-
rection supérieure à son rayon est faiblement semi-mélangeant.

3.1 Définitions

On appelle direction une application h : N → Z à variations bornées, c’est-
à-dire : Mh = supt∈N |h(t+ 1)− h(t)| est fini. Cette application vise à donner
une position dans l’espace pour chaque pas de temps.

D’après [21], l’AC F en direction h est la suite (F tσh(t))t∈N. En général,
la dynamique directionnelle d’un AC peut être lue sur son diagramme espace-
temps, en suivant h comme une courbe en allant dans la direction de temps.
Le formalisme comprend celui de [62] : une direction linéaire est h : t 7→ bαtc,
pour le même nombre réel α. Dans ce cas, on écrit (F tσbαtc)t∈N et on dit que
l’AC F est en direction α.

Directions à variations bornées. L’ensemble des directions à variations bornées
est noté B. Pour h, h′ ∈ B.
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CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DIRECTIONNELLE

— On note h � h′ s’il existe M > 0 tel que

h(t) ≤ h′(t) +M pour tout t ∈ N.

— On note h ≺ h′ si, de plus h′ 6� h. � est une relation de préordre sur B, et
on note ∼ la relation d’équivalence correspondante.

— On note aussi
h ≺≺ h′ si lim

t→∞
h′(t)− h(t) = +∞.

≺≺ est une relation transitive qui est plus fine que ≺.
— Le préordre � induit une notion d’intervalle de direction (fermé, ouvert,

semi-ouvert), avec certaines bornes h′ � h′′, notés [h′, h′′], ]h′, h′′[, [h′, h′′[,
]h′, h′′].
On dit que l’intervalle est non dégénéré si h′ ≺ h′′.

— Pour un intervalle S ⊆ B de bornes h′ et h′′, on note aussi

I(S) = {h ∈ B|h′ ≺≺ h ≺≺ h′′} ⊂]h′, h′′[.

Mémoires et anticipations. Soit F un AC de mémoire r− ∈ Z et d’anticipation
r+ ∈ Z.

— Pour tout t ∈ N, F t peut être défini par une règle locale de mémoire r−t et
d’anticipation r+t.

— Pour une suite d’AC (Ft)t∈N, notons r−(t) et r+(t) la mémoire et l’anticipa-
tion minimales possibles pour Ft et nous les appelons la mémoire itérée
et l’anticipation itérée. Formellement,

r−(t) = sup
{
i ∈ Z

∣∣ ∀x, y ∈ AZ, xJi,+∞J = yJi,+∞J =⇒ Ft(x)0 = Ft(y)0
}

et

r+(t) = inf
{
i ∈ Z

∣∣ ∀x, y ∈ AZ, xK−∞,iK = yK−∞,iK =⇒ Ft(x)0 = Ft(y)0
}
.

Equicontinuité.
— Un mot u ∈ A∗ est bloquant à droite pour un AC F en direction h s’il

existe s ∈ Z tel que :

∀x, y ∈ [u]s, xK−∞,sK = yK−∞,sK =⇒ ∀t ∈ N, F t(x)K−∞,h(t)K = F t(y)K−∞,h(t)K .

De la même façon, on définit les mots bloquants à gauche.
— Un mot u ∈ A∗ est M -bloquant pour un AC F selon h s’il existe un offset

s ∈ Z tel que

∀x, y ∈ [u]s,∀t ∈ N, F t(x)J0,MJ = F t(y)J0,MJ,
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3.1. DÉFINITIONS

où M = max(−r− + maxt(h(t) − h(t + 1)), r+ + maxt(h(t + 1) − h(t))) et
r− et r+ sont la mémoire et l’anticipation de F .
La terminologie vient du fait que dans ce cas, u est bloquant à gauche et à
droite (avec le même offset).
En particulier, un mot u ∈ A∗ avec |u| ≥ s est dit s-bloquant pour un AC
F selon la direction α s’il existe un offset p ∈ J0, |u| − sK tel que

∀x, y ∈ [u]0, ∀t ≥ 0, σbtαcF t(x)Jp,p+sJ = σbtαcF t(y)Jp,p+sJ .

La proposition suivante explique comment l’équicontinuité dans les automates
cellulaires en direction quelconque peut être reformulée en termes de mots blo-
quants. Le cas vertical remonte à [42, 43], les directions linéaires à [62], les direc-
tions à variations bornées à [21], et le cas général peut être trouvé dans les preuves
de [20, Prop 3.1.3, Cor 3.1.4].

Proposition 3.1.1 ([21]). Soient F un AC et h une direction.

1. S’il existe un mot bloquant à gauche et à droite u pour F en direction h,
alors EF,h contient l’ensemble comaigre des configurations où u apparâıt une
infinité de fois des deux côtés.

2. Sinon, F est sensible en direction h.

Autrement dit, dans le cas de variation bornée, EF,h est soit vide soit comaigre.
La question est ouverte si cela reste vrai dans le cas de variation non bornée (voir
[20, Remark 3.1.1]).

Il n’est pas difficile d’être convaincu que les propriétés d’équicontinuité sont
préservées par ∼.

Remarque 3.1.2. Soit F un AC sur AZ et h, h′ ∈ B. Si h ∼ h′, alors EF,h =
EF,h′.

En particulier, F est quasi-équicontinu (resp. équicontinu) selon h si et seulement
si F est quasi-équicontinu (resp. équicontinu) selon h′.

Démonstration. Par hypothèse, il existe M ∈ N tel que −M + h(t) ≤ h′(t) ≤
h(t) + M, ∀t ∈ N. Soit l ∈ N et x ∈ AZ. On va montrer que si x ∈ AZ est
2−M−l−stable selon h, alors il est 2−l−stable selon h′. Donc, on suppose qu’il
existe k ∈ N tel que

∀y ∈ AZ, xJ−k,kK = yJ−k,kK =⇒

∀t ∈ N, F tσh(t)(x)J−M−l,M+lK = F tσh(t)(y)J−M−l,M+lK .

∀y ∈ AZ, xJ−k,kK = yJ−k,kK =⇒
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CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DIRECTIONNELLE

∀t ∈ N, F t(x)J−M−l+h(t),M+l+h(t)K = F t(x)J−M−l+h(t),M+l+h(t)K.

Par hypothèse, on obtient
J−l + h′(t), l + h′(t)K ⊆ J−M − l + h(t),M + l + h(t)K ,∀t ∈ N. Ainsi,

∀y ∈ AZ, xJ−k,kK = yJ−k,kK =⇒

∀t ∈ N, F tσh
′(t)(x)J−l,lK = F tσh

′(t)(x)J−l,lK

qui est exactement 2−l-stabilité de x. Donc, si x est un point d’équicontinuité
selon h, alors x est un point d’équicontinuité selon h′. La réciproque est
symétrique.

Classification dynamique selon une direction. Dans [21], on a proposé une
classification des automates cellulaires similaire à la classification de Kůrka pour
le cas de la direction verticale.

Théorème 3.1.3. [62, 21] Tout AC F de mémoire r− et d’anticipation r+, satis-
fait une seule des conditions suivantes :

1. F est nilpotent pour tout h ∈ B.

2. F est équicontinu selon une seule direction h′ ∈ [−r+,−r−] et sensible pour
h 6= h′.

3. F est strictement quasi-équicontinu dans un intervalle non dégénéré S ⊆
[−r+,−r−] et sensible pour tout h /∈ S.

4. F est strictement quasi-équicontinu selon une seule direction h′ ∈ [−r+,−r−]
et sensible pour h 6= h′.

5. F est sensible pour tout h ∈ B.

3.2 Invariance

Nous avons déjà vu dans la remarque 3.1.2 que les propriétés d’équicontinuité
sont préservées par ∼. C’est aussi le cas pour les ensembles asymptotiques, comme
indiqué dans la remarque suivante ; l’ensemble limite et le domaine direct sont in-
variants par direction à condition que l’ensemble considéré soit fortement invariant
par décalage.

Remarque 3.2.1. Soient F un AC, V, U ⊆ AZ fortement invariants par
décalage, Vt ⊆ AZ des fermés fortement invariants par décalage pour t ∈ N et
h, h′ ∈ B.
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3.2. INVARIANCE

1. dF,h((Vt)t) = dF,h′((Vt)t).

2. ΩF,h(U) = ΩF,h′(U).

3. Si h ∼ h′, ωF,h(U) = ωF,h′(U).

4. Si h ∼ h′, DF,h(V ) = DF,h′(V )

Démonstration.

1. Soit x ∈ dF,h((Vt)t), il existe T ∈ N pour tout t > T , F tσh(t)(x) ∈ Vt.
Par hypothèse, on obtient que F tσh

′(t)(x) ∈ Vt pour tout autre h′ : N→
Z.

2. ΩF,h(U) =
⋂
T∈N

⋃
t≥T F

tσh(t)(U) =
⋂
T∈N

⋃
t≥T F

t(U) = ΩF (U).

3. Soit y ∈ ωF,h(U) ; ∃x ∈ U et une suite croissante (nk)k tels que

lim
k→∞

F nkσh(nk)(x) = y.

Puisque h ∼ h′, (h(t) − h′(t)) est bornée, pour t ∈ N. On en déduit
qu’il existe une sous-suite (mk)k de (nk)k telle que (h(mk)−h′(mk)) est
constante, on pose h(mk)−h′(mk) = q, q ∈ Z. Donc, Fmkσh

′(mk)(σq(x)) =
Fmkσh(mk)(x) tend vers y quand k tend vers l’infini. Puisque U est
σ−invariant, U contient σq(x), de sorte que y ∈ ωF,h′(U).

4. Ceci peut être directement dérivé des définitions et du point précédent.

Pour un AC, l’ensemble asymptotique, selon n’importe quelle direction, d’un en-
semble invariant par décalage est aussi invariant par décalage et par cet AC.

Proposition 3.2.2. Soient F un AC, h une direction, et U σ-invariant. Alors

F (ωF,h(U)) = σ(ωF,h(U)) = ωF,h(U).

Démonstration. Par le point 1 de la proposition 2.7.6, on sait que ωF,h(U) est
σ-invariant, et puisque F commute avec σ, on a que

∀t ≥ 1, Fσh(t)−h(t−1)(ωF,h(U)) = F (ωF,h(U)).

Par la proposition 1.2.4 (appliquée à j = 1 et Gt = Fσh(t)−h(t−1), de sorte
que {Gt| t ∈ N} est fini), on obtient que pour tous y, z ∈ ωF,h(U), Fσk(y) ∈
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CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DIRECTIONNELLE

ωF,h(U) pour un certain k, et z = Fσl(x) pour un certain l et un certain
x ∈ ωF,h(U).

Tout domaine invariant par décalage est une union finie de classes asymptotiques
si son ensemble asymptotique est fini.

Corollaire 3.2.3. Soient F un AC, h une direction et U tel que V = ωF,h(U)
est fini et U = DF,h(V ) est fortement σ-invariant. Alors F induit une bijection
de V , et U =

⊔
y∈V AF,h(y).

Démonstration. Par la proposition 3.2.2, on voit que F (V ) = V , de sorte
que F induit une surjection, donc une bijection de V .
Par la proposition 1.2.14, il y a au maximum |V | classes asymptotiques dans
U .
Par le premier point, V ⊆ U , de sorte que chaque y ∈ V devrait être dans une
de ces classes.
Par la remarque 1.1.1, ils sont tous dans des classes distinctes. Donc, on obtient
U ⊇

⊔
y∈V AF,h(y).

L’inclusion inverse est triviale.

3.3 Quasi-équicontinuité en deux directions

Si un AC a deux directions différentes de quasi-équicontinuité, on va montrer
qu’il existe une orbite périodique telle que son domaine direct est dense selon
toutes les directions, et son domaine d’attraction est d’intérieur non vide selon les
directions qui sont strictement entre les deux directions de quasi-équicontinuité.

Pour simplifier l’étude, on va commencer par les directions linéaires et on va voir
que les mêmes résultats restent valables lorsque les directions sont quelconques.

3.3.1 Quasi-équicontinuité en deux directions linéaires

Proposition 3.3.1. Considérons un AC (AZ, F ) qui a deux directions α < 0
et α′ > 0 de quasi-équicontinuité. Alors, il existe a ∈ A tel que :

1. En toute direction β ∈]α, α′[ : DF (OF (∞a∞)) est comaigre et dF (OF (∞a∞))
est dense.

2. En toute direction : dF (OF (∞a∞)) est dense.
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Figure 3.1 – Quasi-équicontinuité en 2 directions linéaires.

3. En directions α et α′ : DF (OF (∞a∞)) est comaigre.

Démonstration.

1. En toute direction β ∈]α, α′[ : Soient u ∈ Am, v ∈ Am tels que

∀x, y ∈ [u]−m,∀t ≥ 0, F t(x)J−m+p,−m+p+sJ = F t(y)J−m+p,−m+p+sJ .

∀x, y ∈ [v]0, ∀t ≥ 0, σbtαcF t(x)Jp,p+sJ = σbtαcF t(y)Jp,p+sJ .

Soit N ∈ N tel que −l := bNαc + p < −m (i.e., N = −b (l+p)
α
c) (la

partie gauche de la figure 3.1). ∃a ∈ A, ∀y ∈ [v]0 on a

σbNαcFN(y)p = FN(y)−l = a .

Pour i ∈ Z donné, on prend une configuration x (la partie droite de la
figure 3.1) telle que x ∈ [u]−m∩ [v]i+l . Comme x ∈ [v]i+l, σ

i+l(x) ∈ [v]0 .

Donc, FN(σi+l(x))−l = FN(x)i = a . Comme u est un mot bloquant,

∀i ∈ J−l,−m+ p+ sJ ,∃z ∈ Ai+lvAN,∀z′ ∈ A−N, FN(z′uz)i = a

⇐⇒ ∀i ∈ J−l,−m+ p+ sJ ,∃z ∈ AN,∀x ∈ [u]−m, F
N(xK−∞,0Kz)i = a .

a ne dépend pas de z, alors ∀i ∈ J−l,−m+ p+ sJ ,∀x ∈ [u]−m, F
N(x)i =

a. Donc,
∀l,∃N, a,∀x ∈ [u]−m, F

N(x) ∈ [al−m+p+s]−l .
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Puisque F est aussi quasi-équicontinu en direction strictement positive
α′ > 0, alors

∀l,∃N, a,∀x ∈ [u]−m, F
N(x) ∈ [a2l+1]−l .

Donc, [u] ⊆ DF (OF (∞a∞)) ; DF (OF (∞a∞)) est d’intérieur non vide et
comme OF (∞a∞) est σ-invariant, DF (OF (∞a∞)) aussi. Par la propo-
sition 1.2.11, DF (OF (∞a∞)) est comaigre. Puisque DF (OF (∞a∞)) est
d’intérieur non vide et OF (∞a∞) est un SFT, dF (OF (∞a∞)) est dense,
d’après le point 3 de la proposition 2.7.6.

2. En toute direction : dF (OF (∞a∞)) est dense, alors il est dense dans
toutes les directions, d’après la remarque 3.2.1.

3. En directions α et α′ : dF (OF (∞a∞)) est dense, alors E ⊆ DF (OF (∞a∞)),
d’après la proposition 1.2.11. Autrement dit, DF (OF (∞a∞)) est co-
maigre.

3.3.2 Quasi-équicontinuité en deux directions quelconques

Voici le principal lemme pour comprendre la dynamique directionnelle. Il est
basé sur le fait que si un mot u est bloquant selon h′ ∈ B, et s′ est le offset minimal
correspondant, alors en particulier pour tout t ∈ N il existe au,h′(t) ∈ A tel que

∀z ∈ [u]s′ , au,h′(t) = F t(z)h′(t) .

Lemme 3.3.2. Soit F un AC sur AZ de mots bloquants u selon h′ ∈ B avec
offset s′ ∈ Z et v selon h′′ ∈ B avec offset s′′ ∈ Z, et q′ = h′ + |v| − s′ et
q′′ = h′′ − s′′. Alors, pour tout z ∈ [v]0 et j ∈ Jq′(t), q′′(t)J, F t(z)j = au,h′(t).

Bien sûr la même chose est vraie pour [u]. L’énoncé suivant est direct, par définition.
Bien sûr l’énoncé symétrique est valable pour les mots bloquants à droite.

Remarque 3.3.3.

1. Par définition, on peut voir que si u est bloquant pour un AC F selon la
direction h, alors tout mot contenant u est aussi bloquant.

2. Si deux directions sont quasi-équicontinues, la proposition 3.1.1 déclare
qu’ils admettent des mots bloquants u et v. D’après le point précédent, ils
admettent un mot bloquant commun uv.

3. Par définition, on peut voir que : si u est un mot bloquant à droite pour
un AC F selon les directions h′ et h′′, alors aussi selon toute direction
h � min(h′, h′′).
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4. D’après le point précédent et l’énoncé symétrique, si u est bloquant à droite
et à gauche selon les directions h′ et h′′, alors aussi selon toute direction
h ∈ [min(h′, h′′),max(h′, h′′)].

5. En particulier, le blocage à droite et à gauche sont conservés par ∼ (qui
n’est pas le cas de blocage fort).

Preuve du lemme 3.3.2. Puisqu’ils sont bloquants à droite et bloquants à gauche,
respectivement, pour tout t ∈ N :{
∀x, y ∈ [u]s′ , xJs′,+∞J = yJs′,+∞J =⇒ F t(x)Jh′(t),+∞J = F t(y)Jh′(t),+∞J

∀x, y ∈ [v]s′′ , xK−∞,s′′K = yK−∞,s′′K =⇒ F t(x)K−∞,h′′(t)K = F t(y)K−∞,h′′(t)K .

Par définition,
∀z ∈ [u]s′ , au,h′(t) = F t(z)h′(t) .

Maintenant, soit j ∈ Jq′(t), q′′(t)J, de telle sorte qu’il existe une configuration
y ∈ [v]0 ∩ [u]j−h′(t)+s′ telle que

yK−∞,0K = zK−∞,0K.

Puisque σj−h
′(t)(y) est dans [u]s′ et u est bloquant à gauche selon h′, on obtient :

F t(y)j = au,h′(t).

D’une autre part, puisque v est bloquant à droite selon h′′,

∀t ∈ N, F t(z)K−∞,h′′(t)−s′′K = F t(y)K−∞,h′′(t)−s′′K.

En particulier, on obtient que F t(z)j = F t(y)j = au,h′(t).

Grâce au lemme précédent, on va montrer que l’image de n’importe quelle confi-
guration contenant un mot bloquant, à partir d’un certain temps, devient une
configuration monochrome.

Proposition 3.3.4. Soit F un AC de mot bloquant u selon deux directions
différentes h′ et h′′, avec h′′ 6� h′. Selon toute direction h ∈ B, le domaine
direct dF,h((

∞au,h′(t)
∞)t) contient toutes les configurations σ-périodiques où u

apparâıt ; De plus, le domaine DF,h((∞au,h′(t)∞)t) contient :

1. Toutes les configurations où u apparâıt une infinité de fois à gauche et
à droite, si h′ � h � h′′ ;

2. Toutes les configurations où u apparâıt une infinité de fois à droite, si
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h′ ≺≺ h � h′′ ;

3. Toutes les configurations où u apparâıt une infinité de fois à gauche, si
h′ � h ≺≺ h′′ ;

4. Toutes les configurations où u apparâıt, si h′ ≺≺ h ≺≺ h′′.

Démonstration. Considérons une configuration z ∈ [u]i, pour un certain i ∈ Z,
avec une certaine σ-période p ≥ 1. Soient q′ et q′′ comme dans le lemme 3.3.2.
puisque q′′ ∼ h′′ 6� h′ ∼ q′, il existe T ∈ N tel que q′(T ) ≤ q′′(T ) + p. Le
lemme 3.3.2 dit donc que

F T (z)j = au,h′(T ) pour tout j ∈ Ji+ q′(T ), i+ q′′(T )J ,

et, par périodicité, pour tout j ∈ Z. Cela signifie que F T (z) est monochrome,
et c’est clair qu’elle reste monochrome pour t ≥ T . Puisque, par définition,
au,h′(t) apparâıt dans F t(z), on en déduit que F t(z) = ∞au,h′(t)

∞.

1. Du point 4 de la remarque 3.3.3, u est bloquant à droite et à gauche
selon tout h ∈ [min(h′, h′′),max(h′, h′′)]. Donc de la proposition 3.1.1,
les configurations avec une infinité occurrences de u à gauche et à droite
sont équicontinues.

De la proposition 1.2.11 et du point précédent DF,h((∞au,h′(t)∞)t) ⊇
dF,h((

∞au,h′(t)
∞)t) est dense, ces configurations équicontinues doivent

aussi être dans DF,h((∞au,h′(t)∞)t).

2. Soient z ∈
⋂
i∈Z
⋃
j≥i[u]j et n ∈ N.

Si h � h′′ ∼ q′′, alors il existe j ≥ maxt∈N h(t) − q′′(t) + n tel que
z ∈ [u]j.

Si q′ ∼ h′ ≺≺ h, alors il existe T ∈ N tel que ∀t ≥ T, q′(t)+j ≤ h(t)−n.

Du lemme 3.3.2 et de ces inégalités,
pour tout t ≥ T , le motif F t(z)Jh(t)−n,h(t)+nK est monochrome. Puisque
c’est vrai pour tout n, chaque valeur d’adhérence de l’orbite doit être
monochrome.

3. Ce cas est symétrique au précédent.

4. Soit z ∈ [u]j pour certains j ∈ Z et n ∈ N. Si q′ ∼ h′ ≺≺ h ≺≺ h′′ ∼ q′′,
alors il existe T ∈ N tel que pour tout t ≥ T ,

h(t) + n ≤ q′′(t) + j et q′(t) + j ≤ h(t)− n .
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Du lemme 3.3.2 et de ces inégalités,
pour tout t ≥ T , le motif F t(z)Jh(t)−n,h(t)+nK est monochrome.

Le domaine selon les directions de quasi-équicontinuité est non seulement dense,
mais aussi comaigre, d’après la proposition1.2.11.

3.4 Directions obliques

Définition 3.4.1. On dit qu’une direction h est oblique pour une suite d’AC
(Ft)t si

h /∈ [−r+,−r−] .

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 2.6.5.

Proposition 3.4.2. Si (Ft)t est une suite d’AC et h est une direction oblique,
alors le SD (Ftσ

h(t))t est faiblement semi-mélangeant.

Démonstration. Il suffit de prouver la propriété pour U = [u]n un cylindre,
V = [v]m et V ′ = [v′]m′ deux cylindres de motifs apparaissant dans ΩF,h, avec
m,m′, n ∈ Z.
En prolongeant v et/ou v′ (dans un motif qui apparâıt toujours dans l’ensemble
limite), on peut supposer qu’ils ont la même longueur et que m = m′.
Supposons, sans perte de généralité, que h est oblique à gauche : −r− ≺ h ; en
particulier, il existe T ∈ N tel que

r−(T ) + h(T ) +m > n+ |u| .

FTσ
h(T ) est un AC de mémoire r−(T ) + h(T ) et d’anticipation r+(T ) + h(T ) :

∃wT ∈ A|v|+(r+(T )−r−(T ))

tel que
F−1T ([v]m) ⊇ [wT ]r−(T )+h(T )+m .

Par ailleurs, il existe T ∈ N et y ∈ AZ tels que y ∈ [u]n ∩ [wT ]r−(T )+h(T )+m.
La même chose est vraie pour v′ (pour le même T ).

En particulier, tout automate cellulaire en direction oblique est faiblement semi-
mélangeant.

La remarque suivante montre que, dans le cas d’une seule direction d’équicontinuité
(à équivalence ∼ près), la mémoire itérée est équivalente à l’anticipation itérée.
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Remarque 3.4.3.

1. Pour tout t ∈ N, −∞ < r−(t) ≤ r+(t) < +∞, si et seulement si Ft
n’est pas une fonction constante.

2. (Ftσ
h(t))t∈N est équicontinu si et seulement si r+ � −h � r− (en parti-

culier, si Ft n’est jamais constant, h ∼ −r− ∼ −r+).

Dans le cas uniforme, Ft est constant si et seulement si l’AC est nilpotent.

Démonstration.

1. La première déclaration est directe de la continuité de Ft.

2. Si (Ftσ
h(t))t est équicontinu, alors il existe r ∈ N tel que pour tout

t ∈ N,

x, y ∈ AZ, xJ−r,rK = yJ−r,rK =⇒ Ftσ
h(t)(x)0 = Ftσ

h(t)(y)0.

Puisque F commute avec σ,

xJ−r−h(t),r−h(t)K = yJ−r−h(t),r−h(t)K =⇒ Ft(x)0 = Ft(y)0.

On obtient que −r − h(t) ≤ r−(t) et r+(t) ≤ r − h(t).
Réciproquement, on suppose qu’il existe M ∈ N tel que

∀t ∈ N, r+(t) ≤M − h(t) et − h(t) ≤M + r−(t).

Et soit l ∈ N. Alors pour tout t ∈ N et x, y ∈ AZ tels que xJ−l−M,l+MK =
yJ−l−M,l+MK, considérons la configuration z ∈ AZ telle que zi = xi pour
tout i ∈ K−∞, l +MK et zi = yi pour tout i ∈ J−l −M,+∞J. Par les
inégalités supposées, on a

xK−∞,l+r+(t)+h(t)K = zK−∞,l+r+(t)+h(t)K et

zJ−l+r−(t)+h(t),+∞J = yJ−l+r−(t)+h(t),+∞J

de sorte que

Ftσ
h(t)(x)J−l,lK = Ftσ

h(t)(z)J−l,lK = Ftσ
h(t)(y)J−l,lK.

Cela prouve l’équicontinuité de (Ftσ
h(t))t. La conséquence entre pa-

renthèses vient du premier point.

Dans le cas d’un seul AC, nous avons vu que r−(t) ≥ r−t et r+(t) ≤ r+t.
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CHAPITRE 4

L’ENSEMBLE LIMITE GÉNÉRIQUE

J. Milnor a défini implicitement l’ensemble limite générique, qui est le plus petit
fermé de domaine d’attraction comaigre. Intuitivement, l’ensemble limite générique
capture le comportement asymptotique des orbites de presque tous les points dans
l’espace, au sens de Baire : on veut parler du comportement asymptotique qu’on
observe vraiment.

Dans ce chapitre, nous formalisons ce concept et étudions quelques-unes de
ses propriétés topologiques, et les liens avec l’équicontinuité et la sensibilité en
utilisant les résultats obtenus aux trois chapitres précédents. Nous comparons aussi
l’ensemble limite générique avec d’autres ensembles qui décrivent le comportement
asymptotique des systèmes dynamiques, et nous terminons ce chapitre par quelques
exemples. Le résultat principal de ce chapitre est la classification des automates
cellulaires basée sur leurs ensembles limites génériques dans différentes directions.

4.1 L’ensemble limite générique des SD

J. Milnor [54] a suggéré la définition suivante :

Définition 4.1.1 ([54]). Étant donné un SD F, l’ensemble limite générique
ω̃F est l’intersection de tous les fermés qui ont un domaine d’attraction co-
maigre.

L’ensemble limite générique ω̃F peut être défini comme le plus petit fermé qui a
un domaine comaigre, grâce à la proposition suivante.
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Proposition 4.1.2. Soit F un SD. Le domaine de l’ensemble limite générique
est comaigre.

Autrement dit, il est le plus petit fermé qui inclut tous les points limites de toutes
les orbites génériques.

Démonstration. Tout espace métrique compact admet une base dénombrable :
il existe un ensemble dénombrable {Ui| i ∈ N} de fermés tel que tout fermé U
peut s’écrire comme ⋂

i∈IU

Ui pour un certain IU ⊆ N.

En particulier, ω̃F est l’intersection
⋂
U

⋂
i∈IU Ui, où U s’étend sur les ensembles

fermés qui ont un domaine comaigre, c’est-à-dire ω̃F =
⋂
i∈I Ui, où I est l’union

de IU , pour tout U admettant un domaine comaigre.
Si i est dans I, alors il est dans un certain IU tel que U ⊆ Ui, où U a un
domaine comaigre, de sorte que Ui a aussi un domaine comaigre. Par le point
5 de la remarque 1.2.7,

DF(ω̃F) = DF(
⋂
i∈I

Ui) =
⋂
i∈I

DF(Ui).

On sait qu’une intersection dénombrable d’ensembles comaigres est comaigre.
Donc, DF(ω̃F) est comaigre.

Notons que l’ensemble limite générique est la clôture de l’ensemble asymptotique
d’un certain ensemble comaigre, mais peut n’être l’ensemble aymptotique d’aucun
ensemble : voir l’exemple 4.4.4, où l’ensemble limite générique est plein, mais n’est
pas l’ensemble asymptotique.

Lemme 4.1.3. Soient (X,F) un SD sur x et V ⊆ X.

1. Si V est ouvert et intersecte ω̃F, alors DF(V C)
C

est non maigre. En

particulier, dF(V C)
C

est non maigre et il existe un ouvert non vide U
dans lequel

⋃
t≥T F

−1
t (V ) est dense, pour tout T ∈ N.

2. Si V n’intersecte pas ω̃F, alors DF(V C)
C

est maigre. En particulier, si

V est fermé, alors dF(V C)
C

est maigre, et il n’existe aucun ouvert non
vide U dans lequel

⋃
t≥T F

−1
t (V ) est dense, pour tout T ∈ N.
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Il y a des contre-exemples pour lequel ce lemme ne peut pas être déclaré comme
une équivalence : on prend, par exemple un ouvert V =]0, 1[ dans un SD uniforme
défini par Ft(x) = x/2t pour x ∈ [0, 1].

Démonstration.
— Si V est ouvert et intersecte ω̃F, alors ω̃F \ V = ω̃F ∩ V C est fermé.

Comme, l’ensemble limite générique est minimal, DF(ω̃F \ V ) n’est pas
comaigre. De plus, il est égal à DF(ω̃F) ∩ DF(V C). Donc, DF(V C) n’est
pas comaigre non plus.
D’après la remarque 1.2.9, DF(V C)

C ⊆ dF(V C)
C

. Donc, dF(V C)
C

est
aussi non maigre.
On a dF(V C)

C
=
⋂
T∈N

⋃
t≥T F

−1
t (V ) est non maigre.

D’après le complémentaire de la remarque 1.1.2, il existe un ouvert non
vide U tel que

⋂
T∈N

⋃
t≥T F

−1
t (V ) est comaigre dans U , c’est-à-dire⋃

t≥T F
−1
t (V ) est dense dans U pour tout T ∈ N.

— Si V C ⊇ ω̃F, alors DF(V C) ⊇ DF(ω̃F) est comaigre, c’est-à-dire DF(V C)
C

est maigre.
Si, de plus, V est fermé alors dF(V C)

C
est aussi maigre, parce que

dF(V C)
C ⊆ DF(V C)

C
, d’après la remarque 1.2.9.

On note que si V n’intersecte pas ω̃F, alors il existe un ouvert W ⊇ V tel

que ω̃F ⊆ W
C

. D’après le point précédent, dF(W
C

)
C

est maigre. Mais

cet ensemble contient dF(WC)
C

, qui doit aussi être maigre. Par la re-
marque 1.1.2, cela signifie que cet ensemble est maigre dans tout ouvert
U . Puisqu’il peut être écrit comme l’intersection

⋂
T∈N

⋃
t≥T F

−1
t (W )

d’ouverts, cela équivaut à dire qu’il y a T tel que
⋃
t≥T F

−1
t (W ) n’est

pas dense dans U . En particulier,
⋃
t≥T F

−1
t (V ) n’est pas dense dans

U .

Une conséquence de cela est la proposition suivante, qui signifie que l’ensemble
limite générique intersecte tout ensemble fermé de domaine dense.

Proposition 4.1.4. Supposons que F est un SD et que V est un ensemble
fermé de domaine dense DF(V ). Alors V intersecte ω̃F.

Démonstration. Le point 2 de la remarque 1.2.7 dit que

DF(V ) =
⋂
n>0

dF(B1/n(V )).
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Il en résulte que chaque dF(B1/n(V )) est dense.
Son surensemble ouvert

⋃
t≥T F

−1
t (B1/n(V )) doit être aussi dense.

Donc, dF(B1/n(V )C)
C

=
⋂
T∈N

⋃
t≥T F

−1
t (B1/n(V )) est comaigre. En particu-

lier, il est non maigre. Donc le point 2 du lemme 4.1.3 dit que B1/n(V ) inter-
secte ω̃F.
Puisque cela est vrai pour tout n > 0, puisque B1/n(V ) est fermé, V doit
intersecter ω̃F.

4.1.1 L’ensemble limite générique des SD non-errants

Pour les systèmes dynamiques non-errants, l’ensemble limite générique est l’es-
pace entier.

Proposition 4.1.5. Un SD F est semi-non-errant si et seulement si ω̃F = ΩF.

Démonstration.
— Supposons que F est semi-non-errant, x ∈ ΩF et ε > 0. Par définition,

dF(Bε(x)C)
C

n’est pas maigre. Par inclusion, dF(Bε(x)
C

)
C

n’est pas non
plus maigre. Par le point 2 du lemme 4.1.3, Bε(x) intersecte ω̃F. Puisque
cela est vrai pour tout ε > 0, on obtient que x ∈ ω̃F. L’inclusion ω̃F ⊆ ΩF

est toujours vraie.
— Réciproquement, nous supposons que F n’est pas semi-non-errant. Nous

voulons montrer que ΩF 6⊆ ω̃F. Comme F n’est pas semi-non-errant, il

existe un ouvert U qui intersecte ΩF tel que dF(UC)
C

est maigre, c’est-
à-dire dF(UC) est comaigre. Puisque UC est fermé, DF(UC) ⊇ dF(UC)
est aussi comaigre. Par définition, ω̃F est donc inclus dans UC donc, ω̃F

ne contient pas ΩF.

La proposition 4.1.5 donne directement le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.6. Si un SD F sur X est non-errant, alors ω̃F = X.

Puisque les AC surjectifs sont non-errants (voir par exemple [43]), on obtient
le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.7. Un AC F sur AZ est surjectif si et seulement si ω̃F = AZ,
si et seulement si ωF est comaigre.

La seconde assertion est aussi vraie pour les SD uniformes [32, Cor. 26].
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Démonstration. La première assertion est une conséquence du corollaire 4.1.6.
Pour la seconde assertion, les SD uniformes non-errants ont un ensemble co-
maigre de points récurrents qui sont tous dans ωF .

4.1.2 L’ensemble limite générique des SD quasi-équicontinus

On va montrer que si le système est quasi-équicontinu, alors son ensemble limite
générique est exactement la clôture de l’ensemble asymptotique de son ensemble
des points d’équicontinuité.

Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 1.2.11.

Corollaire 4.1.8. Si F est un SD quasi-équicontinu, alors

ω̃F = ωF(EF).

Démonstration. PuisqueDF(ω̃F) est dense, EF ⊆ DF(ω̃F) par la proposition 1.2.11.
Donc, ωF(EF) ⊆ ω̃F. Puisque ω̃F est fermé, ωF(EF) ⊆ ω̃F.
Réciproquement, ω̃F est l’intersection de tous les fermés qui ont un domaine
comaigre, parmi lesquels ωF(EF) (dont le domaine contient le comaigre EF).
Donc, ω̃F = ωF(EF).

Si le système est équicontinu alors l’ensemble limite générique est la clôture de
l’ensemble asymptotique, d’après le corollaire précédent. Autrement dit, l’ensemble
asymptotique est dense dans l’ensemble limite générique. Grâce à l’équicontinuité,
l’ensemble asymptotique est aussi dense dans l’ensemble limite, d’après la propo-
sition suivante.

Proposition 4.1.9. Si F est un SD équicontinu sur X, alors ω̃F = ωF = ΩF .

Démonstration. Soient y ∈ ΩF et ε > 0. On montrera que Bε(y) intersecte ωF.
Il existe δ tel que pour tout x ∈ EF = X et tout t ∈ N,

Ft(Bδ(x)) ⊆ Bε/2(Ft(x)) .

Par la compacité de X, il existe I ⊆ X fini tel que X =
⋃
x∈I Bδ(x).

Puisque y ∈ ΩF, il existe J ⊆ N infini tel que, pour tout t ∈ J , il existe xt ∈ X
tel que

Ft(xt) ∈ Bε/2(y).

Par le principe des tiroirs, il existe x ∈ I tel que Bδ(x) contient une infinité
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de xt, t ∈ J . Cela signifie que pour une infinité de t,

d(Ft(x), y) ≤ d(Ft(x), Ft(xt)) + d(Ft(xt), y) ≤ ε/2 + ε/2 .

Nous concluons que l’orbite de x a une valeur d’adhérence z ∈ ωF(x) ∩Bε(y).
Cela prouve que ωF(X) est dense dans ΩF ; par le corollaire 4.1.8, on obtient
ω̃F = ωF(X) = ΩF .

Si le système dynamique est équicontinu, alors son ensemble limite générique est
exactement son ensemble limite.

Remarque 4.1.10. On sait qu’un automate cellulaire est nilpotent si et seule-
ment si son ensemble limite est fini. Donc, il est nilpotent si et seulement s’il est
équicontinu et son ensemble limite générique est fini.

4.2 L’ensemble limite générique des AC selon

des directions

Dans cette section, on étudie des automates cellulaires en faisant varier les
directions.

Un automate cellulaire en direction est une suite d’automates cellulaires.

Proposition 4.2.1. Soit F = (Ft)t une suite d’AC. Alors ω̃F est un sous-
décalage. Son domaine est σ-invariant.

Démonstration. Par définition, ω̃F est fermé.
Soit ω̃F = ωF(U), où U est comaigre. Puisque σ est un homéomorphisme,
σk(U) est aussi comaigre pour tout k ∈ Z. Alors W =

⋂
k∈Z σ

k(U) est toujours
comaigre, en tant que intersection dénombrable d’ensembles comaigres. On a
W ⊆ U , de sorte que

ωF(W ) ⊆ ωF(U) = ω̃F .

Réciproquement, la définition de ω̃F dit qu’il est contenu dans ωF(W ). Donc,
ωF(W ) = ω̃F .
Puisque W est σ-invariant, ω̃F = ωF(W ) est aussi σ-invariant.

De plus, d’après le corollaire 2.7.7, ω̃F est inclus dans tous les attracteurs sous-
décalages.

En particulier, l’ensemble limite générique d’un automate cellulaire dans n’im-
porte quelle direction est invariant par décalage, d’après la proposition précédente.
De plus, il est invariant par l’automate cellulaire lui-même, d’après la proposition
suivante.
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Proposition 4.2.2. Considérons l’AC F dans une certaine direction h. Alors
ω̃F,h est un sous-décalage F -invariant.

Démonstration. ω̃F,h est fermé. D’après la proposition 4.2.1, DF,h(ω̃F,h) est σ-

invariant. Donc, ωF,h(DF,h(ω̃F,h)) est aussi σ-invariant.

Comme ω̃F,h = ωF,h(DF,h(ω̃F,h)), ω̃F,h est σ-invariant et F -invariant, d’après la
proposition 3.2.2.

Dans la remarque suivante, on va voir que les ensembles limites génériques sont
préservés par ∼.

Remarque 4.2.3. Soient F un AC, U ⊆ AZ fortement invariant par décalage,
pour h, h′ ∈ B. Si h ∼ h′, alors

ω̃F,h(U) = ω̃F,h′(U).

Démonstration. Puisque, ω̃F,h est σ−invaraint, DF,h(ω̃F,h) est σ−invaraint et
comaigre. Si h ∼ h′, alors par les points 3 et 4 de la remarque 3.2.1, on a,{

ωF,h(DF,h(ω̃F,h)) = ωF,h′(DF,h(ω̃F,h))
DF,h(ω̃F,h) = DF,h′(ω̃F,h)

Donc,
ω̃F,h = ωF,h(DF,h(ω̃F,h)) = ωF,h′(DF,h′(ω̃F,h)).

De plus,
ωF,h′(DF,h′(ω̃F,h)) ⊇ ω̃F,h′ .

Donc, ω̃F,h ⊇ ω̃F,h′ . La réciproque est symétrique.

4.2.1 Indécomposabilité

Maintenant, on prouve que l’ensemble limite générique d’un automate cellulaire
est indécomposable dans un certain sens.

Proposition 4.2.4. Soit V =
⊔n−1
i=0 Vi, où n ∈ N et les Vi sont des fermés qui

sont invariants par un AC F dans une direction h, et par σp, pour un certain
p > 0.
Si DF,h(V ) est d’intérieur non vide (resp. non maigre), alors il existe i ∈ J0, nJ
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tel que DF,h(Vi) est dense (resp. comaigre).

Démonstration. Comme V =
⊔n−1
i=0 Vi et chaque Vi est fermé invariant par F

dans la direction h, DF,h(V ) =
⊔n−1
i=0 DF,h(Vi) par la proposition 1.2.12.

D’après le point précédent,
⊔n−1
i=0 DF,h(Vi) est d’intérieur non vide (resp. non

maigre). De plus, chaque DF,h(Vi) est σp-invariant (resp. et a la propriété de
Baire, car Vi est fermé). Donc, il existe i ∈ J0, nJ tel que DF,h(Vi) est dense
(resp. comaigre), d’après le point 4 du lemme 1.2.21.

Le domaine d’attraction de l’ensemble limite générique est comaigre, donc il est
non maigre et le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition
précédente.

Corollaire 4.2.5. Soient F un AC et h une direction. ω̃F,h ne peut pas être
décomposé comme union disjointe de sous-systèmes sous-décalages non tri-
viaux (ou même sous-systèmes σp-invariants non triviaux, pour un certain
p > 0).

Démonstration. On suppose que ω̃F,h =
⊔n−1
i=0 Vi, où les Vi sont fermés, inva-

riants, σp-invariants.
Par la proposition 4.2.4, il existe i ∈ J0, nJ tel que DF,h(Vi) est comaigre. Par
définition, ω̃F,h est alors inclus dans Vi. Ils sont donc égaux.

Autrement dit, dans l’ensemble limite générique d’un automate cellulaire, il n’y a
que l’ensemble limite générique lui-même qui est fermé, invariant par l’automate
et par décalage, et son domaine est non maigre.

4.2.2 Ensemble limite générique fini

Si l’ensemble limite générique est fini, alors le système dynamique est quasi-
équicontinu. Le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition 1.2.15.

Corollaire 4.2.6. Si ω̃F est fini, alors F est quasi-équicontinu.

Dans le cas des automates cellulaires, si l’ensemble limite générique est fini non
seulement l’automate cellulaire est quasi-équicontinu, mais aussi l’ensemble limite
générique est une orbite périodique d’une configuration monochrome.
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Proposition 4.2.7. Soient F un AC et h une direction. Si ω̃F,h est fini, alors
ω̃F,h contient une seule orbite (périodique) d’une configuration monochrome y,
et AF,h(y) est comaigre.

On note que l’orbite de cette configuration monochrome peut être non triviale (voir
l’exemple 4.4.9), mais les configurations génériques sont toutes asymptotiques à
la même configuration de cette orbite. Cela peut sembler paradoxal, en contraste
avec l’aspect habituel, synchrone et uniforme de la dynamique de l’AC sur AZ,
mais ici la notion de la généricité n’est pas du tout F -invariant.

Démonstration. Par la proposition 4.2.2, ω̃F,h est un sous-décalage fini F -
invariant, de sorte que toutes ses configurations sont périodiques (pour le
décalage).
Soit p > 0 une période commune. ω̃F,h peut être décomposé comme

⊔
y∈V OF,h(y),

où V ⊆ ω̃F,h est un ensemble de représentants des orbites.
ω̃F,h est fini et son domaine est invariant par décalage, d’après le corollaire 3.2.3,

DF,h(ω̃F,h) =
⊔

y∈ω̃F,h

AF,h(y) .

⊔
y∈ω̃F,h

AF,h(y) est non maigre et a la propriété de Baire. De plus, chaque

y ∈ ω̃F,h est σp-invariant, c’est-à-dire AF,h(y) est aussi σp-invariant, on peut
donc appliquer le point 4 du lemme 1.2.21 (à F = σp), et on obtient qu’il y a
y ∈ ω̃F,h tel que AF,h(y) est comaigre.
Comme DF,h(OF,h(y)) ⊇ AF,h(y) est comaigre,

ω̃F,h = OF,h(y).

De plus, puisque σ est un automorphisme de F , σ(AF,h(y)) = AF,h(σ(y)) est
aussi comaigre.
Alors, AF,h(y) ∩ AF,h(σ(y)) est aussi comaigre, et en particulier non vide.
Par la transitivité de la relation d’asymptoticité, y est asymptotique à σ(y).
Puisqu’ils se trouvent tous les deux dans le sous-système bijectif de F induit sur
ω̃F,h fini, la remarque 1.1.1 dit que y = σ(y), qui signifie que y est monochrome.

4.2.3 L’ensemble limite générique dans les directions obliques

On va montrer que l’ensemble limite générique dans une direction oblique est
l’ensemble limite.

Ce corollaire nous permet de généraliser le corollaire 2.6.6.
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Corollaire 4.2.8. Considérons un SD F = (Ftσ
h(t))t, où (Ft)t est une suite

d’AC et h une direction oblique. Alors, ω̃F = ΩF et F est soit sensible soit
nilpotent.

Démonstration. D’après la proposition 3.4.2, F est faiblement semi-mélangeant
et on sait qu’un SD faiblement semi-mélangeant est semi-non-errant, d’après
la proposition 1.2.22 et d’après la proposition 4.1.5,

ω̃F = ΩF.

La sensibilité vient de la proposition 3.4.2, La remarque 1.2.23 dit que tout
SD faiblement semi-mélangeant est soit sensible soit d’ensemble limite trivial
et on sait que l’ensemble limite d’un AC est trivial si et seulement s’il est
nilpotent.

En particulier, l’ensemble limite générique d’un automate cellulaire dans une di-
rection oblique est l’ensemble limite.

4.2.4 L’ensemble limite générique des AC quasi-équicontinus
en deux directions

Dans la proposition 3.3.4, on a montré que si l’automate cellulaire est quasi-
équicontinu en deux directions différentes, alors il existe une orbite périodique
d’une configuration monochrome dont le domaine est dense. En utilisant cette pro-
position, on va montrer que l’ensemble limite générique, de tout automate cellulaire
quasi-équicontinu en deux directions différentes, est aussi une orbite périodique
d’une configuration monochrome.

Proposition 4.2.9. Soit F un AC de mémoire r− et d’anticipation r+.
Si F est quasi-équicontinu en deux directions de signes opposés, alors il existe
un intervalle non dégénéré S ⊆ [−r+,−r−] et a ∈ A tels que ω̃F,h = OF (∞a∞)
pour tout h ∈ S et

EF,h ⊆ DF,h(ω̃F,h) = AF,h(∞a∞).

Si, de plus, h ∈ I(S), DF,h(ω̃F,h) contient un ouvert dense.
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Démonstration. On suppose que F a deux directions de signes opposés h′

et h′′ de quasi-équicontinuité. Par le point 2 de la remarque 3.3.3, ces deux
directions ont un mot bloquant commun u, de sorte que l’on peut appliquer
la proposition 3.3.4 : u est aussi bloquant pour toutes les directions dans
l’intervalle

[min(h′, h′′),max(h′, h′′)].

Puisque c’est vrai pour tous h′ et h′′, on en déduit que l’ensemble S des direc-
tions quasi-équicontinues est convexe : c’est un intervalle non dégénéré.
Par le corollaire 4.2.8, il est inclus dans [−r+,−r−].
La proposition 3.3.4 déclare également que DF,h((∞au,h′(t)∞)t) est dense pour
tout h ∈ B, de sorte qu’il contient tous les points d’équicontinuité, par la pro-
position 1.2.11.
Si h ∈ S, le corollaire 4.1.8 dit que l’ensemble limite générique est la clôture
de l’ensemble asymptotique de EF,h, qui est alors l’ensemble asymptotique de
{∞au,h′(t)∞| t ∈ N}, qui est un ensemble de configurations monochromes ; en
particulier, il ne dépend pas de h.
Par la proposition 4.2.7, il est l’orbite par F d’une configuration monochrome.
Finalement, si h ∈ I(S), il est facile de trouver q′, q′′ ∈ S tels que

q′ ≺≺ h ≺≺ q′′.

Le point 4 de la proposition 3.3.4 dit que DF,h((∞au,q′(t)∞)t) contient un ouvert
dense. Le même argument dit que ceci est dans le domaine de l’ensemble limite
générique.
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4.2.5 Classification des ensembles limites génériques selon
les directions

Nous rappelons la classification des AC selon des directions et nous insistons
sur les propriétés de chaque classe en termes de l’ensemble limite générique. En
tant que clôture d’un ensemble asymptotique, l’ensemble limite générique peut
dépendre de la direction.

Théorème 4.2.10. Tout AC F de mémoire r− et d’anticipation r+, satisfait
exactement une des conditions suivantes :

1. F est nilpotent ; il existe un symbole a ∈ A tel que pour tout h ∈ B,
ω̃F,h = {∞a∞}.

2. F est équicontinu selon une seule direction h′ ∈ [−r+,−r−], et sensible
dans toutes les autres directions ; pour tout h ∈ B, ω̃F,h = ΩF est infini.

3. F est strictement quasi-équicontinu dans un intervalle non dégénéré
S ⊆ [−r+,−r−] ; ∃a ∈ A tel que ω̃F,h = OF (∞a∞) pour tout h ∈ S, et
ω̃F,h est infini pour tout h /∈ S.

4. F est strictement quasi-équicontinu selon une seule direction
h′ ∈ [−r+,−r−] et sensible dans toutes les autres directions ; pour tout
h ∈ B, ω̃F,h est infini.

4’. F est strictement quasi-équicontinu selon une seule direction
h′ ∈ [−r+,−r−] et sensible dans toutes les autres directions ; ω̃F,h est
fini si et seulement si h = h′.

5. F est sensible dans toutes les directions ; ω̃F,h est infini selon tout h ∈
B.

Par rapport à la classification de [21], on a fusionné les deux dernières classes, parce
que l’expansitivité n’est pas pertinente en termes de l’ensemble limite générique,
sauf qu’elle implique la surjectivité. L’ensemble limite générique d’un AC surjectif
est égal au décalage plein dans chaque direction : un AC surjectif est soit dans la
classe 2, soit dans la classe 4, soit dans la classe 5. Dans la classe 3, les bornes de
l’intervalle de quasi-équicontinuité peuvent être fermées ou non ; en fait, tous les
quatre cas peuvent se produire : voir [20] pour certains exemples (la borne serait
toujours incluse si on permet des directions qui sont à variations non bornées).
Voir la section 4.4 pour les exemples de toutes les classes (en particulier, les deux
sous-classes de la classe 4 peuvent arriver).
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Démonstration.

1. Les AC nilpotents ont un ensemble limite trivial (dans toutes les direc-
tions), qui contient l’ensemble limite générique.

2. Maintenant, on suppose que F n’est pas nilpotent, c’est-à-dire que
ΩF est infini. On suppose aussi qu’il existe au moins une direction
d’équicontinuité. Par la remarque 3.4.3, toutes les autres directions
sont obliques, donc il est sensible par le corollaire 4.2.8. Par la pro-
position 4.1.9 et le corollaire 4.2.8, ω̃F,h = ΩF , pour tout h ∈ B.

3. Maintenant, on suppose que F n’admet aucune direction d’équicontinuité,
mais il admet deux directions différentes de quasi-équicontinuité.
Par la proposition 4.2.9, il existe un intervalle non dégénéré S ⊆ [−r+,−r−]
et a ∈ A tels que ω̃F,h = OF (∞a∞) pour tout h ∈ S. Pour les autres
directions, l’ensemble limite générique d’un SD sensible est infini, par
le corollaire 4.2.6.

4. Les cas restants quand il y a au plus une direction de quasi-équicontinuité ;
elle ne peut pas être oblique, et les autres directions doivent toutes avoir
un ensemble limite générique infini par le corollaire 4.2.6. Cela règle les
trois dernières classes.
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4.3 Liens avec l’approche ergodique

Mesure de probabilité borélienne.
— Un couple constitué d’un ensemble et d’une tribu sur cet ensemble est appelé

un espace mesurable.
— Une application µ défini sur un certain espace mesurable, à valeurs dans

J0,+∞K, est appelée mesure si µ(∅) = 0 et µ est dénombrablement additif.
— Soit µ une mesure sur X, µ est une probabilité si µ(X) = 1.
— Soit µ une mesure de probabilité sur X et T une tribu sur X. Soit F =

(Ft)t∈N un SD.
— Le support topologique Sµ d’une mesure µ est le plus petit fermé de

mesure 1. Si Sµ = X, on dit que µ est de support total.
— Une mesure µ est dite invariante par F si

∀A ⊆ T , µ(F−1(A)) = µ(A).

— On dit qu’une mesure F-invariante est F-ergodique si la mesure de tout
ensemble fortement F-invariant est de mesure nulle, ou de complémentaire
de mesure nulle.

— On dit que F est µ-équicontinu si µ(EF) = 1.
D’après la proposition 3.1.1 et le corollaire 4.3.4, si µ est σ-ergodique,
un AC F selon une certaine direction h est µ-équicontinu sauf si

EF,h ∩ Sµ = ∅.

4.3.1 L’ensemble limite probable et l’ensemble µ-limite

L’ensemble limite générique est la variante topologique de l’ensemble limite
µ-probable (the likely limit set) ΛF,µ, qui est le plus petit fermé de X qui a un
domaine d’attraction de mesure un. L’ensemble limite µ-probable ne dois pas être
confondu avec l’ensemble µ-limite ΩF,µ, d’après [47, 21], qui est l’intersection de
tous les fermés U tels que limt→∞ µ(F−1t (U)) = 1.

Nous prouvons une inclusion générale. Cependant, c’est une généralisation de
[47, Prop 1].

Proposition 4.3.1. Pour tout SD F et toute mesure de probabilité de Borel
µ, ΩF,µ ⊆ ΛF,µ.
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Démonstration. Il suffit de prouver que, pour tout ε > 0,

lim
t→∞

µ(F−1t (Bε(V ))) = 1, où V = ΛF,µ.

Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas : il existe α > 0 et un ensemble

infini I ⊆ N tels que pour tout t ∈ I, µ(At) ≥ α, où At = F−1t (Bε(V )
C

).
Pour tout T ∈ N, on considère l’ensemble BT = AT \

⋃
t>T At des points

qui sont pour la dernière fois dans un certain AT . On note CT =
⋃
t∈NAt \⊔

t≤T Bt =
⋃
t>T At, l’ensemble de ceux qui attendent encore une visite com-

prenant At pour un certain t ∈ I. Il en résulte que

µ(CT ) ≥ µ(At) ≥ α.

Puisque (CT )T est une suite décroissante de sous-ensembles, on obtient que

µ(C) ≥ α, où C =
⋂
T∈N

CT .

Maintenant si x ∈ C, alors pour tout T ∈ N, il existe t > T tel que Ft(x) ∈
Bε(V )

C
.

Cela signifie que x /∈ DF(V ), et ainsi DF(V ) est de mesure au plus 1− α.

La réciproque est, en général, fausse : l’exemple 4.4.7 est un contre-exemple, comme
prouvé dans [47]. Cependant, nous prouvons l’inverse dans un cas spécifique.

Proposition 4.3.2. Soit F un SD µ-équicontinu pour une certaine mesure µ.
Alors

ΩF,µ = ΛF,µ = ωF(EF ∩ Sµ) .

En particulier, si µ est à support total, alors ces ensembles sont égaux à ωF(EF).

Démonstration. Puisque DF (ΛF,µ) est dense dans Sµ, il contient l’ensemble de
mesure pleine EF ∩ Sµ, grâce à la proposition 1.2.11.
De la même façon comme dans la preuve du corollaire 4.1.8, nous pouvons
rapidement déduire la deuxième égalité.
Maintenant soient y ∈ ωF(EF ∩ Sµ) et ε > 0. Il y a un point x ∈ EF ∩ Sµ, et
une suite (tn)n tels que

∀n ∈ N, Ftn(x) ∈ Bε/2(y).
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Par l’équicontinuité de x, il existe δ > 0 tel que

∀t ∈ N, Ft(Bδ(x)) ⊆ Bε/2(Ft(x)).

En particulier, pour n ∈ N, on obtient Ftn(Bδ(x)) ⊆ Bε(y), donc

µ(F−1tn (Bε(y))) ≥ µ(Bδ(x)) > 0.

Soit U un sous-ensemble fermé de Bε(y)C . Alors pour tout n ∈ N,

µ(F−1tn (U)) ≤ µ(F−1tn (Bε(y)C)) ≤ 1− µ(Bδ(x)).

Puisque cela est positif et indépendant de n, µ(F−1t (U)) ne converge pas vers
1.
Par la contraposée, on obtient que tout fermé U tel que µ(F−1t (U)) converge
vers 1 devrait intersecter Bε(y), pour tout ε > 0. Donc, il contient y, et on
peut conclure que y ∈ ΩF,µ.
L’inclusion inverse vient de la proposition 4.3.1.

[54, Examples 5, 6] dit qu’il n’y a pas de relations d’inclusion générales entre l’en-
semble limite générique et l’ensemble limite µ-probable, mais qu’ils s’intersectent.
Voici une formalisation de cet argument.

Proposition 4.3.3. Pour tout SD F et toute mesure à support total µ, ΛF,µ∩
ω̃F 6= ∅.

Démonstration. Remarquons que ΛF,µ est un ensemble fermé avec un domaine
dense (parce que sa mesure est 1). La proposition 4.1.4 permet de conclure.

4.3.2 L’ensemble limite probable des automates cellulaires

Le lemme 1.2.21 donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.4. Soient F = (Ft)t∈N un SD transitif, où tous les Ft sont des
homéomorphismes, µ une mesure ergodique à support total, et W ⊆ X un en-
semble fortement F-invariant. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1. W n’est pas maigre.

2. W est comaigre.

3. W est de mesure 1.
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4. W est de mesure non nulle.

Démonstration. les deux premiers points sont équivalents, grâce au lemme 1.2.21
et les deux derniers sont équivalents, grâce à la définition de l’ergodicité.
Maintenant, siW est comaigre, il peut s’écrire comme une intersection dénombrable⋂
n∈NWn d’ouverts denses Wn, et donc comme intersection dénombrable⋂
n∈NOF(Wn) d’ouverts denses F-invariants. Par le support total, la mesure

de Wn doit être non nulle et par l’ergodicité, elle doit être 1, donc W est de
mesure 1. Autrement W est maigre, de telle sorte que l’argument précédent se
tienne pour son complémentaire.

Dans [54], J. Milnor demande un bon critère pour l’égalité entre l’ensemble
limite générique et l’ensemble limite µ-probable. Voici au moins un critère, dans
le cas d’automates cellulaires.

Corollaire 4.3.5. Si F est une suite d’AC, et µ est une mesure σ-ergodique
à support total, alors ω̃F = ΛF,µ.

Démonstration. La proposition 4.2.1 dit que l’ensemble limite générique est
l’intersection de tous les fermés σ-invariants qui ont des domaines comaigres.
Le même argument simple montre que l’ensemble limite µ-probable est l’in-
tersection de tous les fermés σ-invariants qui ont des domaines de mesure 1.
Grâce au corollaire 4.3.4, ces domaines sont en fait les mêmes, de sorte que les
deux ensembles sont égaux.

En fait, même quand ils ne sont pas égaux, la plupart des résultats sur l’ensemble
limite générique ont un résultat parallèle sur l’ensemble limite µ-probable, qui
peuvent être prouvés avec les mêmes outils de preuve.
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4.4 Exemples

Exemple 4.4.1 (Décalage). Soit σ un AC sur AZ défini par σ(x)i = xi+1. Cet
AC est réversible, donc surjectif. Par le corollaire 4.1.7, ω̃σ,h = AZ selon chaque
h ∈ B. Selon la direction −1, il correspond à l’AC identité. Cet AC a une seule
direction d’équicontinuité : il est dans la classe 2 du théorème 4.2.10.

Soit F un AC d’alphabet A, de mémoire r− ∈ Z, d’anticipation r+ > r− et de
règle locale f . Un état 0 ∈ A est envahissant si pour tout u ∈ Ar+−r−+1 tel que
0 < u, on a f(u) = 0.

Remarque 4.4.2. Soit F un AC sur AZ de mémoire r− ∈ Z, d’anticipa-
tion r+ > r−, et d’état envahissant 0 ∈ A. Alors, il est dans la classe 3 :
ω̃F,h = {∞0∞} selon chaque h ∈ [−r+,−r−] et ω̃F,h = ΩF selon chaque
h /∈ [−r+,−r−].

Démonstration. On suppose que F possède un état envahissant 0 ∈ A. Par
définition, il est un mot bloquant (à droite et à gauche) selon chaque h ∈
[−r+,−r−]. Par la proposition 3.3.4, il existe a ∈ A tel que ω̃F,h = OF (∞a∞) =

ω(EF,h) selon chaque h ∈ [−r+,−r−]. Dans ce cas, a n’est rien d’autre que
0. De plus, puisque chaque h /∈ [−r+,−r−] est oblique, ω̃F,h = ΩF par le
corollaire 4.2.8.

Figure 4.1 – L’AC Min selon la direction 1 (0 (resp. 1) est représenté par un
carré noire (resp. carré blanc)).

L’exemple le plus simple d’état envahissant est le suivant.
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Exemple 4.4.3 (Min). On reprend l’exemple 2.7.8, on définit Min sur {0, 1}Z par

Min(x)i = min(xi, xi+1).

Un diagramme espace-temps typique est représenté dans la figure 4.1. Par la re-
marque 4.4.2, on sait que cet AC est dans la classe 3 :

1. Selon la direction 0 :
ω̃Min,h = {∞0∞} et son domaine

⋂
k∈Z
{
x ∈ {0, 1}Z

∣∣ ∃i ≥ k, xi = 0
}

est co-
maigre.

2. Selon la direction −1 : la même chose est vraie, en remplaçant ≥ par ≤.

3. Selon les directions dans ]− 1, 0[ :
ω̃Min,h = {∞0∞} et son domaine est l’ouvert dense {0, 1}Z\{∞1∞}. On note
que selon la direction −1/2 : Min correspond au AC Min de trois voisinages,
est défini par

σ−1Min2(x)i = min(xi−1, xi, xi+1).

Ceci est un exemple de SD uniforme dont l’ensemble limite générique n’in-
clut pas tous les points récurrents.

4. Toute direction h /∈ [−1, 0] est oblique : ω̃Min,h = ΩMin =
{
x ∈ {0, 1}Z

∣∣ ∀k > 0, 10k1 6< x
}

.
Le domaine de l’ensemble limite générique est {0, 1}Z. Ceci est un exemple
de SD uniforme dont l’ensemble des points récurrents n’est pas dense dans
l’ensemble limite générique.

Exemple 4.4.4. On reprend l’exemple 2.5.2. L’AC dans cet exemple est surjectif
et quasi-équicontinu. Donc, cet AC est dans la classe 4 et ω̃F = AZ pour toute
direction.

Exemple 4.4.5 (Ensemble limite générique fini). Considérons l’AC Min×σ−1Min
défini sur ({0, 1}Z)2 par

(Min× σ−1Min)(x, y)i = (min(xi, xi+1),min(yi−1, yi)).

D’après l’exemple 4.4.3, ω̃Min,h = {∞0∞} selon chaque h ∈ [−1, 0] et ω̃Min,h =
ΩMin selon tout h /∈ [−1, 0] ; bien sûr ω̃σ−1Min,h = {∞0∞} selon tout h ∈ [0, 1] et
ω̃σ−1Min,h = ΩMin selon h /∈ [0, 1]. Donc, ω̃Min×σ−1Min,0 = {∞0∞}2, et ω̃Min×σ−1Min,h =
{∞0∞} × ΩMin (resp. ω̃Min×σ−1Min,h = ΩMin × {∞0∞}) selon tout h ∈ [−1, 0[ (resp.
h ∈]0, 1]), et ω̃Min×σ−1Min,h = Ω2

Min selon tout h /∈ [−1, 1]. En particulier, Min ×
σ−1Min possède une seule direction de quasi-équicontinuité : {0}. Donc, il est dans
la classe 4’.

Les deux exemples suivants sont dans la classe 5.
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Exemple 4.4.6 (Sensibilité en toute direction). Considérons l’AC σ−1Min × σ
défini sur ({0, 1}Z)2 par

(σ−1Min× σ)(x, y)i = (min(xi−1, xi), yi+1).

D’après l’exemple 4.4.1, ω̃σ,h = {0, 1}Z selon tout h ∈ B. D’après l’exemple 4.4.3,
ω̃σ−1Min,h = {∞0∞} selon tout h ∈ [0, 1] et ω̃σ−1Min,h = ΩMin selon tout h /∈ [0, 1].
Donc, ω̃σ−1Min×σ,h = {∞0∞} × {0, 1}Z selon tout h ∈ [0, 1], et ω̃σ−1Min×σ,h =
ΩMin × {0, 1}Z selon tout h /∈ [0, 1]. Puisqu’il n’y a aucune direction de quasi-
équicontinuité, cet AC est dans la classe 5.

Figure 4.2 – Just Gliders (← est représenté par de carré gris clair et → est
représenté par de carré gris foncé).

Exemple 4.4.7 (Just Gliders). Soient A = {←, 0,→} et F l’AC défini par la
règle locale suivante :

f(xi−1, xi, xi+1)i =

∣∣∣∣∣∣
→ si xi−1 =→ et xi 6=← et (xi+1 6=← ou xi =→)
← si xi+1 =← et xi 6=→ et (xi−1 6=→ ou xi =←)
0 sinon .

Un diagramme espace-temps typique de cet AC est montré dans la figure 4.2.
Il est possible de l’interpréter comme un fond de 0, où les particules → et ←
vont à droite et à gauche, respectivement. Quand deux particules opposées se
rencontrent, elles disparaissent.
On sait que cet exemple a un ensemble µ-limite qui est strictement inclus dans
l’ensemble limite µ-probable, quand µ est la mesure uniforme de Bernoulli (voir
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[47, Ex 3] et [48, Ex 4]). On peut voir (dans ces références) que l’ensemble
limite est

ΩF =
{
x ∈ AZ

∣∣ ∀k ∈ N,← 0k →6< x
}
.

On montre que F est faiblement semi-mélangeant dans chaque direction h /∈
{−1,+1}. Donc, ω̃F,h = ΩF,h. De plus, ω̃F,−1 = {0,→}Z, ω̃F,+1 = {0,←}Z, et
F est sensible dans toutes les directions ; il est dans la classe 5.

Démonstration. Par récurrence sur t ∈ N, on peut voir que F t(x)k =→ si et
seulement si x−t+k =→ et u = xJ−t+k+1,t+kK est un motif équilibré à droite ;
il n’envoie aucune particule à gauche, ou plus formellement :

∀j ∈ J0, |u|J ,
j∑
i=0

ui ≥ 0 , où →= +1 et ←= −1 .

On peut aussi écrire

∀j ∈ J0, |u|J ,
j∑
i=0

γ(ui) ≥ 0 , où γ(ui) =

∣∣∣∣∣∣
+1 si ui =→
0 si ui = 0
−1 si ui =← .

Généralisation de cette récurrence, on peut voir que si k ∈ Z, t ∈ N,←6< w et
u ∈ A2t est équilibré à droite, alors F t([wu]k) ⊆ [w]k+t. On définit des motifs
équilibrés à gauche symétriquement. Si →6< z et u est équilibré à gauche,
alors F t([uz]k) ⊆ [z]k+t.

— Soient [u]m, [u′]m′ , [v]n et [v′]n′ quatre cylindres, les deux derniers in-
tersectant ΩF . Par l’expression de ΩF , on peut les décomposer comme
v = wz, v′ = w′z′, avec ←6< w,w′ et →6< z, z′.
On montre qu’il existe t ∈ N tel que

F tσh(t)([u]m) ∩ [v]n 6= ∅ et F tσh(t)([u′]m′) ∩ [v′]n′ 6= ∅.

Si h est oblique, le résultat découle de la proposition 3.4.2, donc on peut
supposer que h ∈]− 1,+1[.
On peut supposer que u est un motif équilibré à gauche et à droite :
on peut simplement l’étendre par un nombre approprié de → sur la
gauche, et un nombre approprié de ← sur la droite (le cylindre obtenu
est inclus dans l’original). On peut aussi ajouter des 0 à u et u′ jusqu’à
pouvoir supposer qu’ils ont la même longueur et que m = m′.
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Puisque h � −1, il existe t ∈ N tel que

h(t) > −t+ max(n+ |w| , n′ + |w′|)−m.

Puisque h ≺ 1, il existe t ∈ N tel que

h(t) < t+ min(n+ |w| , n′ + |w′|)−m− |u| .

Ces t pourraient être distincts, mais il n’est pas difficile d’être convaincu
que, puisque h à variations bornées, il y a t ∈ N commun qui satisfait
tous les deux. Dans ce cas, on peut définir

ũ = 0t−n+h(t)−|w|+mu0t−m−|u|+n−h(t)+|w|.

Clairement, il est encore équilibré à gauche et à droite, de telle sorte
que

F tσh(t)([wũ]n−h(t)−t) ⊆ [w]n et F tσh(t)([ũz]n−h(t)+|w|−t) ⊆ [z]n+|w|.

En prenant l’intersection, on obtient

F tσh(t)([wũz]n−h(t)−t) ⊆ [v]n.

De plus, [wũz]n−h(t)−t ⊆ [ũ]n−h(t)−t+|w| ⊆ [u]m ; on obtient l’intersection
non vide désirée.
Le même raisonnement peut être suivi pour [u′]m′ et [v′]n′ pour le même
t.

— Le corollaire 4.2.8 donne alors que pour chaque h /∈ {−1,+1}, ω̃F,h =
ΩF et F est sensible.
Comme l’ensemble des directions de quasi-équicontinuité est un inter-
valle, au moins une direction dans {−1,+1} devrait aussi être sensible.
Puisque la définition de la règle locale est exactement symétrique, les
deux directions sont aussi sensibles.

— Maintenant, on considère la direction h = +1. Pour i ∈ N, soit Wi

l’ensemble de configurations x ∈ AZ tel que xJ1,iK n’est pas équilibré
à droite. Si x ∈ Wi, alors par définition, xJ1,tK n’est pas équilibré à
droite, pour t ≥ i, de telle sorte que, par la première affirmation de la
démonstration, F tσt(x)0 6=→.
Puisque chaque motif peut être étendu à droite en un motif qui n’est
pas équilibré à droite, on voit que W =

⋃
i∈NWi est un ouvert dense.
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On obtient que ωF,1(W )∩[→] = ∅. Donc, ωF,1(
⋂
n∈Z σ

n(W )) ⊆ {0,←}Z.
Puisque

⋂
n∈Z σ

n(W ) est comaigre, ω̃F,1 ⊆ {0,←}Z.
Réciproquement, pour chaque cylindres [u]m et [v]n, le dernier intersec-
tant {0,←}Z, le même argument ci-dessus permet de trouver un t ∈ N
arbitrairement grand tel que F t([u]m) intersecte [v]n, de telle sorte que
le point 2 du lemme4.1.3 affirme que [v]n intersecte l’ensemble limite
générique.

— L’argument symétrique exact règle le cas de h = −1.

Les deux derniers exemples sont seulement cités et pas définis formellement,
parce qu’ils peuvent remplir un article entier. Le premier montre qu’il est pertinent
d’étudier des directions arbitraires plutôt que des directions juste linéaires.

Exemple 4.4.8. Dans [21, Prop 3.3], un AC est construit, qui est quasi-équicontinu
selon h si et seulement si 0 ≺ h ≺ p, où p est une fonction explicite près de la
fonction de racine carrée. Cet AC est dans la classe 3 : il existe un intervalle non
dégénéré de directions de quasi-équicontinuité, mais seulement une d’entre elles
est linéaire.

Avec une certaine opération de groupage horizontal et un produit avec l’AC
construit dans [21, Prop 3.1] qui traite de l’autre côté d’une parabole, on peut
même obtenir un AC qui est toujours dans la classe 3, mais qui est sensible selon
toutes les directions linéaires.

Exemple 4.4.9. Dans [12, Thm 6.1], un AC F est construit avec un mot u
qui est bloquant dans un intervalle non dégénéré de directions, tel que ωF ([u]0)
est l’orbite non triviale d’une configuration monochrome (en particulier, ω̃F 2 =
ΩF 2,µ ( ΩF,µ = ω̃F ). Cela montre que les AC de la classe 3 ne sont pas toujours
génériquement nilpotents : Ils peuvent converger vers une orbite non triviale, à
condition que les mots bloquants soient des Jardins d’Éden.
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Quasi-équicontinu :

ω̃F = ωF (E) (4.1.8).

Sensible : ω̃F est infini (4.2.6).

Surjectif :

ω̃F = AZ (4.1.7).

Quasi-équicontinu en 2
directions de signes

opposés : ω̃F est fini
(4.2.10).

Equicontinu :
ω̃F = ΩF (4.1.9).

Oblique :
ω̃F = ΩF(4.2.8).

Figure 4.3 – Résumé des résultats. Les AC nilpotents ne sont pas considérés.
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CHAPITRE 5

FACTEURS ÉQUICONTINUS

Un système dynamique F′ = (F ′t)t sur Y est un facteur d’un système dynamique
F = (Ft)t sur X s’il existe une application continue et surjective Φ : X → Y
telle que t ∈ N, F ′tΦ = ΦFt. Dans un certain sens cela signifie que F′ est une
simplification de la dynamique de F, une partie de l’information sur F est perdue
au cours de ce procédé.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux facteurs équicontinus des systèmes
dynamiques, plus particulièrement des automates cellulaires.

5.1 Définitions

Soit F = (Ft)t (resp. F′ = (F ′t)t) un SD sur X (resp. sur Y ).
— Un morphisme de F dans F′ est une application continue Φ : X → Y

telle que
ΦF = F′Φ ⇐⇒ ΦFt = F ′tΦ ∀t ∈ N.

— Si Φ est un morphisme surjectif de F dans F′, alors Φ est une factori-
sation (ou application facteur ou semi-conjugaison) et F′ est dit
facteur de F. On dit également que F est une extension de F′.

— On dit que F′ est un facteur maximal de F si tout facteur de F est
un facteur de F′.

— On dit que F′ est un facteur équicontinu maximal de F si tout
facteur équicontinu de F est un facteur équicontinu de F′.

— On dit qu’une factorisation est cellulaire si elle commute avec décalage.

Tout système dynamique uniforme a un facteur équicontinu maximal et la
preuve du théorème suivant est dans le livre de Kůrka [43].
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Théorème 5.1.1. [25] Tout SD uniforme possède un facteur équicontinu maximal.

Factorisation semi-ouverte. Soient deux espaces topologiques X et Y .
— On dit qu’une application f de X vers Y est ouverte si pour tout ouvert

U ⊆ X, l’image f(U) est ouverte dans Y .
— On dit qu’une application f de X vers Y est semi-ouverte ou quasi-

ouverte si pour tout ouvert U ⊆ X, l’image f(U) est d’intérieur non vide.
— Une application f : X → Y est dite relativement ouverte (resp. rela-

tivement semi-ouverte) si sa corestriction X → f(X) est ouverte (resp.
semi-ouverte).

On sait que la préimage par une application continue d’un ouvert est un ouvert.
Si, de plus, l’application est semi-ouverte, alors la préimage d’un ensemble dense
est dense.

Lemme 5.1.2 ([29]). Soit f : X → Y une application continue surjective entre
deux espaces métriques compacts. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est semi-ouverte.

2. La préimage de tout sous-ensemble dense dans Y est dense dans X.

L’extension d’un système dynamique uniforme sensible est sensible si la fac-
torisation est semi-ouverte (voir [5]). On note qu’une application semi-ouverte a
été appelée application quasi-ouverte dans [5]. Dans la proposition suivante, nous
montrons que L’extension d’un système dynamique non uniforme sensible est aussi
sensible si la factorisation est semi-ouverte.

Proposition 5.1.3. Soient F un SD sur X et F′ un SD sur Y tels que F′ est
un facteur sensible de F par Φ. Si Φ est une application facteur semi-ouverte,
alors F est sensible.

Démonstration. CommeX est compact, l’application facteur Φ est uniformément
continue ; pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

∀x1, x2 ∈ X, d(x1, x2) < δ =⇒ d(Φ(x1),Φ(x2)) < ε.

On suppose que F′ est ε-sensible et F n’est pas 1
2
δ-sensible. Il existe x0 ∈ X et

un voisinage U de x0 tels que

d(Ft(x0), Ft(x)) <
1

2
δ ,
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pour tout x ∈ U et pour tout t ∈ N. Par l’inégalité triangulaire on a :

d(Ft(x), Ft(x
′)) < δ,

pour tous x, x′ ∈ U et pour tout t ∈ N.
Comme Φ est semi-ouverte, Φ(U) ⊆ W , où W est un ouvert non vide.
Soit y, y′ ∈ W . On choisit x, x′ ∈ U tels que

Φ(x) = y,Φ(x′) = y′.

Alors, on a

d(F ′t(y), F ′t(y
′)) = d(F ′tΦ(x), F ′tΦ(x′)) = d(ΦFt(x),ΦFt(x

′)) < ε.

On peut choisir un voisinage arbitraire W ′ de y tel que pour tout y′ ∈ W ∩W ′

la formule précédente reste vraie. Nous obtenons une contradiction, car F′ est
sensible.

D’après Gilman [28], une factorisation qui commute avec décalage est semi-
ouverte.

Lemme 5.1.4. Soient A1, A2 deux alphabets et f : AZ1 → AZ2 une application
continue qui commute avec le décalage. Alors, f est relativement semi-ouverte.

Corollaire 5.1.5. Tout automate cellulaire est relativement semi-ouvert. Donc,
tout AC surjectif est semi-ouvert.

Facteur d’un produit qui n’est pas un produit de facteurs. On sait que
le produit de deux facteurs est un facteur du produit de ses extensions, mais le
facteur d’un produit n’est pas toujours un produit de facteurs.

Proposition 5.1.6. Le facteur équicontinu maximal de F× F′ est F si F est
un SD équicontinu et F′ est un SD faiblement mélangeant.

Démonstration. Soient F = (Ft)t un SD sur X et F′ = (F ′t)t un SD sur Y .
On suppose que F′′ = (F ′′t )t est un facteur équicontinu sur Z de F × F′ par
l’application Φ.

1. Si ∀(x, y, y′) ∈ X × Y 2,Φ(x, y) = Φ(x, y′) : On pose

Φ̃(x) = Φ(x, y) pour tout y ∈ Y.
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On a
F′′Φ̃(x) = F′′Φ(x, y) = Φ(F(x),F′(y)) = Φ̃F(x).

Alors, F′′ est un facteur de F par Φ̃(x) = Φ(x, y).

2. Si ∃(x, y, y′) ∈ X × Y 2,Φ(x, y) 6= Φ(x, y′) :
F′′ est équicontinu : Soit ε > 0,

∃δ > 0, ∀(z, z′) ∈ Z2, d(z, z′) < δ =⇒ d(F ′′t (z), F ′′t (z′)) < ε,∀t ∈ N.

Φ est uniformément continu : Soit δ > 0,

∃δ′ > 0,∀(y′′, y′′′) ∈ Y 2, d(y′′, y′′′) < δ′ =⇒ d(Φ(x, y′′),Φ(x, y′′′)) < δ.

Donc,
d(y′′, y′′′) < δ′ =⇒ d(Φ(x, y′′),Φ(x, y′′′)) < δ

=⇒ d(F ′′t (Φ(x, y′′)), F ′′t (Φ(x, y′′′))) < ε.

=⇒ d(Φ(Ft(x), F ′t(y
′′)),Φ(Ft(x), F ′t(y

′′′))) < ε,∀t ∈ N. (5.1)

D’autre part, F′ est faiblement mélangeant : ∀y, y′ ∈ Y, ∃t ∈ N,

Bδ′(y)
⋂
F ′−t(Bδ′(y)) 6= ∅,

Bδ′(y)
⋂
F ′−t(Bδ′(y

′)) 6= ∅.

Soient
y′′ ∈ Bδ′(y) et y′′ ∈ F ′−t(Bδ′(y)),
y′′′ ∈ Bδ′(y) et y′′′ ∈ F ′−t(Bδ′(y

′)).

On pose, d(Φ(x, y),Φ(x, y′)) = 3ε.

d(Φ(Ft(x), F ′t(y
′′)),Φ(Ft(x), F ′t(y

′′′))) >

d(Φ(Ft(x), y),Φ(Ft(x), y′))− d(Φ(Ft(x), y),Φ(Ft(x), F ′t(y
′′)))−

d(Φ(Ft(x), F ′t(y
′′′)),Φ(Ft(x), y′)) > 3ε− ε− ε = ε. (5.2)

De (5.1) et (5.2) on a une contradiction.

Donc, F est le facteur équicontinu maximal de F× F′.

5.2 Facteurs équicontinus de SD d’ensemble li-

mite générique fini

Dans cette section, on va montrer que si un certain système dynamique a
un ensemble limite générique fini, alors ses facteurs équicontinus sont d’ensemble
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limite fini.
On va voir dans la proposition suivante le lien entre les ensembles limites et

entre les domaines d’attractions de deux SD s’il existe un morphisme entre eux.

Proposition 5.2.1. Soient Φ un morphisme du SD F sur X au SD F′ sur X ′,
U, V ⊆ X, y ∈ X et V ′ ⊆ X ′.

1. Φ(AF(y)) ⊆ AF′(Φ(y)).

2. Φ(ΩF(U)) = ΩF′(Φ(U)) et Φ(ωF(U)) = ωF′(Φ(U)).

3. Si V est fermé, alors Φ(DF(V )) ⊆ DF′(Φ(V )).

4. Si, de plus, Φ est surjectif, alors DF(Φ−1(V ′)) = Φ−1(DF′(V
′)).

Démonstration.

1. Soit z ∈ Φ(AF(y)). ∃x ∈ AF(y) tel que z = Φ(x). Donc,

∀ε,∃δ,∃T ∈ N,∀t ≥ T, d(Ft(x), Ft(y)) < δ, d(Φ(Ft(x)),Φ(Ft(y))) < ε,
car Φ est continu.

Puisque Φ est un morphisme, d(F ′t(Φ(x)), F ′t(Φ(y))) < ε.

Donc, Φ(x) = z ∈ AF′(Φ(y)).

2. Par définition, on a

Φ(ΩF(U)) = Φ(
⋂
T∈N

⋃
t≥T

(Ft(U))) ⊆
⋂
T∈N

Φ[
⋃
t≥T

(Ft(U))].

On va montrer l’autre inclusion.
Soit x ∈

⋂
T∈N Φ[

⋃
t≥T (Ft(U))], donc x ∈ Φ[

⋃
t≥T (Ft(U))] ∀T ∈ N.

Soit A = Φ−1(x). A est un fermé, car Φ est continu.

Soit AT = A
⋂⋃

t≥T (Ft(U)), donc (AT )T est une suite décroissante de
fermés non vides.

Puisque X est compact,
⋂
T∈NAT 6= ∅.

De plus,
⋂
T∈NAT ⊆

⋂
T∈N

⋃
t≥T (Ft(U)). Donc,

x = Φ(
⋂
T∈N

AT ) ⊆ Φ(
⋂
T∈N

⋃
t≥T

(Ft(U))).
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Puisque X est compact et Φ est continu,⋂
T∈N

Φ[
⋃
t≥T

(Ft(U))] =
⋂
T∈N

Φ[
⋃
t≥T

(Ft(U))] =

⋂
T∈N

⋃
t≥T

Φ[(Ft(U))] =
⋂
T∈N

⋃
t≥T

F ′t(Φ(U)) = ΩF′(Φ(U)).

De plus, Φ(ωF(U)) = Φ(
⋃
x∈U ΩF(x)) =

⋃
x∈U Φ(ΩF(x)) =

⋃
x∈U ΩF′(Φ(x)) =

ωF′(Φ(U)) par le point précédent.

3. Soit x ∈ DF(V ). Alors ∅ 6= ωF(x) ⊆ V . Donc, Φ(ωF(x)) ⊆ Φ(V ). D’après
le point précédent, Φ(ωF(x)) = ωF′(Φ(x)). Donc, ωF′(Φ(x)) ⊆ Φ(V ) et
Φ(x) ∈ DF′(Φ(V )).

4. x ∈ Φ−1(DF′(V
′)). Ceci est équivalent à ωF′(Φ(x)) ⊆ V ′. D’après le

premier point, ωF′(Φ(x)) = Φ(ωF(x)) donc, ωF(x) ⊆ Φ−1(V ′). Ceci est
vrai si et seulement si x ∈ DF(Φ−1(V ′)).

On va voir dans la proposition suivante le lien entre les ensembles limites génériques
de deux SD s’il existe une factorisation entre eux.

Proposition 5.2.2. Soit Φ une factorisation du SD F sur X au SD F′ sur
X ′.

1. Si F′ est quasi-équicontinu, alors ω̃F′ ⊆ Φ(ω̃F) .

2. Si Φ est semi-ouvert, alors Φ(ω̃F) ⊆ ω̃F′ .

Démonstration.

1. Par le point 3 de la proposition 5.2.1, Φ(DF(ω̃F)) ⊆ DF′(Φ(ω̃F)). Puisque
DF(ω̃F) est dense et Φ est continu et surjectif, DF′(Φ(ω̃F)) est aussi
dense. Si F′ est quasi-équicontinu, alors EF′ ⊆ DF′(Φ(ω̃F)) par la propo-
sition 1.2.11 Donc, ω̃F′ = ω(EF′) ⊆ Φ(ω̃F), parce que X est compact, Φ
est continu et ω̃F est fermé.

2. On a DF′(ω̃F′) =
⋂
n∈N Un, où Un sont des ouverts denses de Y .

Par le point 4 de la proposition 5.2.1, DF(Φ−1(ω̃F′)) = Φ−1(DF′(ω̃F′)) =⋂
n∈N Φ−1(Un). Puisque Φ est semi-ouvert, les Φ−1(Un) sont des ouverts

denses de X. Donc, Φ−1(ω̃F′) a un domaine comaigre, de sorte qu’il
contient ω̃F. Autrement dit, Φ(ω̃F) ⊆ ω̃F′ .

Tout système dynamique équicontinu et asymptotiquement nilpotent est nilpotent,
d’après la proposition suivante.
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5.2. FACTEURS ÉQUICONTINUS DE SD D’ENSEMBLE LIMITE GÉNÉRIQUE
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Proposition 5.2.3. Soit F un SD sur X. Si F est asymptotiquement nilpotent
et équicontinu, alors F est nilpotent.

Démonstration. F est asymptotiquement nilpotent, donc ωF est un singleton.
Comme F est équicontinu, ωF = ΩF, d’après la proposition 4.1.9. Donc, ΩF

est aussi un singleton. De plus, ∃T ∈ N tel que FT (X) = ΩF puisque F est
d’ensemble limite stable. Donc, ∃T ∈ N tel que FT (X) est aussi un singleton.
Autrement dit, F est nilpotent.

On va utiliser la proposition précédente pour montrer que tous les facteurs équicontinus
d’un automate cellulaire d’ensemble limite générique fini sont nilpotents.

Proposition 5.2.4. Si F est un SD tel que ω̃F est fini, alors l’ensemble limite
de tout facteur équicontinu F′ est fini. De plus :

1. Si F est donné par un AC (selon une certaine direction), alors F′ est
asymptotiquement nilpotent. Si, de plus, F′ est équicontinu, alors F′ est
nilpotent.

2. Si F′ est donné par un AC (selon une certaine direction), alors F′ est
nilpotent.

Démonstration. Soit Φ une application facteur du SD F surX au SD équicontinu
F′ sur Y . Par la proposition 4.1.9, ω̃F′ = ΩF′ . Si, de plus, ω̃F est fini, alors
ΩF′ = ω̃F′ est aussi fini par la proposition 5.2.2.

1. Par la proposition 4.2.7, ω̃F,h est l’orbite OF,h(y) d’une certaine confi-
guration monochrome y ∈ AZ telle que AF,h(y) est comaigre. Par le
point 1 de la proposition 5.2.1, Φ(AF,h(y)) ⊆ AF′(Φ(y)), et AF′(Φ(y))
est aussi comaigre, par la surjectivité de Φ. AF′(Φ(y)) est donc l’espace
entier AZ. En particulier, ΦF (y) est asymptotique à Φ(y). D’autre part,
on remarque que, pour tout t ∈ N, F ′tΦ(y) = ΦFt(y) est le sous-système
surjectif fini Φ(OF (y)). La relation précédente avec la remarque 1.1.1
permettent de conclure que ΦF (y) = Φ(y). Nous avons prouvé que tout
point dans le système est asymptotique à un même point fixe, c’est-à-
dire F′ est asymptotiquement nilpotent. Si, De plus, F′ est équicontinu,
alors F′ est nilpotent, d’après la proposition 5.2.3.

2. Tout AC d’ensemble limite fini est nilpotent.

On sait que l’ensemble limite générique de tout automate cellulaire quasi-équicontinu
en deux directions est fini.
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Corollaire 5.2.5. Si F est AC quasi-équicontinu selon deux directions h′ ≺
≺ h′′, alors il existe un intervalle des directions non trivial S tel que tous les
facteurs équicontinus de F sont nilpotents selon tout h ∈ S.

Démonstration. ω̃F est fini selon tout h ∈ S par la proposition 3.3.4. Donc,
tous les facteurs équicontinus de F sont nilpotents selon tout h ∈ S par la
proposition 5.2.4.

L’automate cellulaire de l’exemple suivant est quasi-équicontinu en deux direc-
tions de signes opposés et n’a aucun facteur automate cellulaire équicontinu non
nilpotent.

Exemple 5.2.6. Soit (AZ, F ) l’automate cellulaire suivant :

F (x)i = min(xi−1, xi, xi+1).

Alors,

F (∞1∞) = ∞1∞ et lim
t→∞

F t(x) = ∞0∞ si x ∈ AZ \ {∞1∞}.

Soit H un facteur AC de F par la factorisation Φ alors ΦF (x) = HΦ(x).
Donc,

Φ(∞1∞) = HΦ(∞1∞) et

lim
t→∞

Φ(F t(x)) = Φ(∞0∞) = lim
t→∞

H tΦ(x) si x ∈ AZ \ {∞1∞}.

On pose Φ(∞0∞) = a et Φ(∞1∞) = b.
Pour a = b : H équicontinu (tout AC asymptotiquement nilpotent est nilpotent).
Pour a 6= b : H n’est pas équicontinu.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 5.2.4.

Proposition 5.2.7. Si F est un SD et V est un fermé fini de X tel que DF(V )
est dense, alors l’ensemble limite générique de tout facteur quasi-équicontinu
de F est fini et tout facteur équicontinu AC de F est nilpotent.

Démonstration. Soit F′ un facteur de F par l’application facteur Φ. D’après le
point 3 de la proposition 5.2.1,

Φ(DF(V )) ⊆ DF′(Φ(V )).

Comme Φ est continu surjectif et DF(V ) (resp. V) est dense (resp. fini),
Φ(DF(V )) (resp. Φ(V)) est aussi dense (resp. fini). Donc, DF′(Φ(V )) est dense.
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Si F′ est quasi-équicontinu, alors EF′ ⊆ DF′(Φ(V )) donc, ω̃F′ est fini. Si F′ est
un AC équicontinu, alors F′ est nilpotent, car ω̃F′ = ΩF′ est fini.

L’ensemble limite générique est un fermé et son domaine est dense.

Corollaire 5.2.8. Un SD d’ensemble limite générique fini n’a aucun facteur AC
équicontinu non nilpotent.

Tout AC quasi-équicontinu en deux directions distinctes possède un ensemble
fini qui a un domaine d’attraction dense dans toute les directions.

Corollaire 5.2.9. Si F est un AC quasi-équicontinu selon deux directions dis-
tinctes, alors tous les facteurs équicontinus de F qui sont AC sont nilpotents dans
toutes les directions.

5.3 Facteurs équicontinus de SD faiblement semi-

mélangeants

Dans cette section, on va montrer que tout facteur équicontinu d’un SD fai-
blement semi-mélangeant est d’ensemble limite trivial. Si le SD d’ensemble limite
trivial est surjectif, alors il est trivial.

Dans la proposition suivante, on va montrer que les propriétés de semi-transitivité
et de semi-mélange faible sont préservées par factorisation.

Proposition 5.3.1.

1. Tout facteur d’un SD semi-transitif est un SD semi-transitif.

2. Tout facteur d’un SD faiblement semi-mélangeant est un SD faiblement
semi-mélangeant.

Démonstration.

1. Soient (X,F) un SD semi-transitif et (Y,F′) son facteur par Φ. Soient
U1 et U2 deux ouverts de Y avec U2 ∩ ΩF′ 6= ∅. Puisque Φ est surjectif
continu, il existe des ouverts V1 et V2 de X tels que Φ(V1) = U1 et
Φ(V2 ∩ ΩF) = U2 ∩ ΩF′ . Puisque Φ est un morphisme,

Φ(Ft(Vi)) = F ′t(Φ(Vi)) = F ′t(Ui), i = 1, 2.

Puisque F : X → X est semi-transitif, pour tous ouverts V1 et V2
de X avec V2 ∩ ΩF 6= ∅, pour tout T ∈ N, il existe t ≥ T tel que
F−t(V2) ∩ V1 6= ∅.
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D’après les relations précédentes,
pour tous ouverts U1, U2 ⊆ Y avec U2 ∩ ΩF′ 6= ∅, pour tout T ∈ N, il
existe t ≥ T tel que F ′−t(U2) ∩ U1 6= ∅.

2. Soit (X,F) un SD faiblement semi-mélangeant et (Y,F′) son facteur.
Donc, (X × X,F × F) est semi-transitif et (Y × Y,F′ × F′) est son
facteur. D’après le point précédent, (Y × Y,F′ × F′) est aussi semi-
transitif. Autrement dit, (Y,F′) est faiblement semi-mélangeant.

Tout système dynamique transitif est semi-transitif et surjectif. Il est bien
connu que tout facteur d’un SD transitif (resp. faiblement mélangeant) est transitif
(resp. faiblement mélangeant) (voir la preuve par exemple dans [43]).

Corollaire 5.3.2.

1. Tout facteur d’un SD transitif est un SD transitif.

2. Tout facteur d’un SD faiblement mélangeant est un SD faiblement mélangeant.

D’après la proposition suivante, un SD faiblement semi-mélangeant n’a aucun
facteur équicontinu non nilpotent.

Proposition 5.3.3. Tout facteur équicontinu d’un SD faiblement semi-mélangeant
est nilpotent.

Démonstration. D’après le point 2 de la proposition 5.3.1, tout facteur d’un
SD faiblement semi-mélangeant est un SD faiblement semi-mélangeant. Donc,
tout facteur est soit sensible soit d’ensemble limite trivial, d’après la remarque
1.2.23. De plus, tout SD équicontinu d’ensemble limite trivial est nilpotent,
d’après la proposition 5.2.3.

5.4 Facteurs de SD ultimement périodiques

On va montrer que tous les facteurs d’un AC équicontinu sont équicontinus.
On sait que tous les facteurs d’un SD ultimement périodique sont ultimement

périodiques

Proposition 5.4.1. Tout facteur d’un SD périodique de période p a une
période p′ qui divise p et tout facteur d’un SD ultimement périodique est ulti-
mement périodique.
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Démonstration.

1. Soient (X,F) un SD périodique de période p > 0 et Φ : (X,F) →
(Y,F′) une application facteur. Alors, ∀t ≥ 0,ΦFt(X) = F ′tΦ(X), donc
ΦFp(X) = F ′pΦ(X) et Φ(X) = F ′pΦ(X), puisque Φ est surjectif. Donc,
F′ est périodique de période p′ qui divise p.
Si p est un nombre premier alors p′ = 1 ∨ p ou p = p′.

2. Soient (X,F) un SD ultimement périodique de période p > 0 et pré-
période q ≥ 0 et Φ : (X,F) → (Y,F′) une application facteur. Alors,
∀t ≥ 0,ΦFt(X) = F ′tΦ(X), donc ΦFp+q(X) = F ′p+qΦ(X) et ΦFq(X) =
F ′p+qΦ(X), puisque Φ est surjectif. On a aussi,

ΦFq(X) = F ′qΦ(X).

Alors,
F ′p+qΦ(X) = F ′qΦ(X).

Autrement dit, F′ est aussi ultimement périodique.

On sait que tout SD ultimement périodique est équicontinu.

Corollaire 5.4.2. Tous les facteurs d’un SD ultimement périodique sont équicontinus.

On sait que tout automate cellulaire équicontinu est ultimement périodique.

Corollaire 5.4.3. Tous les facteurs d’un AC équicontinu sont équicontinus.

5.5 Facteurs équicontinus directionnels

Dans cette section, nous supposons que les directions sont linéaires.

5.5.1 Produit des facteurs directionnels des AC surjectifs.

Le théorème suivant donne la classification des AC surjectifs selon une direc-
tion.

Théorème 5.5.1. [62, 1] Soient α ∈ Z et F un AC surjectif. On est dans un des
trois cas suivants :

1. ∃α′ ∈ [−r+,−r−] tel que F est équicontinu selon α = α′ et il est mélangeant
selon α 6= α′.
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2. ∃α′ ∈ [−r+,−r−] tel que F est quasi-équicontinu selon α = α′ mais n’est
pas équicontinu et il est mélangeant selon α 6= α′.

3. ∃ un ensemble fini I ⊂ Z, avec I+r− ⊆ [−d, d], tel que F est sensible selon
α ∈ I mais n’est pas mélangeant et il est mélangeant selon α ∈ Z/I.

Le corollaire suivant est une conséquence du théorème 5.5.1.

Corollaire 5.5.2. L’ensemble des directions (α ∈ Z) dans lesquelles les AC
surjectifs ont des facteurs équicontinus non triviaux est fini.

Démonstration. Si F est surjectif, alors l’un des cas suivants doit être satisfait :

1. F est équicontinu dans une seule direction et mélangeant dans les autres
directions.

2. F est quasi-équicontinu dans une seule direction et mélangeant dans les
autres directions.

3. F est sensible dans un ensemble fini de directions et mélangeant hors
de cet ensemble.

Proposition 5.5.3.

1. Si H est un facteur de F , alors Hσbαc est un facteur de Fσbαc.

2. Si F est surjectif, alors H1 × H2 × · · · × Hj est un facteur de F , où
Hiσ

bαic est un facteur équicontinu de Fσbαic, où i = 1 · · · j.
3. Si G est un facteur cellulaire équicontinu de F qσp et G′ est un facteur

cellulaire équicontinu de F q′σp
′
, alors (Gσ−p)q

′×(G′σ−p
′
)q est un facteur

de F qq′

Démonstration.

1. On va montrer que si H est un facteur de F alors Hσbαc est un facteur
de Fσbαc.
Soit Φ l’application facteur cellulaire ; ΦF = HΦ et Φσ = σΦ. On a :

ΦF = HΦ =⇒ σbαcΦF = σbαcHΦ =⇒ ΦFσbαc = HσbαcΦ.

2. Si F est surjectif et Hiσ
bαic est un facteur équicontinu de Fσbαic pour

i = 1, · · · , j, alors H1 ×H2 × · · · ×Hj est un facteur de F .
Démonstration par récurrence :

92
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Si H1σ
bα1c est un facteur de Fσbα1c, alors H1 est un facteur de F .

On suppose que H1 ×H2 × · · · ×Hj−1 est un facteur de F . On montre
que H1×H2×· · ·×Hj est un facteur de F . D’après l’hypothèse, (H1×
H2 × · · · × Hj−1)σ

bαjc est un facteur de Fσbαjc. De plus, (H1 × H2 ×
· · · ×Hj−1)σ

bαjc est mélangeant. En effet, Hiσ
bαic est équicontinu pour

i = 1, · · · , j−1 donc, Hiσ
bαjc est mélangeant pour i = 1, · · · , j−1 et un

produit de systèmes mélangeants est mélangeant, d’après le théorème
1.1.15.
Comme Hjσ

bαjc est équicontinu, (H1 ×H2 × · · · ×Hj−1 ×Hj)σ
bαjc est

un facteur de Fσbαjc.

3. G est un facteur cellulaire équicontinu de F qσp et G′ est un facteur
cellulaire équicontinu de F q′σp

′
=⇒

Gq′ est un facteur cellulaire équicontinu de F qq′σpq
′
et G′q est un facteur

cellulaire équicontinu de F q′qσp
′q =⇒

Gq′σp
′q−pq′ est un facteur mélangeant de F qq′σp

′q et G′q est un facteur
cellulaire équicontinu de F q′qσp

′q =⇒
Gq′σp

′q−pq′ ×G′q est un facteur de F qq′σp
′q.

Donc, (Gσ−p)q
′ × (G′σ−p

′
)q est un facteur de F qq′ .

5.5.2 Facteurs équicontinus directionnels automates cellu-
laires

La proposition suivante établit le lien entre la classification des automates
cellulaires selon une direction et les facteurs équicontinus.

Proposition 5.5.4.

1. Tout automate cellulaire quasi-équicontinu en deux directions n’a au-
cun facteur automate cellulaire équicontinu non nilpotent en aucune
direction.

2. Tout automate cellulaire qui a une unique direction de quasi-équicontinuité,
n’a aucun facteur automate cellulaire équicontinu non nilpotent en au-
cune autre direction.

Démonstration.

1. Soit F un AC quasi-équicontinu en deux directions. Supposons que F a
un facteur AC équicontinu non nilpotent G, alors σbαcG est un facteur
sensible de σbαcF pour tout α 6= 0. Autrement dit, σbαcF est sensible
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pour tout α 6= 0. Nous obtenons une contradiction, car F est quasi-
équicontinu en deux directions.
En effet, d’après Gilman [28], une factorisation qui commute avec le
décalage est semi-ouverte et si F a un facteur sensible par une factori-
sation semi-ouverte, alors F l’est aussi, d’après la proposition 5.1.3.

2. Soit F un AC quasi-équicontinu. Supposons que σbαcF a un facteur
AC équicontinu non nilpotent G tel que α 6= 0, alors σb−αcG est un
facteur sensible de F . Autrement dit, F est sensible. Nous obtenons
une contradiction, car F est quasi-équicontinu.

Corollaire 5.5.5.

1. Si on a une direction avec un facteur AC équicontinu non nilpotent, alors
toutes les autres directions sont sensibles.

2. Si on a deux directions avec un facteur AC équicontinu non nilpotent, alors
toutes les directions sont sensibles.

L’exemple suivant est un exemple d’un automate cellulaire sensible dans toutes
les directions et il a des facteurs équicontinu non nilpotents dans deux directions
différentes.

Exemple 5.5.6. Soit F = id × σ. F admet un facteur AC équicontinu en
direction 0 et −1, et est mélangeant dans les autres directions. Autrement dit,
σp(id × σ)q = σp × σp+q est mélangeant si et seulement si p/q /∈ {0,−1} tels
que p, q ∈ Z.

Démonstration.

1. σp × σp+q mélangeant =⇒ p/q /∈ {0,−1} :
- Si p = 0 alors (id× σ)q a un facteur AC équicontinu non trivial c’est
id, alors il n’est pas mélangeant.
- Si p/q = −1 alors σp × id a un facteur AC équicontinu non trivial
c’est id, alors il n’est pas mélangeant.

2. p/q /∈ {0,−1} =⇒ σp × σp+q est mélangeant :
On sait que σp est mélangeant si p non nul, σp+q est mélangeant si
p/q 6= −1 et le produit de deux systèmes mélangeants est mélangeant,
d’après le théorème 1.1.15.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous avons étudié quelques propriétés topologiques et ergodiques des auto-
mates cellulaires et plus généralement, des automates cellulaires selon des direc-
tions et comme les automates cellulaires sont des systèmes dynamiques, nous avons
montré plusieurs résultats sur les systèmes dynamiques.

D’une part, nous avons étudié l’ensemble limite générique qui est le plus petit
fermé avec un domaine d’attraction comaigre. Autrement dit, nous avons étudié le
comportement asymptotique de presque toutes les orbites au sens de Baire. L’en-
semble limite générique est inclus dans les attracteurs sous-décalages. Si le système
dynamique est sensible, l’ensemble limite générique est infini et il peut être l’at-
tracteur maximal. Si le système dynamique est quasi-équicontinu, l’ensemble limite
générique peut être une orbite non triviale d’une configuration monochrome (dans
les automates cellulaires), donc l’ensemble limite générique n’est pas toujours un
attracteur. Dans les automates cellulaires bidimensionnels, la quasi-équicontinuité
ne correspond pas à l’existence de mots bloquants, ni à la non sensibilité. Il serait
bien de savoir ce qui se passe avec l’ensemble limite générique dans les automates
cellulaires à deux dimensions.

L’ensemble limite générique est aussi la version topologique de l’ensemble limite
probable qui est le plus petit fermé avec un domaine d’attraction de mesure un.
En général, ces deux ensembles ne sont pas égaux, mais si la mesure est à support
total, ils se rencontrent. Si, de plus, la mesure est ergodique pour le décalage, ces
deux ensembles sont égaux.

D’autre part, nous avons étudié les facteurs équicontinus des automates cellu-
laires et plus généralement, des systèmes dynamiques. Si le système dynamique a
un ensemble limite générique fini, alors tous ses facteurs équicontinus sont d’en-
semble limite trivial. Si, de plus, le système est un automate cellulaire, alors son
facteur équicontinu maximal est nilpotent. Si le système dynamique est faiblement
semi-mélangeant, alors tous ses facteurs équicontinus sont nilpotents.
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Nous savons que tout automate cellulaire quasi-équicontinu en deux directions
a un ensemble limite générique fini, donc son facteur équicontinu maximal est
nilpotent (d’ensemble limite trivial), mais est-ce que tout automate cellulaire quasi-
équicontinu surjectif a un facteur équicontinu non trivial ?

Enfin, nous avons un exemple d’un automate cellulaire sensible et non transitif
qui a un facteur équicontinu non trivial, mais est-ce que tout automate cellulaire
sensible et non transitif a un facteur équicontinu d’ensemble limite non trivial ?
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[47] P. Kůrka and A. Maass. Limit sets of cellular automata associated to proba-
bility measures. Journal of Statistical Physics, 100 :1031–1047, 2000.
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