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Résumé

Dans le présent travail, on étudie deux classes de probléemes inverses de diffusion avec terme source,
dont la dérivée partielle par rapport au temps est fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
non entier compris entre zéro et un.

Les problemes d' E.D.P de cette forme sont dit probléemes de sous-diffusion.

La premiére investigation est consacrée a la détermination d'un coefficient du terme source

dépendant du temps pour un probléeme inverse soumis a des conditions aux limites non locales
et une condition de détermination intégrale.
On établit des résultats d'existence, d'unicité et de dépendance continue par rapport aux données
de la solution. Les outils utilisées pour les démonstrations sont d'une part la méthode de Fourier
pour des systemes bi-orthogonaux, I'opérateur étant non-autoadjoint et d'une autre part la théorie
du point fixe.

Pour la deuxiéme investigation, on se propose la détermination d'un coefficient du terme source
dépendant de |'espace pour un probléme inverse de sous-diffusion soumis a des conditions aux limites
homogenes et une condition initiale pondérée. Pour le probleme direct, le point clé dans notre analyse
est |'utilisation du principe de Duhamel en plus de la méthode de Fourier pour montrer |'existence et
I'unicité de la solution faible puis une question de régularité a été traité. Pour la détermination d'un
unique coefficient, le probléme est input output. Le probléme inverse réduit en I'inversion de cette

application qui devrait étre monotone et d'inversion injective.

2000 Mathematics subject classification : 34A55-26A33-42A05
Mots clés : Probléme inverse, Bien posé, Probleme de diffusion fractionnaire en temps, Détermination

du terme source, Analyse de Fourier, Analyse fractionnaire.
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Abstractl

In the present work, we study two classes of inverse problems for diffusion equation with source term,
where the partial derivative is fractional in time.
The form of EDP problems are called sub-diffusion problems.

The first investigation is devoted to the determination of the source term coefficient dependent
on time of an inverse source problem with non-local boundary conditions and an integral condition.
We establish results of existence, uniqueness, and continuous dependence data. Tools used for de-
monstrations are based on one hand, the Fourier method for bi-orthogonal systems, the operator
being not self-adjoint, in author hand the fixed point theory.

The second investigation is devoted to determination of source term coefficient dependent on
the space for sub-diffusion problem with homogeneous boundary conditions and an initial weighted
condition.

For direct problem, the key point in our analysis is the use of Duhamel principle in addition Fourier
method, to show existence, uniqueness of weak solution, then the question of regularity is treated.
to determine a unique coefficient, we add an integral condition to introduce input output mapping.
The inverse problem is reduces to the problem of inversibility of the input output mapping, which

should be monotone and it's inverse is bijectif.

2000 Mathematics subject classification : 34A55-26A33-42C05
Key words : Inverse problem, Well posed, Problem for fractional diffusion equation with time, De-

termination of source term, Fourier analysis, Fractional analysis.
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§SINTRODUCTION

0.1 Problématique

I_a problématique abordée dans cette these s'inscrit dans le cadre des problémes inverses para-

boliques d'ordres fractionnaire en temps.

0.1.1 Problémes inverses

II s'agit généralement de situations ol on est dans I'ignorance au moins partielle du systéme, par
exemple certaines informations concernant la géométrie, les matériaux, les conditions initiales... ne
sont pas connues. En compensation, il faut disposer (en plus des entrées) d'informations, éventuellement
partielles, sur la sortie afin de reconstruire au mieux I'information manquante. Le terme inverse rap-
pelle qu'on utilise I'information concernant le modéle physique (a I'envers) connaissant (partiellement)
les sorties, on cherche a remonter a certaines caractéristiques, habituellement internes et échappant

a la mesure directe.

Les problémes inverses sont classés en deux catégories : les problémes qui visent a déterminer des
conditions aux limites ou des sources inconnues et les problemes liés a I'estimation de paramétres
intrinseques du systeme. Le premier type de problemes apparait dés que la mesure directe de la
grandeur physique étudiée n'est pas possible en pratique. Par exemple, la difficulté d'accés dans la
chambre de combustion d'un moteur automobile (B.Delattre et al., [14] 2001 ; A. Constantinescu et
al. [43], 2004), dans une enceinte contenant un feu (M.Raynaud et J. Bransier, [56] 1986) ou sur les
faces actives d'outils d'usinage (C.H. Huang et Y.L. Tsai, [24] 2005, C.H. Huang et H.C. Lo, [23]
2005). Dans la deuxieme catégorie de probléemes inverses, |'objectif fixé est de déterminer, a partir

d'une connaissance partielle du champ de température, des parametres de modele inconnus. Il est



0.1. PROBLEMATIQUE

possible par exemple de déterminer la conductivité d'un matériau a partir de mesures transitoires
(C.Y. Yang, [68]1999). Les problémes inverses d'identification de paramétres se rencontrent dans de
nombreux autres domaines allant de la géomécanique (B. Lecampion et al. [42], 2002, B. Lecampion

et A. Constantinescu, [43]2005) aux mathématiques financiéres.

Problémes bien posés

Comme dans le cas des problémes directes, un probléme est bien posé au sens de J. Hadamard [20]
si pour toute donnée admissible la solution existe, est unique et dépend continument des données
c-a-d stable.

Bien entendu, ces notions doivent étre précisées par le choix des espaces dans lesquels les données
et la solution évoluent. Ces trois conditions semblent trés naturelles. En fait, généralement les
problémes inverses ne vérifient souvent pas |'une ou I'autre de ces conditions, voir les trois ensembles.

S  Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramétres différents conduisent
aux mémes observations.

C>  Le fait que la solution d'un probléme inverse puisse ne pas exister n'est pas une difficulté
sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir I'existence en relaxant la notion de solution.

S La non-unicité est un probléme plus sérieux. Si un probléme a plusieurs solutions, il faut un
moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d'informations supplémentaires.

S  Le manque de continuité est sans doute le plus problématique. Cela veut dire qu'il ne sera
pas possible, surtout pour une résolution numérique, d'approcher de facon satisfaisante la solution
du probléme inverse, puisque les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes,
des données réelles.

Un probléme qui n'est pas bien posé au sens de la définition ci-dessus est dit mal posé.

0.1.2 Calcul fractionnaire

I_es dérivées et les intégrales d'ordre non entier n'ont pas toujours des interprétations physiques et
géométriques claires. Ce qui introduit leurs usages pour résoudre des problémes appliquées dans plu-
sieurs champs de la science. C'est I'approche viscoélastique adaptée la modélisation de phénoménes
physiques d'amortissement, de tous les phénomeénes dissipatifs élémentaires, compatible avec la ther-
modynamique des milieux continus qui a facilité I'introduction de nombreux modeles fractionnaires
voir [4]. Cependant, il a fallut plus de 300 ans au calcul fractionnaire pour avoir une interprétation
physique et géométrique acceptable. En effet, il a été montré qu'un nombre important de systémes
physiques, ont un comportement dit 3 mémoire qui peut étre mieux décrit, en utilisant des modeles
mathématiques d’ordre non entier.

Nous présentons ci dessous quelques exemples d'interprétations.

W Settara Loubna 2 ©2019.Univ. Annaba



0.1. PROBLEMATIQUE

I'Equation de la chaleur

I._'exemple classique est I'équation de la chaleur, ou la dérivée d'ordre un demi s'introduit natu-
rellement, quand on cherche a calculer un flux de chaleur a I'aide de la loi de Fourier.
On rappel que I'équation de la chaleur est donnée par I'équation aux dérivées partielles :

ou 0%u

ou t est une variable positive symbolisant le temps, p est une constante de diffusivité strictement
positive, et f une fonction qui pour cet exemple ne dépend que du temps. La variable d'espace
x € [0, 00| est typiquement une direction orthogonale a une direction principale y d'un écoulement
fluide.

Nous considérons les conditions initiales et aux limites suivantes

u(0,t) =0 (0.2)
5}
a—z(x,t) — 0'si 2 — +o0.
Le flux de chaleur ®(t) est donné par
ou
D(t) = —pu—1(0,1), t .
(t) = —p5_(0,2), >0

Nous supposons que u est une fonction intégrable. Ainsi, le probléeme peut étre résolu I'aide de la
transformation de Fourier en temps.
Soit

1 [toe
u(x,t) = o [ U(z,w) exp(iwt)dw,

ou 4(x,w) la transformée de Fourier de la fonction w.

En dérivant par rapport a t, nous obtenons

1 [t
ou _ / iwi(z,w) exp(iwt)dw,

ot 2r )
ainsi R
ou . .
— = iwi.
ot
Par conséquent I'équation ((0.1)) devienne
2 ~

o 0“1 A
) = f(t),

W Settara Loubna 3 ©2019.Univ. Annaba



0.1. PROBLEMATIQUE

dont la solution est

Uz, w) = %f—l— o exp (ﬁaz) + Bexp (—\/fm) .

En tenant compte des conditions aux limites|0.2|, nous obtenons

U —— —exp | — Ex
]

ainsi la transformée de Fourier du flux est donnée par

Maintenant si nous posons

0 sit<O0
X(t) _ ) )
1, sit>0
Nous arrivons a
R T
p= T
w
d'ou
A ILL A
& =—/=pf.
T
Grace a la relation classique
pxf=pf,

on a finalement

R N Nt

Ce n’est que l'intégrale d’ordre un demi de la fonction f. Ce qui permet de conclure que le flux de

chaleur est donc un dérivateur d'ordre %

Modele viscoélastique a dérivées fractionnaires

La modélisation de certains phénomeénes physiques, peut étre s'effectuer par I'introduction de
termes intégro-différentiels a noyau faiblement singuliers (c’est -a-dire localement intégrables, mais
pas nécessairement continu, comme t*~! lorsque 0 < a < 1) dans les équations de la dynamique

des matériaux; ceci est trés fréquent en viscoélasticité linéaire 3 mémoire longue par exemple, ol

W Settara Loubna 4 ©2019.Univ. Annaba



0.1. PROBLEMATIQUE

une relation contrainte déformation dynamique peut étre modélisée par une dérivée fractionnaire.
En mécanique, I'exemple du comportement contrainte-déformation d'un solide, pour lequel I'équation

de mouvement dans le cas d’'un modeéle entier est donnée par

d"e

— 0.3
dtn’ (0.3)

M o N
o(t)+ > b = Eoe(t)+ > Ey
m=1 n=1
ol o et € désignent respectivement la contrainte et la déformation, b,,, E,,, Ey, N et M sont des
parametres du modéele.
Ce modele rhéologique, présente I'inconvénient d'introduire un nombre de constantes important,
qu'il faut ensuite recaler sur les courbes de caractérisation mécanique.
Les dérivées fractionnaires ont ainsi été introduite pour pallier cet inconvénient.
En faisant intervenir des puissances non entieres, |'équation peut é&tre généralisée.

Cela conduit a I'équation différentielle fractionnaire
(1 + bD?U(t)) = (E() + ElDta)E(t).

0.1.3 Conditions non-locales

Durant les dernieres années, parmi les problemes aux limites non classiques pour les équations
différentielles aux dérivées partielles, une place importante est occupée par les problemes avec des
conditions non locales, en particulier les conditions qui relient les valeurs des solutions, et leurs
dérivées en deux ou plusieurs points intérieurs ou frontiéres du domaine considéré. Une définition
générale de ces conditions et leur classification ont été données, en particulier, par A.M. Nakhushev
dans [52].

Ce type de conditions non standard, refléte une certaine réalité dans la modélisation mathématique
de quelques problémes naturels dans plusieurs domaines comme la biologie [52], et la biotechnologie
[60]. Ces conditions ont été associées a des problémes paraboliques et hyperboliques ( [2], [5], [10],

[13], [22], et ont été étudiées par plusieurs auteurs.

0.1.4 Théorie du point fixe

I_a théorie du point fixe, est d'une importance capitale dans I'étude de I'existence des solutions,
pour les équations d'opérateurs non linéaires. Le probléme considéré est transformé en un probleme
de point fixe d'un opérateur bien défini sur des espaces de Banach.

De nombreux résultats d'existence sont obtenus a partir des théorémes de Brouwer, de contraction
de Banach, de Leray- Schauder et autres, en transformant le probléeme d’existence en un probléeme
de point fixe.

Le théoreme établi par Banach en 1929 stipule qu'une contraction d'un espace métrique complet

W Settara Loubna 5 ©2019.Univ. Annaba
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dans lui -méme admet un point fixe unique, mais d'une part, montrer que la fonction est contractante
peut entrainer de laborieux calculs, d'autre part, les conditions sur la fonction et I'espace étudiés

restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer le théoréme.

0.2 Organisation du manuscrit

I_a présente these est composée d'une introduction et de trois chapitres, dont deux chapitre rappel

essentiels pour la compréhension du chapitre de résultats concernant le sujet .

g Apres une introduction générale, on présente dans le premier chapitre des rappels de I'analyse

de Fourier, et de I'analyse fractionnaire qui nous seront utiles par la suite.

f! Le chapitre 2, est consacré a la discussion des questions classiques concernant des équations
ordinaires impliquant les dérivées fractionnaires (E.D.F) c-a-d les questions d'existence, d'unicité,
et de la régularité de la solution. Nous nous intéressons aux problémes de diffusion et de sous-
diffusion a valeurs initiales et aux limites. Des résultats classiques sont présentées pour des probléemes

unidimensionnels.

Quant au troisieme chapitre, notre objectif principal est d'adapter les outils classiques de |'ana-
lyse a I'étude d'un probleme inverse aux limites parabolique d'ordre fractionnaire en temps « pour
0 < o < 1 avec une condition initiale non locale.

Nous cherchons déterminer la solution {u(z,t),c(t)} du probléeme
Dg, (u(z,t) —u(z,0)) = uge(x,t) + a(t)u(z,t) + c(t) F(z,t); (z,t) € (0,1) x (0,7],  (0.4)

muni de |la condition initiale
u(z,0) = p(x); x € ]0,1], (0.5)

et de la condition non-locale
u(0,t) = u(l,t), u.(1,t) = 0; ¢t € [0,T]. (0.6)

Df, ; est la dérivée fractionnaire temporelle au sens de Riemann-Liouville pour 0 < a < 1, et
a(t);t > 0 est le terme controle; F'(x,t) le terme source connu; ¢(z) est la température initiale.

Pour assurer I'unicité de la solution du probleme inverse on rajoute la condition intégrale :
1
/ w(z, t)dz = E(t); t € [0,T), (0.7)
0

ou E(t) est une fonction suffisamment réguliere.

W Settara Loubna 6 ©2019.Univ. Annaba
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L'approche utilisée est basée sur le développement des solutions suivant un systéme bi-orthogonal
des fonctions, obtenues a partir de la condition non locale. cette méthode a était utilisée par d'autres
chercheurs dans le cas ordinaire ( [28], [29], [35], [54], ) et le cas t¢- fractionnaire citons les tra-
vaux ( [39], [40]). Des résultats d'existence, d'unicité, et de la dépendance continue par rapport aux
données sont établis.

N.B. Les résultats de ce chapitre ont été publié dans le journal IJAMAS  International Journal Of
Applied Mathematics and Statistics [62].

fg Le quatrieme chapitre développe un modeéle d'un probléme inverse de diffusion pondéré frac-
tionnaire en temps avec terme source pour 0 < e < 1, le probléme est le suivant :

Déterminer la solution {u(x,t), f(z)} de I'équation de sous diffusion
Doy qu(,t) = tae(z,t) = c(t) f(2); (z,t) € (0,1) x (0,77, (0.8)

avec la condition initiale pondérée

: 11—« _
t1—1>I%+t ’LL(JJ, t) - QD(LU), (09)
et les conditions aux bords
u(0,t) =u(l,t) =0; t € [0,T]. (0.10)

Dg, , est la dérivée fractionnaire en temps au sens de Riemann-Liouville pour 0 < a <1, f(x) est
le terme source inconnu; ¢(z) est la donnée initiale.

Pour déterminer le terme source f(x) d'une fagon unique, on doit rajouter la condition intégrale

/01 vulz, e = g(t): ¢ € [0,7), (0.11)

avec ¢(t) une fonction donnée.

Dans la premiére étape, on considére le probléme — comme un probleme direct, ensuite
on détermine |'existence, I'unicité, et la régularité de sa solution faible, en utilisant le principe de
Duhamel et la méthode de Fourier de la séparation de variables.

La deuxiéme étape est dévouée a I'utilisation de la condition supplémentaire g(¢) pour introduire

I'application input-output G(f) sur un certain espace H défini par
H={feC0,1]NHX0,1): C1 < f(x) < Ca} CL[0,1].

Une fois I'application G(f) est définie, le probléme inverse est réduit au probléme de son inversion.
De plus, la donnée output g(t) peut étre déterminer analytiquement par la représentation en séries,

ce qui implique la description explicite de |'application G(f).

W Settara Loubna 7 ©2019.Univ. Annaba
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N.B Les résultats de ce chapitre ont été soumis pour publication dans le journal E.J.D.E; Electronic

Journal of Differential Equations depuis Avril 2018.

Le choix d’une étude intensive des problemes inverses est dicté par la richesse du sujet

aussi bien sur I'aspect théorique, que sur I’aspect pratique (motivation physique et techno-
logique).

W Settara Loubna 8 ©2019.Univ. Annaba



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

I_e but de ce chapitre est de rappeler, des connaissances classiques et utiles, de méme introduire

des éléments de la théorie du calcul fractionnaire sur lesquels s'appuient notre travail .

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Espaces L

Soit (a,b) un intervalle dans R.

IL?(a,b) est I'ensemble des fonctions de carré sommable sur (a, b).
L 1@ dn() < oc

Remarque 1.1. I.%(a, b) est un espace vectoriel de dimension oo.

On peut munir I.%(a, b) de la norme suivante :

wmmm=<ﬁw

|ﬂwﬁwm02

)

Proposition 1.1. [9] L'espace L?(a,b) muni de la norme ci-dessus est un espace de Banach. (Toute

suite de Cauchy converge vers un élément de cet espace vectoriel).

La norme ci-dessus dérive du produit scalaire

(ol = [ T@Nn()



1.1. RAPPELS D'’ANALYSE FONCTIONNELLE

Proposition 1.2. [9] L%(a,b) est un espace de Hilbert.

Définition 1.1. Soit (f5),>¢ € IL2(a,b). On dit que cette suite de fonctions converge en moyenne

quadratique vers un élément f € 1L.?(a,b) si

im ||fn = fllp2gap =0

n——aoo

Proposition 1.3. [9] Soit (¢n,),,>( € L*(a,b) tel que :

(1) (én, d)m)ﬂﬁ(a,b) =0, sin#m.

(2) La seule g € L?(a,b) telle que (g, Gn)L2(ap) = 0,V = 1,2, ... est la fonction nulle.

Alors I'ensemble ¢1, ¢o, ... forme une base orthogonale de 1.?(a, b).

Espace AC

Une fonction f : [a,b] — R ol C est dite absolument continue sur [a,b] si pour tout € > 0, il
existe 6 > 0 tel que pour tout n > 1 et toute suite finie [a,b]; 1 < i < n de sous intervalles de [a, b]
d'intérieurs disjoints,

Dolbi—ail <e =Y |f(bi) = flai)| <6
=1 =1

On désigne par AC[a,b] = AC"[a,b] I'espace vectoriel de ces fonctions qui est un Banach pour la

norme uniforme.

Théoréeme 1.1. [37] Une fonction f : [a,b] — R ou C est absolument continue sur |a,b] si et
seulement s'il existe une fonction sommable p € L1(a,b) telle que f'(x) = ¢(z),p.p.x € [a,b] c-a-d
xr
f@) = f@) + [ ps)ds. o € [abl.

a
Pour n = 2,3, ..., on définit |'espace AC"[a,b] comme suit :

AC™[a, b] = {f ab] — K f07) € AC[a,b] et f®) € Cla, b,k =1,...,n — 1} .

Lemme 1.1. [37] Une fonction f : [a,b] — C appartient a AC™[a,b] si et seulement si elle admet

la représentation suivante :

n—1 ¢(k) a
o) = X e - o)t 0t o € Lot
k=1 '
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1.1. RAPPELS D'’ANALYSE FONCTIONNELLE

Espaces pondérés

L'espace pondéré C,a,b],0 < v < 1 est I'espace des fonctions définies sur (a,b] telles que

(t —a)u(t) € Cla,b] et qui est un Banach pour la norme
lu(@)ll e o = 1= a) u(®)ll oo -
De plus, on défini |'espace a— pondéré
CY ={uecC,0,T]: Dgyu e C,[0,T]; 0 <y <a <1},

muni de la norme HUHC?/[O,T] = max (||D8‘+u||CW[O,T] , Hu||CW[O,T]).
Ici on peut prendre y =1 — a.

Espaces de Sobolev

Soit Q C R? ouvert borné.

Définition 1.2. [9] L'espace de Sobolev H'(2) est défini par

HY(Q) = {u € 12(0),31, ..., ga € L2(Q) tel que - / ugf - —/ Gi, Vb € ch(Q)}.
Q ) Q
ou , . .
On pose ol gi- C°(Q) est I'espace des fonctions tests a support compact.
T;

Nous avons les propriétés suivantes :

1. H' muni de la norme suivante

d

ou
lull i) = llullizq) + Z 5 |,
=1 2
est un espace de Banach.
2. H' () muni du produit scalaire suivant
d ou Ov

< U, >H1(Q):< u,v >]L2(Q) +Z < 87:31" 87332 >
=1

1
2\ 2
2)

est un espace de Hilbert.

d

0
3. Normes équivalente <Hu|]§ + Z au
i—1 10Ti
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1.2. ANALYSE DE FOURIER

4. Soit m > 2 entier.

H™(Q) = {u € H™1(Q); g;‘i c Hm—l(m} ,

= {u e L2(Q),Va t.q |a| < m,3gs € L2(Q) t.q / ud*p = (-1)'&'/ Ga®, Vo € C:O(Q)} .
Q Q

On pose : 0%u = gq.

Proposition 1.4. [9] H™(Q)) sont des espaces de Banach pour la norme

lull iy = > 110%ully,
0<|a|<mn
et des espaces de Hilbert pour le produit scalaire

< U,V >gmQ)= Z < 0%, 0% >1L2(Q) -
0<|e|<m

Définition 1.3. [9] H}(Q) désigne la fermeture de C1() dans H'(Q).
Proposition 1.5. [9] H}(Q) muni de la norme induite par H'(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.2.
1. SiQ = d, Hi (RY) = H'(RY).
2. En général H}(Q) C H'().
3. H}(Q) est aussi la fermeture de C°().

Théoréme 1.2. Soit Q un ouvert de classe C*. Soit u € H' () N C(Q). Alors :

uw=0 sur 9Q < u € H} (Q).

1.2 Analyse de Fourier

1.2.1 Probléme de Sturm-Liouville

L'intérét de ce probléme est que dans le cas d'une E.D.P d’'inconnue u(zx,t) avec
x € Q C R*t >0, la méthode de Fourier mene a la résolution d'un probleme a valeurs propres
du type Av(z) = —Av(x) et la solution sera déterminer sous forme de série de fonctions propres
[ee]
v(z) = Z cn®n. Nous exposons le cas unidimensionnel pour simplifier.

n=1
On appelle probleme régulier de Sturm-Liouville le probléme d'inconnue v : [a,b] — R et A € R

sous des conditions aux limites homogenes :
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1.2. ANALYSE DE FOURIER

% [p(a:)div(x)} + q(x)v(x) = —=As(z)v(x),

(1.1)
ajv(a) + agv’(a) = 0,b1v(b) + bav'(b) = 0,

avec |a1| + |az| # 0, |b1| 4 |ba| # 0, p(z) est différentiable, g(x), s(x) sont continues et p(x) > 0,
s(x) > 0, pour = €a,b[. En général, la fonction poids s(z) = 1.

Les couples (A, v) solutions de ce probléme sont encore appelés respectivement valeurs propres et
fonctions propres du probleme.

Un résultat trés décisif pour la résolution de nombres d’E.D.P linéaires par séparation de variables
est le suivant : Les valeurs propres d'un probléme de Sturm Liouville forment une suite réelle positive,
croissante divergeant vers l'infini alors que les fonctions propres forment une base orthogonale de
L2(a,b).

1.2.2 Les séries de Fourier

Les séries de Fourier trigonométrique sont une autre facon de représenter les fonctions périodiques.
C'est un cas spécial des séries généralisées sur R ol les fonctions propres obtenues sont des sinus
et/ou cosinus. La construction d'une série solution d'une équation différentielle se rameéne ainsi a la

construction des coefficients de Fourier correspondants.

Définition 1.4. [57] On appelle polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal 3 N, un

polynéme de la forme
N

Shl@) = Y calf)em™ w= "7,

n=—N

1 rh ; - . s
ou les nombres complexes ¢, (f) = 7 / flx)e "*dx, sont dits coefficients de Fourier associés a
0

f : R — C une fonction h— périodique.
Remarque 1.3. La famille ¢, (x) = €™ n € 7 est orthogonale.

Remarque 1.4. Nous pouvons aussi écrire

N N
S]Ji,(x) = Z an cos(nwzx) + Z by, sin(nwx); an, b, € R,
n=0 n=1

ot on définit les coefficients de Fourier de f par les formules suivantes pourn € N :

an = Z/Oh f(z) cos(nwzx)dz, et b, = z/ohf(x) sin(nwz)dx.
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1.2. ANALYSE DE FOURIER

On peut aussi écrire la série de Fourier sous forme exponentielle
Z Cneznt = co+ Z (Cneznt + Cine—znt> ’
nez n>1

ol ) _
an — tby, an + iby,
Cp = ; Cn = )

2 2
pour tout n > 0.

Définition 1.5. [57] Soit f : R — C une fonction h périodique et continue par morceaux. On

appel coefficients de Fourier de f les nombres complexes

) =1 [ fe i nez,

ol les nombres réels

L L
an(f) = % /0 F(t) cos(nt)dt;  bu(t) = % /0 F(t)sin(nt)dt, neN.

La série de Fourier de la fonction f est la série

> ea(R)e = U 5™ () costnt) + b ) sin(rnt))

nez n>1

Proposition 1.6. Supposons que la série Z cne™ soit uniformément convergente. Soit f(t) =
neL

+o00 )
Z cne™ sa somme . Alors on a

n=—oo

_1/Lf(t) —intdt
cn—L A e .

Proposition 1.7. Soient c,(f);n € Z coefficients de Fourier relatifs 3 f. Alors, si f,g € L1(0, L),
on a:cy(f*g)=cn(f)en(g), pour tout n € Z.
Proposition 1.8. Si f € C¥[0,L] telle que f*) € 1L.2[0, L] alors les coefficients de Fourier de

: k
F® k> 1 vérifient ¢, (fR) = <2Z£n> en(f)-

o0
De plus, la série Z n% |, (f)|* converge et lim ‘nkcnf‘ =0.
n——oo n—r-=_soo
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1.2. ANALYSE DE FOURIER

Coefficient de Fourier d’une dérivée

Nous donnons ici les relations entre les coefficients de Fourier d’une fonction continue et de classe

C' par morceaux et de sa fonction dérivée, ce résultat est fondamental dans toute les applications.

Théoreme 1.3 (Formule de dérivation). [57] Soit f une fonction h— périodique, continue et de

classe C1 par morceaux, alors

en(f) = inca(f), an(f') = nbu(f), bu(f') = —nan(f).

En particulier si f est une fonction continue et de classe C' par morceaux, la série de Fourier de
f! ou d’une fonction continue par morceaux qui coincide avec f’ la ou elle est définie, s'obtient en

dérivant terme a terme la série de Fourier de f.

Lemme 1.2. [57] Soit f une fonction h— périodique définie sur R.

(i) Si f est continue et de classe C1 par morceaux, alors la suite de ses coefficients de Fourier
vérifie

en(fIn—o0 =0 <1> ;

n

(ii) si f est de classe C* et de classe C¥*' par morceaux, alors la suite de ses coefficients de

Fourier vérifie

en(Fhnsoe = 0 (nklﬂ> .

Convergence de la série de Fourier

Les questions qui se posent La série définie par Z cn(f)emt d'une fonction f est-elle définie?,
nez
convergente 7. Si oui, sa somme est -elle égale a la fonction f. La réponse est donnée par les résultats

suivants.

Proposition 1.9. [49] f € L?(a,b), soit ¢1, ¢2, ... une base orthogonale de I.?(a, b). Les coefficients
de Fourier de f sont :

o _ (F.60)

(Pns Pn)’

[e.@]
la série Z Cn(f)dn converge en moyenne quadratique vers f :

n=1

=0.
L2(a,b)

lim
p—>+00

p
n=1
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1.2. ANALYSE DE FOURIER

Théoreme 1.4 (Inégalité de Bessel). [57] Si f : R — C est h— périodique et intégrable (au

. 1 ;
sens de Riemann) sur [—m, x| alors les coefficients de Fourier ¢,, = oY / f()e~ ™ dy respectent
0

Z enf” < 2L/

n=—oo

I'inégalité

Théoréme 1.5 (Formule de Parseval). [49] Si f est continue par morceaux on a

+o00 2

> fentn)? = 12DE

n=—oo

;ZOO (lan(HP + a1

Théoréme 1.6 (Théoréme de Dirichlet). [57] Si f est de classe C'' par morceaux alors la série

de Fourier de f est simplement convergente et on a

f(t) si f est continue en t;
+o0o

> cal(f)e™ converge vers (1.2)
S F(t+0) + £t —0)
2

si f n'est pas continue en t.

Si de plus f est continue alors la série de Fourier Z en(f) e est normalement, donc uniformément
nez
convergente vers f(t).

Les notations f(x + 0) et f(xz — 0) représentent respectivement les limites a droite et a gauche
de f au point .

Un résultat important concernant la convergence uniforme d'une série de fonctions est le suivant :

Théoreme 1.7 (Critére Weierstrass). [I] La série Z fn(x) est absolument et uniformément
n=0
convergente sur un ensemble S s'il existe une suite numérique M, > 0,Vn telle que

| fn(2)] < M,.Vx € S,

et
o0
> M, < .
n=0
Dans le cas de la série de Fourier, on a :
‘cnemx <len|-

L’application de ce critére a une série de Fourier révéle que la série uniformément si la série numérique
o0 oo

Z |cn| est convergente , i-e, si Z len| < oo.

n=—oo n=—0oo
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1.3 Transformée de Laplace

Définition 1.6. [57] La transformée de Laplace d’une fonction f(t) de la variable réellet € R est

formellement définie par :

Lf(s)=: /Oo e st f(t)dt; s € C, (1.3)

0
f(t) est appelée I'originale de Lf(s).

La transformée de Laplace d'une fonction n’existe que si l'intégrale ((1.3]) est convergente, pour
cela l'originale doit étre d'ordre exponentiel v, ce qui veut dire qu'il existe deux constantes M et T
telles que

If(t)] < Me t > T,

dans ce cas la transformée de Laplace existe pour R(s) > 7.

L'originale f(t) peut étre reconstituée a I'aide de la transformée de Laplace inverse :

L7NLf)(x) = ! /CHOO S Lf(s)ds, ¢ > 7.

B % —100
Proposition 1.10. La transformée de Laplace est linéaire.

Définition 1.7. L’'opérateur de convolution de Laplace de deux fonctions f(t) et g(t) définies sur

R est donné pour x € Ry par

(fxg)(z) = /Ow f(z —t)g(t)dt.

Théoréme 1.8. (Théoréme de convolution) [57] Pour deux fonctions f(t), s(t) dont les transformées

de Laplace existent on a :

L(f = g)(s) = Lf(s).Lg(s).

Proposition 1.11. [57] La transformé de Laplace de la dérivée d'ordre n € N* de la fonction f(t)

est donnée par :
n—1

L(f™M)(s) = s"Lf(s) =D st frF=D(oh),

k=0

sous I'hypothése d'existence des intégrales correspondantes.

1.4 Calcul fractionnaire

Les mathématiques sont I'art de donner des choses trompantes des noms.
La belle est mystérieuse appellation (3 premiere vue) "le calcul fractionnaire” est juste un de ces
termes mal appropriés qui sont |'essence des mathématiques.

Par exemple, nous connaissons de telles noms comme les nombres naturels et les nombres réels que
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1.4. CALCUL FRACTIONNAIRE

nous utilisons trés souvent ; réfléchissons un moment a ces noms. La notion d'un nombre naturel est
une abstraction naturelle, mais est-ce que le nombre est lui méme naturel ?.

La notion d'un nombre réel est une généralisation de la notion d’'un nombre naturel. Le mot réel
accentu qu'on prétend a ce qu'il reflete des quantités réelles. Les nombres réels refletent des vraies
quantités, mais ceci ne peut changer le fait qu’elles n'existent pas. Tout est en ordre dans I'analyse
mathématique, et la notion d’ un nombre réel la facilite, mais si on veut calculer quelque chose, on se
rend compte immédiatement qu'il n’y a aucune place pour les nombres réels dans le vrai monde; de
nos jours, de calculs sont exécutés la plupart du temps sur les calculateurs numériques, qui peuvent
fonctionner seulement avec les ensembles finis de fractions, qui servent a approcher d'irréels nombre
réel.

Retournons a |'appellation “calcul fractionnaire”. |l ne signifie pas le calcul des fractions. Il ne
signifie pas non plus une fraction de n'importe quel calcul différentiel, intégral ou calcul de varia-
tions. Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d'intégrales et de dérivées d'ordre arbitraire,

qui unifient et généralisent les notions de différentiation d'ordre entier et d’intégration répétés n— fois.

Nous allons présenter des outils et des notions de base pour le calcul fractionnaire et qui aideront
pour mieux a suivre notre travail, et pour en savoir plus sur le sujet voir [37] et [61].
1.4.1 Fonctions spéciales

On entend par "fonction spéciale” toute fonction qui n'est pas élémentaire (polynéme, fonction
trigonométrique, exponentielle, etc) ayant une grande importance et plusieurs applications.
Dans cette partie on en rappelle quelques unes qu’on aura besoin dans notre travail.

Fonction Gamma

L'un des outils de base du calcul fractionnaire, est la fonction Gamma qui est une généralisation

de la factorielle. Nous présentons ici quelques résultats :

Définition 1.8. [37] La fonction Gamma est définie par I'intégrale

I'(z) = /0+00 e~ ldt; R(z) >0, (1.4)

o t7—1 —=: e(zfl)lnt.
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1.4. CALCUL FRACTIONNAIRE

A
il

o

FIGURE 1.1 — Courbe représentative de la fonction Gamma

Lemme 1.3. L'intégrale ((1.4) est convergente pour tout z € C avec R(z) > 0.

Théoreme 1.9. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1. Pour z€ C\ Z~
['(z+1) =2I'(2),

en particulier, pour n € N*
I'(n)=(n-1)\

2. On peut également représenter I'(z) par la limite

nln®

.
=t oo 2(z4+1)....(z+n)’

I'(z) = R(z) > 0.

La condition R(z) > 0 peut étre étendue a z € C\ Z~.

3. La fonction T'(z) est analytique dans C \ Z~.

Fonction de Mittag-Leffler

Les fonctions de Mittag-Leffler représentent une généralisation de la fonction exponentielle, et

jouent un role important dans la résolution des équations différentielles fractionnaire linéaires a

coefficients constants.
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1.4. CALCUL FRACTIONNAIRE

Définition 1.9. [37] Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) est définie par :
00 k

E,(z) = 27; a > 0), 15
& =% sy @20 (15)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E,, g(z) par :

oo k
z

| es figures ([1.2)-(1.3)) ci-dessous montrent, le comportement de la fonction de Mittag-Leffler
a un et deux parameétres respectivement pour différentes valeurs de o et 3.

0.5

e M=E (-1

15

FIGURE 1.2 — La fonction de Mittag-Leffler a un paramétre

FI1GURE 1.3 — La fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres

La fonction Mittag-Leffler se réduit a des fonctions simples. Par exemple
[e.e]

ok
z Xz P
0E1(2):E171(Z):Zmzzﬁ:e_
k:() k=0
Y i oy A I A Ly
2 ZT(k+2) = E+) 2= E+D 2 ‘
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1.4. CALCUL FRACTIONNAIRE

00 k
z
8 E]_73(Z) = Z m
:oo 2k
0 Ey (2
= 2/<:+

0 Z
® Eipi(2) =) % =
k=0 F(§ +1)

z

i zk’-i—? 1 ( )
— — (e —z—1).
2= (kk—l— 2)! T2
Xz
Z = cosh(z).
= (2k)!
2

ou erfec(z) est la fonction d’erreur complémentaire :

erfe(z

f/ 2dt:1—e7“fc(—z);z€C

Dans le théoréme suivant on a regroupé quelques propriétés des fonctions de Mittag-Leffler, qui

seront utiles pour notre analyse des équations différentielles fractionnaires.

Théoréme 1.10. [37] La fonction Mittag-Leffler posséde les propriétés suivantes :

1. C'est une fonction entiére.

2. Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée vérifie :

%0 1
/ e LR, 5(2tY)dt = .
0 ’ 1—2z

3. La transformée de Laplace est :

klse—P

st ak+8—1 (k) o RS 1/a
e B = s () > L
(k) d* - ,
ou E, 5(x) = %Ea,ﬁ(l'). En particulier pour o = 3 = 3,
[Tt IE | oyt = s R(s) >
0 33 (V/s F a)k+1’ :

4. Dérivation de la fonction de Mittag-Leffler d’'ordre n € N :

d"
dtn

5. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler

/ Ea (M) dt = 28 Eo g1 (A29).
0

Cette relation est un cas particulier de I'égalité

—— (P B s(M?)) = P B, 50 (M),

1 z
T(M)/o (2 = " Ea gt = 2P E, 51, (A2); (B> 0, > 0).
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1.4. CALCUL FRACTIONNAIRE

Corollaire 1.1. [37] Pour0 < a < 1,t € [0,T];A >0, 0n a :

(1) 0 < Eyo(—AtY) < 00 et th—H>loEa’°‘(_)\t ) = M)

(2) t* LB, o(—\t%), est une fonction complétement monotone et :
t
MY E, o (M%) < o0; / s 1By a(—Xs%)ds < cc.
0

1.4.2 Intégration et dérivation fractionnaires

Le calcul fractionnaire est la branche de I'analyse mathématique, qui étudie la généralisation des
notions de dérivation et d'intégration a un ordre non entier, réel ou complexe, et qui rentre dans
le cadre plus générale des opérateurs pseudo-différentiels. Par ailleurs, plusieurs approches ont été
développées pour donner une signification a D™ f(z) lorsque n € R ou C.

Dans cette partie, nous avons choisi de présenter deux d'entre elles, a savoir I'approche de Riemann-

Liouville, et celle de Caputo, et on se restreint au cas réel.

Intégrale fractionnaire

Définition 1.10. [37] Soit o € RY., I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre o

est formellement définie par

b
I(a)

ot I' est la fonction Gamma@ et —oo<a<x<o0.

o f(2) == / Y@= 0)d x> a, (1.7)

Remarque 1.5. [37] Pour oo = n € N*, I$ coincide avec l'intégrale répétée n— fois de la forme

T t1 tn—1 1 x
Ly f)(@) = / dt dt2--~/ f(tn)dtn, = (n—l)'/ (@ — )" f(t)dt.
Lorsque a = —o0, IS est appelée intégrale fractionnaire au sens de Liouville, pour a = 0 elle est dite

intégrale fractionnaire de Riemann.
En générale I¢ est dite fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L).

Notons que la formule précédente reste valable lorsque a < x < b < oo.

Théoréme 1.11. [37] Si f € L'(a,b), avec a > —oo, alors IS f(z) existe pour presque tout
x € (a,b) et I'on a I € LY(a,b).

Nous allons maintenant voir quelques aspects de I'opérateur d'intégration fractionnaire de R-L.
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Théoréme 1.12. [37] Soient o, 3 > 0, pour toute fonction f € L*(a,b), on a :
L] f(x) = Ig*P f(x) = IF 13 f(x). (1.8)
Un deuxiéme résultat concernant I'interversion de la limite et de I'intégrale fractionnaire est donnée

par :

Théoreme 1.13. [37] Soit o > 0, et soit (fi,)?2; une suite uniformément convergente de fonctions
continues sur [a,b] . Alors on peut intervertir I'intégrale fractionnaire de R-L et le signe limite comme

" (22 tim fe) (@) = (him 7312) (@) (19)

En particulier, la suite (I fi)p—, est uniformément convergente.

Dérivation fractionnaire

Définition 1.11. [37] Pour o € R et n € N* tels que n — 1 < o < n; la dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville (R-L) d’ordre o d’une fonction f est formellement définie par

«@ L njyn—o _ 1 dn v _ \n—a—1 .
Dy () = DI (@) = pr—as szn/a (@ — 8" f(D)dt; x> a,  (110)
dn
ypn— L
ou dan

En particulier, pour « = m € N, on a

Dyf(z) = DI, f(z) = f(z),
Dy f(z) = D" f () = DU, f(x).

Donc la dérivée fractionnaire au sens de R-L coincide avec la dérivée usuelle pour o € N.

1z Contrairement a la dérivée usuelle d'une fonction f(z) en un point qui ne dépend que de I'allure
de f(x) au voisinage restreint de ce point, la dérivée fractionnaire au sens de R-L d'ordre non-entier
dépend de toutes les valeurs de f(z) dans l'intervalle (a, z). On dit qu'elle est a caractére non local.

De plus, cette dérivée est une convolution a noyau singulier de la forme suivante :

DR, (1) = ST T = 5 (@1 o ) (1),

d'ou ( .
Dy, f(t) d/ Iioz (s)ds, 0<a<l,

qui aide sa manipulation par les outils de I'analyse de Fourier.

Le résultat suivant établi une condition suffisante d’existence de la dérivée fractionnaire Dy f.
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Proposition 1.12. [37] Soient o > 0 et n = [a]+1. Si f € AC™ [a,b], alors la dérivée fractionnaire

D& f existe presque partout sur [a,b], en plus elle est donnée par :

n—1
oy L S f0@ A B LR 011
D@ =Lt [ oot

Proposition 1.13. [37]Si0 < a <1 et f € AC [a,b], alors

DY f(x) = F(ll— - [(xf_(ai)a N /: (xf/_(tg)adt] .

1= Une fonction possédant une dérivée fractionnaire de R-L n’est pas nécessairement continue.

Remarque 1.6. Si f € C,[a,b],0 < a < v < 1; alors [$, f € Cy_ufa,b] et si f € CYla,b] alors
D& f(t) existe pourt €a, b].

Les problémes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaires autorisent |'uti-
lisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent f(a), f'(a), ...
Malheureusement, I'approche de Riemann-Liouville méne a des conditions initiales contenant les
valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville en la borne inférieure t = a, qui prend
la forme
Dk fla) =by; (k=1,2,....,n),

ol by sont des constantes données.

Malgré le fait que des problémes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent étre
résolus mathématiquement, leur solutions sont pratiquement inutiles, car il n'y a aucune interprétation
physique pour de telle type de conditions initiales.

Ici, on observe le conflit entre la théorie mathématique bien établie et les besoins pratiques.

Une certaine solution pour ce conflit a été proposé par M.Caputo. La définition de Caputo peut

étre écrite comme

Définition 1.12. [37] Soient a« > 0 et n € N* telles que n = [a] + 1. On définit la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o de f : [a,b] — R par :

=1 (k) (g
Cpe. f(1) = D2, (f(t)—zf o )<t—a>k> pp. t>a.
k=0 '

Remarque 1.7. Pour 0 < a < 1,u € C[0,T], on a : CDg+u(t) = Dg, (u(t) —u(0)),
ou D¥, est la dérivée au sens Riemann-Liouville.

Théoréeme 1.14. [55] Soient o > 0 et n € N* telles que n = [a] + 1. Si f € AC™|[a,b], alors la
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dérivée de Caputo © D f(t) est continue sur [a,b] et admet la représentation intégrale suivante :

1

“Dgf(t) = I7;°Df(t) = Tn—a)

/at<t —s)" ) (s)ds; t € [a,b].

Pour0 < a <1,0na:“D% f(t) =I'T*Df(t).

L'avantage principal de I'approche de Caputo est que les conditions initiales des équations
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les
équations differentielles d'ordre entier, i.e. ; contient les valeurs limites des dérivées d'ordre entier des

fonctions inconnues en la borne inférieure t = a.

Propriétés importantes

Nous nous intéressons dans cette partie aux propriétés d'intégration et de différentiation fraction-

naire, lesquelles sont plus souvent utilisées dans les applications.

Lemme 1.4. [55] Soit a > 0 et f € L1(0,T), alors I'égalité
DgIgf(t) = f(t), (1.11)

est vraie pour presque toust € (0,T).

Théoreme 1.15. [37] Soient o, 3 > 0 tels quen — 1 < a <n,m —1 < < m(n,m € N*), alors
on a

a) Sia> >0, alors pour f € L(a,b) la relation
DI () = 187 £ (1),

est vraie presque partout sur (a,b).

b) Si B> a >0 et si la dérivée fractionnaire D3~ f existe, alors on a
DIUZf)(t) = DI f(t).
c) S'il existe une fonction ¢ € IL1(0,T) telle que f = I%p, alors
12Dgf(t) = f(b),

pour presque tout t € (0,T).
d) Si f € LY0,T) et I"~“f € AC™[0,T), alors I'égalité
N DPRIETFI0) e

DS (t) = £(t) — ok,
0/ (t) = f(1) k; T(a—k+ 1)

W Settara Loubna 25 ©2019.Univ. Annaba
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est vraie presque partout sur [0,T]. En particulier pour 0 < o < 1,

toz—l

II=2£(0).

IEDLF) = F(8) ~ pray s

e) Pour o > 0,n € N*, telles quen = [a] + 1, et f € C[0,T], on a
“D§ I f(E) = f(t); t € [0,T).
Sifet CD‘D"+f € C[0,T], on a

n—l e(k) o+
15057 = £ - 3 -0k v e o, 7).
k!
k=0
En particulier, pour 0 < a < 1, on a I§CD§ f(t) = (f(t) — £(0)).
& Si f € C™0,T] alors °D§ f € C[0, T].
Théoréme 1.16. [37] Pour une suite de fonctions (f;(t)),cy définies sur (a,b], supposons que les

conditions suivantes sont remplies pour o > 0 :

(i) Les dérivées D2, f;(t);i > 0; t € (a,b] existent.

[e.e] oo
(ii) Les séries Z fi(t) et Z D¢ fi(t) convergent uniformément sur [a + €,b]; € > 0.
i=1 i=1

o
Alors la fonction définie par la série Z fi(t) est « différentiable est satisfait,
i=1

DY filt) = Y DS filt): t € (a.b]
=1 =1

@ Pour la dérivée au sens de Caputo, le théoreme est vrai sur [a, b].

Proposition 1.14. [37] pour \€e R,0 < a < 1,0na

(i) DXt — a)* ' Epa(At —a)®) = At — a)* L Eq o(A(t — a)®).

(i) CD§Ey(A(t — a)®) = AEL(A\(t — a)®).
Lemme 1.5. [37] Soient 0 < a < 1, f € L1(0,T) et K(t) admet une dérivée K'(t) presque partout
sur (0,T), alors pour tout t € (0,T),

t

t
DG, [ H&)K(E=)ds = [ f(t=9)Dg. K(s)ds+ (1) Ny 78K (). (112)

Afin de souligner la différence entre la forme des conditions initiales lesquelles doivent accompagner
des équations differentielles en termes des dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo, rappelons les

formules de transformées de Laplace correspondantes pour le cas ¢ = 0.
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Proposition 1.15. [37] Soient o > 0,n = [a] + 1 et f(t) € L'(0,b) pour tout b > 0.

1. Si f admet une transformée de Laplace, alors la transformée de Laplace pour l'intégrale

fractionnaire au sens R-L de f est donnée par
LUGS)(s) =s""Lf(s).

2. Si f € AC™|0,b], pour tout b > 0, alors la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
au sens de R-L de f est

n—1

{L(Dg)} (s) = s* (L) (5) = Y $"D" L= f(0F).

k=0
Sous la condition que f ait une transformée de Laplace.
3. Soient o > 0,n = [a] + 1 et f € C™[0,b]. La transformée de Laplace de © DS f est donnée

par

n—1
L(ODEF) (s) = s"Lf(s) + D s> B (0).
k=0

La méthode de la transformée de Laplace est fréquemment utilisée pour la résolution des
problémes appliqués. Pour choisir la formule appropriée de la transformée de Laplace, il est important
de comprendre quel type de définition de dérivée fractionnaire (en d'autres termes, quel type de

conditions initiales ) doit étre utilisé.

1.5 Les équations différentielles fractionnaires d’ordre 0 < a < 1

Une équation différentielle fractionnaire (E.D.F), est une relation fonctionnelle, qui fait intervenir
une fonction inconnue u et un nombre fini de ses dérivées fractionnaires, et éventuellement des

dérivées ordinaires. Nous nous intéressons au cas qui nous seront utiles pour 0 < o < 1.

1.5.1 E.D.F avec dérivées aux sens de Riemann-Liouville
Si la dérivée est au sens de R-L, nous associons a I'équation différentielles une condition initiales
de la forme D !u(at) = ¢, valeur donnée qui doit &tre comprise dans le sens

Dg‘flu(cﬁ) = tir%+ D(‘;‘Ilu(t) = Ii;o‘u(a).

Nous pouvons utiliser une autre forme de condition initiale qui est lim+(t —a)'7u(t) = ug et le
t—a

probléme de Cauchy sera dit pondéré.
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Théoreme 1.17. [37] Soient 0 < o < 1,Q un ouvert de R et F :Ja,b] x @ — R, telle que
F(.,u) € LY(a,b), pour tout u € (2 et est lipschitzienne pour la deuxiéme variable. Alors, la solution

u € L' (a,b) existe et vérifie p.p, le probléme non linéaire de Cauchy d’ordre fractionnaire suivant :

D& u(t) = F(t,u(t)); t >0,
{ £y0) = Flt () (113)
Dg u(a™) = ¢ c€R,
si et seulement si, elle satisfait I'équation intégrale suivante :
()= = (t— a4 . / (¢ = )" (¢, u(t))ds (1.14)
u = —a e — u . .
() (@) Ja ’

Remarque 1.8. Nous obtenons la solution en supposant que u(t) est une solution de I'équation
intégrale que I'on écrit sous la forme
c

u(t) = gy (¢ - )~ ' 4 I F(t,u(t)). (1.15)

On applique I'opérateur Dg, aux deux membres de I'équation (1.15), on déduit immédiatement que
u(t) est solution du probléme ([1.13)).

Remarque 1.9. Cette existence peut avoir lieu aussi dans Cy[a,b],0 < 1 —a < v < 1 pour
F(t,u) € Cy[a,b] dans le sens od u € C,[a,b] et Dy, u € C,a,b].

Théoreme 1.18. [37] Le probléme de Cauchy fractionnaire pondéré :

Dgy ju(t) = Au(t); 0 <a<1,t€l[0,T]; A € R,

lim t'~%u(t) = ¢,
t—0+

(1.16)

admet une solution unique u € C{_ [0, T] donnée par u(t) = cl'(a)t* LE, o(M\t%) € CF_[0,T).

Remarque 1.10. Pour0 < a < 1,t € [0,T],u € C1_4[0,T7; a/orst 1ir16Jr t1=2u(t) = c est équivalent
—

a lim I3 %u(t) = cl(a).
Jim () = (o)
En procédant de la méme facon on peut avoir le résultat suivant.

Théoréme 1.19. [37] Soient 0 < « < 1 et f :]a,b] — R, telle que f € Cy[a,b](L(a,b)),0 <
1 —a <~y < 1. La fonction u € C,la,b], solution du probléme de Cauchy fractionnaire suivant :

{D(‘Lu(t) = u(t) = f(t); poura<t<b AER, (1.17)

D lu(at) = ¢ c€eR,
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est unique telle que D, u € C,a,b] (L'(a, b)) et est donnée par :

u(t) = c(t — a)a_lEma()\(t —a)®) + /at(t — s)a_lEma()\sa)f(s)ds; x € [a,b]. (1.18)

Remarque 1.11. L['obtention de ce résultat passe par I'utilisation de la transformée de Laplace
comme dans le cas ordinaire. Pour plus de détails voir [61].
1.56.2 E.D.F avec dérivées aux sens de Caputo

Dans ce cas, nous avons des conditions initiales classiques u(a™) = ¢, pour l'ordre 0 < a < 1.
L'espace fonctionnel est Cla,b] avec méme hypothése sur F. Alors, la fonction u € AC[a,b] est

solution du probleme non linéaire si et seulement si elle satisfait I'équation intégrale
u(t) =c+ I3 F(t,u(t)), t € a,b]. (1.19)

% Si la solution est dans C|a, b], alors “D2, u € Cla, b].
Pour le cas linéaire ou F(t,u) = Au(t) + f(t), pour f € Cla,b], la solution u est donnée dans
ACa,b] par

u(t) = cEq(A(t —a)®) + /at(t - s)a_lEava()\(t —8)")f(s)ds, t € [a,b]. (1.20)
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CHAPITRE 2

PROBLEMES DE DIFFUSION ET DE SOUS-DIFFUSION
LINEAIRES

I_'objectif de cette partie, est de traiter des équations de diffusion et de sous diffusion qui sont
des équations d'ordre fractionnaire 0 < a < 1 en temps, munies de conditions initiales et aux bord

en utilisant les résultats classiques et des propriétés du calcul fractionnaire.

2.1 Problémes de diffusion linéaires

Décrivons le phénomene de la diffusion, par exemple de la chaleur a travers un corps, ou bien d'un
colorant dans un liquide au repos. Dans les deux cas le principe physique est le méme, et porte le
nom de Loi de Fourier : le flux de chaleur est dirigé de la région chaude a la région froide, et son
intensité est proportionnelle au gradient de température.

De plus la chaleur ne peut étre perdue qu’a travers les éventuelles parois du récipient. On se limite
encore une fois a la diffusion de la chaleur le long d'un axe. La loi de conservation de la quantité

totale donne alors avec celle de Fourier, I'équation de la chaleur dans sa forme la plus simple,
Owu(t, z) = ko2 u(x,t), (2.1)
ou k est le coefficient de conductivité qui dépend du matériau utilisé.

2.1.1 Conditions aux limites naturelles et problémes bien posés

Si les problémes de diffusion sont définis sur un domaine spatial borné de frontiére réguliére, alors
I'inconnu est soumis en plus de la condition initiale a différentes conditions aux bords.

1. Les conditions de Dirichlet : correspondant a imposer une température constante sur les bords
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du milieu €.
u(z,t) = g(x), Vo € 0Q, Vt > 0.

2. Les conditions de Neumann : correspondent a imposer un flux de chaleur sur les bords du milieu
Q). Si on veut isoler le milieu, il suffit d'imposer un flux nul.
ou(z,t
Vu(z,t).ny = du(,t) = h(z,t), Vo € 0Q, ¥t > 0.
ong

3. Les conditions mixtes (Robin) faisant intervenir a la fois la valeur de la solution sur le bord
et sa dérivée normale ainsi, ces conditions peuvent étre utilisées , par exemple, pour modéliser
grossierement un processus de radiation linéaire.

au(zx,t) + b%(:c,t) =k(x), v €09Q,t>0.

on

Par contre, pour fermer le systéme une condition supplémentaire doit étre ajoutée sur tout le domaine

) qui est une condition initiale en temps, soit :
u(z,t =tg) =u’(z), Ve, toeR,.

L'équation de la chaleur avec terme source dans R? régit, entre autre, I'évolution de la température
u en un point (z,y,z) d'un domaine €2 au cours du temps t en présence d'une source de chaleur
volumique définie par f.

C'est cette méme équation qui décrit I'évolution de la concentration d'un produit dans un solvant
(d'oui le nom d'équation de la diffusion).

L'étude mathématique de I'équation unidimensionnelle (c.a.d dans R) va permettre de dégager,
dans un cas simple, les propriétés des problemes regroupés sous le vocable de problemes parabo-
liques.

On se propose de résoudre le probléme suivant

U = a%Upe; 1>0; 0< <1,
u(0,t) = u(l,t) = 0; t >0, (2.2)
u(z,0) = p(x); 0 <z <,

qui modélise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur finie [ dont les extrémités sont
maintenues a la température 0. Ici u(x,t) désigne la température de la tige au point x a I'instant ¢.

Les relations de compatibilité entre les conditions initiales u(0,¢) = u(l,t) = 0 et la condition initiale
u(z,0) = p(z) sont p(0) = ¢(I) = 0.
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Par I'analyse de Fourier, le probleme ([2.2)) aboutit au probléme spectral suivant

{AX(x) +AX(2) =0; 0<z <], (2.3)

X(0) = X (1) = 0.

C'est un probléme de Sturm-Liouville : Il s'agit de trouver les valeurs de A dites valeurs propres pour
lesquelles le probléme (2.3)) admet des solutions non triviales (c'est a dire non identiquement nulles),
dites fonctions propres.

Les solutions du probléme de Sturm-Liouville sont

ke k
A = (;) , Xi(z) = sin% avec k=1,2,.... (2.4)
Les coefficients de Fourier correspondants a ce probleme sont solutions du probléme
T'(t) + a®>AT(t) = 0; t > 0, (2.5)

données par

k 2
Ty (t) = Agexp (— (7;@) t) ; avec A € R

Par conséquent, la solution est la série de Fourier suivante :

kma\? k
ZAkea;p< ( 7;@) t) sin?, (2.6)

dont on doit alors étudier la convergence et la régularité.

Si de plus la solution vérifie la condition u(z,0) = ¢(z) on a
kﬂ'l’
o(x) = u(z,0) Z A sin — (2.7)

Ce qui n'est autre que la série de Fourier de ¢(x) et les Ay sont ses coefficients de Fourier donnés

par :
Ak(p) = o = l/ x) sin @dac (2.8)

Remarque 2.1. La série (2.6)) converge uniformément vers la solution u(x,t) dans1L?[0,1]. De méme

dans C (]0,1] x [0,T]) selon le critére de Weierstrass puisque on a

sup u(z, )] <) le
(2,4)€[0,T]x [0,] -

cette derniére série converge si () est continue, ¢} (x) est continue par morceaux et p(0) =
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p(l) = 0.
En conclusion on a le résultat suivant

Proposition 2.1. [37] La solution du probléme (2.2)) existe dans C*! (]0,1[x]0, T[)NC ([0, 1] x [0,T7])
est donnée par (2.6)) ot les constantes Ay sont définies par les formules (2.8), et ¢ € C*[0,1].

Unicité de la solution

Soit u une solution de I'équation de diffusion, et soit I'énergie du probleme définie par E(t) =

L[k s Lo T o
= lu(z, t)|* dx, alors d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale,
2 Jo

L u
E(t) = /0 u(:n,t)%(x,t)dx

L 82
= /0 u(w,t)@(x,t)dx
u

3} L L ou ou
= |u(x,t)—(z,t — —(z,t)—(z, t)dzx.
g @] - [ G w0 e
Si la condition au bord est une condition de Dirichlet homogene (ou de Neumann homogene) la
relation ci-dessus que FE’(t) est une quantité négative, par suite F(t) est une quantité positive
décroissante dans le temps.

Cette propriété qui représente la dissipation de |'énergie assure I'unicité de la solution.

Equation de diffusion avec un terme source

Dans le cas d'une équation de diffusion non homogéne sur 2 x R avec Q =0, [[:

Uy — a*ug, = f(z,1); (x,t) € Q x RT,
u(0,t) =u(l,t) =0; t >0, (2.9)
u(z,0) = p(x); v €.

f(z,t) est une fonction donnée dite terme source. Il est encore possible d'utiliser la méme technique.

La premiere étape se fait aussi pour f(x,t) = 0. On obtient les mémes valeurs et fonctions propres

associées([2.4)). Pour la deuxieme étape, on décompose le terme source selon la base Xj(x),>1 de

L?[0,1] en la série de Fourier f(z,t) = Z frx(t) Xk (z) ou les coefficients de Fourier de f(x,t) sont
E>1

données par

< f(:l),t),Xk(l' >

)
felt) = — X1 (2), Xp(z) >

l
- ?/ F(z, 1) sin ’”li”dx. (2.10)
0
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On obtient en remplacant ZXk(:n)Tk(t) dans I'e.d.p du probléme (|2.2))
k>1

S (TH(E) + P NTr(t) = Xi(w) = 3 filh) X(w).

k>1 k>1

On déduit en y appliquant le produit scalaire les équations différentielles pour k > 1

{T,g(t) + Med®Ti(t) = fu(t); t > 0, (2.11)

ou la condition initiale est obtenue a partir de (2.1.1]). La résolution de (2.11]) donne

t
Ti(t) = prexp — <a2)\kt> —I—/O erp — (a2)\k(t - s)) fr(s)ds.
En conclusion on a le résultat suivant

Théoréme 2.1. [37] La solution du probléme de Dirichlet non homogéne(2.9)) existe dans C*1 (x]0, T[)N
C (ﬁ X [O,T]) pour f,p € C* (ﬁ X [O,T]) et prend la forme

u(x,t) =Y prexp(—a® \pt) Xp(x) + Y /Ot exp(—a® M (t — 9)) fi(s)ds Xy (), (2.12)

k>1 k>1

ol . et fr(t) sont définies respectivement par (2.1.1)) et (2.10) ; pour A\, et Xi(x);k > 1 définies
par @A),

Proposition 2.2. [37] Pour o € L2(2) et f € C(R*,1L2(2)) le probléme (2.9) admet une unique
solution faible u € C (R, 1L%(Q)), donnée par (2.12)). De plus,

t
[us Ollz@) < el +/0 18l () ds-

2.2 Problémes de Sous-diffusion linéaires

Ce n'est que lors des derniéres décennies que le calcul fractionnaire a connu le plus d'intérét et ses
applications se sont le plus diversifiées. L'une des applications les plus réussies et les plus concrétes
est de caractériser les phénomenes de diffusion anormaux comme la diffusion des contaminants dans
les eaux souterraines (voir figure et pour plus de détails voir [51].

En effet, une diffusion normale ol le déplacement a un comportement linéaire par rapport au

temps est gérée par le modéle de I'équation de diffusion

0
&u—kAu— I
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2.2. PROBLEMES DE SOUS-DIFFUSION LINEAIRES

Ils existent des problémes qui sont mal-interprétés par cette équation comme |'encre dans une photo-
copieuse ; le mouvement des électrons dans les semi-conducteurs. C'est une diffusion anormale que

le modeéle d'équation fractionnaire en temps

(67

0
%U— k;AU = f7

modélise mieux. Nous avons alors deux types de diffusion : si 1 < a < 2, le mouvement est rapide
et la diffusion dite Sur-diffusion et si 0 < a < 1, le mouvement des particules est lent et la diffusion

est dite Sous-diffusion a laquelle nous nous intéressons dans ce travail.

Issues Seen by Academia Engineering Researchers

'wme Progress of Soil Contamination”

. Field: Macro scale{100m-10km) :
Pore size of soil:

Elcro scale (about 1 00um)

Dr. Yuko Hatano, Department f Risk Engineering, Uriversty of Tsukuba ration. Al Rights Resrved

FiGURE 2.1

2.2.1 Equation de sous-diffusion sur un segment

Par manque de bibliographie nous allons nous satisfaire de résultats pris d'un article .

CDg‘Jﬁtu(x,t) = Lu+ F(z,t); (z,t) e G=Qx(0,T),
u(z, t) = v(x,t); (z,t) € 002 x [0,T], (2.13)
u(x,0) = up(z); » € Q.

Le domaine Q est ouvert et borné dans R™, avec 0N la frontiere du domaine Q et Q sa fermeture.

L'opérateur L est en fait un opérateur différentiel elliptique linéaire du second ordre,

Zp

p(z)Au; p e CHQ),p(x) >0, z € G.
8xk

Définition 2.1. On appelle solution classique du probléme ([2.13|) une fonction u(x,t) qui est définie
sur le domaine G : Q x [0,T] et appartient & I'espace Citl(G) = C(G) N [W(0,T) U C?()]
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2.2. PROBLEMES DE SOUS-DIFFUSION LINEAIRES

satisfait I'EDP, les conditions initiales et aux bords du probléme (2.13)).
W(0,T) est I'espace des fonctions f € C*(0,T)] tel que f' € L*(0,T).

Remarque 2.2. [’espace a un sens s'il est ainsi défini Citl(G) = C(G)N [W(0,T) x C*(Q)]

Si le probleme (2.13)) possede une solution classique, les fonctions F, ug et v, doivent appartenir
aux espaces C(G),C(Q) et C (9Q x [0,T]), respectivement.
Le principe du maximum est basée sur le résultat sur les extrémums pour la dérivée fractionnaire

de Caputo suivant :

Théoréme 2.2. Soit 0 < a < 1 et une fonction donnée f € C[0,T] avec “D§, € C[0,T]. Si f(t)
atteint son maximum sur [0,T] en ty € 10,T], alors © D§, f(to) > 0.

Soit alors le principe du maximum pour le probléme ([2.13]).

Théoreme 2.3. Soit la fonction u € Citl (G) une solution de I'équation de diffusion fractionnaire
en temps avec F(z,t) < 0,(z,t) € G. Alors, soit u(x,t) < 0,(x,t) € G ou la fonction u
atteint son maximum positif sur les parties de S = (ﬁ X 0) U (02 x [0,T1) la frontiére du domaine
Qrp, c'est-a-dire,

u(z,t) < max u(z,t), V(z,t) € G. (2.14)
(z,t)eS

Solution classique
Le principe du maximum ne peut pas servir d'obtenir I'existence de la solution mais si elle existe

il est appliqué pour montrer |'unicité et la stabilité de la solution du probleme ([2.13)).

Remarque 2.3. L'unicité de la solution classique découle immédiatement du fait que le probléme
(2.13)) pour F' = 0,ug = 0 et v = 0; ne posséde qu'une seule solution classique, u(z,t) = 0, (z,t) €
G.

Théoréme 2.4. Soit u une solution classique du probléme (2.13)) et F' € C(G) telle que HFHC@) =

M. Alors, on a l'estimation suivante :

TO(
Hu”c(ﬁ) < max { My, M1} + T M; (2.15)

1+ «)
ou My = ||U0Hc(ﬁ) My = ”UH(J(aQ)x[O,T] :
Présentons maintenant le résultat de stabilité important suivant.
Théoreme 2.5. Sile probléme (2.13)) posséde au plus une solution classique. Cette solution dépend

continument des données du probléme dans le sens ou si

HF - FHC(@) <€ [Juo — TTOHC(E) < e€o; [lv _@HC(an[o,T]) <€y,
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2.2. PROBLEMES DE SOUS-DIFFUSION LINEAIRES

alors
TO[

TR (2.16)

lu =1l o) < max{eo,e1} +
pour les solutions classiques correspondantes u et 1.

La résolution du probléme inverse passe en général par une étape initiale de modélisation du
phénomeéne, dite probléeme direct qui décrit comment les paramétres du modeéle se traduisent en
effets observables. Ensuite, a partir des mesures expérimentales obtenues sur le phénomene réel, la
démarche consister a valider le modeéle par résolution du probleme inverse.

A titre d'exemples, nous allons présenter des résultats obtenus par Zhidong Zhang dans [70] dans

un cadre plus précis, concernant le probléme de sous -diffusion suivant :

“Dg, qu(x,t) — a(tyuge(z,t) =0; 0<t < T, 0 <z <1,
u(z,0) = 0; 0<z<1, (2.17)
u(1,t) = 0,u(0,t) = f(t); 0<t<T;f(0)=0.

a(t), f(t) des fonctions données. Par le changement suivant v(z,t) = u(x,t) + (z — 1) f(¢) qui est
solution du probleme

CD8‘+7tv(x,t) —a(t)ugg(z,t) = (x — 1) CD&’tf(t); 0<t<T; 0<x2<1,
v(1,t) = v(0,t) = 0; 0<t<T, (2.18)
v(z,0) = 0; 0<z<l.

lls ont établi la représentation spectrale, I'existence, I'unicité et certains résultats de régularité
pour v(x,t) solution faible du probleme . Sous les hypothéses suivantes
(H1) f(t) et “Dg, sont continues et positives sur [0,7] avec f(0) = 0.
(H2) a(t) est continue et strictement positive sur [0, 7.

v(x,t) peut s'écrire comme une décomposition suivant la base sinnmz : n > 1 ainsi
o0
v(z,t) = Z v, (t) sinnme, (2.19)
n=1

telle que vy, (t) sont solutions des E.D.F suivantes
9 C
“D§ v, (t) = —a(t)n®n?v,(t) — — D§. f(t), v,(0) =0,n > 1. (2.20)
nm

Le résultat d'existence et d'unicité est le suivant :

Lemme 2.1. Sous les hypothéses (Hy) — (H>), le probléme (2.18), admet une solution faible unique
v(x,t) représentée par avec vy,,° D¢, v, € C[0,T] pour chaque n > 1.
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2.2. PROBLEMES DE SOUS-DIFFUSION LINEAIRES

Deux résultats concernant la non positivité et la croissance de v, (¢) qui influent sur la régularité

de v(z,t) sont aussi présentés.

Lemme 2.2. Supposons que les hypothéses (H1) — (Ha) soient vraies, alors il existe une constante
positive C telle que

lolleo,rez0.7) < C I e, - (2.21)

La régularité de v,, et ©Dfv(x,t) est aussi assez importante.

Corollaire 2.1. Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hj) soient vraies, alors ils existent deux

constantes positives c,, Cy; dépendant du coefficient a(t) telle que :

(i) llvealloqo,ryL2o,1) < Ca CD8‘+fHC[O,T]‘

i4) | D819 011120 = C

CD(?"'fHC[O,T] '

Ces résultats garantissent que le probléme ([2.18)) soit bien posé dans IL2(0, 1).

<>

%@ Pour en savoir plus sur ce theme voir [49].
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CHAPITRE 3

DETERMINATION D’UN TERME SOURCE INCONNU
DEPENDANT DU TEMPS ET D’UNE SOLUTION CLASSIQUE
POUR UN PROBLEME DE SOUS-DIFFUSION INVERSE

| y a peu de travaux qui considére les problémes inverses pour une équation différentielle frac-
tionnaire en temps. Mentionnons que, J.Cheng et al., dans leur article [12] ont considéré le probléme
inverse pour déterminer |'ordre de la dérivée fractionnaire et le coefficient de diffusion, pour I'équation
de diffusion en dimension un, avec la dérivée fractionnaire en temps au sens de Caputo. Les auteurs
ont prouvé I'unicité de I'ordre fractionnaire et du coefficient de diffusion indépendant du temps; en se
basant sur le développement de la solution suivant les fonctions propres du probléme et |'utilisation

de la théorie de Gelfand -Levitan .

Nous rencontrons dans la littérature différents problemes de ce genre, citons sur ce sujet le travail
de M.Kirane et M.Salmane [39]ou ils ont traité un probléeme inverse qui consiste a déterminer le

terme source (indépendant du temps) d'une fagon unique, pour I'équation de diffusion fractionnaire :

Dg, i (u(z,t) — u(,0)) — ugz(z,t) = f(2); (2,1) € Qr :=(0,1) x [0,T7,
uw(z,0) = @(x); u(z,T) =y(x); x€0,1],
uz(1,t) = ug(0,t); u(l,t) =0; t €[0,T].

39



3.1. ETAT D'ART DU PROBLEME

Alors que, T.S.Aleroev, M.Kirane et S.A.Malik dans [1] les auteurs ont considéré un probléme inverse

bien posé avec terme source pour I'équation de diffusion fractionnaire

Dy, (u(z,t) — u(,0)) — guaa(z,t) = F(z,t) = a(t) f(z,t); (z,t) € (0,1) x [0,T],
u(:c,O) = 90(33); T € (O, 1)7
w(0,t) = u(1,t); u,(1,t) =0; t € (0,77,

ol D, est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville pour 0 < a < 1,¢(z) est la
température initiale, leur probléme inverse consistait a déterminer le couple {u(z,t),a(t)}. lls ont
démontré |'existence de la solution par la méthode de Fourier et un systéme bi-orthogonal pour
former une base de Riesz dans IL?(0,1). Par contre I'unicité a été prouvé par le théoréme du point
fixe de Banach.

Le suivi de ces travaux a donné naissance au travail, qui comprend des résultats présentés dans
I'article [62], et qui consistent en la recherche de la solution classique et du terme source inconnu
dépendant du temps pour un probleéme de diffusion inverse fractionnaire en temps, avec un terme de

controle.

3.1 Etat d’art du probléme

3.1.1 Position du probleme

Dans notre cas, nous considérons I'équation aux dérivées partielles fractionnaire en temps suivante :
Dg, i(u(z,t) — u(@,0)) = tga(z, 1) + alt)u(z,t) + c(t)F(z,1); (z,t) € (0,1) x (0,T],  (3.1)

soumise a la condition initiale
u(,0) = p(x); = € [0,1], (32)

et les conditions aux bords non-locales
uw(0,t) = u(l,t); uy(1,¢t) =0, t €[0,7]. (3.3)

Dg, , est la dérivée fractionnaire temporelle au sens de Riemann-Liouville pour 0 < o < 1; a(t);t >0
est le terme contrdle; F'(z,t) le terme source connu; ¢(z) est la température initiale.

Notre probléme inverse consiste a déterminer le coefficient inconnu du terme source ¢(t) et la
température u(x,t), a partir de la condition initiale et la condition aux bords([3.3). Pour assurer

['unicité de la solution pour tout probléme inverse, nous avons besoin de conditions additionnelle ici,
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3.1. ETAT D'ART DU PROBLEME

on rajoute une condition intégrale de la forme suivante :
1
/ w(z, t)dz = E(t); t € [0,T), (3.4)
0

ou E(t) est une fonction suffisamment réguliere.
La résolution du probléme inverse est liée a des conditions aux limites non-locales.

Le probleme spectrale associé au probleme de sous-diffusion — admet un opérateur non
auto-adjoint, nous sommes incapable d'écrire la solution du probléme comme une expansion des
fonctions propres ce qui impose |'utilisation d'un systéeme bi-orthogonal. La difficulté pour résoudre
le probleme inverse se pose également en raison de la présence de la dérivée fractionnaire en temps

et du terme de contrdle a(t) dans I'équation.

Stratégie

La seule issue est de construire dans L? un systéme bi-orthogonal (Voir V.A.II'in [25] et M.V.Keldysh
[36])qui formera une base de Riesz, grace auquel nous pouvons développer la solution sous forme
de série. Nous montrons |'existence et |I'unicité du probleme inverse en utilisant les propriétés de la
fonction Mittag-Leffler et le théoréme de contraction de Banach. Pour cela on va introduire quelques
résultats nécessaires dans la suite de I'étude.

3.1.2 Probléme spectral associé et systéme bi-orthogonal
Soit le probléme spectrale :

AX = —X" =AX; z €0,1],

(3.5)
X(0)=X(1); X'(1) =0,

associé au probléme de sous diffusion ([3.1)-(3.3)). L'opérateur AX = —X" est non auto-adjoint son

domaine,
D(A) = {X € L2(0,1) : X(0) = X(1); X'(1) = 0 et — X" € L*(0,1) },

les valeurs et fonctions propres associées sont respectivement A\, = (27k)%, k > 0; Xo = 1; et
Xi(x) = cos(2mkx); k=1,2,....
La famille { X} est un systéme non complet, car les vecteurs propres Xj; k > 0 ne sont pas ortho-

gonaux a Xy, donc ils ne forment pas une base pour IL?(0,1) ; suivant I'idée présentée par V.A.li'in
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3.1. ETAT D'ART DU PROBLEME

dans [25]. On définit un probléme auxiliaire associé a Ay, X

X" = -\ X — X33 2 €(0,1),
X(0)=X(1); X'(1) =0,

dont les fonctions propres sont : .
~ -

X, —
k Ak

sin(2wkx).

On obtient alors le systeme S = {Xk,Xk,k > O} qui est complet mais non orthogonal. Pour cela

on a besoin de construire un autre systeme de fonctions complet qui forme un systeme bi-orthogonal

avec le systéme S dans I'espace IL.2(0,1). On utilise le probléme adjoint au probléme spectrale (3.5)
défini par :

{A*Y:—Y”+)\kY:O; 0<az<l,

(3.7)

Y(0)=0; Y'(0) =Y'(1).
L'ensemble des fonctions propres de ces deux problémes S = {YO,Yk,ffk}, avec Yy = z,Y; =

x cos(2mkx); Y}, = sin(27wkz) est un systéme complet dans I'espace L.2(0, 1). Aprés la normalisation

le systéme bi-orthogonal est alors défini par ces deux familles de fonctions propres,

{\2’/7 {4cos(2mnx)}o;,{4(1 — x)sin(2mnx) }o; }, (3.8)
' ! !
{ =z, {xcos(2mnz)};>;, {sin(2mnz)}o, }. (3.9)

dont les éléments sont orthogonaux deux a deux. Pour plus de détails voir [26)].
Lemme 3.1. Les systémes des fonctions (3.8)),(3.9) sont bi-orthonormales dans (0, 1).
Démonstration. |l est facile de montrer que les systemes ((3.8]),(3.9)) forment un systéme bi-orthogonal
sur [0, 1], i-e :
1 0; @ # J,
(X0 V) = [ Xi(@)Y(a)de = 0y =
0 1 i=3j.

Lemme 3.2. Les systémes des fonctions (3.8))(3.9)) sont complets dans I.2(0,1).

Démonstration. Soit f(x) € L2(0,1) orthogonale avec le systéme des fonctions (3.8). f(z) peut

étre présentée par les séries

flx) = Z B, sin(2mnx), (3.10)

n=1
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qui converge dans IL%[0, 1]. Comme f(z) est orthogonal avec ([3.§)),
0 —/ f(z)4(1 — z) sin(27kz)dz

= Z Bn/ 4(1 — z) sin(2mnz) sin(2rkx)dr = By, k=1,2, ...
n=1 0
Ce qui donne By, =0,k = 1,2,..., alors f(z) = 0, a partir de (3.10). De la méme fagon on prouve
que ([3.9)) est complet. O
Lemme 3.3. Les systémes des fonctions (3.8))(3.9) forment une base de Riesz dans 1.%[0, 1].

Démonstration. Nous rappelons qu’une suite {z,} -, dans un espace Hilbertien H est connue

comme suite de Riesz s'il existe de constantes 0 < ¢ < C' < oo tel que :

Pour toutes les suites des scalaires {a, }°-; dans |'espace 1%,

2 00
<C (Z ]an]2> .
n=1

)
l2 = {(alva% ---aan) /an eRtq Z |an\2 < OO} .

n=1

Les bases de Riesz pour I'espace de Hilbert H est la suite de Riesz qui est linéairement indépendante
dans l'espace H.

Selon les résultats présentés dans le livre [18], le systéme([3.8) forme une base de Riesz dans L?[0, 1],
comme il est complet dans IL.2[0, 1], par le lemme et les séries

(/ e dx) e Z K/ () cos{ zm)dm) + ( /01 f(@)(1 —2) sin(27rka:dx> 21 ,

(/ xf(x dl‘ i:: [ cos(27rk:c)d:n> + (/01 f(zx) sin(27rk‘a:)d:c) 2] ,

sont convergentes pour toute f(z) € L2[0, 1]. D'une fagon similaire on démontre que le systeme([3.9)
forme une base de Riesz dans L2[0, 1]. O

3.2 Résultats d’existence, d’unicité et de dépendance continue

Au début on va définir les espaces :

C2((0,1)x(0,T)) = {u(x,t) € C*(0,1); € (0,T]) et D ,(u(,t) — u(w,0)) € C(0,T];x € (0,1)};
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Cc0([0,1] x [0,T]) = {u(w,t) € C0,1];t € [0, T] etu(z,t) € C[0,T];z € [0, 1]}.

De plus les fonctions a, , F' et E vérifient; les assertions suivantes :
v (A1) a(t) € C[0,T7.
vV (A3) F(z,.) € C[0,T); et pour t € [0,T], F(.,t) € C*[0,1]; F(0,t) = F(1,t);
Fp(1,t) = 0; Fz(0,t) = Fpu(1,t), Fraa(1,t) =0 et f(t) = /01 F(z,t)dz # 0.
V(43) e Cl0,1)50(1) = 9(0),¢'(1) = 0,¢"(1) = ¢"(0) et P (1) = 0.

vV (Ay) E € AC[0,T] et 1 o(z)dx = E(0).

Selon les assertions ci-dessus, il existe des constantes positives L;,j = 1,2; M;,i = 0,1...,5; K tel
que
L) := max Eqo1(—At%); L2 := max Eg o(—Ap(t — 5)%);

0<t<T 0<t<T

Mo = llallco.ry; Mr = Hf_l“C[o,T} ;

M3 := max (HD& (E(t) - E(O)HC[QT} ; ||E”c[0,T]) s M3 = |lcllcpo,r s

M4:

max (| Follogo.rys | Fokllopry) 51 = 1,2k =1,

Ms = max (lpo| s lpikl) ;i = 1,2k = 1, ...

_ a—1 _ ) < ) )
0<1§133%T)\k(t $)* " Eaa (A(t —s)%) < Ky (3.11)

Théoreme 3.1. Soit (A1) — (A4) sont vérifiées, alors le probléme inverse ({3.1)-(3.4) admet une
solution unique {u(z,t),c(t)} dans [C**((0,1) x (0,T)) N C10(]0,1] x (0,T))] x C[0,T].

Remarque 3.1. u est alors une solution classique.

Démonstration. Au début on va montrer |'existence de la solution du probléme direct.

= premiere étape I
Déterminer u(x,t) pour c(t) € C[0,T].

En appliquant la méthode de Fourier présentée dans le chapitre précédent, la solution u(x,t) du

W Settara Loubna 44 ©2019.Univ. Annaba



3.2. RESULTATS D’EXISTENCE, D'UNICITE ET DE DEPENDANCE CONTINUE

probléeme ([3.1)-(3.3) peut étre développer sous forme série uniformément convergente a I'aide des
fonctions propres (3.8) dans L?(0,1) comme suit

u(x,t) = 2ug(t) + Z uy k(t)4 cos(2mkz) + Z ug k(t)4(1 — x) sin(27kx). (3.12)
k=1 k=1

Nous définissons les coefficients wug(t), us x(t), ug(t) pour k& > 1 a l'aide de I'orthogonalité des

fonctions propres. En multipliant (3.1)) par les fonctions propres de (3.9)) et en intégrant sur [0, 1].
1

Notons que le produit scalaire dans IL2(0, 1) est (f,g) :/ f(x)g(x)dz.
0

Le développement des coefficients F'(x,t) et ¢(x) en fonctions propres ([3.9) est donné par

Fo(t) = (F(x,t), Yo(2)), FLi(t) = (F(z,1), Y11(2)), Far(t) = (F(z,1), Yo (),

et
w0 = (p(x), Yo(2)), P14 = (p(x), Y1(2)), p2r = (p(2), Yo r(2)).

En combinant I'équation (3.1 avec (u(z,t), Yy(z)) = uo(t) nous obtenons :

{Daa (uo(t) — up(0)) = a(t)uo(t) + c(t) Fo(t); (3.13)

Pour uy 1 (t) = (u(z,t), Y1 x(x)); k > 1, et I'équation (3.1]) nous avons

(D§, (u(z,t) — u(x,0)),Y15(2)) = (uzz(2,t) + a(t)ulz, t) + c(t) F(z, 1), Y1 5(7))
= —)\kuLk(t) — 47Tnu2,k(t) + a(t)ulvk(t) + C(t)Fl’k(t).

Les équations fractionnaires linéaires vérifiées par u; ;(t); k > 1 sont

(3.14)

{D(C)Y+ (uLk(t) - uLk(O)) = —)\kul,k(t) — 47T/€U27k(t) + a(t)ulyk(t) + C(t)FLk(t);
u1,1(0) = @14

Ainsi, les équations fractionnaires linéaires vérifiées par ug ;(t); k > 1,

{D3+ (u2,(t) — u2,k(0)) = =Apuz i (t) + a(t)ug k(t) + c(t) Fo i (t); (3.15)

u2,1(0) = @ k-

En appliquant [§, sur (3.13)) nous obtenons I'équation intégrale de Volterra

_ Oé 1 g)e—1
800+/ c(s)Fy(s ds—l—/ F(O)é)a(s)uo(s)ds. (3.16)
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Cette solution est bornée dans C[0, 7] selon les assertions (A1) — (A3). On a
[e3 (63

luollero z1 < 0ol + ——— I Follero 1 lellero 71 + s llallro 71 o]
Uollclo,r) = 1¥0 al'(a) olicio,7) lI€llclo,1) al'(a) allcio,r) l1%ollclo,1) -

Par conséquent,
(67

T _
”UOHC[OT M5 + F( )M4M3 (1 — \:[10) 1 = wo, (317)
pour
T 1
Uy := — M, —. 3.18
0 al'(a) 0= 2 (3.18)

Selon le théoreme ([2.1)), le probleme (3.15]) admet une solution dans C[0, T'] vérifie

ug k(t) = Y2,k Fa1(—Apt”) +/ )T 1Eoéo[( Ak (t—35))(a(s)ug k(s) +c(s)Fai(s))ds. (3.19)

Sous les assertions (A1) — (As), u2 k() est bornée dans C[0, 77,

[ e}

< Ly + Lo— || F: Lo— .
||U2,kHc[o,T} < |2kl L1 + Lo o | 27k||C[O,T] HC||C[O,T]+ 27, ||a||0[o,T] HUZ,kHc[o,T]

Alors, pour k> 1on a

T _
luzkll ooy < [MsLy + La~—MiMs| (1 - ¥y) U= o, (3.20)
pour
T 1
Uy = Lo— My < —. (321)
« 2

Le probleme (3.14) admet une solution qui est la solution de I'équation intégrale dans C0, T
u1 k() = 01 kEa1(—Aet™) 47rkz/ )T 1Eaa( Ak(t — )% )ug i (s)ds (3.22)
t
+ /0 (t— s)a_lEma(—)\k(t —5)%) (a(s)u1 k(s) + c(s)Fii(s)) ds.

Sous les assertions (A1) — (As), u1 k() est bornée dans C[0, 77,

[e7

[, k(t)”c[o T = clo,1] lellopo,77
FTE2 sl o + LQT— uaucm ol
Pour k> 1on a
lukllcpr < | MsLi + LQEMZLM;J, + TK Pa| (1— W)™t (3.23)
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Utilisons le produit de I'espace de Banach [C]0,T]]® doté de sa norme pour prouver I'existence et
I'unicité des solutions sous la forme (ug, u1 k, u2 k) € [C[0, T]]3.

Définissons I'opérateur T sur [C[0, T]]3 par T'(ug, uy g, ua k) (t) = (Pouo(t), Prui x(t), Paus k(t)), ol
les opérateurs Py, Py, P> sont définis sur C[0,T] par le membre droit de (3.16)),(3.22)) et (3.19)
respectivement.

En vue de (3.17),(3.23) et (3.20) I : [C[0,T]]> — [C]0, T]]3.

Montrons que T" est une contraction sur [C[0,T]]3. Donc pour toute (ug, Uy g, us k); (V0, V1 k, V2 k) €
[C[0,T])3 on a:

1T (uo, w ey ug,k) = T'(v0, 01,8, v2,6) oo 7y

< max (||P0U0 — Povollgpo.ry s 1Prurk — Provklli oo s [ Paug e — Pavak C[O,T]) ;
nous obtenons aisément
Ta
[ Pouo — POUOHO[O,T] < m HaHC[O,T] [[uo — UOHO[O,T] < W [Jug — UOHc[o,T] : (3.24)

De I'équation (3.11]) nous avons pour t € [0, 7],

|Pruy i(t) — Progg(t)| < /Ot(t — 8)* ' Eaa(—Xe(t — $)%) la(s)] [u1,(s) — vik(s)| ds
4 drk /O (= )9 B (At — )% s — va(5)]

K
< LZ? HaHC’[O,T] ||u1,k - Ul,k”c[o,T] + Tﬁ ||U2,k - U2,k||c[07T] .

Par conséquent, k£ > 1

Ky
1Prus g = Provllogry < U llune = vrellogr + 77— luzk = v2kllop - (3.25)
D’une facon similaire Vt € [0, T,
t
| Prug (t) — Pavai(t)] < /0 (t = 5)" " Eaa(=M(t = 5)%) la(s)] [uzk(s) — vai(s)| ds.
Ce qui donne pour k > 1

[ Pyuz ke — Povall ooy < Wi lluze — vakllo - (3.26)
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Par conséquent,

”F(Um U1,k U2,k) - I‘(1’07 U1,k U2,k’)||[c[o7T]]3

K
13V [Jugk — vz,kHC[QT]) + Tﬂ (O; l[ugk = v2,kll oo 7y ;0)}

K
< [max (\I’o, Uy + Tk;r\ﬂ [[(wo, ks k) — (0, V1,ks V2.0) 100,73 -

< mmac { (o a0 = 0l o173 01 1~

Selon (B18) et (321)
T K, K, 1
Uy, U ——= T* — 3.27
max(To, Wy + kﬂ’) krm <2 ( )

Alors, T' est une contraction sur [C[0,T]]® et admet un point fixe unique qui est le coefficient

(uo, U1 n,u2,) de la solution (3.12)). Alors il existe une unique solution du probleme (3.1)),(3.3)) pour
¢(t) borné dans C|0,T].

= Deuxiéme étape I .
Détermination du coefficient ¢(¢) dans C[0, 7] en utilisant la donnée

supplémentaire ((3.4)).

Appliquons D§, a la condition (3.4, nous obtenons I'équation

D, (E(t) /D0+ (,1) — u(x,0)) do
_/ 1) + 1 (0, ) + a(t) E(t)) da.

Ce qui donne
c(t) = [f(O)] 7" [Dgy (E(t) — E(0)) — a(t) B(t) — us(0,1)] .

Calculons maintenant f(t) a partir de la forme série de F'(x,t)

ft) = Fo(t)/O 2dx + Z Fyp(t / 4 cos(2mkx)dx + Z Fop(x / 4(1 — z) sin(2wkx)dz
k=1 k=1
(3.28)

= 2Fy(t +Z FM

Dérivons ([3.12)par rapport & x nous obtenons u,(0, 1) Z87rku2k ; ol ug (t);k > 1 est
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donnée par ((3.19)). L'équation obtenue est une équation intégrale par rapport a c(t),

C(t) = Ho(t) + Hl(t)
= % /ot(t — 5)*  Eaa(=Ak(t — 8)*)a(s)ug x(s)ds
k=1

> 8km [t o
- Z m /0 (t=s) 1E°W(_/\k(tfs)aC(S)FQ,kds;

k=1
ou

Ho(t) = fgt) (DG, (E(t) — E(0)) — a(t)E(t))

87rk‘
Z 70> kEa,1(—Akt®).

Sous les assertions (A1) — (A4) et (3.11)),

[ Hollcpo,ry < (1 + Mo) My My;

[o¢]
[Hillopor < 2MiLy Y 4k |2l

k=1
oo
La série Z 4k |2 k| est convergente sous les assertions (Aq) — (As) .
k=1
024l

En effet, on a ¢ € C%(0,1), ) € L2(0,1) et |02 = (2mk)?

L'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne

C- S ’@21@\(2)
K, = Z47Tk‘ o k| = Z ];7
k=1 k=1 7

ki)?)é (gjl[ » ]2>2 < 00

1=

<<,§<

(3.29)
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oo
2
Rappelons que Z [|<p27k|(2)] est borné par I'inégalité de Bessel.
k=1

H U2 kHc[o T

lelleor < 1Holleo,ry + 1H1ll oo, +2M1KAM0TZ o

k=1

© N Fo k|| oz
+ 2M1 K\T HCHC[O,T] Z %’
k=1 T

ol

Z ‘UZkHC[OT] Z |<P2k| LT HCHC[OT] Z ‘FQkHCOT]
=1 1—\1»'1 ( —\1’1 7T

La convergence des séries

> >, || Fo e

Z "”’“’ — Kyet S — O g,

P P km
est claire par I'inégalité de Cauchy-Schwartz.
Pour LoALTO

2Mo
U, :=2M K\TKy |1+ ——| < 1, 3.30
c 18N L { + a(l— \P1)} (3.30)

on a

lellepo,r) < [(1+ Mo) My Mz + 2My L Ky (1 — v.) !

2MiMyTK)\L1 K3
(1—-T)(1—w,.)’

alors, c(t) est borné dans C[0,T]. Maintenant, on définit I'opérateur P sur C[0,T] par la partie

droite de I'équation([3.29) .

Montrons que P est une contraction dans C|0, T]. Pour tout {c¢,b} € C[0,T] avec {ugj, v} sont
définies par I'équation ([3.19)) relativement a ¢, b respectivement, on a

TO[
Jug,k — U2,k||c[o,T] < L2m le = bllep.n ||F2,kHc[0,T} )

W Settara Loubna 50 ©2019.Univ. Annaba
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et
| 2kHC[0T
[Pc = Pbciom < 2ML KT Z T hr lle = bll o
k=1 T
> [lugk — (0,77
+ 2MKO\MOT Y ? :
k=1 T

MyLsT

<2M{K\TKy |1+ ——— —-b .
160y 2{ + (1\1,1)}”0 HC[O,T]

Selon ([3.30) I'opérateur P admet un point fixe unique c(t) dans C[0,T], par le théoréme du point
fixe de Banach.

W Troisieme étape I . . .
Estimation du temps de I'existence locale.

Selon ({3.18)),(3.21)),([3.30) et (3.27)) T doit vérifier cette approximation

T* < inf (O‘F(O‘))‘i.( o )5. m 1 ( a )ail
oMy ) \2MoLy) 2Ky AM EAKs \2MoLyK, ’

pour assurer |'existence de la solution dans [0, 7] pour tout T < T*.

> Quatriéme étape I
Convergence de la série (3.12)) et de ses dérivées.

Comme il a été prouvé, en vue des assertions (A1) —(A4), les coefficients ug(t), uy x(t) et ug i (t); k >
1 sont bornés dans C[0,T]. Alors I'expression ([3.12)) donne

s [u(z, t)] = Ju(t)] < 2luo(t)| +4 D lurp()] +4 Y Juza(®)]. (3.31)

Alors, par (3.17)),(3.23) et (3.20)) nous obtenons

lullcom < 290 +

4L2T Mg

K,\T i”“lkuc[o,ﬂ
(1 Uy) km

> 4L,T™ M3
Z’@2k|+ ( ZHFQkHC[QT]a

k=1
4L1

[e.9] oo
(Ag) — (As3) implique que Z |0i k| et Z ”FMHC[OT] ;4 = 1,2, converge et comme on a vu
k=1 k=1
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[uz,kll o
précédemment Z 700:”
= km

Par conséquent, la série u(x,t) et sa dérivée partielle u,(x,t) sont uniformément convergentes dans

aussi converge.

[0,1] x [e,T] pour tout € > 0. De plus, u est continue en ¢ = 0, pour cela, sa somme est dans
C10,T] pour z € [0,1]. De plus, sa dérivée partielle seconde u,(x,t) est uniformément convergente
dans [0,1] x [e,T], pour tout € > 0.

(o) e.@)
D’autre part, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz et I'inégalité de Bessel Z e @ik = Z \@27;{](2) et
k=1 =

oo
> Ak 15kl oo, = > ||F,k||(02[)0 71i @ = 1,2 converge uniformément. Ce qui implique, la conver-

k=1 k=1 .
gence uniforme des Z wi i (t), Z Akt g(t); 1 = 1,2, et des inégalités
k=1 =

1D (wo(t) = u0(0) | 50,7y < Mo luollgo,zy + MaMs;

1Dg (11,1 (8) = w10 | o zq < Ak + Mo) | 7

+ 4k [[ug k| ooy + Mg ||F1,k”c[0,T] ;

|‘D3+(U2,k(t) —U2k Hc[OT] (Ak‘i‘MO) HUZ kHC()T] +M3||F2 k”C[QT])

obtenus de ((3.13]),(3.14) et (3.15)), on déduit que les séries

00
Z Us, k ul,k(o)) )
k=1

et
0
Z D8+ (ul,k’(t) - uz,k(o)) ) i = 1a 2a

sont uniformément convergentes dans [e, T, Ve > 0.

Du théoreme(1.16)), la série a— dérivée partielle D§, ; (u(x,t) — u(z,0)) de la série (3.12) est uni-
formément convergente pour t € [¢,T],Ve > 0 et z € [0, 1].

Pour cela u(z,t) € C%((0,1) x (0,T])) N C*0 ([0,1] x [0,T7]), et vérifie les conditions (3.2)),(3.3)
pour c(t) € [0,T] arbitraire.

> Cinquieme étape I
Unicité de la solution {(u(x,t),c(t)}.

Supposons que (u(x,t),c(t)) et (v(z,t),b(t)) deux paires de solutions du probleme (3.1))-([3.4)). Uti-

lisons nous le produit de I'espace de Banach [C[0,T]]* doté de sa norme, pour prouver I'unicité des

solutions sous la forme (ug, u1 , u2x, ¢) € [C[0, T])*.
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On a

(0, 1 e, u,ks €) = (vo, 1k, V2,6 D)l e

S maX(\Ij(]v \Illa ‘IJC) ||(u07 ul,k7 u?,k? C) - (/U07 /Ul,kv /UZ,kv b)”[c[[)’T”‘l .

En vue de (3.18)),(3.21) et (3.30)

(w0, w1k, U2k, €) = (V0, V1%, V2,5 0) oo s = O-

Ce qui implique que u(x,t) = v(x,t) et c(t) = b(t),t € [0,T].

3.2.1 Dépendance continue par rapport aux données

En d’autre terme, c'est la stabilité aux données de ce probléeme qui sont les fonctions connues

initialement et qui ont servies a déterminer la paire (u(t), c(t)) solution du probléme.

Théoréeme 3.2. Sous les assertions (A1) — (A4), la solution (u(x,t),c(t)) du probléme (3.1])-(3.4))
dépend continument de la donnée ®(t) = {a(t), F(x,t); o(x); E(t)}.

Démonstration. Soient ((u(z,t),c(t)); (u(z,t),c(t))) deux solutions du probléme inverse ((3.1))-(3.4)),qui
correspond & la donnée () = {a(t), F(z,1); p(x); E(t)}, et &(t) = {a(t), F(z,1); ¢(x), E(t) } res-
pectivement.

Notons || @[ = [lallcio.r) + 1 Ellacio,r) + lle2(0,0) + 1l 20 ((0,1)x(0,77) -
Tout d'abord, estimons le coefficient de u(x,t) — u(x,t) dans C[0, T7.

En utilisant la forme
AG —AG| = |AG — AG + AG - AG| < |A]|G — AG| + |G| |a - 4].

Donc, pour Vt € (0,7 on a

t — s a—1
u0(t) — ()] < lgo — @0l + [ “wj) e(s) — e(s)| | Fus) | ds
t (t _ s)a—l B _
+ [ iy 166 [Fo(s) — Fos)| s

t (t . S)oz—l 3
+/0 T la(s) — a(s)]|uo(s)| ds

t (t _ S)a—l ~ ~
+/0 g (o) uo(s) ~ () .
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De plus, pour les constantes #;,7 = 1,..,4 nous obtenons

_ 0 _ 0 _
luo — tollcpo,r) < (1_71%) o — ol + ﬁ le = elleo,m (3.32)

03 - 04 _
+ m HFO - FOHC[O,T] + +m Ha — aHC[O,T} .

Par des calculs similaires nous obtenons pour les constantes 3;, i =1,...,.5et §;, 1 =1,...,4

sk — vkl opo (3.33)
51 _ BZ HFI,knc[o T] _
S T - + ———"F—|c—cC
(1—0) ’<P1,k; P1,k 1— ) | HC[O,T}
B3 _ Ballurkll e, B
* (1-0y) HF““ B Fl’kHC[o,T] S (1-vy) la = allgo,m

5 _
+ () [ug,k — U2kl oo 7y -
Et

(3.34)

[ugr — 2kl cpo

o1 i} 02 [ F2,kll oo,y _
< — — —lc —

0 l[uz,kll oromy _
clo,1] + T(1-Ty) la—allcio.m -

‘FZ,k —Foy

On utilise (3.32)),([3.33]),(3.34)) dans (3.27)) et le fait que
ool s D Lokl s D 2l

k=1 k=1

1l c20¢(0,0)x0,17) = [|’F0‘|C[O,T};Z 1Pl o3 D 1Bkl oo | -
k=1 k=1

[ellc2(0,1) = max

Pour obtenir des constantes 7;, i = 1,...,4, I'estimation du terme u(z,t) — u(x,t) dans C(]0,1] x
[0,T7),

lw = @ll oo yxporyy < mlle = @llozo,ry + 72 lle =l

+T}3HF—F‘

C2:9((0,1)x[0,T7) +lla— a”C[O,T] :
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De plus, nous avons

D5 y(u(, t) — ule,0)) - D§, ,((alx, 1) - ala, 0))
< e — tazllooayxpm + 1o = allepm 1elleqoaxom

+ llall ¢y 1 = @l ogo,1x0,77) T+ le = €lleom 1F 2 (0,1)xj0,77)

+ llellcpo,m HF - F’ €2:0((0,1)x[0,7])

Pour cela, des estimations ((3.18)),(3.21)) et le fait que

e e peto s sl oy [ D8 alute ) = e 0 oo

< lullgz.ao,a1xj0,17) -
Nous obtenons pour des constantes positives By, By tel que

l[u— EHCZ"‘((O,I)X(O,T]) < B H‘p - i’” + Bs e - EHC’[O,T] . (3.35)

Maintenant, on estime |c(t) — ¢(t)] .
Notons E(t) — E(0) = A(t), alors on a d'apres ((3.29)

‘HO Ho HC[O T = <M HDOH () D0+’tA(t)HC[O,T] + MM Hf fHC[o,T]

+ My M, HC_L — aHC[O,T] + MyM; HE — E‘ Cra0T]

+ MMy My Hf fHC[OT

De plus, par I'équation ([3.29)

HHl_HlHC[O, <8M1lek7r|802k_S02k‘+8M1lekﬂ-‘so2k’Hf fHC[OT
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L'estimation de la premiere partie de I'intégrale est

3 t - Fyr(s)  @(s)Fon(s)]
Sk DAY 1Eaa A\ AT’ C(S) 2,k _ 22 d
> sk (= 9" Bua(-0 s>>[ G o as
S FQ,k - FQ,k 00 F27k
<2TK\M M3 ) H HC[O’T} + 2T K M, |le = Elloror D ‘ HC[O’T}
k=1 km et km
N LY
2T RAMMs Z km Hf fHC[o,T} )

k=1

Alors, pour des constantes positives II;, i = 1,...,6, on a

_ IT; - I, & _
_ < _ _
I C||c[o,T] S 0-u,) HE EHAC[QT] + -0, kE:lkﬂr 2,k — P2kl

[P Pl

I13 = clo,7]
a1~ e~ 70wy 2 e
I ~ Mg X luek — aZ,kHC[o,T]
+m la — aHC[O,T] + =) - :

k=1

Selon ({3.30)) et

1
1 o,y :/0 1E (2, o, dx < 1Fle2.0(0,1) < [0,17) »

3 | Foll o 1
Z km |<P2,k| < ||80HC2(0,1); % <|
k=1 el T

[ Fllc2.0((0,1)x[0,17) -

>, [uzkll oo,
Y < Nlulloz.a 0,1y 0,1)) -
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On peut obtenir, pour des constantes positives B3, By et ((3.35))

o= legony < B [ = @]+ Ballu = oo o.y<iom

< (B3 + B4By) ch - <i>H + BB e — el oo -

Alors
_ (B3 + B4B1) "
le = elleiom < 1 BB, H@ —o|;
- (B3 + ByB1) -
Hu - UHCZQ((OJ)X(O,T] < [Bl + 1*73432 H(I) — <I>H .
Ce qui implique la dépendance de c(t) et u(x,t) par rapport a la donnée ®. O

Remarque 3.2. Le probléme est alors bien posé.
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CHAPITRE 4

DETERMINATION D’UN TERME SOURCE DEPENDANT DE
[’ESPACE POUR UN PROBLEME DE SOUS DIFFUSION INVERSE
PONDERE ET SOLUTION FAIBLE

4.1 Introduction

Les problémes inverses avec terme source pour les équations différentielles fractionnaires en temps,
apparaissent de plus en plus fréquemment dans les différents champs de recherche. Toutefois, I'intérét
progressif que I'on porte a ces problémes et leurs applications en sciences de I'ingénieur restent encore
peu développés. On peut noter que pour la majeur partie des domaines (automatique, électricité,...),
les opérateurs fractionnaires sont utilisés pour prendre en compte des effets mémoire. Mentionnons

que, Ying Zhang et Xiang Xu dans leur article [69] ont considéré le probléeme inverse de diffusion

suivant
Déﬂr,tu(m,t) = Oggu(z,t) + f(x); (z,t) € Qr =1 x (0,T),
u(x,O) = 90(‘/13)7 (41)
O,u(0,t) = 0; —0,u(1,t) =0,
ou I = (0,1),T > 0, et Df, , est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann Liouville pour
0<a<l

Le but était de déterminer le terme source indépendant du temps. Les auteurs ont prouvé I'unicité

du terme source, en utilisant le principe de Duhamel et la méthode de Fourier.
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4.2. POSITION DU PROBLEME

Alors que, Ebru Ozbilge et al., dans leur travail [54] ont traité le probléeme bien posé suivant :

Dfu(z,t) = (K(x)ug), +r(t)F(z,t); 0 < a < 1; (x,t) € Qr,
u(z,0) =g(z); 0 <z <1, (4.2)

U(O,t) = ¢o(t);u(1>t) = wl(t)> 0<t<T,

ot Oy = {(z,t) eR?:0<2<1,0<t<T} , DGy, est la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto. Sous certaines conditions le probleme admet une unique solution u(x,t) définie sur
Qp = {(z,t) eR?: 0 <2 < 1,0 <t < T} et appartient a I'espace C(Qr) N W0, 7] N C2(0,1).
Ce genre de problémes inverses jouent un role crucial dans la physique et les mathématiques
appliquées puisqu'ils sont utilisés avec succeés pour expliquer des phénomenes compliqués dans beau-
coup de domaines connue comme la mécanique des fluide, physique, chimie, viscoelasticité, ... .
Les auteurs ont considéré le probleme inverse de déterminer la fonction inconnue r(t) a partir de

la donnée output de Dirichlet sur les bornes x = 0 et x = 1 comme suit :
®[r] = K(x)ug(z,t;7)| =057 € K C CH(Qr).

U[r] = K(2)ug(z,t;7)|e=1;7 € K C CHQp).

Alors, le probléme inverse avec les données output f(t) et h(t) peut &tre exprimer comme des

équations opérationnelles suivantes :
o(r)=f feCk0,T].

Ulr)=h heC0,T).
Ces expressions réduisent le probleme inverse de déterminer la fonction inconnue 7 () a un probléme
d'inversibilité des applications input-output ®[.], ¥[.]. Pour plus de détails voir [54].
En s’inspirant de ces travaux, nous avons développé ce travail 3] soumis a L'EJDE.

4.2 Position du probléme

Considérons le probleme inverse a déterminer la paire {u(z,t), f(x)}, dans

Q={(z,t); 0 <x <1;0<t<T} qui vérifie I'équation différentielle fractionnaire en temps
D8+7tu(wat) - umz(x7t> = C(t>f($); (l‘,t) € Qa (43)
avec la donnée initiale pondéré

: 11—« _ .
tl_l)rrolth u(z,t) = p(z); z €[0,1], (4.4)
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et les conditions aux bords
u(0,t) = u(1,t) =0; t € [0, T, (4.5)

ol p(z), c(t) sont des fonctions données, et Df, ; est la dérivée fractionnaire en temps au sens de
Riemann-Liouville pour 0 < aa < 1 .

La condition initiale et les conditions aux bords sont insuffisantes pour déterminer le terme source
f(x); pour cela on doit rajouter une condition qui est la donnée de la quantité en espace totale de la
fonction d'état  La condition initiale et les conditions aux bords sont insuffisantes pour déterminer
le terme source f(x); pour cela on doit rajouter une condition qui est la donnée de la quantité en

espace totale de la fonction d'état

/01 vulz, e = g(t): ¢ € [0,T), (4.6)

avec ¢(t) une fonction réguliere.

4.3 Analyse du probleme

4.3.1 Probléme direct

Dans cette partie, on va établir la représentation spectrale, I'existence, I'unicité, et la régularité
des solutions faibles du probleme (4.3)-(4.5]). Pour cela on va présenter quelques hypothéses sur les
fonctions ¢, ¢, f et g.

V(A1) c€ C1_o([0,T];R™) tel que c(t) # 0 et /Ot c(s)ds # 0,Vt € (0,T] .
vV (Ag) f€CH0,1]NH2(0,1) tel que f(0) =0 = f(1) et f'(0) = f'(1).

v (43) ¢ € C'[0,1]NH?(0,1) tel que (0) = 0 = ¢(1) et ¢'(0) = ¢'(1).
Le probléme spectrale associé au probleme (4.3))-(4.5))

—Au = —Uyy = Au,
(4.7)

u(0) =u(1) = 0.

Par conséquent, X,, = sin(nmz),n > 1,\, = (n7)%,n > 1 sont respectivement les fonctions propres
et les valeurs propres du probléme spectrale (4.7)).

Définition 4.1. La série de Fourier sous la forme

u(z,t) = Z Up (£) X (2); (4.8)

n>0
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est dite la solution formelle du probléme (4.3)-(4.5).

Définition 4.2. On appelle u(z,t) solution faible du probléme— dans 1.2(0,1) si u(.,t) €
H3(0,1) pour tout t € [0,T] et vérifie dans 1L2(0, 1) le probléme

< Dy qu(®,1); () > + < Uge (2, 1); $au(2) >=<c(t) f(2);6(x) >; t € (0,T]

i -« . — . (49)
< 1r%+t u(z,t); o(x) >=< o(x); p(x) >

t—>
pour toute ¢ € H}(0,1) avec < .,. > désigne le produit scalaire dans 1.?(0,1).

Théoreme 4.1. Sous les hypotheses (A1) — (As), il existe une solution faible unique du probléme
de diffusion fractionnaire en temps — donnée par la représentation spectrale ou

un(t) = < @; Xpp > T(a)t* L Eq o (—Ant®) (4.10)

t
+ < f1 Xy > / c(s)(t —8)* 1 Eyq (—(mr)Q(t - S)O‘) ds,
0
sont dans |'espace C{*_,, pourn > 1.

Démonstration. Pour simplifier le probléme a condition initiale (4.3])-(4.5)), on utilise la décomposition

u(z,t) = w(z,t) +v(z,t) ou w(x,t) est solution du probléme homogene suivant

D8+,tw(x7t> — Wzz = 0; (.%',t) S (07 1) X (O7T]7
: -« _ .
Jim #70w (e, t) = p(e); @ € [0,1], (4.11)

w(0,t) = w(1,t) =0, t € (0,71,
et v(x,t) est solution du probléeme non homogene

D, jv(x,t) — vge = c(t) f(); (2,t) € (0,1) x (0,77,
limJr ti=%y(z,t) = 0; z € [0, 1], (4.12)

t—0

v(0,t) =v(1,t) =0; t € (0,T).

Utilisons le principe Duhamel (Voir annexe) pour obtenir la solution du probléeme (4.12]) ou les condi-
tions aux bords et initiales sont homogeénes alors que I'équation de sous-diffusion est non homogene.

t
Si v(x,t) est solution du probleme (4.12)), alors v(x,t) = / V(z,t;s)ds ou s un paramétre tel que :
0
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0<s<t<TetV(xt;s) estlasolution du probléme suivant :

D, V(x,t;s) = Via(w,t58) = 0; 2 € (0,1); s <t < T,

tl_i>12+(t — 8)1faV(:r, t;s) = f(raf()océgs)

V(0,t;8) =V (1,t;5) =0; 0 < s <t e (0,T].

;€ [0,1], (4.13)

Soit V/(x,t,t— ) solution du probléme ([4.13), alors on vérifie que /Ot V (x,t; s)ds vérifie le probleme
(4.12). En vue du lemme et le changement s =t — =y, nous obtenons,
t t
Dg+,t/0 V(x,t; 5)ds — Dm/o V(@ t: s)ds
_ /Ot (D6 oV (.t =) = Vaalw, 8,1 — )| dy + Jim I8V (bt - 9)
= c(t) f(x)-

La solution formelle du probleme fractionnaire en temps (4.11]) est donnée par
o0
w(z,t) = Z wp,(6) Xy (),
n=1

ou les coefficients wy, (t),n > 1 seront déterminés en utilisant I'orthogonalité des X,,(x) = sin(nnx),
n > 1 qui forment une base dans L2[0, 1].
Multiplions I'équation (4.12) par X, (z) et intégrant par rapport a « € (0,1) et mettons

1
wp(t) = 2/ w(z, t) Xy (z)de; n > 1,

0
qui nous donne le probléme fractionnaire de Cauchy pondéré suivant

D wy(t) = =Aqwp(t); t € [0,T); n > 1,
;H o (4.14)
dim Wy (t) = ¢n,

1
ol ¢, = 2/ o(z) X, (x)dz;n > 1 sont les coefficients de Fourier de ¢(z). La solution du probleme

(4.14)) est donc donnée en utilisant le théoreme ([1.18]) par :

wn(t) = eaT ()t By o(—Mat®); t € (0,T], n > 1. (4.15)
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D’ou la solution du probléme (4.11)) peut s'écrire sous la forme :

Zcpn )t B, o(—(nm)*tY) sin(nnx). (4.16)

n>1

En utilisant le méme principe, Vn > 1,V,,(t,s) = 2/ V(x,t; s) X, (z)dx vérifie le probleme frac-
tionnaire pondéré
D Va(tt —s) = =M Va(t,t —8); s <t < T,

4.17)
3 _ N\l _ _ fTL . (
t1_1>12+(t S) Vn(tvt 5) - F(Oé) C(S)v
ou f, = 2/ f(x (z)dz;n > 1, alors la solution du probléme (4.13) est donnée par :
V(z,t;s) Z Va(t, )X (4.18)
n>1
=" fac(s)(t = 8)* ' By o(—(nm)2(t — 5)*) sin(nrz).
n>1

t
Ainsi, pour déterminer la solution du probleme (4.12)), on utilise la définition v(x,t) = / V(z,t;s)ds,
0

de plus de (4.18])

t)=> fosin(nmz) /Ot c(8)(t — 8)* 1By o(—(nm)2(t — 5)*)ds. (4.19)

n>1

= Z v (1) X

n>1

Finalement, pour résumer entre les expressions (4.16]) et(4.19)), la représentation spectrale de la

solution du probléme (/4.3)-(|4.4]) est (4.8) ou les coefficients sont donnés par(4.10)).
Du théoreme ([1.16]) et des hypotheéses (A;)-(As), Vn > 1 fixé, les solutions des problemes (4.17))

et (4.14) sont uniques; par conséquent VYn > 1;u,(t) = v,(t) + wy(t) est unique. Ce qui nous
mene 3 I'unicité de la solution faible u(z,t) sous la représentation spectrale (4.8])-(4.10). D'ou le
résultat. O

Maintenant, on s'intéresse a la régularité de la solution pour f(x) terme source fixé dans IL?(0, 1).
Théoréme 4.2. Supposons que les assertions (A1) — (As) sont vérifiées, alors
lulle, o qo,r1200,0)) < Qullelley + Q2 llelley 0,0y 1 FlIL2(0,1) » (4.20)

pour certaines constantes positives ()1 et (Qs.
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Démonstration. Rappelons que u(z,t) = v(x,t) + w(x,t) et

sup  Ego(—An(t —s)%) < M.
0<s<t<T

Calculons dans IL2(0, 1) la norme de w(z,t) par rapport a x, alors pour t € (0, 7] fixé on a :

[Jw(.,t ||]L2 0,1) — Z [wn (t)

n>1
Cela donne pour ¢ € (0,7

1—‘2 OK o— (6% 2
(sl a0, < —5— D @3 [ Baja(=Ant?)]

n>1

< Fz‘“—)@a*)z S

2 n>1

< 2ODD2(0) M2 o2 0. (421)

alors, avec une approximation similaire et en vue de I'hypothése (A3), nous obtenons a partir de

(4.16)) pour chaque t € (0,T]
1

o DlEzn) = 5 3 len®)
n>1
t 2
el S 15l [ [ 50 = 5y tas
n>1 0
20— 1F (cv ) 2 2 2
< (" | Il aiom M2 110 (4.22)
Par conséquent, pour chaque ¢ € [0,7] nous obtenons
luC, Ollzo,1) < llwls Dz, + 1o, Oz
_ r*(a) |
<t* IF(OZ)M”SOHM(OJ) + 17 IF( )
Cela nous meéne a I'approximation en norme de |'espace C_,, suivante :
HUHC’l_Q([O,T];LQ(O,l)) <@ H‘P”Hﬁ(o,l) + Q2 HCHCl_a[O,T] Hf||1L2(0,1) : (4.23)
On peut alors prendre Q1 = I'(a) M et Q2 = T“M pour vérifier le résultat (4.20)). O
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Deux autres résultats avec plus de régularité par rapport a I'espace et au temps respectivement.

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses (A1) — (As), on a

lulle, . o,rp;m10,17) < @3 ll@llL2(0,0) + @allelle, o 11200y (4.24)

et

lullce (omL2001)) < max(Q1, @3) [#llL2(o,1) + max(Q2, Q4) llclle, _jory 1flL20,0) - (425)

Démonstration. De (4.8)-(4.10)) la forme spectrale de u(x, t), on déduit ug(z,t) = vy (z,t)+wy(, t).
Alors, on aura w, = Z wy, (t)(nm) cos(nmzx) puis, en utilisant les propriétés de la fonction E, , et

n=1
la condition (As), nous obtenons

1

||wx(-at>||i2[071} = 5 Z(nﬂ')Qw%(t)
n>1
F2 o o2
— 2 Z |<70n‘ nm [t lEa a( ( 7T)2t ):|
n>1

272 2

< M) - ()
2 rg (m)?
< MT*(0) 2l - (4.26)
Ol SUPgst<T A (t=8)* "L Eq o(=An(t—5)%) < Mj. Aussi, nous obtenons v, = Z vp(t)(nm) cos(nmz).
n=1

Le calcul de sa norme dans L2 donne |'approximation suivante

||Ux(-at)||1i2(o,1) =5 Z n) g (

n>1

| ful?
5 Z )2 lellE, om

n>1

/Ot s (nm)?(t — 8)* By o —(nm)2(t — 5)¥)ds

| /\

2
X

—

to 2

2 2

< M1 el oo [ - (4.27)
Comme, dans H}[0,1] la norme de u(z,t) par rapport a x, est

”u(‘at)HHol[O,l] = [lu(s Olli2go,1y + 1w Dllizo1y »
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de (4.21)),(4.22), (4.26)) et (4.27)) I'approximation de u dans H{ est

o w1 I2(0)
Jullgiony < 27D (@)M ellagon) + 2 prgas Neleyoiom M 17l

tOé
al

T
Par suite le calcul de |lul|,_,, donne (4.24)) avec Q3 = I'(a)M1; Q4 = — M.
a

+ MiI(a) [lllizo,0) + Ml f 120, llell e, o,

Pour la deuxiéme approximation, notons que Df, ;un(t) € C1-4[0,T] et ZD8‘+un(t)Xn(3:), la
n>1

série des dérivées fractionnaires en temps est uniformément convergente pour t € [e, T],e > 0, alors

Z D¢ un(t) Xn(z) = Dy Z U (8) Xp ().

n>1 n>1

Par conséquent, nous pouvons utilisé ce résultat pour vérifier que D%u € 1L2(0,1) via I'expression

(4.3). Ce qui donne pour un premier pas

108 8] < () 2o,y + 1O 1 o -

L2(0,1)

Par des arguments similaires a la premiere partie de cette preuve, nous obtenons pour les dérivées

partielles secondes des deux terme de somme u,

1
||w:px('7t)||]]2_,2(0,1) = 5 Z(nw)4w%(t)
n>1

< MPT* (@) [l 20,1y

et

1
[ose (- DliEaqar) = 5 2 ()02 (1)

n>1

) ) o 2
<M el o | 5] 17heon-

La norme de u dans L2 vérifie alors , par conséquent, avec un choix de Q3 et Q4 nous avons

(6%
HD0+¢U‘

1 (O TILZ00.D) = Q3 lell201) + Qallele, o 1 2oy - (4.28)

De (4.20) et (4.28)) nous obtenons aisément ([4.25)). Donc, u(z,.) € Cf_,[0,T] presque partout dans
L2(0,1).

Les approximations de wy, et vy, , améliorent la régularité de u. En effet, u(.,t) € H?[0,1]. La
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preuve est achevée. O

4.3.2 Le probléeme inverse

Maintenant, on démontre I'existence et |'unicité du terme source dépendant de I'espace f(z). Mul-
tiplions (4.8)par x et intégrant sur [0, 1], et avec la condition supplémentaire, nous obtenons les

séries :
(_1)n+1 a—1 o
g(t) = Z Tcpnf‘(a)t Ea,a(_Ant ) (429)
n>1
_1\n+1 ¢
+3 (;)W a / (s)(t = $)* 'Eon (—(n7r)2(t - s)a) ds.
n>1 0

1
Ce qui montre la relation entre la donnée input f(z) et la donnée output g(¢, f) = /xu(f,a:,t)dx,
0

ol nous notons la solution unique du probleme direct par u(f, x,t) = w(z,t)+v(f,z,t). Remarquons
que w(x,t) la solution du probléeme (4.11]) est indépendante du terme source f(z).

Plus les assertions (A1) — (As), assumons les assertions suivantes :

1
« : 11—« _
(A) g€ CE 0. T et lim 11-(t) = [ zp(w)da.
(As) fn =< f;on>;0n =< ¢; X, >;n > 1 sont positives et

1 1
/:L‘f(x)dx #0; /a:go(:v)dx #0.
0 0

Définissons H |'ensemble des fonctions admissible f(z) par :
H={feC"0,1]NH0,1): C1 < f(z) < C2} CL*(0,1),

Notons par {g} C C1-4[0,T] I'ensemble de la donnée out put g(t) mesurée, et définissons I'appli-
cation G(f) : H — {g} par la partie droite de I'équation (4.29)), qui est bien définie en vue des
assertions (A;) — (As). Alors le probléme inverse peut étre reformulé sous la forme opérationnelle :

G(f)=g(f1); t € (0,T7]. (4.30)

Tout d’abord, montrons la monotonie de G.

Théoreme 4.4. Avec les assertions (A1) — (A4), I'opérateur G est monotone.
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Démonstration. Soient f,fe H tel que 0 < f, < fn; n > 1, alors on a :

D8+,tu(x7t) — Uy < Dg+ tﬂ(a7 t) - axm(‘rvt)a (IL‘, t) S Q;
: -« l—agy
lim ¢~ %u(z,t) = 1_1% tu(x, t); x € [0,1].

t—0+

Multiplions par x et intégrons sur [0, 1], nous obtenons

D§, ,g(t) — K(t) < D§,,g(t) — K(t); t € (0,T]
1

fim 1091 = [ ap@)de = lim #-5(0) .
=530+ gy = | relwer =, G, I
0
ol
1
/aﬁum x,t)dr = —uy(1,t) = Z(—l)”“fnhn(t)
0 ’VLZl
<D (=) faha(t) = = (1,) = K(t); t € (0,7]
n>1
avec

hn(t) = nm /Ot c(s)(t —8)* 1 Epq (—(mr)2(t - s)a> ds >0,t>0;n>1.

Appliquons I§, sur la premiére inégalité de I'équation (4.31)), en utilisant la deuxieme inégalité et le

calcul fractionnaire nous obtenons :

g(t) = 5(t) < Igy [K(H) - K(1)] <0;
ce qui implique la monotonie de I'opérateur (5. La preuve est achevée. O

Pour identifier f uniquement on doit vérifier que la fonction inconnue f(z) est distinguable via

I'opérateur G, ce qui signifie I'injectivité de I'opérateur G~!. Ensuite, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.5. Supposons que les assertions (A1) —(As) sont vérifiées. Alors la donnée input-output
G(f) correspondant a la donnée supplémentaire (4.6)) ; est distinguable dans la classe des fonctions

sources admissibles H.

Démonstration. On commence par montrer que G(f) est lipschitzienne et continue sur H. Soient
f.f €M tel que f, % fain > 1, alors z(x,t) = u(x,t) — u(z,t) est la solution du probléme
DGy 2(@,1) = 2 = (f(2) = f2)) e(®); (,2) € (0,1) x (0,T],

lim t'=%z(x,t) = 0; z € [0, 1],
t—0+

2(0,t) =0 =2(1,t); t € (0, 7).
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En vue de (4.8)-(4.10), = est donnée par
B t
z,8) =Y [fo— ful /0 e(5)(t = 8)* " Bao (—(nm)*(t = 5)°) ds X, (2).

n>1

En intégrant sur [0, 1] nous obtenons

/lezartdx—/ Z<fX >—< i X, >}

n>1
x /0 o(8)(t = ) Baa (~(nm)2(t — 5)*) ds X, (2)d,

ce qui implique

l9(t) — ()] < / (@) — F@)| dz lelle,,om M / ~ 9o~ ldsda.

Donc, en vue de (A2)
lg =9l o < H Hf B fHC[O 1

a2 ~
ou H = [[cll¢, 0.1 MTF](:‘?(?)' Par conséquent, f(z) = f(z) sur [0,1] ce qui implique G(f) =
—x k) a
G(f) d'ou I'injectivité de G. O

Remarque 4.1. L’existence de la fonction f € H solutions de G(f) = g(t) dérive de la complétude
de I'espace C1_4[0,T].

Maintenant, nous présentons |'unique résultat lié au probléme (4.11)); ce qui montre la dépendance

continue de la solution w(z,t) par rapport a la donnée initiale p(z).

Lemme 4.1. Soient wy,we € C{_, ([0,T7; LL2(0, 1)), solutions du probléme liées respective-

ment aux conditions initiales o(z) et 1(x) sous la condition (As). Si wy et we vérifient :
1 1
wi(t) = / zwi(x,t)dr = / zwa(z, t)dr = wa(t); 0 <t < T, (4.32)
0 0

alors () = (x) dans L2(0,1).

Démonstration. Les solutions du probléme (4.11]) avec les conditions initiales (x) et ¥(z) vérifient

respectivement

Z oplN(a)t*™ o a (—(nﬂ')zta) Xn(z);

n>1

= Y Ul (@)t Eaa (—(nm)%%) X, (2).

n>1
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Comme wy,wy € Ci_q ([0, T],L2[0,1]) il est simple de démontrer que
1
wi(t) — wat) = /0 2 [wi (2, £) — wa(z, 8)] dz € Cy_a[0,T).
Alors, on peut supposer que :

{30(37) > Y(2); x € (xi,xit1);i=1,....m
o(x) = Y(z); ailleurs .

m Ti+1 :
0<> [ alp@) —v@lde = [2lp) - vlo)]do
i=1"%i 0
1
< / x Z [on — V¥n] Xn(x)dz
0 >
1
< lim ¢~ n— Yn] T(Q)t* 1 Ey o (—(nm)*t*) X, (2)d
< [ dim 7 3 o = ) D@ B (~(0m)0%) Xa ()
< sup £ fwi (8) — wa(t)] = lwi — walle, o =0
te[0,T
Contradiction, alors ¢(x) = 1(x) presque partout sur [0, 1]. O

A ce moment, nous exposons le résultat d'unicité suivant.

Théoréme 4.6. Le terme source f(x) peut étre déterminer uniquement par la donnée supplémentaire

1
/ zu(z,t)dx = g(t);t € [0, T] dans le probléme _'
0

Démonstration. De (4.29)), on conclut que I'unicité du terme f(x) est lié a v(f,x,t) la solution du
probléme (4.12)). la donnée supplémentaire donne

1 1
g(t) :/0 xw(m,t)dm—i—/ﬂ zv(f,x, t)dx.

f(x)e(s)
I'(«) X

uniquement déterminée dans IL?(0, 1) par la donnée supplémentaire / xV(f,x,t,s)dx. Ainsi, sous

Utilisons le lemme (|4.1f),on conclut que la condition initiale dans le probleme (|4.13)) est

1 1 gt
les assertions (A1) — (As), le fait que / xv(f,z,t)de = / :L'/ V(f,x,t,s)dsdx et en supposant
0 o Jo
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que f(x) > f(x) presque partout sur [0,1] on a

0< /Ot /01 x (f(a:) - f(:v)) FCEZ)) dxds
toe(s) 1 ~
< /O rga)) / e (fn - fn) X, (z)dzds

0 >

Alors, .

o7 = Doy < O () = otFom Y s (4.33)

t -1
ol supyefo. 71 I'() [/0 c(s)ds] =: C. Si on a la méme condition initiale alors w1 (t) — w1 (t) =0,
1 ~
etg(t)=3(t) = [ @ (v(f.2,0) = o(F.2,)) do.
Ainsi,
e (7 = )0y = Clls = lley oo (4.34)

Ce qui montre la dépendance continue de la fonction f(z) par rapport a la donnée supplémentaire
g(t) pour le probleme (|4.3)-(4.5)). Dans le cas ou w;(t) — wi(t) # 0, en vue de la preuve du lemme
@) on a

0< /01 /Otm(f(a:) —f(a:)) ;EZ) dsdzx
< [ [ = (- 7o) £
(

< sup ¢ [(0(t) = 8(1) + (wi(t) — w2 ()] = lg = Glley o0
te[0,7

ce qui donne ((4.34).

Alors, on conclut immédiatement que f(z) peut étre obtenue presque partout sur [0, 1] par la donnée
output g(t). O

Remarque 4.2. Pour l'unicité de la solution du probléme inverse, considérons {u(z,t); f(z)} et

{ﬂ(x, t); f (m)} deux solutions du probléme inverse alors par une simple approximation on obtient

lu(z,t) — u(x,t)| < Z(fn - fn)Xn(x)Kn(t) (4.35)

n>1

< K |f(z) - f()

,t>0,z€[0,1].
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ou

Alors le résultat est obtenu entre les inégalités et .

W’ Settara Loubna 72 ©2019.Univ. Annaba



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

fg Cette étude s'inscrit dans la démarche de I'application des outils d'analyse aux équations différentielles
d’'ordre fractionnaire en temps dont I'efficacité dans la modélisation des problemes a mémoire a été
prouvé. Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec |'outil fractionnaire et a fourni
quelques résultats élémentaires certes, mais utiles pour notre étude, en plus de certains rappels de

I'analyse fonctionnelle et celle de Fourier.

Le deuxiéeme chapitre de cette these est dédié aux problemes de diffusion et sous diffusion dans
le cas unidimensionnel. Pour les problémes de diffusion, I'approche classique de Fourier est rappelée.
Pour les problemes de sous-diffusion par manque de bibliographie dans le domaine des résultats assez

basique d’existence, d'unicité et de régularités pris de deux articles différents sont exposés.

Le troisieme chapitre est consacré a |'étude d'un probleme parabolique inverse aux limites, nous
avons établie des résultats d'existence et d'unicité de la solution classique. La dépendance continue
de solutions par rapport aux données a été également discutée. Une synthése de ces résultats a fait
I'objectif d'une publication dans une revue internationale. Les difficultés résident dans le terme de

contréle et la dépendance du temps pour le terme source inconnu.

Enfin, dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a I'étude d’'un probléme inverse pa-
rabolique pondéré, on a déterminé I'existence, 'unicité et la régularité de la solution faible. Nous
avons utilisé I'outil de I'application input-output pour pouvoir déterminer le terme source inconnu

dépendant de I'espace, ce qui est une des difficultés.

De plus, le fait que la dérivation fractionnaire soit celle de Riemann-Liouville avec condition initiale

pondéré a compliqué le travail qui a était soumis a un journal [3].
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g Comme perspectives, nous projetons en plus de continuer a explorer ce domaine en développant
d’'éventuels modeles numériques correspondant aux problémes présentés dans ce travail. En espérant

que cette contribution guidera d'autres chercheurs suivant cet axe qui promet beaucoup d'horizons.
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ANNEXE A

A Théoreme du point fixe de Banach

Le théoréeme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction de Banach
ou encore théoréme du point fixe de Picard, est apparu pour la premiére fois en 1922 dans le cadre

de la résolution d'une équation intégrale.

Théoréme A.7. (Principe de contraction de Banach, 1922) Soit (X, d) un espace métrique complet.
Soit T : X — X une application contractante de constante k. Alors

dlx € X tel que Tx = .

B Principe Duhamel

Si V(z,t;7) est une solution du probleme

02 V(x,t;7) = OV (2, t57) (z,t) x (1,7);
4 ‘t:T: D(I]Ia (37,7‘),
0.V (0,t;7) =0,-0,V(1,t;7) =0.

la solution du probleme

g v(z,t) = Opgv(z,t) + f(x,1) (x,t) x (0,7T)
v(z,0) =0,
0,v(0,t) = 0,—0,v(1,t) =0,

t
prend la forme v(x,t) = / V(z,t;7)d7. Pour plus de détails voir [66].
0
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Abstract

In this paper, a unique solution to an inverse source problem for a one-dimensional time-fractional
diffusion equation is obtained as a convergent series. This existence and uniqueness result is based
on the Fourier method, the fractional calculus and the Banach fixed point principle. The unknown
source coefficient is determined uniquely by the additional data which is an integral condition. Then,
the continuous dependence of data is proved.
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1 Introduction

The fractional diffusion equations are believed to be more realistic in describing anomalous diffusion
in heterogeneous porus media than the classical diffusion ones. Thus, they have drawn attention of
researchers from various disciplines of science and engeneering. The readers may refer to Cheng et al.
(2009); J.Nakagawa et al. (2010) and references therein.

Inverse source problems are the problems that consist of finding the unknown source term via an ad-
ditional data. Some works on fractional inverse diffusion problems have been published. We refer to
Aleroev et al. (2013); Cheng et al. (2009); Fatma and Mansur (2012); J.Nakagawa et al. (2010); Ozbilge
et al. (2016); Tuan (2011).

Here, we consider the so-called fractional diffusion problem involving the linear nonhomogeneous equa-
tion:

D&’t (u(z,t) —u(z,0)) = ug(z,t)+alt)u(z,t)+c(t) F(z,t), (1.1)
(x,t) € (0,1)x(0,T],
with initial and nonlocal boundary conditions
u(z,0) =p(x), ze€][0,1], (1.2)
u(0,t) = u(1,t), wu,(1,t)=0, te€]l0,T7], (1.3)

Dg, , is the Riemann-Liouville fractional derivative of order 0 < a < 1 in the time variable, a(t),t > 0 is
the source control term, F(x,t) is the known source term, ¢(z) is the initial temperature.

Our inverse problem consists of determining the time dependent unknown coefficient of the source
term ¢(t) and the temperature distribution «(z,t), from the initial temperature (1.2) and the boundary
conditions (1.3). ¢ (¢) needs to be determined uniquely by the over-determination condition

/1 u(z,t)de = E(t), te€]0,T], (1.4)
Jo
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which is the additional data of the thermal energy E(t). We note that in the papers Aleroev et al. (2013);
Fatma and Mansur (2012); lonkin (1977) the time-dependent source coefficient is determined from such
condition.

The used approach is based on the expansion of the solution by using a bi-orthogonal system of func-
tions obtained from the nonlocal boundary conditions. We are motived by the works Aleroev et al. (2013)
where the authors considered an inverse time-fractional diffusion problem with a(¢) = 0 and Fatma and
Mansur (2012) where the authors considered an inverse problem for a(¢t) = 0 and o = 1.

The outline of the paper is as follows. In Section 2, some necessary preliminaries are given. In Section
3, the existence and uniqueness of the solution of the inverse problem (1.1)-(1.4) is etablished by using
the Fourier method and the Banach fixed point theorem. In Section 4, the continuous dependence of
the solution of the inverse problem upon the data of {a (t), F' (z,t) ; o (x); E (t)} is shown.

2 Preliminaries
In this section, we present some useful definitions and results of fractional calculus which can be found
in Kilbas et al. (2006).

Definition 2.1. The left sided Riemann-Liouville fractional integral of order 0 < a < 1 for an integrable
function f : RT — R, is defined by

o iy L0 fs)
I8 () == r(a)/o gt >0,

where I'(«) is the Euler gamma function.

Definition 2.2. The left sided Riemann-Liouville fractional derivative of order 0 < a < 1 of the integrable
function f is defined by

« - d 11—« — 1 d t f(S)
D0+f(t) = a-[(ﬁ f(t) - ma/o (tf S)a

Proposition 2.1. For0 < «a < 1, f € AC|0,T)], the space of absolutely continuous functions,

15 DG (f(8) = £(0)) = f(t) = £(0); Doy lgy f(t) = f(2).

Theorem 2.2. For a sequence of functions (f; (t)),~, defined on (0,T]. Suppose the following condi-
tions are fulfilled: B

(i) for a given oo > 0, Dg, f;(t),i > 0; t € (0,T] exists,

(ii) 32, fi(t) and >°7° | Dg, fi(t) are uniformly convergent on [e, T for any € > 0.

Then the function defined by the series Y ;- fi(t) is a— differentiable and satisfies

Dg. Y fit) =Y DG filt).
=1 i=1
Let us present some results on The Mittag-Leffler Function which is an important tool in the fractional

calculus.

Definition 2.3. A two-parameter Mittag-Leffler function is defined by the series expansion

n

Ea,g(z)zzm; a>0, 8>0, with > € C. (2.5)

n>0
In particular E, 1(z) = Eo(2) and Ei(z) =e*.

Proposition 2.3. For0 < « < g < 1, the following hold:
(1)For A\ > 0, t°~LE,, s(—\t*) is completely monotonic function.
(2)For t € [0,T], we have

¢
E,p(—At%) < oo and / (t —8)* By (= (t — 5)%)ds < oo.
0

(3) Furthermore, for A\ € R*, t € (0,7

At*
14+ Ate

1
MY E, o (=A%) < " < o0.
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Theorem 2.4. The solutionuw € AC'[0,T] of the linear nonhomogeneous fractional problem

{ D () ~ w0+ Ju) = 0, +€OT) X>0 2.6)

where f € L' [0,T], is given by the integral expression

u(t) = By (~ M) + / (t = ) Baa(~A(t — 8)°) f(s)ds. (2.7)

3 Existence and uniqueness result

First, note that for the non-selfadjoint operator AX = —X” = A\, X with X (0) = X (1); X' (1) = 0,
the eigenvalues are Ao = 0, \, = (2n7)*;n > 1. Thus, we construct the biorthonormal systems of
functions
{Xo (z) =2, X1,,(z) =4cos(2mnz), Xo n () = 4(1 — z) sin(2rnzx);n > 1} (3.8)

and {Yy(z) = z,Y1 ,(z) = zcos(2mnz), Ys »(z) = sin(2rnz);n > 1} (3.9)
which are Riesz bases in L?[0,1]. For more details, the reader can consult Aleroev et al. (2013); II'in
(1997); lonkin (1977).
Let us define the following space:
C2([0,1] % (0,T]) = {u(t,z) € C*[0,1]; t € (0,T]

and Dg_, (u(z,t) — u(z,0)) € C(0,T); z € [0, 1]} .
The functions a, ¢, F' and E satisfy the following assumptions
(A1) a(t) € C[0,T].
(A2) F (z,.) € C[0,T] and fort e [0, T] F(.,t) € C*[0,1];F(0,t) = F(1,t), F.(1,t) = 0, F..(0,t) =
For(1,1), Frze(1,t) =0and f (¢ fo (z,t)dz # 0.
(A3) ¢ € C*[0,1] ; (1 )=30(0),s0( ) =0, ¢ ( ) = ¢"(0) and (1) = 0.
(A4) E € AC[0,T) and [, o(z)dz = E(0).
From the above, there exist some positive constants L;,j = 1,2; M;,i = 0,...,5; K such that

Ly o+ = max Eoa(-Ant®); Ly = max = Foo(=An(t- $)%);
Mo : =llallcpr; M= Hful”cm,T] ;
M, : = max(”Dg+ (E(t) —E(O))HC[O’T],IIEHC[QT]); Ms = [lellcpory 3
My =max (Fologays WFinlleon)si=1.2n=1,.;
Ms : =max (lpol ; [@inl); i=12n=1,.;
Oggqu n(t—=8) T E, o (=Mt — 8)%) < K. (3.10)

Theorem 3.1. Let (A1)-(A4) be satisfied. Then the inverse problem (1.1)-(1.4) has a unique solution
(u(z,t),c(t)) for some small T. Furthermore this solution is in

[C%([0,1] x (0,T]) N C ([0,1] x [0,T])] .

Proof. Let us start with the existence of the solution of the direct problem.

Step1 : Determination of u(z, t) for arbitrary ¢ (¢) in C'[0, T].

By applying the Fourier method, the solution u(z,t) of the problem (1.1)-(1.3) can be expanded in a
uniformly convergent series in term of eigenfunctions of (3.8) in L? (0, 1) of the form

u(x,t) = ug (t) Xo (z) + Z U1, (6) X1, () + Z U (£) X2 () . (3.11)

The coefficients g (t), u1,,(t), uz,»(t) for n > 1 are to be found by making use of the orthogonality of the
eigenfunctions. Namely, we multiply (1.1) by the eigenfunctions of (3 9) and integrate over (0,1). Recall
that the scalar product in L? (0, 1) is defined by (£, g) fo x) dx.
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Let us note the expansion coefficients of F'(z,¢) and ¢(z) in the eigenfunctions of (3.9) for n > 1

respectively by

Fyn(t) = (F(x,1), Yan(2) pan = (p(1), Yo ().

We obtain in view of (1.1) and with (u(z,t), Yy(z)) = uo(t)
{ Dg, (uo(t) — uo(0)) = a(t)uo(t) + () Fo (t);

Fo(t) = (F(,1), Yo (), po = (¢(z), Yo(x)) ,
Fin(t) = (F(x,1), ) n(x))) and ¢ @10 = (p(2), Y1n(2)) dz,

uo(0) = o-

For uy ,(t) = (u(z,t), Y1, (x)); n > 1, in view of (1.1), we have

(D8, (ua, ) = u(z,0)), Yin())

(g (2, £) + a(t)u(, ) + ¢ () F(2, 1), Y1 0 (x))

(U1, () X7 1,0 (2) + u2,n () X720 (2) s Y10 (2)) + a(t)ur,n(t) + ¢ (t) FLn(t)
= —Aurp(t) —4Anmug , (t) + a(t)ur o () + ¢ () Fin(t).

The linear fractional differential equations satisfied by u; ,,(t); n > 1 are

Dg, (u1n(t) —u1,,(0)) = =Apurn(t) — 4nmug , (1)
+a(t)urn(t) +c(t) Fin(t);
ul-,’fb(o) =Pin -

Also, the linear fractional differential equations satisfied by us ., (t); n > 1, are

{ Dy (uz,n(t) — u2,n(0)) = =Anuzn(t) + a(t)uzn(t) + ¢ (t) Fon(t);
u2,n(0) = P2.n-

Applying I to (3.12), we get the following Volterra integral equation satisfied by the solution

uo(t) = po + /0 v }(So)z(;_

This solution is bounded in C[0, T in view of (A1)-(A3). We have

¢ () Fo(s)ds + /0 “}i

@ a(s)uo(s)ds.

T(X
luollcory < lepol + al'(a )HFOHCOT] lellero,

T
M ”aHC[(LT] ||UO||C[0,T] :

Hence, X
I [M5+ " )M4M3] 1= ! = o
for - :
Uy = MMO <3

In view of Theorem 2.4, the problem (3.14) admits a solution in C[0, T satisfying

ugn(t) = YanFai(=Ant") + /Ot(t —8) " By (= An(t — 5)%)
X (a(s)ug,n(s) + c(s) Fon(s))ds.
Under (A1)-(A3), us,,, (t) is bounded in C[0, 7] as follows
luznllop < loanl L+ Lo [ Fonllopom ey

[e3

T
Lo— " :
+Lg o ||a||C[O,T] [[us, HC[O,T]
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Then, we have forn > 1

] (3.20)
T .
< | MsLy + L2?M4M3 1= =1
for o .
Uy = Lo— My < —. (321)
« 2
The problem (3.13) admits a solution which is the solution in C[0, T of the integral equation
ulyn(t) = @11nEa’1(7Anta) (322)
t
—47m/ (t —8)* ' Ega(—An(t — 8)*)ua, (s)ds
0
t
+/ (t —8)* 1 Ea.a(=Au(t — 5)%) (a(s)urn(s) + c(s) F1 . (s)) ds.
0
Under conditions (A1)-(A3), us ,(t) is bounded in C[0, T as follows
T
Hul,n”C[o,T] < |901 n‘Ll +L2 HFl "”COT] ”C”COT] (3.23)
K a
+Tﬁ ||u2,n||c[0,T] + L2? Ha”C[O,T] Hul,n”c[o,T] .
As previous we get forn > 1
T« _
lurnlloory < |MsLa + La~—MaMs +T— z/)2 1—w,] " (3.24)

Let us use the product Banach space [C[0,T]]* endowed with its norme to prove the existence and
uniquness of the solution under this form (ug, w1, u2.,) € [C[0,T]]°. Define the operator I on [C[0, T]]?
by T (uo, w15, u2.) (t) = (Pouo (t), Pruay (t), Pyus,y, (t)) where the operators Py, Pi, P, are defined on
C[0,T] by the right side of (3.15), (3.22) and (3.18), respectively.

In view of (3.16), (3.24) and (3.20) T : [C [ 1) — [C[0, 7).
Prove that I' is a contraction on [C[0,T]]>. So, for each (ug, w1, u2.n); (Vo, V1.m, v2.n) € [C[0, T]]> we
have

T (uo, UL,n, u2,n) — I (vo, U1,ns UQV”)”[C[OvT”B.
< max (HPOUO — Povollcpo,ry i 1P1uam — Protmllepo 7
HPQUQ_’n — P2U277L||C[O,T]) .

First, we get easly

[0

T
[ Pouo — POUO||C[O,T] = m ||ch[0,T} o — UO”c[o,T] < o [Jug — UOHO[O,T] : (3.25)
For Py, by (3.10) we have for each ¢ € [0, T

|P1U1,n(t) - P1U17”L(t)|

t
< / (t = 5)  Ea,a(=An(t = 5)*) |a(s)| [u1,n(s) = vi,n(s)| ds
0
t
+47rn/ (t —8)* ' Ea.a(—An(t — 5)Y) [uzn (8) — va, (5)] ds
0
e K
< LQE ||a||c[07T] ui,n — )t t% luzn — 'U2,n||c[07T] :
Hence, forn > 1
K
| Prus,, — Plvl,n”c[o,T] < Uy flurn — o, n”c[o T T HUZ n U2,n||c[0,T] . (3.26)
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Similarly, for each ¢ € [0, T]
|P2u2,n (t) — PQUQ,n (t)|

< /0 (t = 8)* Eaa(=An(t = 8)%) [a(s)| [uz,n(s) — van(s)] ds

which gives forn > 1

[ Pauz,n — Pavanll ooy < i lluzm = v2nll oo - (3:27)
Consequently,

1T (w0, w1 ny u2,m) — T (v0, V1,0, ’U2,n)||[c[o,T]]3

< max {(\IJO ||u0 — UOHC[O,T] ;U Hul,n - Ul,n”c[o,T] ;U ||u2,n - UZ,nHC[O,T])
K
7= (03 uzn = vl ooz 0)
+ g [z — v, HC[O,T] }
K

< |max (Po; ) + T; I(wo, w1 pn,u2.p) — (’007Ul,n,”Z,n)H[C[QTH:s .

According to (3.17) and (3.21)

max (Po; Uy) + TE < 1 for TE < 1 (3.28)
a T ar 2
Then, I is a contraction on [C[0, T]}® and has a unique fixed point which is the coefficients (uq, w1 ., s )
of the solution (3.11). Then, there exists a unique solution of (1.1)-(1.3) for arbitrary ¢ (¢) bounded in
co,7].
Step 2: Determination of the coefficient ¢ (¢) in C[0,T7.
Applying D, to the over-determination condition (1.4), we obtain the following equation

Dg, (B(t) — E(0)) = / DGy, (u( t) — u(z, 0)) da

c(t) /0 Pty + un(0.8) + a(t) B0,

which yields
c(t) = [f )" [D§y (B(t) = E(0) — a(t)E(t) — ue(0,1)] .

Next, we calculate f (t) = [, F(z,t)dx and find

f(t)

Fy(t) /O Xo () da+ Y Fyu(t) /O X1, (z)dz (3.29)

n=1

00 1
+)  Fan(t) /0 Xy, (z) dx
n=1

= 2F0(t) + io: %FQ,n(t)'

n=1

Then, we derive (3.11) with respect to = and get u,(0,t) = 07 | 8wnus ,,(t); where us,,(t);n > 1 are
given by (3.18). The obtained equation is an integral equation with respect to ¢(¢)

c(t) = Hy(t)+ H, (t) &30
_ Z % ‘/0 <t — 5)a71Ea,o¢(7>\n(t - S)Q)C (S) FQ*"(S)dS
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where

Ho(t) = Dgy (E(t) = E(0)) — a(t)E(t)) ,

1
7 ¢
Hl (t) = Z @271 a, )\nt )

We have under (A1)-(A4) and (3.10)

||HO||C[07T] < (14 My) My My;

IHllcor; < 4MiLy > 2mn ol

n=1

4
X,

2n)

where <p(4) are the coefficient of Fourier series of the function »(*) with respect to the basis (3.9) . The
Cauchy-Schwartz inequality yields

Under (A1)-(A3) >0, 2mn |¢2,,| is convergent. In fact, we have ¢ € C*[0,1] and ¢y, = —";

K1 _2277,7T|902n|—2 (‘ 7'[')

n=1
- 1 00 ) 1/2
< - ’ (47)' .
B (; (2n7r)6> (n; $2,n
Recall that by the Bessel's inequality, we have > | '99(4) <C ||¢(4>’|i2(0 ., Thus,

> ||u2,n||c 0.T
HCHC[O,T] < ||HO||C[0,T] + ||H1||c[o7T] + 2My KMo T e

n=1 nm
+2M KT (¢l oo, 7 2:21 o
where el Ly || o 28]
e’} . e’} c n
) 2ol Ly Z \<P2,n| 2 C[o 1] Z 2 C[O u (3.31)
— nm 1-w nm
The convergence of the series
o0 o0 F
S enl g ang S0 RO g
nm nmw
n=1 n=1
is clear by the Cauchy-Schwartz inequality. Hence, for
LoMyT®
U, :=2M KTK, |1+ 229" | <1, (3.32)
« [1 — \Ill]

we have

lellego.r < [(1+ Mo) My My + 4My Ly K] [1 — W]~
M MyTK L1 K5
[1— W)L — W]

Hence, ¢(t) is bounded in C[0, T]. Now, we define the operator P on C[0,T] by the right side of (3.30).
Let us show that P is a contraction mapping in C[0,T]. For each ¢,b € C[0,T] with ug ,,, v2 ,, defined by
(3.18) relatively to ¢, b respectively, we have

TOé
||U2,n - U2,71,||c[0’T] < L2m ||C - bHc[o,T} ||F2,n||c[o,T]

74



International Journal of Applied Mathematics and Statistics

and

M Eomllep,r
|Pe=Pblegz < 2MET Y~ ey
n=1

= Nluzn — v2nllopo 7y

+2M, K MyT
nm

MoLT* b
m lle— Hc[o,T]-

n=1

IN

2M,KTK, {1 +

According to (3.32) the operator P has a unique fixed point ¢(t) in C[0,T], by the Banach fixed point
theorem.

Step 3: Estimation of the time of the local existence.

According to (3.17), (3.21), (3.32) and (3.28) T must satisfy this approximation

S OZF(OZ) 1/a o 1/ ar 1 o 1/a+1
in . L0 . .
2M, \2MoLy ) 2K AM KKy \2MoLyKoy :

to ensure the existence of the solution on [0, T’ for each T' < T™*.

Step 4: Convergence of the solution series (3.11).

As it was proved, in view of (A1)-(A4), the coefficients ug(t), u1.,(t) and uz ,(t);n > 1 are bounded in
C10,T]. Thus, the series expression (3.11) of u(z,t) gives

sup |u(z,t)| = |u(t)] < 2|up(t)| + 4 Z [ur,n(t)] + 42 [ugn (t)] . (3.33)

z€[0,1] n—1 ne1

(A2)-(A3) implies that "7 | |@inl. > ey 2n7 |@i | converge and Y- 0° | |F; ,, (2)]

;>0 2nm | F;,, (t)] i = 1,2 converge uniformly.

In consequent, by (3.23), (3.19) and (3.31) the series u(z,t) and its partial derivative wu,(z,t) are uni-

formly convergent in [0,1] x [¢,T] for any ¢ > 0. Therefore, their sums are in C[0,77] for x € [0, 1].

Also, its second partial derivative u,.(z,t) is uniformly convergent in [0,1] x [¢,T7], for any ¢ > 0 by
(4)

the Cauchy-Schwartz inequality and the Bessel’s inequality in view of the fact that ¢, , = (%’" and

4
nm)
FG (0 . N ~ .
(2’ )4 ;4 = 1,2 . Then, the uniformly convergence of >~ | w;n (t), > "4 Attiq (t)51 = 1,2
nm
and the inequalities

Fi,7l (t) =

|25 o () —wo (O < Molhwolleggry + Mads;
||D3+ (U1, (1) — U1, (0))||C[0,T] < (Ot Mo) ”ul’nHC[O’T]
+4nm |luznll oo ) + Ms [ Frnllcpo s
108 (w2 () = w2 Ol co.ry € A+ Mo) lluzinll opo 2y + Ms [ Eainll o,z

obtained from (3.12),(3.13) and (3.14), imply that >~ | (w;n (t) — u;n (0))

and 37 | D&, (wi (£) — uin (0)),i = 1,2 are uniformly convergent on [e, T for any e > 0.

In view of Theorem 2.2, the a-partial derivative D, , of the series (3.11) is uniformly convergent for
t € e, T)forany e > 0and z € [0,1].

Thus, u(z,t) € C*[0,1] x (0,7] N C ([0,1] x [0,7T]) and satisfies the conditions (1.2)-(1.3) for arbitrary
c(t) € Cl0,T).

Step 5: Uniqueness of the solution (u (z,t),c(t)).

Assume that the pairs of functions (u (z,t),c(t)) and (v (x,t),b(t)) are solutions of the inverse prob-
lem (1.1)-(1.4). Let us use the product Banach space [C[O,T]]4 endowed with its norme to prove the
uniquness of the solutions under this form (ug, w1, 2., ¢) € [C[0, T]]* . We have

H (UO: ul,nv u2,n7 C) - (1)07 vl,n» v2,n; b) || [C[O,T]]4

< max (‘I/o; Wy \Ilc) ||(UO7 UL n, U2,n, C) - (UOa V1,n,V2,n, b)”[c[o;T]]Al .
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In view of (3.17), (3.21) and (3.32)
H(UO,ULn, u2,n7c) - (UO7vl,n; v2,n7 b)||[C[OT]]4 = 0

This implies that u (z,t) = v (z,t) and ¢ (¢t) = b(t),t € [0,T]. This completes the proof.

4 Continuous Dependence on the Data

Theorem 4.1. Under assumption (Al1)-(A4), the solution (u(x,t),c(t)) of the problem (1.1)-(1.4) de-

pends continuously upon the data of @ (t) = {a (t), F (x,t);¢ (x); E(t)}.

Proof. Let (u(x,t),c(t)); (u(x,t),c(t)) be the solutions of the inverse problem (1.1)-(1.4), correspond-

ing to the data @ (¢), and @ (¢) respectively.
Let us denote||®|| = [[allcpo,r) + | Ellacio,r) + [[#llcw.a + 1 Flleo.xo,m)-
First, we estimate each coefficient of u (z,t) — u (z,t) in C' [0, T7.

We will use this form |AG — AG| = |AG — AG + AG — AG| < |A||G — AG| + |G| |A —A|. Then, for

some constants 0;,i =1, ..., 4;

_ 01 _ ) _
luo = tollcpo,r) < =W o — Pol + = lle = 2ll o,y
0 _
Jr[l — 0] HFO - FOHC[O,T]

o
[1 . \IJO} clo,1] -

By similar calculus we can obtain for some constants g;,i =1,....5and §;,i = 1, ..., 4

[t1,n = U1l oo,y

< [1_51\111] |10 — Prp| + W lle = €ll o,y
+[1_673‘1/1] | Frm 7F17"||C[0,T] + W la —allcpo, 7
+[1—55\111} ug,n — U2,n ‘C[O,T]
and
l|uz,n _ﬂlan[o,T]
S [1 _51‘;[/1] |8027” a ¢2,n’ + W ||C - E||C[07T]

53 — 64 ||u2,n||C[0 T]
—— || n - F \n —_— —a .
+ [1— 0] || 2, 2, HC[O,T] + 10 lla aHC[O,T]

(4.34)

(4.35)

(4.36)

We use (4.34), (4.35) and (4.36) in (3.33) to get for some positive constants 7;;i = 1, ..., 4, the estimate

of (2, £) — @ (2.1) in C ([0, 1] x [0,T])
lu—tlleqo,yxpry < mle =2l +m2llc =2l
03| F = Fllc2(o,11x(0,71) + M4 la = @ll ¢ o7y -
In addition, we have
Dy, ¢ (u(z,t) —u(z,0)) — Dy, (u(z,t) —u(z,0))

S ||u’I'I' - amﬂ:”C([O,l]X[O,T])
+lla = allcjo. 7 llulleqoxo,m) + [@llep,r v = tlleqo,x0,m)

+lle = llego,r 1Fleqo,nxo,m) + Ellofo.r 1F = Flleqoxo,m)-
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we get for some positive constants By; B
[u — @l g2 0,11 % (0,77) < Bal|® — || + Bz lle = €ll oo.17 - (4.37)

Next, we have to estimate each term of the difference |c(t) — ¢ (t)|. Let us note E(t) — E(0) = A(t),
then we have by (3.30)

||H0 — FOHC[O,T] < Ml “D3+A(t) - DngZ(t)Hc[o,T] + ‘7\412]\42 ||? - f”C’[O,T]
+MMs [[@ — all g, 7y + MoMi || E — EHC[O,T]
+M0M12M? H7 - f||C[O7T] :
Also, we get by (3.30)
| Hy — FlHC[O,T] <8MiLy Y 0w |pon — Byl +8MILL Y @yl || f - ch[o,T] :

n=1 n=1

The estimate of the first integral part is

2:8ﬁn/) — ) By (- AMtsW)P%QPhMS)C@)F%AQ]d%

f(t) 7t
=, |[Fon = Faal| P
< 2TKM’1M37;1 e COT 4 oTK M, e — CHC[OT]Z%
> 2,n
+2TKM; Ms MHJC f”COT
n=1

For some positive constants I1;,7 = 1, ..., 6, we have

_ 1T 1T - _
”cfc”C[O,T] < [171 HE EHAC[OT ﬁ;nﬂhaln 7@2,71’

11y - HFZW - sz"HC[O,T]

1=V ~ nm

I _
+ﬁ Hf - f”c[o,T] + [

115 _ 1l i HUQ,n - HQ,an[Q’T]
+7[1 . lla — aHC[O,T] + 11—, nZ: ni ’

we can obtain for some positive constants Bs and B, and with (4.37)
le=ellcor < Bsll® =@l + Ballu —allcza(0,1)x(0,7))
< [Bs + ByBi]||® — @[ + BB ||lc — €| o 1y -

Then
_ [Bs + B4By] -
le=zlepn < S—g.5 12—k
_ [Bs + B4B| _
|u =l c2aqoiyxom) < |Bi +m (|® — ®J.
The theorem has been proved. O

5 Conclusion

The inverse problem regarding the simultaneous identification of the time-dependent source coefficient
with the temperature distribution in a one-dimensional sub-diffusion equation with nonlocal boundary
and integral overdetermination conditions has been considered. The nonlocal boundary conditions, the
Riemann-Liouville fractional derivative and the control coefficient made our problem more difficult. The
conditions for the existence, uniqueness and continuous dependence upon the data of the problem
have been established by using the Fourier method with some bi-orthogonal system, an associated
Riemann-Liouville fractional derivative which contains an initial data and the Banach fixed point theorem
for a product of Banach spaces.
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