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لال هدنه ة إلى دراسة هذف من  ٔطرو لول ا دانیة  بع  سائل العكسیة الحدیةبعض الم  وجود وو لمعاد  بحد م

لتفاضلیة  سریة بمفهوم ريمان لیوف ٔولى نحدد الحد المصدرفي الم.  جزئیة  شروط  ر ا ٔ عكسیة  لزمن لمس المتعلق 

لإضا ير محلیة  راسة فة إ دیة  كاملي،  تمرارلى شرط  س دانیة و التبعیة  لى استعمال طریقة  وجود ،و نعتمد  ل  ل

ٔ التقلص لبناخ د ستعمل م ٔخرى  ة  اته و من  ير مرافق  ٔن المؤر  لجمل ثنائیة التعامد، و ذ  .فوريي   

لمتغير الفضا لثانیة ، نقترح تحدید الحد المصدرٔما في المر ا ضافة شرط إبتدائي المتعلق  ٕ سة  ا دیة م شروط  ئي 

دانیة الحل الضعیف، . مرجح ٔ ديهامال و طریقة فوريي لإثبات وجود وو د ستعمل م ٔ المباشرة ،  لمس سبة  ل

راسة انتظام الحل كاملي.  لإضافة  ل  د نفرض  دید الحل الوح ال  لت .اخراج -لتعریف تطبیق اد  

رجع إ  ٔ العكسیة  نالمس با ب و تطبیقه العكسي م كون رت نٔ  ي يجب     .لى عكس هذا التطبیق  ا
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Résumé

Dans le présent travail, on étudie deux classes de problèmes inverses de diffusion avec terme source,

dont la dérivée partielle par rapport au temps est fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

non entier compris entre zéro et un.

Les problèmes d’ E.D.P de cette forme sont dit problèmes de sous-diffusion.

La première investigation est consacrée à la détermination d’un coefficient du terme source

dépendant du temps pour un problème inverse soumis à des conditions aux limites non locales

et une condition de détermination intégrale.

On établit des résultats d’existence, d’unicité et de dépendance continue par rapport aux données

de la solution. Les outils utilisées pour les démonstrations sont d’une part la méthode de Fourier

pour des systèmes bi-orthogonaux, l’opérateur étant non-autoadjoint et d’une autre part la théorie

du point fixe.

Pour la deuxième investigation, on se propose la détermination d’un coefficient du terme source

dépendant de l’espace pour un problème inverse de sous-diffusion soumis à des conditions aux limites

homogènes et une condition initiale pondérée. Pour le problème direct, le point clé dans notre analyse

est l’utilisation du principe de Duhamel en plus de la méthode de Fourier pour montrer l’existence et

l’unicité de la solution faible puis une question de régularité a été traité. Pour la détermination d’un

unique coefficient, le problème est input output. Le problème inverse réduit en l’inversion de cette

application qui devrait être monotone et d’inversion injective.

2000 Mathematics subject classification : 34A55-26A33-42A05

Mots clés : Problème inverse, Bien posé, Problème de diffusion fractionnaire en temps, Détermination

du terme source, Analyse de Fourier, Analyse fractionnaire.
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Abstract

In the present work, we study two classes of inverse problems for diffusion equation with source term,

where the partial derivative is fractional in time.

The form of EDP problems are called sub-diffusion problems.

The first investigation is devoted to the determination of the source term coefficient dependent

on time of an inverse source problem with non-local boundary conditions and an integral condition.

We establish results of existence, uniqueness, and continuous dependence data. Tools used for de-

monstrations are based on one hand, the Fourier method for bi-orthogonal systems, the operator

being not self-adjoint, in author hand the fixed point theory.

The second investigation is devoted to determination of source term coefficient dependent on

the space for sub-diffusion problem with homogeneous boundary conditions and an initial weighted

condition.

For direct problem, the key point in our analysis is the use of Duhamel principle in addition Fourier

method, to show existence, uniqueness of weak solution, then the question of regularity is treated.

to determine a unique coefficient, we add an integral condition to introduce input output mapping.

The inverse problem is reduces to the problem of inversibility of the input output mapping, which

should be monotone and it’s inverse is bijectif.

2000 Mathematics subject classification : 34A55-26A33-42C05

Key words : Inverse problem, Well posed, Problem for fractional diffusion equation with time, De-

termination of source term, Fourier analysis, Fractional analysis.
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§INTRODUCTION

0.1 Problématique

La problématique abordée dans cette thèse s’inscrit dans le cadre des problèmes inverses para-
boliques d’ordres fractionnaire en temps.

0.1.1 Problèmes inverses

Il s’agit généralement de situations où on est dans l’ignorance au moins partielle du système, par
exemple certaines informations concernant la géométrie, les matériaux, les conditions initiales... ne
sont pas connues. En compensation, il faut disposer (en plus des entrées) d’informations, éventuellement
partielles, sur la sortie afin de reconstruire au mieux l’information manquante. Le terme inverse rap-
pelle qu’on utilise l’information concernant le modèle physique (à l’envers) connaissant (partiellement)
les sorties, on cherche à remonter à certaines caractéristiques, habituellement internes et échappant
à la mesure directe.

Les problèmes inverses sont classés en deux catégories : les problèmes qui visent à déterminer des
conditions aux limites ou des sources inconnues et les problèmes liés à l’estimation de paramètres
intrinsèques du système. Le premier type de problèmes apparait dès que la mesure directe de la
grandeur physique étudiée n’est pas possible en pratique. Par exemple, la difficulté d’accès dans la
chambre de combustion d’un moteur automobile (B.Delattre et al., [14] 2001 ; A. Constantinescu et
al. [43], 2004), dans une enceinte contenant un feu (M.Raynaud et J. Bransier, [56] 1986) ou sur les
faces actives d’outils d’usinage (C.H. Huang et Y.L. Tsai, [24] 2005, C.H. Huang et H.C. Lo, [23]
2005). Dans la deuxième catégorie de problèmes inverses, l’objectif fixé est de déterminer, à partir
d’une connaissance partielle du champ de température, des paramètres de modèle inconnus. Il est

1



0.1. PROBLÉMATIQUE

possible par exemple de déterminer la conductivité d’un matériau à partir de mesures transitoires
(C.Y. Yang, [68]1999). Les problèmes inverses d’identification de paramètres se rencontrent dans de
nombreux autres domaines allant de la géomécanique (B. Lecampion et al. [42], 2002, B. Lecampion
et A. Constantinescu, [43]2005) aux mathématiques financières.

Problèmes bien posés

Comme dans le cas des problèmes directes, un problème est bien posé au sens de J. Hadamard [20]
si pour toute donnée admissible la solution existe, est unique et dépend continument des données
c-à-d stable.

Bien entendu, ces notions doivent être précisées par le choix des espaces dans lesquels les données
et la solution évoluent. Ces trois conditions semblent très naturelles. En fait, généralement les
problèmes inverses ne vérifient souvent pas l’une ou l’autre de ces conditions, voir les trois ensembles.
� Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramètres différents conduisent

aux mêmes observations.
� Le fait que la solution d’un problème inverse puisse ne pas exister n’est pas une difficulté

sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir l’existence en relaxant la notion de solution.
� La non-unicité est un problème plus sérieux. Si un problème a plusieurs solutions, il faut un

moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations supplémentaires.
� Le manque de continuité est sans doute le plus problématique. Cela veut dire qu’il ne sera

pas possible, surtout pour une résolution numérique, d’approcher de façon satisfaisante la solution
du problème inverse, puisque les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes,
des données réelles.
Un problème qui n’est pas bien posé au sens de la définition ci-dessus est dit mal posé.

0.1.2 Calcul fractionnaire

Les dérivées et les intégrales d’ordre non entier n’ont pas toujours des interprétations physiques et
géométriques claires. Ce qui introduit leurs usages pour résoudre des problèmes appliquées dans plu-
sieurs champs de la science. C’est l’approche viscoélastique adaptée la modélisation de phénomènes
physiques d’amortissement, de tous les phénomènes dissipatifs élémentaires, compatible avec la ther-
modynamique des milieux continus qui a facilité l’introduction de nombreux modèles fractionnaires
voir [4]. Cependant, il a fallut plus de 300 ans au calcul fractionnaire pour avoir une interprétation
physique et géométrique acceptable. En effet, il a été montré qu’un nombre important de systèmes
physiques, ont un comportement dit à mémoire qui peut être mieux décrit, en utilisant des modèles
mathématiques d’ordre non entier.
Nous présentons ci dessous quelques exemples d’interprétations.

Settara Loubna 2 ©2019.Univ. Annaba



0.1. PROBLÉMATIQUE

Équation de la chaleur

L’exemple classique est l’équation de la chaleur, où la dérivée d’ordre un demi s’introduit natu-
rellement, quand on cherche à calculer un flux de chaleur à l’aide de la loi de Fourier.
On rappel que l’équation de la chaleur est donnée par l’équation aux dérivées partielles :

∂u

∂t
− µ∂

2u

∂x2 = f(t), t > 0, x ≥ 0, (0.1)

où t est une variable positive symbolisant le temps, µ est une constante de diffusivité strictement
positive, et f une fonction qui pour cet exemple ne dépend que du temps. La variable d’espace
x ∈ [0,+∞[ est typiquement une direction orthogonale à une direction principale y d’un écoulement
fluide.
Nous considérons les conditions initiales et aux limites suivantes

u(0, t) = 0 (0.2)

∂u

∂x
(x, t) −→ 0 si x −→ +∞.

Le flux de chaleur Φ(t) est donné par

Φ(t) = −µ∂u
∂x

(0, t), t > 0.

Nous supposons que u est une fonction intégrable. Ainsi, le problème peut être résolu l’aide de la
transformation de Fourier en temps.
Soit

u(x, t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
û(x, ω) exp(iωt)dω,

où û(x, ω) la transformée de Fourier de la fonction u.
En dérivant par rapport à t, nous obtenons

∂u

∂t
= 1

2π

∫ +∞

−∞
iωû(x, ω) exp(iωt)dω,

ainsi
∂̂u

∂t
= iωû.

Par conséquent l’équation (0.1) devienne

iωû− µ∂
2û

∂x2 = f̂(t),

Settara Loubna 3 ©2019.Univ. Annaba



0.1. PROBLÉMATIQUE

dont la solution est

û(x, ω) = 1
iω
f̂ + α exp

(√
iω

µ
x

)
+ β exp

(
−
√
iω

µ
x

)
.

En tenant compte des conditions aux limites 0.2 , nous obtenons

û(x, ω) = 1
iω
f̂

[
1− exp

(
−
√
iω

µ
x

)]
,

ainsi la transformée de Fourier du flux est donnée par

Φ̂(ω) = −
√
µ

iω
f̂ .

Maintenant si nous posons
ρ(t) = 1√

t
X(t),

avec X(t) la fonction de Heaviside définie par

X(t) =

0, si t < 0,

1, si t > 0.

Nous arrivons à
ρ̂ =

√
π

iω
,

d’où
Φ̂ = −

√
µ

π
ρ̂f̂ .

Grâce à la relation classique
ρ̂ ∗ f ≡ ρ̂f̂ ,

on a finalement
Φ̂(t) = −

√
µ

π
ρ ∗ f = −

√
µ

π

∫ t

0
f(θ) dθ√

t− θ
.

Ce n’est que l’intégrale d’ordre un demi de la fonction f. Ce qui permet de conclure que le flux de
chaleur est donc un dérivateur d’ordre 1

2 .

Modèle viscoélastique à dérivées fractionnaires

La modélisation de certains phénomènes physiques, peut être s’effectuer par l’introduction de
termes intégro-différentiels à noyau faiblement singuliers (c’est -à-dire localement intégrables, mais
pas nécessairement continu, comme tα−1 lorsque 0 < α < 1) dans les équations de la dynamique
des matériaux ; ceci est très fréquent en viscoélasticité linéaire à mémoire longue par exemple, où

Settara Loubna 4 ©2019.Univ. Annaba



0.1. PROBLÉMATIQUE

une relation contrainte déformation dynamique peut être modélisée par une dérivée fractionnaire.
En mécanique, l’exemple du comportement contrainte-déformation d’un solide, pour lequel l’équation

de mouvement dans le cas d’un modèle entier est donnée par

σ(t) +
M∑
m=1

bm
dmσ

dtm
= E0ε(t) +

N∑
n=1

En
dnε

dtn
, (0.3)

où σ et ε désignent respectivement la contrainte et la déformation, bm, En, E0, N et M sont des
paramètres du modèle.

Ce modèle rhéologique, présente l’inconvénient d’introduire un nombre de constantes important,
qu’il faut ensuite recaler sur les courbes de caractérisation mécanique.
Les dérivées fractionnaires ont ainsi été introduite pour pallier cet inconvénient.
En faisant intervenir des puissances non entières, l’équation (0.3) peut être généralisée.
Cela conduit à l’équation différentielle fractionnaire

(1 + bDα
t σ(t)) = (E0 + E1D

α
t )ε(t).

0.1.3 Conditions non-locales

Durant les dernières années, parmi les problèmes aux limites non classiques pour les équations
différentielles aux dérivées partielles, une place importante est occupée par les problèmes avec des
conditions non locales, en particulier les conditions qui relient les valeurs des solutions, et leurs
dérivées en deux ou plusieurs points intérieurs ou frontières du domaine considéré. Une définition
générale de ces conditions et leur classification ont été données, en particulier, par A.M. Nakhushev
dans [52].

Ce type de conditions non standard, reflète une certaine réalité dans la modélisation mathématique
de quelques problèmes naturels dans plusieurs domaines comme la biologie [52], et la biotechnologie
[60]. Ces conditions ont été associées à des problèmes paraboliques et hyperboliques ( [2], [5], [10],
[13], [22], et ont été étudiées par plusieurs auteurs.

0.1.4 Théorie du point fixe

La théorie du point fixe, est d’une importance capitale dans l’étude de l’existence des solutions,
pour les équations d’opérateurs non linéaires. Le problème considéré est transformé en un problème
de point fixe d’un opérateur bien défini sur des espaces de Banach.
De nombreux résultats d’existence sont obtenus à partir des théorèmes de Brouwer, de contraction
de Banach, de Leray- Schauder et autres, en transformant le problème d’existence en un problème
de point fixe.

Le théorème établi par Banach en 1929 stipule qu’une contraction d’un espace métrique complet

Settara Loubna 5 ©2019.Univ. Annaba



0.2. ORGANISATION DU MANUSCRIT

dans lui -même admet un point fixe unique, mais d’une part, montrer que la fonction est contractante
peut entrainer de laborieux calculs, d’autre part, les conditions sur la fonction et l’espace étudiés
restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer le théorème.

0.2 Organisation du manuscrit

La présente thèse est composée d’une introduction et de trois chapitres, dont deux chapitre rappel
essentiels pour la compréhension du chapitre de résultats concernant le sujet .

Après une introduction générale, on présente dans le premier chapitre des rappels de l’analyse
de Fourier, et de l’analyse fractionnaire qui nous seront utiles par la suite.

Le chapitre 2, est consacré à la discussion des questions classiques concernant des équations
ordinaires impliquant les dérivées fractionnaires (E.D.F) c-à-d les questions d’existence, d’unicité,
et de la régularité de la solution. Nous nous intéressons aux problèmes de diffusion et de sous-
diffusion à valeurs initiales et aux limites. Des résultats classiques sont présentées pour des problèmes
unidimensionnels.

Quant au troisième chapitre, notre objectif principal est d’adapter les outils classiques de l’ana-
lyse à l’étude d’un problème inverse aux limites parabolique d’ordre fractionnaire en temps α pour
0 < α < 1 avec une condition initiale non locale.
Nous cherchons déterminer la solution {u(x, t), c(t)} du problème

Dα
0+,t(u(x, t)− u(x, 0)) = uxx(x, t) + a(t)u(x, t) + c(t)F (x, t); (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ], (0.4)

muni de la condition initiale
u(x, 0) = ϕ(x); x ∈ [0, 1], (0.5)

et de la condition non-locale

u(0, t) = u(1, t), ux(1, t) = 0; t ∈ [0, T ]. (0.6)

Dα
0+,t est la dérivée fractionnaire temporelle au sens de Riemann-Liouville pour 0 < α < 1, et

a(t); t > 0 est le terme contrôle ; F (x, t) le terme source connu ; ϕ(x) est la température initiale.
Pour assurer l’unicité de la solution du problème inverse on rajoute la condition intégrale :∫ 1

0
u(x, t)dx = E(t); t ∈ [0, T ], (0.7)

où E(t) est une fonction suffisamment régulière.
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L’approche utilisée est basée sur le développement des solutions suivant un système bi-orthogonal
des fonctions, obtenues à partir de la condition non locale. cette méthode a était utilisée par d’autres
chercheurs dans le cas ordinaire ( [28], [29], [35], [54], ) et le cas t- fractionnaire citons les tra-
vaux ( [39], [40]). Des résultats d’existence, d’unicité, et de la dépendance continue par rapport aux
données sont établis.
N.B. Les résultats de ce chapitre ont été publié dans le journal IJAMAS ; International Journal Of
Applied Mathematics and Statistics [62].

Le quatrième chapitre développe un modèle d’un problème inverse de diffusion pondéré frac-
tionnaire en temps avec terme source pour 0 < α < 1, le problème est le suivant :
Déterminer la solution {u(x, t), f(x)} de l’équation de sous diffusion

Dα
0+,tu(x, t)− uxx(x, t) = c(t)f(x); (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ], (0.8)

avec la condition initiale pondérée

lim
t−→0+

t1−αu(x, t) = ϕ(x), (0.9)

et les conditions aux bords
u(0, t) = u(1, t) = 0; t ∈ [0, T ]. (0.10)

Dα
0+,t est la dérivée fractionnaire en temps au sens de Riemann-Liouville pour 0 < α < 1 , f(x) est

le terme source inconnu ; ϕ(x) est la donnée initiale.
Pour déterminer le terme source f(x) d’une façon unique, on doit rajouter la condition intégrale

∫ 1

0
xu(x, t)dx = g(t); t ∈ [0, T ], (0.11)

avec g(t) une fonction donnée.
Dans la première étape, on considère le problème (0.8)-(0.10) comme un problème direct, ensuite
on détermine l’existence, l’unicité, et la régularité de sa solution faible, en utilisant le principe de
Duhamel et la méthode de Fourier de la séparation de variables.
La deuxième étape est dévouée à l’utilisation de la condition supplémentaire g(t) pour introduire
l’application input-output G(f) sur un certain espace H défini par

H =
{
f ∈ C1[0, 1] ∩H2(0, 1) : C1 < f(x) < C2

}
⊂ L2[0, 1].

Une fois l’application G(f) est définie, le problème inverse est réduit au problème de son inversion.
De plus, la donnée output g(t) peut être déterminer analytiquement par la représentation en séries,
ce qui implique la description explicite de l’application G(f).
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N.B Les résultats de ce chapitre ont été soumis pour publication dans le journal E.J.D.E ; Electronic
Journal of Differential Equations depuis Avril 2018.

Le choix d’une étude intensive des problèmes inverses est dicté par la richesse du sujet
aussi bien sur l’aspect théorique, que sur l’aspect pratique (motivation physique et techno-
logique).

Settara Loubna 8 ©2019.Univ. Annaba



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Le but de ce chapitre est de rappeler, des connaissances classiques et utiles, de même introduire
des éléments de la théorie du calcul fractionnaire sur lesquels s’appuient notre travail .

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Espaces L2

Soit (a, b) un intervalle dans R.
L2(a, b) est l’ensemble des fonctions de carré sommable sur (a, b).∫

[a,b]
|f(x)|2 dµ(x) <∞.

Remarque 1.1. L2(a, b) est un espace vectoriel de dimension ∞.
On peut munir L2(a, b) de la norme suivante :

‖f‖L2(a,b) =
(∫

(a,b)
|f(x)|2 dµ(x)

) 1
2

.

Proposition 1.1. [9] L’espace L2(a, b) muni de la norme ci-dessus est un espace de Banach. (Toute
suite de Cauchy converge vers un élément de cet espace vectoriel).

La norme ci-dessus dérive du produit scalaire

(f, g)L2(a,b) =
∫

(a,b)
f(x)ḡ(x)dµ(x).

9



1.1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Proposition 1.2. [9] L2(a, b) est un espace de Hilbert.

Définition 1.1. Soit (fn)n≥0 ∈ L2(a, b). On dit que cette suite de fonctions converge en moyenne
quadratique vers un élément f ∈ L2(a, b) si

lim
n−→∞

‖fn − f‖L2(a,b) = 0.

Proposition 1.3. [9] Soit (φn)n≥0 ∈ L2(a, b) tel que :

(1) (φn, φm)L2(a,b) = 0, si n 6= m.

(2) La seule g ∈ L2(a, b) telle que (g, φn)L2(a,b) = 0,∀n = 1, 2, ... est la fonction nulle.
Alors l’ensemble φ1, φ2, ... forme une base orthogonale de L2(a, b).

Espace AC

Une fonction f : [a, b] −→ R où C est dite absolument continue sur [a, b] si pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que pour tout n ≥ 1 et toute suite finie [a, b]; 1 ≤ i ≤ n de sous intervalles de [a, b]
d’intérieurs disjoints,

n∑
i=1
|bi − ai| ≤ ε =⇒

n∑
i=1
|f(bi)− f(ai)| ≤ δ.

On désigne par AC[a, b] = AC1[a, b] l’espace vectoriel de ces fonctions qui est un Banach pour la
norme uniforme.

Théorème 1.1. [37] Une fonction f : [a, b] −→ R ou C est absolument continue sur [a, b] si et
seulement s’il existe une fonction sommable ϕ ∈ L1(a, b) telle que f ′(x) = ϕ(x), p.p. x ∈ [a, b] c-à-d

f(x) = f(a) +
∫ x

a
ϕ(s)ds, x ∈ [a, b].

Pour n = 2, 3, ..., on définit l’espace ACn[a, b] comme suit :

ACn[a, b] =
{
f : [a, b] −→ K : f (n−1) ∈ AC[a, b] et f (k) ∈ C[a, b], k = 1, ..., n− 1

}
.

Lemme 1.1. [37] Une fonction f : [a, b] −→ C appartient à ACn[a, b] si et seulement si elle admet
la représentation suivante :

f(x) =
n−1∑
k=1

f (k)(a)
k! (x− a)k + 1

(x− t)n−1 f
n(t)dt, x ∈ [a, b].
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1.1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Espaces pondérés

L’espace pondéré Cγ [a, b], 0 ≤ γ < 1 est l’espace des fonctions définies sur (a, b] telles que
(t− a)γu(t) ∈ C[a, b] et qui est un Banach pour la norme

‖u(t)‖Cγ [a,b] = ‖(t− a)γu(t)‖C[a,b] .

De plus, on défini l’espace α− pondéré

Cαγ =
{
u ∈ Cγ [0, T ] : Dα

0+u ∈ Cγ [0, T ]; 0 ≤ γ < α < 1
}
,

muni de la norme ‖u‖Cαγ [0,T ] = max
(∥∥Dα

0+u
∥∥
Cγ [0,T ] , ‖u‖Cγ [0,T ]

)
.

Ici on peut prendre γ = 1− α.

Espaces de Sobolev

Soit Ω ⊂ Rd ouvert borné.

Définition 1.2. [9] L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),∃g1, ..., gd ∈ L2(Ω) tel que :

∫
Ω
u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω
giφ, ∀φ ∈ C∞c (Ω)

}
.

On pose ∂u

∂xi
= gi. C∞c (Ω) est l’espace des fonctions tests à support compact.

Nous avons les propriétés suivantes :
1. H1 muni de la norme suivante

‖u‖H1(Ω) = ‖u‖L2(Ω) +
d∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

2
,

est un espace de Banach.
2. H1(Ω) muni du produit scalaire suivant

< u, v >H1(Ω)=< u, v >L2(Ω) +
d∑
i=1

<
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi
>,

est un espace de Hilbert.

3. Normes équivalente :
(
‖u‖22 +

d∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

2

) 1
2

.
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4. Soit m ≥ 2 entier.

Hm(Ω) =
{
u ∈ Hm−1(Ω); ∂u

∂xi
∈ Hm−1(Ω)

}
,

=
{
u ∈ L2(Ω),∀α t.q |α| ≤ m,∃gα ∈ L2(Ω) t.q

∫
Ω
u∂αφ = (−1)|α|

∫
Ω
gαφ,∀φ ∈ C∞c (Ω)

}
.

On pose : ∂αu = gα.

Proposition 1.4. [9] Hm(Ω) sont des espaces de Banach pour la norme

‖u‖Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m
‖∂αu‖2 ,

et des espaces de Hilbert pour le produit scalaire

< u, v >Hm(Ω)=
∑

0≤|α|≤m
< ∂αu, ∂αv >L2(Ω) .

Définition 1.3. [9] H1
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

c (Ω) dans H1(Ω).

Proposition 1.5. [9] H1
0 (Ω) muni de la norme induite par H1(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.2.
1. Si Ω = d,H1

0 (Rd) = H1(Rd).
2. En général H1

0 (Ω) ⊂ H1(Ω).
3. H1

0 (Ω) est aussi la fermeture de C∞c (Ω).

Théorème 1.2. Soit Ω un ouvert de classe C1. Soit u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄). Alors :

u = 0 sur ∂Ω⇔ u ∈ H1
0 (Ω).

1.2 Analyse de Fourier

1.2.1 Problème de Sturm-Liouville

L’intérêt de ce problème est que dans le cas d’une E.D.P d’inconnue u(x, t) avec
x ∈ Ω ⊂ Rn, t ≥ 0, la méthode de Fourier mène à la résolution d’un problème à valeurs propres
du type Av(x) = −λv(x) et la solution sera déterminer sous forme de série de fonctions propres

v(x) =
∞∑
n=1

cnφn. Nous exposons le cas unidimensionnel pour simplifier.

On appelle problème régulier de Sturm-Liouville le problème d’inconnue v : [a, b] −→ R et λ ∈ R
sous des conditions aux limites homogènes :
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d

dx

[
p(x) d

dx
v(x)

]
+ q(x)v(x) = −λs(x)v(x),

a1v(a) + a2v
′(a) = 0, b1v(b) + b2v

′(b) = 0,

(1.1)

avec |a1| + |a2| 6= 0, |b1| + |b2| 6= 0, p(x) est différentiable, q(x), s(x) sont continues et p(x) > 0,
s(x) > 0, pour x ∈]a, b[. En général, la fonction poids s(x) = 1.

Les couples (λ, v) solutions de ce problème sont encore appelés respectivement valeurs propres et
fonctions propres du problème.

Un résultat très décisif pour la résolution de nombres d’E.D.P linéaires par séparation de variables
est le suivant : Les valeurs propres d’un problème de Sturm Liouville forment une suite réelle positive,
croissante divergeant vers l’infini alors que les fonctions propres forment une base orthogonale de
L2(a, b).

1.2.2 Les séries de Fourier

Les séries de Fourier trigonométrique sont une autre façon de représenter les fonctions périodiques.
C’est un cas spécial des séries généralisées sur R où les fonctions propres obtenues sont des sinus
et/ou cosinus. La construction d’une série solution d’une équation différentielle se ramène ainsi à la
construction des coefficients de Fourier correspondants.

Définition 1.4. [57] On appelle polynôme trigonométrique de degré inférieur ou égal à N, un
polynôme de la forme

SfN (x) =
N∑

n=−N
cn(f)einwx; w = 2π

h
,

où les nombres complexes cn(f) = 1
h

∫ h

0
f(x)e−inwxdx, sont dits coefficients de Fourier associés à

f : R −→ C une fonction h− périodique.

Remarque 1.3. La famille φn(x) = einwx, n ∈ Z est orthogonale.

Remarque 1.4. Nous pouvons aussi écrire

SfN (x) =
N∑
n=0

an cos(nωx) +
N∑
n=1

bn sin(nωx); an, bn ∈ R,

où on définit les coefficients de Fourier de f par les formules suivantes pour n ∈ N :

an = 2
h

∫ h

0
f(x) cos(nωx)dx, et bn = 2

h

∫ h

0
f(x) sin(nωx)dx.
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On peut aussi écrire la série de Fourier sous forme exponentielle

∑
n∈Z

cne
int = c0 +

∑
n≥1

(
cne

int + c−ne
−int

)
,

où
cn = an − ibn

2 ; c−n = an + ibn
2 ,

pour tout n ≥ 0.

Définition 1.5. [57] Soit f : R −→ C une fonction h périodique et continue par morceaux. On
appel coefficients de Fourier de f les nombres complexes

cn(f) = 1
L

∫ L

0
f(t)e−intdt; n ∈ Z,

où les nombres réels

an(f) = 1
π

∫ L

0
f(t) cos(nt)dt; bn(t) = 1

π

∫ L

0
f(t) sin(nt)dt, n ∈ N.

La série de Fourier de la fonction f est la série

∑
n∈Z

cn(f)eint = a0(f)
2 +

∑
n≥1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt)) .

Proposition 1.6. Supposons que la série
∑
n∈Z

cne
int soit uniformément convergente. Soit f(t) =

+∞∑
n=−∞

cne
int sa somme . Alors on a

cn = 1
L

∫ L

0
f(t)e−intdt.

Proposition 1.7. Soient cn(f);n ∈ Z coefficients de Fourier relatifs à f. Alors, si f, g ∈ L1(0, L),
on a : cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g), pour tout n ∈ Z.

Proposition 1.8. Si f ∈ Ck[0, L] telle que f (k) ∈ L2[0, L] alors les coefficients de Fourier de

f (k); k ≥ 1 vérifient cn(f (k)) =
(2iπn

L

)k
cn(f).

De plus, la série
∞∑

n=−∞
n2k |cn(f)|2 converge et lim

n−→ś∞

∣∣∣nkcnf ∣∣∣ = 0.
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Coefficient de Fourier d’une dérivée

Nous donnons ici les relations entre les coefficients de Fourier d’une fonction continue et de classe
C1 par morceaux et de sa fonction dérivée, ce résultat est fondamental dans toute les applications.

Théorème 1.3 (Formule de dérivation). [57] Soit f une fonction h− périodique, continue et de
classe C1 par morceaux, alors

cn(f ′) = incn(f), an(f ′) = nbn(f), bn(f ′) = −nan(f).

En particulier si f est une fonction continue et de classe C1 par morceaux, la série de Fourier de
f ′ ou d’une fonction continue par morceaux qui cöıncide avec f ′ là où elle est définie, s’obtient en
dérivant terme à terme la série de Fourier de f.

Lemme 1.2. [57] Soit f une fonction h− périodique définie sur R.

(i) Si f est continue et de classe C1 par morceaux, alors la suite de ses coefficients de Fourier
vérifie

cn(f)n−→∞ = 0
( 1
n

)
;

(ii) si f est de classe Ck et de classe Ck+1 par morceaux, alors la suite de ses coefficients de
Fourier vérifie

cn(f)n−→∞ = 0
( 1
nk+1

)
.

Convergence de la série de Fourier

Les questions qui se posent La série définie par
∑
n∈Z

cn(f)eint d’une fonction f est-elle définie ?,

convergente ?. Si oui, sa somme est -elle égale à la fonction f . La réponse est donnée par les résultats
suivants.

Proposition 1.9. [49] f ∈ L2(a, b), soit φ1, φ2, ... une base orthogonale de L2(a, b). Les coefficients
de Fourier de f sont :

Cn = (f, φn)
(φn, φn) ,

la série
∞∑
n=1

Cn(f)φn converge en moyenne quadratique vers f :

lim
p−→+∞

∥∥∥∥∥
p∑

n=1
Cn(f)φn − f

∥∥∥∥∥
L2(a,b)

= 0.
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Théorème 1.4 (Inégalité de Bessel). [57] Si f : R −→ C est h− périodique et intégrable (au
sens de Riemann) sur [−π, π] alors les coefficients de Fourier cn = 1

2L

∫ L

0
f(ψ)e−inψdψ respectent

l’inégalité
∞∑

n=−∞
|cn|2 ≤

1
2L

∫ h

0
|f(φ)|2 dφ.

Théorème 1.5 (Formule de Parseval). [49] Si f est continue par morceaux on a

+∞∑
n=−∞

|cn(f)|2 = |a0(f)|2

4 + 1
2

+∞∑
n=1

(
|an(f)|2 + |bn(f)|2

)
.

Théorème 1.6 (Théorème de Dirichlet). [57] Si f est de classe C1 par morceaux alors la série
de Fourier de f est simplement convergente et on a

+∞∑
n=−∞

cn(f)eint converge vers


f(t) si f est continue en t;

f(t+ 0) + f(t− 0)
2 si f n’est pas continue en t.

(1.2)

Si de plus f est continue alors la série de Fourier
∑
n∈Z

cn(f)eint est normalement, donc uniformément

convergente vers f(t).

Les notations f(x + 0) et f(x − 0) représentent respectivement les limites à droite et à gauche
de f au point x.
Un résultat important concernant la convergence uniforme d’une série de fonctions est le suivant :

Théorème 1.7 (Critère Weierstrass). [1] La série
∞∑
n=0

fn(x) est absolument et uniformément

convergente sur un ensemble S s’il existe une suite numérique Mn > 0, ∀n telle que

|fn(x)| ≤Mn. ∀x ∈ S,

et ∞∑
n=0

Mn <∞.

Dans le cas de la série de Fourier, on a : ∣∣∣cneinx∣∣∣ ≤ |cn| .
L’application de ce critère à une série de Fourier révèle que la série uniformément si la série numérique
∞∑

n=−∞
|cn| est convergente , i-e, si

∞∑
n=−∞

|cn| <∞.
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1.3 Transformée de Laplace

Définition 1.6. [57] La transformée de Laplace d’une fonction f(t) de la variable réelle t ∈ R+ est
formellement définie par :

Lf(s) =:
∫ ∞

0
e−stf(t)dt; s ∈ C, (1.3)

f(t) est appelée l’originale de Lf(s).

La transformée de Laplace d’une fonction n’existe que si l’intégrale (1.3) est convergente, pour
cela l’originale doit être d’ordre exponentiel γ, ce qui veut dire qu’il existe deux constantes M et T
telles que

|f(t)| ≤Meγt; t > T,

dans ce cas la transformée de Laplace existe pour <(s) > γ.

L’originale f(t) peut être reconstituée à l’aide de la transformée de Laplace inverse :

L−1(Lf)(x) = 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estLf(s)ds, c > γ.

Proposition 1.10. La transformée de Laplace est linéaire.

Définition 1.7. L’opérateur de convolution de Laplace de deux fonctions f(t) et g(t) définies sur
R+ est donné pour x ∈ R+ par

(f ∗ g)(x) :=
∫ x

0
f(x− t)g(t)dt.

Théorème 1.8. (Théorème de convolution) [57] Pour deux fonctions f(t), s(t) dont les transformées
de Laplace existent on a :

L(f ∗ g)(s) = Lf(s).Lg(s).

Proposition 1.11. [57] La transformé de Laplace de la dérivée d’ordre n ∈ N∗ de la fonction f(t)
est donnée par :

L(f (n))(s) = snLf(s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0+),

sous l’hypothèse d’existence des intégrales correspondantes.

1.4 Calcul fractionnaire

Les mathématiques sont l’art de donner des choses trompantes des noms.
La belle est mystérieuse appellation (à première vue) ”le calcul fractionnaire” est juste un de ces
termes mal appropriés qui sont l’essence des mathématiques.
Par exemple, nous connaissons de telles noms comme les nombres naturels et les nombres réels que
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nous utilisons très souvent ; réfléchissons un moment à ces noms. La notion d’un nombre naturel est
une abstraction naturelle, mais est-ce que le nombre est lui même naturel ?.

La notion d’un nombre réel est une généralisation de la notion d’un nombre naturel. Le mot réel
accentu qu’on prétend à ce qu’il reflète des quantités réelles. Les nombres réels reflètent des vraies
quantités, mais ceci ne peut changer le fait qu’elles n’existent pas. Tout est en ordre dans l’analyse
mathématique, et la notion d’ un nombre réel la facilite, mais si on veut calculer quelque chose, on se
rend compte immédiatement qu’il n’y a aucune place pour les nombres réels dans le vrai monde ; de
nos jours, de calculs sont exécutés la plupart du temps sur les calculateurs numériques, qui peuvent
fonctionner seulement avec les ensembles finis de fractions, qui servent à approcher d’irréels nombre
réel.

Retournons à l’appellation ”calcul fractionnaire”. Il ne signifie pas le calcul des fractions. Il ne
signifie pas non plus une fraction de n’importe quel calcul différentiel, intégral ou calcul de varia-
tions. Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d’intégrales et de dérivées d’ordre arbitraire,
qui unifient et généralisent les notions de différentiation d’ordre entier et d’intégration répétés n− fois.

Nous allons présenter des outils et des notions de base pour le calcul fractionnaire et qui aideront
pour mieux à suivre notre travail, et pour en savoir plus sur le sujet voir [37] et [61].

1.4.1 Fonctions spéciales

On entend par ”fonction spéciale” toute fonction qui n’est pas élémentaire (polynôme, fonction
trigonométrique, exponentielle, etc) ayant une grande importance et plusieurs applications.
Dans cette partie on en rappelle quelques unes qu’on aura besoin dans notre travail.

Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire, est la fonction Gamma qui est une généralisation
de la factorielle. Nous présentons ici quelques résultats :

Définition 1.8. [37] La fonction Gamma est définie par l’intégrale

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1dt; <(z) > 0, (1.4)

où tz−1 =: e(z−1)lnt.
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Figure 1.1 – Courbe représentative de la fonction Gamma

Lemme 1.3. [37] L’intégrale (1.4) est convergente pour tout z ∈ C avec <(z) > 0.

Théorème 1.9. [37] La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour z ∈ C \ Z−

Γ(z + 1) = zΓ(z),

en particulier, pour n ∈ N∗

Γ(n) = (n− 1)!.

2. On peut également représenter Γ(z) par la limite

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z + 1)....(z + n) , <(z) > 0.

La condition <(z) > 0 peut être étendue à z ∈ C \ Z−.

3. La fonction Γ(z) est analytique dans C \ Z−.

Fonction de Mittag-Leffler

Les fonctions de Mittag-Leffler représentent une généralisation de la fonction exponentielle, et
jouent un rôle important dans la résolution des équations différentielles fractionnaire linéaires à
coefficients constants.
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Définition 1.9. [37] Pour z ∈ C, la fonction de Mittag-Leffler Eα(z) est définie par :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1); (α > 0), (1.5)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée Eα,β(z) par :

Eα,β =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β) ; (α > 0, β > 0). (1.6)

�Les figures (1.2)-(1.3) ci-dessous montrent, le comportement de la fonction de Mittag-Leffler
à un et deux paramètres respectivement pour différentes valeurs de α et β.

Figure 1.2 – La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre

Figure 1.3 – La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres

La fonction Mittag-Leffler se réduit à des fonctions simples. Par exemple

¶ E1(z) = E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1) =
∞∑
k=0

xk

k! = ez.

· E1,2(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2) =
∞∑
k=0

zk

(k + 1)! = 1
z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)! = 1
z

(ez − 1).
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¸ E1,3(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3) = 1
z2

∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)! = 1
z2 (ez − z − 1).

¹ E2,1(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1) =
∞∑
k=0

z2k

(2k)! = cosh(z).

º E1/2,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k2 + 1)
= ez

2
erfc(−z),

où erfc(z) est la fonction d’erreur complémentaire :

erfc(z) = 2√
π

∫ ∞
z

e−t
2
dt = 1− erfc(−z); z ∈ C.

Dans le théorème suivant on a regroupé quelques propriétés des fonctions de Mittag-Leffler, qui
seront utiles pour notre analyse des équations différentielles fractionnaires.

Théorème 1.10. [37] La fonction Mittag-Leffler possède les propriétés suivantes :
1. C’est une fonction entière.
2. Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée vérifie :∫ ∞

0
e−ttβ−1Eα,β(ztα)dt = 1

1− z .

3. La transformée de Laplace est :
∫ ∞

0
e−sttαk+β−1E

(k)
α,β(±atα)dt = k!sα−β

(sα ∓ a)k+1 ; <(s) > |a|1/α,

où E(k)
α,β(x) = dk

dxk
Eα,β(x). En particulier pour α = β = 1

2 ,

∫ ∞
0

e−stt
1
2 (k−1)Ek1

2 ,
1
2
(±a
√
t)dt = k!

(
√
s∓ a)k+1 ; <(s) > a2.

4. Dérivation de la fonction de Mittag-Leffler d’ordre n ∈ N :

dn

dtn
(tβ−1Eα,β(λtα)) = tβ−n−1Eα,β−n(λtα).

5. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler∫ z

0
Eα,β(λtα)tβ−1dt = zβEα,β+1(λzα).

Cette relation est un cas particulier de l’égalité

1
Γ(µ)

∫ z

0
(z − t)µ−1Eα,β(λtα)tβ−1dt = zβ+µ−1Eα,β+µ(λzα); (β > 0, µ > 0).
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Corollaire 1.1. [37] Pour 0 < α < 1, t ∈ [0, T ];λ > 0, on a :

(1) 0 < Eα,α(−λtα) <∞ et lim
t−→0

Eα,α(−λtα) = 1
Γ(α) .

(2) tα−1Eα,α(−λtα), est une fonction complètement monotone et :

λtα−1Eα,α(−λtα) <∞;
∫ t

0
sα−1Eα,α(−λsα)ds <∞.

1.4.2 Intégration et dérivation fractionnaires

Le calcul fractionnaire est la branche de l’analyse mathématique, qui étudie la généralisation des
notions de dérivation et d’intégration à un ordre non entier, réel ou complexe, et qui rentre dans
le cadre plus générale des opérateurs pseudo-différentiels. Par ailleurs, plusieurs approches ont été
développées pour donner une signification à D(n)f(x) lorsque n ∈ R ou C.

Dans cette partie, nous avons choisi de présenter deux d’entre elles, à savoir l’approche de Riemann-
Liouville, et celle de Caputo, et on se restreint au cas réel.

Intégrale fractionnaire

Définition 1.10. [37] Soit α ∈ R∗+, l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α
est formellement définie par

Iαa f(x) := 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt; x > a, (1.7)

où Γ est la fonction Gamma(1.4) et −∞ ≤ a < x <∞.

Remarque 1.5. [37] Pour α = n ∈ N∗, Iαa cöıncide avec l’intégrale répétée n− fois de la forme

(Ina f)(x) =
∫ x

a
dt1

∫ t1

a
dt2...

∫ tn−1

a
f(tn)dtn = 1

(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1f(t)dt.

Lorsque a = −∞, Iαa est appelée intégrale fractionnaire au sens de Liouville, pour a = 0 elle est dite
intégrale fractionnaire de Riemann.
En générale Iαa est dite fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L).
Notons que la formule précédente reste valable lorsque a < x < b <∞.

Théorème 1.11. [37] Si f ∈ L1(a, b), avec a > −∞, alors Iαa f(x) existe pour presque tout
x ∈ (a, b) et l’on a Iαa ∈ L1(a, b).

Nous allons maintenant voir quelques aspects de l’opérateur d’intégration fractionnaire de R-L.
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Théorème 1.12. [37] Soient α, β > 0, pour toute fonction f ∈ L1(a, b), on a :

Iαa I
β
a f(x) = Iα+β

a f(x) = Iβa I
α
a f(x). (1.8)

Un deuxième résultat concernant l’interversion de la limite et de l’intégrale fractionnaire est donnée
par :

Théorème 1.13. [37] Soit α > 0, et soit (fk)∞k=1 une suite uniformément convergente de fonctions
continues sur [a, b] . Alors on peut intervertir l’intégrale fractionnaire de R-L et le signe limite comme
suit : (

Iαa lim
k→∞

fk

)
(x) =

(
lim
k→∞

Iαa fk

)
(x). (1.9)

En particulier, la suite (Iαa fk)
∞
k=1 est uniformément convergente.

Dérivation fractionnaire

Définition 1.11. [37] Pour α ∈ R+ et n ∈ N∗ tels que n− 1 ≤ α ≤ n; la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville (R-L) d’ordre α d’une fonction f est formellement définie par

Dα
a f(x) := DnIn−αa f(x) = 1

Γ(n− α)
dn

dxn

∫ x

a
(x− t)n−α−1f(t)dt; x > a, (1.10)

où Dn = dn

dxn
.

En particulier, pour α = m ∈ N, on a

D0
af(x) = DI1

af(x) = f(x),

Dm
a f(x) = Dm+1Im+1−m

a f(x) = Dm+1I1
af(x).

Donc la dérivée fractionnaire au sens de R-L cöıncide avec la dérivée usuelle pour α ∈ N.

+ Contrairement à la dérivée usuelle d’une fonction f(x) en un point qui ne dépend que de l’allure
de f(x) au voisinage restreint de ce point, la dérivée fractionnaire au sens de R-L d’ordre non-entier
dépend de toutes les valeurs de f(x) dans l’intervalle (a, x). On dit qu’elle est à caractère non local.
De plus, cette dérivée est une convolution à noyau singulier de la forme suivante :

Dα
0+f(t) = d

dt
I1−α

0+ f(t) = d

dt
(Φ1−α ∗ f) (t),

d’où
Dα

0+f(t) = d

d

∫ t

0

(t− s)−α

Γ(1− α) f(s)ds, 0 < α < 1,

qui aide sa manipulation par les outils de l’analyse de Fourier.
Le résultat suivant établi une condition suffisante d’existence de la dérivée fractionnaire Dα

a f.
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Proposition 1.12. [37] Soient α ≥ 0 et n = [α]+1. Si f ∈ ACn [a, b] , alors la dérivée fractionnaire
Dα
a f existe presque partout sur [a, b] , en plus elle est donnée par :

Dα
a f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)(x− a)k−α + 1
Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)
(x− t)α−n+1dt.

Proposition 1.13. [37] Si 0 < α < 1 et f ∈ AC [a, b] , alors

Dα
a f(x) = 1

Γ(1− α)

[
f(a)

(x− a)α +
∫ x

a

f ′(t)
(x− t)αdt

]
.

+ Une fonction possédant une dérivée fractionnaire de R-L n’est pas nécessairement continue.

Remarque 1.6. Si f ∈ Cγ [a, b], 0 < α < γ < 1; alors Iαa+f ∈ Cγ−α[a, b] et si f ∈ Cnγ [a, b] alors
Dα
a+f(t) existe pour t ∈]a, b].

Les problèmes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaires autorisent l’uti-
lisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent f(a), f ′(a), ...

Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville mène à des conditions initiales contenant les
valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville en la borne inférieure t = a, qui prend
la forme

Dα−k
a f(a) = bk; (k = 1, 2, ..., n),

où bk sont des constantes données.
Malgré le fait que des problèmes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent être

résolus mathématiquement, leur solutions sont pratiquement inutiles, car il n’y a aucune interprétation
physique pour de telle type de conditions initiales.

Ici, on observe le conflit entre la théorie mathématique bien établie et les besoins pratiques.
Une certaine solution pour ce conflit a été proposé par M.Caputo. La définition de Caputo peut

être écrite comme

Définition 1.12. [37] Soient α ≥ 0 et n ∈ N∗ telles que n = [α] + 1. On définit la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α de f : [a, b] −→ R par :

CDα
a+f(t) = Dα

a+

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

)
p.p, t > a.

Remarque 1.7. Pour 0 < α < 1, u ∈ C[0, T ], on a : CDa
0+u(t) = Da

0+ (u(t)− u(0)) ,

où Dα
a+ est la dérivée au sens Riemann-Liouville.

Théorème 1.14. [55] Soient α ≥ 0 et n ∈ N∗ telles que n = [α] + 1. Si f ∈ ACn[a, b], alors la
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dérivée de Caputo CDα
a f(t) est continue sur [a, b] et admet la représentation intégrale suivante :

CDα
a+f(t) = In−αa+ Dnf(t) = 1

Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−1f (n)(s)ds; t ∈ [a, b].

Pour 0 < α < 1, on a : CDα
a+f(t) = I1−α

a+ Df(t).

L’avantage principal de l’approche de Caputo est que les conditions initiales des équations
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour les
équations differentielles d’ordre entier, i.e. ; contient les valeurs limites des dérivées d’ordre entier des
fonctions inconnues en la borne inférieure t = a.

Propriétés importantes

Nous nous intéressons dans cette partie aux propriétés d’intégration et de différentiation fraction-
naire, lesquelles sont plus souvent utilisées dans les applications.

Lemme 1.4. [55] Soit α > 0 et f ∈ L1(0, T ), alors l’égalité

Dα
a I

α
a f(t) = f(t), (1.11)

est vraie pour presque tous t ∈ (0, T ).

Théorème 1.15. [37] Soient α, β > 0 tels que n− 1 ≤ α < n,m− 1 ≤ β < m(n,m ∈ N∗), alors
on a

a) Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1(a, b) la relation

Dβ
a (Iαa f)(t) = Iα−βa f(t),

est vraie presque partout sur (a, b).
b) Si β ≥ α > 0 et si la dérivée fractionnaire Dβ−α

a f existe, alors on a

Dβ
a (Iαa f)(t) = Dβ−α

a f(t).

c) S’il existe une fonction ϕ ∈ L1(0, T ) telle que f = Iαa ϕ, alors

IαaD
α
a f(t) = f(t),

pour presque tout t ∈ (0, T ).
d) Si f ∈ L1(0, T ) et In−αa f ∈ ACn[0, T ], alors l’égalité

IαaD
α
0 f(t) = f(t)−

n∑
k=1

Dn−k[In−α0 f ](0)
Γ(α− k + 1) tα−k,
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est vraie presque partout sur [0, T ]. En particulier pour 0 < α < 1,

IαaD
α
a f(t) = f(t)− tα−1

Γ(α)I
1−α
a f(0).

e) Pour α > 0, n ∈ N∗, telles que n = [α] + 1, et f ∈ C[0, T ], on a

CDα
0+Iα0+f(t) = f(t); t ∈ [0, T ].

Si f et CDα
0+f ∈ C[0, T ], on a

Iα0
CDα

0 f(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0+)
k! tk, t ∈ [0, T ].

En particulier, pour 0 < α < 1, on a Iα0 CDα
0 f(t) =

(
f(t)− f(0+)

)
.

* Si f ∈ Cn[0, T ] alors CDα
0 f ∈ C[0, T ].

Théorème 1.16. [37] Pour une suite de fonctions (fi(t))i∈N définies sur (a, b], supposons que les
conditions suivantes sont remplies pour α > 0 :

(i) Les dérivées Dα
a+fi(t); i ≥ 0; t ∈ (a, b] existent.

(ii) Les séries
∞∑
i=1

fi(t) et
∞∑
i=1

Dα
a fi(t) convergent uniformément sur [a+ ε, b]; ε > 0.

Alors la fonction définie par la série
∞∑
i=1

fi(t) est α différentiable est satisfait,

Dα
a

∞∑
i=1

fi(t) =
∞∑
i=1

Dα
a fi(t); t ∈ (a, b].

*Pour la dérivée au sens de Caputo, le théorème 1.16 est vrai sur [a, b].

Proposition 1.14. [37] pour λ ∈ R, 0 < α < 1, on a
(i) Dα

a (t− a)α−1Eα,α(λ(t− a)α) = λ(t− a)α−1Eα,α(λ(t− a)α).

(ii) CDα
0Eα(λ(t− a)α) = λEα(λ(t− a)α).

Lemme 1.5. [37] Soient 0 < α < 1, f ∈ L1(0, T ) et K(t) admet une dérivée K ′(t) presque partout
sur (0, T ), alors pour tout t ∈ (0, T ),

Dα
0+

∫ t

0
f(s)K(t− s)ds =

∫ t

0
f(t− s)Dα

0+,sK(s)ds+ f(t) lim
s−→0+

I1−α
0+,sK(s). (1.12)

Afin de souligner la différence entre la forme des conditions initiales lesquelles doivent accompagner
des équations differentielles en termes des dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo, rappelons les
formules de transformées de Laplace correspondantes pour le cas t = 0.
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Proposition 1.15. [37] Soient α > 0, n = [α] + 1 et f(t) ∈ L1(0, b) pour tout b > 0.

1. Si f admet une transformée de Laplace, alors la transformée de Laplace pour l’intégrale
fractionnaire au sens R-L de f est donnée par

L(Iα0 f)(s) = s−αLf(s).

2. Si f ∈ ACn[0, b], pour tout b > 0, alors la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
au sens de R-L de f est

{L(Dα
0 )} (s) = sα (Lf) (s)−

n−1∑
k=0

skDn−k−1In−α0 f(0+).

Sous la condition que f ait une transformée de Laplace.

3. Soient α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ Cn[0, b]. La transformée de Laplace de CDα
0 f est donnée

par

L
(
CDα

0 f
)

(s) = sαLf(s) +
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0+).

La méthode de la transformée de Laplace est fréquemment utilisée pour la résolution des
problèmes appliqués. Pour choisir la formule appropriée de la transformée de Laplace, il est important
de comprendre quel type de définition de dérivée fractionnaire (en d’autres termes, quel type de
conditions initiales ) doit être utilisé.

1.5 Les équations différentielles fractionnaires d’ordre 0 < α < 1

Une équation différentielle fractionnaire (E.D.F), est une relation fonctionnelle, qui fait intervenir
une fonction inconnue u et un nombre fini de ses dérivées fractionnaires, et éventuellement des
dérivées ordinaires. Nous nous intéressons au cas qui nous seront utiles pour 0 < α < 1.

1.5.1 E.D.F avec dérivées aux sens de Riemann-Liouville

Si la dérivée est au sens de R-L, nous associons à l’équation différentielles une condition initiales
de la forme Dα−1

a u(a+) = c, valeur donnée qui doit être comprise dans le sens

Dα−1
a+ u(a+) = lim

t−→a+
Dα−1
a+ u(t) = I1−α

a+ u(a).

Nous pouvons utiliser une autre forme de condition initiale qui est lim
t−→a+

(t − a)1−αu(t) = u0 et le
problème de Cauchy sera dit pondéré.
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Théorème 1.17. [37] Soient 0 < α < 1,Ω un ouvert de R et F :]a, b] × Ω −→ R, telle que
F (., u) ∈ L1(a, b), pour tout u ∈ Ω et est lipschitzienne pour la deuxième variable. Alors, la solution
u ∈ L1(a, b) existe et vérifie p.p, le problème non linéaire de Cauchy d’ordre fractionnaire suivant :

D
α
a+u(t) = F (t, u(t)); t > 0,

Dα−1
a+ u(a+) = c; c ∈ R,

(1.13)

si et seulement si, elle satisfait l’équation intégrale suivante :

u(t) = c

Γ(α)(t− a)α−1 + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1F (t, u(t))ds. (1.14)

Remarque 1.8. Nous obtenons la solution en supposant que u(t) est une solution de l’équation
intégrale (1.13) que l’on écrit sous la forme

u(t) = c

Γ(α)(t− a)α−1 + Iαa+F (t, u(t)). (1.15)

On applique l’opérateur Dα
a+ aux deux membres de l’équation (1.15), on déduit immédiatement que

u(t) est solution du problème (1.13).

Remarque 1.9. Cette existence peut avoir lieu aussi dans Cγ [a, b], 0 < 1 − α ≤ γ < 1 pour
F (t, u) ∈ Cγ [a, b] dans le sens où u ∈ Cγ [a, b] et Dα

a+u ∈ Cγ [a, b].

Théorème 1.18. [37] Le problème de Cauchy fractionnaire pondéré :
Dα

0+,tu(t) = λu(t); 0 < α < 1, t ∈ [0, T ]; λ ∈ R∗,

lim
t−→0+

t1−αu(t) = c,
(1.16)

admet une solution unique u ∈ Cα1−α[0, T ] donnée par u(t) = cΓ(α)tα−1Eα,α(λtα) ∈ Cα1−α[0, T ].

Remarque 1.10. Pour 0 < α < 1, t ∈ [0, T ], u ∈ C1−α[0, T ]; alors lim
t−→0+

t1−αu(t) = c est équivalent
à lim
t−→0+

I1−α
0+ u(t) = cΓ(α).

En procédant de la même façon on peut avoir le résultat suivant.

Théorème 1.19. [37] Soient 0 < α < 1 et f :]a, b] −→ R, telle que f ∈ Cγ [a, b](L1(a, b)), 0 <
1− α ≤ γ < 1. La fonction u ∈ Cγ [a, b], solution du problème de Cauchy fractionnaire suivant :

D
α
a+u(t)− λu(t) = f(t); pour a < t ≤ b; λ ∈ R,

Dα−1
a+ u(a+) = c; c ∈ R,

(1.17)
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est unique telle que Dα
a+u ∈ Cγ [a, b](L1(a, b)) et est donnée par :

u(t) = c(t− a)α−1Eα,α(λ(t− a)α) +
∫ t

a
(t− s)α−1Eα,α(λsα)f(s)ds; x ∈ [a, b]. (1.18)

Remarque 1.11. L’obtention de ce résultat passe par l’utilisation de la transformée de Laplace
comme dans le cas ordinaire. Pour plus de détails voir [61].

1.5.2 E.D.F avec dérivées aux sens de Caputo

Dans ce cas, nous avons des conditions initiales classiques u(a+) = c, pour l’ordre 0 < α < 1.
L’espace fonctionnel est C[a, b] avec même hypothèse sur F. Alors, la fonction u ∈ AC[a, b] est
solution du problème non linéaire si et seulement si elle satisfait l’équation intégrale

u(t) = c+ Iαa+F (t, u(t)), t ∈ [a, b]. (1.19)

. Si la solution est dans C[a, b], alors CDα
a+u ∈ C[a, b].

Pour le cas linéaire où F (t, u) = λu(t) + f(t), pour f ∈ C[a, b], la solution u est donnée dans
AC[a, b] par

u(t) = cEα(λ(t− a)α) +
∫ t

a
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)f(s)ds, t ∈ [a, b]. (1.20)
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CHAPITRE 2

PROBLÈMES DE DIFFUSION ET DE SOUS-DIFFUSION
LINÉAIRES

L’objectif de cette partie, est de traiter des équations de diffusion et de sous diffusion qui sont
des équations d’ordre fractionnaire 0 < α ≤ 1 en temps, munies de conditions initiales et aux bord
en utilisant les résultats classiques et des propriétés du calcul fractionnaire.

2.1 Problèmes de diffusion linéaires

Décrivons le phénomène de la diffusion, par exemple de la chaleur à travers un corps, ou bien d’un
colorant dans un liquide au repos. Dans les deux cas le principe physique est le même, et porte le
nom de Loi de Fourier : le flux de chaleur est dirigé de la région chaude à la région froide, et son
intensité est proportionnelle au gradient de température.

De plus la chaleur ne peut être perdue qu’à travers les éventuelles parois du récipient. On se limite
encore une fois à la diffusion de la chaleur le long d’un axe. La loi de conservation de la quantité
totale donne alors avec celle de Fourier, l’équation de la chaleur dans sa forme la plus simple,

∂tu(t, x) = k∂2
xxu(x, t), (2.1)

où k est le coefficient de conductivité qui dépend du matériau utilisé.

2.1.1 Conditions aux limites naturelles et problèmes bien posés

Si les problèmes de diffusion sont définis sur un domaine spatial borné de frontière régulière, alors
l’inconnu est soumis en plus de la condition initiale à différentes conditions aux bords.
1. Les conditions de Dirichlet : correspondant à imposer une température constante sur les bords
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2.1. PROBLÈMES DE DIFFUSION LINÉAIRES

du milieu Ω.
u(x, t) = g(x), ∀x ∈ ∂Ω, ∀t ≥ 0.

2. Les conditions de Neumann : correspondent à imposer un flux de chaleur sur les bords du milieu
Ω. Si on veut isoler le milieu, il suffit d’imposer un flux nul.

∇u(x, t).nx = ∂u(x, t)
∂nx

= h(x, t), ∀x ∈ ∂Ω, ∀t ≥ 0.

3. Les conditions mixtes (Robin) faisant intervenir à la fois la valeur de la solution sur le bord
et sa dérivée normale ainsi, ces conditions peuvent être utilisées , par exemple, pour modéliser
grossièrement un processus de radiation linéaire.

au(x, t) + b
∂u

∂n
(x, t) = k(x), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

Par contre, pour fermer le système une condition supplémentaire doit être ajoutée sur tout le domaine
Ω qui est une condition initiale en temps, soit :

u(x, t = t0) = u0(x), ∀ ∈ Ω, t0 ∈ R+.

L’équation de la chaleur avec terme source dans R3 régit, entre autre, l’évolution de la température
u en un point (x, y, z) d’un domaine Ω au cours du temps t en présence d’une source de chaleur
volumique définie par f.

C’est cette même équation qui décrit l’évolution de la concentration d’un produit dans un solvant
(d’où le nom d’équation de la diffusion).

L’étude mathématique de l’équation unidimensionnelle (c.à.d dans R) va permettre de dégager,
dans un cas simple, les propriétés des problèmes regroupés sous le vocable de problèmes parabo-
liques.
On se propose de résoudre le problème suivant

ut = a2uxx; t > 0; 0 < x < l,

u(0, t) = u(l, t) = 0; t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x); 0 ≤ x ≤ l,

(2.2)

qui modélise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur finie l dont les extrémités sont
maintenues à la température 0. Ici u(x, t) désigne la température de la tige au point x à l’instant t.
Les relations de compatibilité entre les conditions initiales u(0, t) = u(l, t) = 0 et la condition initiale
u(x, 0) = ϕ(x) sont ϕ(0) = ϕ(l) = 0.
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Par l’analyse de Fourier, le problème (2.2) aboutit au problème spectral suivant
∆X(x) + λX(x) = 0; 0 < x < l,

X(0) = X(l) = 0.
(2.3)

C’est un problème de Sturm-Liouville : Il s’agit de trouver les valeurs de λ dites valeurs propres pour
lesquelles le problème (2.3) admet des solutions non triviales (c’est à dire non identiquement nulles),
dites fonctions propres.
Les solutions du problème de Sturm-Liouville (2.3) sont

λk =
(
kπ

l

)2
, Xk(x) = sin kπx

l
avec k = 1, 2, .... (2.4)

Les coefficients de Fourier correspondants à ce problème sont solutions du problème

T ′(t) + a2λT (t) = 0; t > 0, (2.5)

données par

Tk(t) = Akexp

(
−
(
kπa

l

)2
t

)
; avec Ak ∈ R.

Par conséquent, la solution est la série de Fourier suivante :

u(x, t) =
+∞∑
k=1

Akexp

(
−
(
kπa

l

)2
t

)
sin kπx

l
, (2.6)

dont on doit alors étudier la convergence et la régularité.
Si de plus la solution vérifie la condition u(x, 0) = ϕ(x) on a

ϕ(x) = u(x, 0) =
+∞∑
k=1

Ak sin kπx
l
. (2.7)

Ce qui n’est autre que la série de Fourier de ϕ(x) et les Ak sont ses coefficients de Fourier donnés
par :

Ak(ϕ) = ϕk = 2
l

∫ l

0
ϕ(x) sin nπx

l
dx. (2.8)

Remarque 2.1. La série (2.6) converge uniformément vers la solution u(x, t) dans L2[0, l]. De même
dans C ([0, l]× [0, T ]) selon le critère de Weierstrass puisque on a

sup
(x,t)∈[0,T ]×[0,l]

|u(x, t)| ≤
+∞∑
k=1
|ϕk| ,

cette dernière série converge si ϕk(x) est continue, ϕ′k(x) est continue par morceaux et ϕ(0) =
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ϕ(l) = 0.

En conclusion on a le résultat suivant

Proposition 2.1. [37] La solution du problème (2.2) existe dans C2,1 (]0, l[×]0, T [)∩C ([0, l]× [0, T ])
est donnée par (2.6) où les constantes Ak sont définies par les formules (2.8), et ϕ ∈ C4[0, l].

Unicité de la solution

Soit u une solution de l’équation de diffusion, et soit l’énergie du problème définie par E(t) =
1
2

∫ L

0
|u(x, t)|2 dx, alors d’après le théorème de dérivation sous le signe intégrale,

E′(t) =
∫ L

0
u(x, t)∂u

∂t
(x, t)dx

=
∫ L

0
u(x, t) ∂

2

∂x2 (x, t)dx

=
[
u(x, t)∂u

∂x
(x, t)

]L
0
−
∫ L

0

∂u

∂x
(x, t)∂u

∂x
(x, t)dx.

Si la condition au bord est une condition de Dirichlet homogène (ou de Neumann homogène) la
relation ci-dessus que E′(t) est une quantité négative, par suite E(t) est une quantité positive
décroissante dans le temps.
Cette propriété qui représente la dissipation de l’énergie assure l’unicité de la solution.

Équation de diffusion avec un terme source

Dans le cas d’une équation de diffusion non homogène sur Ω× R+ avec Ω =]0, l[:
ut − a2uxx = f(x, t); (x, t) ∈ Ω× R+,

u(0, t) = u(l, t) = 0; t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x); x ∈ Ω.

(2.9)

f(x, t) est une fonction donnée dite terme source. Il est encore possible d’utiliser la même technique.
La première étape se fait aussi pour f(x, t) = 0. On obtient les mêmes valeurs et fonctions propres
associées(2.4). Pour la deuxième étape, on décompose le terme source selon la base Xk(x)n≥1 de
L2[0, l] en la série de Fourier f(x, t) =

∑
k≥1

fk(t)Xk(x) où les coefficients de Fourier de f(x, t) sont

données par
fk(t) = < f(x, t), Xk(x) >

< Xk(x), Xk(x) > = 2
l

∫ l

0
f(x, t) sin kπx

l
dx. (2.10)
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On obtient en remplaçant
∑
k≥1

Xk(x)Tk(t) dans l’e.d.p du problème (2.2)

∑
k≥1

(
T ′k(t) + a2λkTk(t

)
= Xk(x) =

∑
k≥1

fk(t)Xk(x).

On déduit en y appliquant le produit scalaire les équations différentielles pour k ≥ 1T
′
k(t) + λka

2Tk(t) = fk(t); t > 0,

Tk(0) = ϕk,
(2.11)

où la condition initiale est obtenue à partir de (2.1.1). La résolution de (2.11) donne

Tk(t) = ϕkexp−
(
a2λkt

)
+
∫ t

0
exp−

(
a2λk(t− s)

)
fk(s)ds.

En conclusion on a le résultat suivant

Théorème 2.1. [37] La solution du problème de Dirichlet non homogène(2.9) existe dans C2,1 (Ω×]0, T [)∩
C
(
Ω× [0, T ]

)
pour f, ϕ ∈ C4

(
Ω× [0, T ]

)
et prend la forme

u(x, t) =
∑
k≥1

ϕkexp(−a2λkt)Xk(x) +
∑
k≥1

∫ t

0
exp(−a2λk(t− s))fk(s)dsXk(x), (2.12)

où ϕk et fk(t) sont définies respectivement par (2.1.1) et (2.10) ; pour λk et Xk(x); k ≥ 1 définies
par (2.4).

Proposition 2.2. [37] Pour ϕk ∈ L2(Ω) et f ∈ C(R+,L2(Ω)) le problème (2.9) admet une unique
solution faible u ∈ C

(
R+,L2(Ω)

)
, donnée par (2.12). De plus,

‖u(., t)‖L2(Ω) ≤ ‖ϕ‖L2(Ω) +
∫ t

0
‖f(., s)‖L2(Ω) ds.

2.2 Problèmes de Sous-diffusion linéaires

Ce n’est que lors des dernières décennies que le calcul fractionnaire a connu le plus d’intérêt et ses
applications se sont le plus diversifiées. L’une des applications les plus réussies et les plus concrètes
est de caractériser les phénomènes de diffusion anormaux comme la diffusion des contaminants dans
les eaux souterraines (voir figure 2.1) et pour plus de détails voir [51].

En effet, une diffusion normale où le déplacement a un comportement linéaire par rapport au
temps est gérée par le modèle de l’équation de diffusion

∂

∂t
u− k∆u = f.
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Ils existent des problèmes qui sont mal-interprétés par cette équation comme l’encre dans une photo-
copieuse ; le mouvement des électrons dans les semi-conducteurs. C’est une diffusion anormale que
le modèle d’équation fractionnaire en temps

∂α

∂tα
u− k∆u = f,

modélise mieux. Nous avons alors deux types de diffusion : si 1 < α < 2, le mouvement est rapide
et la diffusion dite Sur-diffusion et si 0 < α < 1, le mouvement des particules est lent et la diffusion
est dite Sous-diffusion à laquelle nous nous intéressons dans ce travail.

Illegal dumping

WasteGroundwater flow

Base rock

Underground 
storage

Pore size of soil：
Micro scale (about 100μm）

Field: Macro scale(100m-10ｋｍ）

Ocean

© 2009 Nippon Steel Corporation. All Rights ReservedDr. Yuko Hatano, Department of Risk Engineering, University of Tsukuba

Issues Seen by Academia Engineering Researchers
“The Prediction of the Progress of Soil Contamination”

1

Figure 2.1

2.2.1 Équation de sous-diffusion sur un segment

Par manque de bibliographie nous allons nous satisfaire de résultats pris d’un article [46].
CDα

0+,tu(x, t) = Lu+ F (x, t); (x, t) ∈ G = Ω× (0, T ),

u(x, t) = v(x, t); (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ] ,

u(x, 0) = u0(x); x ∈ Ω.

(2.13)

Le domaine Ω est ouvert et borné dans Rn, avec ∂Ω la frontière du domaine Ω et Ω sa fermeture.
L’opérateur L est en fait un opérateur différentiel elliptique linéaire du second ordre,

L(u) =
n∑
k=1

p(x)∂
2u

∂x2
k

= p(x)∆u; p ∈ C1(Ω), p(x) > 0, x ∈ G.

Définition 2.1. On appelle solution classique du problème (2.13) une fonction u(x, t) qui est définie
sur le domaine GT : Ω × [0, T ] et appartient à l’espace C2,1

x,t (G) := C(G) ∩
[
W (0, T ) ∪ C2(Ω)

]
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satisfait l’EDP, les conditions initiales et aux bords du problème (2.13).
W (0, T ) est l’espace des fonctions f ∈ C1(0, T ] tel que f ′ ∈ L1(0, T ).

Remarque 2.2. L’espace a un sens s’il est ainsi défini C2,1
x,t (G) := C(G) ∩

[
W (0, T )× C2(Ω)

]
Si le problème (2.13) possède une solution classique, les fonctions F, u0 et v, doivent appartenir

aux espaces C(G), C(Ω) et C (∂Ω× [0, T ]) , respectivement.
Le principe du maximum est basée sur le résultat sur les extrémums pour la dérivée fractionnaire
de Caputo suivant :

Théorème 2.2. Soit 0 < α < 1 et une fonction donnée f ∈ C[0, T ] avec CDα
0+ ∈ C[0, T ]. Si f(t)

atteint son maximum sur [0, T ] en t0 ∈ ]0, T ] , alors CDα
0+f(t0) ≥ 0.

Soit alors le principe du maximum pour le problème (2.13).

Théorème 2.3. Soit la fonction u ∈ C2,1
x,t (G) une solution de l’équation de diffusion fractionnaire

en temps (2.13) avec F (x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ G. Alors, soit u(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ G ou la fonction u

atteint son maximum positif sur les parties de S =
(
Ω× 0

)
∪ (∂Ω× [0, T ]) la frontière du domaine

ΩT , c’est-à-dire,
u(x, t) ≤ max

(x,t)∈S
u(x, t), ∀(x, t) ∈ G. (2.14)

Solution classique
Le principe du maximum ne peut pas servir d’obtenir l’existence de la solution mais si elle existe

il est appliqué pour montrer l’unicité et la stabilité de la solution du problème (2.13).

Remarque 2.3. L’unicité de la solution classique découle immédiatement du fait que le problème
(2.13) pour F = 0, u0 = 0 et v = 0; ne possède qu’une seule solution classique, u(x, t) = 0, (x, t) ∈
G.

Théorème 2.4. Soit u une solution classique du problème (2.13) et F ∈ C(G) telle que ‖F‖C(G) =
M. Alors, on a l’estimation suivante :

‖u‖C(Ω) ≤ max {M0,M1}+ Tα

Γ(1 + α)M ; (2.15)

où M0 = ‖u0‖C(Ω) ,M1 = ‖v‖C(∂Ω)×[0,T ] .

Présentons maintenant le résultat de stabilité important suivant.

Théorème 2.5. Si le problème (2.13) possède au plus une solution classique. Cette solution dépend
continument des données du problème dans le sens où si∥∥∥F − F∥∥∥

C(G)
≤ ε; ‖u0 − u0‖C(Ω) ≤ ε0; ‖v − v‖C(∂Ω×[0,T ]) ≤ ε1,
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2.2. PROBLÈMES DE SOUS-DIFFUSION LINÉAIRES

alors
‖u− u‖C(G) ≤ max {ε0, ε1}+ Tα

Γ(1 + α)ε, (2.16)

pour les solutions classiques correspondantes u et u.

La résolution du problème inverse passe en général par une étape initiale de modélisation du
phénomène, dite problème direct qui décrit comment les paramètres du modèle se traduisent en
effets observables. Ensuite, à partir des mesures expérimentales obtenues sur le phénomène réel, la
démarche consister à valider le modèle par résolution du problème inverse.

A titre d’exemples, nous allons présenter des résultats obtenus par Zhidong Zhang dans [70] dans
un cadre plus précis, concernant le problème de sous -diffusion suivant :

CDα
0+,tu(x, t)− a(t)uxx(x, t) = 0; 0 < t ≤ T, 0 < x ≤ 1,

u(x, 0) = 0; 0 < x ≤ 1,

u(1, t) = 0, u(0, t) = f(t); 0 < t ≤ T ; f(0) = 0.

(2.17)

a(t), f(t) des fonctions données. Par le changement suivant v(x, t) = u(x, t) + (x − 1)f(t) qui est
solution du problème

CDα
0+,tv(x, t)− a(t)uxx(x, t) = (x− 1) CDα

0+,tf(t); 0 < t ≤ T ; 0 < x ≤ 1,

v(1, t) = v(0, t) = 0; 0 < t ≤ T,

v(x, 0) = 0; 0 < x ≤ 1.

(2.18)

Ils ont établi la représentation spectrale, l’existence, l’unicité et certains résultats de régularité
pour v(x, t) solution faible du problème (2.18). Sous les hypothèses suivantes

(H1) f(t) et CDα
0+ sont continues et positives sur [0, T ] avec f(0) = 0.

(H2) a(t) est continue et strictement positive sur [0, T ].
v(x, t) peut s’écrire comme une décomposition suivant la base sinnπx : n ≥ 1 ainsi

v(x, t) =
∞∑
n=1

vn(t) sinnπx, (2.19)

telle que vn(t) sont solutions des E.D.F suivantes

CDα
0+vn(t) = −a(t)n2π2vn(t)− 2

nπ

C

Dα
0+f(t), vn(0) = 0, n ≥ 1. (2.20)

Le résultat d’existence et d’unicité est le suivant :

Lemme 2.1. Sous les hypothèses (H1)− (H2), le problème (2.18), admet une solution faible unique
v(x, t) représentée par (2.19) avec vn,C Dα

0+vn ∈ C[0, T ] pour chaque n ≥ 1.
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Deux résultats concernant la non positivité et la croissance de vn(t) qui influent sur la régularité
de v(x, t) sont aussi présentés.

Lemme 2.2. Supposons que les hypothèses (H1)− (H2) soient vraies, alors il existe une constante
positive C telle que

‖v‖C([0,T ],L2[0,1]) ≤ C ‖f‖C[0,T ] . (2.21)

La régularité de vxx et CDα
t v(x, t) est aussi assez importante.

Corollaire 2.1. Supposons que les hypothèses (H1) − (H2) soient vraies, alors ils existent deux
constantes positives ca, Ca; dépendant du coefficient a(t) telle que :

(i) ‖vxx‖C([0,T ],L2[0,1]) ≤ ca
∥∥∥CDα

0+f
∥∥∥
C[0,T ]

.

(ii)
∥∥∥CDα

0+,tv
∥∥∥
C([0,T ],L2[0,1])

≤ Ca
∥∥∥CDα

0+f
∥∥∥
C[0,T ]

.

Ces résultats garantissent que le problème (2.18) soit bien posé dans L2(0, 1).

Pour en savoir plus sur ce thème voir [49].
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CHAPITRE 3

DÉTERMINATION D’UN TERME SOURCE INCONNU
DÉPENDANT DU TEMPS ET D’UNE SOLUTION CLASSIQUE

POUR UN PROBLÈME DE SOUS-DIFFUSION INVERSE

Il y a peu de travaux qui considère les problèmes inverses pour une équation différentielle frac-
tionnaire en temps. Mentionnons que, J.Cheng et al., dans leur article [12] ont considéré le problème
inverse pour déterminer l’ordre de la dérivée fractionnaire et le coefficient de diffusion, pour l’équation
de diffusion en dimension un, avec la dérivée fractionnaire en temps au sens de Caputo. Les auteurs
ont prouvé l’unicité de l’ordre fractionnaire et du coefficient de diffusion indépendant du temps ; en se
basant sur le développement de la solution suivant les fonctions propres du problème et l’utilisation
de la théorie de Gelfand -Levitan .

Nous rencontrons dans la littérature différents problèmes de ce genre, citons sur ce sujet le travail
de M.Kirane et M.Salmane [39]où ils ont traité un problème inverse qui consiste à déterminer le
terme source (indépendant du temps) d’une façon unique, pour l’équation de diffusion fractionnaire :

Dα
0+,t (u(x, t)− u(x, 0))− uxx(x, t) = f(x); (x, t) ∈ QT := (0, 1)× [0, T ],

u(x, 0) = ϕ(x); u(x, T ) = ψ(x); x ∈ [0, 1],

ux(1, t) = ux(0, t); u(1, t) = 0; t ∈ [0, T ].
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3.1. ÉTAT D’ART DU PROBLÈME

Alors que, T.S.Aleroev, M.Kirane et S.A.Malik dans [1] les auteurs ont considéré un problème inverse
bien posé avec terme source pour l’équation de diffusion fractionnaire

Dα
0+(u(x, t)− u(x, 0))− %uxx(x, t) = F (x, t) = a(t)f(x, t); (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ],

u(x, 0) = ϕ(x); x ∈ (0, 1),

u(0, t) = u(1, t); ux(1, t) = 0; t ∈ (0, T ],

où Dα
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville pour 0 < α < 1, ϕ(x) est la

température initiale, leur problème inverse consistait à déterminer le couple {u(x, t), a(t)}. Ils ont
démontré l’existence de la solution par la méthode de Fourier et un système bi-orthogonal pour
former une base de Riesz dans L2(0, 1). Par contre l’unicité a été prouvé par le théorème du point
fixe de Banach.

Le suivi de ces travaux a donné naissance au travail, qui comprend des résultats présentés dans
l’article [62], et qui consistent en la recherche de la solution classique et du terme source inconnu
dépendant du temps pour un problème de diffusion inverse fractionnaire en temps, avec un terme de
contrôle.

3.1 État d’art du problème

3.1.1 Position du problème

Dans notre cas, nous considérons l’équation aux dérivées partielles fractionnaire en temps suivante :

Dα
0+,t(u(x, t)− u(x, 0)) = uxx(x, t) + a(t)u(x, t) + c(t)F (x, t); (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ], (3.1)

soumise à la condition initiale
u(x, 0) = ϕ(x); x ∈ [0, 1], (3.2)

et les conditions aux bords non-locales

u(0, t) = u(1, t); ux(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (3.3)

Dα
0+,t est la dérivée fractionnaire temporelle au sens de Riemann-Liouville pour 0 < α < 1; a(t); t > 0

est le terme contrôle ; F (x, t) le terme source connu ; ϕ(x) est la température initiale.
Notre problème inverse consiste à déterminer le coefficient inconnu du terme source c(t) et la

température u(x, t), à partir de la condition initiale (3.2) et la condition aux bords(3.3). Pour assurer
l’unicité de la solution pour tout problème inverse, nous avons besoin de conditions additionnelle ici,
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on rajoute une condition intégrale de la forme suivante :∫ 1

0
u(x, t)dx = E(t); t ∈ [0, T ], (3.4)

où E(t) est une fonction suffisamment régulière.
La résolution du problème inverse est liée à des conditions aux limites non-locales.

Le problème spectrale associé au problème de sous-diffusion (3.1)-(3.3) admet un opérateur non
auto-adjoint, nous sommes incapable d’écrire la solution du problème comme une expansion des
fonctions propres ce qui impose l’utilisation d’un système bi-orthogonal. La difficulté pour résoudre
le problème inverse se pose également en raison de la présence de la dérivée fractionnaire en temps
et du terme de contrôle a(t) dans l’équation.

Stratégie

La seule issue est de construire dans L2 un système bi-orthogonal (Voir V.A.Il’in [25] et M.V.Keldysh
[36])qui formera une base de Riesz, grâce auquel nous pouvons développer la solution sous forme
de série. Nous montrons l’existence et l’unicité du problème inverse en utilisant les propriétés de la
fonction Mittag-Leffler et le théorème de contraction de Banach. Pour cela on va introduire quelques
résultats nécessaires dans la suite de l’étude.

3.1.2 Problème spectral associé et système bi-orthogonal

Soit le problème spectrale : AX = −X ′′ = λX; x ∈ [0, 1],

X(0) = X(1); X ′(1) = 0,
(3.5)

associé au problème de sous diffusion (3.1)-(3.3). L’opérateur AX = −X ′′ est non auto-adjoint son
domaine,

D(A) =
{
X ∈ L2(0, 1) : X(0) = X(1);X ′(1) = 0 et−X ′′ ∈ L2(0, 1)

}
,

les valeurs et fonctions propres associées sont respectivement λk = (2πk)2, k ≥ 0; X0 = 1 ; et
Xk(x) = cos(2πkx); k = 1, 2, ....
La famille {Xk} est un système non complet, car les vecteurs propres Xk; k > 0 ne sont pas ortho-
gonaux à X0, donc ils ne forment pas une base pour L2(0, 1) ; suivant l’idée présentée par V.A.Ii’in
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dans [25]. On définit un problème auxiliaire associé à λk, XkX̃
′′ = −λkX̃ −Xk; x ∈ (0, 1),

X̃(0) = X̃(1); X̃ ′(1) = 0,
(3.6)

dont les fonctions propres sont :
X̃k = 1− x

4πk sin(2πkx).

On obtient alors le système S =
{
Xk, X̃k, k ≥ 0

}
qui est complet mais non orthogonal. Pour cela

on a besoin de construire un autre système de fonctions complet qui forme un système bi-orthogonal
avec le système S dans l’espace L2(0, 1). On utilise le problème adjoint au problème spectrale (3.5)
défini par : A

∗Y = −Y ′′ + λkY = 0; 0 < x < 1,

Y (0) = 0; Y ′(0) = Y ′(1).
(3.7)

L’ensemble des fonctions propres de ces deux problèmes S̃ =
{
Y0, Yk, Ỹk

}
, avec Y0 = x, Yk =

x cos(2πkx); Ỹk = sin(2πkx) est un système complet dans l’espace L2(0, 1). Après la normalisation
le système bi-orthogonal est alors défini par ces deux familles de fonctions propres,

{ 2︸︷︷︸
↓

, {4 cos(2πnx)}∞n=1︸ ︷︷ ︸
↓

, {4(1− x) sin(2πnx)}∞n=1︸ ︷︷ ︸
↓

}, (3.8)

{ x, {x cos(2πnx)}∞n=1, {sin(2πnx)}∞n=1 }. (3.9)

dont les éléments sont orthogonaux deux à deux. Pour plus de détails voir [26].

Lemme 3.1. Les systèmes des fonctions (3.8),(3.9) sont bi-orthonormales dans (0, 1).

Démonstration. Il est facile de montrer que les systèmes (3.8),(3.9) forment un système bi-orthogonal
sur [0, 1], i-e :

〈Xi, Yj〉 =
∫ 1

0
Xi(x)Yj(x)dx = δij =

0; i 6= j,

1; i = j.

Lemme 3.2. Les systèmes des fonctions (3.8)(3.9) sont complets dans L2(0, 1).

Démonstration. Soit f(x) ∈ L2(0, 1) orthogonale avec le système des fonctions (3.8). f(x) peut
être présentée par les séries

f(x) =
∞∑
n=1

Bn sin(2πnx), (3.10)
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qui converge dans L2[0, 1]. Comme f(x) est orthogonal avec (3.8),

0 =
∫ 1

0
f(x)4(1− x) sin(2πkx)dx

=
∞∑
n=1

Bn

∫ 1

0
4(1− x) sin(2πnx) sin(2πkx)dx = Bk, k = 1, 2, ....

Ce qui donne Bk = 0, k = 1, 2, ..., alors f(x) = 0, à partir de (3.10). De la même façon on prouve
que (3.9) est complet.

Lemme 3.3. Les systèmes des fonctions (3.8)(3.9) forment une base de Riesz dans L2[0, 1].

Démonstration. Nous rappelons qu’une suite {xn}∞n=1 dans un espace Hilbertien H est connue
comme suite de Riesz s’il existe de constantes 0 < c ≤ C <∞ tel que :

c

( ∞∑
n=1
|an|2

)
≤
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
2

≤ C
( ∞∑
n=1
|an|2

)
.

Pour toutes les suites des scalaires {an}∞n=1 dans l’espace l2,

l2 =
{

(a1, a2, ..., an) /an ∈ R t.q
∞∑
n=1
|an|2 <∞

}
.

Les bases de Riesz pour l’espace de Hilbert H est la suite de Riesz qui est linéairement indépendante
dans l’espace H.
Selon les résultats présentés dans le livre [18], le système(3.8) forme une base de Riesz dans L2[0, 1],
comme il est complet dans L2[0, 1], par le lemme (3.2) et les séries

4
(∫ 1

0
f(x)dx

)2
+ 16

∞∑
k=1

[(∫ 1

0
f(x) cos(2πkx)dx

)2
+
(∫ 1

0
f(x)(1− x) sin(2πkxdx

)2]
,

(∫ 1

0
xf(x)dx

)2
+
∞∑
k=1

[(∫ 1

0
xf(x) cos(2πkx)dx

)2
+
(∫ 1

0
f(x) sin(2πkx)dx

)2]
,

sont convergentes pour toute f(x) ∈ L2[0, 1]. D’une façon similaire on démontre que le système(3.9)
forme une base de Riesz dans L2[0, 1].

3.2 Résultats d’existence, d’unicité et de dépendance continue

Au début on va définir les espaces :

C2,α((0, 1)×(0, T ]) =
{
u(x, t) ∈ C2(0, 1); t ∈ (0, T ]) etDα

0+,t(u(x, t)− u(x, 0)) ∈ C(0, T ];x ∈ (0, 1)
}

;
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C1,0([0, 1]× [0, T ]) =
{
u(x, t) ∈ C1[0, 1]; t ∈ [0, T ] etu(x, t) ∈ C[0, T ];x ∈ [0, 1]

}
.

De plus les fonctions a, ϕ, F et E vérifient ; les assertions suivantes :

X(A1) a(t) ∈ C[0, T ].

X(A2) F (x, .) ∈ C[0, T ]; et pour t ∈ [0, T ], F (., t) ∈ C4[0, 1];F (0, t) = F (1, t);

Fx(1, t) = 0;Fxx(0, t) = Fxx(1, t), Fxxx(1, t) = 0 et f(t) =
∫ 1

0
F (x, t)dx 6= 0.

X(A3) ϕ ∈ C4(0, 1);ϕ(1) = ϕ(0), ϕ′(1) = 0, ϕ′′(1) = ϕ′′(0) et ϕ(3)(1) = 0.

X(A4) E ∈ AC[0, T ] et
∫ 1

0
ϕ(x)dx = E(0).

Selon les assertions ci-dessus, il existe des constantes positives Lj , j = 1, 2;Mi, i = 0, 1..., 5;Kλ tel
que

L1 := max
0≤t≤T

Eα,1(−λntα);L2 := max
0≤t≤T

Eα,α(−λn(t− s)α);

M0 := ‖a‖C[0,T ] ;M1 :=
∥∥∥f−1

∥∥∥
C[0,T ]

;

M2 := max
(∥∥∥Dα

0+(E(t)− E(0)
∥∥∥
C[0,T ]

, ‖E‖C[0,T ]

)
;M3 := ‖c‖C[0,T ] ;

M4 := max
(
‖F0‖C[0,T ] ; ‖Fi,k‖C[0,T ]

)
; i = 1, 2; k = 1, ...

M5 := max (|ϕ0| ; |ϕi,k|) ; i = 1, 2; k = 1, ....

max
0<s<t≤T

λk(t− s)α−1Eα,α (λk(t− s)α) ≤ Kλ. (3.11)

Théorème 3.1. Soit (A1) − (A4) sont vérifiées, alors le problème inverse (3.1)-(3.4) admet une
solution unique {u(x, t), c(t)} dans

[
C2,α ((0, 1)× (0, T )) ∩ C1,0 ([0, 1]× (0, T ))

]
× C[0, T ].

Remarque 3.1. u est alors une solution classique.

Démonstration. Au début on va montrer l’existence de la solution du problème direct.

yPremière étape
Déterminer u(x, t) pour c(t) ∈ C[0, T ].

En appliquant la méthode de Fourier présentée dans le chapitre précédent, la solution u(x, t) du
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problème (3.1)-(3.3) peut être développer sous forme série uniformément convergente à l’aide des
fonctions propres (3.8) dans L2(0, 1) comme suit

u(x, t) = 2u0(t) +
∞∑
k=1

u1,k(t)4 cos(2πkx) +
∞∑
k=1

u2,k(t)4(1− x) sin(2πkx). (3.12)

Nous définissons les coefficients u0(t), u1,k(t), u2,k(t) pour k ≥ 1 à l’aide de l’orthogonalité des
fonctions propres. En multipliant (3.1) par les fonctions propres de (3.9) et en intégrant sur [0, 1].

Notons que le produit scalaire dans L2(0, 1) est (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx.

Le développement des coefficients F (x, t) et ϕ(x) en fonctions propres (3.9) est donné par

F0(t) = (F (x, t), Y0(x)), F1,k(t) = (F (x, t), Y1,k(x)), F2,k(t) = (F (x, t), Y2,k(x)),

et
ϕ0 = (ϕ(x), Y0(x)), ϕ1,k = (ϕ(x), Y1,k(x)), ϕ2,k = (ϕ(x), Y2,k(x)).

En combinant l’équation (3.1) avec (u(x, t), Y0(x)) = u0(t) nous obtenons :D
α
0+(u0(t)− u0(0)) = a(t)u0(t) + c(t)F0(t);

u0(0) = ϕ0.
(3.13)

Pour u1,k(t) = (u(x, t), Y1,k(x)); k ≥ 1, et l’équation (3.1) nous avons

(Dα
0+(u(x, t)− u(x, 0)), Y1,k(x)) = (uxx(x, t) + a(t)u(x, t) + c(t)F (x, t), Y1,k(x))

= −λku1,k(t)− 4πnu2,k(t) + a(t)u1,k(t) + c(t)F1,k(t).

Les équations fractionnaires linéaires vérifiées par u1,k(t); k ≥ 1 sontD
α
0+(u1,k(t)− u1,k(0)) = −λku1,k(t)− 4πku2,k(t) + a(t)u1,k(t) + c(t)F1,k(t);

u1,k(0) = ϕ1,k.
(3.14)

Ainsi, les équations fractionnaires linéaires vérifiées par u2,k(t); k ≥ 1,D
α
0+(u2,k(t)− u2,k(0)) = −λku2,k(t) + a(t)u2,k(t) + c(t)F2,k(t);

u2,k(0) = ϕ2,k.
(3.15)

En appliquant Iα0+ sur (3.13) nous obtenons l’équation intégrale de Volterra

u0(t) = ϕ0 +
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) c(s)F0(s)ds+
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) a(s)u0(s)ds. (3.16)
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Cette solution est bornée dans C[0, T ] selon les assertions (A1)− (A3). On a

‖u0‖C[0,T ] ≤ |ϕ0|+
Tα

αΓ(α) ‖F0‖C[0,T ] ‖c‖C[0,T ] + Tα

αΓ(α) ‖a‖C[0,T ] ‖u0‖C[0,T ] .

Par conséquent,
‖u0‖C[0,T ] ≤

[
M5 + Tα

αΓ(α)M4M3

]
(1−Ψ0)−1 =: ψ0, (3.17)

pour
Ψ0 := Tα

αΓ(α)M0 <
1
2 . (3.18)

Selon le théorème (2.1), le problème (3.15) admet une solution dans C[0, T ] vérifie

u2,k(t) = ϕ2,kEα,1(−λktα) +
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α)(a(s)u2,k(s) + c(s)F2,k(s))ds. (3.19)

Sous les assertions (A1)− (A3), u2,k(t) est bornée dans C[0, T ],

‖u2,k‖C[0,T ] ≤ |ϕ2,k|L1 + L2
Tα

α
‖F2,k‖C[0,T ] ‖c‖C[0,T ] + L2

Tα

α
‖a‖C[0,T ] ‖u2,k‖C[0,T ] .

Alors, pour k ≥ 1 on a

‖u2,k‖C[0,T ] ≤
[
M5L1 + L2

Tα

α
M4M3

]
(1−Ψ1)−1 =: ψ2, (3.20)

pour
Ψ1 := L2

Tα

α
M0 <

1
2 . (3.21)

Le problème (3.14) admet une solution qui est la solution de l’équation intégrale dans C[0, T ]

u1,k(t) = ϕ1,kEα,1(−λktα)− 4πk
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α)u2,k(s)ds (3.22)

+
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α) (a(s)u1,k(s) + c(s)F1,k(s)) ds.

Sous les assertions (A1)− (A3), u1,k(t) est bornée dans C[0, T ],

‖u1,k(t)‖C[0,T ] ≤ |ϕ1,k|L1 + L2
Tα

α
‖F1,k‖C[0,T ] ‖c‖C[0,T ]

+ T
Kλ

kπ
‖u2,k‖C[0,T ] + L2

Tα

α
‖a‖C[0,T ] ‖u1,k‖C[0,T ] .

Pour k ≥ 1 on a

‖u1,k‖C[0,T ] ≤
[
M5L1 + L2

Tα

α
M4M3 + T

Kλ

kπ
ψ2

]
(1−Ψ1)−1. (3.23)
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Utilisons le produit de l’espace de Banach [C[0, T ]]3 doté de sa norme pour prouver l’existence et
l’unicité des solutions sous la forme (u0, u1,k, u2,k) ∈ [C[0, T ]]3.
Définissons l’opérateur Γ sur [C[0, T ]]3 par Γ(u0, u1,k, u2,k)(t) = (P0u0(t), P1u1,k(t), P2u2,k(t)), où
les opérateurs P0, P1, P2 sont définis sur C[0, T ] par le membre droit de (3.16),(3.22) et (3.19)
respectivement.
En vue de (3.17),(3.23) et (3.20) Γ : [C[0, T ]]3 −→ [C[0, T ]]3.
Montrons que Γ est une contraction sur [C[0, T ]]3. Donc pour toute (u0, u1,k, u2,k); (v0, v1,k, v2,k) ∈
[C[0, T ]]3 on a :

‖Γ(u0, u1,k, u2,k)− Γ(v0, v1,k, v2,k)‖[C[0,T ]]3

≤ max
(
‖P0u0 − P0v0‖C[0,T ] ; ‖P1u1,k − P1v1,k‖C[0,T ] ; ‖P2u2,k − P2v2,k‖C[0,T ]

)
,

nous obtenons aisément

‖P0u0 − P0v0‖C[0,T ] ≤
Tα

αΓ(α) ‖a‖C[0,T ] ‖u0 − v0‖C[0,T ] ≤ Ψ0 ‖u0 − v0‖C[0,T ] . (3.24)

De l’équation (3.11) nous avons pour t ∈ [0, T ],

|P1u1,k(t)− P1v1,k(t)| ≤
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α) |a(s)| |u1,k(s)− v1,k(s)| ds

+ 4πk
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α) |u2,k − v2,k(s)|

≤ L2
Tα

α
‖a‖C[0,T ] ‖u1,k − v1,k‖C[0,T ] + T

Kλ

kπ
‖u2,k − v2,k‖C[0,T ] .

Par conséquent, k ≥ 1

‖P1u1,k − P1v1,k‖C[0,T ] ≤ Ψ1 ‖u1,k − v1,k‖C[0,T ] + T
Kλ

kπ
‖u2,k − v2,k‖C[0,T ] . (3.25)

D’une façon similaire ∀t ∈ [0, T ],

|P2u2,k(t)− P2v2,k(t)| ≤
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α) |a(s)| |u2,k(s)− v2,k(s)| ds.

Ce qui donne pour k ≥ 1

‖P2u2,k − P2v2,k‖C[0,T ] ≤ Ψ1 ‖u2,k − v2,k‖C[0,T ] . (3.26)
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Par conséquent,

‖Γ(u0, u1,k, u2,k)− Γ(v0, v1,k, v2,k)‖[C[0,T ]]3

≤ max
{(

Ψ0 ‖u0 − v0‖C[0,T ] ; Ψ1 ‖u1,n − v1,n‖C[0,T ] ; Ψ1 ‖u2,k − v2,k‖C[0,T ]

)
+ T

Kλ

kπ

(
0; ‖u2,k − v2,k‖C[0,T ] ; 0

)}
≤
[
max

(
Ψ0,Ψ1 + T

Kλ

kπ

)]
‖(u0, u1,k, u2,k)− (v0, v1,k, v2,k)‖[C[0,T ]]3 .

Selon (3.18) et (3.21)
max(Ψ0,Ψ1 + T

α

Kλ

kπ
) < 1 si T Kλ

kπ
<

1
2 . (3.27)

Alors, Γ est une contraction sur [C[0, T ]]3 et admet un point fixe unique qui est le coefficient
(u0, u1,n, u2,n) de la solution (3.12). Alors il existe une unique solution du problème (3.1),(3.3) pour
c(t) borné dans C[0, T ].

yDeuxième étape
Détermination du coefficient c(t) dans C[0, T ] en utilisant la donnée

supplémentaire (3.4).
Appliquons Dα

0+ à la condition (3.4), nous obtenons l’équation

Dα
0+ (E(t)− E(0)) =

∫ 1

0
Dα

0+ (u(x, t)− u(x, 0)) dx

=
∫ 1

0
(c(t)F (t) + ux(0, t) + a(t)E(t)) dx.

Ce qui donne
c(t) = [f(t)]−1 [Dα

0+ (E(t)− E(0))− a(t)E(t)− ux(0, t)
]
.

Calculons maintenant f(t) à partir de la forme série de F (x, t)

f(t) = F0(t)
∫ 1

0
2dx+

∞∑
k=1

F1,k(t)
∫ 1

0
4 cos(2πkx)dx+

∞∑
k=1

F2,k(x)
∫ 1

0
4(1− x) sin(2πkx)dx

(3.28)

= 2F0(t) +
∞∑
k=1

2
kπ
F2,k(t).

Dérivons (3.12)par rapport à x nous obtenons ux(0, t) =
∞∑
n=1

8πku2,k(t) ; où u2,k(t); k ≥ 1 est
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donnée par (3.19). L’équation obtenue est une équation intégrale par rapport à c(t),

c(t) = H0(t) +H1(t) (3.29)

−
∞∑
k=1

8kπ
f(t)

∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α)a(s)u2,k(s)ds

−
∞∑
k=1

8kπ
f(t)

∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t−s)αc(s)F2,kds;

où

H0(t) = 1
f(t)

(
Dα

0+(E(t)− E(0))− a(t)E(t)
)
,

H1(t) = −
∞∑
k=1

8πk
f(t)ϕ2,kEα,1(−λktα).

Sous les assertions (A1)− (A4) et (3.11),

‖H0‖C[0,T ] ≤ (1 +M0)M1M2;

‖H1‖C[0,T ] ≤ 2M1L1

∞∑
k=1

4kπ |ϕ2,k| .

La série
∞∑
k=1

4kπ |ϕ2,k| est convergente sous les assertions (A1)− (A4) .

En effet, on a ϕ ∈ C2(0, 1), ϕ(2) ∈ L2(0, 1) et |ϕ2,k| =
|ϕ2,k|(2)

(2πk)2 .
L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne

K1 :=
∞∑
k=1

4πk |ϕ2,k| =
∞∑
k=1

|ϕ2,k|(2)

kπ

≤
( ∞∑
k=1

1
(kπ)2

) 1
2
( ∞∑
k=1

[
|ϕ2,k|(2)

]2) 1
2

<∞.

Settara Loubna 49 ©2019.Univ. Annaba
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Rappelons que
∞∑
k=1

[
|ϕ2,k|(2)

]2
est borné par l’inégalité de Bessel.

‖c‖C[0,T ] ≤ ‖H0‖C[0,T ] + ‖H1‖C[0,T ] + 2M1KλM0T
∞∑
k=1

‖u2,k‖c[0,T ]
kπ

+ 2M1KλT ‖c‖C[0,T ]

∞∑
k=1

‖F2,k‖C[0,T ]
kπ

,

où
∞∑
k=1

‖u2,k‖C[0,T ]
kπ

≤ L1
(1−Ψ1)

∞∑
k=1

|ϕ2,k|
kπ

+
L2T

α ‖c‖C[0,T ]
α(1−Ψ1)

∞∑
k=1

‖F2,k‖C[0,T ]
kπ

.

La convergence des séries

∞∑
k=1

|ϕ2k|
kπ

=: K3 et
∞∑
k=1

‖F2,k‖C[0,T ]
kπ

=: K2,

est claire par l’inégalité de Cauchy-Schwartz.
Pour

Ψc := 2M1KλTK2

[
1 + L2M0T

α

α(1−Ψ1)

]
< 1, (3.30)

on a

‖c‖C[0,T ] ≤ [(1 +M0)M1M2 + 2M1L1K1] (1−Ψc)−1

+ 2M1M0TKλL1K3
(1−Ψ1)(1−Ψc)

,

alors, c(t) est borné dans C[0, T ]. Maintenant, on définit l’opérateur P sur C[0, T ] par la partie
droite de l’équation(3.29) .
Montrons que P est une contraction dans C[0, T ]. Pour tout {c, b} ∈ C[0, T ] avec {u2,k, v2,k} sont
définies par l’équation (3.19) relativement à c, b respectivement, on a

‖u2,k − v2,k‖C[0,T ] ≤ L2
Tα

α(1−Ψ1) ‖c− b‖C[0,T ] ‖F2,k‖C[0,T ] ,
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et

‖Pc− Pb‖C[0,T ] ≤ 2M1KλT
∞∑
k=1

‖F2,k‖C[0,T ]
kπ

‖c− b‖C[a,b]

+ 2M1KλM0T
∞∑
k=1

‖u2,k − v2,k‖C[0,T ]
kπ

≤ 2M1KλTK2

[
1 + M0L2T

α

α(1−Ψ1)

]
‖c− b‖C[0,T ] .

Selon (3.30) l’opérateur P admet un point fixe unique c(t) dans C[0, T ], par le théorème du point
fixe de Banach.

yTroisième étape
Estimation du temps de l’existence locale.

Selon (3.18),(3.21),(3.30) et (3.27) T ∗ doit vérifier cette approximation

T ∗ < inf

(αΓ(α)
2M0

) 1
α

;
(

α

2M0L2

) 1
α

; π

2Kλ
; 1
4M1KλK2

;
(

α

2M0L2K2

) 1
α+1

 ;

pour assurer l’existence de la solution dans [0, T ] pour tout T < T ∗.

yQuatrième étape
Convergence de la série (3.12) et de ses dérivées.

Comme il a été prouvé, en vue des assertions (A1)−(A4), les coefficients u0(t), u1,k(t) et u2,k(t); k ≥
1 sont bornés dans C[0, T ]. Alors l’expression (3.12) donne

sup
x∈[0,1]

|u(x, t)| = |u(t)| ≤ 2 |u0(t)|+ 4
∞∑
k=1
|u1,k(t)|+ 4

∞∑
k=1
|u2,k(t)| . (3.31)

Alors, par (3.17),(3.23) et (3.20) nous obtenons

‖u‖C[0,T ] ≤ 2ψ0 + 4L1
(1−Ψ1)

∞∑
k=1
|ϕ1,k|

+ 4L2T
αM3

α(1−Ψ1)

∞∑
k=1
‖F1,k‖C[0,T ] + KλT

(1−Ψ1)

∞∑
k=1

‖u2,k‖C[0,T ]
kπ

+ 4L1
(1−Ψ1)

∞∑
k=1
|ϕ2,k|+

4L2T
αM3

α(1−Ψ1)

∞∑
k=1
‖F2,k‖C[0,T ] ,

(A2) − (A3) implique que
∞∑
k=1
|ϕi,k| et

∞∑
k=1
‖Fi,k‖C[0,T ] ; i = 1, 2, converge et comme on a vu
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précédemment
∞∑
k=1

‖u2,k‖C[0,T ]
kπ

, aussi converge.

Par conséquent, la série u(x, t) et sa dérivée partielle ux(x, t) sont uniformément convergentes dans
[0, 1] × [ε, T ] pour tout ε > 0. De plus, u est continue en t = 0, pour cela, sa somme est dans
C[0, T ] pour x ∈ [0, 1]. De plus, sa dérivée partielle seconde uxx(x, t) est uniformément convergente
dans [0, 1]× [ε, T ], pour tout ε > 0.

D’autre part, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’inégalité de Bessel
∞∑
k=1

λk |ϕi,k| =
∞∑
k=1
|ϕ2,k|(2) et

∞∑
k=1

λk ‖Fi,k‖C[0,T ] =
∞∑
k=1
‖Fi,k‖

(2)
C[0,T ] ; i = 1, 2 converge uniformément. Ce qui implique, la conver-

gence uniforme des
∞∑
k=1

ui,k(t),
∞∑
k=1

λkui,k(t); i = 1, 2, et des inégalités

∥∥Dα
0+(u0(t)− u0(0)

∥∥
C[0,T ] ≤M0 ‖u0‖C[0,T ] +M4M3;

∥∥Dα
0+(u1,k(t)− u1,k(0)

∥∥
C[0,T ] ≤ (λk +M0) ‖u1,k‖C[0,T ]

+ 4kπ ‖u2,k‖C[0,T ] +M3 ‖F1,k‖C[0,T ] ;

∥∥Dα
0+(u2,k(t)− u2,k(0)

∥∥
C[0,T ] ≤ (λk +M0) ‖u2,k‖C[0,T ] +M3 ‖F2,k‖C[0,T ] ,

obtenus de (3.13),(3.14) et (3.15), on déduit que les séries

∞∑
k=1

(ui,k(t)− ui,k(0)) ,

et ∞∑
k=1

Dα
0+ (ui,k(t)− ui,k(0)) , i = 1, 2,

sont uniformément convergentes dans [ε, T ],∀ε > 0.
Du théorème(1.16), la série α− dérivée partielle Dα

0+,t (u(x, t)− u(x, 0)) de la série (3.12) est uni-
formément convergente pour t ∈ [ε, T ],∀ε > 0 et x ∈ [0, 1].
Pour cela u(x, t) ∈ C2,α ((0, 1)× (0, T ])) ∩C1,0 ([0, 1]× [0, T ]) , et vérifie les conditions (3.2),(3.3)
pour c(t) ∈ [0, T ] arbitraire.

yCinquième étape
Unicité de la solution {(u(x, t), c(t)} .

Supposons que (u(x, t), c(t)) et (v(x, t), b(t)) deux paires de solutions du problème (3.1)-(3.4). Uti-
lisons nous le produit de l’espace de Banach [C[0, T ]]4 doté de sa norme, pour prouver l’unicité des
solutions sous la forme (u0, u1,k, u2,k, c) ∈ [C[0, T ]]4.
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On a

‖(u0, u1,k, u2,k, c)− (v0, v1,k, v2,k, b)‖[C[0,T ]]4

≤ max(Ψ0,Ψ1,Ψc) ‖(u0, u1,k, u2,k, c)− (v0, v1,k, v2,k, b)‖[C[0,T ]]4 .

En vue de (3.18),(3.21) et (3.30)

‖(u0, u1,k, u2,k, c)− (v0, v1,k, v2,k, b)‖[C[0,T ]]4 = 0.

Ce qui implique que u(x, t) = v(x, t) et c(t) = b(t), t ∈ [0, T ].

3.2.1 Dépendance continue par rapport aux données

En d’autre terme, c’est la stabilité aux données de ce problème qui sont les fonctions connues
initialement et qui ont servies à déterminer la paire (u(t), c(t)) solution du problème.

Théorème 3.2. Sous les assertions (A1)− (A4), la solution (u(x, t), c(t)) du problème (3.1)-(3.4)
dépend continument de la donnée Φ(t) = {a(t), F (x, t);ϕ(x);E(t)}.

Démonstration. Soient ((u(x, t), c(t)); (ū(x, t), c̄(t))) deux solutions du problème inverse (3.1)-(3.4),qui
correspond à la donnée Φ(t) = {a(t), F (x, t);ϕ(x);E(t)}, et Φ̄(t) =

{
ā(t), F̄ (x, t); ϕ̄(x), Ē(t)

}
res-

pectivement.
Notons ‖Φ‖ = ‖a‖C[0,T ] + ‖E‖AC[0,T ] + ‖ϕ‖C2(0,1) + ‖F‖C2,0((0,1)×[0,T ]) .

Tout d’abord, estimons le coefficient de u(x, t)− ū(x, t) dans C[0, T ].
En utilisant la forme∣∣∣AG−AG∣∣∣ =

∣∣∣AG−AḠ+AḠ−AG
∣∣∣ ≤ |A| ∣∣∣G−AḠ∣∣∣+ ∣∣∣Ḡ∣∣∣ ∣∣∣A− Ā∣∣∣ .

Donc, pour ∀t ∈ (0, T ] on a

|u0(t)− ū0(t)| ≤ |ϕ0 − ϕ̄0|+
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) |c(s)− c̄(s)| |F0(s)| ds

+
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) |c̄(s)|
∣∣∣F0(s)− F̄0(s)

∣∣∣ ds
+
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) |a(s)− ā(s)| |u0(s)| ds

+
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) |ā(s)| |u0(s)− ū0(s)| ds.
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De plus, pour les constantes θi, i = 1, .., 4 nous obtenons

‖u0 − ū0‖C[0,T ] ≤
θ1

(1−Ψ0) |ϕ0 − ϕ̄0|+
θ2

(1−Ψ0) ‖c− c̄‖C[0,T ] (3.32)

+ θ3
(1−Ψ0)

∥∥∥F0 − F̄0
∥∥∥
C[0,T ]

+ + θ4
(1−Ψ0) ‖a− ā‖C[0,T ] .

Par des calculs similaires nous obtenons pour les constantes βi, i = 1, ..., 5 et δi, i = 1, ..., 4

‖u1,k − ū1,k‖C[0,T ] (3.33)

≤ β1
(1−Ψ1) |ϕ1,k − ϕ̄1,k|+

β2 ‖F1,k‖C[0,T ]
(1−Ψ1) ‖c− c̄‖C[0,T ]

+ β3
(1−Ψ1)

∥∥∥F1,k − F̄1,k
∥∥∥
C[0,T ]

+
β4 ‖u1,k‖C[0,T ]

(1−Ψ1) ‖a− ā‖C[0,T ]

+ β5
(1−Ψ1) ‖u2,k − ū2,k‖C[0,T ] .

Et

‖u2,k − ū2,k‖C[0,T ] (3.34)

≤ δ1
(1−Ψ1) |ϕ2,k − ϕ̄2,k|+

δ2 ‖F2,k‖C[0,T ]
(1−Ψ1) ‖c− c̄‖C[0,T ]

+ δ3
(1−Ψ1)

∥∥∥F2,k − F̄2,k
∥∥∥
C[0,T ]

+
δ4 ‖u2,k‖C[0,T ]

(1−Ψ1) ‖a− ā‖C[0,T ] .

On utilise (3.32),(3.33),(3.34) dans (3.27) et le fait que

‖ϕ‖C2(0,1) ≥ max
[
|ϕ0| ;

∞∑
k=1
|ϕ1,k| ;

∞∑
k=1
|ϕ2,k|

]
.

‖F‖C2,0((0,1)×[0,T ]) ≥
[
‖F0‖C[0,T ] ;

∞∑
k=1
‖F1,k‖C[0,T ] ;

∞∑
k=1
‖F2,k‖C[0,T ]

]
.

Pour obtenir des constantes ηi, i = 1, ..., 4, l’estimation du terme u(x, t) − ū(x, t) dans C([0, 1] ×
[0, T ]),

‖u− ū‖C([0,1]×[0,T ]) ≤ η1 ‖ϕ− ϕ̄‖C2(0,1) + η2 ‖c− c̄‖C[0,T ]

+ η3
∥∥∥F − F̄∥∥∥

C2,0((0,1)×[0,T ])
+ η4 ‖a− ā‖C[0,T ] .
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De plus, nous avons∣∣∣Dα
0+,t(u(x, t)− u(x, 0))−Dα

0+,t((ū(x, t)− ū(x, 0))
∣∣∣

≤ ‖uxx − ūxx‖C([0,1]×[0,T ]) + ‖a− ā‖C[0,T ] ‖u‖C([0,1]×[0,T ])

+ ‖ā‖C[0,T ] ‖u− ū‖C([0,1]×[0,T ]) + ‖c− c̄‖C[0,T ] ‖F‖C2((0,1)×[0,T ])

+ ‖c̄‖C[0,T ]

∥∥∥F − F̄∥∥∥
C2,0((0,1)×[0,T ])

.

Pour cela, des estimations (3.18),(3.21) et le fait que

max
[
‖u‖C([0,1]×[0,T ]) ; ‖uxx‖C([0,1]×[0,T ]) ;

∥∥∥Dα
0+,t(u(x, t)− u(x, 0)

∥∥∥
C([0,1]×[0,T ])

]

≤ ‖u‖C2,α([0,1]×[0,T ]) .

Nous obtenons pour des constantes positives B1, B2 tel que

‖u− ū‖C2,α((0,1)×(0,T ]) ≤ B1
∥∥∥Φ− Φ̄

∥∥∥+B2 ‖c− c̄‖C[0,T ] . (3.35)

Maintenant, on estime |c(t)− c̄(t)| .
Notons E(t)− E(0) = A(t), alors on a d’après (3.29)∣∣∣H0 − H̄0

∥∥∥
C[0,T ]

≤M1
∥∥∥Dα

0+,tA(t)−Dα
0+,tĀ(t)

∥∥∥
C[0,T ]

+M2
1M2

∥∥∥f̄ − f∥∥∥
C[0,T ]

+M1M2 ‖ā− a‖C[0,T ] +M0M1
∥∥∥E − Ē∥∥∥

C1−α[0,T ]

+M0M
2
1M2

∥∥∥f̄ − f∥∥∥
C[0,T ]

.

De plus, par l’équation (3.29)

∥∥∥H1 − H̄1
∥∥∥
C[0,T ]

≤ 8M1L1

∞∑
k=1

kπ |ϕ2,k − ϕ̄2,k|+ 8M2
1L1

∞∑
k=1

kπ |ϕ̄2,k|
∥∥∥f̄ − f∥∥∥

C[0,T ]
.
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L’estimation de la première partie de l’intégrale est∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

8πk
∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−λk(t− s)α)

[
c(s)F2,k(s)

f(t) − c̄(s)F̄2,k(s)
f̄(t)

]
ds

∣∣∣∣∣

≤ 2TKλM1M3

∞∑
k=1

∥∥∥F2,k − F̄2,k
∥∥∥
C[0,T ]

kπ
+ 2TKλM1 ‖c− c̄‖C[0,T ]

∞∑
k=1

∥∥∥F̄2,k
∥∥∥
C[0,T ]

kπ

+ 2TKλM
2
1M3

∞∑
k=1

∥∥∥ ¯F2,k
∥∥∥
C[0,T ]

kπ

∥∥∥f̄ − f∥∥∥
C[0,T ]

.

Alors, pour des constantes positives Πi, i = 1, ..., 6, on a

‖c− c̄‖C[0,T ] ≤
Π1

(1−Ψc)

∥∥∥E − Ē∥∥∥
AC[0,T ]

+ Π2
(1−Ψc)

∞∑
k=1

kπ |ϕ2,k − ϕ̄2,k|

+ Π3
(1−Ψc)

∥∥∥f̄ − f∥∥∥
C[0,T ]

+ Π4
(1−Ψc)

∞∑
k=1

∥∥∥F2,k − F̄2,k
∥∥∥
C[0,T ]

kπ

+ Π5
(1−Ψc)

‖ā− a‖C[0,T ] + Π6
(1−Ψc)

∞∑
k=1

‖u2,k − ū2,k‖C[0,T ]
kπ

.

Selon (3.30) et

‖f‖C[0,T ] =
∫ 1

0
‖F (x, .)‖C[0,T ] dx ≤ ‖F‖C2,0((0,1)×[0,T ]) ,

∞∑
k=1

kπ |ϕ2,k| ≤ ‖ϕ‖C2(0,1) ;
∞∑
k=1

‖F2,k‖C[0,T ]
kπ

≤ ‖F‖C2,0((0,1)×[0,T ]) ,

∞∑
k=1

‖u2,k‖C[0,T ]
kπ

≤ ‖u‖C2,α((0,1)×(0,T ]) .
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On peut obtenir, pour des constantes positives B3, B4 et (3.35)

‖c− c̄‖C[0,T ] ≤ B3
∥∥∥Φ− Φ̄

∥∥∥+B4 ‖u− ū‖C2,α((0,1)×(0,T ]

≤ (B3 +B4B1)
∥∥∥Φ− Φ̄

∥∥∥+B4B2 ‖c− c̄‖C[0,T ] .

Alors

‖c− c̄‖C[0,T ] ≤
(B3 +B4B1)

1−B4B2

∥∥∥Φ− Φ̄
∥∥∥ ;

‖u− ū‖C2,α((0,1)×(0,T ] ≤
[
B1 + (B3 +B4B1)

1−B4B2

] ∥∥∥Φ− Φ̄
∥∥∥ .

Ce qui implique la dépendance de c(t) et u(x, t) par rapport à la donnée Φ.

Remarque 3.2. Le problème est alors bien posé.
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CHAPITRE 4

DÉTERMINATION D’UN TERME SOURCE DÉPENDANT DE
L’ESPACE POUR UN PROBLÈME DE SOUS DIFFUSION INVERSE

PONDÉRÉ ET SOLUTION FAIBLE

4.1 Introduction

Les problèmes inverses avec terme source pour les équations différentielles fractionnaires en temps,
apparaissent de plus en plus fréquemment dans les différents champs de recherche. Toutefois, l’intérêt
progressif que l’on porte à ces problèmes et leurs applications en sciences de l’ingénieur restent encore
peu développés. On peut noter que pour la majeur partie des domaines (automatique, électricité,...),
les opérateurs fractionnaires sont utilisés pour prendre en compte des effets mémoire. Mentionnons
que, Ying Zhang et Xiang Xu dans leur article [69] ont considéré le problème inverse de diffusion
suivant 

Dα
0+,tu(x, t) = ∂xxu(x, t) + f(x); (x, t) ∈ QT := I × (0, T ),

u(x, 0) = ϕ(x),

∂xu(0, t) = 0;−∂xu(1, t) = 0,

(4.1)

où I = (0, 1), T > 0, et Dα
0+,t est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann Liouville pour

0 < α < 1.
Le but était de déterminer le terme source indépendant du temps. Les auteurs ont prouvé l’unicité

du terme source, en utilisant le principe de Duhamel et la méthode de Fourier.
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Alors que, Ebru Ozbilge et al., dans leur travail [54] ont traité le problème bien posé suivant :
Dα
t u(x, t) = (K(x)ux)x + r(t)F (x, t); 0 < α ≤ 1; (x, t) ∈ ΩT ,

u(x, 0) = g(x); 0 < x < 1,

u(0, t) = ψ0(t);u(1, t) = ψ1(t), 0 < t < T,

(4.2)

où ΩT =
{
(x, t) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T

}
, Dα

0+,t est la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto. Sous certaines conditions le problème (4.2) admet une unique solution u(x, t) définie sur
ΩT =

{
(x, t) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ T

}
et appartient à l’espace C(ΩT ) ∩W 1

t (0, T ] ∩ C2
x(0, 1).

Ce genre de problèmes inverses jouent un rôle crucial dans la physique et les mathématiques
appliquées puisqu’ils sont utilisés avec succès pour expliquer des phénomènes compliqués dans beau-
coup de domaines connue comme la mécanique des fluide, physique, chimie, viscoelasticité,... .

Les auteurs ont considéré le problème inverse de déterminer la fonction inconnue r(t) à partir de
la donnée output de Dirichlet sur les bornes x = 0 et x = 1 comme suit :

Φ[r] = K(x)ux(x, t; r)|x=0; r ∈ K ⊆ C1(ΩT ).

Ψ[r] = K(x)ux(x, t; r)|x=1; r ∈ K ⊆ C1(ΩT ).

Alors, le problème inverse avec les données output f(t) et h(t) peut être exprimer comme des
équations opérationnelles suivantes :

Φ(r) = f f ∈ C1(0, T ].

Ψ[r] = h h ∈ C1(0, T ].

Ces expressions réduisent le problème inverse de déterminer la fonction inconnue r(t) à un problème
d’inversibilité des applications input-output Φ[.],Ψ[.]. Pour plus de détails voir [54].

En s’inspirant de ces travaux, nous avons développé ce travail [3] soumis à L’EJDE.

4.2 Position du problème

Considérons le problème inverse à déterminer la paire {u(x, t), f(x)}, dans
Ω = {(x, t); 0 < x < 1; 0 < t ≤ T} qui vérifie l’équation différentielle fractionnaire en temps

Dα
0+,tu(x, t)− uxx(x, t) = c(t)f(x); (x, t) ∈ Ω, (4.3)

avec la donnée initiale pondéré

lim
t−→0+

t1−αu(x, t) = ϕ(x); x ∈ [0, 1], (4.4)

Settara Loubna 59 ©2019.Univ. Annaba



4.3. ANALYSE DU PROBLÈME

et les conditions aux bords
u(0, t) = u(1, t) = 0; t ∈ [0, T ], (4.5)

où ϕ(x), c(t) sont des fonctions données, et Dα
0+,t est la dérivée fractionnaire en temps au sens de

Riemann-Liouville pour 0 < α < 1 .
La condition initiale et les conditions aux bords sont insuffisantes pour déterminer le terme source

f(x); pour cela on doit rajouter une condition qui est la donnée de la quantité en espace totale de la
fonction d’état La condition initiale et les conditions aux bords sont insuffisantes pour déterminer
le terme source f(x); pour cela on doit rajouter une condition qui est la donnée de la quantité en
espace totale de la fonction d’état∫ 1

0
xu(x, t)dx = g(t); t ∈ [0, T ], (4.6)

avec g(t) une fonction régulière.

4.3 Analyse du problème

4.3.1 Problème direct

Dans cette partie, on va établir la représentation spectrale, l’existence, l’unicité, et la régularité
des solutions faibles du problème (4.3)-(4.5). Pour cela on va présenter quelques hypothèses sur les
fonctions c, ϕ, f et g.

X(A1) c ∈ C1−α([0, T ];R+) tel que c(t) 6= 0 et
∫ t

0
c(s)ds 6= 0, ∀t ∈ (0, T ] .

X(A2) f ∈ C1[0, 1] ∩H2(0, 1) tel que f(0) = 0 = f(1) et f ′(0) = f ′(1).

X(A3) ϕ ∈ C1[0, 1] ∩H2(0, 1) tel que ϕ(0) = 0 = ϕ(1) et ϕ′(0) = ϕ′(1).
Le problème spectrale associé au problème (4.3)-(4.5)

−Au = −uxx = λu,

u(0) = u(1) = 0.
(4.7)

Par conséquent, Xn = sin(nπx), n ≥ 1, λn = (nπ)2, n ≥ 1 sont respectivement les fonctions propres
et les valeurs propres du problème spectrale (4.7).

Définition 4.1. La série de Fourier sous la forme

u(x, t) =
∑
n≥0

un(t)Xn(x); (4.8)
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est dite la solution formelle du problème (4.3)-(4.5).

Définition 4.2. On appelle u(x, t) solution faible du problème(4.3)-(4.5) dans L2(0, 1) si u(., t) ∈
H1

0(0, 1) pour tout t ∈ [0, T ] et vérifie dans L2(0, 1) le problème
< Dα

0+,tu(x, t);φ(x) > + < uxx(x, t);φxx(x) >=< c(t)f(x);φ(x) >; t ∈ (0, T ]

< lim
t−→0+

t1−αu(x, t);φ(x) >=< ϕ(x);φ(x) >
(4.9)

pour toute φ ∈ H1
0(0, 1) avec < ., . > désigne le produit scalaire dans L2(0, 1).

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (A1) − (A3), il existe une solution faible unique du problème
de diffusion fractionnaire en temps (4.3)-(4.5) donnée par la représentation spectrale (4.8) où

un(t) = < ϕ;Xn > Γ(α)tα−1Eα,α(−λntα) (4.10)

+ < f ;Xn >

∫ t

0
c(s)(t− s)α−1Eα,α

(
−(nπ)2(t− s)α

)
ds,

sont dans l’espace Cα1−α pour n ≥ 1.

Démonstration. Pour simplifier le problème à condition initiale (4.3)-(4.5), on utilise la décomposition
u(x, t) = w(x, t) + v(x, t) où w(x, t) est solution du problème homogène suivant

Dα
0+,tw(x, t)− wxx = 0; (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ],

lim
t−→0+

t1−αw(x, t) = ϕ(x); x ∈ [0, 1],

w(0, t) = w(1, t) = 0, t ∈ (0, T ],

(4.11)

et v(x, t) est solution du problème non homogène
Dα

0+,tv(x, t)− vxx = c(t)f(x); (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ],

lim
t−→0+

t1−αv(x, t) = 0; x ∈ [0, 1],

v(0, t) = v(1, t) = 0; t ∈ (0, T ].

(4.12)

Utilisons le principe Duhamel (Voir annexe) pour obtenir la solution du problème (4.12) où les condi-
tions aux bords et initiales sont homogènes alors que l’équation de sous-diffusion est non homogène.
Si v(x, t) est solution du problème (4.12), alors v(x, t) =

∫ t

0
V (x, t; s)ds où s un paramètre tel que :
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0 < s ≤ t ≤ T et V (x, t; s) est la solution du problème suivant :
Dα
s+,tV (x, t; s)− Vxx(x, t; s) = 0; x ∈ (0, 1); s < t ≤ T,

lim
t−→s+

(t− s)1−αV (x, t; s) = f(x)c(s)
Γ(α) ; x ∈ [0, 1],

V (0, t; s) = V (1, t; s) = 0; 0 < s < t ∈ (0, T ].

(4.13)

Soit V (x, t, t−γ) solution du problème (4.13), alors on vérifie que
∫ t

0
V (x, t; s)ds vérifie le problème

(4.12). En vue du lemme (1.5) et le changement s = t− γ, nous obtenons,

Dα
0+,t

∫ t

0
V (x, t; s)ds−Dxx

∫ t

0
V (x, t; s)ds

=
∫ t

0

[
Dα

0+,tV (x, t, t− γ)− Vxx(x, t, t− γ)
]
dγ + lim

γ−→0+
I1−α

0+,γV (x, t, t− γ)

= c(t)f(x).

La solution formelle du problème fractionnaire en temps (4.11) est donnée par

w(x, t) =
∞∑
n=1

wn(t)Xn(x),

où les coefficients wn(t), n ≥ 1 seront déterminés en utilisant l’orthogonalité des Xn(x) = sin(nπx),
n ≥ 1 qui forment une base dans L2[0, 1].
Multiplions l’équation (4.12) par Xn(x) et intégrant par rapport à x ∈ (0, 1) et mettons

wn(t) = 2
∫ 1

0
w(x, t)Xn(x)dx; n ≥ 1,

qui nous donne le problème fractionnaire de Cauchy pondéré suivant
Dα

0+wn(t) = −λnwn(t); t ∈ [0, T ]; n ≥ 1,

lim
t−→0+

t1−αwn(t) = ϕn,
(4.14)

où ϕn = 2
∫ 1

0
ϕ(x)Xn(x)dx;n ≥ 1 sont les coefficients de Fourier de ϕ(x). La solution du problème

(4.14) est donc donnée en utilisant le théorème (1.18) par :

wn(t) = ϕnΓ(α)tα−1Eα,α(−λntα); t ∈ (0, T ], n ≥ 1. (4.15)
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D’où la solution du problème (4.11) peut s’écrire sous la forme :

w(x, t) =
∑
n≥1

ϕnΓ(α)tα−1Eα,α(−(nπ)2tα) sin(nπx). (4.16)

En utilisant le même principe, ∀n ≥ 1, Vn(t, s) = 2
∫ 1

0
V (x, t; s)Xn(x)dx vérifie le problème frac-

tionnaire pondéré 
Dα
s+,tVn(t, t− s) = −λnVn(t, t− s); s < t ≤ T,

lim
t−→s+

(t− s)1−αVn(t, t− s) = fn
Γ(α)c(s);

(4.17)

où fn = 2
∫ 1

0
f(x)Xn(x)dx;n ≥ 1, alors la solution du problème (4.13) est donnée par :

V (x, t; s) =
∑
n≥1

Vn(t, s)Xn(x) (4.18)

=
∑
n≥1

fnc(s)(t− s)α−1Eα,α(−(nπ)2(t− s)α) sin(nπx).

Ainsi, pour déterminer la solution du problème (4.12), on utilise la définition v(x, t) =
∫ t

0
V (x, t; s)ds,

de plus de (4.18)

v(x, t) =
∑
n≥1

fn sin(nπx)
∫ t

0
c(s)(t− s)α−1Eα,α(−(nπ)2(t− s)α)ds. (4.19)

=
∑
n≥1

vn(t)Xn(x).

Finalement, pour résumer entre les expressions (4.16) et(4.19), la représentation spectrale de la
solution du problème (4.3)-(4.4) est (4.8) où les coefficients sont donnés par(4.10).
Du théorème (1.16) et des hypothèses (A1)-(A3), ∀n ≥ 1 fixé, les solutions des problèmes (4.17)
et (4.14) sont uniques ; par conséquent ∀n ≥ 1;un(t) = vn(t) + wn(t) est unique. Ce qui nous
mène à l’unicité de la solution faible u(x, t) sous la représentation spectrale (4.8)-(4.10). D’où le
résultat.

Maintenant, on s’intéresse à la régularité de la solution pour f(x) terme source fixé dans L2(0, 1).

Théorème 4.2. Supposons que les assertions (A1)− (A3) sont vérifiées, alors

‖u‖C1−α([0,T ];L2(0,1)) ≤ Q1 ‖ϕ‖L2(0,1) +Q2 ‖c‖C1−α[0,T ] ‖f‖L2(0,1) , (4.20)

pour certaines constantes positives Q1 et Q2.
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Démonstration. Rappelons que u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) et

sup
0≤s<t≤T

Eα,α(−λn(t− s)α) ≤M.

Calculons dans L2(0, 1) la norme de w(x, t) par rapport à x, alors pour t ∈ (0, T ] fixé on a :

‖w(., t)‖2L2(0,1) = 1
2
∑
n≥1
|wn(t)|2 .

Cela donne pour t ∈ (0, T ]

‖w(., t)‖2L2(0,1) ≤
Γ2(α)

2
∑
n≥1

ϕ2
n

[
tα−1Eα,α(−λntα)

]2
≤ Γ2(α)M2

2 (tα−1)2 ∑
n≥1

ϕ2
n

≤ t2(α−1)Γ2(α)M2 ‖ϕ‖2L2(0,1) ; (4.21)

alors, avec une approximation similaire et en vue de l’hypothèse (A2), nous obtenons à partir de
(4.16) pour chaque t ∈ (0, T ]

‖v(., t)‖2L2(0,1) = 1
2
∑
n≥1
|vn(t)|2

≤ M2

2 ‖c‖
2
C1−α[0,T ]

∑
n≥1
|fn|2

[∫ t

0
sα−1(t− s)α−1ds

]2

≤
(
t2α−1 Γ2(α)

Γ(2α)

)2

‖c‖2C1−α[0,T ]M
2 ‖f‖2L2(0,1) . (4.22)

Par conséquent, pour chaque t ∈ [0, T ] nous obtenons

‖u(., t)‖L2(0,1) ≤ ‖w(., t)‖L2(0,1) + ‖v(., t)‖L2(0,1)

≤ tα−1Γ(α)M ‖ϕ‖L2(0,1) + t2α−1 Γ2(α)
Γ(2α) ‖c‖C1−α[0,T ]M ‖f‖L2(0,1) .

Cela nous mène à l’approximation en norme de l’espace C1−α suivante :

‖u‖C1−α([0,T ];L2(0,1)) ≤ Q1 ‖ϕ‖L2(0,1) +Q2 ‖c‖C1−α[0,T ] ‖f‖L2(0,1) . (4.23)

On peut alors prendre Q1 = Γ(α)M et Q2 = TαM pour vérifier le résultat (4.20).
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Deux autres résultats avec plus de régularité par rapport à l’espace et au temps respectivement.

Théorème 4.3. Sous les hypothèses (A1)− (A3), on a

‖u‖C1−α([0,T ];H1
0 [0,1]) ≤ Q3 ‖ϕ‖L2(0,1) +Q4 ‖c‖C1−α[0,T ] ‖f‖L2(0,1) , (4.24)

et

‖u‖Cα1−α([0,T ];L2()0,1)) ≤ max(Q1, Q3) ‖ϕ‖L2(0,1) + max(Q2, Q4) ‖c‖C1−α[0,T ] ‖f‖L2(0,1) . (4.25)

Démonstration. De (4.8)-(4.10) la forme spectrale de u(x, t), on déduit ux(x, t) = vx(x, t)+wx(x, t).

Alors, on aura wx =
∞∑
n=1

wn(t)(nπ) cos(nπx) puis, en utilisant les propriétés de la fonction Eα,α et

la condition (A3), nous obtenons

‖wx(., t)‖2L2[0,1] = 1
2
∑
n≥1

(nπ)2w2
n(t)

≤ Γ2(α)
2

∑
n≥1
|ϕn|2 nπ2

[
tα−1Eα,α(−(nπ)2tα)

]2
≤ M2

1 Γ2(α)
2

∑
n≤1

(ϕn)2

(nπ)2

≤M2
1 Γ2(α) ‖ϕ‖2L2(0,1) , (4.26)

où sup0<s<t≤T λn(t−s)α−1Eα,α(−λn(t−s)α) ≤M1. Aussi, nous obtenons vx =
∞∑
n=1

vn(t)(nπ) cos(nπx).

Le calcul de sa norme dans L2 donne l’approximation suivante

‖vx(., t)‖2L2(0,1) = 1
2
∑
n≥1

(nπ)2v2
n(t)

≤ 1
2
∑
n≥1

|fn|2

(nπ)2 ‖c‖
2
C1−α[0,T ]

×
[∫ t

0
sα−1(nπ)2(t− s)α−1Eα,α(−(nπ)2(t− s)α)ds

]2

≤M2
1 ‖f‖

2
L2(0,1) ‖c‖

2
C1−α[0,T ]

[
tα

α

]2
. (4.27)

Comme, dans H1
0 [0, 1] la norme de u(x, t) par rapport à x, est

‖u(., t)‖H1
0 [0,1] = ‖u(., t)‖L2(0,1) + ‖ux(., t)‖L2(0,1) ,
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de (4.21),(4.22), (4.26) et (4.27) l’approximation de u dans H1
0 est

‖u‖H1
0 [0,1] ≤ t

(α−1)Γ(α)M ‖ϕ‖L2(0,1) + t2α−1 Γ2(α)
Γ(2α) ‖c‖C1−α[0,T ]M ‖f‖L2[0,1]

+M1Γ(α) ‖ϕ‖L2(0,1) +M1 ‖f‖L2(0,1) ‖c‖C1−α[0,T ]

[
tα

α

]
.

Par suite le calcul de ‖u‖1−α donne (4.24) avec Q3 = Γ(α)M1;Q4 = T

α
M1.

Pour la deuxième approximation, notons que Dα
0+,tun(t) ∈ C1−α[0, T ] et

∑
n≥1

Dα
0+un(t)Xn(x), la

série des dérivées fractionnaires en temps est uniformément convergente pour t ∈ [ε, T ], ε > 0, alors∑
n≥1

Dα
0+un(t)Xn(x) = Dα

0+
∑
n≥1

un(t)Xn(x).

Par conséquent, nous pouvons utilisé ce résultat pour vérifier que Dαu ∈ L2(0, 1) via l’expression
(4.3). Ce qui donne pour un premier pas∥∥∥Dα

0+,tu(., t)
∥∥∥
L2(0,1)

≤ ‖uxx(., t)‖L2(0,1) + |c(t)| ‖f‖L2(0,1) .

Par des arguments similaires à la première partie de cette preuve, nous obtenons pour les dérivées
partielles secondes des deux terme de somme u,

‖wxx(., t)‖2L2(0,1) = 1
2
∑
n≥1

(nπ)4w2
n(t)

≤M2
1 Γ2(α) ‖ϕ‖2L2(0,1) ,

et

‖vxx(., t)‖2L2(0,1) = 1
2
∑
n≥1

(nπ)4v2
n(t)

≤M2
1 ‖c‖

2
C1−α[0,T ]

[
tα

α

]2
‖f‖L2(0,1) .

La norme de u dans L2 vérifie alors , par conséquent, avec un choix de Q3 et Q4 nous avons∥∥∥Dα
0+,tu

∥∥∥
C1−α([0,T ];L2()0,1))

≤ Q3 ‖ϕ‖L2(0,1) +Q4 ‖c‖C1−α[0,T ] ‖f‖L2(0,1) . (4.28)

De (4.20) et (4.28) nous obtenons aisément (4.25). Donc, u(x, .) ∈ Cα1−α[0, T ] presque partout dans
L2(0, 1).
Les approximations de wxx et vxx , améliorent la régularité de u. En effet, u(., t) ∈ H2[0, 1]. La
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preuve est achevée.

4.3.2 Le problème inverse

Maintenant, on démontre l’existence et l’unicité du terme source dépendant de l’espace f(x). Mul-
tiplions (4.8)par x et intégrant sur [0, 1], et avec la condition supplémentaire, nous obtenons les
séries :

g(t) =
∑
n≥1

(−1)n+1

nπ
ϕnΓ(α)tα−1Eα,α(−λntα) (4.29)

+
∑
n≥1

(−1)n+1

nπ
fn

t∫
0

c(s)(t− s)α−1Eα,α
(
−(nπ)2(t− s)α

)
ds.

Ce qui montre la relation entre la donnée input f(x) et la donnée output g(t, f) =
1∫

0

xu(f, x, t)dx,

où nous notons la solution unique du problème direct par u(f, x, t) = w(x, t)+v(f, x, t). Remarquons
que w(x, t) la solution du problème (4.11) est indépendante du terme source f(x).
Plus les assertions (A1)− (A3), assumons les assertions suivantes :

(A4) g ∈ Cα1−α[0, T ] et lim
t−→0+

t1−αg(t) =
∫ 1

0
xϕ(x)dx.

(A5) fn =< f ;ϕn >;ϕn =< ϕ;Xn >;n ≥ 1 sont positives et

1∫
0

xf(x)dx 6= 0;
1∫

0

xϕ(x)dx 6= 0.

Définissons H l’ensemble des fonctions admissible f(x) par :

H =
{
f ∈ C1[0, 1] ∩H2(0, 1) : C1 < f(x) < C2

}
⊂ L2(0, 1).

Notons par {g} ⊂ C1−α[0, T ] l’ensemble de la donnée out put g(t) mesurée, et définissons l’appli-
cation G(f) : H −→ {g} par la partie droite de l’équation (4.29), qui est bien définie en vue des
assertions (A1)− (A3). Alors le problème inverse peut être reformulé sous la forme opérationnelle :

G(f) = g(f, t); t ∈ (0, T ]. (4.30)

Tout d’abord, montrons la monotonie de G.

Théorème 4.4. Avec les assertions (A1)− (A4), l’opérateur G est monotone.
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Démonstration. Soient f, f̃ ∈ H tel que 0 < fn ≤ f̃n; n ≥ 1, alors on a :
Dα

0+,tu(x, t)− uxx ≤ Dα
0+,tũ(x, t)− ũxx(x, t), (x, t) ∈ Ω;

lim
t−→0+

t1−αu(x, t) = lim
t−→0+

t1−αũ(x, t); x ∈ [0, 1].

Multiplions par x et intégrons sur [0, 1], nous obtenons

Dα

0+,tg(t)−K(t) ≤ Dα
0+,tg̃(t)− K̃(t); t ∈ (0, T ]

lim
t−→0+

t1−αg(t) =
1∫

0

xϕ(x)dx = lim
t−→0+

t1−αg̃(t);
(4.31)

où

K(t) = −
1∫

0

xuxx(x, t)dx = −ux(1, t) =
∑
n≥1

(−1)n+1fnhn(t)

≤
∑
n≥1

(−1)n+1f̃nhn(t) = −ũx(1, t) = K̃(t); t ∈ (0, T ]

avec
hn(t) = nπ

∫ t

0
c(s)(t− s)α−1Eα,α

(
−(nπ)2(t− s)α

)
ds > 0, t > 0;n ≥ 1.

Appliquons Iα0+ sur la première inégalité de l’équation (4.31), en utilisant la deuxième inégalité et le
calcul fractionnaire nous obtenons :

g(t)− g̃(t) ≤ Iα0+

[
K(t)− K̃(t)

]
≤ 0;

ce qui implique la monotonie de l’opérateur G. La preuve est achevée.

Pour identifier f uniquement on doit vérifier que la fonction inconnue f(x) est distinguable via
l’opérateur G, ce qui signifie l’injectivité de l’opérateur G−1. Ensuite, on a le résultat suivant :

Théorème 4.5. Supposons que les assertions (A1)−(A5) sont vérifiées. Alors la donnée input-output
G(f) correspondant à la donnée supplémentaire (4.6) ; est distinguable dans la classe des fonctions
sources admissibles H.

Démonstration. On commence par montrer que G(f) est lipschitzienne et continue sur H. Soient
f, f̃ ∈ H; tel que fn 6= f̃n;n ≥ 1, alors z(x, t) = u(x, t)− ũ(x, t) est la solution du problème

Dα
0+,tz(x, t)− zxx =

(
f(x)− f̃(x)

)
c(t); (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ],

lim
t−→0+

t1−αz(x, t) = 0; x ∈ [0, 1],

z(0, t) = 0 = z(1, t); t ∈ (0, T ].
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En vue de (4.8)-(4.10), z est donnée par

z(x, t) =
∑
n≥1

[
fn − f̃n

] ∫ t

0
c(s)(t− s)α−1Eα,α

(
−(nπ)2(t− s)α

)
dsXn(x).

En intégrant sur [0, 1] nous obtenons
∫ 1

0
xz(x, t)dx =

∫ 1

0
x
∑
n≥1

[
< f ;Xn > − < f̃ ;Xn >

]
×
∫ t

0
c(s)(t− s)α−1Eα,α

(
−(nπ)2(t− s)α

)
dsXn(x)dx,

ce qui implique

|g(t)− g̃(t)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣f(x)− f̃(x)
∣∣∣ dx ‖c‖C1−α[0,T ]M

∫ t

0
sα−1(t− s)α−1dsdx.

Donc, en vue de (A2)
‖g − g̃‖C1−α[0,T ] ≤ H

∥∥∥f − f̃∥∥∥
C[0,1]

,

où H = ‖c‖C1−α[0,T ]M
TαΓ2(α)

Γ(2α) . Par conséquent, f(x) = f̃(x) sur [0, 1] ce qui implique G(f) =

G(f̃) d’où l’injectivité de G.

Remarque 4.1. L’existence de la fonction f ∈ H solutions de G(f) = g(t) dérive de la complétude
de l’espace C1−α[0, T ].

Maintenant, nous présentons l’unique résultat lié au problème (4.11) ; ce qui montre la dépendance
continue de la solution w(x, t) par rapport à la donnée initiale ϕ(x).

Lemme 4.1. Soient w1, w2 ∈ Cα1−α
(
[0, T ];L2(0, 1)

)
, solutions du problème (4.11) liées respective-

ment aux conditions initiales ϕ(x) et ψ(x) sous la condition (A3). Si w1 et w2 vérifient :

w1(t) =
∫ 1

0
xw1(x, t)dx =

∫ 1

0
xw2(x, t)dx = w2(t); 0 < t ≤ T, (4.32)

alors ϕ(x) = ψ(x) dans L2(0, 1).

Démonstration. Les solutions du problème (4.11) avec les conditions initiales ϕ(x) et ψ(x) vérifient
respectivement

w1(x, t) =
∑
n≥1

ϕnΓ(α)tα−1Eα,α
(
−(nπ)2tα

)
Xn(x);

w2(x, t) =
∑
n≥1

ψnΓ(α)tα−1Eα,α
(
−(nπ)2tα

)
Xn(x).
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Comme w1, w2 ∈ C1−α
(
[0, T ],L2[0, 1]

)
il est simple de démontrer que

w1(t)− w2(t) =
∫ 1

0
x [w1(x, t)− w2(x, t)] dx ∈ C1−α[0, T ].

Alors, on peut supposer que :ϕ(x) > ψ(x); x ∈ (xi, xi+1) ; i = 1, ...,m

ϕ(x) = ψ(x); ailleurs .

Pour certains xi ∈ [0, 1]; i = 1, ...,m+ 1. En vue de (A3) et le calcul fractionnaire, nous obtenons

0 <
m∑
i=1

∫ xi+1

xi

x [ϕ(x)− ψ(x)] dx =
1∫

0

x [ϕ(x)− ψ(x)] dx

≤
∫ 1

0
x
∑
n≥1

[ϕn − ψn]Xn(x)dx

≤
∫ 1

0
x lim
t∈[0,T ]

t1−α
∑
n≥1

[ϕn − ψn] Γ(α)tα−1Eα,α
(
−(nπ)2tα

)
Xn(x)dx

≤ sup
t∈[0,T ]

t1−α [w1(t)− w2(t)] = ‖w1 − w2‖C1−α[0,T ] = 0.

Contradiction, alors ϕ(x) = ψ(x) presque partout sur [0, 1].

A ce moment, nous exposons le résultat d’unicité suivant.

Théorème 4.6. Le terme source f(x) peut être déterminer uniquement par la donnée supplémentaire∫ 1

0
xu(x, t)dx = g(t); t ∈ [0, T ] dans le problème (4.3)-(4.5).

Démonstration. De (4.29), on conclut que l’unicité du terme f(x) est lié à v(f, x, t) la solution du
problème (4.12). la donnée supplémentaire donne

g(t) =
∫ 1

0
xw(x, t)dx+

∫ 1

0
xv(f, x, t)dx.

Utilisons le lemme (4.1),on conclut que la condition initiale f(x)c(s)
Γ(α) dans le problème (4.13) est

uniquement déterminée dans L2(0, 1) par la donnée supplémentaire
∫ 1

0
xV (f, x, t, s)dx. Ainsi, sous

les assertions (A1)− (A5), le fait que
∫ 1

0
xv(f, x, t)dx =

∫ 1

0
x

∫ t

0
V (f, x, t, s)dsdx et en supposant

Settara Loubna 70 ©2019.Univ. Annaba



4.3. ANALYSE DU PROBLÈME

que f(x) > f̃(x) presque partout sur [0, 1] on a

0 <
∫ t

0

∫ 1

0
x
(
f(x)− f̃(x)

) c(s)
Γ(α)dxds

≤
∫ t

0

c(s)
Γ(α)

∫ 1

0
x
∑
n≥1

Cn
(
fn − f̃n

)
Xn(x)dxds

≤ sup
t∈[0,T ]

t1−α
∫ 1

0
x
[
v(f, x, t)− v(f̃ , x, t)

]
dx;

où Cn = lim
t−s−→0+

(t− s)1−α(t− s)α−1Γ(α)Eα,α
(
−(2nπ)2(t− s)α

)
= 1.

Alors, ∥∥∥x(f − f̃)
∥∥∥
L1(0,1)

≤ C
∥∥∥∥∫ 1

0
x
(
v(f, x, .)− v(f̃ , x, .

)
dx

∥∥∥∥
C1−α[0,T ]

; (4.33)

où supt∈[0,T ] Γ(α)
[∫ t

0
c(s)ds

]−1
=: C. Si on a la même condition initiale alors w1(t)− w1(t) = 0,

et g(t)− g̃(t) =
∫ 1

0
x
(
v(f, x, t)− v(f̃ , x, t)

)
dx.

Ainsi, ∥∥∥x (f − f̃)∥∥∥
L1(0,1)

≤ C ‖g − g̃‖C1−α[0,T ] ; (4.34)

Ce qui montre la dépendance continue de la fonction f(x) par rapport à la donnée supplémentaire
g(t) pour le problème (4.3)-(4.5). Dans le cas où w1(t)− w1(t) 6= 0, en vue de la preuve du lemme
(4.1) on a

0 <
∫ 1

0

∫ t

0
x
(
f(x)− f̃(x)

) c(s)
Γ(α)dsdx

≤
∫ 1

0

[∫ t

0
x
(
f(x)− f̃(x

) c(s)
Γ(α)ds+ x (ϕ(x)− ψ(x))

]
dx

≤ sup
t∈[0,T ]

t1−α [(v(t)− ṽ(t)) + (w1(t)− w2(t))] = ‖g − g̃‖C1−α[0,T ] ;

ce qui donne (4.34).
Alors, on conclut immédiatement que f(x) peut être obtenue presque partout sur [0, 1] par la donnée
output g(t).

Remarque 4.2. Pour l’unicité de la solution du problème inverse, considérons {u(x, t); f(x)} et{
ũ(x, t); f̃(x)

}
deux solutions du problème inverse alors par une simple approximation on obtient

|u(x, t)− ũ(x, t)| ≤

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

(fn − f̃n)Xn(x)Kn(t)

∣∣∣∣∣∣ (4.35)

≤ K
∣∣∣f(x)− f̃(x)

∣∣∣ , t > 0, x ∈ [0, 1].
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où

Kn(t) =
∫ t

0
c(s)(nπ)2

(nπ)2 (t− s)α−1Eα,α
(
−(nπ)2(t− s)α

)
ds

≤M1

∫ t

0

c(s)
(nπ)2ds ≤ K.

Alors le résultat est obtenu entre les inégalités (4.34) et (4.35).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Cette étude s’inscrit dans la démarche de l’application des outils d’analyse aux équations différentielles
d’ordre fractionnaire en temps dont l’efficacité dans la modélisation des problèmes à mémoire a été
prouvé. Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec l’outil fractionnaire et a fourni
quelques résultats élémentaires certes, mais utiles pour notre étude, en plus de certains rappels de
l’analyse fonctionnelle et celle de Fourier.

Le deuxième chapitre de cette thèse est dédié aux problèmes de diffusion et sous diffusion dans
le cas unidimensionnel. Pour les problèmes de diffusion, l’approche classique de Fourier est rappelée.
Pour les problèmes de sous-diffusion par manque de bibliographie dans le domaine des résultats assez
basique d’existence, d’unicité et de régularités pris de deux articles différents sont exposés.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’un problème parabolique inverse aux limites, nous
avons établie des résultats d’existence et d’unicité de la solution classique. La dépendance continue
de solutions par rapport aux données a été également discutée. Une synthèse de ces résultats à fait
l’objectif d’une publication dans une revue internationale. Les difficultés résident dans le terme de
contrôle et la dépendance du temps pour le terme source inconnu.

Enfin, dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à l’étude d’un problème inverse pa-
rabolique pondéré, on a déterminé l’existence, l’unicité et la régularité de la solution faible. Nous
avons utilisé l’outil de l’application input-output pour pouvoir déterminer le terme source inconnu
dépendant de l’espace, ce qui est une des difficultés.

De plus, le fait que la dérivation fractionnaire soit celle de Riemann-Liouville avec condition initiale
pondéré a compliqué le travail qui a était soumis à un journal [3].
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Comme perspectives, nous projetons en plus de continuer à explorer ce domaine en développant
d’éventuels modèles numériques correspondant aux problèmes présentés dans ce travail. En espérant
que cette contribution guidera d’autres chercheurs suivant cet axe qui promet beaucoup d’horizons.
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ANNEXE A

A Théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction de Banach
ou encore théorème du point fixe de Picard, est apparu pour la première fois en 1922 dans le cadre
de la résolution d’une équation intégrale.

Théorème A.7. (Principe de contraction de Banach, 1922) Soit (X, d) un espace métrique complet.
Soit T : X −→ X une application contractante de constante k. Alors

∃!x ∈ X tel que Tx = x.

B Principe Duhamel

Si V (x, t; τ) est une solution du problème
∂ατ+V (x, t; τ) = ∂xxV (x, t; τ) (x, t)× (τ, T );

V |t=τ= D1−α
0+ f(x, τ),

∂xV (0, t; τ) = 0,−∂xV (1, t; τ) = 0.

la solution du problème
∂α0+v(x, t) = ∂xxv(x, t) + f(x, t) (x, t)× (0, T )

v(x, 0) = 0,

∂xv(0, t) = 0,−∂xv(1, t) = 0,

prend la forme v(x, t) =
∫ t

0
V (x, t; τ)dτ . Pour plus de détails voir [66].



BIBLIOGRAPHIE

Bibliographie

[1] T. S. Aleroev, M. Kirane, and S.A Malik. Determination of a source term for a time fractional
diffusion equation with an integral type over-determininig condition. EJDE, 270 :1–16, 2013.

[2] A. Ashyralyev, I. Karatay, and P. E. Sobolevskii. On well-posedness of the nonlocal boun-
dary value problem for parabolic difference equations. Hindawi publishing corporation. Discrete
dynamics in nature and society, 2 :273–286, 2004.

[3] R. Atmania and L. Settara. Determination of a space source term in a cauchy weighted problem
for a time -fractional diffusion equation by an over determination integral data ”submitted”.

[4] R. Bagley and J.Torvik. Fractional calculus-a different approach to the analysis of viscoelastically
damped structures. AIAA journal, 21(5) :741–748, 1983.

[5] K. Balachandran and J.Y.Park. Existence of solutions of second order nonlinear differential
equations with nonlocal conditions in banach spaces. Indian J.Pure Appl. Math., 12 :1883–
1891, 2001.

[6] A. Benrabah. Etude d’un problème d’évolution non locale et régularisation d’un problème
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[42] B. Lecampion. Sur l’identification des paramètres des lois de comportement des roches argi-
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Abstract
In this paper, a unique solution to an inverse source problem for a one-dimensional time-fractional
diffusion equation is obtained as a convergent series. This existence and uniqueness result is based
on the Fourier method, the fractional calculus and the Banach fixed point principle. The unknown
source coefficient is determined uniquely by the additional data which is an integral condition. Then,
the continuous dependence of data is proved.
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1 Introduction

The fractional diffusion equations are believed to be more realistic in describing anomalous diffusion
in heterogeneous porus media than the classical diffusion ones. Thus, they have drawn attention of
researchers from various disciplines of science and engeneering. The readers may refer to Cheng et al.
(2009); J.Nakagawa et al. (2010) and references therein.
Inverse source problems are the problems that consist of finding the unknown source term via an ad-
ditional data. Some works on fractional inverse diffusion problems have been published. We refer to
Aleroev et al. (2013); Cheng et al. (2009); Fatma and Mansur (2012); J.Nakagawa et al. (2010); Ozbilge
et al. (2016); Tuan (2011).
Here, we consider the so-called fractional diffusion problem involving the linear nonhomogeneous equa-
tion:

Dα
0+,t (u(x, t)− u (x, 0)) = uxx(x, t) + a(t)u(x, t) + c (t)F (x, t), (1.1)

(x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ] ,

with initial and nonlocal boundary conditions

u (x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1] , (1.2)

u(0, t) = u(1, t), ux(1, t) = 0, t ∈ [0, T ] , (1.3)

Dα
0+,t is the Riemann-Liouville fractional derivative of order 0 < α < 1 in the time variable, a(t), t > 0 is

the source control term, F (x, t) is the known source term, ϕ(x) is the initial temperature.
Our inverse problem consists of determining the time dependent unknown coefficient of the source
term c(t) and the temperature distribution u(x, t), from the initial temperature (1.2) and the boundary
conditions (1.3). c (t) needs to be determined uniquely by the over-determination condition

∫ 1

0

u(x, t)dx = E(t), t ∈ [0, T ] , (1.4)
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which is the additional data of the thermal energy E(t). We note that in the papers Aleroev et al. (2013);
Fatma and Mansur (2012); Ionkin (1977) the time-dependent source coefficient is determined from such
condition.
The used approach is based on the expansion of the solution by using a bi-orthogonal system of func-
tions obtained from the nonlocal boundary conditions. We are motived by the works Aleroev et al. (2013)
where the authors considered an inverse time-fractional diffusion problem with a(t) = 0 and Fatma and
Mansur (2012) where the authors considered an inverse problem for a(t) = 0 and α = 1.
The outline of the paper is as follows. In Section 2, some necessary preliminaries are given. In Section
3, the existence and uniqueness of the solution of the inverse problem (1.1)-(1.4) is etablished by using
the Fourier method and the Banach fixed point theorem. In Section 4, the continuous dependence of
the solution of the inverse problem upon the data of {a (t) , F (x, t) ;ϕ (x) ;E (t)} is shown.

2 Preliminaries

In this section, we present some useful definitions and results of fractional calculus which can be found
in Kilbas et al. (2006).

Definition 2.1. The left sided Riemann-Liouville fractional integral of order 0 < α < 1 for an integrable
function f : R+ → R, is defined by

Iα0+f(t) :=
1

Γ(α)

∫ t

0

f(s)

(t− s)1−α
ds, t > 0,

where Γ(α) is the Euler gamma function.

Definition 2.2. The left sided Riemann-Liouville fractional derivative of order 0 < α < 1 of the integrable
function f is defined by

Dα
0+f(t) :=

d

dt
I1−α
0+ f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(s)

(t− s)α
ds.

Proposition 2.1. For 0 < α < 1, f ∈ AC[0, T ], the space of absolutely continuous functions,

Iα0+D
α
0+ (f(t)− f (0)) = f(t)− f (0) ; Dα

0+I
α
0+f(t) = f(t).

Theorem 2.2. For a sequence of functions (fi (t))i≥0 defined on (0, T ]. Suppose the following condi-
tions are fulfilled:
(i) for a given α > 0, Dα

0+fi(t), i ≥ 0; t ∈ (0, T ] exists,
(ii)

∑∞
i=1 fi(t) and

∑∞
i=1 D

α
0+fi(t) are uniformly convergent on [ε, T ] for any ε > 0.

Then the function defined by the series
∑∞

i=1 fi(t) is α− differentiable and satisfies

Dα
0+

∞∑

i=1

fi(t) =

∞∑

i=1

Dα
0+fi(t).

Let us present some results on The Mittag-Leffler Function which is an important tool in the fractional
calculus.

Definition 2.3. A two-parameter Mittag-Leffler function is defined by the series expansion

Eα,β(z) =
∑

n≥0

zn

Γ(αn+ β)
; α > 0, β > 0, with z ∈ C. (2.5)

In particular Eα,1(z) = Eα(z) and E1(z) = ez.

Proposition 2.3. For 0 < α ≤ β ≤ 1, the following hold:
(1)For λ > 0 , tβ−1Eα,β(−λtα) is completely monotonic function.
(2)For t ∈ [0, T ], we have

Eα,β(−λtα) < ∞ and
∫ t

0

(t− s)α−1Eα,β(−λ (t− s)
α
)ds < ∞.

(3) Furthermore, for λ ∈ R+, t ∈ (0, T ]

λtα−1Eα,α(−λ(tα) ≤ 1

t

λtα

1 + λtα
< ∞.
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Theorem 2.4. The solution u ∈ AC [0, T ] of the linear nonhomogeneous fractional problem
{

Dα
0+ (u(t)− u (0)) + λu(t) = f(t), t ∈ (0, T ], λ > 0,

u(0+) = c,
(2.6)

where f ∈ L1 [0, T ] , is given by the integral expression

u(t) = cEα,1(−λtα) +

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λ(t− s)α)f(s)ds. (2.7)

3 Existence and uniqueness result

First, note that for the non-selfadjoint operator AX = −X” = λnX with X (0) = X (1) ; X ′ (1) = 0,
the eigenvalues are λ0 = 0, λn = (2nπ)

2
;n ≥ 1. Thus, we construct the biorthonormal systems of

functions
{X0 (x) = 2, X1,n(x) = 4 cos(2πnx), X2,n(x) = 4(1− x) sin(2πnx);n ≥ 1} (3.8)

and {Y0(x) = x, Y1,n(x) = x cos(2πnx), Y2,n(x) = sin(2πnx);n ≥ 1} (3.9)

which are Riesz bases in L2 [0, 1]. For more details, the reader can consult Aleroev et al. (2013); Il’in
(1997); Ionkin (1977).
Let us define the following space:
C2,α ([0, 1]× (0, T ]) =

{
u (t, x) ∈ C2 [0, 1] ; t ∈ (0, T ]

and Dα
0+,t (u(x, t)− u (x, 0)) ∈ C (0, T ] ; x ∈ [0, 1]

}
.

The functions a, ϕ, F and E satisfy the following assumptions
(A1) a (t) ∈ C[0, T ].
(A2) F (x, .) ∈ C[0, T ] and for t ∈ [0, T ] , F (., t) ∈ C4 [0, 1] ;F (0, t) = F (1, t), Fx(1, t) = 0, Fxx(0, t) =

Fxx(1, t), Fxxx(1, t) = 0 and f (t) =
∫ 1

0
F (x, t) dx �= 0.

(A3) ϕ ∈ C4[0, 1] ; ϕ(1) = ϕ(0), ϕ′(1) = 0, ϕ′′(1) = ϕ′′(0) and ϕ(3)(1) = 0.

(A4) E ∈ AC[0, T ] and
∫ 1

0
ϕ(x)dx = E(0).

From the above, there exist some positive constants Lj , j = 1, 2; Mi, i = 0, ..., 5; K such that

L1 : = max
0≤t≤T

Eα,1(−λnt
α); L2 := max

0≤s<t≤T
Eα,α(−λn (t− s)

α
);

M0 : = ‖a‖C[0,T ] ; M1 :=
∥∥f−1

∥∥
C[0,T ]

;

M2 : = max
(∥∥Dα

0+ (E(t)− E (0))
∥∥
C[0,T ]

, ‖E‖C[0,T ]

)
; M3 := ‖c‖C[0,T ] ;

M4 : = max
(
‖F0‖C[0,T ] ; ‖Fi,n‖C[0,T ]

)
; i = 1, 2; n = 1, ...;

M5 : = max (|ϕ0| ; |ϕi,n|) ; i = 1, 2; n = 1, ...;

max
0<s<t≤T

λn(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) ≤ K. (3.10)

Theorem 3.1. Let (A1)-(A4) be satisfied. Then the inverse problem (1.1)-(1.4) has a unique solution
(u(x, t), c (t)) for some small T . Furthermore this solution is in[
C2,α ([0, 1]× (0, T ]) ∩ C ([0, 1]× [0, T ])

]
.

Proof. Let us start with the existence of the solution of the direct problem.
Step1 : Determination of u(x, t) for arbitrary c (t) in C [0, T ].
By applying the Fourier method, the solution u(x, t) of the problem (1.1)-(1.3) can be expanded in a
uniformly convergent series in term of eigenfunctions of (3.8) in L2 (0, 1) of the form

u(x, t) = u0 (t)X0 (x) +
∞∑

n=1

u1,n(t)X1,n (x) +
∞∑

n=1

u2,n(t)X2,n (x) . (3.11)

The coefficients u0(t), u1,n(t), u2,n(t) for n ≥ 1 are to be found by making use of the orthogonality of the
eigenfunctions. Namely, we multiply (1.1) by the eigenfunctions of (3.9) and integrate over (0, 1). Recall
that the scalar product in L2 (0, 1) is defined by (f, g) :=

∫ 1

0
f(x)g(x) dx.
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Let us note the expansion coefficients of F (x, t) and ϕ(x) in the eigenfunctions of (3.9) for n ≥ 1
respectively by

⎧
⎨
⎩

F0(t) = (F (x, t), Y0(x)) ,
F1,n(t) = (F (x, t), Y1,n(x)) ,
F2,n(t) = (F (x, t), Y2,n(x))

and

⎧
⎨
⎩

ϕ0 = (ϕ(x), Y0(x)) ,
ϕ1,n = (ϕ(x), Y1,n(x)) dx,
ϕ2,n = (ϕ(x), Y2,n(x)).

We obtain in view of (1.1) and with (u(x, t), Y0(x)) = u0(t)

{
Dα

0+ (u0(t)− u0(0)) = a(t)u0(t) + c (t)F0 (t) ;

u0(0) = ϕ0.
(3.12)

For u1,n(t) = (u(x, t), Y1,n(x)); n ≥ 1, in view of (1.1), we have
(
Dα

0+ (u(x, t)− u(x, 0)) , Y1,n(x)
)

= (uxx(x, t) + a(t)u(x, t) + c (t)F (x, t), Y1,n(x))

= (u1,n(t)X”1,n (x) + u2,n(t)X”2,n (x) , Y1,n(x)) + a(t)u1,n(t) + c (t)F1,n(t)

= −λnu1,n(t)− 4nπu2,n(t) + a(t)u1,n(t) + c (t)F1,n(t).

The linear fractional differential equations satisfied by u1,n(t); n ≥ 1 are
⎧
⎨
⎩

Dα
0+ (u1,n(t)− u1,n(0)) = −λnu1,n(t)− 4nπu2,n(t)

+a(t)u1,n(t) + c (t)F1,n(t);
u1,n(0) = ϕ1,n .

(3.13)

Also, the linear fractional differential equations satisfied by u2,n(t); n ≥ 1, are
{

Dα
0+ (u2,n(t)− u2,n(0)) = −λnu2,n(t) + a(t)u2,n(t) + c (t)F2,n(t);

u2,n(0) = ϕ2,n.
(3.14)

Applying Iα0+ to (3.12), we get the following Volterra integral equation satisfied by the solution

u0(t) = ϕ0 +

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
c (s)F0(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
a(s)u0(s)ds. (3.15)

This solution is bounded in C[0, T ] in view of (A1)-(A3). We have

‖u0‖C[0,T ] ≤ |ϕ0|+
Tα

αΓ(α)
‖F0‖C[0,T ] ‖c‖C[0,T ]

+
Tα

αΓ(α)
‖a‖C[0,T ] ‖u0‖C[0,T ] .

Hence,

‖u0‖C[0,T ] ≤
[
M5 +

Tα

αΓ(α)
M4M3

]
[1− Ψ0]

−1
=: ψ0 (3.16)

for
Ψ0 :=

Tα

αΓ(α)
M0 <

1

2
. (3.17)

In view of Theorem 2.4, the problem (3.14) admits a solution in C[0, T ] satisfying

u2,n(t) = ϕ2,nEα,1(−λnt
α) +

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) (3.18)

× (a(s)u2,n(s) + c (s)F2,n(s)) ds.

Under (A1)-(A3), u2,n (t) is bounded in C[0, T ] as follows

‖u2,n‖C[0,T ] ≤ |ϕ2,n|L1 + L2
Tα

α
‖F2,n‖C[0,T ] ‖c‖C[0,T ] (3.19)

+L2
Tα

α
‖a‖C[0,T ] ‖u2,n‖C[0,T ] .
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Then, we have for n ≥ 1

‖u2,n‖C[0,T ] (3.20)

≤
[
M5L1 + L2

Tα

α
M4M3

]
[1−Ψ1]

−1
=: ψ2

for
Ψ1 := L2

Tα

α
M0 <

1

2
. (3.21)

The problem (3.13) admits a solution which is the solution in C[0, T ] of the integral equation

u1,n(t) = ϕ1,nEα,1(−λnt
α) (3.22)

−4πn

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)u2,n (s) ds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) (a(s)u1,n(s) + c (s)F1,n(s)) ds.

Under conditions (A1)-(A3), u1,n(t) is bounded in C[0, T ] as follows

‖u1,n‖C[0,T ] ≤ |ϕ1,n|L1 + L2
Tα

α
‖F1,n‖C[0,T ] ‖c‖C[0,T ] (3.23)

+T
K

πn
‖u2,n‖C[0,T ] + L2

Tα

α
‖a‖C[0,T ] ‖u1,n‖C[0,T ] .

As previous we get for n ≥ 1

‖u1,n‖C[0,T ] ≤
[
M5L1 + L2

Tα

α
M4M3 + T

K

π
ψ2

]
[1−Ψ1]

−1
. (3.24)

Let us use the product Banach space [C[0, T ]]
3 endowed with its norme to prove the existence and

uniquness of the solution under this form (u0, u1,n, u2,n) ∈ [C[0, T ]]
3. Define the operator Γ on [C[0, T ]]

3

by Γ (u0, u1,n, u2,n) (t) = (P0u0 (t) , P1u1,n (t) , P2u2,n (t)) where the operators P0, P1, P2 are defined on
C[0, T ] by the right side of (3.15), (3.22) and (3.18), respectively.
In view of (3.16), (3.24) and (3.20) Γ : [C[0, T ]]

3 → [C[0, T ]]
3.

Prove that Γ is a contraction on [C[0, T ]]
3. So, for each (u0, u1,n, u2,n) ; (v0, v1,n, v2,n) ∈ [C[0, T ]]

3 we
have

‖Γ (u0, u1,n, u2,n)− Γ (v0, v1,n, v2,n)‖[C[0,T ]]3

≤ max
(
‖P0u0 − P0v0‖C[0,T ] ; ‖P1u1,n − P1v1,n‖C[0,T ] ;

‖P2u2,n − P2v2,n‖C[0,T ]

)
.

First, we get easly

‖P0u0 − P0v0‖C[0,T ] ≤
Tα

αΓ(α)
‖a‖C[0,T ] ‖u0 − v0‖C[0,T ] ≤ Ψ0 ‖u0 − v0‖C[0,T ] . (3.25)

For P1, by (3.10) we have for each t ∈ [0, T ]

|P1u1,n(t)− P1v1,n(t)|

≤
∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) |a(s)| |u1,n(s)− v1,n(s)| ds

+4πn

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) |u2,n (s)− v2,n (s)| ds

≤ L2
tα

α
‖a‖C[0,T ] ‖u1,n − v1,n‖C[0,T ] + t

K

πn
‖u2,n − v2,n‖C[0,T ] .

Hence, for n ≥ 1

‖P1u1,n − P1v1,n‖C[0,T ] ≤ Ψ1 ‖u1,n − v1,n‖C[0,T ] + T
K

πn
‖u2,n − v2,n‖C[0,T ] . (3.26)
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Similarly, for each t ∈ [0, T ]

|P2u2,n (t)− P2v2,n (t)|

≤
∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) |a(s)| |u2,n(s)− v2,n(s)| ds

which gives for n ≥ 1
‖P2u2,n − P2v2,n‖C[0,T ] ≤ Ψ1 ‖u2,n − v2,n‖C[0,T ] . (3.27)

Consequently,

‖Γ (u0, u1,n, u2,n)− Γ (v0, v1,n, v2,n)‖[C[0,T ]]3

≤ max
[(

Ψ0 ‖u0 − v0‖C[0,T ] ; Ψ1 ‖u1,n − v1,n‖C[0,T ] ; Ψ1 ‖u2,n − v2,n‖C[0,T ]

)

+T
K

πn

(
0; ‖u2,n − v2,n‖C[0,T ] ; 0

)]

≤
[
max (Ψ0; Ψ1) + T

K

π

]
‖(u0, u1,n, u2,n)− (v0, v1,n, v2,n)‖[C[0,T ]]3 .

According to (3.17) and (3.21)

max (Ψ0; Ψ1) +
T

α

K

π
< 1 for T

K

απ
<

1

2
. (3.28)

Then, Γ is a contraction on [C[0, T ]]
3 and has a unique fixed point which is the coefficients (u0, u1,n, u2,n)

of the solution (3.11). Then, there exists a unique solution of (1.1)-(1.3) for arbitrary c (t) bounded in
C [0, T ] .
Step 2: Determination of the coefficient c (t) in C[0, T ].
Applying Dα

0+ to the over-determination condition (1.4), we obtain the following equation

Dα
0+ (E(t)− E (0)) =

∫ 1

0

Dα
0+,t (u(x, t)− u(x, 0)) dx

= c (t)

∫ 1

0

F (x, t)dx+ ux(0, t) + a(t)E(t),

which yields
c (t) = [f (t)]

−1 [
Dα

0+ (E(t)− E (0))− a(t)E(t)− ux(0, t)
]
.

Next, we calculate f (t) =
∫ 1

0
F (x, t)dx and find

f (t) = F0(t)

∫ 1

0

X0 (x) dx+
∞∑

n=1

F1,n(t)

∫ 1

0

X1,n (x) dx (3.29)

+
∞∑

n=1

F2,n(t)

∫ 1

0

X2,n (x) dx

= 2F0(t) +

∞∑

n=1

2

nπ
F2,n(t).

Then, we derive (3.11) with respect to x and get ux(0, t) =
∑∞

n=1 8πnu2,n(t); where u2,n(t);n ≥ 1 are
given by (3.18). The obtained equation is an integral equation with respect to c(t)

c(t) = H0 (t) +H1 (t) (3.30)

−
∞∑

n=1

8πn

f(t)

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)a(s)u2,n(s)ds

−
∞∑

n=1

8πn

f(t)

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)c (s)F2,n(s)ds
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where

H0 (t) =
1

f(t)

(
Dα

0+ (E(t)− E (0))− a(t)E(t)
)
,

H1 (t) = −
∞∑

n=1

8πn

f(t)
ϕ2,nEα,1(−λnt

α).

We have under (A1)-(A4) and (3.10)

‖H0‖C[0,T ] ≤ (1 +M0)M1M2;

‖H1‖C[0,T ] ≤ 4M1L1

∞∑

n=1

2πn |ϕ2,n| .

Under (A1)-(A3)
∑∞

n=1 2πn |ϕ2,n| is convergent. In fact, we have ϕ ∈ C4 [0, 1] and ϕ2,n =
ϕ
(4)
2,n

(2nπ)
4

where ϕ
(4)
2,n are the coefficient of Fourier series of the function ϕ(4) with respect to the basis (3.9) . The

Cauchy-Schwartz inequality yields

K1 : =
∞∑

n=1

2nπ |ϕ2,n| =
∞∑

n=1

∣∣∣ϕ(4)
2,n

∣∣∣
(2nπ)

3

≤
( ∞∑

n=1

1

(2nπ)
6

)1/2 ( ∞∑

n=1

∣∣∣ϕ(4)
2,n

∣∣∣
2
)1/2

< ∞.

Recall that by the Bessel’s inequality, we have
∑∞

n=1

∣∣∣ϕ(4)
2,n

∣∣∣
2

≤ C
∥∥ϕ(4)

∥∥2
L2(0,1)

. Thus,

‖c‖C[0,T ] ≤ ‖H0‖C[0,T ] + ‖H1‖C[0,T ] + 2M1KM0T
∞∑

n=1

‖u2,n‖C[0,T ]

nπ

+2M1KT ‖c‖C[0,T ]

∞∑

n=1

‖F2,n‖C[0,T ]

nπ

where ∞∑

n=1

‖u2,n‖C[0,T ]

nπ
≤ L1

[1−Ψ1]

∞∑

n=1

|ϕ2,n|
nπ

+
L2T

α ‖c‖C[0,T ]

α [1−Ψ1]

∞∑

n=1

‖F2,n‖C[0,T ]

nπ
. (3.31)

The convergence of the series

∞∑

n=1

|ϕ2,n|
nπ

=: K3 and
∞∑

n=1

‖F2,n‖C[0,T ]

nπ
=: K2

is clear by the Cauchy-Schwartz inequality. Hence, for

Ψc := 2M1KTK2

[
1 +

L2M0T
α

α [1−Ψ1]

]
< 1, (3.32)

we have

‖c‖C[0,T ] ≤ [(1 +M0)M1M2 + 4M1L1K1] [1−Ψc]
−1

+
2M1M0TKL1K3

[1−Ψ1] [1−Ψc]
.

Hence, c(t) is bounded in C[0, T ]. Now, we define the operator P on C[0, T ] by the right side of (3.30).
Let us show that P is a contraction mapping in C[0, T ]. For each c, b ∈ C[0, T ] with u2,n, v2,n defined by
(3.18) relatively to c, b respectively, we have

‖u2,n − v2,n‖C[0,T ] ≤ L2
Tα

α [1−Ψ1]
‖c− b‖C[0,T ] ‖F2,n‖C[0,T ]
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and

‖Pc− Pb‖C[0,T ] ≤ 2M1KT
∞∑

n=1

‖F2,n‖C[0,T ]

nπ
‖c− b‖C[0,T ]

+2M1KM0T
∞∑

n=1

‖u2,n − v2,n‖C[0,T ]

nπ

≤ 2M1KTK2

[
1 +

M0L2T
α

α [1−Ψ1]

]
‖c− b‖C[0,T ] .

According to (3.32) the operator P has a unique fixed point c(t) in C[0, T ], by the Banach fixed point
theorem.
Step 3: Estimation of the time of the local existence.
According to (3.17), (3.21), (3.32) and (3.28) T ∗ must satisfy this approximation

T ∗ < inf

[(
αΓ(α)

2M0

)1/α

;

(
α

2M0L2

)1/α

;
απ

2K
;

1

4M1KK2
;

(
α

2M0L2K2

)1/α+1
]
;

to ensure the existence of the solution on [0, T ] for each T < T ∗.
Step 4: Convergence of the solution series (3.11).
As it was proved, in view of (A1)-(A4), the coefficients u0(t), u1,n(t) and u2,n(t);n ≥ 1 are bounded in
C[0, T ]. Thus, the series expression (3.11) of u(x, t) gives

sup
x∈[0,1]

|u(x, t)| = |u(t)| ≤ 2 |u0(t)|+ 4
∞∑

n=1

|u1,n(t)|+ 4
∞∑

n=1

|u2,n(t)| . (3.33)

(A2)-(A3) implies that
∑∞

n=1 |ϕi,n| ,
∑∞

n=1 2nπ |ϕi,n| converge and
∑∞

n=1 |Fi,n (t)|
;
∑∞

n=1 2nπ |Fi,n (t)| i = 1, 2 converge uniformly.
In consequent, by (3.23), (3.19) and (3.31) the series u(x, t) and its partial derivative ux(x, t) are uni-
formly convergent in [0, 1] × [ε, T ] for any ε > 0. Therefore, their sums are in C[0, T ] for x ∈ [0, 1].
Also, its second partial derivative uxx(x, t) is uniformly convergent in [0, 1] × [ε, T ], for any ε > 0 by

the Cauchy-Schwartz inequality and the Bessel’s inequality in view of the fact that ϕ2,n =
ϕ
(4)
2,n

(2nπ)
4 and

Fi,n (t) =
F

(4)
i,n (t)

(2nπ)
4 ; i = 1, 2 . Then, the uniformly convergence of

∑∞
n=1 ui,n (t) ,

∑∞
n=1 λnui,n (t) ; i = 1, 2

and the inequalities
∥∥∥Dα

0+ (u0 (t)− u0 (0))
∥∥∥
C[0,T ]

≤ M0 ‖u0‖C[0,T ] +M4M3;

∥∥Dα
0+ (u1,n (t)− u1,n (0))

∥∥
C[0,T ]

≤ (λn +M0) ‖u1,n‖C[0,T ]

+4nπ ‖u2,n‖C[0,T ] +M3 ‖F1,n‖C[0,T ] ;∥∥Dα
0+ (u2,n (t)− u2,n (0))

∥∥
C[0,T ]

≤ (λn +M0) ‖u2,n‖C[0,T ] +M3 ‖F2,n‖C[0,T ]

obtained from (3.12),(3.13) and (3.14), imply that
∑∞

n=1 (ui,n (t)− ui,n (0))
and

∑∞
n=1 D

α
0+ (ui,n (t)− ui,n (0)) , i = 1, 2 are uniformly convergent on [ε, T ] for any ε > 0.

In view of Theorem 2.2, the α-partial derivative Dα
0+,t of the series (3.11) is uniformly convergent for

t ∈ [ε, T ],for any ε > 0 and x ∈ [0, 1] .
Thus, u(x, t) ∈ C2,α [0, 1]× (0, T ] ∩ C ([0, 1]× [0, T ]) and satisfies the conditions (1.2)-(1.3) for arbitrary
c (t) ∈ C[0, T ].
Step 5: Uniqueness of the solution (u (x, t) , c (t)) .
Assume that the pairs of functions (u (x, t) , c (t)) and (v (x, t) , b (t)) are solutions of the inverse prob-
lem (1.1)-(1.4). Let us use the product Banach space [C[0, T ]]

4 endowed with its norme to prove the
uniquness of the solutions under this form (u0, u1,n, u2,n, c) ∈ [C[0, T ]]

4
. We have

‖(u0, u1,n, u2,n, c)− (v0, v1,n, v2,n, b)‖[C[0,T ]]4

≤ max (Ψ0; Ψ1; Ψc) ‖(u0, u1,n, u2,n, c)− (v0, v1,n, v2,n, b)‖[C[0,T ]]4 .
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In view of (3.17), (3.21) and (3.32)

‖(u0, u1,n, u2,n, c)− (v0, v1,n, v2,n, b)‖[C[0,T ]]4 = 0.

This implies that u (x, t) = v (x, t) and c (t) = b (t) , t ∈ [0, T ]. This completes the proof.

4 Continuous Dependence on the Data

Theorem 4.1. Under assumption (A1)-(A4), the solution (u (x, t) , c (t)) of the problem (1.1)-(1.4) de-
pends continuously upon the data of Φ (t) = {a (t) , F (x, t) ;ϕ (x) ;E (t)} .
Proof. Let (u (x, t) , c (t)) ; (u (x, t) , c (t)) be the solutions of the inverse problem (1.1)-(1.4), correspond-
ing to the data Φ (t), and Φ̄ (t) respectively.
Let us denote‖Φ‖ = ‖a‖C[0,T ] + ‖E‖AC[0,T ] + ‖ϕ‖C[0,1] + ‖F‖C([0,1]×[0,T ]).
First, we estimate each coefficient of u (x, t)− ū (x, t) in C [0, T ].
We will use this form

∣∣AG−AG
∣∣ =

∣∣AG−AG+AG−AG
∣∣ ≤ |A|

∣∣G−AG
∣∣ +

∣∣G
∣∣ ∣∣A−A

∣∣. Then, for
some constants θi, i = 1, ..., 4;

‖u0 − ū0‖C[0,T ] ≤ θ1
[1−Ψ0]

|ϕ0 − ϕ0|+
θ2

[1−Ψ0]
‖c− c‖C[0,T ] (4.34)

+
θ3

[1−Ψ0]

∥∥F0 − F 0

∥∥
C[0,T ]

+
θ4

[1−Ψ0]
‖a− a‖C[0,T ] .

By similar calculus we can obtain for some constants βi, i = 1, ..., 5 and δi, i = 1, ..., 4

‖u1,n − u1,n‖C[0,T ] (4.35)

≤ β1

[1−Ψ1]

∣∣ϕ1,n − ϕ1,n

∣∣+
β2 ‖F1,n‖C[0,T ]

[1−Ψ1]
‖c− c‖C[0,T ]

+
β3

[1−Ψ1]

∥∥F1,n − F 1,n

∥∥
C[0,T ]

+
β4 ‖u1,n‖C[0,T ]

[1−Ψ1]
‖a− a‖C[0,T ]

+
β5

[1−Ψ1]
‖u2,n − u2,n‖C[0,T ]

and

‖u2,n − u2,n‖C[0,T ] (4.36)

≤ δ1
[1−Ψ1]

∣∣ϕ2,n − ϕ2,n

∣∣+
δ2 ‖F2,n‖C[0,T ]

[1−Ψ1]
‖c− c‖C[0,T ]

+
δ3

[1−Ψ1]

∥∥F2,n − F 2,n

∥∥
C[0,T ]

+
δ4 ‖u2,n‖C[0,T ]

[1−Ψ1]
‖a− a‖C[0,T ] .

We use (4.34), (4.35) and (4.36) in (3.33) to get for some positive constants ηi; i = 1, ..., 4, the estimate
of u (x, t)− ū (x, t) in C ([0, 1]× [0, T ])

‖u− ū‖C([0,1]×[0,T ]) ≤ η1‖ϕ− ϕ‖C2[0,1] + η2 ‖c− c‖C[0,T ]

+η3‖F − F‖C2([0,1]×[0,T ]) + η4 ‖a− a‖C[0,T ] .

In addition, we have
∣∣∣Dα

0+,t (u (x, t)− u (x, 0))−Dα
0+,t (ū (x, t)− u (x, 0))

∣∣∣
≤ ‖uxx − ūxx‖C([0,1]×[0,T ])

+ ‖a− a‖C[0,T ] ‖u‖C([0,1]×[0,T ]) + ‖a‖C[0,T ] ‖u− ū‖C([0,1]×[0,T ])

+ ‖c− c‖C[0,T ] ‖F‖C([0,1]×[0,T ]) + ‖c‖C[0,T ] ‖F − F‖C([0,1]×[0,T ]).

International Journal of Applied Mathematics and Statistics

76



we get for some positive constants B1;B2

‖u− ū‖C2,α([0,1]×(0,T ]) ≤ B1‖Φ− Φ̄‖+B2 ‖c− c‖C[0,T ] . (4.37)

Next, we have to estimate each term of the difference |c (t)− c (t)|. Let us note E(t) − E (0) = A (t),
then we have by (3.30)

∥∥H0 −H0

∥∥
C[0,T ]

≤ M1

∥∥Dα
0+A(t)−Dα

0+A(t)
∥∥
C[0,T ]

+M2
1M2

∥∥f − f
∥∥
C[0,T ]

+M1M2 ‖a− a‖C[0,T ] +M0M1

∥∥E − E
∥∥
C[0,T ]

+M0M
2
1M2

∥∥f − f
∥∥
C[0,T ]

.

Also, we get by (3.30)

∥∥H1 −H1

∥∥
C[0,T ]

≤ 8M1L1

∞∑

n=1

nπ
∣∣ϕ2,n − ϕ2,n

∣∣+ 8M2
1L1

∞∑

n=1

nπ
∣∣ϕ2,n

∣∣ ∥∥f − f
∥∥
C[0,T ]

.

The estimate of the first integral part is
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

8πn

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)

[
c (s)F2,n(s)

f(t)
− c (s)F 2,n(s)

f(t)

]
ds

∣∣∣∣∣

≤ 2TKM1M3

∞∑

n=1

∥∥F2,n − F 2,n

∥∥
C[0,T ]

nπ
+ 2TKM1 ‖c− c‖C[0,T ]

∞∑

n=1

∥∥F 2,n

∥∥
C[0,T ]

nπ

+2TKM2
1M3

∞∑

n=1

∥∥F 2,n

∥∥
C[0,T ]

nπ

∥∥f − f
∥∥
C[0,T ]

.

For some positive constants Πi, i = 1, ..., 6, we have

‖c− c‖C[0,T ] ≤ Π1

[1−Ψc]

∥∥E − E
∥∥
AC[0,T ]

+
Π2

[1−Ψc]

∞∑

n=1

nπ
∣∣ϕ2,n − ϕ2,n

∣∣

+
Π3

[1−Ψc]

∥∥f − f
∥∥
C[0,T ]

+
Π4

[1−Ψc]

∞∑

n=1

∥∥F2,n − F 2,n

∥∥
C[0,T ]

nπ

+
Π5

[1−Ψc]
‖a− a‖C[0,T ] +

Π6

[1−Ψc]

∞∑

n=1

‖u2,n − u2,n‖C[0,T ]

nπ
.

we can obtain for some positive constants B3 and B4 and with (4.37)

‖c− c‖C[0,T ] ≤ B3‖Φ− Φ̄‖+B4‖u− ū‖C2,α([0,1]×(0,T ])

≤ [B3 +B4B1] ‖Φ− Φ̄‖+B4B2 ‖c− c‖C[0,T ] .

Then

‖c− c‖C[0,T ] ≤ [B3 +B4B1]

1−B4B2
‖Φ− Φ̄‖;

‖u− ū‖C2,α([0,1]×(0,T ]) ≤
[
B1 +

[B3 +B4B1]

1−B4B2

]
‖Φ− Φ̄‖.

The theorem has been proved.

5 Conclusion

The inverse problem regarding the simultaneous identification of the time-dependent source coefficient
with the temperature distribution in a one-dimensional sub-diffusion equation with nonlocal boundary
and integral overdetermination conditions has been considered. The nonlocal boundary conditions, the
Riemann-Liouville fractional derivative and the control coefficient made our problem more difficult. The
conditions for the existence, uniqueness and continuous dependence upon the data of the problem
have been established by using the Fourier method with some bi-orthogonal system, an associated
Riemann-Liouville fractional derivative which contains an initial data and the Banach fixed point theorem
for a product of Banach spaces.
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