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solutions des équations d’évolution

GOUASMIA Okba

Laboratoire de Mathématique Appliquées
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Résumé

Cette thèse s’articule autour de deux grands axes qui sont l’application du

modèle de Friedrichs pour le calcul du spectre et l’application des semi groupes

dans le calcul du comportement asymptotique de la solution d’équation d’évolution

correspondante.

On a étudié les singularités spectrales de l’opérateur de Sturm-Liouville sur

la droite qui engendrent certaines composantes croissantes dans le comportement

asymptotique de la solution d’équation d’évolution correspondante. On donne le

calcul de ces composantes en utilisant le modèle de Friedrichs de l’opérateur Sturm-

Liouville et une certaine fonction scalaire qui caractérise le point de discontinuité

de la transformation Fourier du modèle de Friedrichs. Un exemple d’illustration

est donné.

Les mots clefs :Singularités spectrales – opérateur de Sturm-Liouville – fonction

de Weyl- modèle de Friedrich – spectre ponctuel – comportement asymptotic
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Summary

This thesis articulates around two main trunk roads which are the application

of the model of Friedrichs for the calculation of the spectre and the application of

semigroups in the calculation of the asymptotic behavior of the solution of equation

of corresponding evolution.

We have studies pectral singularities of Sturm-Liouville operator on the line

whose generate some increasing composants in time asymptotic of the solution of

corresponding evolution equation. The calculus of these composants is given using

Friedrichs’ model of Sturm-Liouville operator and some scalar function which char-

acterize the point of discontinuity of Fourier transformation of Friedrichs’ model.

An example is given.

Keywords:Spectral singularities, Sturm-Liouville operator, Weyl function, Friedrichs’model,

point spectrum, asymptotic behavior.



CHAPTER 1

INTRODUCTION

La théorie de Sturm-Liouville joue un rôle important dans la résolution de nom-

breux problèmes dans la physique mathématique. C’est un domaine actif de

recherche en mathématiques pures et appliquées. Ces dernières années, il y a

eu un intérêt croissant pour les problèmes de Sturm-Liouville avec des conditions

aux limites dépendantes d’une valeur propre. Il existe une large littérature sur ce

sujet.

Plusieurs équations de la physique mathématique telles que l’équation des on-

des, l’équation de Schrödinger etc... peuvent être traitées grâce à la méthode de

séparation de variables qui ramène ces équations aux dérivées partielles, à des

équations différentielles linéaires du second ordre de la forme

α(x)u′′ + β(x)u′ + γ(x)u = λu; où λ ∈ C

équations dont on cherche les solutions u satisfaisant à des conditions imposées

par le problème physique étudié.

En outre, certains problèmes aux limites qui peuvent avoir des discontinuités

dans la solution ou dans sa dérivée en un point c intérieur, sont également étudiés.

Des conditions aux limites à gauche et à droite sont imposées de solutions et à

leurs dérivées à un point c intérieur et sont souvent appelées des conditions de

transmission ou des conditions d’interface.
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CHAPTER 1. INTRODUCTION 4

En outre, certains problèmes liés aux conditions de transport résultent des

problèmes de conduction thermique pour une plaque mince laminée (par exemple,

une plaque composée de matériaux ayant des caractéristiques différentes empilées

dans l’épaisseur).

Dans cette classe de problèmes, les conditions de transmission à travers les

interfaces doivent être ajoutées lorsque la plaque est laminée. L’étude de la struc-

ture de la solution dans la région de la couche correspondante a la solution de

base dans la plaque, conduit à l’étude d’un problème aux valeurs propres pour un

opérateur différentiel du second ordre avec coefficients continus par morceaux et

des conditions de transmissions.

La théorie des opérateurs non auto-adjoints constituent aujourd’hui un des

thèmes majeurs dans des domaines différents et variés de la physique mathématique.

Certains problèmes physiques peuvent être directement modélisés par des équations

linéaires.

La modélisation mathématique par les équations aux dérivées partielles suivie

de l’analyse théorique et numérique laquelle à son tour est confrontée à l’expérience,

est devenue une démarche de bases.

De nombreux problèmes spectraux se rencontrent dans les applications (calcul

des niveaux d’énergie et des états en mécanique quantique, criticité en neutronique,

transmission dans un guide d’onde, une fibre optique, etc...)

La théorie spectrale qui permet de les traiter dépend notamment du spectre

continu, source de nombreuses difficultés.

Dans le chapitre 2, on a rappelé quelques notions de base concernant l’analyse com-

plexe, les espaces Lp . On a insisté sur quelques notions de la théorie spectrale, des

problèmes de Sturm-Liouville et leurs propriétés lesquelles sont nécessaires pour la

suite de notre travail. La notion de semi groupe est aussi une importante définition

dans cette thèse.

Le chapitre 3 et 4 est un rappel succinct des résultats et travaux relatifs à l’opérateur

de transport et aux problèmes aux limites non locaux. Il est évident que dans ce

domaine riche et fertile mais néanmoins difficile que toute avancée minime soit elle

représente un intérêt scientifique certain.

Nous y avons également présenté des résultats obtenus par d’autres auteurs
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ainsi que les différentes méthodes utilisées ayant un lien direct avec notre problématique.

Dans ce chapitre, notre but est l’inclusion de la méthode de Friedrichs appliquée

à l’opérateur de Sturm-Liouville dans une série de modèles élaborés [8, 12, 25, 47, 48],

et tirer de cela des résultats sur le spectre..

Nous avons aussi exposé quelques résultats sur le comportement asymptotique

des solutions de certaines équations d’évolutions (voir [7], [9], [13]).

Ce rappel susdit d’un ensemble de résultats et travaux nous a fortement motivé

pour envisager cette étude.

Les résultats sont basés essentiellement sur les travaux [15], [18] indispensables

pour l’étude des cas plus généraux. On a indiqué les conditions sur le modèle de

Friedrichs qui permettent d’écrire la formule pour le saut de la résolvante. La

représentation de la projection orthogonale par la résolvante Rζ d’un opérateur

auto-adjoint

E(∆) = lim
ε→0+

1

2πi

∫
∆+iε

(
Rζ −Rζ̄

)
dζ,∆ ⊂ (−∞,+∞)

est bien connue depuis longtemps. Evidemment, le saut de la résolvante

lim
ε→0+

1

2πi

∫
∆+iε

((
Rζ −Rζ̄

)
ϕ, ψ

)
, ζ = σ + iε, σ ∈ (−∞,+∞)

est important dans la théorie de la perturbation non auto-adjointe du spectre

continu aussi. Dans ce travail, on précise les calculs du saut de la résolvante.

Dans ce chapitre, on a donné aussi l’étude du spectre de l’opérateur de Sturm-

Liouville sur la droite à potentiel avec retard (voir le travail [19]), on a considéré

dans l’espace L2 (0,∞), l’opérateur

Ly = −y′′ + q(x)y(x−∆), y(0) = 0, x > 0

(où y(x−∆) ≡ 0, x ∈ (0,∆)) avec la condition

|q(x)| 6 Ce−εx, x > 0, ε > 0
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Pour l’équation homogène −y′′+q(x)y(x−∆)−σy = 0, σ > 0 le comportement

asymptotique de la solution y(x) a été obtenu si x→∞.

Il est naturel de considérer maintenant l’expression ly = −y′′+q(x)y(x−∆) sur

la droite. Ainsi, nous présentons l’opérateur L dans l’espace L2(−∞,∞) engendré

par le domaine de définition maximal.

On a donné la condition d’obtention du spectre ponctuel et le spectre continu

en appliquant le modèle de Friedrichs en utilisant directement l’expression de la

résolvante au lieu des calculs fonctionnels très compliqués.

En 2008, E. V. Cheremnikh a considéré un exemple simple d’un opérateur de

Sturm-Liouville sur la demi-droite avec un potentiel trivial et une condition aux

limites non locale variable. Le but du travail est de montrer que le problème

aux limites a maintenant une condition aux limites locale, mais cette condition

contient une fonction rationnelle du paramètre spectral. Les pôles du prolongement

analytique de la résolvante sont essentiels ici.

Ces travaux de recherche nous ont beaucoup aidé pour entamer cette étude con-

cernant un domaine riche par ses applications et difficiles par les outils mathématiques

appliqués utilisés.

Dans le chapitre 5, on a étudié les singularités spectrales de l’opérateur de

Sturm-Liouville sur la droite qui engendrent certaines composantes croissantes

dans le comportement asymptotique de la solution d’équation d’évolution corre-

spondante. On a donné le calcul de ces composantes en utilisant le modèle de

Friedrichs de l’opérateur Sturm-Liouville et une certaine fonction scalaire qui car-

actérise le point de discontinuité de transformation Fourier du modèle de Friedrichs.

Un exemple d’illustration est donné.
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CHAPTER 2

PRÉLIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base concernant l’analyse

complexe, les espaces Lp . On a insisté sur quelques notions de la théorie spectrale,

des problèmes de Sturm-Liouville et leurs propriétés lesquelles sont nécessaires

pour la suite de notre travail. La notion de semi groupe est aussi une importante

définition dans ce chapitre ( voir [54], [61], [1], [63], [21], [58], [42], [59]).

2.1 Semi groupe

Considérons le problème de Cauchy suivant{
u̇ = Au t > 0

u (0) = u0

si A est un scalaire ou bien une matrice on a

u (t) = e Atu0.

Donc la forme de la solution dépend de la possibilité de définir la fonction expo-

nentielle.

Definition 1 Pour tout A ∈Mn (C) et pour tout t ≥ 0; la matrice etA est définie

8
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par

etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!
. (2.1)

Si on choisit une norme de (2.1) , la norme correspondante dans Mn (C) , on

peut montrer que (2.1) est une suite de Cauchy donc elle converge et elle vérifie

∥∥etA∥∥ ≤ et‖A‖, t ≥ 0.

Proposition 2 Pour tout A ∈Mn (C) l’application

t ∈ R+ 7→ etA ∈Mn (C) ,

est continue et vérifie

1. e(t+s)A = etAesA pour t, s ≥ 0.

2. e0A = I.

Definition 3 On appelle
(
etA
)
t≥0

le semi groupe à un paramètre engendré

par la matrice A ∈Mn (C).

D’une manière générale on a:

Definition 4 Soit X un espace de Banach et L (X) l’espace des opérateurs linéaires

bornés dans X.

Une famille {T (t) , t ≥ 0} d’opérateurs linéaires bornés sur X est dite

semi groupe si

1. T (0) = Id {Id : identité} .

2. T (t+ s) = T (t)T (s) ∀ t; s ≥ 0.

2.1.1 Propriétés du semi groupe

1. Le semi groupe {T (t) , t ≥ 0} est dit uniformément continu si

lim
t →0
‖T (t)− I‖L(X) = 0
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2. Le semi groupe {T (t) , t ≥ 0} est dit fortement continu ou bien C0- semi

groupe si

lim
t →0
‖T (t)x− x‖X = 0, ∀x ∈ X

Ou bien

lim
t →0

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

L’application t→ T (t) est fortement continue au point t = 0 c’est pourquoi

on l’appelle C0 -semi groupe.

2.1.2 Générateur d’un semi groupe

Definition 5 Le générateur d’un semi groupe {T (t) , t ≥ 0} est l’opérateur

A : D (A) ⊂ X → X

défini par

D (A) =

{
x ∈ X : lim

t →0

T (t)x− x
t

existe

}
et pour tout x ∈ D (A)

Ax = lim
t →0

T (t)x− x
t

2.2 Fonctions holomorphes

Definition 6 Soient Ω ⊂ C un ensemble ouvert, E un espace de Banach complexe,

et soit f : Ω→ E une fonction continue

on dit que f est une fonction holomorphe dans Ω si la limite

lim
h→0

f (z + h)− f (h)

h

existe pour tout z ∈ Ω et la fonction f ′ : Ω→ E est continue.
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Theorem 7 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine simplement con-

nexe D, alors pour toute courbe fermée simple γ incluse dans D on a∫
γ

f (z) dz = 0

La formule intégrale de Cauchy permet de représenter la valeur d’une fonction

holomorphe f en z en fonction d’une expression intégrale le long d’une courbe

fermée qui entoure z; c’est la formule intégrale de Cauchy qui permet d’obtenir le

développement en séries entières de f au voisinage des points de son domaine de

définition.

Theorem 8 (Formule intégrale de Cauchy) Soit D un domaine simplement

connexe et f ∈ H (D)( l’ensemble des fonctions holomorphes ). Alors ∀ z0 ∈ D et

pour toute courbe fermée simple γ entourant z0 incluse dans D, on a:

f (z0) =
1

2πi

∫
γ

f (z)

z − z0

dz

Definition 9 (Fonction analytique) Soit f une fonction à variable complexe

définie sur U un ouvert de C. On dit que la fonction f est analytique sur U si pour

tout z0 ∈ U , il existe une suite (an) de nombres complexes et un réel r > 0 tel que

pour tout z ∈ D (z0, r): c’est -à-dire pour tout z dans le disque ouvert de centre

z0 et de rayon r, supposé inclus dans U , on a

f (z) =
∞∑
n=0

an (z − z0)n : ∀z ∈ D

2.3 Prolongement analytique

En analyse complexe, la théorie du prolongement analytique détaille l’ensemble

des propriétés et techniques concernant le prolongement des fonctions holomorphes

(ou analytiques). Elle considère d’abord la question du prolongement dans le plan

complexe, puis elle aborde des formes plus générales d’extension qui permettent

de prendre en compte les singularités et les complications topologiques qui les
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accompagnent. La théorie fait alors intervenir soit le concept assez ancien et peu

opérant de fonction multiforme, soit le concept plus puissant de la surface de

Riemann. Etant donné une fonction analytique complexe dans un domaine D, la

théorie se pose essentiellement deux questions

•D’une part, quel est le plus grand domaine où la représentation de la fonction

est valable (par exemple, si la fonction est définie par une série entière, le rayon

de convergence de cette série; si la fonction est définie par une intégrale ou une

équation différentielle ...le domaine de validité de cette représentation).

•Puis, si la représentation peut être étendue à un domaine plus vaste, même au

prix d’une extension de la représentation (notions connexes: intégrale prise au sens

des parties principales de Cauchy, pseudo fonctions de Hadamard, prolongement

radial, étoile de Mittag-Lefler, sommation des séries divergentes au sens de Césaro,

de Borel...).

Definition 10 Soit f une fonction analytique dans un domaine ouvert D0, soit

D1 un autre domaine ouvert tel que D0 ∩D1 6= φ.

On dit que f admet un prolongement analytique dans D1 s’il existe une fonction g,

analytique dans D1, telle que f = g dans D0 ∩D1. D’après le théorème d’unicité,

un tel prolongement est nécessairement unique.

Definition 11 (Prolongement analytique le long d’une courbe γ) Soit f0

une fonction analytique dans un disque C0 centré en a, soit γ une courbe pas-

sant par a0.

On dit qu’on a prolongé analytiquement f le long de γ si on a trouvé:

a- Des points a1, ..., an de γ et des disques C1, ..., Cn centrés sur ces points et

tels que

∀i;Ci ∩ Ci+1 6= φ

b- Des fonctions f1, ..., fn analytiques respectivement dans C1, ..., Cn telles que

f1 soit un prolongement de f0, ..., fn un prolongement de fn−1. Un tel prolonge-

ment s’il existe, il est unique au sens suivant:

Si b1, ..., bP , D1...DP et g1...gP est un autre prolongement, si un point z de γ ap-
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partient à CK et Dq alors

fK ≡ gq dans CK ∩Dq

Theorem 12 Soient U ⊂ C un ouvert, a un point de U connexe (cette hypothèse

est essentielle). Alors les quatre propositions suivantes sont équivalentes:

1. f est identiquement nulle

2. f est identiquement nulle dans un voisinage de a

3. ∀n ∈ N, f (n) (a) = 0

4. f est identiquement nulle sur une suite de point présentant un point d’accumulation

dans U.

Ce théorème signifie que si une fonction analytique sur un ouvert connexe

s’annule sur un disque de rayon si petit soit-il, alors c’est la fonction nulle.

2.4 Quelques notions de la théorie spectrale

Soit E un espace de Banach.

Definition 13 Soit A un opérateur linéaire dans l’espace C0 (espace des fonc-

tions continues). Un nombre complexe λ s’appelle valeur propre de l’opérateur A

si l’équation Ax = λx admet des solutions non nulles .

(A− λ)x = 0 ; x 6= 0

Un tel vecteur x est alors appelé vecteur propre (ou une fonction propre) associé

à la valeur propre λ.

Definition 14 Soit A : D (A) ⊂ E → E un opérateur linéaire borné. On appelle

ensemble résolvant de A l’ensemble:

ρ (A) = {λ ∈ C : l’opérateur λI − A est bijectif}

Le complémentaire de ρ (A) dans C, noté par σ (A) s’appelle spectre de A.

Ce dernier est composé de parties disjointes deux à deux .



14

Definition 15 (Le spectre ponctuel) On appelle spectre ponctuel l’ensemble:

σp (A) = {λ ∈ C, (λI − A) n’est pas injectif} .

Cet ensemble est formé des valeurs propres de A.

Definition 16 (Le spectre continu)

σc (A) =
{
λ ∈ C : (λI − A)−1 est non borné, (λI − A) injectif et R (λI − A) = E

}
.

Cet ensemble est constitué des valeurs propres approchées dans le sens que:

pour tout ε > 0,∃u ∈ E : ‖u‖ = 1 ‖Au− λu‖ < ε

Definition 17 ( Le spectre résiduel ) L’ensemble

σr (A) =
{
λ ∈ C : (λI − A)−1 est borné, (λI − A) injectif et R (λI − A) 6= E

}
est appelé le spectre résiduel .

Definition 18 (Le spectre essentiel) Soient X un espace de Hilbert et T :

D (T ) ⊂ X → X un opérateur auto-adjoint. Le spectre essentiel noté σess (T )

est le sous ensemble du spectre défini par :{
λ ∈ σess (T ) si et seulement si ∃ (un)n∈N ∈ D (T )

telle que : ‖un‖ = 1 et ‖Tun − λun‖ → 0 si un → 0 converge faiblement

}
(La suite un est dite singulière).

Definition 19 (Le spectre discret) On appelle spectre discret de A, noté σd (A)

l’ensemble des valeurs propres isolées de A de multiplicité finie.

Lemma 20 ( L’identité de la résolvante ). Soit X un espace de Banach et

A ∈ L (X) alors on a les assertions suivantes

i) ∀λ ∈ ρ (A), on définit l’opérateur résolvant Rλ (A) ∈ L (X) par

Rλ (A) := (λ− A)−1 .
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satisfaisant

Rλ (A)−Rµ (A) = (µ− λ) Rλ (A) Rµ (A)

∀λ, µ ∈ ρ (A).

2i) L’ensemble résolvant ρ (A) est un ouvert dans C et l’application

ρ (A) → L (X)

λ 7→ Rλ (A)

est continue

3i) L’application ρ (A)→ L (X) : λ 7→ Rλ (A) est holomorphe

2.5 Quelques propriétés des opérateurs définis

sur un espace de Hilbert

2.5.1 L’espace dual d’un espace de Hilbert

Definition 21 Soit H un espace de Hilbert. On note H∗ l’espace de fonctionnelles

continues sur H, c’est-à-dire l’espace de formes linéaires continues de H dans C.
On appelle H∗ le dual topologique de H et on le munit de la norme naturelle

‖ϕ‖ = sup
‖x‖=1

|ϕ (x)|

pour toute fonctionnelle ϕ ∈ H∗.

Theorem 22 ( Représentation de Riesz ) Pour tout élément ϕ ∈ H∗ il existe un

unique vecteur y ∈ H tel que

ϕy (x) = (x, y) pour tout x ∈ H

de plus ∥∥ϕy∥∥ = ‖y‖



16

2.5.2 Spectre d’un opérateur normal

Definition 23 ( Opérateur normal). Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur

linéaire borné A : H → H est appelé

• Normal si A∗A = AA∗.

• Auto-adjoint si A∗ = A.

• Unitaire si A∗A = AA∗ = I.

Donc chaque opérateur auto-adjoint est un opérateur normal.

Lemma 24 ( Caractérisation des opérateurs normaux ). Soit H un es-

pace de Hilbert complexe et soit A : H → H un opérateur linéaire borné alors les

assertions suivantes sont satisfaites

i) A est un opérateur unitaire si et seulement si ‖A∗x‖ = ‖Ax‖ = ‖x‖ ∀ x ∈ H.

ii) A est un opérateur normal si et seulement si ‖A∗x‖ = ‖Ax‖ ∀ x ∈ H.

Theorem 25 ( Spectre d’un opérateur normal ).Soit H un espace de Hilbert

complexe différent de zéro et A ∈ L (H) un opérateur normal. Alors les assertions

suivantes sont satisfaites

i) ‖An‖ = ‖A‖n pour tout n ∈ N.

ii) ‖A‖ = sup
λ∈σ(A)

|λ|.

iii) σr (A∗) = σr (A) = φ et σp (A∗) =
{
λ \λ ∈ σp (A)

}
.

2.6 Spectre d’un opérateur auto-adjoint

Soient X et Y deux espaces de Hilbert réels et soit T : X → Y un opérateur

linéaire borné. Alors

‖T‖2 = sup
‖x‖=1

‖Tx‖2
Y = sup

‖x‖=1

〈x, T ∗Tx〉X ≤ ‖T
∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2
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et donc

‖T‖2 = sup
‖x‖=1

〈x, T ∗Tx〉X = ‖T ∗T‖ (2.2)

Theorem 26 Soit H un espace de Hilbert complexe différent de zéro et A ∈ L (H)

un opérateur auto-adjoint. Alors on a

i) σ (A) ⊂ R.

2i) supσ (A) = sup
‖x‖=1

〈x, Ax〉.

3i) inf σ (A) = inf
‖x‖=1

〈x, Ax〉.

4i) ‖A‖ = sup
‖x‖=1

|〈x, Ax〉|.

Definition 27 Soient X, Y deux espaces de Hilbert et T ∈ L (X, Y ). Un nombre

réel λ ≥ 0 est appelé une valeur singulière de T si λ2 ∈ σ (T ∗T ).

Donc les valeurs singulières de T sont les racines carrées non négatives des

valeurs spectrales de l’opérateur auto-adjoint T ∗T : X → X. L’équation (2.2)

montre que le supremum des valeurs singulières est la norme de T.



CHAPTER 3

QUELQUES TRAVAUX SUR LE MODÈLE DE

FRIEDRICHS ET L’OPÉRATEUR DE TRANSPORT

Dans ce chapitre, nous allons donner un rappel succinct sur l’application du modèle

de Friedrichs à l’opérateur de Sturm-Liouville et quelques résultats sur le comporte-

ment asymptotique des solutions de certaines équations.

3.1 Quelques travaux sur le modèle de Friedrichs

En 1938, K.O. Friedrichs [24] a considéré l’opérateur

H = H0 + εV

oùH0 est l’opérateur de multiplication par la variable indépendante dans L2 (−1, 1)

,

H0f (x) = xf (x) , −1 < x < 1 (3.1)

et V est un opérateur intégral

V f (x) =

∫
v (x, y) f (y) dy.

18
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Le noyau v (x, y) est une fonction continue, satisfaisant la condition de Hölder

et vérifiant

v(−1, y) = v(1, y) = v(x,−1) = v(x, 1) = 0.

L’auteur a démontré que pour un ε petit, les opérateurs H0, H sont unitaire-

ment équivalents, c’est-à-dire qu’il existe U tel que

U∗U = UU∗ = E, HU = UH0

Ensuite, en 1948 dans [25] l’auteur a généralisé ce modèle pour l’intervalle non

borné et pour les fonctions qui peuvent prendre des valeurs dans un espace de

Hilbert auxiliaire.

En 1964 L.D. Faddeev [23] a considéré le cas auto-adjoint mais sans la condition

que ε soit petit et que la condition de Hölder ≥ 1

2
, il a démontré que l’opérateur

perturbé H possède un nombre fini de valeurs propres et que

U∗U = E,UU∗ = E − P, ϕ(H)U = Uϕ(H0)

où P est la projection sur le sous espace engendré par les éléments propres et

ϕ une certaine fonction bornée.

En 1970 (voir [50]), V.E Ljancé a étudié les projecteurs propres de l’opérateur

T = S + V

où V est une perturbation régulière. En particulier, ici on décrit les vecteurs

généralisés de l’opérateur T et on exprime la dimension de chacun de leurs sous-

espaces racines en termes de la multiplicité de la valeur propre (singularité spec-

trale) comme racine de la perturbation déterminante correspondante.

Nous rappelons que les ”projecteurs propres” Pσ± correspondant à une singu-

larité spectrale σ ont été définis comme opérateurs agissant de l’espace des éléments

réguliers à son espace conjugué.

Plus bas, on construit une extension linéaire de l’opérateur Pσ± qui agit dans

un espace simple et satisfait la condition P 2
σ± = Pσ± , c-à-d, il est réellement un

projecteur.

Dans le cas d’une perturbation complètement régulière, il découle de l’équation
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de Parseval que des fonctions suffisamment lisses dans H sont déterminées d’une

manière unique par leur transformée de Fourier F sur le spectre continu et leurs

coefficients de Fourier correspondant au spectre discret.

Ceci se produit, par exemple, dans le cas où il y a une singularité spectrale qui

n’est pas une valeur propre.

En 1997, dans Cheremnikh E.V.[12], a repris ce modèle de Friedrichs pour

l’opérateur de Sturm-Liouville mais dans l’espace L2 (0,+∞) sous des conditions

qui le permettent d’étudier la transformée de Fourier d’un certain opérateur de

Sturm-Liouville. Il considère l’espace H = L2
ρ (0,+∞) et l’opérateur

T = S + V

où S est l’opérateur non perturbé défini par Sϕ(τ) = τϕ(τ), τ > 0 de domaine

maximal D(S) et la perturbation admet la factorisation V = A∗B où les opérateurs

A, B agissent dans un espace de Hilbert auxiliaire G tels que

Aϕ =

∞∫
0

ϕ (s)α (s) ρ (s) ds, Bϕ =

∞∫
0

ϕ (s) β (s) ρ (s) ds (3.2)

où α(s), β(s) ∈ G sont certaines fonctions vectorielles, et ‖.‖ , ‖.‖H sont les

normes dans G, H.

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites

A1.

∞∫
0

ds

ρ (s) (1 + s)
<∞;

A2. Les fonctions ρ (s) , α (s) , β (s) admettent n dérivées continues pour un cer-

tain n ≥ 1;

A3. α
′ (s) , β′ (s) ,

(
1

ρ (s)

)′
= o(1), α (s) , β (s) = o

(
1

ln s

)
, s→∞;

A4. sup
(0,∞)

ρ (s) ‖α (s)‖ <∞, sup
(0,∞)

ρ (s) ‖β (s)‖ <∞;

A5. Pour tout ϕ ∈ L2
ρ les intégrales (3.2) convergent dans le sens de la norme de

G et définissent les opérateurs bornés de L2
ρ → G avec R(A), R(B) denses
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dans G.

L’auteur a besoin de la fonction K(ζ) = 1 +BSζA
∗ où Sζ = (S − ζ)−1 , cette

fonction est connue dans la théorie des opérateurs T = S + A∗B

Soit Ω+ (δ) = {ζ : |ζ| 6 δ, Imζ > 0, |ζ − σ| < δ} et F+(σ) = lim
τ↘0

F (σ + iτ)

pour une fonction analytique F (s) dans Ω+ (δ) .

F (ζ) =

b∫
a

f(s)

s− ζ
ds, f ∈ C1 [a, b] , ζ /∈ [a, b] .

Lemma 28 Soient f(s), f ′(s), s > 0 sont des fonctions différentiables et
F (s)

1 + s
∈ L1(0,∞), f(s) = o

(
1

ln s

)
, f ′(s) = o(1), s −→∞. Alors la fonction

F (ζ) =

∞∫
0

f(s)

s− ζ
ds

a la limite lim
|ζ|−→∞

F (ζ) = 0 uniformément lorsque arg ζ ∈ [a, b].

Considérons de nouveau, Sζ = (S − ζ)−1 , ζ /∈ [0,∞) et K(ζ) = 1 + BSζA
∗. Il

est évident que A∗c(s) = (c, α(s)), où (., .) est le produit scalaire dans G. Alors

(K(ζ)c, d) = (c, d) +

∞∫
0

(c, α(s)) (β(s), d)

s− ζ
ρ(s)ds, ζ /∈ [0,∞)

Nous posons c ∈ D(K±(σ)) si la fonctionnelle d −→ (K(σ)c, d)± est bornée

dans G et nous définissons K±(σ) : G −→ G par la relation

(K±(σ)c, d) = (K(σ)c, d)± , c, d ∈ G.

1. lim
ζ−→σ±i0

‖K(ζ)−K±(σ)‖ = 0 et les opérateurs K(ζ)− 1, ζ /∈ [0,∞) et

K±(σ)− 1, σ > 0, sont complètement continus.

2. lim
ζ−→∞

‖K(ζ)− 1‖ = 0 uniformément pour arg ζ ∈ [0, 2π].
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L’auteur passe à l’étude du modèle de Friedrichs de l’opérateur maximal, il

introduit une notion abstraite de l’opérateur maximal.

Definition 29 L’opérateur S̃ est appelé maximal correspondant à l’opérateur S

si

D(S̃) =

ϕ ∈ H : ∃c = c(ϕ) :

∞∫
0

|τϕ(τ) + c(ϕ)|2 ρ(τ)dτ <∞


et

S̃ϕ(τ) = τϕ(τ) + c(ϕ)

évidemment, pour ϕ ∈ D(S̃) le nombre c(ϕ) est unique et en plus

ϕ ∈ D(S)⇔ c(ϕ) = 0.

Dans ce travail, l’auteur a étudié les valeurs limites de la résolvante dans le spec-

tre, il suppose que les opérateurs A,B possèdent la même fermeture des domaines

de valeurs G ≡ R (A) = R (B) ⊆ G0. Il suppose aussi que les intégrales (3.2)

convergent dans l’espace G et définissent les opérateurs bornés A,B : L2
ρ → G

. Il suppose que les fonctions ρ(s), α(s), β(s), ont des dérivées continues dans

l’intervalle (0,∞) jusqu’un ordre n ≥ 2, pour 0 < s < ∞ on a

0 < ρ (s) < Msγo ,
∣∣ρ(j) (s)

∣∣ < M

sγj
, j = 1, 2, ...

pour s > 1 on a

∥∥α(j) (s)
∥∥,∥∥∥β(j) (s)

∥∥∥ ≤ M

sδj
, j = 0, 1, 2, M = const

de plus

sup
(0,∞)

ρ (s) ‖α (s)‖ <∞, sup
(0,∞)

ρ (s) ‖β (s)‖ <∞

D’après la proposition suivante le domaine de définition de la résolvante

S̃σ =
(
S̃ − σ

)−1

contient la variété C1 [0,∞) ∩H pour chaque σ ∈ [0,∞).
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Proposition 30 1) L’ensemble image de l’opérateur S̃ − σ, σ ≥ 0 est

R
(
S̃ − σ

)
=

{
ϕ ∈ H

∣∣∣∣∃c̃ (ϕ) ∈ C :
ϕ (s)− c̃ (ϕ)

s− σ
∈ H

}
(3.3)

et

S̃σϕ (s) =
ϕ (s)− c̃ (ϕ)

s− σ
, ϕ ∈ R

(
S̃ − σ

)
(3.4)

2) S̃σϕ = <σ, ϕ ∈ C1 [0,∞) ∩H ⊂ D
(
S̃σ

)
, où on note

<σϕ (s) ≡ ϕ (s)− ϕ (σ)

s− σ
(3.5)

On suppose que les opérateurs

N (σ) = 1 +B<σA∗, Ñ (σ) = 1 + A<σB∗ (3.6)

possèdent des opérateurs inverses pour tout σ > 0, excepté, peut être, un ensemble

fini Λı.
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On a

T̃ = S̃ + A∗B, D
(
T̃
)

= D
(
S̃
)

(3.7)

On considère l’opérateur

T̃σϕ ≡
(
T̃ − σ

)−1

ϕ = S̃σϕ− S̃σA∗N (σ)−1BS̃σϕ, ϕ ∈ D
(
S̃σ

)
, σ /∈ Λo (3.8)

par analogie à

Tζϕ ≡ (T − ζ)−1 ϕ = Sζϕ− SζA∗K (ζ)−1BSζϕ, ϕ ∈ H, ζ /∈ σ (T ) , (3.9)

où

Sζ ≡ (S − ζ)−1 , K (ζ) ≡ 1 +BSζA
∗, ζ /∈ [0,∞) (3.10)

Les valeurs limites de la fonction ( sur le demi-axe (0,∞)) sont notées par

K± (σ) = lim
τ↓0
K (σ + iτ) (3.11)

Par analogie, on note par (Tσϕ, ψ)± les valeurs limites de la forme bilinéaire

(Tζϕ, ψ)H .

Introduisant des notations suivantes pour les fonctions vectorielles

αo (σ) = V.p.

∞∫
o

α (s) ρ (s)

s− σ
ds, βo (σ) = V.p.

∞∫
o

β (s) ρ (s)

s− σ
, σ > 0,

et pour les fonctions scalaires

P (σ) =
(
N (σ)−1 β (σ) , α (σ)

)
, P̃ =

(
β (σ) , Ñ (σ)−1 α (σ)

)
Q (σ) = 1 +

(
N (σ)−1 βo (σ) , α (σ)

)
, Q̃ (σ) = 1 +

(
β (σ) , Ñ (σ)−1 αo (σ)

)
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δ± (σ) = Q (σ)± πiρ (σ)P (σ) ,m± (σ) = ± πiρ (σ)

Q̃ (σ) δ± (σ)
,

et ainsi que pour les fonctionnelles

(aσ, ψ) = ψ (σ)−
(
β (σ) , Ñ (σ)−1A<σψ

)
(ϕ, bσ) = ϕ (σ)−

(
N (σ)−1B<σϕ, α (σ)

)
(Rσ, ψ) =

1

Q (σ)

V.p. ∞∫
o

ψ (s)ρ (s)

s− σ
ds−

(
<σA∗N (σ)−1 βo (σ) , ψ

)
H


où l’expression (·, ·) signifie le produit scalaire dans l’espace G. On note par

Λ ⊂ (0,∞) l’ensemble des valeurs σ, pour lesquelles les fonctionnelles introduites

et les fonctions m± (σ) existent.

Theorem 31 Soit ϕ, ψ ∈ C1 [0,∞) ∩H, alors

(Tσϕ, ψ)± = (ϕ, bσ) [(aσ, ψ)m± (σ) + (Rσ, ψ)] +
(
T̃σϕ, ψ

)
H

(3.12)

où σ ∈ Λ.

Il est facile de savoir que aσ(bσ) sont des fonctions propres de T (T ∗) et Rσ est

la fonction propre de T̃. Les valeurs m±(σ) ne sont pas définies comme les valeurs

limites d’une fonction, mais quand même, la relation (3.12) peut être appelée

formule de séparation de branchement. L’essentiel est qu’après avoir séparé dans

(Tσϕ,ψ)± quelques expressions qui contiennent des fonctionnelles propres de T, T̃ ,

on obtient la forme bilinéaire de la résolvante d’une extension T̃ de l’opérateur T .

Pour les fonctions sous la forme

f (σ) =
∑
j,k

a−k,j

(σ − σj)k
+ fo (σ) , fo ∈ C (0,∞)

on va utiliser les notations de résidu Res
σ=σj

f (σ) = a−1,j et de l’opérateur de projec-

tion Ï : f →fo, la valeur σj sera appelée pôle généralisé d’ordre correspondant de

la fonction f(σ).
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Definition 32 Les pôles généralisés des fonctions σ →(Tσϕ,ψ)±,

ϕ,ψ ∈ C∞[0,∞),σ > 0 sont appelés singularités spectrales de l’opérateur T. Le plus

grand par rapport à ϕ,ψ l’ordre du pôle est appelé ordre de la singularité spectrale.

Le point σ = 0 est une singularité spectrale si le plus grand entier m, tel que la

fonction σm/detK± (σ) est bornée σ → 0 sera positif.

En 2005, dans le travail de F. Diaba et E. V. Cheremnikh [18], les auteurs ont

considéré dans le l’espace L2(D) où D = R× [−1, 1], l’opérateur

(Lf)(x, µ) = iµfx(x, µ) + c0(x)

1∫
−1

f(x, µ)dµ, x ∈ R, µ ∈ (−1, 1) (3.13)

où le potentiel c0(x) vérifie la condition

|c0(x)| ≤ Ce−ε|x|, ε > 0, x ∈ R

Ils ont étudié le spectre de cet opérateur, pour cela ils commencent par trans-

former l’opérateur initial pour obtenir le modèle de Friedrichs. En appliquant la

transformation de Fourier

(Ff)(x) =
1√
2π

∫
R

e−ixtf(t)dt, t ∈ R.

Il résulte

(FLf)(x) = τµu(τ , µ) +
1√
2π

∫
R

c0(x)

1∫
−1

f(t, µ)e−ixτdxdµ

pour la suite on a besoin les notations.
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3.2 Notations

Soit l’espace H défini par

H =

ϕ(s, µ) :

∫
R

1∫
−1

|ϕ(s, µ)|2 1

|µ|
dsdµ <∞


L’opérateur Z : L2(R)→ H, son adjoint

(Zc)(s, µ) = c

(
s

µ

)
, c ∈ L2(R), (Z∗ϕ) =

1∫
−1

ϕ(τµ, µ)dµ

Et le changement de variables

(s, µ)→ (τ , µ)

{
τ = s

µ
, µ 6= 0

µ = µ

}
ou

{
s = τµ

µ = µ

}

Ce changement de variables définit l’opérateur F0 : L2(D)→ H par

(F ◦ u)(s, µ) = u(
s

µ
, µ)

Il a été supposé que le potentiel est factorisé de façon que

C0(x) = C01(x)C02(x), |C01(x)| = |C02(x)| =
√
|C0(x)|

Les opérateurs C01, C02 : L2(R)→ L2(R) sont des opérateurs de multiplication

par les fonctions respectivement c01(x), c02(x)

(C01ϕ)(x) = c01(x)ϕ(x), (C02ϕ)(x) = c02(x)ϕ(x)

Le modèle de Friedrichs sera défini dans l’espace H comme une certaine per-

turbation de l’opérateur de multiplication par la variable indépendante

S : H → H

(Sϕ)(τ , µ) = τϕ(τ , µ), τ ∈ R, µ ∈ (−1, 1)
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avec le domaine de définition maximal D(S).

Lemma 33 Soit L : L2(D) → L2(D) l’opérateur de domaine de définition maxi-

mal défini par (3.13). Alors

ULU−1 = S + V : H → H

où l’opérateur

(V ϕ)(s, µ) =
1

2π

1∫
−1

dµ′

|µ′|

∫
R

c̃0(x)

(
s′

µ′
− s

µ

)
ϕ(s′, µ′)ds′

c̃0(y) =

∫
R

c0(x)eixydx

est borné dans H et admet la factorisation V = A∗B avec A,B : H → L2(R)

où

A = C01F
−1Z∗, B = C02F

−1Z∗ (3.14)

Definition 34 On appelle l’opérateur

T = S + V, V = A∗B (3.15)

modèle de Friedrichs dans l’espace H.

Corollary 35 On obtient

L = U−1TU

où l’opérateur L : L2(D)→ L2(D) (voir (3.13)) est unitairement équivalent au

modèle de Friedrichs (3.15) .

En 2010, Comme suite de l’article précédent Diaba F. et Cheremnikh E.V.,

Ivasyk G. V.[15] ont étudié les opérateurs d’évolution. Ils ont considéré dans

l’espace L2(D), D = R× [−1, 1] l’opérateur de transport

Lf = −iµ∂f
∂x

+ a(x)b1(µ)

1∫
−1

b(µ′)f(x, µ′)dµ′. (3.16)
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avec le domaine de définition maximal D(L) sous les conditions suivantes:

Il existe des constantes M > 0, ε > 0 telles que

|a(x)| < Me−ε|x|, x ∈ R (3.17)

et les fonctions b(µ), b1(µ) admettent un prolongement analytique de l’intervalle

(−1, 1) dans le cercle |z| < 1 + ε. Notons que b1(µ) ≡ 1 et b0(µ) ≡ b(µ) ≡ 1.

Ils ont étudié l’équation d’évolution de transport suivante{
u̇ = iLu, t > 0

u |t=0= u(0), u(0) ∈ D(L)
(3.18)

et ils ont obtenu le terme principal du comportement asymptotique des so-

lutions de ces équations correspondant aux valeurs propres de l’opérateur L. Ils

supposent que l’opérateur L n’a pas des singularités spectrales.

3.2.1 Modèle de Friedrichs de l’opérateur de transport

On transforme l’opérateur L en modèle de Friedrichs.

Soit H l’espace de Hilbert des fonctions ϕ(s, µ), (s, µ) ∈ D, D = R × [−1, 1]

avec la norme

‖ϕ‖2
H =

∫
R

1∫
−1

|ϕ(s, µ)|2 1

|µ|
dsdµ.

Soit l’opérateur F0 : L2(D)→ H, où

(F0u)(τ , µ) = u

(
τ

µ
, µ

)
, u ∈ L2(D), τ ∈ R (3.19)

et l’opérateur Z : L2(R)→ H, où

(Zc)(τ , µ) = c

(
τ

µ

)
, c ∈ L2(R). (3.20)

On peut vérifier que

‖F0u‖H = ‖u‖L2(D) ,
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que F0 est un opérateur unitaire et que l’opérateur Z est borné, à savoir ‖z‖ ≤
√

2.

La transformation de Fourier est notée par

(Ff) (s) =
1√
2π

∫
R

e−isτf(τ)dτ , s ∈ R

dans l’espace L2(R) et dans l’espace L2(D) aussi.

Maintenant, on applique à l’égalité (3.16) la transformation de Fourier par

rapport à la variable x, alors

(FLf) (τ , µ) = τµu(τ , µ) +
b1(µ)√

2π

∫
R

 1∫
−1

a(x)b(µ′)f(x, µ′)dµ′

 e
−ix

s

µdx,

où u = Ff.

Ensuite, on applique l’opérateur F0 (voir (3.19)), c’est-à-dire la substitution

τ =
s

µ
alors

(F0FLf) (s, µ) = su(
s

µ
, µ) +

b1(µ)√
2π

∫
R

 1∫
−1

a(x)b(µ′)f(x, µ′)dµ′

 e
−ix

s

µdx

Notons par ϕ(s, µ) = u

(
s

µ
, µ

)
où ϕ = F0u = F0Ff . Soit

s

µ
= τ ,

alors

u(τ , µ) = ϕ(τµ, µ) =
(
F−1

0 ϕ
)

(τ , µ)

. C’est pourquoi

f(x, µ) =
(
F−1F−1

0 ϕ
)

(x, µ) =
1√
2π

∫
R

ϕ (τµ, µ) eiτxdτ .

Le changement de variable s′ = µτ (les cas µ > 0 et µ < 0) donne

f(x, µ′) =
1√
2π

∫
R

ϕ (s′, µ′) e
i
s′

µ′ ds
′

|µ′|
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Finalement, on obtient

(
F0FLF

−1F−1
0 ϕ

)
(s, µ) = sϕ (s, µ) + V ϕ(s, µ), (3.21)

où

V ϕ(s, µ) =
b1(µ)

2π

∫
R

1∫
−1

a(x)b(µ′)

∫
R

ϕ (s′, µ′) e
i
s′

µ′

 dµ′

|µ′|
e
−ix

s

µdx (3.22)

On choisit une certaine factorisation pour la fonction a(x) telle que

a(x) = a1(x)a2(x), |a1(x)| = |a2(x)| (3.23)

Soit G = L2(R) alors V = A∗B (voir (3.22)), où les opérateurs A,B : H → G

sont donnés par les expressions

A∗c(s, µ) =
1√
2π
b1(µ)

∫
R

a1(x)c(x)e
−ix

s

µdx

Bϕ(x) =
1√
2π
a2(x)

∫
R

1∫
−1

b(µ′)ϕ (s′, µ′) e
i
s′

µ′ dµ
′

|µ′|
ds′

(3.24)

Evidemment, l’opérateur U = F0F : L2(D) → H (voir (3.19)) est unitaire.

Alors, le théorème suivant est prouvé.

Theorem 36 Soit L : L2(D)→ L2(D) l’opérateur avec le domaine de la définition

maximal donné par l’expression (3.16). Alors

ULU−1 = T : H → H

où

T = S + V, V = A∗B

(Sϕ)(τ , µ) ≡ τϕ(τ , µ), τ ∈ R, µ ∈ (−1, 1) et les opérateurs A,B agissent de H

vers G = L2(R). ( voir (3.24)) .
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Lemma 37 Les opérateurs A,B : H → G, à savoir
Aϕ(x) =

1√
2π
a1(x)

∫
R

1∫
−1

b1(µ)ϕ (s, µ) e
ix
s

µ dµ

|µ|
ds

Bϕ(x) =
1√
2π
a2(x)

∫
R

1∫
−1

b(µ)ϕ (s′, µ) e
ix
s

µ dµ

|µ|
ds

(3.25)

sont bornés.

Proposition 38 Si a(x) ≥ 0, x ∈ R et b1(µ) = b(µ), µ ∈ (−1, 1) , alors le modèle

de Friedrichs T = S + V est un opérateur auto-adjoint T ∗ = T.

3.2.2 Spectre de modèle de Friedrichs

On considère la résolvante de l’opérateur

T = S + A∗B

L’équation

(T − ζ)ϕ = ψ, ψ ∈ H, ζ /∈ R,

prend la forme

(S − ζ)ϕ+ A∗Bϕ = ψ.

Notons

Sζ = (S − ζ)−1 , Tζ = (T − ζ)−1 .

Comme ζ /∈ R , alors l’opérateur Sζ existe et est borné et l’équation prend la forme

ϕ+ SζA
∗Bϕ = Sζψ (3.26)

En appliquant l’opérateur B, on obtient (1 +BSζA
∗)Bϕ = BSζψ. Soit

K(ζ) = 1 +BSζA
∗, ζ /∈ R (3.27)
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Alors pour l’expression Bϕ dans (3.26) , on obtient

Bϕ = K−1(ζ)BSζψ.

En prenant en considération la bornitude des opérateurs A et B, on a la proposition

suivante.

Proposition 39 Si l’opérateur K(ζ), ζ /∈ R a un opérateur inverse borné K(ζ)−1

, alors la valeur ζ appartient à l’ensemble résolvant de l’operateur T et

Tζ = Sζ − SζA∗K(ζ)−1BSζ (3.28)

Lemma 40 L’opérateur K(ζ) ( voir (3.27)) admet la représentation

((K(ζ)− 1) c) (x) =

∫
R

k(x, y, ζ)c(y)dy, ζ /∈ R, (3.29)

où

k(x, y, ζ) =
1

2
a2(x)a1(y)I(x− y, ζ

et

I(u, ζ) =

∫
R

l(τ , ζ)eiuτdτ , l(τ , ζ) =

1∫
−1

b(µ′)b1(µ′)

τµ′ − ζ
dµ′ (3.30)

Theorem 41 L’opérateur K(ζ)− 1 : L2(R)→ L2(R), ζ /∈ R est compact et

‖K(ζ)− 1‖ → 0, |ζ| → ∞

uniformément dans le domaine |Im ζ| > 0 pour chaque ν > 0.

Theorem 42 L’opérateur K(ζ)−1 admet un prolongement analytique l’opérateur

K±(ζ)− 1 au-dessus des demi-axes (−∞, 0) et (0,∞) et

‖K±(ζ)− 1‖ → 0, |ζ| → ∞

uniformément dans le domaine |Im ζ| < ε pour chaque ε1 <
ε

2
.
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3.3 Construction du semi groupe exp (itT )

Il est connu que le problème de Cauchy u̇ = Mu, u |t=0= u(0), où l’opérateur M

est tel que le demi plan Re ζ > γ > 0 appartient à son ensemble résolvant, admet

sous une certaine condition près la représentation de la solution

u(t) = − 1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

eζtR(ζ,M)u(0)dζ, R(ζ,M) = (M − ζ)−1

Considérons le problème{
u̇ = iTu, t > 0

u |t=0= u(0), u(0) ∈ D(T )
(3.31)

Notons ζ = γ + iθ,−∞ < θ <∞, alors (iT − ζ)−1 = −iTθ−iγ.
Au lieu de cela, une vérification difficile d’une certaine condition suffisante sur

l’opérateur T , on propose directement de choisir la solution sous la forme

u(t) = − 1

2πi

∞∫
−∞

e(γ+iθ)tTθ−iγu(0)dθ (3.32)

Notons par

h(t, θ) = e(γ+iθ)t

et l’élément u(0) = ϕ (τ , µ) ∈ H simplement par u(0) = ϕ. Alors, on doit

prouver que l’opérateur

U(t)ϕ = − 1

2πi

∞∫
−∞

h(t, θ)Tθ−iγdθ, t > 0 (3.33)

définit le semi groupe correspondant au problème (3.31) .
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Theorem 43 Si ϕ ∈ D(T ) alors l’intégrale (3.33) admet la représentation

U(t)ϕ = ϕ− 1

2πi

∞∫
−∞

h(t, θ)

θ − iγ
Tθ−iγTϕdθ, t > 0 (3.34)

où l’intégrale converge au sens de la norme de H.

Lemma 44 Si ϕ ∈ D(T ) alors

∞∫
−∞

h(t, θ)

θ − iγ
Tθ−iγTϕdθ = T

∞∫
−∞

h(t, θ)

θ − iγ
Tθ−iγϕdθ (3.35)

Lemma 45 Si ϕ ∈ H, alors

s− lim
∆t→0

∞∫
−∞

1

θ − iγ
∆h

∆t
Tθ−iγϕdθ = i

∞∫
−∞

h(t, θ)Tθ−iγdθ (3.36)

Theorem 46 Let ϕ ∈ D(T ), alors

U ′(t)ϕ = iTU(t)ϕ, t > 0, (3.37)

où U ′(t) signifie la dérivée forte.

Theorem 47 Soit ϕ ∈ D(T ), alors

lim
t→0
‖U(t)ϕ− ϕ‖ = 0 (3.38)

Theorem 48 Le problème{
u̇ = iTu, t > 0

u |t=0= ϕ, ϕ ∈ D(T )

a une solution unique u(t) = U(t)ϕ , donnée par le semi groupe

U(t)ϕ = − 1

2πi

∞∫
−∞

e(γ+iθ)tTθ−iγϕdθ
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En 2014, F. Diaba, A. Zemmouri, E. V. Cheremnikh [19] ont étudié l’opérateur

de Sturm-Liouville perturbé par un opérateur intégral, défini par l’expression :

Ly = −y′′ + q(x)y(x−∆),−∞ < x <∞, x ∈ (−∞,∞)

où q(x) est une fonction à valeurs complexes qui satisfait la condition

|q(x)| ≤ C exp(−ε |x|), ε > 0, C = const, x ∈ (−∞,∞)

Ils ont trouvé la décomposition spectrale de l’opérateur perturbé sur l’axe tout

entier en utilisant le modèle de Friedrichs.

Le résultat essentiel établit l’existence du spectre ponctuel de l’opérateur de

Sturm-Liouville et qui est fini. Ce résultat est donné par:

Lemma 49 le point unique ζ = 0 peut être le point d’accumulation du spectre

continu de l’opérateur L.

Theorem 50 Supposons que les conditions

1− s’il existe N > 0 tel que

supp q(x) ⊂ [−N,N ] (3.39)

2−
C(N)‖√q‖2 < 1 (3.40)

sont vérifiées où

C(N) =
1

2
sup
|s|,|t|<N

∣∣∣∣ 1√
ζ

[
exp

(
i|s− t−∆|

√
ζ
)
− 1
]∣∣∣∣ , |

√
ζ| < a est finie

Et (
(1 +Q(0))−1 q1, q2

)
6= 0 (3.41)

où l’opérateur Q(0) est donné par

Q(0)c(s) = −1

2
q1(s)

∞∫
−∞

c(t)q2(t)|s− t−∆|dt
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Alors il existe a1 tel que le cercle |ζ| < a1 ne contient pas un point du spectre

continu de l’opérateur L.

D’après les conditions (3.39), (3.40) et (3.41), l’opérateur L a un spectre

ponctuel fini.

En 2016, LARRIBI N., DIABA F. et CHEREMNIKH E.V. [20] ont étudié le

spectre ponctuel d’un opérateur de transport avec un potentiel matriciel 2 × 2,

défini par: L : L2 (D,C2)→ L2 (D,C2)
L : L2 (D,C2)→ L2 (D,C2)

Lu = −iµ∂u
∂x

+ c(x)

1∫
−1

u(x, µ′)dµ′,

dans l’espace L2 (D,C2) , où D = R × [−1, 1] , avec un domaine de définition

maximal et un potentiel matriciel c (x) des fonctions complexes qui décroit expo-

nentiellement défini par:

c(x) =

(
c11(x) c12(x)

c21(x) c22(x)

)
.

Ils ont utilisé un modèle technique appelé modèle de Friedrichs et la transformée

de Fourier appliquée à l’opérateur de transport, où ils montrent que l’opérateur de

transport est unitairement équivalent au modèle de Friedrichs.

Ceci leur permet d’étudier directement le spectre ponctuel de l’opérateur à

l’aide de la résolvante au lieu des calculs compliqués du modèle fonctionnel.

Ils ont donné quelques conditions suffisantes pour que le spectre ponctuel soit

fini.



CHAPTER 4

QUELQUES TRAVAUX SUR LA FONCTION DE WEYL

POUR L’OPÉRATEUR DE STURM-LIOUVILLE NON

AUTO-ADJOINT

Il existe de nombreux travaux concernant des problèmes avec des paramètres

spectraux dans la condition aux limites. Une approche laquelle a été développée

dans [39] et basée sur la notion fondamentale d’une fonction spectrale contient

divers problèmes avec paramètres et sans paramètres tous les deux dans la condi-

tion aux limites. Quelques références aux problèmes avec un paramètre spectral

dans la condition aux limites ( spectre discret, etc.) peuvent être trouvées dans [5].

E. V. CHEREMNIKH.[14] a considéré un exemple simple d’un opérateur de

Sturm-Liouville sur la demi-droite avec un potentiel trivial et une condition aux

limites non locale variable. Le but du travail est de montrer que le problème aux

limites admet maintenant une condition aux limites locale, mais cette condition

contient une fonction rationnelle du paramètre spectral. Les pôles du prolongement

analytique de la résolvante sont essentiels ici.

38
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4.1 Problème non local de Sturm-Liouville avec

un potentiel trivial

L’auteur a considéré le problème{
−v′′ − ζv = u, x > 0

v (0) + (v, η)L2(0, ∞) = 0
(4.1)

u (x) , η (x) sont des fonctions données de l’espace L2 (0, ∞) .

L’opérateur de Sturm-Liouville L engendré par l’expression Lv = −v′′, v (0) = 0

est diagonalisé par la transformation F : L2 (0, ∞) −→ L2
p (0, ∞) , ρ (τ) = 1

π

√
τ

ϕ (τ) = Fu (τ) =

∞∫
0

u (x)
sinx
√
τ√

τ
dx, (4.2)

u (x) = F−1ϕ (τ) =
1

π

∞∫
0

ϕ (τ) sinx
√
τdτ

Le produit scalaire dans L2 (0, ∞) et L2
ρ (0, ∞) est désigné par (., .)L2(0, ∞) et

(., .). L’intégration par partie donne

F (−v′′) (τ) = τFv (τ)− v (0) (4.3)

Si v (0) = 0, alors (4.3) signifie l’égalité F−1SF = L tel que

Sϕ (τ) = τϕ (τ) , τ > 0.

On introduit l’opérateur S̃ : L2
p (0, ∞) −→ L2

p (0, ∞) comme suit D
(
S̃
)

=
{
ψ ∈ L2

ρ (0, ∞) /∃c = c (ψ) :
∫∞

0
|τψ (τ) + c (ψ)|2 ρ (τ) dτ <∞

}
S̃ψ (τ) = τψ (τ) + c (ψ) , ψ ∈ D

(
S̃
) .

Si v (0) 6= 0, alors (4.3) signifie l’égalité F−1S̃F = Lmax où Lmax est l’opérateur

maximal correspondant de l’opérateur différentiel L.



40

Les valeurs c (ψ) définissent une fonctionnelle dans l’espace L2
ρ (0, ∞), d’après

(4.2) et (4.3), c (ψ) = −v (0) .

Soient

ϕ = Fu, ψ = Fv, γ = Fη (4.4)

On introduit l’opérateur T : L2
ρ (0, ∞) −→ L2

ρ (0, ∞) comme suit{
D (T ) = {ψ ∈ L2 (0, ∞) : −c (ψ) + (ψ, γ) = 0}
Tψ = S̃ψ, ψ ∈ D (T ) .

(4.5)

Donc le problème (4.1) prend la forme

(T − ζ)ψ = ϕ, ψ ∈ L2
ρ (0, ∞) (4.6)

En prenant la dérivée de la deuxième égalité dans (4.2) nous obtenons formellement

u′ (0) = (ϕ, 1) . Donc, on a besoin des opérateurs S, T et des fonctionnelles

c (ψ) = −v (0) , (ψ, 1) = v′ (0) , ψ = Fv. (4.7)

Le problème (4.1) en raison de (4.3), (4.4) prend la forme

(τ − ζ)ψ + (ψ, γ) = ϕ (τ) , τ > 0.

Soit Sζ = (S − ζ)−1 , Tζ = (T − ζ)−1 et Eζ =
1

τ − ζ
, ζ /∈ [0, ∞) . Alors

ψ + (ψ, γ)Eζ = Sζϕ.

En multipliant par γ on obtient (ψ, γ) [1 + (Eζ , γ)] = (Sζϕ, γ) .

On note par

δ (ζ) = 1 + (Eζ , γ) = 1 +

∞∫
0

γ (τ)

τ − ζ
ρ (τ) dτ , (4.8)

alors

ψ = Tζϕ = Sζϕ−
1

δ (ζ)
(Sζϕ, γ)Eζ , ζ /∈ [0, ∞) , δ (ζ) 6= 0. (4.9)

L’opérateur Tζ est borné, donc Tζ est la résolvante.
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On a besoin de quelques limites des valeurs si ζ → σ, Im ζ → ±0, lesquelles sont

notées par

δ± (σ) = lim
ζ→σ

δ (ζ)

et

(Tσϕ, ψ)± = lim
ζ→σ

(Tζϕ, ψ) , δ± (σ) 6= 0. (4.10)

Ces valeurs existent si, par exemple ϕ, ψ, γ ∈ C1 [0, ∞) .

Soient
(ϕ, bσ) = δ− (σ)ϕ (σ)− (Sσϕ, γ)−

(aσ, ψ) =
1

δ+ (σ)
(Eσ, ψ)+ −

1

δ− (σ)
(Eσ, ψ)+

(4.11)

Lemma 51 Si γ ∈ C1 [0, ∞) ∩ L2
p (0, ∞) alors la résolvante Tζ a le saut sur la

demi-droite (0, ∞),

(Tσϕ, ψ)+ − (Tσϕ, ψ)− = (ϕ, bσ) (aσ, ψ) , (4.12)

où ϕ, ψ ∈ C1 [0, ∞) ∩ L2
p (0, ∞) et δ+ (σ) δ− (σ) 6= 0.

Evidemment, la fonction Eζ (τ) est la transformation de Fourier de la fonction

eζ (x) = ei
√
ζx, Im

√
ζ > 0, (4.13)

i.e., F (eζ) (τ) =
1

τ−ζ
= Eζ (τ) .

En prenant la dérivée de la dernière égalité par rapport à ζ, on obtient que la

transformation de Fourier γ = Fη de sommes finies

η (x) =
∑

pk (x) eαkx, Reαk < 0,

où pk (x) sont des polynômes arbitraires, est une fonction rationnelle γ (τ) , bornée

sur [0, ∞) et telle que γ (τ) = O
(

1
τ

)
, τ →∞. En raison de l’identité élémentaire

pour le produit scalaire,(
1

τ−ζ
,

1

τ−ζ1

)
=

i
√
ζ +

√
ζ1

, Im
√
ζ > 0, Im

√
ζ1 > 0, (4.14)
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la fonction δ (ζ) , ou γ = Fη, est une fonction rationnelle sur
√
ζ, Im

√
ζ > 0.

Plus bas, nous considérons uniquement une telle fonction δ (ζ) et aussi on suppose

que les fonctions ϕ (τ) = Fu (τ) , ψ (τ) = Fv (τ) sont des fonctions rationnelles

aussi.

Theorem 52 Supposons que δ (ζ) 6= 0, ζ /∈ [0, ∞) et δ+ (σ) δ− (σ) 6= 0, σ ≥ 0.

Alors

(ϕ, ψ)L2(0, ∞) =
1

2πi

∞∫
0

(ϕ, bσ) (aσ, ψ) dσ (4.15)

E. V. CHEREMNIKH.[16] a considéré la relation entre la fonction de Weyl pour

Sturm-Liouville avec l’opérateur de Sturm-Liouville pour la même différentielle

sur les intervalles (−∞, 0) , (0,∞ ) et (−∞, ∞) en appliquant le modèle de

Friedrichs.

Quelques applications du modèle de Friedrichs sont données dans le travail [[10]-[12]]

. Dans ce sens, la considération de l’auteur est proche à la contribution développée

dans [29] où le cas général à étudier pour le potentiel à valeurs opératorielles et

pour l’opérateur de Sturm-Liouville auto-adjoint.

On rappelle quelques résultats du travail [10]. Soit l’expression différentielle

ly = −y′′ + q (x) y, x ∈ (0, ∞) (4.16)

sur la demi-droite. Premièrement l’auteur a supposé que q (x) ≡ 0. Pour di-

agonaliser l’opérateur correspondant dans L2 (0, ∞) et il a utilisé un opérateur

unitaire (voir [55])

F : L2 (0, ∞) −→ L2
p (0, ∞) , ρ (τ) = 1

π

√
τ donné par les expressions suivantes

ϕ (τ) = Fu (τ) =

∞∫
0

u (x)
sinx
√
τ√

τ
dx, u (x) = F−1ϕ (τ) =

1

π

∞∫
0

ϕ (τ) sinx
√
τdτ

(4.17)

Il a défini deux opérateurs, l’opérateur maximal Lmax et l’opérateur L. Soient{
D (Lmax) = {y ∈ L2 (0, ∞) : y′ − abs cont., y′′ ∈ L2 (0, ∞)}
Lmaxy = −y′′, y ∈ D (Lmax)
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et {
D (L) = {u ∈ D (Lmax) , u (0) = 0}
Ly = −y′′, y ∈ D (L)

Après la relation simple

−
∞∫

0

u′′ (x)
sinx
√
τ√

τ
dx = −u (0) + τ

∞∫
0

u (x)
sinx
√
τ√

τ
dx (4.18)

= −u (0) + τFu (τ) , u, u′′ ∈ L2 (0, ∞)

On a les définitions{
D (Smax) =

{
ϕ ∈ L2 (0, ∞) /∃c = c (ϕ) :

∫∞
0
|τϕ (τ) + c (ϕ)|2 ρ (τ) dτ < 0

}
Smaxϕ (τ) = τϕ (τ) + c (ϕ) , ϕ ∈ D (Smax)

(4.19)

et {
D (S) = {ϕ ∈ D (Smax) : c (ϕ) = 0}
Sϕ (τ) = τϕ (τ) , ϕ ∈ D (S)

il est facile de vérifier que

FLmaxF−1 = Smax, FLF−1 = S. (4.20)

On a besoin de la fonctionnelle (., 1) définie par la relation

(ϕ, 1) = lim
N→∞

(ϕ, 1N)H , 1N (x) = χ[0, n] (x) , x > 0 ϕ ∈ D (S) (4.21)

où H = L2
ρ (0, ∞)

En comparant de (4.18) et (4.19) et la dérivée en (4.17), on obtient l’égalité

c (ϕ) = −y (0) , (ϕ, 1) = y′ (0) (4.22)

où ϕ = Fy. , A vrai dire la valeur (ϕ, 1) est définie pour ϕ ∈ D (S) ( voir (4.21)).

CommeD (Smax) = D (S)uL

(
1

1 + τ

)
on peut définir

(
1

1 + τ
, 1

)
arbitrairement.
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Comme F (e−x) (τ) =
1

1 + τ
nous devons poser

(
1

1 + τ
, 1

)
= −1 (4.23)

pour maintenir la relation (4.22). Donc, les deux fonctionnelles c (ϕ) , (ϕ, 1) sont

définies dans D (Smax) .

Chaque valeur ζ /∈ [0, ∞) est une valeur propre de l’opérateur Smax avec un vecteur

propre h0,ζ =
1

τ − ζ
normalisé par la condition c (h0,ζ) = −1. Si Sζ = (S − ζ)−1

alors h0,ζ = Sζ1 par analogie à (4.21). La fonction m0 (ζ) = (Sζ1, 1) = (h0,ζ , 1) en

raison de la décomposition

h0,ζ (τ) =
1

1 + τ
+

(
1

τ − ζ
− 1

1 + τ

)
est ( voir (4.23))

m0 (ζ) = −1 +

∞∫
0

(
1

τ − ζ
− 1

1 + τ

)
ρ (τ) dτ . (4.24)

Pour chaque σ ∈ (0, ∞) l’opérateur inverse Smax,σ = (Smax − σ)−1existe et pour

les éléments lisses ϕ (τ) on a Smax,σϕ (τ) =
(ϕ (τ)− ϕ (σ))

τ − σ
.

On garde la même notation dans l’espace complexe pour un prolongement analy-

tique

Smax,ζϕ (τ) =
(ϕ (τ)− ϕ (ζ))

τ − ζ
(4.25)

si la valeur ϕ (ζ) existe pour une valeur donnée ζ. L’identité

ϕ (τ)

τ − ζ
= ϕ (ζ)

1

τ − ζ
+
ϕ (τ)− ϕ (ζ)

τ − ζ
,
ϕ (τ)

τ − ζ
= ϕ

(
ζ
) 1

τ − ζ
+
ϕ (τ)− ϕ

(
ζ
)

τ − ζ

signifie les relations suivantes{
Sζϕ = ϕ (ζ)h0,ζ + Smax,ζϕ

(h0,ζ , ψ)H = ψ
(
ζ
)
m0 (ζ) + (R0,ζ , ψ)

(4.26)
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où

(R0,ζ , ψ) =

∞∫
0

ϕ (τ)− ϕ
(
ζ
)

τ − ζ
ρ (τ) dτ

et la fonctionnelle R0,ζ est un vecteur propre de l’opérateur Smax associé au point

σ ∈ (0, ∞) du spectre de S.

On va calculer S∗max. On a (voir (4.19))

(Smaxϕ, ψ) = (τϕ (τ) + c (ϕ) , ψ) = (ϕ, τψ) + c (ϕ) (1, ψ)

si τϕ (τ) ∈ H. Donc |(Smaxϕ, ψ)| 6 C ‖ϕ‖ si c (ψ) = (1, ψ) = 0. On va définir

Smin : T → H comme suit

D (Smin) = {ψ ∈ D (Smax) : c (ψ) = (1, ψ) = 0}
Sminϕ (τ) = τϕ (τ) , ϕ ∈ D (Smin)

.

Finalement

Smin ⊂ S ⊂ Smax ; S∗max = Smin .

Maintenant, on revient à (R0,ζ , ψ) (voir (4.26)):

(R0,ζ , (Smin−σ)ψ) =

∞∫
0

(τ − σ)ψ (τ)

τ − σ
ρ (τ) dτ

=
∫∞

0
ψ (τ)ρ (τ) dτ = (1, ψ (τ)) = 0, ϕ ∈ D (Smin)

donc, la fonctionnelle R0,ζ est une fonction propre de Smax correspondant au point

σ ∈ (0, ∞) du spectre continu de S

De plus

Smax,ζ (S − ζ)ϕ = ϕ, ϕ ∈ D (S) et (Smax − ζ)Smax,ζϕ = ϕ, Smax,ζϕ ∈ D (Smax)

(4.27)

On considère un opérateur perturbé

T = S + A∗B (4.28)

sous certaines conditions sur les opérateurs A∗, B : H → G, G un espace de
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Hilbert auxiliaire. L’équation (T − ζ)ψ = ϕ ou (S − ζ)ψ + A∗Bψ = ϕ signifie

que

ψ + SζA
∗B = Sζϕ (4.29)

En appliquant l’opérateur B , on obtient (1 +BSζA
∗)Bψ = BSζϕ.

On note

K (ζ) = 1 +BSζA
∗,

donc Bψ = K (ζ)−1BSζϕ. On remplace Bψ = K (ζ)−1BSζϕ dans (4.29). On

obtient la résolvante.

Tζϕ = Sζϕ− SζA∗K (ζ)−1Bζ . (4.30)

Par analogie, On note N (ζ) = 1 +BSmax,ζA
∗ ( voir (4.25)) et

Tmax,ζϕ = Smax,ζϕ− Smax,ζA
∗N (ζ)−1BSmax,ζϕ. (4.31)

L’opérateur

Tmax = Smax + V

est appelé l’opérateur maximal pour l’opérateur T = S + V, V = A∗B.

Comme le cas d’un opérateur non perturbé, on va introduire

hζ = Tζ1, m (ζ) = (Tζ1, 1) = (hζ , 1) , ζ ∈ ρ (T ) . (4.32)

Par analogie à (4.26 ) on a la propriété suivante{
Tζϕ =

(
ϕ, bζ

)
hζ + Tmax,ζϕ

(hζ , ψ)H = (aζ , ψ)m (ζ) + (Rζ , ψ)
ζ ∈ ρ (T ) (4.33)

où (aζ , ψ) ,
(
ϕ, bζ

)
, (Rζ , ψ) sont des valeurs des fonctions propres respective-

ment des opérateurs T, T ∗, Tmax si ζ = σ ∈ (0, ∞) et définissent une fonction

analytique dans un certain domaine, contenant la demi-droite (0, ∞) et dépendant

de la perturbation V. De plus,

Tmax,ζ (T − ζ)ϕ = ϕ, ϕ ∈ D (T ) , (Tmax − ζ)Tmax,ζϕ = ϕ, Tmax,ζϕ ∈ D (Tmax) .

(4.34)
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Pour obtenir la décomposition (4.33) nous appliquer la résolvante

Tζ = (T − ζ)−1 et T ∗ζ = (T ∗ − ζ)−1 en utilisant les fonctionnelles c(ϕ), (ϕ, 1) seule-

ment. Premièrement on va résoudre l’équation (Tmax− σ)ϕ = ψ et on obtient la ”

résolvante ” Tmax,σ = (Tmax − σ)−1 par l’expression (4.31) où ζ = σ (le symbole ”

résolvante” signifie que l’opérateur inverse n’est pas borné). Donc

(Tmax − σ)Tmax,σϕ = ϕ.

Pour les éléments lisses ϕ le côté droit de (4.31) admet un prolongement analytique

alors

(Tmax − ζ)Tmax,ζϕ = ϕ, Tmax,ζϕ ∈ D (Tmax) .

D’après la définition (4.31)

(Tmax − ζ)ψ = (T − ζ)ψ + c (ψ)

donc

(T − ζ)Tmax,ζϕ+ c (Tmax,ζϕ) .1 = ϕ

d’où

Tmax,ζϕ+ c (Tmax,ζϕ)Tζ1 = Tζϕ.

C’est la première équation de (4.33) avec

(
ϕ, bζ

)
= c (Tmax,ζϕ) . (4.35)

L’équation (4.33) pour l’opérateur adjoint T ∗

T ∗ζ ψ =
(
aζ , ψ

)
h∗ζ + T ∗max,ζψ, h∗ζ = (T ∗ − ζ)−1 1

d’où

(hζ , ψ) = (Tζ1, ψ) =
(
T ∗
ζ
1, ψ

)
= (aζ , ψ)

(
h∗
ζ
, ψ
)

+
(

1, T ∗
max,ζ

ψ
)
.
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C’est la deuxième équation dans (4.33) , donc

(aζ , ψ) = c
(
T ∗

max,ζ
1, ψ

)
, (Rζ , ψ) =

(
1, T ∗

max,ζ
ψ
)

(4.36)

4.2 Modèle de Friedrichs pour l’opérateur de Sturm-

Liouville sur la droite

On considère dans l’espace L2 (−∞, ∞) l’opérateur de Sturm-Liouville

Ly = −y′′ + q (x) y, −∞ < x <∞ (4.37)

avec le domaine de définition maximal. On suppose que le potentiel à valeurs

complexes q (x) satisfait la condition

|q (x)| ≤ C e−ε|x|, ε > 0, −∞ < x <∞

On note Ĥ = L2 (0, ∞)⊕ L2 (0, ∞) où

Ĥ = Ĥ(1) ⊕ Ĥ(2), Ĥ(k) = L2 (0, ∞) , k = 1, 2. (4.38)

Un élément de Ĥ est de la forme

ŷ =

(
y1

y2

)
, yk ∈ Ĥ(k), k = 1, 2

Soit Z : L2 (−∞, ∞)→ Ĥ l’opérateur suivant

ŷ = Zy (x) =

(
y (−x)

y (x)

)
, x > 0 (4.39)

avec D (Z) = L2 (−∞, ∞) . Evidemment, l’opérateur Z est unitaire, R (Z) = Ĥ

et l’opérateur inverse est

y = Z−1ŷ = Z−1

(
y1

y2

)
=

{
y1 (−x) , x < 0

y2 (x) , x > 0
(4.40)
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Soit q1 (x) = q (−x) , x > 0 et q2 (x) = q (x) , x > 0. On définit dans l’espace

Ĥ(k) = L2 (0, ∞) l’opérateur de Sturm-Liouville de domaine de définition maximal

L(k)
maxy = −y′′ + qk (x) , y ∈ D

(
L(k)

max

)
⊂ Ĥ(k), k = 1, 2. (4.41)

Si y ∈ D (L) et

(
y1

y2

)
= Zy alors y1 (x) = y (x) , y2 (x) = y (x) . Donc y1 (0) =

y2 (0) , −y′1 (0) = y′2 (0) ou (d’après (4.33 )) l’élément ϕk = Fyk satisfait les con-

ditions

c (ϕ1) = c (ϕ2) , (ϕ1, 1) = − (ϕ2, 1) . (4.42)

Soit la projection Pk : Ĥ(1) ⊕ Ĥ(2) → Ĥ(k) alors

PkZLy = L(k)
maxyk = L(k)

maxPkZy

Notez que si y parcourt tout D (L) alors yk = PkZy parcourt tout D
(
L

(k)
max

)
et la

paire correspondante (yk (0) , y′k (0)) parcourt tout C2. Par conséquent

ZLZ−1

(
y1

y2

)
=

(
L

(1)
maxy1

L2
maxy2

)
,

(
y1

y2

)
∈ ZD (L) (4.43)

On introduit l’espace H = FĤ par la relation (voir (4.38)) FĤ = FĤ(1)⊕FĤ(2)

ou, en d’autre notation

H = H(1) ⊕H(2), H(k) = L2
ρ (0, ∞) , ρ (τ) =

1

π

√
τ . (4.44)

Un élément ϕ ∈ H est noté

ϕ = F

(
y1

y2

)
=

(
Fy1

Fy2

)
=

(
ϕ1

ϕ2

)

D’après (4.19)-(4.20) et (4.42)

FZLZ−1F−1

(
ϕ1

ϕ2

)
=

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1) + F (q1F−1ϕ1)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2) + F (q2F−1ϕ2)

)
c (ϕ1) = c (ϕ2)

(ϕ1, 1) = − (ϕ2, 1)

(4.45)
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On introduit l’opérateur Smax : H → H par la relation
D (Smax) =

{
ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
∈ H :

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2)

)
∈ H

}

Smaxϕ (τ) =

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2)

)
, ϕ ∈ D (Smax)

Definition 53 L’opérateur S : H → H est donné par les relations
D (S) =

{
ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
∈ H : ϕ ∈ D (Smax) , (ϕ1, 1) = − (ϕ2, 1)

}

Sϕ (τ) =

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2)

)
, ϕ ∈ D (S)

(4.46)

En d’autres termes S = Smax

∣∣
D(S). Maintenant la relation (4.45) prend la forme

FZLZ−1F−1ϕ = Sϕ+ V ϕ, ϕ ∈ D (S)

où

V ϕ =

(
V ϕ1

V ϕ2

)
, Vkϕk = F

(
qkF−1ϕk

)
, k = 1, 2 (4.47)

On note

T = S + V, D (T ) = D (S) (4.48)

le modèle de Friedrichs, alors

L = Z−1F−1TFZ (4.49)

Donc, la proposition suivante est prouvée.

Proposition 54 L’opérateur L : L2 (−∞, ∞)→ L2 (−∞, ∞) ( voir (4.37)) est

unitairement équivalent à l’opérateur T : H → H.

Soit L0 l’opérateur (4.37) si q (x) ≡ 0, alors V = 0 et

L0 = Z−1F−1SFZ
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Donc S∗ = S comme L∗0 = L0.

Notez que, si on définit l’opérateur S(k) : H(k) → H(k)

comme S(k)ϕk (τ) = τϕk (τ) , τ > 0 avec

D
(
S(k)

)
= ϕk ∈ H(k) :

∞∫
0

τ |ϕk (τ)|2 ρ (τ) dτ <∞

alors

Smax = S(1)
max ⊕ S(2)

max (4.50)

mais S 6= S(1) ⊕ S(2).

4.3 Fonction de Weyl pour le modèle de Friedrichs

Soit Ω un domaine contenant la demi-droite [0, ∞) ⊂ Ω, par exemple une bande.

Soit Φ ⊂ H un sous-espace des éléments ϕ qui admettent le prolongement analy-

tique ϕ (ζ) , ζ ∈ Ω.

Maintenant le but est de généraliser la décomposition (4.33) pour notre modèle

de Friedrichs T c’est-à-dire pour garder les propriétés suivantes: la fonction (Tmaxϕ, ψ)H ,

les fonctions propres
(
ϕ, bζ

)
, (aζ , ψ) , (Rζ , ψ) pour ϕ, ψ ∈ Φ sont analytiques

dans Ω et la fonction m (ζ) est analytique dans Ω \[0, ∞) , m+ (σ) − m− (σ) 6=
0, σ ∈ (0, ∞) où

m+ (σ) = lim
ε → +0

m (σ ± i) ε, σ ∈ (0, ∞) (4.51)

Soit ( voir (4.41)) qk (x) = qk,1 (x) qk,2 (x) , |qk,1 (x)| = |qk,2 (x)| , x > 0 et

Qk,j : H(k) :→ H(k) définit l’opérateur de multiplication par qk,j, alors

Vk = A∗kBk, Ak = Qk,1F−1, Bk = Qk,2F−1, k = 1, 2 (4.52)

Plus bas, on introduit l’opérateur T (k) : H(k) :→ H(k) par la relation

T (k)ϕk (τ) = τϕk (τ) + Vkϕk (τ) , k = 1, 2 (4.53)
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alors

Tϕ =

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1) + V1ϕ1 (τ)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2) + V2ϕ2 (τ)

)
, c (ϕ1) = c (ϕ2) , (ϕ1, 1) = − (ϕ2, 1) .

L’équation (T − ζ)ψ = ϕ devient{ (
T (1) − ζ

)
ψ1 + c (ψ1) = ϕ1(

T (1) − ζ
)
ψ2 + c (ψ2) = ϕ2

ou {
ψ1 + c (ψ1) h

(1)
ζ = T

(1)
ζ ϕ1

ψ2 + c (ψ2) h
(2)
ζ = T

(2)
ζ ϕ2

c (ψ1) = c (ψ2) , (ψ1, 1) = − (ψ2, 1) (4.54)

où h
(k)
ζ = T

(k)
ζ 1. Comme |q (x)| ≤ C e−ε|x|, ε > 0, −∞ < x < ∞ alors la

représentation (4.33) est satisfaite. Selon (4.33) on a

T
(k)
ζ ϕk =

(
ϕk, b

(k)

ζ

)
h

(k)
ζ + T

(k)
max,ζϕk (4.55)

(
h

(k)
ζ , ψk

)
H(k)

=
(
a

(k)
ζ , ψk

)
m(k) (ζ) +

(
R

(k)
ζ , ψk

)
(4.56)

ou m(k) (ζ) =
(
h

(k)
ζ , 1

)
. On peut expliquer (4.56) par analogie à (4.55) pour

l’opérateur T ∗. En effet(
h

(k)
ζ , ψk

)
H(k)

=
(
T

(k)
ζ 1, ψk

)
=
(

1, T
∗(k)

ζ
ψk

)
=
(
T
∗(k)

ζ
ψk, 1

)
=
(
ψk, a

(k)

ζ

)(
h
∗(k)
ζ , 1

)
+
(
T
∗(k)
max, ζψk, 1

)
et en conséquence (

R
(k)
ζ , ψk

)
=
(

1, T
∗(k)
max,ζψk

)
. (4.57)

On note aussi (
ϕk, R

∗(k)

ζ

)
=
(
T

(k)
max, ζϕk, 1

)
(4.58)
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Maintenant on peut revenir à (4.54) et appliquer la fonctionnelle (., 1) (ψ1, 1) + c (ψ1) m(1) (ζ) =
(
T

(1)
ζ ϕ1, 1

)
(ψ2, 1) + c (ψ2) m(2) (ζ) =

(
T

(2)
ζ ϕ1, 1

)
A l’aide de la condition aux limites dans (4.19) on obtient

c (ψ1) = c (ψ2) =
1

m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

[(
T

(1)
ζ ϕ1, 1

)
+
(
T

(2)
ζ ϕ2, 1

)]
On note par

m = m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

En utilisant (4.55) et la notation (4.52), on obtient par l’application de la fonc-

tionnelle (., 1) (
T

(k)
ζ ϕk, 1

)
=
(
ϕk, b

(k)

ζ

)
m(k) (ζ) +

(
ϕk, R

∗(k)

ζ

)
. (4.59)

Comme ψ = Tζϕ, alors (4.54) donne (Tζϕ)1 = T
(1)
ζ ϕ1 − 1

m

[(
T

(1)
ζ ϕ1, 1

)
+
(
T

(2)
ζ ϕ2, 1

)]
h

(1)
ζ

(Tζϕ)2 = T
(2)
ζ ϕ2 − 1

m

[(
T

(1)
ζ ϕ1, 1

)
+
(
T

(2)
ζ ϕ2, 1

)]
h

(2)
ζ

ou ( voir (4.59))

(Tζϕ)1 =
(
ϕ1, b

(1)

ζ

)
h

(1)
ζ +T

(1)
max,ζϕ1−

− 1

m

[(
ϕ1, b

(1)

ζ

)
m(1) (ζ) +

(
ϕ1, R

∗(1)

ζ

)
+
(
ϕ2, b

(2)

ζ

)
m(2) (ζ) +

(
ϕ2, R

∗(2)

ζ

)]
h

(1)
ζ =

= T
(1)
max,ζϕ1+

1

m

[((
ϕ1, b

(1)

ζ

)
−
(
ϕ2, b

(2)

ζ

))
m(2) (ζ)−

(
ϕ1, R

∗(1)

ζ

)
−
(
ϕ2, R

∗(2)

ζ

)]
.

(4.60)

Par analogie

(Tζϕ)2 = T
(2)
max,ζϕ2+

1

m

[((
ϕ2, b

(2)

ζ

)
−
(
ϕ1, b

(1)

ζ

))
m(1) (ζ)−

(
ϕ1, R

∗(1)

ζ

)
−
(
ϕ2, R

∗(2)

ζ

)]
(4.61)
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on note par 
(
ϕ, f1

(
ζ
))

=
(
ϕ1, b

(1)

ζ

)
−
(
ϕ2, b

(2)

ζ

)
(
ϕ, f2

(
ζ
))

=
(
ϕ1, R

∗(1)

ζ

)
+
(
ϕ2, R

∗(2)

ζ

) (4.62)

alors (4.60)-(4.61) prennent la forme{
(Tζϕ)2 = T

(1)
max,ζϕ1 + 1

m

[(
ϕ, f1

(
ζ
))
m(2) (ζ)−

(
ϕ, f2

(
ζ
))]

h
(1)
ζ

(Tζϕ)2 = T
(2)
max,ζϕ2 + 1

m

[
−
(
ϕ, f1

(
ζ
))
m(1) (ζ)−

(
ϕ, f2

(
ζ
))]

h
(2)
ζ

.

Maintenant en multipliant par ψ =

(
ψ1

ψ2

)
, alors

(Tζϕ, ψ) = (Tmax,ζϕ, ψ) +
1

m

{[(
ϕ, f1

(
ζ
))
m(2) (ζ)−

(
ϕ, f2

(
ζ
))] (

h
(1)
ζ , ψ1

)
+

+
[
−
(
ϕ, f1

(
ζ
))
m(1) (ζ)−

(
ϕ, f2

(
ζ
))] (

h
(2)
ζ , ψ2

)}
=

= (Tmax,ζϕ, ψ) +
1

m

[(
ϕ, f1

(
ζ
))
A−

(
ϕ, f2

(
ζ
))
B
]

(4.63)

où ( voir 4.56 )

1)

A = m(2) (ζ)
(
h

(1)
ζ , ψ1

)
−m(1) (ζ)

(
h

(2)
ζ , ψ2

)
=

= m(1) (ζ)m(2) (ζ)
[(
a

(1)
ζ , ψ1

)
−
(
a

(2)
ζ , ψ2

)]
+

m(2) (ζ)
(
R

(1)
ζ , ψ1

)
−m(1) (ζ)

(
R

(2)
ζ , ψ2

)
.

Notons  (f ∗1 (ζ) , ψ) =
(
a

(1)
ζ , ψ1

)
−
(
a

(2)
ζ , ψ2

)
(f ∗2 (ζ) , ψ) =

(
R

(1)
ζ , ψ1

)
+
(
R

(2)
ζ , ψ2

) (4.64)

alors

A = m(1) (ζ)m(2) (ζ) (f ∗1 (ζ) , ψ) +m(2) (ζ) (f ∗2 (ζ) , ψ)−m
(
R

(2)
ζ , ψ2

)
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2)

B =
(
h

(1)
ζ , ψ1

)
+
(
h

(2)
ζ , ψ2

)
= m(1) (ζ)

(
a

(1)
ζ , ψ1

)
+

m(2) (ζ)
(
a

(2)
ζ , ψ2

)
+ (f ∗2 (ζ) , ψ)

= m(1) (ζ)
[(
a

(1)
ζ , ψ1

)
−
(
a

(2)
ζ , ψ2

)]
+(

m(1) (ζ) +

m(2) (ζ)

)(
a

(2)
ζ , ψ2

)
+ (f ∗2 (ζ) , ψ)

= m(1) (ζ) (f ∗1 (ζ) , ψ) +m
(
a

(2)
ζ , ψ2

)
+ (f ∗2 (ζ) , ψ)

On a le vecteur suivant ( voir (4.63))

1

m

(
A

−B

)
=

1

m

(
m(1) (ζ) +m(2) (ζ) m(2) (ζ)

−m(1) (ζ) −1

)(
(f ∗1 (ζ) , ψ)

(f ∗2 (ζ) , ψ)

)
+

+

 −(R(2)
ζ , ψ2

)
−
(
a

(2)
ζ , ψ2

)  .

On note la matrice

M (ζ) =
1

m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

(
m(1) (ζ) +m(2) (ζ) m(2) (ζ)

−m(1) (ζ) −1

)
(4.65)

et les vecteurs suivants dans C2

(
ϕ, f

(
ζ
))

=

( (
ϕ, f1

(
ζ
))(

ϕ, f2

(
ζ
)) ) , ((f ∗ (ζ) , ψ)) =

(
(f ∗1 (ζ) , ψ)

(f ∗2 (ζ) , ψ)

)
, (4.66)

(Rζ , ψ) =

 −(R(2)
ζ , ψ2

)
−
(
a

(2)
ζ , ψ2

) 
On note que (4.66) représentent les fonctions propres respectivement pour les

opérateurs T ∗, T et Tmax et toutes les fonctionnelles dans (4.66) sont analytiques

dans le domaine Ω pour ϕ, ψ ∈ Φ.

On doit expliquer le sens de la définition formelle de Tmax ( voir (4.50)) et M (ζ)
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(voir (4.65))

Definition 55 L’opérateur Tmax est appelé maximal pour l’opérateur T si

1) L’opérateur inverse Tmax, σ = (Tmax − σ)−1 existe, le domaine D (Tmax, σ) ne

dépend pas de σ ∈ (0, ∞) et il existe un prolongement Tmax, ζϕ dans Ω ⊃ (0, ∞)

pour ϕ ∈ Φ, où Φ = H.

2) La différence (Tζϕ, ψ) − (Tmax,ζϕ, ψ) est une forme bilinéaire des fonctions

propres des opérateurs T ∗, T, Tmax.

Definition 56 La matrice M (ζ) : C → C est appelée la fonction de Weyl pour

l’opérateur T si

1) La matrice M (ζ) est analytique en Ω \[0, ∞) , M+ (σ)−M− (σ) 6= 0

( voir (4.51))

2) Il existe un opérateur maximal Tmax et la différence (Tζϕ, ψ) − (Tmax,ζϕ, ψ)

est une forme bilinéaire de la matrice M (ζ) , ζ ∈ Ω \[0, ∞) , et des fonctions

propres de T, T ∗ analytiques dans Ω.

Theorem 57 La matrice M (ζ) : C→ C ( voir (4.65)) est une fonction de Weyl

pour l’opérateur T , à savoir

(Tζϕ, ψ) =
((
ϕ, f

(
ζ
))
, M (ζ) (f ∗ (ζ) , ψ) + (R (ζ) , ψ)

)
C2

+ (Tmax, ζϕ, ψ)

(4.67)

Proof. Résultats de ( 4.63 )

Comme ( voir (4.65))(
m(1) (ζ) +m(2) (ζ) m(2) (ζ)

−m(1) (ζ) −1

)
=

(
m(2) (ζ)

−1

)(
−m(1) (ζ) −1

)
alors dans les relations (4.66)-(4.67) on a

M (ζ) (f ∗ (ζ) , ψ) =
1

m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

(
(f ∗1 (ζ) , ψ)m(1) (ζ) + (f ∗2 (ζ) , ψ)

)( m(2) (ζ)

−1

)
((
ϕ, f

(
ζ
))
, M (ζ) (f ∗ (ζ) , ψ)

)
C2

=
1

m(1) (ζ) +m(2) (ζ)
×
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×
[(
ϕ, f1

(
ζ
))
m(2) (ζ)−

(
ϕ, f2

(
ζ
))] [

(f ∗1 (ζ) , ψ)m(1) (ζ)− (f ∗2 (ζ) , ψ)
]

Donc, une autre forme de (4.67) donne l’égalité.

Corollary 58 La relation suivante est satisfaite

(Tζϕ, ψ) =
1

m(1) (ζ) +m(2) (ζ)
×

×
[(
ϕ, f1

(
ζ
))
m(2) (ζ)−

(
ϕ, f2

(
ζ
))] [

(f ∗1 (ζ) , ψ)m(1) (ζ)− (f ∗2 (ζ) , ψ)
]
−

−
(
ϕ, f1

(
ζ
))
,
(
R

(2)
ζ , ψ2

)
−
(
ϕ, f2

(
ζ
)) (

a
(2)
ζ , ψ2

)
+ (Tmax, ζϕ, ψ) (4.68)

On note queM (ζ) n’a pas une matrice inverse, detM (ζ) = 0 mais le � saut � est

une matrice inversible.

Supposons que ( voir (4.51) )

M
(k)
+ (σ)−M (k)

− (σ) = 2πiρk (σ) , σ ∈ (0, ∞) , k = 1, 2

Theorem 59 L’égalité suivante est satisfaite

det (M+ (σ)−M− (σ)) = −4π2ρ1 (σ) ρ2 (σ) , σ ∈ (0, ∞)

Proof. Résulte de (4.65) par les calculs élémentaires.

4.4 Calcul des opérateurs de Sturm-Liouville

Notre but est de réécrire la décomposition (4.67) en termes de l’opérateur initial L

( voir (4.37)). Donc, nous avons besoin de toutes les expressions dans (4.55)-(4.58)

ou (4.66). Ces expressions décrivent l’opérateur T (k) ( voir (4.53)) qui correspon-

dent à l’expression différentielle (4.16) avec q (x) = qk (x). Donc, nous devons

décrire (4.32)-(4.33) en termes d’opérateur différentiel dans l’espace L2 (0, ∞)

Mu = −u′′ + q (x)u, u (0) = 0, u ∈ L2 (0, ∞) . (4.69)

Si q (x) = q1 (x)q2 (x) alors les opérateurs A, B : L2 (0, ∞)→ L2 (0, ∞) ,
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G = L2 (0, ∞) ( voir (4.52)) prennent la forme

Aϕ (x) =

∞∫
0

ϕ (τ)α (τ , x) dτ , Bϕ (x) =

∞∫
0

ϕ (τ) β (τ , x) dτ ,

où α (τ , x) = q1 (x)
sinx
√
τ√

τ
, β (τ , x) = q2 (x)

sinx
√
τ√

τ
.

D’après (4.35), (4.30) on a

m (ζ) = m0 (ζ)−
(
K (ζ)−1 β0 (ζ) , α0 (ζ)

)
(4.70)

où

α0 (ζ) (x) =

∞∫
0

α (τ , x)

τ − ζ
ρ (τ) dτ , β0 (ζ) (x) =

∞∫
0

β (τ , x)

τ − ζ
ρ (τ) dτ ∈ L2 (0, ∞)

Il est plus commode de réécrire l’expression (4.70) par des fonctions propres du

spectre continu de l’opérateur M , c’est-à-dire par les solutions de l’équation

−u′′ + q (x)u = ζu

Nous désignons par e
(
x,
√
ζ
)

la solution telle que e
(
x,
√
ζ
)

= ei
√
ζx [1 + o (1)] ,

x → +∞, Im
√
ζ > 0 et par s (x, ζ) , c (x, ζ) les solutions qui satisfont aux

conditions s (0, ζ) = 0, s′ (0, ζ) = 1 et c (0, ζ) = 1, c′ (0, ζ) = 0.

On note e
(√

ζ
)

= e
(
0,
√
ζ
)

alors ( voir [55])

s (x, ζ) =
1

2i
√
ζ

[
e
(
−
√
ζ
)
e
(
x,
√
ζ
)
− e

(√
ζ
)
e
(
x, −

√
ζ
)]

(4.71)

La résolvante Mζ = (M − ζ)−1 est de la forme

(Mζv) (x) =
e
(
x,
√
ζ
)

e
(√

ζ
) ∞∫

0

s (t, ζ) v (t) dt+ s (x, ζ)

∞∫
0

e
(
t,
√
ζ
)

e
(√

ζ
) v (t) dt (4.72)

Si nous utilisons pour la première intégrale la décomposition (0, x) = (0, ∞) \(x, ∞)
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alors

(Mζv) (x) =
e
(
x,
√
ζ
)

e
(√

ζ
) ∞∫

0

s (t, ζ) v (t) dt+ (Mmax,ζv) (x) (4.73)

où

(Mmax,ζv) (x) =

∞∫
x

k (x, t, ζ) v (t) dt (4.74)

et

k (x, t, ζ) =
1

2i
√
ζ

[
e
(
x,
√
ζ
)
e
(
t, −

√
ζ
)
− e

(
x,
√
ζ
)
e
(
t,
√
ζ
)]

(4.75)

On peut vérifier que la fonction u = Mmax,σv satisfait l’équation

−u′′ + q (x)u = σu+ v, σ ∈ (0, ∞) (4.76)

et u ∈ L2 (0, ∞). Donc, l’opérateur Mmax,σ = (Mmax − σ)−1 , σ > 0 est la

résolvante de l’opérateur différentiel maximal Mmax. Dans l’espace de transfor-

mation de Fourier, où

ϕ = Fu, ψ = Fv

l’équation (4.76) prend la forme

Tmaxϕ = σϕ+ ψ

Nous calculons hζ = Tζ1 par la relation (Tζ1, ψ)H = (1, (Tζ)
∗ ψ)H ce que signifie

( voir (4.22)) la dérivée en zéro de (Mζ)
∗ v (x) ( voir (4.72)) donc

(
F−1h

ζ

)
(x) =

e
(
x
√
ζ

)
e
(√

ζ

) . Plus bas m (ζ) =
(
h
ζ
, 1
)

=
e′x

(
x
√
ζ

)
e
(√

ζ

)
∣∣∣∣∣∣
x=0

=
e′x

(
x
√
ζ

)
e
(√

ζ

) , donc l’égalité

(4.73) est la première équation dans (4.33). L’égalité élémentaire

e
(
x
√
ζ

)
e
(√

ζ

) = s (x, ζ)
e′x

(√
ζ

)
e
(√

ζ

) + c (x, ζ) (4.77)
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est la deuxième équation dans (4.33).

En 2014, Diaba. F, Zemmouri. A, Cheremnikh E. [19], ont étudié le spectre

ponctuel et continu de l’opérateur de Sturm-Liouville L en utilisant le modèle de

Friedrichs

Ly = −y′′ + q(x)y(x−∆),−∞ < x <∞, x ∈ (−∞,∞)

Où q(x) est une fonction à valeurs complexes qui satisfait la condition

|q(x)| ≤ C exp(−ε |x|), ε > 0, C = const, x ∈ (−∞,∞)

Les résultats essentiels sont établis par les théorèmes suivants

Theorem 60 le point unique ζ = 0 peut être le point d’accumulation du spectre

continu de l’opérateur L.

Theorem 61 Supposons que les conditions

1) s’il existe N > 0 tel que

supp q(x) ⊂ [−N,N ] (4.78)

2)

C(N)‖√q‖2 < 1 (4.79)

sont vérifiées

C(N) =
1

2
sup
|s|,|t|<N

∣∣∣∣ 1√
ζ

[
exp

(
i|s− t−∆|

√
ζ
)
− 1
]∣∣∣∣ , |

√
ζ| < a est finie

et (
(1 +Q(0))−1 q1, q2

)
6= 0 (4.80)

où l’opérateur Q(0) est donné par

Q(0)c(s) = −1

2
q1(s)

∞∫
−∞

c(t)q2(t)|s− t−∆|dt (4.81)
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(4.81). Alors il existe a1 tel, que le cercle |ζ| < a1 ne contient pas un point de

spectre continu de l’opérateur L.

Theorem 62 D’après les conditions (4.78), (4.79) et (4.80), l’opérateur L a un

spectre ponctuel fini.



CHAPTER 5

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU TEMPS DE

LA FONCTION EXPONENTIELLE D’OPÉRATEUR DE

STURM-LIOUVILLE SUR LA DROITE

Dans ce chapitre, on considère le cas où les singularités spectrales de l’opérateur de

Sturm-Liouville sur la droite génèrent certaines composantes croissantes en temps

asymptotique de la solution de l’équation d’évolution correspondante.

Le calcul de ces composantes est donné à l’aide du modèle de Friedrichs de l’opérateur

de Sturm-Liouville et une certaine fonction scalaire qui caractérise le point de dis-

continuité de la transformation de Fourier du modèle de Friedrichs. Un exemple

est donné.

5.1 Introduction

Il existe de nombreux travaux concernant les opérateurs avec singularités spec-

trales dans le spectre continu ( voir par exemple [9], [45, 46, 55] ). Dans les

travaux [9, 12, 16] le modèle de Friedrichs a été utilisé pour obtenir une analyse

spectrale des opérateurs de Sturm-Liouville. Nous continuons le travail dans cette

direction. Notre but est d’étudier l’influence de la singularité spectrale dans le

comportement asymptotique de la solution de l’équation d’évolution correspon-

62
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dante. Le cas de l’opérateur de Sturm-Liouville sur la demi-droite a été considéré

dans le travail [9]. En utilisant [9], nous obtenons maintenant de la même manière

une analogie dans le cas de la droite. Des questions proches ont été considérées

dans le travail [15] pour un certain opérateur de transport sans singularité spec-

trale.

Dans la deuxième section, la fonction de Weyl est présentée suivant le travail [16].

Après avoir eu le �saut� de la fonction de Weyl, nous avons donc le �saut� de

la résolvante et nous écrivons l’égalité de Parseval. La preuve de cette égalité

peut être réalisée à l’aide des travaux concernant l’opérateur différentiel non auto-

adjoint ( voir [41] ). Dans la troisième section une fonction auxiliaire qui décrit la

nature des points de discontinuité est donnée dans [9]. Le comportement asymp-

totique de la solution de l’équation d’évolution correspondante est donnée dans

la quatrième section en utilisant un exemple où le spectre ponctuel est fini, les

vecteurs propres et les fonctionnelles propres sont données explicitement.

5.2 Fonction de Weyl et l’égalité de Parseval

Nous considérons dans l’espace L2 (−∞, ∞) l’opérateur de Sturm-Liouville

Ly = −y′′ + q (x) y, −∞ < x <∞ (5.1)

avec un domaine de définition maximal. Nous supposons que le potentiel à

valeurs complexes q(x) satisfait la condition

|q (x)| ≤ C e−ε|x|, ε > 0, −∞ < x <∞ (5.2)

On va considérer l’expression différentielle (5.1) séparément sur les demi-axes

(−∞, 0) et (0, ∞) . Les éléments de l’espace

Ĥ = L2 (0, ∞)⊕ L2 (0, ∞)

sont désignés par ŷ =

(
y1

y2

)
. Soit Z : L2 (−∞, ∞) → Ĥ l’opérateur défini par
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la relation suivante

ŷ =

(
y1

y2

)
= Zy (x) =

(
y (−x)

y (x)

)
, x > 0 (5.3)

avec D (Z) = L2 (−∞, ∞) . Evidemment, l’opérateur Z est unitaire et

y = Z−1ŷ = Z−1

(
y1

y2

)
=

{
y1 (−x) , x < 0

y2 (x) , x > 0

Nous définissons dans l’espace L2 (0, ∞) deux opérateurs maximaux de Sturm-

Liouville

L(k)
maxy = −y′′ + qk (x) y, y ∈ D

(
L(k)

max

)
⊂ Ĥ(k), k = 1, 2 (5.4)

où q1 (x) = q (−x) , q2 (x) = q (x) , x > 0. Alors l’opérateur L̂ : Ĥ → Ĥ où

L̂ŷ =

(
L

(1)
maxy1

L
(2)
maxy2

)
, ŷ ∈ D

(
L̂
)

(5.5)

et

D
(
L̂
)

=

{
ŷ =

(
y1

y2

)
, yk ∈ D

(
L(k)

max

)
, k = 0, 1, y1 (0) = y2 (0) , −y′1 (0) = y′2 (0)

}

est unitairement équivalent à l’opérateur initial L : L2 (−∞, ∞)→ L2 (−∞, ∞) (

voir (5.1)). Rappelons la définition de la fonction de Weyl m± (λ) pour l’opérateur

L ( voir [52] ). Soit ϕ (x, λ) , θ (x, λ) sont les solutions sur l’intervalle (−∞, ∞)

de l’équation −y′′ + q (x) y = λy qui satisfont les conditions aux limites{
ϕ (0, λ) = 0, θ (0, λ) = 1

ϕ′x (0, λ) = −1, θ′x (0, λ) = 0
(5.6)

Alors les relations

θ (x, λ) +m− (λ)ϕ (x, λ) ∈ L2 (−∞, 0) (5.7)
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et

θ (x, λ) +m+ (λ)ϕ (x, λ) ∈ L2 (0,∞) (5.8)

définissent les fonctions m± (λ) d’une manière unique.

Nous changeons x→ −x dans (5.1). Comme (ϕ (−x, λ))′ = −ϕ′x (−x, λ) dans la

condition (5.6) pour ϕ (−x, λ) la valeur (−1) est changée par 1.

L’équation −ϕ′′ (x)+q (x)ϕ (x) = λϕ (x) est homogène alors la fonction -ϕ (−x, λ)

est aussi une solution. Évidemment, la solution (θ (−x, λ)) , −ϕ (−x, λ) satisfait

(5.6). Nous définissons la fonction m(1) (λ) par la relation

θ (−x, λ) +m(1) (λ) (−ϕ (−x, λ)) ∈ L2 (−∞, 0) , q1 (x) = q (−x) (5.9)

Si nous changeons x→ −x dans (5.7), on obtient

θ (−x, λ) +m− (λ)ϕ (−x, λ) ∈ L2 (−∞, 0)

Donc m(1) (λ) = −m− (λ). Nous définissons m(2) (λ) par la condition θ (x, λ) +

m(2) (λ)ϕ (x, λ) ∈ L2 (0,∞) , q2 (x) = q (x) . Alors m(2) (λ) = −m+ (λ) .

Nous rappelons que si ek (x, λ) est la solution de Yost de l’équation ( voir [52] )

−y′′ + qk (x) y = λy, x ∈ (0,∞) , k = 0, 1. (5.10)

alors

m(k) (λ) =
e′k,x (0, λ)

ek (0, λ)
(5.11)

Le modèle de Friedrichs de l’opérateur L est donné dans [16] par la manière suiv-

ante. Soit l’opérateur unitaire F : L2 (0, ∞) −→ L2
p (0, ∞) , ρ (τ) =

1

π

√
τ tell

que

ϕ (τ) = Fu (τ) =

∞∫
0

u (x)
sinx
√
τ√

τ
dx, u (x) = F−1ϕ (x) =

1

π

∞∫
0

ϕ (τ) sinx
√
τdτ

(5.12)
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Notons par H l’espace des F -transformations des éléments

(
y1

y2

)
∈ Ĥ:

ϕ = F

(
y1

y2

)
=

(
Fy1

Fy2

)
=

(
ϕ1

ϕ2

)
∈ L2

ρ (0, ∞)⊕ L2
ρ (0, ∞) ≡ H.

Alors l’opérateur T = ULU−1 : H → H, U = FZ est de la forme

T = S + V, ϕ ∈ D (S) (5.13)

où

V ϕ =

(
V1ϕ1

V2ϕ2

)
, Vkϕk = F

(
qkF−1ϕk

)
, k = 1, 2

Pour décrire l’opérateur S dans (5.13) on a besoin de deux fonctionnelles auxiliaires

dans l’espace L2
ρ (0, ∞) . Le symbole c (ϕ) signifie le nombre tel que

∞∫
0

|τϕ (τ) + c (ϕ)|2 ρ (τ) dτ <∞, ϕ ∈ L2
ρ (0, ∞) .

Soit S0 : L2
ρ (0, ∞)→ L2

ρ (0, ∞) où S0ϕ (τ) = τϕ (τ) , τ > 0 avec un domaine de

définition maximal. Notons que L2
ρ (0, ∞) = D (S0) u

{
1

1 + τ

}
. Si ϕ ∈ D (S0)

nous définissons

(ϕ, 1) = lim
N→∞

(ϕ, 1N)H , 1N (x) = χ[0, n] (x) , x > 0 ϕ ∈ D (S)

et si ϕ (τ) =
1

1 + τ
alors on définit

(
1

1 + τ
, 1

)
= −1.

Notons que si ϕ = Fu ( voir (5.12)) alors

c (ϕ) = −u (0) , (ϕ, 1) = u′ (0) (5.14)
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Maintenant, on définit l’opérateur S : H → H par les relations suivantes

D (S) =

{
ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
∈ H :

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2)

)
∈ H

}
, c (ϕ1) = c (ϕ2) ,

(ϕ1, 1) = − (ϕ2, 1)

Sϕ (τ) =

(
τϕ1 (τ) + c (ϕ1)

τϕ2 (τ) + c (ϕ2)

)
, ϕ ∈ D (S)

on note Tζ = (T − ζ)−1 et (Tσϕ, ψ)± = lim
ε→0

(Tσ+iεϕ, ψ) , σ > 0 ( voir 5.13 ).

Permettez-nous d’introduire la fonction de Weyl matricielle

M (ζ) =
1

m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

(
m(1) (ζ) +m(2) (ζ) m(2) (ζ)

−m(1) (ζ) −1

)
, ζ /∈ [0, ∞)

(5.15)

alors ( voir [44] )

(Tσϕ, ψ)+−(Tσϕ, ψ)− =
(

(ϕ, f (σ)) , (M+ (σ)−M− (σ)) ( f ∗ (σ) , ψ)
)
C2
, σ > 0

(5.16)

où les deux vecteurs (ϕ, f (σ)) , ( f ∗ (σ) , ψ) représentent (en tant que com-

posantes) les fonctions propres du spectre continu respectivement pour le potentiel

T ∗ et T , i.e.

(h (T )ϕ, f (σ)) = h (σ) (ϕ, f (σ)) , ( f ∗ (σ) , h (T ∗)ψ) = h (σ) ( f ∗ (σ) , ψ)

(5.17)

pour chaque fonctionnelle rationnelle h (σ) bornée sur [0, ∞) .

5.3 Fonction indicatrice

Ici on suppose que le spectre ponctuel de l’opérateur T est fini i.e il a un nombre

fini de valeurs propres λ /∈ [0, ∞) et singularité spectrale σ0 ∈ (0, ∞). Rappelons

que le point σ0 ∈ (0, ∞) est appelé singularité spectrale pour l’opérateur T si

certaines fonctions (Tσϕ, ψ)± ne sont pas bornées dans le voisinage de σ0 pour les

éléments ” lisses” ϕ, ψ ∈ Φ où Φ = H.

Notre but est de trouver le comportement asymptotique de l’expression eitTϕ à
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l’aide de l’égalité de Parseval de l’opérateur T . Pour simplifier le calcul on suppose

que le spectre ponctuel contient un point unique, appelé la singularité spectrale

σ0 ∈ (0, ∞) et que dans un voisinage de σ0 nous avons la représentation

M+ (σ)−M− (σ) =
M0 (σ)

σ − σ0

, M0 (σ) 6= 0, |σ − σ0| < δ (5.18)

où ‖M0 (σ)‖ ≤ C, |σ − σ0| < δ pour un certain δ > 0. L’égalité de Parseval peut

être obtenue par la méthode d’intégration des contours. Nous allons voir l’égalité

de Parseval pour les éléments

ϕ =
(
eitT − eitσ0

)
ϕ0, ϕ0 ∈ Φ

et ψ ∈ Φ. Après (5.16)-(5.17), et l’égalité de Parseval prend la forme

((
eitT − eitσ0

)
ϕ0, ψ

)
= − 1

2πi

∫
R

eitT − eitσ0

σ − σ0

(
(ϕ, f (σ)) , M0 (σ) ( f ∗ (σ) , ψ)

)
C2
dσ

(5.19)

puisque le spectre ponctuel de T contient un point unique σ0 seulement. Pour

motiver l’existence de eitTϕ0 on peut utiliser les estimations correspondantes pour

les fonctionnelles propres et certaines lim
n
hn (τ) = eitτ ( voir (5.17)).

Notons par Rσ0 la transformation

Rσ0ϕ (s) ≡ (ϕ (s)− ϕ (σ0))

(s− σ0)
,

par exemple

Rσ0

(
eits
)

=
eits − eitσ0

s− σ0
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Les dérivées sont

1

k!

(
d

ds

)k
Rσ0

(
eits
)

=
1

k!

(
d

ds

)k
Rs

(
eitσ0

)
= Rk+1

s

(
eitσ0

)
=

1

(σ0 − s)k+1

[
eitσ0 −

k∑
j=0

1

j!
eits (it (σ0 − s))j

]
= tk+1eitslk (t (σ0 − s)) ,

où

lk (y) =
1

yk+1

[
eiy −

k∑
j=0

1

j!
(iy)j

]
.

Nous indiquerons certaines propriétés de la transformation (appelée fonction indi-

catrice)

ωf (t) =

∞∫
0

f (s)Rs

(
eits
)

(σ0) ds (5.20)

ou, plus généralement

ωf, k (t) =

∞∫
0

f (s)
(
Rk+1
s

(
eits
))

(σ0) ds, k = 0, 1, ..., f ∈ L2
ρ (0, ∞) , σ0 > 0.

Les propriétés 1)-5) sont prouvés dans [9].

1) Soit ∆ = (σ0 − δ, σ0 + δ) , δ > 0 et χ∆ (.) est la fonction caractéristique

de ∆, alors

ωf, k (t) = ωfχ∆, k (t) +O
(
tk
)
, f ∈ L2

ρ (0, ∞) , t→∞.

2) Soit f ∈ L2
ρ (0, ∞) alors

|ωf,k (t)| ≤ Ck |t|
k+1

2 ‖f‖L2
ρ
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et si en plus f (s) est bornée dans un voisinage de σ0 alors

|ωf,k (t)| ≤ Ck |t|k ln t, |t| > 1.

Nous écrivons ωf (t) ≡ ωf,0 (t) dans un cas particulier k = 0.

3) Si la fonction g (s) a des dérivés continus dans σ0

ωf,g (t) = g (σ0)ωf (t) +O (1) , t→∞, f ∈ L2
ρ. (5.21)

On note la transformation de Hilbert par

H [f ] (σ) =
1

π

∞∫
0

f (t)

t− σ
dt, σ > 0.

4) Si f ∈ L2
ρ (0, ∞) alors

ωH[f ] (t) = −i.signe t.ωf (t) +O (1) , t→∞.

5) Si la dérivée de f (s) en σ0 existe alors ωf (t) = O (1) , t→∞ et si

f (s) =
1

|s− σ0|α
, 0 < α <

1

2
, ∆ = (σ0 − δ, σ0 + δ) , (5.22)

alors

ωf (t) = signe t.Cα |t|α eitσ0 +O (1) , t→∞, (5.23)

où

Cα =

∞∫
−∞

eiy − 1

|y|1+α dy, 0 < α <
1

2
.

Ainsi, la croissance de ωf (t) , t → ∞ caractérise σ0 comme un point de

discontinuité de la fonction f (s) .

Corollary 63 Si la condition initiale ϕ0 dans (5.19) est telle que la transforma-

tion f (s) = (ϕ0, f (s)) possède σ0 comme un point de discontinuité de type (5.22)

alors eitTϕ0 peut crôıtre comme (5.23).
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Proof. Est évidente parce que l’intégrale (5.20) se réduit à la fonction indica-

trice correspondante ωf (t) .

5.4 Exemple

Nous voulons donner l’opérateur avec une seule singularité spectrale. On utilise

l’équation [
−y′′2 + q (x)

]
y = 0, x ∈ (−∞, ∞) ,

où

q (x) = −8γ2θ
e2γx

(1 + θe2γx)2 , γ > 0. (5.24)

Si Im θ 6= 0 alors le potentiel q (x) est continu sur x ∈ (−∞, ∞) . Une des solutions

de l’équation ( voir [45] ou vérifier directement) est

e (x, k) = eikx
[
1− 2iγ

(k + iγ) (1 + θe2γx)

]
(5.25)

ou

e (x, k) = eikx [1− A (k) p (x, θ)] , (5.26)

où

A (k) =
1

k + iγ
, p (x, θ) =

2iγ

1 + θe2γx
(5.27)

Nous considérons l’opérateur (5.13) ou (5.5), où nous gardons pour q1 (x) la nota-

tion de paramètre θ dans (5.25) et pour q2 (x) la notation θ∗.

D’autre part, nous utilisons γ = const et nous considérons θ comme une vari-

able. Si nous changeons dans (5.26) x → −x, k → −k nous obtenons la solu-

tion proportionnelle à la solution de Yost e1 (x, k) dans (0, ∞) pour le potentiel

q1 (x) = q (−x) , ainsi

e1 (x, k) = αeikx [1− A (−k) p (−x, θ)] , α = const. (5.28)

Comme q (x, k) ∼ eikx, x→∞ alors

lim
x→∞

α [1− A (−k) p (−x, θ)] = 1,
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donc

α =
1

1− 2iγA (−k)
. (5.29)

Si on note par

β (x, k) = α [1− A (−k) p (−x, θ)]− 1

alors ( voir (5.28))

e1 (x, k) = eikx [1 + β (x, k)] , x > 0. (5.30)

Une transformation simple ( voir (5.27)) donne αA (−k) = −A (k) et

β (x, k) = −2iγθA (k)
1

e2γx + θ

d’où

β (0, k) = −2iγθA (k)

1 + θ
, β′ (0, k) =

4iγ2θA (k)

(1 + θ)2 (5.31)

Comme ln e1 (x, k) = ikx+ ln (1 + β (x, k)) alors

e′1x (x, k)

e1 (x, k)
= ik +

β′x (x, k)

1 + β (x, k)

et ( voir (5.31))

e′1x (x, k)

e1 (x, k)
= ik +

4iγ2θ

1 + θ
.

1

k + iγ + (k − iγ) θ
(5.32)

Maintenant, nous considérons le potentiel q2 (x) = q (x) , x > 0 mais avec une

autre valeur θ∗ au lieu de θ. Soit e2 (x, k) est la fonction de Yost correspondante

alors après (5.25)

e2 (x, k) = eikx [1 + β∗ (x, k)] , β∗ (x, k) = − 2iγ

(k + iγ) (1 + θ∗e2γx)
.

Par analogie au calcul (5.31)-(5.32) on a

e′2x (0, k)

e2 (0, k)
= ik +

4iγ2θ∗

k − iγ + (k + iγ) θ∗
.
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D’après (5.11) et (5.32) nous introduisons la fonction

F (k, θ, θ∗) = m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

= 2ik +
4iγ2θ

1 + θ
.

1

k + iγ + (k − iγ) θ
+

4iγ2θ∗

1 + θ∗
.

1

k + iγ + (k − iγ) θ∗
, ζ = k2.

Désignons la fonction F1 (k, θ, θ∗) par l’identité suivante

F (k, θ, θ∗) = F (1, θ, θ∗) + (1− k)F1 (k, θ, θ∗) .

Plus bas, nous définissons θ0, θ
∗
0, où Im θ0 6= 0 comme valeurs qui satisfont l’égalité

F (1, θ0, θ
∗
0) = 0 (5.33)

Les pôles de M (ζ) d’après (5.15) satisfont l’équation m(1) (ζ) +m(2) (ζ) = 0.

Comme θ0, θ
∗
0 satisfaisant (5.33) on a m(1) (ζ) +m(2) (ζ)

∣∣
ζ=1

= F (1, θ0, θ
∗
0) = 0

donc ζ = 1, c’est-à-dire σ0 = 1 est le pôle de M (ζ) et σ0 est la singularité spectrale

de T .

Theorem 64 Soient θ0, θ
∗
0 deux valeurs telles que (5.33) est satisfaite. Soit ϕ0

un élément, tel que pour f ∈ L2
ρ (0, ∞) , sous la forme (5.22), le produit scalaire

(ϕ0, f (s)) possède le point de discontinuité de la même forme. Alors l’expression(
eitTϕ0, ψ

)
pour une certains ψ est croissante comme l’expression (5.23).

Proof. Nous utilisons la représentation (5.19), la définition de la fonction

indicatrice ωf (t) ( voir (5.20) et sa propriété (5.21). Si f satisfait (5.22) alors

ωf (t) satisfait l’estimation (5.23).

Remark 65 L’existence de l’élément ϕ0 dans le théorème 4.1 signifie l’existence

de l’élément û0 ∈ Ĥ ( voir (5.3)) tel que u0 (−x) = 0, x > 0 et

∞∫
0

u0 (x) e (x, s) dx = v (s)

où v (s) est définie par (5.22). Selon la transformation de Fourier pour l’opérateur
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de Sturm-Liouville (5.1) avec le potentiel (5.24) nous avons

∞∫
0

eist
[
1− 2iγ

(s+ iγ) (1 + θe2γx)

]
u0 (x) dx = v (s) ,

ou en utilisant une transformation de Fourier classique, nous obtenons

u0 (x) + Au0 (x) = v1 (x)

pour un certain opérateur A, où ‖A‖ ≤ q < 1 pour tout γ > 0 et pour une valeur

suffisamment grande θ. Alors, l’élément u0 existe et est unique.

5.5 Conclusion

Nous avons considéré un opérateur de Sturm-Liouville non-auto-adjoint sur la

droite. Si toutes les valeurs propres donnent des termes décroissants dans la

décomposition spectrale de exp (itT )ϕ0 alors évidemment la fonction vectorielle

exp (itT )ϕ0 est bornée si t → ∞. A l’aide d’un exemple, nous prouvons que

exp (itT )ϕ0 peut crôıtre comme |t|α , 0 < α < 1
2

si

a) Il existe une singularité spectrale σ0 de l’opérateur T

b) Le point σ0 est un point de discontinuité de la transformation de Fourier de

l’élément ϕ.
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