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Résumé

Dans cette thése, nous étudions ’existence des solutions périodiques de cinq problémes
de systémes différentiels ordinaires perturbés.

Premiérement nous considérons le centre isochrone uniforme
. 4 . 2 9
rT=-y+zry, yYy=xr+2x7Y,

et nous le perturbons par les polynémes homogeénes de degré 5.
Deuxiémement, nous étudions les conditions suffisantes pour I'existence des solutions
périodiques pour les systéemes différentiels
¥=y, Y=z 2=-y—cF(tuxvy,z2), et

=y, y=-x—-eGt xyzu), 2Z=u u=—-—z—cH(txvy 2z u),

ou F', G et H sont des fonctions 27-périodiques et € est un petit parameétre.
Troisiemement, nous étudions les conditions suffisantes pour 'existence des solutions
périodiques et leur stabilité de la classe des équations différentielles du quatriéeme ordre

non autonomes de la forme
U+ (a4 ag) U + (bru+ 1+ bo)ii + (cru + ag)t + cou® + bou = e F(t, u, 1, ii, U, €),

ol ag, ai,by b1, c1,co sont des parametres arbitraires réels, et la fonction F' : R x € x
(—e0,60) — R* est de classe C?, ou 2 est un sous ensemble ouvert de R ¢t € R,
(u,u,ii, U) € R et € € (—¢&g,&0) avec g9 > 0 petit.

Quatriemement, nous étudions les conditions suffisantes pour ’existence des solutions

périodiques de la classe des équations différentielles de Duffing de la forme

4 ct)x 4+ a(t)z + b(t)a® = h(t, x),

ou les fonctions a(t), b(t), c(t) et h(t,z) sont C? et T-périodiques.
Cinquiémement, nous étudions l'existence des solutions périodiques bifurquant de
'origine des coordonnées des systémes différentiels d'un polynéme dans R* non-linéaire

homogénes cubiques de la forme
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2
i = (a16 + age?)w — (b+ bie + bee?)y + Z &' X;(z,y, 2, w),
=0
2
g = (b+bie+ be?)x + (a1 + aze?)y + ZeJYj(x, Y, Z, W),

J=0

2
z = (018 + 0252)2 + Z 8ij<*T7 Y, z, w)v
=0
2
w = (die + dog?)w + Z 6‘71/[/]'(% Y, Z,w),

J=0

ou
X( ) = aj 34 aiaqax? o2 s Loyt s Ny
&Y, 2z, w) = ajoxT” + a7y + ajpx" 2 + a3X7W + Gj4TY” + Aj5TYZ + AjeTYW

2 2 3 2 2
Fa722" + a;8T2W + Gj9TW” + aj10Y° + @11Y 2 + G120 W + G413

2 2 3 2 2 3
Yz + a14Y2w + aj15yw° + a162° + Gj172°W + Gj182W° + Aj19W7,

Yi(z,y, z,w), Zj(z,y,z,w) et W;(z,y, z,w) ont la méme expression que X;(z,y, z,w)
en remplacant aj; par bj;, cj; et dj; pour 7 =0,1,2et ¢ =0,1,...,19, respectivement. Les
coefficients aj;, bji, ¢ji, dji, a1, as, b, by, by, c1, ca,dy, dy sont des parametres réels avec b # 0.

Mots-clés: Solution périodique, Systéme différentiel, Equation différentielle, Méthode
de la moyennisation.

Classification AMS: 37G15, 37C80, 37C30, 34C07, 34C05, 34C40.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of periodic solutions of five problems of ordinary
differential systems.

Firstly we consider the uniform isochronous center
i=—y+aly, §=ax+ay’

and we perturb it by the homogeneous polynomials of degree 5.
Secondly, we study the sufficient conditions for the existence of periodic solutions for

the differential systems

¥=y, y=z2 2=-y—cF(tuz,vy,2), and

=y, y=-x—-—eGtxyzu), 2Z=u u=—-—z—cH(tzvy zu),

where F', G and H are 2m—periodic functions in the variable ¢ and ¢ is a small para-
meter.
Thirdly, we study the sufficient conditions for the existence of periodic solutions and

their stability of the class of non autonomous 4-order differential equations of the form
U+ (a4 ag) U + (bru+ 1+ bo)ii + (cru + ag)t + cou® + bou = *F(t, u, 1, ii, U, €),

where ag, a1,bg b1, c1,cy are real arbitrary parameters, and the function ' : R x Q x
(—e0,60) — R* is of class C? where ) is an open subset of R*, ¢ € R, (u,, i, 7) € R*
and € € (—&g,&p) with g9 > 0 small.

Fourthly, we study the sufficient conditions for the existence of periodic solutions of

the class of Duffing differential equations of the form

4 cet)x 4+ a(t)z + b(t)a® = h(t, x),

where the functions a(t), b(t), ¢(t) and h(t,z) are C? and T-periodic.
Fifthly, we study the existence of periodic solutions bifurcating from the origin of
coordinates of a polynomial differential systems in R* with cubic homogeneous non-linear

of the form

v
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i = (a16 + age?)w — (b+ bie + bee?)y + Z &' X;(z,y, 2, w),
=0
2
g = (b+bie+ be?)x + (a1 + aze?)y + ZeJYj(x, Y, Z, W),
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2
z = (018 + 0252)2 + Z 8ij<*T7 Y, z, w)v
=0
2
w = (die + dog?)w + Z 6‘71/[/]'(% Y, Z,w),

J=0

where

3 2 2 2 2
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Yi(x,y,2,w), Zj(x,y, z,w) and W;(x,y, z, w) have the same expression as X, (z,y, z, w)
by replacing aj; by bj;, c;; and dj; for j = 0,1,2 and 7 = 0,1,...,19, respectively. The
coefficients a;i, bji, ¢ji, dji, a1, az, b, by, ba, c1,ca,dy, dy are real parameters with b # 0.

Key words: Periodic solution, Differential equation, Differential system, Averaging
method.

Classification AMS: 37G15, 37C80, 37C30, 34C07, 34C05, 34C40.
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Introduction

Les équations différentielles jouent un role essentiel pour la modélisation des systémes
physiques, mécaniques, chimiques, biologiques ou économiques.

Cette notion apparait chez les mathématiciens a la fin du 17 siécle. A cette époque,
les équations différentielles s’introduisaient par le biais de problémes d’origine mécanique
ou géométrique comme par exemple: le mouvement du pendule circulaire, probleme du
mouvement de deux corps s’attirant mutuellement suivant la loi de la gravitation new-
tonienne, le probléme du mouvement des corps élastriques, le probléme de I’équation de la
courbe décrivant la forme prise par une corde, suspendue aux deux extrémités et soumise
& son propre poids. . .

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues
et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de la
différentiation auquel 'une des fonctions inconnues a été soumise.

L’un des probléme principaux de la théorie qualitative des équations différentielles
est la détermination des cycles limites. Un cycle limite d’un systéme différentiel est une
orbite périodique isolée dans ’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce systeme.
Les cycles limites des champs de vecteurs planaires ont été définis par H. Poincaré. A
la fin des années 1920, Van Der Pol, Liénard et Andronov ont prouvé qu’une trajectoire
fermée d’une oscillation arrivant dans un circuit de tube vide était un cycle limite .

Apreés ces travaux, la non-existence, 'existence, 1'unicité et d’autres propriétés des
cycles limites ont été étudiées largement par des mathématiciens, des physiciens et plus

récemment par des chimistes, des biologistes, et des économistes, etc...
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En 1881-1886 Poincaré a défini la notion d’un centre comme étant un point isolé
singulier entouré par des orbites périodiques. Alors une facon de produire des cycles
limites est de perturber un systéme qui a un centre.

Il y a cinq méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bifurquant des orbites
périodiques ayant un centre.

La premiere méthode est basée sur ’application de retour de Poincaré.

La deuxiéme méthode est basée sur 'intégrale de Poincaré Melnikov.

La troisiéme est basée sur I'intégrale Abélienne.

La quatrieme est la méthode du facteur intégrant inverse.

La cinquiéme est la méthode de la moyennisation. Celle-ci donne la forme des cycles
limites bifurqués.

Les chercheurs ont étudié plusieurs équations différentielles planaires en utilisant les
méthodes précédentes pour la détermination des cycles limites.

En général, obtenir des solutions périodiques est un probléme difficile et souvent im-
possible. La méthode de la moyennisation réduit ce probléme difficile des systémes dif-
férentiels a la recherche des racines positives d’un systéme algébrique non linéaire. Cette
méthode est I'une des plus importantes méthodes de perturbations utilisées actuellement
dans I’étude des solutions périodiques des systémes dynamiques. Elle a été introduite par
Krylov et Bogoliubov en 1937 [27] et Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [8]. Elle a été
ensuite développée par Verhulst [49], Sanders et Verhulst [46], Malkin (1956) [44], Roseau
(1966) [45], Llibre et Buica (2004) [9]...

L’idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la forme

standard suivante

dx

— =cf(t,x,€), i
= ef(t.e) ()
oute I CR, x € R" ¢ << 1et f est T-périodique en t, et de déterminer I’équation

moyennée associée a cette équation

— =¢eF(z), (ii)
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ou
1 T
F(x) = Tff(t,x,())dt,
0
et chercher les solutions périodiques de ’équation (i).

Cette thése comporte sept chapitres:

Le premier chapitre est un rappel des notions essentielles utilisées pour 1’étude des
systémes dynamiques.

Dans le second chapitre, nous avons introduit la théorie de la moyennisation pour
chercher les cycles limites des systémes différentiels. Nous avons illustré les résultats par
des exemples.

Dans le troisiéme chapitre, on donne le nombre maximum des cycles limites des sys-

témes différentiels polynomiaux suivant

5
T = —y+z4y+52ak$5_kyk,
k=0

5
y = a:+933y2+526k:1:5_kyk’;
k=0

ol € est un petit parametre, en appliquant la théorie de la moyennisation du premier
ordre.
Dans le quatriéme chapitre, on étudie I'existence des solutions périodiques pour les

systémes différentiels dans R? et R*

/ / /

=y, y =z z2=-y—cF(tzyz), et

=y, y=-x—-eGtxyzu), 2Z=u u=-—z—cH(txvy zu),

ou F, G et H sont des fonctions 2m-périodiques et € est un petit parameétre, en util-
isant la théorie de la moyennisation du premier ordre. Cette étude est illustrée par des
applications.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons donné les conditions suffisantes pour I'existence
des solutions périodiques de la classe des équations différentielles du quatriéme ordre non

autonomes

U+ (a4 ag) U + (byu+ 1+ bo)ii + (cru + ag)t + cou® + bou = e F(t, u, 1, ii, U, €),
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ou ag, ai,by b1, c1, co sont des parametres arbitraires réels, et la fonction F': R x ) x
(—€g,e0) — R? est de classe C?, ot § est un sous ensemble ouvert de R*, ¢t € R,
(u,u,i,U) € R* et € € (—eg,80) avec g9 > 0 petit, en appliquant la théorie de la
moyennisation du premier ordre.

Dans le sixiéme chapitre, nous avons donnné les conditions suffisantes pour ’existence

des solutions périodiques de la classe des équations différentielles de Duffing
z +c(t)z +a(t)z + b(t)z® = h(t, ),

ot les fonctions a(t), b(t), c(t) et h(t,z) sont C? et T-périodiques, en utilisant la théorie
de la moyennisation.

Les chapitres 3, 4, 5 et 6 sont soumis chacun pour publication.

Dans le septieme chapitre, on étudie ’existence des solutions périodiques bifurquant de
'origine des coordonnées des systémes différentiels d’un polynéme dans R* non-linéaires
homogénes cubiques

2
i = (a1e+ age?)x — (b+ bie + boe?)y + Z g X(z,y, z,w),
j=0
2

g = (b+bie+be?)x + (a16 + axe®)y + Zsij(x, Y, z,w),
j=0

2
= (cre+ etz + Z e7(z,y, z,w),

J=0

2
w = (die + doe®)w + E Wz, y, z,w),
Jj=0
ou
3 2 2 2 2
Xi(z,y,z,w) = ajox° + anry + 4002 + aj3r w + ajuxry” + ajsryz + ajeryw
2 2 3 2 2
Fa7T2" + a;8T2W + Gj9TW” + aj10Y” + Gj11Y "2 + G120 W + G413
2 2 3 2 2 3
Yz + a14Y2w + aj15yw° + a162° + aj172°W + Gj182W° + aj19W7,
Yi(x,y,z,w), Zj(z,y,z,w) et W;(z,y, 2, w) ont la méme expression que X;(z,y, z,w)

en remplagant aj; par bj;, cj; et dj; pour 7 =0,1,2et ¢ =0,1,...,19, respectivement. Les
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coefficients aj;, bji, ¢ji, dji, a1, as, b, by, be, 1, ca,dy, do sont des parametres réels avec b # 0,
en utilisant la théorie de la moyennisation du second ordre. Ce chapitre a été accepté

dans le journal "International Journal of Dynamical Systems and Differential Equations".



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base sur les systémes dynamiques

qui seront utiles par la suite.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : RT x R" — R"
définie et continue sur tout RT x R"™ | telle que

i) U(0,z)=x

it) U(t+s,x)=U(t,U(s,x)) pourt,s € RT, € R"

Un systéme dynamique sur R™ est linéaire si
o(t,ax + By) = ap(t,z) + Bp(t,y),Va, B € Rt € RT et z,y € R™.

Exemple 1.1.1 Soit le systéme
r = Az, z(0) = x, (1.1.1)

ou A est une matrice constante, t € Rt et x € R". La solution de (1.1.1) est donnée par

z(t) = e,

le systéme (1.1.1) engendre un systéme dynamique

U : R xR"— R",

Ult,z) = e



1.2. Flot d’une équation diftérentielle

1.2 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.2.1 Soit le systéme non linéaire autonome

i = f(x), (1.2.1)

oux € R" et f(z) € R™
On appelle flot du systéme différentiel (1.2.1), l’ensemble des applications
¢, : R — R"™ définies par
¢y(wo) = &(t, z0)

ot ¢(t,zo) est la solution de (1.2.1) telle que ¢(0, o) = xo.

Remarque 1.2.1 Le flot est dit autonome si f ne dépent pas explicitement du temps,

sinon il est dit non autonome.

1.3 Points d’équilibre et linéarisation

Définition 1.3.1 On appelle point d’équilibre du systéme (1.2.1) tout point o € R" tel
que : f(xg) = 0.

Définition 1.3.2 On appelle systéme linéarisé du systéme (1.2.1) au voisinage du point
d’équilibre xq, le systéme

i = Az, (1.3.1)

ot A= D f(x) est la jacobienne de f au point xo:

Df (o) = <§—£<xo>>@,jgn- (1.3.2)

Définition 1.3.3 Le point critique gy est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres

de la matrice jacobienne Df(xy) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.3.1 La linéarisation d’un systéme différentiel nous ameéne a [’étude de la

nature des points critiques.



1.4. Portrait de phase

1.3.1 Nature des points critiques

Soit le systéme (1.3.1), ot A est une matrice 2x2, soient A; et Ay les valeurs propres de
cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs propres:
1. Si A; et g sont réelles non nulles et de signe différent alors le point critique = = z
est un point selle, il est toujours instable.
2. Si A\; et Ay sont réelles de méme signe on a trois cas:
(a) Si A\; < Ay < 0, le point critique x = z est un nceud stable.
(b) Si 0<A; < Ay, le point critique = = xy est un neeud instable.
(c) Si Ay = A2 = A, le point critique x = z est un nceud propre, il est stable si
A < 0 et instable si A > 0.
3. Si Aj et A2 sont complexes conjuguées et Im (A 2) # 0, alors le point critique z = zg
est un foyer. Il est stable si Re(A;2) < 0 et il est instable si Re(A;2) > 0.
4. Si A\ et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique z = xg est un centre, il

est stable mais pas asymptotiquement stable.

1.4 Portrait de phase

Définition 1.4.1 Soit le systéme différentiel
(1.4.1)

ou P, () sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d.
Le portrait de phase est [’ensemble des orbites qui représentent les solutions du systéme
(1.4.1) dans l’espace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés comme

des solutions constantes. Le plan (zoy) est appelé plan de phase.

1.5 Orbites périodiques et cycles limites

Définition 1.5.1 On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) de ’équation

(1.2.1) telle qu’il existe un nombre T vérifiant ¢(t +T) = ¢(t).



1.6. Ensemble isochrone

Une solution périodique du systéme (1.2.1) correspond a une orbite (courbe) fermée

dans l’espace des phases.

Définition 1.5.2 Un cycle limite est une solution périodique isolée, c’est o dire qu’il

existe un voisinage de ce cycle ot on ne peut pas trouver une autre orbite fermée.

Remarque 1.5.1 Si toutes les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite, le cycle

limite est dit stable ou attractif, sinon il est dit instable.

Définition 1.5.3 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur mazximale de la variable x

de ce cycle limite.

1.6 Ensemble isochrone

L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solutions périodiques,

qui ont la méme période.

1.7 Bifurcation de Hopf

Soit le systéme planaire
&= fu@,y),
9 = gulz,y),

ol /1 est un parameétre. Supposons que (z,y) = (Zo,yo) est un point d’équilibre qui
dépend de j. Soient (1), A1) = a(p) £iB(p) les valeurs propres d’un systéme linéarisé
au voisinage de ce point d’équilibre.

Supposons que pour j = i, les conditions suivantes sont satisfaites

L a(pg) = 0,8(pg) = w # 0 ot sgn(w) = sgn[(99,./0z)|u=y, (0, y0)] (condition de

non hyperbolicité).

do(p)
2. F

3. a# 000 a=1(fous + fagy + Guoy T -Gyyy) + 18 (Foy oz + Fyy) = ay(Goz + Gyy)—
f$$g$$ + fyygyy)a

lu=u, = d # 0 (condition de transversalité).



1.8. Théoréme de Bezout

avec foy = (0% f,/020y)|u=u, (o, yo) (condition de générécité).

Alors une orbite périodique bifurque du point d’équilibre pour p > i, si ad < 0 ou
pour p < iy si ad > 0. Le point d’équilibre (xq, yo) stable pour p > g (resp p < p) et
instable pour p < g (resp p > pg) si d < 0 (resp d > 0). L’orbite périodique est stable
(resp instable) si le point d’équilibre est instable (resp stable). L’amplitude de l'orbite
périodique comme \/m , le période temps vers I%TI quand p — .

La bifurcation est dite supercritique si la solution periodique est stable et sous critique
si elle est instable.

La théorie de la bifurcation de Hopf s’intéresse a des systémes différentiels de la forme

suivante

jfo(fL‘,[L),ZL‘GRn,,MER,

ou u est un parametre réel.

Exemple 1.7.1 Considérons loscillateur i — (u—x?)i+x = 0 (un exemple d’un systéme

de liénard), avec u = x,v = &, qui peut s’écrire sous la forme du systéme de premier ordre

U = v,

v o= —u+ (p—u.

L’origine est un point five pour chaque p, avec des valeurs propres M), (1) = %(,ui
in/4 — p?). Le systéme a une bifurcation de Hopf en = 0. Nous avons w = —1,d = % et
a = —%, donc la bifurcatoin est supercritique et il y a une orbite périodique isolée stable

(cycle limite) si > 0 pour chaque p suffisamment petit.

1.8 Théoréme de Bezout

Soient p;, j = 1..n des polyndmes en ces variables (x1, xa, .., z4) de degré d;, j = 1..d.
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1.8. Théoréme de Bezout

Considérons le systeme polynomial suivant

4

pl(xl)x% .-,I’d) - O)

po(x1, T2, .., 2q) =0,

L pn(xha;% .-,fL’d) = O?

ol (x1, s, ..,74) € R Si le nombre de solutions de ce systéme est fini alors il est borné

par dy X do X -+ X dy.

11



CHAPITRE
2 Théorie de la

moyennisation

2.1 Introduction

La théorie de la moyennisation est un outil classique pour étudier le comportement des
systémes dynamiques non linéaires, et en particulier, de leurs orbites périodiques. Dans ce
chapitre nous allons introduire les résultats principaux sur la théorie de la moyennisation
et les théorémes que nous allons utiliser dans notre travail.
Notation
D, F' : La matrice jacobienne de la fonction F' par rapport a x;
ou F: D — R, D est un sous ensemble ouvert de R".
D2F : Matrice dont les composantes sont les dérivées de deuxiéme ordre
ou la matrice Hessienne.

Jr(a) : Le jacobien de F' calculé en (a).

12



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

2.2 Meéthode de la moyennisation dans le cas péri-
odique

2.2.1 Meéthode de la moyennisation du premier ordre

On considére le systéme différentiel a valeur initiale suivant
x(t) = eF(t,x(t)) + e R(t,x(t), ), x(0) = o, (2.2.1)

avec x € D C R™, D est un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que F(t,x) et R(t,x,¢)

sont T'—périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systéme (2.2.1) est défini par

y(t) =ef’(y(t)), y(0) = xq, (2.2.2)
() :%jF(s,y)dS. (2.2.3)

Le théoréeme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du

systéme moyenné (2.2.2) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.2.1).

Théoréme 2.2.1 Considérons le systéme (2.2.1) et supposons que les fonctions vecto-
rielles F, R, Dy F, D2F, et Dy R sont continues et bornées par une constante M (indépen-
dante de ) dans [0,00[xD avec —gy < € < &g. De plus, on suppose que F et R sont
T-périodiques en t avec T est indépendante de ¢.

a) St p € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2.2) tel que

det(Dy f°(p)) # 0, (2.2.4)

alors pour | € |> 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x.(t) du systéme
(2.2.1) telle que z.(t) — p quand ¢ — 0.

b) Si le point singulier y=p du systéme moyenné (2.2.2) est hyperbolique alors pour
| € |> 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x.(t) du systéeme (2.2.1)

est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité que p.

13



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Exemple 2.2.1 Considérons l’équation de Van der Pol

T4z =¢e(l— 2%,
qui peut s’écrire sous la forme

E=y,
Y (2.2.5)

y=—z+e(l -2y

En utilisant les coordonnées polaire (r,0) ot x = rcos(f), y = rsin(f), ce systéme

devient
7 = er(l —r?cos?(f)) sin*(0),
0 =1+ ¢cos(0)(1 — 2 cos?()) sin(6).
Ainsi,
dr 2 2 .2
0 —er(1 —rcos”(#))sin“(0) + O(e).

D’aprés (2.2.3) on obtient

£9(r) = Fr(1 = 12 cos?(6) sin2(0)d0 = 2r(r* — 4),
27T 0 8

La seule racine positive de fO(r) est r=2. Comme (‘Z—TO)(Q) = 1, d’aprés le théoréme

2.2.1 il suit que le systéme (2.2.5) pour | € |# 0 suffisamment petit, admet un cycle limite
qui bifurque de l'orbite périodique de rayon 2 du systéme non perturbé (2.2.5) avec € = 0.

De plus, comme (%)(2) =1> 0, ce cycle limite est instable.

Exemple 2.2.2 On considére le systéme

o=y, (2.2.6)
y = —v—¢e(-2+z—ay+2*+y°)y.
En coordonnées polaires, ce systéme devient

7 = —ersin?(0)(2r2 — 2 + rcos(f) — r?sin(#) cos(d) — r2 cos?(9)),
0 = —1 — e(r2(2 cos(f) sin(0) — cos(0) sin(0) — cos(0) + cos*(0)
+rsin(f) cos?(#)) — 2sin(6) cos(6)).

14



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Ou d’une maniére équivalente

% = ersin®(0)(2r? — 2 4 rcos() — r?sin(#) cos(#) — r? cos?(6) + O(?).
On trouve
Fuo(r) = 5-(=2rm+ 1r°7) = 0

cette équation admet un seul racine positive r = % 14, alors pour | € |> 0 suffisamment

petit le systéme (2.2.6) admet un seul cycle limite.

2.2.2 Meéthode de la moyennisation du second ordre

Considérons les deux problémes aux valeurs initiales

v =cF(t,x) + 2 Fy(t,x) + F(t,x,e),  (0) = o, (2.2.7)
ou Fy et Fy : [0,+00) x D — R™ Fy : [0,+00) X D x [0,g0] — R" sont des fonctions

continues, T périodiques par rapport a t et D est un ouvert de R".

y=cf(y) + %) + 9" (),  y(0) =y (2.2.8)

o f9, f19 et ¢° sont les fonctions moyennées de Fi, f! et F, respectivement.

Théoréme 2.2.2 Soit

O 1
M) = S ) = S 0)

ol
t
v t) = [ [Fis.0) = Palds + (0
0
avec z(x) est une fonction de classe C! telle que la moyenne de y' est nulle.

Supposons que :

a) %, Fy et F3 sont continues sur leurs domaines de définitions et lipchitziennes en

b) F3(t,z,€) est uniformément bornée par une constante M dans [0, ) x D x (0, ).

c) T est indépendante de ¢.

15



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

d) y(t) € D sur Uéchelle du temps L.
Alors

w(t) = y(t) +ey' (ty(t)) + O(c?)

sur l’échelle du temps %

Corollaire 2.2.1 Si les hypothéses du théoréme 2.2.2 sont satisfaites et de plus f°(y) = 0,

alors

1. Si p est le point d’équilibre du systéme moyenné (2.2.8) tel que

%(f”’(y) 1 0°(4)) sy 0. (2.2.9)

alors il existe une solution T-périodique x.(t) de l’équation (2.2.7) telle que x.(t) — p

quand € — 0.

2. Si p est hyperbolique, alors pour |e| > 0 suffisamment petit, la solution périodique

z(t) de (2.2.7) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Exemple 2.2.3 Soit le systéme différentiel

r = —y+e(y? + Sxy — 22?) + 2ax,
| y+ely” + 8oy —207) (2.2.10)
y = x + dexy + 2ay.

En coordonnées polaires, le systéme (2.2.10) peut s’écrire

r = er(8rcos? @sinf — Trcos® 0 + 5rcosf +ca ),

h=1 — ersinf 4 7er cos? Osin 0 + 8er cos § — 8er cos b,

d’ou
dr er(8rcos?0sing — Trcos® 6 4 5rcos +ca )
d) 1 —ersinf + Ter cos?0sinf + 8er cos ) — 8cr cos )’
ou bien
dr 9 . 2 2 . 5nu
W = T cos(—8cosfsinf + 7cos” O — 5)e + r(—15r° cos® fsin §

+5cosfsin @ + 2272 cos® Osin 6 + 1122 cos® 0 — 16072 cos* 6

+487% cos® 0 + a)e? + O(e%).

16



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

Cette équation est de la forme (2.2.7) avec
Fi(0,r) = —r?cosf(—8cosfsinf + 7cos®f —5),
Fy(0,7) = 7(=15r%cos® sin + 5 cos § sin § + 227* cos® § sin §
+112r2 cos® @ — 16072 cos* 6 + 4872 cos® 0 + a),

Fg(e, T, 8) = 0(53).

Donc nous allons appliquer le théoréme précédent

2 2T
for) = Q_T cos O(—8cos fsinf + 7 cos® 6 — 5)df
T Jo
et
F
%(6,7“) = —2rcosf(—8cosfsinf + Tcos®f — 5),
”
0 2
/Fl(s,r)ds = 3(8—800839—7sin900829+sin9).
0
On trouve
0) = o [0 [ R rias + Pt
r) = — —(0,r s,r)ds r)]de.
2t 0 or ’ o 1\°, 2\Y,
= r(a—1?).

L’équation f'°(r) =0 a une seule racine positive r = ++/a et on a d%fm(r) =a— 3rZ
1. Sia > 0, alors le systéme différentiel (2.2.10) a un cycle limite stable d’amplitude
r=+/a car %flo(\/a) = —2a < 0.
2. Sia <0, alors léquation f*°(r) = 0 n’a pas de racine simple positive, donc le

systéme différentiel (2.2.10) n’a pas de cycle limite.

2.2.3 Autre méthode de la moyennisation du premier ordre

On considére le probleme de bifurcation des solutions T-périodiques du systeme différentiel

de la forme

x = Fy(t,x) + eFy(t,x) + 2 Fy(t, x,¢). (2.2.11)

17



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

avec ¢ suffisamment petit.
Les fonctions Fp, F1 : R x Q — R" et I : R x Q X (—&g,£9) — R" sont des fonctions
de classe C?, T—périodiques en t et Q est un ouvert de R". On suppose que le systéme

non perturbé

x = Fy(t, x), (2.2.12)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques.
Soit x(t,z) la solution du systéme non-perturbé (2.2.12) telle que x(0,z) = z. La
linéarisation du systéme non-perturbé (2.2.12) au long de la solution périodique x(t,z)

est écrite comme

y = DyFo(t, x(t,2))y. (2.2.13)

Notons par M., (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (2.2.13).
Supposons qu’il existe un ensemble ouvert W avec CL(W') C €, tel que pour chaque z €
CL(W), x(t, z,0) est T-périodique, ou x(t, z,0) est la solution du systéme non perturbé
(2.2.12) avec x(0,2,0) = 2. L’ensemble C'L(W) est isochrone pour le systéme (2.2.11);
c’est a dire il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques, toutes ayant
la méme période.

On note par ¢ : RF xR"* — RF la projection de R™ sur ses k premiéres coordonnées;

cad. &(xy, ..., x,) = (21, ..., Tg)-

Théoréme 2.2.3 Soit W C R* un ouvert borné, 3 : CL(W) — R"* une fonction de
classe C?. On suppose que

(1) Z = {zo = (o, (), « € CL(W)} C Q et que pour chaque z, € Z la solution
x(t,2z,) de (2.2.12) est T—périodique.

(ii) pour chaque z,, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.2.13) telle que
la matrice M (0) — M, (T) a dans le coin supériewr droit la matrice nulle de dimension

kx (n—k), et dans le coin inférieur droit une matrice A, de dimension (n—k) x (n—k)

avec det(A,) # 0.
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

On considére la fonction F : CL(W) — R*

f(a):f(%/o M, (t)Fi(t, x(t, 24, 0))dt). (2.2.14)

S’il existe a € W telle que F(a) = 0 et det((DF/da)(a)) # 0, alors il existe une
solution T-périodique x(t,e) du systéme (2.2.11) telle que x(0,¢) — z, quand ¢ — 0.

De plus, si toute les valeurs propres de la matrice jacobienne (DF /da)(a) a la partie
réelle négative alors la solution périodique x(t, <) est asymptotiquement stable. Si une des

valeurs propres a la partie réelle positive alors la solution périodique x(t,€) est instable.
Si k = n on a le corollaire suivant.

Théoréme 2.2.4 On suppose qu’il existe un ensemble ouvert et borné W avec CL(W) C
Q tel que pour chaque z € CL(W), la solution x(t,z,0) est T—périodique, on considére
la fonction F : CL(W) — R"

F(z) = %/OT M () Fy(t, x(t, z))dt. (2.2.15)
S’il existe un a € W telle que F(a) =0 et
det((DF/dz) (a)) # 0, (2.2.16)

alors il existe une solution T'—périodique x(t, ) du systéme (2.2.11) telle que x(0,¢) — a
quand € — 0.

De plus, si toute les valeurs propres de la matrice jacobienne (DF /dz) (a) a la partie
réelle négative alors la solution périodique x(t,e) est asymptotiquement stable. Si une des

valeurs propres a la partie réelle positive alors la solution périodique x(t,e) est instable.

Soit £+ : RF x R"* — R" ¥ la projection de R" sur ses n — k premiéres coordonnées;

c.a.d. fL(xl, ey T) = (Tpg1y ooy Tiy)-

Théoréme 2.2.5 Soit W C R™ un owvert borné, f : CL(W) — R™ wune fonction
de classe C? tels que Z = {z, = (a,B(a)) € R" : a« € CL(W)} C Q avec n = 2m.

On suppose que pour chaque z, € Z la solution x(t,z,,0) de (2.2.12) avec ¢ = 0 est

19



2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

T—périodique et il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.2.13) telle que la matrice
M, 1(0) — M N(T) a dans le coin supérieur droit une matrice A, de dimension m x m

Zo Z

avec det(A,) # 0, et dans le coin inférieur droit la matrice nulle de dimension m X m.

On considére la fonction G : CL(W) — R™ par

Gla) =€+ (% /OT Mz_al(t)Fl(t,x(t,za))dt) . (2.2.17)

Pour e # 0 suffisamment petit et pour chaque a € W tels que G(a) = 0 et satisfaisant

que

det((DG/da)(a)) # 0, (2.2.18)

il existe une solution T-périodique x(t,e) du systéme (2.2.11) telle que x(0,¢) — z, quand
e — 0.

De plus, si toute les valeurs propres de la matrice jacobienne (DG /da)(a) a la partie
réelle négative alors la solution périodique z(t, <) est asymptotiquement stable. Si une des

valeurs propres a la partie réelle positive alors la solution périodique x(t,€) est instable.
Exemple 2.2.4 On considére ’équation suivante
T—T+1—1x=¢e(2+cost)(x® + 22%). (2.2.19)
Si
Yy=2x,2=1I.
L’équation (2.2.19) peut s’écrire sous la forme suivante
T =y,
Y=z, (2.2.20)
r=z—y+x+e(2+cost)(z? + 22%).

Le systéeme (2.2.20) a un point singulier unique, l'origine, lorsque ¢ = 0. La partie

linéaire du systéme (2.2.20) avec ¢ =0 a lorigine est

X X
y | =41y |
z z
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ol

s
I
= o O
) —
— — @]

Les valeurs propres de la matrice sont 1 et 1. En faisant un changement de variable

linéaire

(X7 Y7 Z)T = B(Jj? y? Z)T7

on écrit le systéme (2.2.20) de telle maniére que la partie linéaire & l'origine sera & sa
forme normale réelle de Jordan, c.d.d. (X, Y, Z)T = J(X,Y, Z)T, la forme normale réelle

de Jordan de la matrice A est

0 -1 0

J=11 0 0 |- (2.2.21)
0 0 1

On a
BAB™'=J= BA—-JB =0,
d’ot

1 -1 0

B = 0 -1 1
1 0 1

Par la transformation linéaire inversible (X,Y, Z)T = B(z,y, 2)*, c.a.d.

X x X x
Yy |=B|ly|=|Y |=B|yqy |,
A z A z
on trouve .
X=i-y,
Y =—§+3, (2.2.22)
Z=i+%
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2.2. Méthode de la moyennisation dans le cas périodique

n
T X
y | =B Y |,
z A
on obtient
T X-Y+7
1
v =5 x-v+z | (2.2.23)
z -X+Y+Z

On remplace (2.2.20) et (2.2.23) dans (2.2.22), on trouve

X =-Y,
Y = X +eF(X,Y, Z,1), (2.2.24)
7 =7+ eF(X,Y, Z,t),

oﬂ}w?:}m?(X,Y,Z,t) = F(z,y,2,1t).

Pour e =0, la solution du systéme (2.2.24)._¢ est

X(t) Xocost — Yysint
Y(t) | = | Yocost+ Xgsint
Z(t) Zoet

On applique le théoréme 2.2.3 au systéme différentiel (2.2.24), le systéeme (2.2.24) peut

étre écrit en tant que systéme (2.2.11) en prenant
v =(X,Y,Z), Fi(z,t) = (0, F, F) et Fi(z,t,¢) = (0,0,0).
Soit x(t, Xo, Yo, Zo, €) la solution du systéeme (2.2.24) telle que
z(0; Xo, Yo, Zo,€) = (Xo, Yo, Zo)-

1l est clair que le systéme non-perturbé (2.2.24) avec € = 0 admet un centre a [’origine

dans le plan (X,Y). Les solutions 2m—périodiques correspondantes sont x(t, Xo, Yy, 0) =

(X(8),Y (), Z(t)) telle que

X(t) Xocost — Yysint
Y(t) | = | Yocost+ Xgsint
Z(t) 0
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La matrice fondamentale M (t) du systéme non perturbé (2.2.24) avec € =0 est

cos(t) —sin(t) 0
M(t) = | sin(t) cos(t) 0
0 0 e

Un calcul simple donne

0 0 0
MPY0)-M1*2m)=1] 0 0 0 ,
0 0 1—e?

comme 1 — e~ 2™ £ 0, toutes les hypothéses du théoréme 2.2.3 sont vérifiées. Par con-
séquent, nous allons étudier les zéros a = (Xg,Yy) € V des deux premiéres composantes

de la fonction F(«) donnée par

Fla) = f(%/o WM_l(t)Fl(x(t,za),t)dt), avec (1, T2, x3) = (71, T2),

Fla) = (Fi(a), Fa(@)).

Nous avons

Fila) = % /27r sin(t)]? (x(t; Xo, Y0,0,0),t) dt, (2.2.25)
_ % 0 ”Sin<t>F (X(t) ; Y(t)’ X ; Y(t)7 —X(t)2+ Y(t)7t) it
Fola) = % / T cos(t)F (x(t: Xo. Y, 0.0). ) dt. (2.2.26)
) % Ozﬂ r (X(t) - Y X : v(e) —X(t)2+ Y(t)’t) "

On pose F(a) = (F1(Xo, Yo), F2(Xo, Yo)). En remplagant la fonction F dans (2.2.25)
et (2.2.26), on obtient

1
Fi(Xo,Yo) = =75 (Xo + o) (6XG + Xo +6Y5 = Y),
3 3 1 1
F2(Xo, Yo) = 3 (—Yo X5 + Yy Xo) — 3 (—Yy + X7) + 3 (-Y5 + X3) — gYOXO-
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brouwer

Si F1(Xo, Yo) = Fa(Xo, Yo) =0, on trouve
11
Xty = (-2 2 ).
( 0> O) ( 474)

det (3(-7:1, )

De plus
OF. F) R
A(Xo, Yo) |XoY0)=(X5.5) | — 2048 7

Alors, pour € € [—gg,e0] avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée

2w —périodique x(t,c) de l'équation différentielle (2.2.19) telle que

1 . . 1
‘/L‘(OaE) - _Zax(oae) - va(0>8> - Za

quand € — 0.

2.3 Meéthode de la moyennisation via le degré du
Brouwer

Définition 2.3.1 (Degré de Brouwer pour des fonctions de C') Soient g € C'(D),
VCDetZ,={2€V:g(z)=0}. Supposons aussi que J,(z) # 0 pour tout z € Z,

avec Jy(2) le déterminant jacobien de g en z. Ce qui assure que Z, est finie, alors

dB(g7V7 0) = Z S’Lgn(Jg(Z))

2€Zy

Remarque 2.3.1 Soit g : D — R™ fonction de classe C*avec g(a) =0, ot D est un sous

ensemble ouvert de R™ et a € D, pour J,(a) # 0, il existe un voisinage V' de a tel que

g(z) # 0 pour tout z € V\ {a}. Alors

dB(g, V, 0) < {—1, 1} .
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brouwer

2.3.1 La théorie de la moyennisation du premier ordre

Théoréme 2.3.1 On considére le systéeme différentiel suivant
@(t) = eFy(t,z) + *R(t, z,¢), (2.3.1)

o F1 : RxD — R", R: R x D x (—¢rer) — R" sont des fonctions continues,
T—périodiques par rapport a la premiére variable et D est un sous ensemble ouvert de

R"™. On défini f1: D — R™ comme suit

ﬁ@)z%fﬂ@gﬂa (2.3.2)

et on suppose que:

(1) Fy et R sont localement lipschitzienne par rapport & .

(17) Pour a € D avec fi(a) =0, il existe un voisinage V' de a tel que

f1(2) # 0 pour tout z € VN {a} et dp(fi,V,0) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique x(-,&) du

systéme (2.3.1) tel que x(0,e) — a lorsque £ — 0.

2.3.2 La théorie de la moyennisation du second ordre

Théoréme 2.3.2 On consideére le systéeme différentiel suivant

r(t)=ch (t,z) +Fy (t,x) + 2R (t,x,¢), (2.3.3)

ot F1,F5 :Rx D — R" R:Rx D x (—¢f,e7) — R™ sont des fonctions continues,
T —périodiques par rapport a la premiére variable et D est un sous ensemble ouvert de R™.
Nous supposons que

(i) Fy (t,-) € CY (D) pour tout t € R, Fy, Fy, R et D, F, sont localement Lipschitzi-
ennes par rapport a x, et R est différentiable par rapport a €.

On a f1, fo: D — R" tel que

filz)=2L [ Fi(s,2)ds =0,

" (2.3.4)
f2(2) = % Ik [DZF1 (s,2) fOS Fy (t,z)dt + F» (s, z)] ds.
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2.3. Méthode de la moyennisation via le degré du Brouwer

(i7) Pour V.C D un ensemble ouvert et borné, et pour chaque ¢ € (—e¢,e¢)\ {0}, il
existe a € V tel que fy(a) =0 et dg (f2,V,0) # 0.
Alors, pour |g| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique x (-, €) du

systéme (2.3.3) tel que x (0,e) — a lorsque € — 0.
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CHAPITRE

Bifurcation des orbites
périodiques d’un centre

isochrone uniforme

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre, nous donnons le nombre maximum des cycles limites qui peuvent bifur-
quer des solutions périodiques d’un centre isochrone uniforme différentiel polynomial de
degré 5 quand il est perturbé par des polynémes homogenes de degré 5. Plus précisément,

nous considérons le systéme différentiel polynémial

i o= —y+a" "y, (3.1.1)

jo= e

de degré n > 2. Ce systéme posséde un centre isochrone uniforme a ’origine des coordon-

nées. En coordonnées polaires (r,0), o © = rcosf et y = rsinf, ce systéme s’écrit

= 7r"cos" " ?fsinb,

0 = 1.
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3.1. Introduction et résultats principaux

Puisque = 1 le centre (3.1.1) est uniforme et isochrone. On écrit

dr
do

Un calcul facile prouve que les solutions périodiques 7(6,ry) qui entourent le centre

=71 =7r"cos" " 20sinb. (3.1.2)

r = 0 telles que r(0,7y) = 1o sont

1

r(6,7r9) = ro(1 —rgfl—l—rgflcos"’lﬁ)lfn, (3.1.3)

1
avec 0 < rg < 1 si n est impair, et 0 < rog < 20-" si n est pair. Le systéme (3.1.1) a I’

intégrale premiere rationnelle

(1 _ ‘,L,nfl)Q
(22 + y2)" 1

Ainsi les solutions périodiques du centre (3.1.1) sont des ovales algébriques de degré
2(n —1).

Nous recherchons le nombre maximum des cycles limites qui peuvent bifurquer des
solutions périodiques entourant le centre isochrone uniforme r = 0 de degré n = 5 quand
nous le perturbons par des polynémes homogenes de degré 5. Plus précisément, nous

voulons étudier le nombre maximum des cycles limites du systéme différentiel polynémial

suivant
5
io= —y+aty+ed aa® My, (3.1.4)
k=0
5
y = x+x3y2+£Zbkm5’Ryk;
k=0

ou € est un petit paramétre.

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.1.1 Pour |e| # 0 suffisamment petit et en utilisant la méthode de la moyen-
nisation du premier ordre, le systéme (3.1.4) a au plus 3 cycles limites qui bifurquent des

orbites périodiques du centre (3.1.1) oun = 5. Ce nombre peut étre atteint.
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3.2. Preuve

Corollaire 3.1.1 Considérons le systéme (3.1.4) ot ag = —9.039237962,a9 = 1,a4 =
2,b; = —42.80858585, b3 = 80.00385681, b5 = 1. En utilisant la méthode de la moyenni-
sation du premier ordre, on prouve que ce systéme posséde 3 cycles limites qui bifurquent

des orbites périodiques.

3.2 Preuve

Preuve du théoréme 3.1.1. En considérant des coordonnées polaires (r,6), ou z =

rcosf et y = rsind, le systéme (3.1.4) devient

i = 1°cos®0sind + er®(ag cos® 6 + (ay + by) cos® Osin 0 + (ag + by) cos® 0
sin? 0 + (as + by) cos® @sin® 0 + (ag + bs) cos® Osin® O + (a5 + by) cos

sin® @ + bs sin® ),

0 = 1+ert(bycos®d — (ag — by)cos® Osinf — (ay — by) cos? Osin? 0 — (ay
—bs) cos® Osin® O — (as — by) cos® Osin* O — (ay — bs) cos O sin® 0 — as
sin® 9).
Prenons 6 comme une variable indépendante, on obtient ’équation suivante

7 = r°cos®Osinf + e(agr® cos® 0 + (a; + by)r® cos® O sin 0

— bor? cos® Osin 0 + (ag + by)r® cos* Osin® 0 + (ag —
by)r? cos® Osin® 0 + (a3 + bo)r° cos® Osin® 0 + (a; —
by)r? cos” Osin® 0 + ((ay + by)r’ cos® Osin® 0 + (ay —
b3)r? cos® O sin O + (a5 + by)r® cosfsin® 0 + (az —
by)r? cos® Osin® O + bsr®sin® 0 + (ag — bs)r? cos? 0
sin® @ + asr’ cos® fsin” 0) + O(?).
= Fy(0,r) +eF(0,r) + O(e?). (3.2.1)

Cette équation est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la

moyennisation.
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3.2. Preuve

La solution périodique r(6,ry) donnée dans (3.1.3) de I’équation non perturbée (3.1.2)

pour n = 5 est

To

0 - (3.2.2)
(1 — r5 + rgcostf)a

r(0,ry) =

L’équation variationnelle de I’équation (3.2.1) correspondant & la solution périodique

(3.2.2), s’écrit
dM 5 rjcos®fsind
d) 1 — 78 + rhcostd

Sa solution telle que M (0) =1 est

1

(1 — rd + rdcost)i

M(0) =

Maintenant nous devons calculer la fonction moyennée (2.2.15), qui dans notre cas est

I(ro) = / ﬁﬂ(@,r(ﬁ,ro))dﬁ.

Un calcul facile montre que

2
I(ry) = /(a(ﬂ"g cos® 0 + (ay + bo)rg cos® Osin O + (ag + by )rj cos® § sin? 0
0
+(az + by)rg cos® Osin® O + (ay + bs)r§ cos® Osin* 0 + (a5 + by)rg
1
1 — r§ + rjcos*d
+(ag — by) vy cos® Osin® 0 + (a3 — by) 1y cos’ Osin® O + (ag — bs)

cos 0sin® 0 + bsrd sin® 0 + —bo ) cos® O sin b
0 0

g cos®Osin® @ + (ag — by) 5 cos® Osin® O + (ay — bs) vy cos d

sin® 0 + a5 r) cos®sin” 0))do

1 1
= §7(5a0 + as + a4 + by + b3 + 5bs) fo(ro) + gﬂ(ao — b1) f1(ro) (3.2.3)

+é7r(a2 — b3) f2(ro) + é”(azl = b5) f3(r0),

ou

fo(To) :7“8>
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3.2. Preuve

.
fi(ro) = -
\/2 —rg +1 =215 +2+ — 15 +1
(194/ —7“3‘—1—1\/2\/ —rd 1 - 208 + 2 18
—8\/—r3+1\/2\/—r3+1—2r3+2
+16ry — 3271y + 16),
T
faro) = — -
\/2 —rg +1 =213 + 2 — o +1
(23\/—r§+1\/2\/—ré—|—1—2r§+2r§
—24\/—r§+1\/2\/—r§+1—2r§+2
— 167154/ — & 14+ 3275 + 164/ — rf +1
— 6415 + 32),
.
f3(7“0) = 2

\/2 —rg+1 =213 +2 4/ —r3 +1
(45,/—r3+1\/2,/—r3+1—2r§+2r§

—40\/—r3+1\/2\/—r3+1—2r3+2
— 327154/ — T8 +1 + 6475 + 324 — rh +1

— 112 75 + 48).

Afin de trouver le nombre maximum des zéros simples de la fonction I(rg) nous de-

vons montrer que les quatre fonctions f;(rg) : (0,1) — R ;i € {0,...,3} données dans

(3.2.3) sont un ECT-systéme et selon le théoréme 3.2.1 c’est le cas si chaque wronskien

W;(fo, ... fj) #0, 7 € {0,...,3}. Plus précisément, nous avons
WO = T87
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3.2. Preuve

1

\/2 — il -2t 2 (=t 14
—%(16(—\/?7% + 47§ — 3mr§
12,/ — +1\/2\/ — L - 20 4+ 2 b a— s
+2r§\/2\/ —rg+1 =213 +2 444 —r§ +1
—2\/—r§—|—1\/2\/—r§+1—2r§+2
—2\/2m— 2718 + 2 )r),

1
W, = 768 ri2(34/ — r& 4+ 17g+ 8 —8
2 (— b+ —7’3+1+1)3( o ( 0 0 0
—27"3\/2\/ —rg +1 =278 +2 =8/ —rd +1
+54/ —r§+1\/2\/ —rg +1 — 278 4+ 2

+3\/2,/ —rh +1 = 278 + 2)),

W o= -

Ws = TR +1W+1)5(24576(—43,/ — g +17;
+20 7§ + 144/ — 78 +1\/2,/ -+l - 278 + 2 r5+50
+24\/2~/ — g +1 — 278 + 2 15446y — 18 +1-T071;
—24\/—r§+1\/2\/—7“§+1—27“§+2
—24\/2\/ — g +1 — 278 + 2 ).

Pour 79 € (0,1) nous avons que tous les wronskiens ci-dessus sont différents de zéro.

D’ailleurs le rang de la matrice jacobienne des coefficients de f;, i = 0,...,3 dans I(ro)
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3.2. Preuve

des variables ag, as, aq, b1, b3, b5 est 4. En appliquant la théorie de la moyennisation du
premier ordre et le théoréme 3.2.1 on montre qu’il y a au plus 3 cycles limites bifurquant

des orbites périodiques du centre (3.1.1) pour n = 5 et ce nombre peut étre atteint. m

Proposition 3.2.1 Soient fo,..., f. des fonctions analytiques définies sur un intervalle
ouvert I C R. Si fo,..., fn sont linéairement indépendant alors il existe sy,...,s, € I et

Aoy --s Ap € R tels que pour chaque j € {1,...,n} nous avons que s; est un zéro simple de

la fonction Z i fi(s).
i=0

Nous disons que les fonctions ( fo, ..., f,,) définies sur 'intervalle I forme un systéme pro-
longé de T'chebychev ou ET-systéme sur 7, si et seulement si, n’importe quelle combinaison
linéaire non triviale de ces fonctions a au plus n des zéros comptant leurs multiplicities
et ce nombre est atteint. Les fonctions (fo, ..., f,) sont un systéme complet prolongé de
Tchebychev ou un ECT-systéme [ si et seulement si V k € {0,1,...,n}, (fo,..., fr) forme

un ET-systéme.

Théoréme 3.2.1 Soient fy, ..., f, des fonctions analytiques définies sur un intervalle ou-
vert I C R. Alors (fo, ..., fn) est un ECT-systéme sur I si et seulement si pour chacun
ke {0,1,...n} et tousy € I le wronskien

foly)  h) - fiy)

est différent de zéro.

Preuve du corollaire 3.1.1. Siag = —9.039237962, a5 = 1,a4 = 2,b; = —42.80858585, b3 =
80.00385681, b5 = 1. Alors la fonction (3.2.3) est donnée par

1
I(ro) = ~0.00011485625007 fo(ro) + £ 7(33.76934789) fo(ro)

1
—98754821017Tf2 (7’0) + §7Tf3<7’0).
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3.2. Preuve

L’équation I(rg) = 0 a trois zéros positifs r§ données par 0.1565448836, 0.2849134969 et

0.4460619548. Puisque les dérives 21

tivement —7.03152074910~7, 0.000006157730863 et —0.0002654360728, le systéme (3.1.4)

pour les trois solutions précédentes sont respec-

a trois cycles limites bifurquant des orbites périodiques du centre (3.1.1) avec n = 5. Le

premier cycle limite est stable, le deuxiéme est instable et le troisiéme est stable. m
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CHAPITRE

Solutions périodiques

pour les systémes

différentiels dans R°> et R*

4.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous étudions premiérement les conditions suffisantes pour 'existence

des orbites périodiques des systémes différentiels dans R? de la forme
/ / /

=y, Y=z 2=-y—cF(tazyz2), (4.1.1)

ou F' est une fonction 27-périodique et ¢ est un petit parameétre. Ces systémes différentiels

peuvent s’écrire sous la forme d’une équation différentielle du troisiéme ordre suivante
"+ +eF(tx, 2 2") =0, (4.1.2)

ony=2aetz=2a".
Notre résultat principal pour 1’étude des solutions périodiques du systéme (4.1.1) est

le suivant.

Théoréme 4.1.1 Nous définissons
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4.1. Introduction et résultats principaux

27
1 27
Fo(xo, Yo, 20) = —/ F(t, A(t), B(t),C(t)) sint dt,
0

2m )
1 s
F3($07y07 ZO) = _2_/ F(taA(t)a B(t)a C(t)) COStdt?
T Jo
ot A(t) = zg + yosint + zo(1 — cost), B(t) = yocost + zgsint et C(t) = —yosint +

Fu(0, Yo, 70) — i/o " F(L A(t), B(1), C(8))(cost — 1)dt,

zpcost. Sila fonction F(t,z,a',2") est 2m-périodique en t, alors pour chaque (x,yg, 25)

solution du systéme Fy(xo, Yo, 20) = 0 pour k = 1,2,3, satisfaisant

(z0,y0,20)=(2§,y5,25)

léquation différentielle (4.1.2) a une solution 2m—périodique x(t,e) qui tend vers la

a(flw/f??f.?))
det | ———=
) ( 30, 90, 20)

solution 2w —périodique xo(t) donnée par xo(t) = x§+ygsint + z5(1 —cost) de 2" +2' =0

quand € — 0.

Corollaire 4.1.1 Considérons les oscillateurs généralisés de mémoire donnés par l’équation
(4.1.2) avec F(t,z,x',2") = 2" — (by + byx + byx?)sint. Si by # 0, 4 + 302 — 12bgb; > 0
et —4 + b? — 4bgby > 0, alors cette équation a quatre solutions périodiques xy(t,€) pour

k=1,2,3,4, qui tendent vers les solutions périodiques zy(t) ot

—by F 24/ —4 + b2 — 4bob 2 —4 + b? — 4byb
T12(t) = 172V 26; 1 02 _ Esinti v +b; 2 (1 — cost),
b 2 4 /4 + 3b2 — 12bpb
r34(t) = _2_612 - v +3b21 > sint,

"

de 2" + 2’ =0 quand ¢ — 0.

Notre deuxiéme résultat est I’étude des conditions suffisantes pour I'existence des or-

bites périodiques des systémes différentiels dans R* de la forme
/

=y, v =-x-—eGt,x,y,z,u), 2Z=u, u=-2—cH(t 1y, 2,u), (4.1.3)

ou G et H sont des fonctions 2r—périodiques en ¢ et £ est un petit parametre.
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4.1. Introduction et résultats principaux

Théoréme 4.1.2 Nous définissons

27
f1<$07 Yo, <0, Uo) = % G(t, A(t)7 B(t)7 C(t)J D(t)) Sintdtv
0
27
Folao, o, 0m0) = —5= | Glt, Alt), BUH), C(1), D(t)) cost
0
27
Fylro, o 0m0) = 5= | H(t W), B(), O, D(H) sint dt
0

27
-7:4@07907207“0) = _%/ H<t7A<t)7 B(t),C(t),D(t)) COStdt?
0

ot A(t) = xgcost +ypsint, B(t) = —xgsint +ygcost, C(t) = zgcost +ugsint et D(t) =
—zp sint+ug cost. Alors pour chaque (x5, yg, 25, uy) solution du systéeme Fi(xo, Yo, 20, Uo) =

0 pour k = 1,2,3,4, satisfaisant

det a(f17f27f37f4)
5’(x0,y0,zo,u0)

# 0,
(20,Y0,20,u0)=(2§,Y5,25u3)

le systéme différentiel (4.1.3) a une solution 2w —périodique (x(t,<),y(t,e), z(t,€), u(t,€))
qui tend vers la solution 2w —périodique (xo(t), yo(t), 20(t), uo(t)) donnée par xo(t) = xf cos t+
yosint, yo(t) = —xgsint + yi cost, zo(t) = 2§ cost + ufsint, ug(t) = —z§sint + uf cost,

du systéme non perturbé (4.1.3) avec ¢ =0 quand € — 0.

Corollaire 4.1.2 Considérons le systéme différentiel (4.1.3) avec G(t,z,y, z,u) = (—1—
22 + 2?%)sint et H(t,x,y,z,u) = (1 — 2*)cost. Alors ce systéme différentiel a 8 solu-
tions périodiques (xi(t, ), yr(t, €), zx(t, €), u(t,€)) pour k = 1,...,8, qui tendent vers les

solutions périodiques (zx(t), yr(t), zx(t), ug(t)) ou
(x12(t), y1.2(t), 212(t), u12(t)) = (£2sint, 2 cost, —4 cost,4sint),

2 2 4 4
(x3.4(t), y3.4(t), z3.4(t), usa(t)) = <:|Z— cost,t——sint, —=sint, —= cos t) ,

V3 V3 3 3

4 4
T56(t), t), z56(t), us¢g(t)) = | £2sint, +2cost, ———=sint, ———= cost | ,
(25,6(t), Ys,6(t), 25.6(t), us 6(t)) < 73 N )

2 2 4 4
(x78(t), yrs(t), 278(t), urs(t)) = (ZF— cost,t——sint, ———= cost, — sin t> ,

V3 V3 V3 V3

der' =y, vy =—x, 2/ =u, v = —z, quand e — 0.

37



4.2. Preuve

4.2 Preuve

Preuve du Théoréme 4.1.1. Pour ¢ = 0 tous les points singuliers du systeme
différentiel (4.1.1) sont dans 'axe des z, c.a.d. (z,0,0) sont les points singuliers du
systéme (4.1.1). Les valeurs propres du systéme linéarisé en ces points singuliers sont =+,
0. Les solutions 2r—périodiques (z(t), y(t), z(t)) du systéme non perturbé (c.a.d. systéme

(4.1.1) avec € = 0) telles que (z(0),y(0), 2(0)) = (xo, yo, 20) sont
(xo + yosint + zo(1 — cost), yo cost + zgsint, —ygsint + 2z cost). (4.2.1)

En utilisant les notations présentées dans la section (2.2.3), nous avons que x =
<x7y7 2)7 VAR (330, Yo, 20)7 FO (X7t) = (ya <, _y)a Fl (X7 t) = (07 07 _F> et F2 (X7ta 5) =
(0,0,0). La solution fondamentale de la matrice M,(t) est indépendante de z et nous la

désignons par M (t). Un calcul facile montre que

1 sint 1—cost
M(t)=1 0 cost sint
0 —sint cost
Selon le théoréme 2.2.4 nous étudions les zéros o = (g, Yo, 20) des trois composantes de

la fonction F(«) donnée dans (2.2.15). Plus précisément nous avons F(«a) = (Fi(«a), Fa(a),
F3(a)), telles que

Fi(a) = % Pt 2(t), y(t), 2(8))(cost — 1)dt,
Fola) = % Pt 2(t), y(#), 2(t)) sint dt,
Fala) = —% F(t, (1), y(t), 2(t)) costdt,

0
ou x(t), y(t), z(t) sont donnés par (4.2.1). Maintenant le reste de la preuve du théoréme

4.1.1 découle directement de ’énoncé du théoréme 2.2.4. m
Preuve du corollaire 4.1.1. Nous devons appliquer le théoréme 4.1.1 avec

F(t,z,y,2) = z —sint (by + bix + boz?). Nous Calculons la fonction F = (Fy, Fo, F3)
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4.2. Preuve

du théoréme 4.1.1 nous obtenons

1
Fi(xo, Yo, 20)) = Z(leyo + 229 + bayo (420 + 520)),

1
Fa(xo, Y0, 20) = g(—4bo — dyo — 4by (xo + 20) — ba(4af + 3yg + 8xo20 + 527)),

1
Fs(xo, Yo, 20) = —1(2 + bayo) 20-

Le systeme F; = Fy = F3 = 0 a six solutions (z§, yg, 25) données par

—by F2¢/—4 + b7 —4dboby 2 i\/—4+b%—4b0b2
2b, by by ’

(_ﬁ 2 /44 357 — 120gby 0) (_bli bF — dbobz 0)

2b2 ’ 3b2 2b2

" + 2’ = 0 donnent des points

Les deux derniéres solutions en revenant a I’équation x
d’équilibre au lieu des solutions périodiques, ainsi nous ne les considérons pas. Puisque

le jacobien

0(?1,?2,?3)
det | ———————=~
¢ < 8(900,?40,20)

(%0,90,20)=(,Y5 25 ))

1 1
pour ces quatre solutions (xf,yg, z5) est §(_4 + b2 — 4bghy) et ﬁ(él + 302 — 12bghs) (1 +

%\/ 4 + 3b% — 12bgby) respectivement, nous obtenons en utilisant le théoreme 4.1.1 les
quatre solutions périodiques données dans 1’énoncé du corollaire. m

Preuve du Théoréme 4.1.2. Considérons le systéme (4.1.3). Son systéme non
perturbé est le systéme (4.1.3) avec € = 0, ce qui donne le point singulier (z,y, z,u) =
(0,0,0,0). Les valeurs propres du systéme linéarisé en ce point singulier sont +i, de
multiplicité deux. Les solutions périodiques (z(t), y(t), z(t), u(t)) du systéme non perturbé

telles que (z(0),y(0), 2(0),u(0)) = (2o, Yo, 20, uo) sont
(xocost + yosint, —zgsint + yo cost, zg cost + vgsint, —zg sint + vy cost). (4.2.2)

Notons que toutes ces solutions sont périodiques de période 27. En utilisant les nota-

tions présentées dans la section (2.2.3), nous avons que x = (z,v, z,u), 2 = (Zo, Yo, 20, Uo ),
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4.2. Preuve

Foy(x,t) = (y, —z,u,—z), F1(x,t) = (O,—G,O,—H) et Fy(x,t,e) = (0,0,0,0). La so-
lution fondamentale de la matrice M,(t) correspondant au systéme (2.2.12) pour notre

systéme (4.1.3) est indépendante de z et nous la désignons par M(¢). Un calcul facile

montre que
cost sint 0 0
—sint cost 0 0
M(t) =
0 0 cost sint
0 0 —sint cost
Selon le théoréme 2.2.4 nous étudions les zéros o = (xg, Yo, 20, uo) des quatre com-

posantes de la fonction F(a)) données dans (2.2.15). Plus précisément nous avons F (o) =

(Fi(a), Fa(a), .7:3 a),Fi()), telles que

/ G(t, 2(8), y(#), (), u(t)) sint dt,

Fala) = —— / Gt (1), y(t), (), u(t)) cost dt,

2m
Fs(a) = % H(t,x(t),y(t), z(t),u(t)) sint dt
Fila) =~ [ H(t.(0)y(0), 2(0), u(t) cost .

ou (z(t), y(t), z%t), u(t)) est la solution périodique donnée dans (4.2.2). Maintenant le
reste de la preuve du théoréme 4.1.2 découle directement de I’énoncé du théoréme 2.2.4.
|

Preuve du corollaire 4.1.2. Nous devons appliquer le théoréme 4.1.2 avec

G(t,z,y,2,u) = (=1 — 2% + 2?)sint et H(t,z,y,2,u) = (1 — 2?)cost. Nous calculons
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4.2. Preuve

la fonction F = (Fy, Fa, F3, F4) du théoréme 2.2.4 et nous obtenons

1
fl(:BOa Yo, ZO)) = g(_4 + 3u(2) - Zl’f% - 3y8 + Z(%)’

1
Fa(zo, Yo, 20) = Z(%yo — Up2p),
1
Fg(wo,yo,zo) = —Zwoym

1
Fu(zo, Y0, 20) = g(—4 + 325 + y3).

Le systéme Fy; = Fo = F3 = F4 = 0 a seize solutions (zf, yJ, 25, uf) données par

2 4 4 2 4
0,42,44,0), (+——,0,+-.0), (0,420, +—), (+£,0+—0).
( ) ( a3 ) ( \/ﬁ) < 30+ )

Puisque le jacobien

det a<f17f27f37f4)
3(3707200720,“0)

(%0,Y0,20,u0)=(T4,Y5 20 #8))

pour ces solutions (z3, y5, 25, uy) est T 11
en utilisant le théoréme 2.2.4 seize solutions périodiques, mais seulement huit d’entre

respectivement, nous obtenons

elles sont différentes parce que toutes les solutions périodiques sont répétées quand nous

changeons t — ¢ 4+ 7. Nous obtenons les huit solutions périodiques données dans I’énoncé

du corollaire. m
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CHAPITRE

Orbites périodiques et
leur stabilité pour une
classe d’équations
différentielles du
quatriéme ordre non

autonomes

5.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous étudions les conditions suffisantes pour I'existence des solutions
périodiques de la classe des équations différentielles du quatriéme ordre non autonomes

de la forme

U+ (ayu4ag) U+ (byu+1+bo )it + (cru+ag) i+ cou? +bou = 2 F(t,u, 0, i, U, €), (5.1.1)

ol ag, a1,by b1, c1,co sont des parametres arbitraires réels, et la fonction £ : R x € X
(—e0,60) — R* est de classe C?, ou 2 est un sous ensemble ouvert de R, ¢t € R,

(u,u,ii, W) € R* et € € (—e&g,&0) avec g9 > 0 petit.
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5.1. Introduction et résultats principaux

Nos résultats principaux pour I’étude des solutions périodiques de 1’équation (5.1.1)

sont les suivants.

Théoréme 5.1.1 On suppose a3 — 4by > 0 et by # 0. On définit

Fi(Xo,Yy) = %/ (Fo(t, A(t), B(t),C(t), D(t)) + E(t)) cost dt,

Fo(Xo, Vo) = —% / (Fo(t, A(t), B(t), C(t), D(t)) + E(t)) sint dt,

ot Fo(t,x,y, z,v) est le terme d’ordre zéro en e quand nous développons en série de Taylor
la fonction F(t,ex,ey,ez,ev,e) ae =0, et

(—apXo + (bo — 1)Yy) cost + ((bg — 1) Xo + agYp) sint

A= e = ag + (bp — 1) ’
_ ~ ((bo = 1)Xo + agYs) cost + (apXo — (by — 1)Yp) sint
HO= mh = ag + (b — 1)? ’
1 .
E(t) = (@1 (b — 12)2 (((GOXO — (bp — 1)Yp) cost + (—(by — 1) Xy — agYp) sint)

((a1(=(bo — 1)Xo — aoYo) + ao((br — c2)Xo + c1Yp) + (bo — 1)(c1 X
+(eg — b1)Yp)) cost + ((1 —bo)((by — c2)Xo + (c1 — a1)Yy) + ao((c2 — b1)Yo
(a1 — ¢1)Xo)) sin t)).

Alors pour chaque (X, Yy) solution du systéme Fi(Xo, Yo) =0, k = 1,2, satisfaisant

et (W_ﬂ ) L0 (512)
(XO,YO):(X(;,YO*)

a(Xﬂv }/0)
Iéquation différentielle (5.1.1) a une solution 2w —périodique u(t,e) telle que

(bo — 1)Yy — agXg

0 =
u0e) = = 1)

+ O(e?).

Si toutes les valeurs propres de la matrice

(8(.7—"1,.7-"2)

NP (5.1.3)

(XO,YO)(XS,YO*)>
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5.1. Introduction et résultats principaux

ont les parties réelles négatives alors la solution périodique u(t,e) est asymptotiquement
stable. Si une des valeurs propres a la partie réelle positive alors la solution périodique

u(t,e) est instable.
Deux applications du théoréeme 5.1.1 sont les suivantes.

Corollaire 5.1.1 Considérons l’équation différentielle (5.1.1) avec F(t,cu, et €ii, U, ) =
(4 —1)(2 —cost), a —4by > 0 et by # 0. Alors cette équation différentielle a une solution
périodique u(t,e) telle que u(0,e) = O(&?), qui est asymptotiquement stable si by — 1 < 0,

et instable si bg — 1 > 0.

Corollaire 5.1.2 Considérons l’équation différentielle (5.1.1) avec F(t,cu, et i, U, &) =
(u—1)(1+cost), ad —4by > 0 et by # 0. Alors cette équation différentielle a une solution
périodique u(t,e) telle que u(0,e) = O(g), qui est asymptotiquement stable si ag > 0, et

instable st ag < 0.

Le deuxiéme résultat principal sur les solutions périodiques de ’équation différentielle

du 4-ordre non-autonome (5.1.1) est le suivant.

Théoréme 5.1.2 On suppose ag = 0 et by = p*/q> # 1, ot p et q sont des nombres
entiers positifs. On définit

‘ =

F (XOaYOaZOa%

[\)

q7r0/ (Fo(t, A(t), B(t), C(t), D(t)) + E(t)) cost dt,

2qm

fQ(XO,YO,ZO,%)—_quﬁ/ (Fo(t, A(t), B(t), C(t), D(t)) + E(t)) sint dt,

Fo(Xo, Yo, Zo, Vi) = Qq%r / (Folt, A(1), B(t). C(¢), D(t)) + E(t)) cos(+/bot )t
Fal Xo, Yo, Zo, Vi) = —2% (Folt, A1), B(£), C(t), D(t)) + E(1)) sin(v/bot)dt

0
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5.1. Introduction et résultats principaux

ot Fo(t,x,y, z,v) est le terme d’ordre zéro en € quand nous développons en série de Taylor

la fonction F(t,ex,ey,ez,ev,¢€) a€ =0, et

—v/bo(Xosint + Yy cost) + Zysin (v/bot) + Vo cos (v/bot)

At) =
( ) (1 _ bo)\/% )

Bt) = Xocost — Ygsint — Zgcos (v/bot) + Vosin (v/bot )
B bo — 1 ’

() = —Xysint — Yy cost + /by (VO cos (\/b_ot) + Zp sin (\/%t))
N by — 1 ’

—Xocost + Yysint + by (Zg cos (v/bot) — Vosin (v/bot))
D(t) = b 1 :
E(t) = ﬁ (VO cos (\/%t) — Vbo(Yycost + Xgsint) + Zysin (\/b_ot))

0— 0

( ((bgbl — 02)‘/0 + \/%(albo — Cl)Zo) COS (\/%t) + \/b_o((—a1X0 + 01X0
+(ca — b1)Yp) cost + (—b1 Xo + c2Xo + (a1 — ¢1)Yp) sint)
(= Vo) + i Zobo + 1 Vol — 22 ) sim (Vi) )

Alors pour chaque (X§,Ys, 2§, Vy) solution du systéme Fi(Xo, Yo, Zo,Vo) = 0, k =
1,2, 3,4, satisfaisant

O(F1, Fa, F3, F.
det [ 2F1: T2 T Fa) #0, (5.1.4)
a(XO7 )/07 ZO7 ‘/0) (XO:YO»ZO,VO):(XS,YO*,ZS,VO*)
léquation différentielle (5.1.1) a une 2qm— périodique solution u(t,e) telle que
bYy — Vi
u(0,¢) = Em +0(?).
(bo — 1) vbo
Si toutes les valeurs propres de la matrice
0
(f17f27f3af4) (515)
8(X07 %7 ZO; ‘/E)) (X0,Y0,20,V0)=(Xg, Y, 28, Ve)

ont des parties réelles négatives alors la solution périodique u(t,e) est asymptotiquement
stable. Si une des valeurs propres a la partie réelle positive alors la solution périodique

u(t,e) est instable.
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5.1. Introduction et résultats principaux

Deux applications du théoréeme 5.1.2 sont les suivantes.

Corollaire 5.1.3 Considérons l’équation différentielle (5.1.1) avec F(t,cu, et €ii, U, &) =
(4 —1)(2 —cost), ap =0, by =1/4 et ay = by = ¢; = co = 0. Alors cette équation dif-

férentielle a une solution périodique u(t, ) telle que
u(0,2) = O(%),
qui est instable.

Corollaire 5.1.4 Considérons l’équation différentielle (5.1.1) avec F(t,cu, et i, U, &) =
(u—1)(1+cost), ap=0,byp=1/4 et ay = by = c; = co = 0. Alors cette équation dif-

férentielle a une solution périodique u(t, ) telle que
u(0,¢) = ¢+ O(£?).
Notre troisiéme résultat principal est le suivant.

Théoréme 5.1.3 On suppose ag =0 et by = 1. On définit

2w

fﬂX@Y@::éi/QMM@A@%B@%C@LD@D4<E@»®%t+t$nﬂﬁ,
fxxmng_é%/]u%@A@%B@ycuyD@)+E@»@mm—ﬁmwﬁ,

ot Fo(t,x,y, z,v) est le terme d’ordre zéro en e quand nous développons en série de Taylor

la fonction F(t,ex,ey,ez,ev,e) ae =0, et
Alt) = ~C(t) = 5(Ypeost + Xosin),
B(t)= —D(t) = %(XU cost — Yysint),
E(t) = (Yycost+ Xysint)

((alXO — ClXO + (bl — Cg)%) cost + (leg — CQXO + (01 — 6111)}/()) sin t).
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5.2. Preuves

Alors pour chaque (X§,Yy) solution du systéme Fi(Xo,Yy) = 0, k = 1,2, satisfaisant
(5.1.2) l’équation différentielle (5.1.1) a une 2w —périodique solution u(t,e) telle que

u(0,¢) = €Y70 +0(e?).

Si toutes les valeurs propres de la matrice (5.1.3) ont des parties réelles négatives alors
la solution périodique u(t,e) est asymptotiquement stable. Si une des valeurs propres a la

partie réelle positive alors la solution périodique u(t,e) est instable.
Deux applications du théoreme 5.1.3 sont les suivantes.

Corollaire 5.1.5 Considérons l’équation différentielle (5.1.1) avec F(t,cu, e, eii, e, &) =
(—1)(2 —cost), ap=0,bp =1 et a; = by = c; = cg = 0. Alors cette équation différen-

tielle a une solution périodique u(t, <) telle que

667

0e)=e—l
u(0,6) = egs 56

+0(e?),
qut est instable.

Corollaire 5.1.6 Considérons l’équation différentielle (5.1.1) avec F(t,eu, e, eil, e, ) =
(u—1)(1+cost), ap=0, by =1 et a; = by = c; = cg = 0. Alors cette équation différen-
tielle a une solution périodique u(t, ) telle que

9(13 — 472)

0 —
u(0,6) =e—o—5e s

+0(e%),

qui est instable.

5.2 Preuves

Preuve du théoréme 5.1.1. On va faire le changement de variables (z,y, z,v) =

(u,u, 1, ). L’équation différentielle du 4-ordre (5.1.1) devient le systéme différentiel du
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5.2. Preuves

premier-ordre

r= 1Y
y= z
z= v,
0= —(box+ agy + (1 +bo)z + aov + c22* + crzy + birz + a12v)

+e?F(t,x,y, z,v,€),

définie dans le sous-ensemble ouvert 2 de R*, ou la fonction F': R x Q x (—¢gg,&09) — R*
est de classe C% avec t € R, (x,y,2,v) € R et € € (—¢&¢,&9) avec gy > 0 petit.

On va faire le changement de variables (rescaling)

(r,y,2,v) = (eX,eY,eZ V) (5.2.1)
nous obtenons le systéme
=y,
y= z,
= v, (5.2.2)
0= —box — agy — (1 +bg)z — agv + e(—cox?® — crzy — b2 — A1V

+F0(ta x,Y,z, U)) + 0(52)7

ou la fonction Fy(t, x,y, z,v) a été définie dans ’énoncé du théoréme 5.1.1 et nous notons
les nouvelles variables (X,Y, Z, V') encore par (x,y,z,v). Le systéme différentiel (5.2.2)
avec € = 0 s’appelle le systéme différentiel non perturbé.

lorigine est 'unique point singulier du system (5.2.2) lorsque € = 0. La partie linéaire

du systéme avec € = 0 a 'origine est

<
<

N
N

<
<
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5.2. Preuves

ou
0 1 0 0
0 0 1 0
A= . (5.2.3)
0 0 0 1

—bo —a —(]. ‘I‘bo) —Qo
Les valeurs propres de la matrice A sont +i et —(ag £ y/ag — 4by)/2. On va faire un

changement de variable linéaire
(X,Y,Z2, V)T = B(x,y, z,v)", (5.2.4)

telle que dans les nouvelles variables (X,Y, Z, V), le systéme (5.2.2) avec ¢ = 0 a sa partie
linéaire égale a sa forme normale de Jordan c.a.d. (X,Y,Z, V) = J(X,Y, Z,V)".

La forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

0 -1 0 0
1 0 0 0
J =
0 0 —(ao—\/a%—4b0)/2 0
0 0 0 —(a0+\/a3—4b0)/2
On a BAB'=J— BA—-JB=0
d’ou
0 bo ao 1
bo Qo 1 0
B= :
-N 1 —-N 1
-L 1 —-L 1

1 1
ou L= —§(a0 + /a2 —4by), N = 5(—610 + /a2 — 4by),

par la transformation linéaire inversible (X,Y, Z, V)T = B(z,y, z,v)T

c.a.d.

X x X T
Y Y

Z z Z Z
V v V v
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5.2. Preuves

on trouve
X =boy+aps+v
Y = boi + agy + 2, (5.2.5)
Z = ao+\/ —4box+y+ (ag + /a2 — 4bg)z + v,
. 1 1 S
V= 5((10 — /a3 —4by)x + 9 + §(a0 — /a3 —4by)z + 0,
on a
T X
V| _pa Y
Z Z
v Vv
on obtient
B ag (bO 1) ao(\/ao 4b0+a0) 2bg+2
(a3+(b071)2)X + (ag+(bo—1)2 Y T 24/ a3 —4bo(ad+(bo—1)2) z
_’_ao(\/ G —4bg—ag)+2bo— 2V
24/ a3 —4bo(aZ+(bo—1)?2)
(bo—1) i y — v/ a§*4bo(50*1)+a0(b0+1))z
T (ag+(bo—1)2) (a2+(bo 1)?) 24/a2—4bo(aZ+(bo—1)2)
_(\/ao 4bg(bo—1)—ao b0+1))v
Yy _ 2\/11 —4bo (a2 +(bo— 1)2)
» _ o= + a0 _ (/a§ 4b0(b0—1)+a0(b0+1))Z
(a§+(bo—1)2) (ag+(bo—1)?) 2\/agf4b0(a(2)+(b071)2)
v _(\/ao 4b0 bo— ]. —ag bo+1))v
24/ ag—4bo( a0+(bo 1)?)
__ (bo—1) _ ag 4 (v ag— 4b0(%"’bg_bO)_ao(a8+bg_3bO))Z
(a3+(bo—1)2) (ag+(bo—1)?) 24/a2—4bo(a3+(bo—1)2)
(\/ao 4bg (a2 +b2—bo)+ao(aZ+bZ—3bo) )V
24/ ag—4bo(a+(bo—1)2)
(5.2.6)
On remplace (5.2.2) et (5.2.6) dans (5.2.5), on trouve
X= —Y+eGt,X,Y,Z,V)+ O(c?),
Y = X,
(5.2.7)
Z= LZ+eGt,X,Y,ZV)+ O(e?),
V= NV+eGt,X,Y,ZV)+ O(e?),
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5.2. Preuves

avec

Gt X,Y,Z, V)= Fyt,a(X,Y,Z,V),b(X,Y,Z,V),c(X,Y, Z,V),
AdX,Y,Z,V)) +e(X,Y,Z,V),

ou a(X,Y,Z,V), b(X,Y,Z,V), «(X,Y, Z,V) et d(X,Y, Z,V) sont
(a2 — 20y 4 2) (V — Z) + /a2 — 4by(2(bg — 1)Y + ao(V — 2X + Z))
2v/ad — 4bo(a + (b — 1)?)
VaZ = 4bo(—boV +V +2(by — )X + 2a0Y — boZ + Z) — ag(bo + 1)(V — Z)
2v/a2 — 4bg(a3 + (bo — 1)2)
(a2 4+ 2(by — 1)b) (V — Z) + /a2 — 4bo(—2(by — 1)Y — ag(V — 2X + Z))
2v/a2 — 4by(a3 + (bo — 1)2)
Va2 —4by (V + Z)a2 — 2Yag + (by — 1)(bo(V + Z) — 2X)) — ag (a2 + (by — 3)bo) (V — 2)

2y/ag — 4bo(a2 + (by — 1)2) ’

respectivement, et e(X,Y, Z, V) est égal a

! 5
A(ad — 4bo)(ad + (b — 1)2)? (2 (a1 (V(X = 22) + XZ)ag — (20:1(V = X)(X - Z)

(V2= 2XV 4 2X% + 2% —2XZ) + Y (cr(V = 2X + Z) + ar((bo — 2)V +2X

)

Y

?

+(bo — 2)2)))ag + (a1 (V2 + ((b3 — 4by — 1) X — 2(B — Bbo + 1) Z)V

—2(bg — 1) X2 4 2bpY? — 2Y2 + Z2 + (b — 4by — 1) X Z)

+2(c1( = X2+ ZX+Y? 4+ V(X = Z)) — (b1 — )Y (V — 2X + Z))

Fbo(2(b1 — )Y (V = 2X + Z) + 1 (V2 = 2XV +2X? - 2Y? + 72 - 2X 7)) ) a}
(=01 ((Z2 = 2Y?) B + 4(2X2 = 2ZX + Y?)bo + (b3 + 1)V? — 2Y2 4 22

=2V (ZW + A(X — Z)bo + Z)) — 2¢2((1 — 2bg) V2 + (4boX — 2Z)V + b3Y?

+Y2 4 22 =200 (2X% = 2ZX + Y2+ Z%)) + Y (er(V = 2X + Z)(bo + 1)?
tar(— (V4 2)b5+2(3V + X +32)b2 + (—9V +4X — 9Z)by + 2X)) ) al

+(bo — 1) (= 8bo(b1 — )Y (V = 2X + Z) + arbo((bo + 3)V* — 2(2(by + 1) X
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5.2. Preuves

—3(bg — 1)Z)V + 8X? — 8Y2 + by 2% + 3Z% — 4(bg + 1) X Z) — ¢1((3by + 1)V?
—2(4boX — boZ + Z)V + Z* + by (8X? — 8ZX — 8Y? + 3Z%)))ay

+2(by — 1) (201 Y (V + 2)02 + (b1 (V2 = 22V — 4Y? + Z%) +2Y (—2a, X + 2¢,Y
—c1(V =2X + 2)))by — co(V = Z)?)) — 2¢/ag — 4bo(V — Z) (a1 X ag + ((c1 — arby)Y’
e (V —2X + Z))ag + (— 2c2Y + a1 (X3 —4Xby +V + X + Z)

—bo(c1(V = 2X + Z) — 2¢5Y))ad + (bo — 1) ( — (a1 (b3 — 3bo — 2) + (bo + 3)c1)Y
+(bo+ 1)1 (V = 2X + Z) — 2¢2(V — 2X + Z))ag — (bo — 1)*(—2(bob1 + by — 2¢2)Y

(V= 2X + Z) + a(bo(V + Z) — 2X)))>.

Nous étudions les solutions périodiques du systéme différentiel (5.2.7).

On utilise la notation du théoreme 2.2.3. D’aprés le systéme (5.2.7), on a

X -Y G(t,X,Y, Z, V)
Y X 0

€T = , Fy= , Fi=
A LZ G(t,X, Y, Z, V)
Vv NV G(t,X,Y, Z, V)

Les solutions périodiques du systéme (5.2.7) avec € = 0 sont

X(t) Xocost — Yysint
Y(t Xosint + Ygcost
| %o ’ . (5.2.8)
Z(t) 0
V(t) 0

Cet ensemble de solutions périodiques est de dimension deux, tous ayant la période
2m. Pour chercher les solutions périodiques du systéme différentiel (5.2.7) avec || # 0

suffisamment petit nous devons calculer les zéros z = (X, Y0,0,0) de la fonction F(z)

définie dans (2.2.14).
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La matrice fondamentale M (¢) du systéme différentiel non perturbé (5.2.7) est

cost —sint 0 0
sint cost 0 0
M(t) =
0 0 exp(Lt) 0
0 0 0 exp(Nt)
D’autre part, un calcul simple donne
00 0 0
. . 00 0 0
M= (0) — M~ (2m) =
0 0 1—exp(—27L) 0
00 0 1 —exp(—27N)

Puisque by # 0, toutes les hypothéses du théoréme 2.2.3 sont vérifiées. Par conséquent

nous allons étudier les zéros de la fonction F( Xy, Yo) = (F1(Xo, Yo), Fa(Xo, Yo)) ou
27
1
Fo¥o) =¢ | 5 [ MR XY (0,200 V)t
0

ou X(t),Y(t),Z(t),V(t) sont donnés dans (5.2.8). Par conséquent aprés quelques
calculs nous obtenons les fonctions Fy(Xo, Yy) pour k& = 1,2 de 'énoncé du théoréme
5.1.1.

Les zéros (X§, Yy") de la fonction F (X, Yy) satisfaisant (5.1.2) fournissent des solutions
périodiques du systéme (5.2.7) avec ¢ # 0 suffisamment petit. Du théoréme 2.2.3 la
solution périodique (X (¢,¢),Y (t,€), Z(t,e),V(t,e)) du systeme différentiel (5.2.7) donnée

par le zéro (X, Y) satisfait
(X(0,¢),Y(0,¢), Z(0,¢),V(0,¢)) = (X5,Yy,0,0) + O(e).

En revenant par les changements des variables (5.2.1) et (5.2.4) nous obtenons la solu-
tion périodique (x(t,e),y(t,e), 2(t,€),v(t,€)) du systéme différentiel (5.2.7) avec € # 0

suffisamment petit satisfaisant

(2(0,¢),5(0,¢),2(0,¢),v(0,¢)) = e(z*, 9y, 2*,v*) + O(£?),
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ou
oo v (o= DYF — a0 Xg J = — (b — 1) Xg + aoYy

ag + (bo — 1)? ag + (bp — 1)
Par conséquent nous avons une solution périodique u(t,e) de I’équation différentielle du

(bo — ].)Yb* — CLQXS 9
2+ (o~ 1) +0(e%).

4—ordre (5.1.1) avec a2 —4by > 0 et by # 0, telle que u(0,¢) = ¢

|

Preuve du corollaire 5.1.1. Nous devons appliquer le théoréme 5.1.1 avec
Fo(t,z,y,z,v) = (y — 1)(2 — cost). Aprés quelques calculs faciles les fonctions F; et
F5 du théoréme 5.1.1 sont
(lg + ZYE)(I() + (bg — 1)(b0 + 2X() — 1)

2(ag + (b — 1)?) ’

_aoXo —boYp + Yo

a% + (bg — 1)2

fl(X()a %) =

FQ(X(N }/0) =

Le systeme F; = F, = 0 a seulement une solution (X§,Yy) = ((1 — by)/2, —ao/2), et les
valeurs propres de la matrice jacobienne pour cette solution sont ((bo —-1)+ agi) / ((bo —
1)%+ ag). Par conséquent d’apres le théoréme 2.2.3 la solution périodique correspondante
qui est associée au zéro ((1 — by)/2, —ao/2) est asymptotiquement stable si by — 1 < 0, et
est instable si by — 1 > 0. Le reste de la preuve suit en utilisant le théoréme 5.1.1. m

Preuve du corollaire 5.1.2. Nous devons appliquer le théoréme 5.1.1 avec
Fo(t,z,y,z,v) = (x — 1)(1 4+ cost). Aprés quelques calculs faciles les fonctions F; et
JF5 du théoréme 5.1.1 sont
_a% + Xoag + (bg — 1)(by — Yo — 1)

2 (ag + (bo — 1)?) ’

(bo — 1) Xo + apYp
2(af + (bo —1)%)

fl(X07}/b) =

fQ(X()?}/O) = -

Le systéme F; = F» = 0 a seulement une solution (X, Yy) = (—ag, by — 1) et les valeurs
propres de la matrice jacobienne (5.1.3) sont (—ag+|bo—1]7)/(2(ad+(bg—1)?). Maintenant
d’apres le théoreme 2.2.3 la solution périodique correspondante qui est associée au zéro
(—ap, by — 1) est asymptotiquement stable si ag > 0, et est instable si ag < 0. Encore le

reste de la preuve suit en utilisant le théoréme 5.1.1. m
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Preuve du théoréme 5.1.2.

hypothéses du théoréeme 5.1.2 nous avons le systéme

rT= Y,
y= z,
z= v,
0= —box — (1+by)z + e(—cox?® — c1xy — bizz — azv

+F0(tax7yazvv)) + 0(52)7

En suivant la preuve du théoréeme 5.1.1, avec les

(5.2.9)

au lieu du systeme (5.2.2), ou la fonction Fy(t,z,y,z,v) a été définie dans I’énoncé du

théoréeme 5.1.2. Le systéme non perturbé a un point singulier unique, l'origine. La partie

linéaire du systéme avec € = 0 a 'origine est

i
y

z

.

ou

0

0

=A

0

0

<

N

<

1

0

0

1

by 0 —(1+by) 0

(5.2.10)

Puisque by > 0 et by # 1. Les valeurs propres de la matrice A sont i et ++/by7 . On va

faire un changement de variable linéaire

(X,Y, 2, V)T = B(x,y, z,v)",

(5.2.11)

telle que dans les nouvelles variables (X, Y, Z, V), le systéme (5.2.9) avec € = 0 a sa partie

linéaire égale a sa forme normale de Jordan c.a.d. (X,Y,Z, V)" = J(X,Y, Z,V)".

La forme normale réelle de Jordan de la matrice A est J =

95

0

1

—1

0

0
0

0
0

0
Vbo

0

0

—Vbo
0
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On a BAB'=J— BA—-JB=0
d’ou

0 b 0 1

bp 0 1 O
B p—

0 1 0 1

Vb 0 by 0

Le systéme différentiel (5.2.9) devient
X= Y +eGt,X,Y,Z,V)+0(c?),

Y = X,

| (5.2.12)
Z = bV +eG(t, XY, Z,V)+ O(c?),

V: \/b_()Z,

avec

Gt X,Y,Z, V)= Fyt,a(X,Y,Z,V),b(X,Y,Z,V),c(X,Y,Z,V),d(X,Y, Z,V))

+e(X,Y,Z,V),
ol
a(X,Y,Z,V) = M,
(bo — 1) Vbo
X—-Z
b(X,Y,2,V) = :
by — 1
Y
(XY, 2,v) = YoV =Y
bo — 1
boZ — X
AX,Y,Z, V)= 2=
by — 1

respectivement, et e(X,Y, Z, V) est égal a

(V—JEﬂ(mZ@m+MV%—@WY—QX+QY—@Y+q@VE—@V>
(by — 1)2ho '
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Nous étudions les solutions périodiques du systéme différentiel (5.2.12). On utilise la

notation du théoréme 2.2.4. D’aprés le systéme (5.2.12), on a

X i Ve G(t,X,Y,Z, V)
Y X 0

Tr = s FO = s Fl =
Z —VboV Gt,X,Y,Z, V)
1% VbhoZ 0

Les solutions périodiques du systéme non perturbé (5.2.12) sont

X(t) Xocost — Ypsint
Y (t Xosint + Y¢ t
| _ OSHLE T Ho €08 . (5.2.13)
Z(t) Zy cos (\/b_ot) — Vpsin (\/b_ot)
V(t) Zgsin (v/bot) + Vo cos (v/bot)

Puisque by = p*/q®> # 1 'ensemble de solutions périodiques du systéme non per-
turbé a la dimension quatre, tous ayant la période T' = 2qgw. Pour chercher les solutions
périodiques du systéme différentiel (5.2.12) avec |e| # 0 suffisamment petit nous devons
calculer les zéros z = (Xo, Yo, Zo, Vo) de la fonction F(z) définie dans (2.2.15).

La matrice fondamentale M(t) du systéme différentiel non perturbé (5.2.12) le long
de toute solution périodique (5.2.13) est

cost —sint 0 0
sint cost 0 0
0 0 cos (\/b_ot) —sin (\/%t)
0 0 sin (v/bot)  cos (v/bot)
Puisque by = p*/q* # 1 avec p et ¢ sont des nombres entiers positifs toutes les hy-
pothéses du théoréme 2.2.4 sont vérifiées. Par conséquent nous devons étudier les zéros
de la fonction F(z) = (Fi(2), Fa(z), F3(2), Fu(z)) ou z = (X, Yo, Zo, Vo), €t

2qm

F(Xo, Yo, Zo, Vi) = 2% / MY F (L X (1), Y (8), Z(1), V (),
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ou X(t),Y(t),Z(t),V(t) sont donnés dans (5.2.13). Par conséquent aprés quelques
calculs nous obtenons les fonctions Fy (X, Yo, Zo, Vo) données dans 1’énoncé du théoreme
5.1.2. De zéros (X§, Yy, 25, Vo) de la fonction F (X, Yy, Zo, Vo) satisfaisant (5.1.4) four-
nissent les solutions périodiques du systéme (5.2.12) avec € # 0 suffisamment petit. Du
théoreme 2.2.4 la solution périodique (X (t,¢), Y (t,¢), Z(t,€), V(t,€)) du systéeme différen-
tiel (5.2.12) donnée par le zéro (X, Yy, Z§, V) satisfait

(X(0,¢),Y(0,¢), Z(0,¢),V(0,¢)) = (X5, Y5 Z5, V) + Ofe).

En revenant par les changements des variables (5.2.1) et (5.2.11) nous obtenons la
solution périodique (x(t,¢),y(t,€), 2(t,€),v(t,€)) du systéme différentiel (5.2.12) avec ¢ #
0 suffisamment petit satisfaisant (x(0, €),y(0,¢), 2(0,¢),v(0,¢)) = e(z*, y*, 2*,v*) + O(&?),

ou

VWYY -V Xe—Zy VoV =YY L hZy — X
T = T N a0 y - T 1 > z = -7 4 =0 -
(bo — 1) vbo bo— 1 b — 1 bo — 1

Par conséquent nous avons une solution périodique u(t,e) de I’équation différentielle du

4—ordre (5.1.1) avec ag = 0, by = p?/q® # 1, p et ¢ sont des nombres entiers positifs, telle

VboYs — Vi
que u(0,6) =e~——L2 0 L O(c?). m
(bo — 1) Vbo
Preuve du corollaire 5.1.3. Nous devons appliquer le théoréme 5.1.2 avec

Fo(t,z,y,z,v) = (y — 1)(2 — cost), ap = 0, by = 1/4 et a3 = by = ¢; = co = 0. Aprés

quelques calculs faciles les fonctions Fj, pour k£ = 1,2, 3,4 du théoreme 5.1.2 sont

Fi(Xo, Yo, Zo, Vo) = 3_68X°,
Fa(Xo, Yo, Zo, Vo) = —%lYo,
Fs(Xo, Yo, Z0, Vo) = Zo,
FiXo, Yo, 20, Vo) = 2V

Le systéme F, = 0 pour k = 1,2, 3,4 a seulement une solution
3
(X6<7 YE)*> Z(>)k? ‘/O*) = (§> 07 07 O> )

et les valeurs propres de la matrice jacobienne (5.1.5) correspondant & cette solution sont

51 4 4
377 33
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Par conséquent d’apres le théoreme 2.2.4 la solution périodique correspondant au zéro
(Xg, Yy, Z§, V) est instable. Le reste de la preuve suit en utilisant le théoréme 5.1.2. m

Preuve du corollaire 5.1.4. Nous devons appliquer le théoréme 5.1.2 avec
Fo(t,z,y,z,v) = (x — 1)(1 + cost), ap = 0, by = 1/4 et a3 = by = ¢; = 3 = 0. Apres

quelques calculs les fonctions Fy pour k = 1,2, 3,4 du théoréme 5.1.2 sont

Fi(Xo, Yo, Zo, Vo) = _3%‘%
FoXo Yo, 20, Vo) = 2o,
Fo(Xo, Yo, Zo. Vo) = 2V,
FilXo. Yo 20, Vo) = ~2%,

Le systeme F, = 0 pour k = 1,2, 3,4 a seulement une solution

3
(Xg>%*7zgv‘/()*) = <07 _17070) s

et les valeurs propres de la matrice jacobienne (5.1.5) correspondant & cette solution sont

i%x@ i ig i.
Par conséquent d’apres le théoréeme 2.2.4 nous ne pouvons pas déterminer la stabilité de
la solution périodique correspondante associée au zéro (X, Yy, Z5, Vy). Le reste de la
preuve suit en utilisant le théoréme 5.1.2. m

Preuve du théoréme 5.1.3. Encore en suivant la preuve du théoréme 5.1.1, sous

les hypothéses du théoréme 5.1.3 nous avons le systéeme

=y,

y= z,

P— (5.2.14)
0= —byx — (1+by)z + e(—cox?® — crxy — bizz — ajzv

+F0(t7 T, Y, z, U)) + 0(52)7
au lieu du systéme (5.2.2), ou la fonction Fy(t,z,y,2,v) a été définie dans ’énoncé du
théoreme 5.1.3. Le systéme non perturbé a un point singulier unique, ’origine des coor-

données.
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La partie linéaire du systéme avec ¢ = 0 a 'origine est

ou

=A
0 1
0 0
0 0
-1 0

1

0

-2

1

0

(5.2.15)

Puisque ag = 0 et by = 1. Les valeurs propres de la matrice A sont +¢ avec la multiplicité

deux. On va faire un changement de variable linéaire

(X,Y,Z, V)T = B(z,y,z,v)",

(5.2.16)

telle que dans les nouvelles variables (X,Y,Z, V), le systéme (5.2.14) avec ¢ = 0 a sa

partie linéaire égale a sa forme normale de Jordan c.a.d. (X,Y,Z, V)T = J(X,Y, Z,V)T.

La forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

0
J=1

0

0
On a
d’ou

0

2
B—

1

0

-1

0
0

0
-1

1

0
0

0

1
0

0

1
-1

0

BAB'=J— BA—-JB=0

0
-1

Le systéme différentiel (5.2.14) devient
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ou

Gt,X,Y,Z, V)= Fy (

X +V,

— V,

LY VX

2 2

7 —

Y
2 Y

Y +Z+eGt,X,Y,Z,V)+ O(e?),

(5.2.17)

Z—eG(t, XY, Z V) + O(e?),

(—3V — X))

DO | —

1
_Z_lY(Cl(V + X) — a1(3V + X) — bly + 02Y + 2b1Z)

Nous étudions les solutions périodiques du systéme différentiel (5.2.17). On utilise la

notation du théoréme 2.2.5. D’aprés le systéme (5.2.17), on a

N~ M

v

Y+ Z

X+V

Vv

A

G(t, X,Y,Z, V)
0

0

-G(t, X,Y,Z,V)

Les solutions périodiques du systeéme (5.2.17) avec € = 0 sont celles données dans (5.2.8).

Cet ensemble de solutions périodiques a la dimension deux, toutes ayant la période 2.

Pour chercher les solutions périodiques du systéme différentiel (5.2.17) avec |e| # 0 suff-

isamment petit nous devons calculer les zéros z = (X, Yy, 0,0) de la fonction G(z) définie

dans (5.1.2). La matrice fondamentale M (t) du systéme différentiel non perturbé (5.2.17)

le long de toute solution périodique (5.2.8) satisfaisant M (0) est la matrice d’identité 4 x 4

est

cost

sint cost
0 0
0 0
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Ainsi
cost sint —tcost —tsint

1 —sint cost tsint —tcost
M™(t) = ,
0 0 cost sint
0 0 —sint  cost
et la matrice M ~1(t) vérifies
00 27 O
-1 1 0 0 O 277'
M=7(0) — M~ (2m) =
00 0 O
00 0 O

Ainsi toutes les hypothéses du théoreme 2.2.5 sont vérifiées. Par conséquent nous devons

étudier les zéros de la fonction G( Xy, Yy) = (G1(Xo, Yo), G2(Xo, Yo)) ou
2m
1
00X, Yo) =€ | 5 [ MUOR( XY (0.2, Vi)t |
0

ou X (t),Y(t), Z(t),V(t) sont donnés dans (5.2.8). Par conséquent aprés quelques calculs
nous obtenons les fonctions Gy (Xo,Yy) pour k& = 1,2 de I’énoncé du théoréeme 5.1.3.
Les zéros (X§,Y) de la fonction G(Xy, Yp) satisfaisant (5.1.2) fournissent des solutions
périodiques du systéme (5.2.17) avec € # 0 suffisamment petit. Du théoreme 2.2.5 la
solution périodique (X (t,¢),Y (t,¢), Z(t,€), V(t,€)) du systéme différentiel (5.2.17) donnée

par le zéro (X§,Yy) satisfait
(X(0,¢),Y(0,¢),Z(0,¢),V(0,¢)) = (X7, Y;,0,0) + Ofe).

En revenant par le changements des variables (5.2.1) et (5.2.16) nous obtenons la solu-
tion périodique (x(t,¢),y(t, ), 2(t,€),v(t,€)) du systéme différentiel (5.2.17) avec € # 0
suffisamment petit satisfaisant (x(0,¢),y(0,¢), 2(0,¢€),v(0,¢)) = e(z*, y*, 2*,v*) + O(g?),

ou
*
Y

xr = —zZ =

* *

X3
2 Y 2

Par conséquent nous avons une solution périodique u(t,e) de I’équation différentielle du

4—ordre (5.1.1) avec ap = 0 et by = 1, telle que

*

u(0,¢) = 5Y70 + O(&?).
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Preuve du corollaire 5.1.5. Nous devons appliquer le théoréme 5.1.3 avec
Fo(t,z,y,z,v) = (y — 1)(2 — cost), ap = 0, by = 1 et a3 = by = ¢; = ¢3 = 0. Apres
quelques calculs les fonctions G, pour k£ = 1,2 du théoréme 5.1.3 sont

1

G1(Xo, Yo, 20, Vo) = 15(5X0 — 67Yp +27),
1
Go (X0, Yo, 20, Vo) = 15(67(Xo +1) + 7).

Le systeme G, = 0 pour k£ = 1,2 a seulement une solution

2
(Xo. ¥5') = <_93(52 14:53;)’ 35 f237;7r2>

Les valeurs propres de la matrice jacobienne (5.1.3) correspondant & cette solution sont
(6 + /3672 — 1 z) /12. Par conséquent d’aprés le théoréme 2.2.5 la solution périodique
correspondante associée au zéro (X§,Y ) est instable. Le reste de la preuve suit en
utilisant le théoreme 5.1.3. m

Preuve du corollaire 5.1.6. Nous devons appliquer le théoréme 5.1.3 avec
Fo(t,z,y,z,v) = (x — 1)(1 4+ cost), ap = 0, bp = 1 et a1 = by = ¢; = ¢3 = 0. Apres

quelques calculs les fonctions G, pour k = 1,2 du théoréeme 5.1.3 sont

1 Y.
g1<X07}/07 ZO> %) = Z (WXO - go + 3> )

1
gZ(X07}/07 Z07 ‘/E)) = ﬂ(Gﬂ-(}/O - 2) - 13X0)

Le systeme G, = 0 pour k£ = 1,2 a seulement une solution

96T 18 (13 — 4x?
(Xo, ¥g) = (13 — 3672’ 15% — 36m2 ))
Les valeurs propres de la matrice jacobienne (5.1.3) correspondant & cette solution sont
(67r + \/ﬁ) /24. Par conséquent d’apres le théoreme 2.2.5 la solution périodique corre-
spondante associée au zéro (X, Yy") est instable. Le reste de la preuve suit en utilisant

le théoréme 5.1.3. =
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CHAPITRE

Solutions périodiques
pour une classe
périodique des équations

différentielles de Dufting

6.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous étudions les solutions périodiques de la classe des équations de

Duffing données par

4 ct)x 4+ a(t)z +b(t)a® = h(t, x), (6.1.1)

ou les fonctions a(t), b(t), c(t) et h(t,z) sont C? et T-périodiques en t.

Au lieu du travail avec I’équation différentielle de Duffing T-périodique (6.1.1) nous

travaillerons avec le systeme différentiel du premier ordre T-périodique suivant

r =y, (6.1.2)

/

y = —c(t)y—a(t)x —b(t)z® + h(t,z).

Nous supposons que les fonctions suivantes sont T-périodiques en ¢
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b(s)ekds, g(t, x) = /h(s,x)ek(s)ds.
0
Nos résultats sur les solutions périodiques du systéme différentiel (6.1.2) sont les suiv-

o\“o\ﬁ*

ants.

Théoréme 6.1.1 Nous considérons le systéme différentiel (6.1.2) ou les fonctions a(t),
b(t), c(t) et h(t, x) sont C? et T-périodiques en t. Alors, on a les affirmations suivantes
pour € # 0 suffisamment petit.

(1) Pou,r chaque zéro simple (x5, y5) du systéme
T T

_5”8/ (t)e “*Oar — $0/m Ot +/ (t,xg)e_k(t)dt+y0/6_k(t)dt =0,
0

0

T T
—3xo/n(t)2ek(t)dt - a:g/n(t)(élm(t) — ga(t, x0))e *Vdt + 3x(2)yo/n(t)
0

T T

kOt + 322 /n (t, z0)e *Oat — xg/m — ga(t, x0))e Dt
0 0

T

+ / 9(t, 20) () — galt, 20))e O dt + o

0
le systéme (6.1.2) a une solution périodique (z(t),y(t)) telle que (z(0),y(0)) est proche

(m(t) — gu(t, x0))e "Bt = 0,

St~

de (5, Y5)-

2) Pour chaque zéro simple (x3,ys) du systéme
0> Y Y
T T

T
—xg/n(t e FOdt — /m (t)e *Ddt + yo/e_k(t)dt =0,
T

0

T T
—3z) /n )2e *Odt — 443 /n e M t)dt+3:z:0yo/n e *Odt—
0 0 0
T
xg/m dt—l—/htazo )dt—l-yo/m Ot =0,

le systeme (6.1.2) a une solution pemodzque x(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (x5,9p)-
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(3) Pour chaque zéro simple (z§,ys) du systéme
T T T

—mo/m(t)e_k(t)dt+/g(t :L‘O)e_k(t)dt+y0/e_k(t)dt =0,

0 0
T r T
—:Ug/b dt—xO/m — g.(t, z0)) t)dt—l-/g (t, z0)(
0 0 0
T
9x(t, %0)) dt‘i‘yo/ — gu(t, o) )e "t = 0,

le systéme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (z(0),y(0)) est proche

de (x5,9p)-

(4) Pour chaque zéro simple (x§,ys) du systéme
T T T

—x%/n(t)e‘“”dt—k/g(t xo)e_k(t)dt—l-yo/e_k(t)dt: 0,

0

T T T

—3x8/n —k® dt+x3/n o (t, z0)e * Dt + 3:1:%y0/n(t)e_k(t)dt+
0 0 0

T

T
n(t)g(t, wo)e ™ Vdt — g / a(t)e"Vdt / g(t, 20)ga (t, z0)e Wt
0 0

2
3z

—Y gx(t7x0)€_k(t)dt = O»

S T T

le systéme (6.1.2) a une solution périodique (z(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche
de (5, y5)-

(5) Pour chaque zéro simple (z§,ys) du systéme
T

m(t)e *Ddt 4 5, / e MOt =0,

r T T
b(t t—xo/m 2”“ dt—l—/h(t,:co dt—i—yo/m
0 0 0

le systéme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (z(0),y(0)) est proche

T
0/
/T
0
=0,

de (x5,9p)-

6) Pour chaque zéro simple (x3,vy;) du systéme
0> Yo (Y
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T T
—:cg/n(t)ek(t)dt + Yo /ek(t)dt =0,
0

T

T T T
—3x) /n )2 e kW) dt—I—SxOyO/n _k(t)dt—xo/a(t)ek(t dt—l—/h (t,x0)e
0 0 0

0

’

le systéme (6.1.2) a une solution périodique (z(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche
de (5, y5)-

(7) Pour chaque zéro simple (z§,ys) du systéme
T

T
/g (t,x0)e e *Odt + yo/ek(t)dt =0,
0

0

T T T T
—x%/b(t}ek(t)dt—a:o/a(t)ek(t)dt—/g(t,xo)gz(t,xo)e_k(t)dt—yo/gx(t,xo)
0 0 0 0
—k0dt = 0,

le systéme (6.1.2) a une solution périodique (z(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche
de (25,5)-

(8) Pour chaque zéro simple z§ de la fonction
T T T

—xg/b(t)ek(t)dt—xg/a(t)ek(t)dt+/h(t,xo)ek(t)dt

0 0 0
le systéeme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (z(0),y(0)) est proche

de (z5,0).

Dans I’énoncé du théoréme suivant nous supposons que les fonctions suivantes sont

T-périodiques en t
t t t

m(t) = / a(s)ds, n(t) = / b(s)ds, g(t,z) = / h(s, z)ds.

0 0 0
Théoréme 6.1.2 Nous considérons le systeme différentiel (6.1.2) ou les fonctions a(t),
b(t), c(t) et h(t, x) sont C? et T-périodiques en t. Alors, on a les affirmations suivantes
pour € # 0 suffisamment petit.

(1) Pour chaque zéro simple (z§,ys) du systéme
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T
—:cg/n dt—xg/m dt—f—/gtxo)dt—l—Tyo:O,
0

—ng/n(t)th - :L‘g/n(t)(élm(t) — gu(t, o) — c(t))dt + 3x2yo /n(t)dt+

333%/n(t) (t, wo)dt — :vo/m — g2(t,mg) — ¢(t))dt + /g(t,xo)(m(t)
—g.(t, o) — c(t))dt + yo/ — gu(t, o) — c(t))dt = 0,

le systéme (6.1.2) a une solutwn périodique (z(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (x5,9p)-

(2) Pour chaque zéro simple (z§,vys) du systéme
T

—zd /n(t)dt — xO/m(t)dt +T yo =0,
0

0
T

—3:1;3/n(t)2dt—x3/Tn(t)(4m(t) — c(t))dt+3x§yO/Tn(t)dt—x0/Tm(t)(m(t)—

0
T

T
c(t))dt + / h(t,zo)dt + yo /(m(t} —¢(t))dt =0,

0 0
le systéme (6.1.2) a une solution périodique (z(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (5, Y5)-
(3) Pour chaque zéro simple (x§,ys) du systéme

—xo/m dt—i—/ (t,z0)dt + T yo = 0,

—af / b(t)dt — / m(t)(m(t) — gu(t, 30) — () dt + / g(t,x0)(m(t) — ga(t,x0)—

0 0
T

e()dt + 11 / (m(t) = gu (¢, x0) — c(t))dt = 0,

0
le systéme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (x5,9p)-
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(4) Pour chaque zéro simple (z§,ys) du systéme
T T

—mg/n(t)dt+ /g(t,xo)dt+T Yo =0,

0 0

—395(5)/Tn(t)2dt—i—xg/Tn(t)(gx(t,xo) +c(t))dt+3x§y0/Tn(t)dt+3x3/Tn(t)

T T T
gt au)dt — o [ a(t)it ~ [ glt.a0)lg.(t0) + ()it — o [ (g.(t.0) + (D)
0 0 0
le systéme (6.1.2) a une solution périodique (z(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (5, 95)-
(5) Pour chaque zéro simple (z§,ys) du systéme

—Tp /m(t)dt + T yo =0,

—1’0/ dt—xo/m dt—l—/Thtxgdt—i-yo/T( (t) —c(t))dt = 0,

0
le systeme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (z5,9p)-

(6) Pour chaque zéro simple (x§,ys) du systéme
T

—xg/n(t)dt + T yo =0,
0

T T T T T
—3:1:8/n(t)2dt+mg/c(t)n(t)dt+3:E(2)yo/n(t)dt—:po/a(t)dtJr/h(t,mo)dt—
0 0 0 0 0

yg/Tc(t)dt =

0
le systéme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (x(0),y(0)) est proche

de (5, Y5)-
(7) Pour chaque zéro simple (x§,ys) du systéme

T
/gt£0dt+Tyg—O
0
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T T T T
:c/ dt—xo/a /gta:o (9o (t, o) + c(t))dt — yo/gzt:co
0 0 0
c(t))dt =0,
le systéeme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (z(0),y(0)) est proche
de (25,5)-

(8) Pour chaque zéro simple z§ de la fonction
T T T

a3 / b(t)dt — o / a(t)dt + / h(t, o) dt,

0 0 0
le systéeme (6.1.2) a une solution périodique (x(t),y(t)) telle que (z(0),y(0)) est proche

de (z§,0).
6.2 Preuve

Preuve du théoréme 6.1.1. Nous faisons le rescaling suivant des fonctions et des

variables qui apparaissent dans le systéme différentiel (6.1.2)

r = X,
y = ",
a(t) = e"A(t), (6.2.1)

b(t
c(t

h(t,z

)
)
) = em0(),
)

o € > 0 est un petit parametre, alors le systeme différentiel (6.1.2) devient

!

X = &gmy,

Y = —emC@)Y —em T m™AMX (6.2.2)
—e"™ "M B X3 ™™ (¢ X),

ot nous supposons 0 < ng, 0 < my < ny, mo < Ny, My < ny, et { ny — mag, ng — Mg, Ny —

mo} N {1} # 0. Nous distinguons les deux cas suivants avec leurs sous-cas correspondants

CasI:mo=1etng=0.CasII:my=1c¢t
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ng = 1. Nous avons partagé les cas I et II en les huit cas suivants
ny—mg=0,n9 —mg =0, n4 —my =0,
np—mg=0,ng—mg=0,n4 —my =1,

nl—mgzo,ng—m2:17n4—m2:0,

1)

2)

3)
ad) ng—mg=1,ny—my=0,n4 —my =0,
5) ni—me=0,ny—mg=1ng—ms =1,
6) ni—mo=1,ng—mg=0,n4 —my =1,
7) ni—me=1,ny—mg=1n4—mg =0,
a8) ni—mog=1,ny—my=1n4—myg=1,
ou o € {I,II} .

Nous supposons que les fonctions suivantes sont T-périodiques en ¢
t t

K(t) = / C(s)ds, M(t) = / A(s)eX9ds,

0 0
t

t
N(t) = /B(S>€K(S)d3’ G(t, Xo) = /H(S,XO)@K(S)dS.
0

0
Preuve de I’énoncé (1). Pour le cas (I.1), c.a.d. pour nzg =0, my =ny =ngy = ng =

1, alors le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit

X = gy,

!

Y = —-C@t)Y —At)X — Bt)X? + H(t, X). (6.2.3)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-

tion. Plus précisément, nous avons x =(X,Y),

Fy(t, x) = 0 , Fi(tx) = Y et
—~C)Y — A)X — BO)X?+ H(t, X) 0
0

0
En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques

Fg(t, X) =

(X (1), Y () = (Xo, (Yo — XoM(t) — XGN(t) + G(t, Xo))e K1),

pour tout (Xp, Yy) € R?\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont

T-périodiques. Maintenant en posant z = (X, Yy) et en résolvant 1’équation variationnelle
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(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale

1 0

M,(t) =
(=M (t) — 3X2ZN(t) + G(t, Xp))e KO K@)

Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), Fa(Xo, o)) définie dans (2.2.15) et nous

obtenons
T

T
F=-X} / N(t)e K®at — X, / M(t)e KOdt 4 / G(t, Xo)e KW dt+
0

0

T
Yo / e KWOqt,
0

T
T = —=3X§ / N(t)y?e " Wat — X3 / N(t)(4M(t) — Go(t, Xo))e XM di+
3X2Y, / N(t)e KOdt 4+ 3X2 / N()G(t, Xo)e KWt — X, / M(t)

(M(t) — Go(t, Xo))e K Ddt + / G(t, Xo)( — Go(t, Xo))e KOt
0

T
+Yo /(M(t) — GL(t, Xo))e KW,

D’ap(l)“és le théoreme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.3) a une solution périodique
(X(t,e),Y(t,¢e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand € — 0, pour chaque zéro
(X§,Yy) du systeme F; = 0, F, = 0, dont le jacobien est différent de zéro, c.a.d (X§, Yy)
est un zéro simple du systéme F; = 0, F» = 0. En revenant au systeéme différentiel (6.1.2)
par le changement de variable (6.2.1) I’énoncé (1) suit.

Preuve de I’énoncé (2). Pour le cas (I.2), c.a.d. pour n3g =0, mg = ny; = ny = 1,

ny = 2 alors le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit

I

!

Y = —C()Y — A®)X — B(H)X? + cH(t, X). (6.2.4)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-

tion.
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En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques
(X (1), Y (1)) = (Xo, (~XoM(t) — XIN(t) + Yo)e W),

pour tout (Xo, Yp) € R*\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = (Xj, Yy) et en résolvant ’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale

1 0
M,(t) =
(=M(t) — 3X2ZN(t))e KO KO
Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), F2(Xo, Yo)) définie dans (2.2.15) et nous

obtenons

T T T
Fi=-X} / N(t)e KWat — X, / M(t)e KOdt + v, / e KWt
0 0 0
T T T
Fy=—3X / N(t)2e KOqt — 4X3 / N(t)M(t)e KOdt 4 3X2Y, / N (t)
0 0 0

T T T
e KWdr — X, / M(t)?e KO qt 4 / H(t, Xo)e"Ddt + Y, / M(t)e KOz,
0 0

0
D’apres le théoréeme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.4) a une solution périodique

(X (t,e),Y(t,e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand ¢ — 0, pour chaque zéro
(Xg,Yy) du systéeme F; = 0, F, = 0, dont le jacobien est différent de zéro, c.a.d (X, Yy)
est un zéro simple du systéme F; = 0, F» = 0. En revenant au systéme différentiel (6.1.2)
par le changement de variable (6.2.1) I’énoncé (2) suit.
Preuve de I’énoncé (3). Pour le cas (I.3), c.a.d. pour n3g =0, mg =n; = ng = 1,
ne = 2 le systéeme différentiel (6.2.2) s’écrit
X = gy,

!

Y = —Cl)Y —A®)X + H(t,X) —eB(t)X>. (6.2.5)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-
tion.

En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques

(X(1),Y (1) = (Xo, (=XoM(t) + G(t, Xo) + Yp)e 1),
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pour tout (Xp, Yy) € R?\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = (X, Yy) et en résolvant 1’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale
1 0

(=M (t) + G.(t, Xo))e KO =K®)
Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), F2(Xo, Yp)) définie dans (2.2.15) et

M,(t) =

T

T
Fi = —XO/M(t)e_K(t)dt+/G(t,XO)e_K(t)dt+Y()/6_K(t)dt,
0 0

nous obtenons
T

0
T

Fy=—X} / B(t)eXWdt — X, / M(t)(M(t) — Go(t, Xo))e EOat + / G(t, Xo)

0
T

(M(t) — Go(t, Xo))e KOdt + Y, / (M(t) — Go(t, Xo))e KOt

D’apres le théoreme 2.2.4 le sys%éme différentiel (6.2.5) a une solution périodique
(X(t,e),Y(t,e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand ¢ — 0, pour chaque zéro
(X5, Yy) du systéeme Fy = 0, F, = 0, dont le jacobien est différent de zéro. En revenant
au systeéme différentiel (6.1.2) par le changement de variable (6.2.1) ’énoncé (3) suit.

Preuve de I’énoncé (4). Pour le cas (I.4), c.a.d. pour ng = 0, mg = ng = ng = 1,

ny = 2 le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit
X = &y,

’

Y = —C@t)Y —BO)X®+ H(t,X)—eA(t)X. (6.2.6)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-
tion.

En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques
(X(1),Y (1) = (Xo, (XN (1) + G(t, Xo) + Yp)e *1),

pour tout (Xp, Yy) € R?\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = (X, Yy) et en résolvant 1’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale
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1 0

(=3X2N(t) + Go.(t, Xo))e KO =K
Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), F2(Xo, Yp)) définie dans (2.2.15) et

M,(t) =

nous obtenons
T

T T
FL = —Xg/N(t)e_K(t)dt+/G(t,Xo)e_K(t)dt—I—Y()/e_K(t)dt,
0 0

T ° T T
Fy = —3XJ / N(t)2e KWt + X3 / N ()G (t, Xo)e KWOdt + 3X2Y, / N(t)
0 0

T T T ’
e K®at + 3X2 / N()G(t, Xo)e K®at — X, / At)eXOar — / G(t, Xo)
0 0

0
T

Ga(t, Xo)e ¥ Vdt — Yy / G (t, Xo)e Oat.

0
D’aprés le théoréeme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.6) a une solution périodique

(X(t,e),Y(t,¢e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand € — 0, pour chaque zéro
(X§,Yy) du systeme F; = 0, F, = 0, dont le jacobien est différent de zéro. En revenant
au systéme différentiel (6.1.2) par le changement de variable (6.2.1) ’énoncé (4) suit.
Preuve de I’énoncé (5). Pour le cas (1.5), c.a.d. pour ng = 0, mg = n; = 1,
ne = ng = 2 le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit
X = &y,

/

Y = —Ct)Y —At)X +eH(t,X) —eB(t) X3 (6.2.7)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-
tion.

En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques
(X(1),Y (1) = (Xo, (—XoM(t) + Yo)e KO,

pour tout (Xo, Yy) € R*\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = ( Xy, Yy) et en résolvant ’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale
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Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), Fa(Xo, Yo)) définie dans (2.2.15) et nous

obtenons
T

T
F = —XO/M(t)e_K(t)dt+Y0/6_K(t)
0

0
T

T
]-"2:—X§’/B() %zt—XO/M Ve K dt+/HtX0 KO g+
0

0

T
Yo / M(t)e KOt
0

D’aprés le théoréeme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.7) a une solution périodique
(X (t,e),Y(t,e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand ¢ — 0, pour chaque zéro
(Xg,Yy) du systéeme Fy = 0, F, = 0, dont le jacobien est différent de zéro. En revenant
au systeéme différentiel (6.1.2) par le changement de variable (6.2.1) ’énoncé (5) suit.

Preuve de I’énoncé (6). Pour le cas (1.6), c.a.d. pour ng = 0, my = ny = 1,

ny = ng = 2 alors le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit

/

X = gy,

/

Y = —C@t)Y —B(t)X?®—cA(t)X +cH(t,X). (6.2.8)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-
tion.

En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques
(X(1), Y (1)) = (Xo, (~XGN(¢) + Yp)e ¥,

pour tout (Xp, Yy) € R?\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = (X, Yy) et en résolvant 1’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale

1 0

M,(t) =
W —3XZN(t)e KO  ~K®)

Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), Fa(Xo, Yo)) définie dans (2.2.15) et nous

obtenons
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T

T
f}:—Xg/jWﬂeKmﬁ+Y@/eKmﬁ,
0

0
T

f——wj/NQ—“MHﬁxn/N-“m%w@/mmmww

0
/HtX e ®d

D aprés le théoreme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.8) a une solution périodique
(X(t,e),Y(t,e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand € — 0, pour chaque zéro
(X§,Yy) du systeme F; = 0, F, = 0, dont le jacobien est différent de zéro. En revenant
au systeme différentiel (6.1.2) par le changement de variable (6.2.1) ’énoncé (6) suit.

Preuve de I’énoncé (7). Pour le cas (1.7), c.a.d. pour ng = 0, my = ny = 1,

ny = ng = 2 le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit
X = &y,

/

Y = —C)Y +H(t,X)—cA(t)X —eB(t)X>. (6.2.9)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-
tion.

En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques
(X(1),Y (1) = (Xo, (G(t, Xo) + Yo)e KO,

pour tout (Xp, Yy) € R?\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = (Xj, Yy) et en résolvant ’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale

1 0

M,(t) =
" G.(t, Xo)e KO =K®)

Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, o), Fa(Xo, Yo)) définie dans (2.2.15) et nous

T T
/ (t, Xo)e t)dt+Yo/e_K(t)dt,
0 0

7

obtenons



6.2. Preuve

T T T
Fy= —Xg/B(t)eK(t)dt—XO/A(t)eK(t)dt— /G(t,XO)GI(t,XO)eK(t)dt—
0 0

0
T

Y, / Go(t, Xo)e KO qt,

0
D’aprées le théoréeme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.9) a une solution périodique

(X(t,e),Y(t,e)) telle que (X(0,¢),Y(0,¢)) — (X§,Yy) quand ¢ — 0, pour chaque zéro

(X5, Yy) du systéme Fy = 0, F» = 0, dont le jacobien est différent de zéro. En revenant

au systeme différentiel (6.1.2) par le changement de variable (6.2.1) ’énoncé (7) suit.
Preuve de I’énoncé (8). Pour le cas (I.8), c.a.d. pour ng =0, mg =1, ny = ng =

ny = 2 le systéme différentiel (6.2.2) s’écrit

X = gy,

!

Y = —Ct)Y —cAt)X —eBt)X* +cH(t, X). (6.2.10)

Ce systéme est sous la forme normale (2.2.11) pour appliquer la théorie de la moyennisa-
tion.

En résolvant le systéme différentiel (2.2.12) nous obtenons les solutions périodiques
(X(1),Y (1) = (Xo, Yoe 1),

pour tout (Xp, Yy) € R?\{(0,0)}. Toutes les solutions du systéme différentiel (2.2.12) sont
T-périodiques. Maintenant en posant z = (X, Yy) et résolvant 1’équation variationnelle

(2.2.13) nous obtenons la matrice fondamentale

Nous calculons la fonction F(z) = (F1(Xo, Yo), Fa(Xo, o)) définie dans (2.2.15) et nous

obtenons
T
Fi=Y, / e KW,
0

T T T
Fy= —Xg’/B(t)eK“)dt—XO/A(t)eK(“dH/H(t,Xo)eK(“dt.
0 0 0
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D’aprés le théoréeme 2.2.4 le systéme différentiel (6.2.10) a une solution périodique
(X(t,e),Y(t,e)) telle que (X (0,¢),Y(0,¢)) — (X{,0) quand € — 0, pour chaque zéro
simple X de la fonction F2(Xp). En revenant au systéme différentiel (6.1.2) par le change-
ment de variable (6.2.1) ’énoncé (8) suit. m

La preuve du théoréme 6.1.2 est semblable & la preuve du théoréme 6.1.1 .

6.3 Applications

Exemple 6.3.1 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
int
a(t) = —(3 + 5 cost)sintcost, b(t) = (3 + 5 cost) cost, c(t) = % et h(t,z) =
¢

x(2+3 cost) cost. Ces fonctions sont 2m-périodiques ent. Les fonctions k(t) = /c(s)ds =

0
t

2 t
_111(%)7 g(t,x) = /h(S,x)ek(S)ds = rsint,
0
t t
1 1
m(t) = /a(5>€k(5)ds = —3 + 5(:032t et n(t) = /b(s)ek(s)ds = sint sont 2m-
0 0
périodiques en t, g,(t,x) = sint. Maintenant en appliquant ’énoncé (1) du théoréme

6.1.1 nous obtenons le systéme
1 4 19

g’/TiE’() + §7Ty0 = 0, g’ﬂ'fﬂg — ﬁ’ffl’o — §7Ty[) = 0.

Ce systéeme a cing solutions

(0,0), £(2v/24 — 3v/I3, — L /24 — 3/13), £(2v/24 + 3V/13, — /24 + 3v/13).

(0,0) est le point d’équilibre. Le systéme différentiel (6.1.2) pour cet exemple est invari-
ant par la symétrie (X,Y) — (=X, =Y. Puisque le jacobien (2.2.16) est 2x2— 15\/13x>
pour la deuxiéme et troisieéme solution, et %Wz + %\/ﬁﬁ pour la quatriéme et cinquieéme
solution, le systéeme différentiel (6.1.2) pour ¢ # 0 suffisamment petit a deux solutions
périodiques (x(t,e),y(t,€)) telles que (x(0,¢),y(0,¢)) tendent vers

(3v/24 = 3V13, -5 /24 — 3V/13) et (3v/24 + 3V13, -4/ 24 + 3V/13) quand € — 0,

respectivement.

Exemple 6.3.2 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
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6.3. Applications

cost

m, h(t,ﬂ?) = x. Ces

a(t) = (14 §sint)sint, b(t) = (1 + 3sint)cost,c(t) = —

fonctions sont 2m-périodiques en t. Les fonctions

k() = / cls)ds = ~m(>S) ey = / a($)eds = 1 cost et n(t) =

/b(s)ek(s)ds = sint sont 2w-périodiques en t. Maintenant en appliquant ’énoncé (2) du

0
théoréeme 6.1.1 nous obtenons le systéme

—smry — 2mTo + 2myo = 0,

—3nx) — 2mad + Sradye — 3mxo + 33w + 2mYo = 0.

Ce systéme a trois solutions (0,0), :I:(‘ﬁ( 42+4564/3)1, Ry Yiz(_ 42+56\/_)4+r( 42+
56\/§)i). (0,0) est le point d’équilibre. Le systéme différentiel (6.1.2) pour cet exemple est
invariant par la symétrie (X,Y) — (=X, =Y. Puisque le jacobien (2.2.16) est 32/3n? —
872 pour la deuziéme et troisiéme solution, le systéeme différentiel (6.1.2) pour e # 0 suff-
isamment petit a une solution périodique (x(t,€),y(t,€)) telle que (x(0,¢),y(0,¢)) tend
vers (S2(—42 + 56+/3)1, YI2(—42 4 561/3)% + LI2(—42 4 561/3)7) quand ¢ — 0.

Exemple 6.3.3 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec

cost
t) = (1 + Lsint)cost, b(t) = cost, c(t) = ——————, h(t,z) = 1)(1
alt) = (1+ Ssint)cost, blt) = cost, c(t) = ——— h(t,x) = (x+ 1)1 +
%Sin t)sint. Ces fonctions sont 2w-périodiques en t. Les fonctions

t t

k(t) = /c(s)ds = —ln(%), m(t) = /a(s)ek(s)ds =sint et

g(t,x) = /h(s, 1)eFds = —x cost— cost+x+ 1 sont 2m-périodiques en t, g,(t, z) =
0
—cost + 1. Maintenant en appliquant I’énoncé (3) du théoréme 6.1.1 nous obtenons le
systeme

%7‘(‘1’0 + 2myg + 27w =0, —3mxy — %ﬂyo — gﬂ' =0.

8

&, —2). Puisque le jacobien (2.2.16) pour cette

Ce systéme a une solution unique (—

solution est 15 72, le systeme différentiel (6.1.2) pour € # 0 suffisamment petit a une

8

5 ——) quand

solution périodique (x(t,e),y(t,e)) telle que (z(0,¢),y(0,¢)) tend vers (—+=

e — 0.
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Exemple 6.3.4 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec

int
a(t) = sint + cost, b(t) = %(2 + cost) cost, c(t) = sin .

2 + cost’
cost)sint. Ces fonctions sont 2m-périodiques en t. Les fonctions
t t
2 cost
k(t) = /c(s)ds = _1n<+T), g(t,z) = /h(S,CL‘)ek(s)dS =1z —xcost
0 0

etn(t) = /b(s)ek(s)ds = sint sont 2m-périodiques ent, g,(t,z) = 1—cost. Maintenant

0
en appliquant l’énoncé (4) du théoréme 6.1.1 nous obtenons le systéme

Ty + gﬂ'yg =0, —2mx) — 2—327Tx0 + 4V 3rxy — Yo = 0.

Ce systéme a trois solutions (0, 0), :l:(‘[( AT4+4288+/3)1, ——( 474+288+/3)7). (0,0)
est le point d’équilibre. Le systéme différentiel (6.1.2) pour cet exemple est invariant par la
symétrie (X,Y) — (=X, =Y. Puisque le jacobien (2.2.16) est —72 + 8/37% pour la
deuziéme et troisieéme solution, le systéme différentiel (6.1.2) pour e 7é 0 suffisamment petit
a une solution périodique (x(t,e),y(t,€)) telle que (x(0,¢),y(0,¢)) tend vers (‘[( 474 +
288+/3)%, — Y3 (—474 + 288v/3)) quand £ — 0.

Exemple 6.3.5 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec

2sintcost
a(t) = 3(1 +sin®t)sint, b(t) = sin®t(1 + cost), c(t) = 1+ sn’t h(t,z) = (23 +
sin
1)sin?t. Ces fonctions sont 27-périodiques en t. Les fonctions
t t

k(t) = /c(s)ds = —1In(1 +sin®t) et m(t) = /a(s)ek(s)ds =3 — 3cost

0 0
sont 27m-périodiques en ¢. Maintenant en appliquant 1’énoncé (5) du théoréme 6.1.1

nous obtenons le systéme
-9z + 3myy = 0, —@Wmo + 97y — V2 + 21 = 0.

Ce systéme a une solution unique (£ — £v/2, £ —1/2). Puisque le jacobien (2.2.16),

pour cette solution est 135 572 e systeme différentiel (6.1.2) pour € # 0 suffisamment petit a

une solution périodique (z(t,€), y(t, €)) telle que (z(0,¢),y(0,¢)) tend vers (£ — V2, = —

4

zV2) quand ¢ — 0.

Exemple 6.3.6 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
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2sint t
a(t) = sint, b(t) = cost(1 + sin*t), c(t) = —LC_Oz, h(t,r) = (z + 1)sin®t. Ces
1 4+ sin“t
fonctions sont 2mw-périodiques en t. Les fonctions
t ¢
k(t) = /c(s)ds = —In(1+sin’t) et n(t) = /b(s)ek(s)ds = sint sont 2m-périodiques
0 0

en t. Maintenant en appliquant ’énoncé (6) du théoréme 6.1.1 nous obtenons le systéme
3myo =0, —Zmad + 2 — 21 = 0.
Ce systéme a une solution unique (3 (—777924v/2+ 1555848)5,0). Puisque le jacobien

(2.2.16), pour cette solution est —o=m?(—T77924v/2 + 1555848)

3318 , le systéme différentiel

(6.1.2) pour € # 0 suffisamment petit a une solution périodique (z(t,e),y(t,e)) telle que
(2(0,¢),y(0,¢)) tend vers (5 (—777924v/2 + 1555848)5,0) quand ¢ — 0.

Exemple 6.3.7 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec

2sint t
a(t) = sin?t, b(t) = cost(l + sin’t), c(t) = _sm—c.oszj h(t,z) = (x + 1)(1 +
1 + sin“t
sin?t) cost. Ces fonctions sont 2m-périodiques en t. Les fonctions
t t
k(t) = /c(s)ds = — In(1 + sin®t) et g(t,x) = /h(s,:c)ek(s)ds = (z + 1)sint sont
0 0

2 -périodiques en t, g.(t,x) = sint. Maintenant en appliquant I’énoncé (7) du théoréme
6.1.1 nous obtenons le systéme

3mye = 0, —%’/Tib‘o + \/§7r3:0 — Lzlﬂ =0.

7
—15 + 4v/2°

cette solution est —%7‘(2(—15 + 44/2), le systéme différentiel (6.1.2) pour € # 0 suffisam-

Ce systéme a une solution unique ( 0). Puisque le jacobien (2.2.16), pour

ment petit a une solution périodique (z(t,e),y(t,e)) telle que (z(0,¢),y(0,¢)) tend vers
(m,O) quand € — 0.

Exemple 6.3.8 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
sint
a(t) = 2cost, b(t) = cos’t, ¢(t) = —————, h(t,x) = x costsin®t.
() (1) (6) = 5 bt )
Ces fonctions sont 2m-périodiques en t. La fonction
t

k(t) = /c(s)ds = — In(32E28Y) est 2m-périodique en t. Maintenant en appliquant

0
I’énoncé (8) du théoréme 6.1.1 nous obtenons la fonction

—8/3x31 + 12237 + 201/3xom — 33307
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a trois simples zéro 0, i%\/ 7 —2V/3. (0,0) est le point d’équilibre. Par conséquent,
le systéme (6.1.2) pour cet exemple est invariant par la symétrie (X,Y) — (=X, =Y.
Il a pour ¢ # 0 suffisamment petit une solution périodique (x(t,e),y(t,e)) telle que

(2(0,€),y(0,¢)) tend vers (34/7 —2v/3,0) quand e — 0.

Exemple 6.3.9 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = sint, b(t) = 2cost, c(t) = 2sint + cost, h(t,x) = xsint. Ces fonctions sont

2m-périodiques en t. Les fonctions
t t t

g(t,z) = /h(s,x)ds =x —xcost, m(t) = /a(s)ds =1—cost et n(t) = /b(s)ds
0 0 0
= 2sint sont 2w-périodiques en t, g,(t,r) = 1 — cost.

Maintenant en appliquant I’énoncé (1) du théoréme 6.1.2 nous obtenons le systéme

2myo = 0, —1272) + 4w = 0.

Ce systéme a trois solutions (0,0), :I:(\/?g,(]). (0,0) est le point d’équilibre. Puisque
le jacobien (2.2.16) est Lm? pour deuziéme et troisieme solution, et le systéme (6.1.2)
pour cet exemple est invariant par la symétrie (X,Y) — (=X,=Y). Il a pour ¢ # 0
suffisamment petit une solution périodique (x(t,€),y(t,€)) telle que (z(0,¢),y(0,¢)) tend
A0

vers ( quand € — 0.

Exemple 6.3.10 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = —sint, b(t) = cost, c(t) = sint, h(t,z) = x. Ces fonctions sont 2m-périodiques

en t. Les fonctions
t t

m(t) = /a(s)ds = —1+4 cost et n(t) = /b(s)ds = sint sont 2w-périodiques en t.

0 0
Maintenant en appliquant I’énoncé (2) du théoréme 6.1.2 nous obtenons le systéme

21xg + 2mye = 0, —37rx8 + ﬂxg —mxy — 27y = 0.

Ce systéme a trois solutions (0,0), :l:(%\/m, —%m).

(0,0) est le point d’équilibre. Puisque le jacobian (2.2.16) est 2—3?7r2 + §7T2\/ﬁ pour
deuziéme et troisiéme solution, et le systéme (6.1.2) pour cet exemple est invariant par la
symétrie (X,Y) — (=X, =Y). Il a pour € # 0 suffisamment petit une solution périodique
(x(t,e),y(t,e)) telle que (x(0,¢),y(0,¢)) tend vers (%\/6 + 6113, —%\/6 + 6/13) quand

e — 0.
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Exemple 6.3.11 Considérons le systéeme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = —cost, b(t) = cost, c(t) = sintcost, h(t,z) = (x + 1) cost. Ces fonctions sont

2m-périodiques en t. Les fonctions
t t

g(t,z) = /h(s,:c)ds = (z+ 1)sint et m(t) = /a(s)ds = —sint sont 2w-périodiques
en t, gz(t,x)o = sint. Maintenant en appliquantol’énoncé (8) du théoréme 6.1.2 nous
obtenons le systéme

2myo = 0, =47y — 27 = 0.

Ce systéme a une solution unique (—%,O). Puisque le jacobien (2.2.16), pour cette
solution est 872, le systéeme (6.1.2) pour cet exemple est invariant par la symétrie (X,Y) —
(=X, =Y). Il a pour € # 0 suffisamment petit une solution périodique (x(t,),y(t,c)) telle
que (x(0,¢),y(0,¢)) tend vers (—3,0) quand ¢ — 0.

Exemple 6.3.12 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = cost, b(t) = 2sint, c¢(t) = sint + cost, h(t,x) = xsint. Ces fonctions sont

2m-périodiques en t. Les fonctions
t t

g(t,z) = /h(s, x)ds =x—xcost et n(t) = /b(s)ds = 2—2 cost sont 2m-périodiques

0 0
ent, g.(t,x) = 1 — cost. Maintenant en appliquant I’énoncé (4) du théoréme 6.1.2 nous

obtenons le systéme

—47ad + 2mxy + 2y = 0, =367z + 227w + 1272dye — 27mTe — 27Y0 = 0.

Ce systéeme a trois solutions (0,0), i(\/?i,O). (0,0) est le point d’équilibre. Puisque
le jacobien (2.2.16) est 127% pour la deuziéme et troisiéme solution, et le systéme (6.1.2)
pour cet exemple est invariant par la symétrie (X,Y) — (=X, =Y). Il a pour € # 0
suffisamment petit une solution périodique (x(t,e),y(t,e)) telle que (x(0,¢),y(0,¢)) tend

vers (?, 0) quand € — 0.

Exemple 6.3.13 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = sint, b(t) = cost, c(t) = 1 + cost, h(t,x) = sin®(t + x) + cost. Ces fonctions

sont 2m-périodiques en t. La fonction
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t
m(t) = /a(s)ds = 1—cost est 2m-périodique en t. Maintenant en appliquant I’énoncé

0
(5) du théoréme 6.1.2 nous obtenons le systéme

—2mxg + 27y =0, —27mxg + 7 = 0.

Ce systéme a une solution unique (%, %) Puisque le jacobien (2.2.16), pour cette solu-
tion est 472, le systéme (6.1.2) pour € # 0 suffisamment petit a une solution périodique

(z(t,€),y(t,€)) telle que (x(0,¢),y(0,¢)) tend vers (3,3) quand € — 0.

Exemple 6.3.14 Considérons le systéeme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = sint, b(t) = cost, c(t) = 1 + cost, h(t,x) = sin?(t + x) + cost. Ces fonctions

sont 2m-périodiques en t. La fonction
t
n(t) = /b(s)ds = sint est 2w-périodique en t. Maintenant en appliquant ’énoncé (6)

du théorémoe 6.1.2 nous obtenons le systéme

2myo = 0, =37z — 2myo + ™ = 0.

Ce systéme a une solution unique (%3%,0). Puisque le jacobien (2.2.16), pour cette
solution est 107r23%, le systéme (6.1.2) pour € # 0 suffisamment petit a une solution

périodique (x(t,e),y(t,€)) telle que (z(0,¢),y(0,¢)) tend vers (%3%, 0) quand ¢ — 0.

Exemple 6.3.15 Considérons le systéme différentiel (6.1.2) avec
a(t) = 2, b(t) = —sin’t, c(t) = cost, h(t,x) = xcost. Ces fonctions sont 27-

périodiques en t. La fonction
t

g(t,z) = /h(s,x)ds =z sint est 2w-périodique en t, g¢.(t,x) = sint. Maintenant en

0
appliquant I’énoncé (7) du théoréme 6.1.2 nous obtenons le systéme

2myo = 0, T3 — STy = 0.

Ce systéme a trois solutions (0,0), £(v/5,0). (0,0) est le point d’équilibre. Puisque le
jacobien (2.2.16) est —20m? pour la deuziéme et troisiéme solution, et le systéeme (6.1.2)
pour cet exemple est invariant par la symétrie (X,Y) — (=X, =Y). Il a pour € # 0
suffisamment petit une solution périodique (x(t,e),y(t,e)) telle que (x(0,¢),y(0,¢)) tend
vers (v/5,0) quand € — 0.
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Exemple 6.3.16 Considérons le systéeme différentiel (6.1.2) avec

a(t) = —cos?t, b(t) = 2, c¢(t) = cost, h(t,r) = —xcost. Ces fonctions sont 27-
périodiques en t. Maintenant en appliquant ’énoncé (8) du théoréme 6.1.2 nous avons que
la fonction —4mwxd + Ty a trois simples zéro 0, i%. (0,0) est le point d’équilibre. Par
conséquent, le systéme (6.1.2) pour cet exemple est invariant par la symétrie (X,Y) —
(=X, =Y). Il a pour € # 0 suffisamment petit une solution périodique (x(t,),y(t,€)) telle
que (x(0,¢),y(0,¢)) tend vers (1,0) quand ¢ — 0.
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CHAPITRE
7 Bifurcation zero-Hopf en
dimension 4 pour des
systémes différentiels
polynomiaux
non-linéaires homogeénes

et cubiques

7.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce chapitre nous nous intéressons a ’existence des solutions périodiques bifurquant
de lorigine des coordonnées des systémes différentiels polynomiaux dans R* non-linéaires

homogenes cubiques, c.a.d pour les systéemes différentiels
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7.2. Preuve

2
T = (a1e+ axe?)x — (b+ bie + bye?)y + Z & X;(z,y, z,w),
§=0
2
g = (b+bie+ boee?)z + (a16 + aze?)y + Z e'Yj(x,y, z,w), (7.1.1)
=0
2

z = (C15+0252)Z+ZEij(‘r7yuzaw>7
=0

2
W = (die+ dye®)w + Zejo(x, Y, 2, w),
=0

ou

3 2 2 2 2
Xi(z,y,z,w) = ajox° + anry + 4002 + aj3r w + ajuxy” + ajsryz + ajeryw
2 2 3 2 2 A

+a7x2” + a;zrzw + ajorw” + aj10Y” + aj11Y° 2 + a2y W + a3

2 2 3 2 2 3

Yz + 1Y 2w + aji5yw” + aj162° + aj172°W + aj182W° + ajow”,

Yi(z,y,z,w), Zj(x,y, z,w) et Wj(x,y,z,w) ont la méme expression que X;(z,y, z,w) en
remplacant a;; par bj;, cj; et dj; pour j = 0,1,2 et i = 0,1,...,19, respectivement. Les
coefficients a;;, b;i, ¢ji, dji, a1, as, b, by, ba, 1,2, dy, d2 sont des parametres réels avec b # 0.
Notons que le systéme (7.1.1) pour € = 0 a l'origine a les valeurs propres +bi, 0, 0. Ainsi

pour € = 0 Porigine est un point d’équilibre zero-Hopf.

Théoréme 7.1.1 En appliquant la théorie de la moyennisation du second ordre le systéme
(7.1.1) peut avoir au moins 9 solutions périodiques bifurquant de l’origine quand ¢ = 0 et
ce nombre de solutions périodiques est atteint si et seulement si la condition suivante est

satisfaite (3&00 + apq + b01+ 3b010) b 7é 0.

7.2 Preuve

Preuve du théoréme 7.1.1. Premiérement nous faisons le changement de variables
(z,y,z,w) = (eX,eY,eZ eW). Deuxitmement nous passons aux coordonnées cylin-
driques (X,Y, Z, W) = (pcos @, psin 6, n,§). Troisitmement nous prenons ’angle § comme

nouvelle variable indépendante. Ainsi en les variables (p, 7, &) le systéme (7.1.1) s’écrit
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d

d_z = 5F11(97/)777>f) + €2F21(97 P, 7775) + 0(63)7

d

d_z - €F12(97 P51, 5) + €2F22(97 P, 1, g) + 0(83)7 (721>
d§

@ - €F13<97/07777£) + €2F23(07p7777£) + O(€3>’

ou
Fll(eapanag) = %7
F12(97p7777€> = %7

d
F13(87p77]7§> = %7
1 ) .
Fy(0,p,m,8) = b_2<_b1 cos(0)? — by sin(0)?)(a1p cos(0)* + a1 psin(0)?) +
1

5((%16773 + agrr* + aosné® + age€’) cos(6) + (azp +
agr1y’p + agsnép + ael?p) cos(8)? + (aganp® + agsép®)
cos(0)? + agop® cos(0)* + (boisn® + borrn*E + bo1ané? +
bo16€%) sin(8) + ((aors + bor)n’p + (aows + bos)nép + (aos
+bog )€ p) cos(6) sin(6) + ((aos + bo2)1p* + (aos + bos)é
p?) cos(0)?sin(6) + (ag1 + boo)p” cos(0)? sin(0) + (azp +
bors11” p + boranép + bois€”p) sin(6)? + ((aonr + bos)np® +
(ao1z + bos)€p?) cos(0) sin(0)* + (aoa + bo1)p” cos(6)”
sin(60)” + (bonnnp® + boro€p®) sin(9)® + (aoo + boa) p’
cos(6) sin(0)* + boip® sin(0)*),
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1
Fy(0,p,n,8) = ﬁ(bCﬂ? + beoin® + begirn*E + beorsné® + begrof® +

b(corn?p + cosnép + coo&2p) cos(0) + (—bicin + beganp®
+bcosEp?) cos(6)? + b(corsn’p + coranép + co1sE2p)
sin(0) + begop® cos(0)? + begr p* cos(0)? sin(0) + b(cosnp®
+co6€p®) sin(0) cos(6) + (=bicin + beorinp® + begizép?)

sin(6)? + beoap® cos(0) sin(0)? + begiop® sin(6)?),

Fy(0,p,m,8) = %(bdﬂ? + bdo1sn” + bdor7n*E + bgrsne® + biore&® +

b(dorn?p + dosnép + doo&?p) cos(0) + (—bydin + bdganp?
+bdosép?) cos(0)? + b(dorsn’*p + doranép + dorsEp)

sin(0) + bdoop® cos(0)* + bdgy p® cos(0)? sin () + b(dosnp®
+doép?) sin(8) cos(0) + (=bidin + bdonnp® + bdo12ép?)

sin(6)? + bdosp® cos(0) sin(0)? + bdgyop® sin(6)?).

Le systéme (7.2.1) est écrit sous la forme normale (2.3.3) pour appliquer la théorie de
la moyennisation.

Prenous

(P, m,€),
)
Fi(t,x) = (Fu(0, p,n,8), Fi2(0,p,0,€), F13(0, p,n,§)),
B(tz) = (Fa(0,p,n,8), F2(0,p,0,8), Fa3(0, p, 1, €)),
T = 2.

De (2.3.4) nous avons que la premiére fonction moyennée f; = (fi1, fi2, f13) est

2T
fi(p,n,§) = %/0 Fu(0, p,m, €)db.
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Faisant ces calculs nous obtenons que

di§

Julpsn, &) = ¥, fi2(p;m, &) = % Ji3(psm, &) = 5

Puisque nous cherchons des solutions (p*,n*,£*) de fi(p,n,&) = 0 avec p* > 0, si
a1 # 0 la premiére fonction moyennée ne fournit aucune information sur les solutions
périodiques du systéme différentiel (2.3.4).

Pour que la deuxiéme fonction moyennée puisse fournir I'information sur les solutions
périodiques du systéme différentiel (2.3.4) la premiére fonction moyennée doit étre iden-
tiquement zéro. Ainsi nous prenons a; = ¢; = d; = 0 et calculons la deuxiéme fonction
moyenneée.

Alors de (2.3.4) nous avons que fo = (fa1, fo2, fo3) = (fa1(p, 1,€), fa2(p, 1, €), faz(p,m,§)

est donnée par

fgl = %(4((107 + 6013)7]2 + 4((108 + b014)77§ + (3&00 -+ Qo4 -+ b01 -+ 3()010)
p2 -+ 4(&09 -+ 6015)52 + 80,2),
1
fa2 = 2—[)(20016773 + 2¢om + 2&(co1rn® + corsné + co19€7) + (cop + co1)np® (7.2.2)

+(co3 + 0012),025),

1
Jos = Q_b(2d016773 + 2dan + 26 (do1rn® + dorsné + dore€?) + (doz + dorn)n

P>+ (dos + d012);02§).

Nous isolons p? de I'équation fo1(p, 7, &) = 0, et nous la substituons dans fo;(p,7,£) = 0
pour ¢ = 2, 3. Alors nous obtenons deux polynémes (g22, g23) = (g22(1,€), g23(n, §)) donnés

par
1
= C1n + Co€ + Csn€® + Cyn*é + Csn?
922 (3(100 + aoq + bOl —+ 3b010)b< 11 25 377£ 4n f 57
+Cs€*) =0,
1
- D D D 2 D 2 D 3
923 (3ago + aos + bo1 +3b010)b( 11 + D2§ + D3n&” + Dy + Dsn
+Dgt?) =0,
ou
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C1 = —4dascoy — 4ascorr + 3agocz + apsCa + borcz + 3boioca,

Cy = —4ay(co3 + cor2),

C3 = —2(apgco3 + aogCor2 + aogCoz + aogCor1 + bo1acos + boracorz + boisCoz + boiscorr)+

3agoco1s + @oaco1s + boicois + 3bo1oCo1s,

Cy = —2(aprco3 + agrcor2 + aosCoz + aoscor1 + boiscos + boiscorz + boracoz + boracorn)+

3agoCo17 + oacor7 + boicor7 + 3borocorr,

Cs = —2(coz + co11)(aor + borz) + 3aoocois + aoacois + boicois + 3boroCors,

Ce = 3apoCo1g + @oaCo19 — 2a09Co3 — 2angCo12 + bo1co19 + 3bo10co19 — 2bo15C03 — 2bo15C012,

Dy = —4ay(doz + do11) + 3agodz + agads + bordz + 3boioda,

Dy = —4ay(doz + do12),

D3 = —2(aggdoz + aosdoi2 + aogdoz + aogdorr + borados + boradorz + borsdoz + borsdor1)+

3agodois + apadors + bo1dois + 3borodoss,

Dy = —2(agrdo3 + agrdorz + aosdoz + aosdor1 + bo1zdos + borsdor2 + boradoz + boradorr )+

3agodor7 + apador7 + bordor7 + 3borodorr,

Ds = —2(do + dor1)(ao7 + bois) + 3acodois + aoadors + bordois + 3borodos

Dg = 3agodorg + aoadorg — 2a09dos — 2a09dor2 + bo1dorg + 3bo1odoro — 2bo15dos — 2bo15do12-

Nous supposons que 3agg + aos + b1 + 3bg10 # 0.

Regarder seulement les coefficients du systéme (7.1.1) qui apparaissent dans C; et D;
nous voyons que C4, Cy, C3, Cy, Cs, Cg, D1, Do, D3, Dy, D5, Dg sont tous indépendants
parce que le rang de la matrice jacobienne des fonctions C; , Cy, C3, Cy, C5, Cq, Dy,
Dy, D3, Dy, D5, Dg par rapport aux variables ag, aos, @o7, @os, Qog, a2, bo1, boio, bois,
bos, bois, Co2, Co3, Co11, Co12, Coteés Coi7, Coigs Co19, C2, doz, dos, doi1, doi2, dois, doi7, dois,
do19, do est 12, comme il peut étre facilement vérifié en utilisant maple ou mathematica.
En résumé, puisque tous les coefficients des polynomes ga2(n,£) = 0 et go3(n, &) = 0 sont
indépendants ils peuvent étre arbitrairement choisi. D’apres le théoréeme de Bezout, ce
systéme go2(1,&) = 0, go3(n,£) = 0 posséde au plus 9 solutions. m

Nous donnons un exemple de systéme différentiel polynomial possédant 9 cycles lim-

ites.
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Exemple 7.2.1 On considére le systéme différentiel polynomial suivant

ZL‘E

& = 3wz + 222 + agisyz? + agie?® + 5 - Y,
ye?
y = dwly+ (—4)ry +2y2? + — + 1z,
2
) 5 ) (7.2.3)
. 3 5 2lw*z  3z°z 3wz 3 9
z = 4w +wy*+ - — + 22° 4 z¢e”,
4 2 2

3wz? 1523 we?
b o= —Tw? 2 2, . _
w wz+ a2+ Yz 1 1 1

Dans ce cas le systéme (7.2.2) s’écrit
1
f21(p7777 6) = ép(l + 3772 + 752 - p2)7
L3 2 2 2 2, 2
oy, &) = 7 (817 = 60°€ + (4 + 216 = 3p%) + 26(=8E" + 7)), (7.2.4)

1
fas(p,m, &) = —177(1 + 15n% + 3né + 2852 — 4p2).

En résolvant le systéme (7.2.4), on trouve neuf solutions z; = (pf,n;, &) ow pf > 0

pouri=1,...,9 données par
21 = (2,—1,0),
z = (2v/2,0,—1),
z3 = (1,0,0),
= (2v/2,0,1),
z5 = (2,1,0),

2 = ;(55—13f —V/3 - (—4\/3—ﬁ+(3—\ﬁ)3)>,
2z = %(55—13\/?),\/3—\/7,1(4\/3—\/?—(3—\/?)3»,

2

2 = 2(55+13f —V3+ VT —<—4\/3+\/?+(3+\/?)3)>,

2o = %(55+13\/7),\/3+f,% (4\/3+\/?— (3+f7)3)> .

Puisque le déterminant

ot ( O(far, fozr fo3)

, pourt=1,...,9 (7.2.5)
p:m.8) N pmer=(or ,sn)
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9 3 9 9 9
pour ces neuf solutions z; = (pf,nt, &) sont —g5 -0, 3 -6, —5 —g(—189+67\/7), 3

(—189+67/7), 2(189+67\/?), g(l89+67ﬁ) respectivement, nous obtenons en utilisant
la théorie de la moyennisation du deuziéme ordre (voir le théoréme 2.3.2), 9 solutions péri-
odiques (p;(6,¢),m,;(0,¢),&,(0,¢)) du systéme (7.2.1) telles que (p;(0,¢),n,;(0,¢),&,(0,¢)) —
z; quand € — 0. En revenant par les changements de variables, on obtient les 9 cycles

limites (x;(t,€),yi(t,€), zi(t, €), w;(t,€)) du systéme différentiel (7.1.1) tels que
(:Ui (t7 5)7 Yi (t? 5)7 Zi (t7 5)7 wy (ta 5)) = g(p: COS(t), p;k SiIl(t), n;ka Sj) + O<€2>'

Puisque ces conditions initiales tendent a 'origine de R* quand e — 0, les 9 cycles limites
correspondants tendent au point singulier de zero-Hopf localisé & l'origine de R*. Le
systéme différentiel (7.1.1) peut avoir une bifurcation de zero-Hopf a l'origine du systéme

(7.2.8) avec au moins 9 cycles limites.
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Conclusion et

perspectives

Dans cette thése nous avons utilisé I'une des plus importantes méthodes perturbatives
pour étudier 'existence des solutions périodiques de certains systémes différentiels poly-
nomiaux de dimension deux, trois et quatre.

Nous continuerons nos recherches des solutions périodiques des équations différentielles
perturbées par un parameétre suffisamment petit, en utilisant la théorie de la moyennisa-
tion.

Parmi d’autres problémes, on étudie le nombre de cycles limites d’un centre isochrone
non linéaire perturbé par des polynémes de degré entier.

On étudie la bifurcation zero-Hopf d’un sytéme avec des paramétre réels.
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