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Résumé

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a 1’étude des systémes
dynamiques modélisés par des applications quadratiques non inversibles bidi-
mensionnelles T'. La caractéristique de non-inversibilité se traduit par le fait
qu’il existe des zones notées Z; dans le plan de phases pour lesquelles un point
peut posséder zéro, un ou plusieurs antécédents de rang un. Ces différentes
régions sont séparées par des singularités appelées Lignes Critiques (LC). Ces
derniéres sont un outil mathématique, qui intervient souvent dans 1’étude des
propriétés et bifurcations de bassins d’attraction d’ensembles attractants et
d’attracteurs, ainsi que les mécanismes qui transforment une frontiére régu-
liere de bassin en une frontiére fractale. Ces bifurcations seront étudiées, pour
le cas de transformations de type (Zp — Z2).

On s’est intéressé aussi a ’étude de ’apparition et 1’évolution de deux
attracteurs d’un systéme dynamique défini par une application non inversible
bidimensionnelle de type (Z; < Z3). Le premier étant un attracteur de type
ensemble de Cantor situé sur une droite invariante. Le second est un cycle
d’ordre deux de courbes fermées (invariantes par 7?).

La derniére partie est consacrée a I’étude de certains plans paramétriques
(a,bo, c), ou by est un réel quelconque fixé. On a montré qu’il existe des sy-
métries par rapport & l'origine, & la premiére bissectrice et & la deuxiéme
bissectrice. On a aussi caractérisé, au voisinage d’une bifurcation de Neimark-

Sacker, les zones d’existences de cycles attractifs (ou langues d’Arnold).

Mots Clés : Systéme dynamique discret, chaos, attracteur, bassin d’at-

traction, ligne critique.



Abstract

In this thesis, we are interested by the study of dynamical systems mo-
delled by two dimensional quadratic non-invertible map. The character of
noninvertibility is translated by the fact that regions noted Z; in the plane of
phases for which, a point can have zero, one or more antecedents of rank one.
These various areas are separated by singularities called Critical Lines (LC).
The latter are a mathematical tool, which often intervenes in the study of
the properties and bifurcations of basins of attraction of attractive sets and
attractors. As well as the mechanisms that transform a regular basin boun-
dary into a fractal boundary. These bifurcations will be studied for the case
of transformations of type (Zy — Z3) .

We are interested also by the study of the appearance and evolution of two
attractors of a dynamical system defined by a quadratic polynomial nonin-
vertible map of type (Z; < Z3). The first is a Cantor-type attractor located
on an invariant straight line. The second is a closed curves cycle of period 2
(invariant by T2).

The last part is devoted to the study of some parametric planes (a, b, ¢),
where by is fixed any real. We proved that there are symmetries relative to
the origin, the first bisector and the second bisector. We characterized, in the
neighborhood of a bifurcation of Neimark-Sacker, the zones of existences of

attractive cycles (or Arnold tongues).

Key Words : Discrete dynamical system, chaos, attractors, basins of

attraction, critical lines.
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Introduction

L’étude de la dynamique chaotique des systémes non-linéaires remonte &
la fin du XIX®™€ siecle, début du X X¢™€ siecle avec, entre autres, les tra-
vaux de H. Poincaré et A. M. Lyapounov, essentiellement en liaison avec la
résolution de problémes de mécanique. L’étude des systémes dynamiques non
linéaires discrets a fait I'objet d’un nombre considérable de travaux menés
par plusieurs scientifiques, parmi lesquelles on citera le livre de I. Gumowski
& C. Mira [I4]. La non-linéarité du systéme peut conduire a des comporte-
ments complexes trés sensibles aux conditions initiales; autrement dit, une
dynamique chaotique.

L’objet de cette thése consiste & étudier des systémes dynamiques bidimen-
sionnels non linéaires modélisés par des applications non inversibles. Ce type
d’applications intervient en tant que modéles de systémes dynamiques, dans
plusieurs domaines, comme 1’économie, la biologie, 1’électronique, la théorie
du signal, etc...

La non-inversibilité d’applications modélisant des systémes dynamiques
discrets est génératrice de comportements complexes plus variés, d'un point
de vue dynamique, que ceux des systémes définis par des applications inver-
sibles. Ces applications non inversibles partagent le plan de phases en régions
notées Z;,i = 0,1,2,...,n pour lesquelles, un point posséde ¢ antécédents de
premier rang. Ces différentes régions sont séparées par des singularités ap-
pelées Lignes Critiques LC. Cette notion a été introduite pour la premiére
fois par C. Mira en 1964 [2I]. C’est une généralisation de la notion de points
critiques (extremums locaux) dans le cas unidimensionnel. L’équivalent des
lignes critiques dans le cas des systémes dynamiques de dimension supérieure
a deux, sont les surfaces ou hypersurfaces critiques.

On peut considérer le plan de phase, dans le cas non inversible, comme
étant feuilleté, ou chaque feuillet est associé & une détermination inverse de
I’application définissant le systéme. Les lignes critiques constituent le lieu des
points ot les différents feuillets se joignent. Depuis 1969, de nombreux travaux
ont développé le role des lignes critiques pour expliquer les bifurcations inter-

venant sur la structure des bassins d’attraction ; autrement dit, expliquer les



changements qualitatifs de la structure des bassins d’attraction d’attracteurs
du systéme, lorsqu’un parameétre de ce systéme évolue contintiment.

Parmi les bifurcations ou les lignes critiques interviennent, on citera les
travaux de C. Mira, J. C. Roubellat et I. Gumowski [26], [13] pour les bi-
furcations du type "bassin simplement connexe < bassin non connexe"; A.
Barugola, J.C. Cathala et C. Mira [3], [7] pour les bifurcations du type "bassin
simplement connexe <« bassin multiplement connexe" ; ainsi que les travaux
de C. Mira et D. Fournier-Prunaret [5] pour ’étude de la fractalisation des
bassins d’attraction. Nous citerons les travaux C. E. Frouzakis, L. Gardini,
I. G. Kevrekidis, G. Millerioux et C. Mira [13], pour le role des lignes cri-
tiques dans les bifurcations d’ensembles invariants, telles les courbes fermées
invariantes, les variétés stables et instables.

Cette thése contient quatre chapitres, et est organisée de la maniére sui-
vante :

Dans le premier chapitre, on a rappelé les principales définitions et
propriétés générales spécifiques aux systémes dynamiques continus et discrets
et quelques notions de base concernant les singularités de ces systémes, ainsi
que leurs propriétés dont on aura besoin dans les chapitres suivants.

Dans le deuxiéme chapitre, on a étudié les propriétés lites aux bi-
furcations de bassins d’attraction pour des applications non inversibles bi-
dimensionnelles. On a rappelé les deux propositions fondamentales sur les
bifurcations de bassins de types “bassin simplement connexe <« bassin non
connexe” et “bassin simplement connexe <« bassin multiplement connexe”,
ainsi que les mécanismes qui transforment une frontiére réguliére de bassin en
une frontiére fractale ; c’est le “phénomeéne de fractalisation”. Ces bifurcations
ont été étudiées pour le cas d’une application non inversible de type (Zy— Z3),
qui est un cas basique pour d’autres types d’applications non inversibles plus
compliquées.

Dans le troisiéme chapitre, on a étudié ’apparition et I’évolution d’un
attracteur d’un systéme dynamique défini par une application non inversible
polynémiale quadratique bidimensionnelle T' de type (Zy — Z3). L’attracteur

de lapplication T" est cyclique d’ordre 2 de type ensemble de Cantor situé sur

vi



deux droites invariantes par 72. On a étudié aussi des bifurcations de bassins
d’attraction et les mécanismes qui transforment une frontiére réguliére de
bassin en une frontiére fractale.

Dans le quatriéme chapitre, on a étudié en premiére partie, 'appari-
tion, I’évolution et le voisinage de deux attracteurs d’un systéme dynamique
défini par une application T polynomiale quadratique bidimensionnelle de
type (Z1 < Zs3). Le premier étant un attracteur de type ensemble de Cantor
situé sur une droite invariante. Ainsi, il nous a suffit d’étudier la restriction
de T' a cette droite invariante. Le second est un cycle d’ordre deux de courbes
fermées (invariantes par 7). On a montré, par une approche numérique, que
la structure topologique de la région proche de cet attracteur est dépendante
de T’évolution des ensembles stables et instables (homoclinicité) d’un cycle
d’ordre deux de points col localisé dans cette région.

En deuxiéme partie, on a étudié certains plans paramétriques (a, b, ¢),
ol by est un réel quelconque fixé. On a montré qu’il existe des symétries
par rapport a l'origine, a la premiére bissectrice et & la deuxiéme bissectrice.
On a caractérisé, au voisinage d’une bifurcation de Neimark-Sacker, les zones

d’existences de cycles attractifs (ou langues d’Arnold).
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CHAPITRE 1

Notions générales sur les systémes dynamiques

Dans ce chapitre nous rappelons les principales définitions et propriétés

spécifiques aux systémes dynamiques continus et discrets.

1.1 Définitions de base

Définition 1.1.1 On appelle systéme dynamique, un triplet (X, T, f) oo X
est une variété topologique, T est 'ensemble R, Z ou N, et f est une application

continue de T x X dans X, vérifiant :

f(O,.%') =z et f(t27f(t17x)) = f(tl —|—t2,.’,1?).

X, T et f sont appelés respectivement espace des phases (ou espace d’état),

espace temps et flot.

Dans toute la suite on supposera que X est un sous ensemble compact de

R”, ou R™ lui méme.

Définition 1.1.2 On appelle trajectoire ou orbite d’un point x de l’espace
des phases X, l'ensemble des points {f(t,x)\t € T}. Si T = R la trajectoire



1.2. Attracteurs et attracteurs chaotiques

correspond o un systéeme dynamique dit continu; si T = Z ou N la trajectoire

correspond & un systéme dynamique dit discret.

Définition 1.1.3 On appelle ensemble limite positif d’un point x de l’espace

des phases X, ’ensemble :

w(z) = {y € X,¥e > 0,Vty € R*, 3t > tg : d(y, f(t.z) < €} (1.1)

ot d est une distance sur X.

On appelle bassin d’attraction d’un ensemble A C X, l'ensemble :
D(A)={re X :w(z)C A} (1.2)

Définition 1.1.4 Deux applications f,g : X — X de classe C" sont dites
Ck-conjuguées (k <), s’il existe un C*-difféomorphisme h : X — X, tel que

hof=goh.

f et g sont dites topologiquement conjuguées, si elles sont C°-conjuguées.
Des applications topologiquement conjuguées sont complétement équivalentes

par rapport a leurs dynamiques.

1.2 Attracteurs et attracteurs chaotiques

Dans un systéme dynamique, il peut exister des singularités plus générales
que les points fixes et les cycles; ce sont les attracteurs. Plusieurs définitions
ont été proposées pour ce type de singularités [28], [26], [I4]. Dans cette these,
on se suffira de la définition donnée par J. Milnor [18] et celle donnée dans la

référence [22].

1.2.1 Attracteur

Définition 1.2.1 Soit (X, T, f) un systéme dynamique et soit p la mesure

de Lebesgue dans X. Un sous ensemble fermé A de X est dit attracteur au

2



1.2. Attracteurs et attracteurs chaotiques

sens de Milnor, si
i) w(D(A)) >0, ou D(A) est le bassin d’attraction de A.
it) Pour tout sous ensemble fermé A’ strictement inclus dans A, on a :

p(D(A)\D(A)) > 0.

Remarque 1.2.1 Lorsque le sous ensemble fermé A vérifie uniquement la

condition (i), A est appelé attracteur faible.

De la définition précédente, il résulte que 'union finie d’attracteurs est
encore un attracteur, et que la fermeture d’une union infinie d’attracteurs est
un attracteur. Pour rapprocher la définition de I’idée intuitive de minimalité

d’un attracteur, J. Milnor utilise la notion suivante :

Définition 1.2.2 A est un attracteur minimal au sens de Milnor, si A est
un attracteur au sens de Milnor et s’il ne contient aucun sous-ensemble strict

fermeé A, tel que u(D(A")) soit strictement positive.

Définition 1.2.3 Soit (X,N, f) un systéme dynamique discret. Un sous en-
semble fermé invariant A de X est dit attracteur, si

i) il existe un voisinage U de A, tel que f,;x(U) CU

it) Ve € U, f(n,z) — A quand n — 400

ii1) Pour deux sous-ensembles non wvides quelconques V et W de A, il
existe un entier k strictement positif tel que f(k,V)NW # 0 (transitivité
topologique de A).

L’hypothése (i77) est équivalente & la suivante :
(7v) Il existe un point = appartenant a A, tel que son orbite est dense dans

A.

1.2.2 Attracteur chaotique

1l existe des systémes dynamiques déterministes trés simples, pour lesquels
deux trajectoires issues de points de départ dont la différence est trop petite
pour étre observable, se séparent aprés un certain temps. Leur distance croit

de facon exponentielle, jusqu’a ce que toute mémoire sur le point de départ soit

3



1.2. Attracteurs et attracteurs chaotiques

perdue. On appelle ce phénoméne sensibilité aux conditions initiales. Cette

propriété du systéme est caractérisée par des coeflicients, appelés exposants de
Lyapounov, dont on rappellera la définition dans le cas d’un systéme dyna-

mique discret et ceci pour faciliter la compréhension de ces exposants.

Définition 1.2.4 Soit (R™,N, f) un systéme dynamique discret et T' litéra-
tion dans R™ générée par le flot f, (T'(x) = f(1,x)), que nous supposerons
différentiable. Soit JT(x) la matrice jacobienne de T au point x. Soit JT™(xg)

la matrice jacobienne de la composée m fois de T au point xg

ou z; = T%(zg). Notons les valeurs absolues des valeurs propres de JT™(xq)

en ordre décroissant par

Jl(m7 II?()) > JQ(mva) > ..

. > JIp(m, o).

Les exposants de Lyapounov de la trajectoire issue du point xy sont définis

par :
1

Ai(xo) = ln< lim (Ji(m,:co))%> , 1=1,2...n
etona A1(zo) > Aa(mo) > ... > (o).

On dit que l'on a la propriété de sensibilité aux conditions initiales, si au

moins un des exposants de Lyapounov est strictement positif.

Définition 1.2.5 Un attracteur est dit chaotique, s’il a la propriété de sen-

sibilité aux conditions initiales pour presque tout point le constituant (c’est-

a-dire sauf pour un ensemble de points de mesure de Lesbesque nulle).

Généralement un attracteur chaotique est un fractal. Ceci résulte du ca-
ractére borné de l'attracteur, des phénomenes de contractions (exposants de
Lyapounov négatifs) et d’étirements (exposants de Lyapounov positifs), qui

conduisent & un pliage complexe et un feuilletage générant une structure frac-



1.3. Systémes dynamiques discrets et singularités

tale de lattracteur chaotique. Sa dimension de Lyapounov [21I], qui est une
dimension fractale, est alors non entiére.
1.3 Systémes dynamiques discrets et singularités

Un systéme dynamique discret (X, N, f) est complétement déterminé par
I’application T' de X dans X :
Tnt1 = T'(zy)

ou

T (x)=ToTo..oT(x) = f(n,x),Yn € Net T° = id.

n fois

L’application T est appelée transformation ponctuelle, itération ou récur-
rence. Si le systéme dynamique discret est inversible, ’égalité précédente reste
vraie pour n € Z.

Le point x,, 1 est le point conséquent de rang 1 du point z,,, et inversement
xy est appelé antécédent de rang 1 du point xp41.

Lorsque I’application 7' est au moins de classe C' sur X et a une seule
détermination inverse T—! (c’est-a-dire inversible), c’est un difféomorphisme.
Lorsque I'application T' n’a pas ou a plusieurs déterminations inverses (c’est-
a~dire non inversible), c’est un endomorphisme. Dans ce cas, chaque point

Tn+1 peut avoir zéro, un ou plusieurs antécédents de rang un.

1.3.1 Singularités

Soit T' une transformation ponctuelle dans X C R", définissant un sys-
téme dynamique discret (X, N, f). On distingue deux types de singularités de

dimension zéro, sur ’espace des phases X.



1.3. Systémes dynamiques discrets et singularités

Singularités de dimension O :

Définition 1.3.1 :Un point fixze x* est un point de l’espace des phases X vé-
rifiant :

¥ =T(z") (1.3)

Définition 1.3.2 :Un Cycle d’ordre k (ou k-cycle) est un ensemble de k points

(27, ...,2%) de l’espace des phases X, vérifiant :

i =T(x}),i=1,...k—1
1="T(z)

=Tk, i=1,..,k

[

ATMx),i=1,...,k et 1<h<k

v (1.4)

Chaque point =] d’un cycle d’ordre k est un point fixe de T*. Un cycle d’ordre
k est aussi caractérisé par I'ordre d’échange de ses k points z par applications
successives de T'. Il peut étre désigné par le formalisme (k, j), ou k représente
l'ordre du cycle et j caractérise 'ordre d’échange des points du cycle [22]. Un

cycle d’ordre k = 1 est évidemment un point fixe de 7T'.

Singularité de dimension 1 :

Lorsque la dimension de ’espace des phases X est supérieure & un, il
peut également apparaitre des singularités dites de dimension un, qui sont les

courbes invariantes par la transformation 7 ou T*.

Définition 1.3.3 Dans le plan de phases (X = R?), une courbe définie par
Uéquation G(x,y) = C,C une constante, est invariante par la transformation

T ou T*, si elle satisfait I’équation fonctionnelle suivante :

G(T(z,y)) = Gz,y) ou  G(T*(z,y)) = G(z.y).
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1.3.2 Stabilité des singularités de dimension 0

La nature stable ou instable d’un cycle d’ordre k, pour le cas d’une trans-
formation T différentiable, est caractérisée par les valeurs propres de la ma-
trice Jacobienne de T* prise en un point quelconque de ce cycle. On appelle
ces valeurs propres les multiplicateurs du cycle.

A/ Si la transformation ponctuelle T' est unidimensionnelle (dim X = 1),

le multiplicateur S d’un point fixe ou d’un k-cycle est égale a :

dT’
S = d—(w*), pour z* un point fixe de T'
x
bdT
et S = d—(a:f), pour (z7,x3,...,x}) un cycle d’ordre k de T.
x
i=1

Un point fixe ou un cycle d’ordre k est dit attractif (asymptotiquement stable)
si |S| < 1, et répulsif (instable) si |S] > 1.

B/ Si la transformation ponctuelle T' est bidimensionnelle (dim X = 2),

un point fixe z* ou un cycle d’ordre k, (z}, 3, ..., 2}) posséde deux multipli-
cateurs S7 et So qui sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne de T’
prise au point fixe z* ou de la matrice Jacobienne de T* prise en un point
quelconque du cycle.

Selon les valeurs prises par S; ou S avec |S;| # 1,4 = 1,2; on définit
différentes types de points fixes ou cycles (Fig. 1.1) :

1) Point fixe (ou cycle) Col : si Sp et S sont réels et

’Sl‘ <1l ’SQ’

Un col est toujours instable.
2) Point fixe (ou cycle) Noeud : si S; et Sz sont réels, est un noeud

attractif (resp. répulsif ) si

|S;| < 1,4 =1,2(resp. |S;| > 1).
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3) Point fixe (ou cycle) Foyer : si S et Se sont complexes conjugués,
S1=pe Sy = pet.

Un foyer est Attractif si: p < 1 et Répulsifsi: p > 1.

__._..\- ....‘_— — --.‘. '_,.",'-F
'-.l‘ll / \‘/
x- X
A J/h\x.
— e L " .
- _ o
(a): Moeud stable {b): Moeud instable (c): Col
[ A f ¢ “'h
| } j] 'kh_ ] J )
(d): Fover stable (2): Foyer instable

Fig.1.1. Trajectoires au voisinage d’un point fixe.

C/ Si la récurrence T est n-dimensionnelle (dim X = n), un point fixe z*

ou un cycle d’ordre k, (z7, 23, ..., x) posséde n multiplicateur S;,7 = 1,2, ..., n.
Un point fixe ou un cycle est dit asymptotiquement stable ou attractif si
|Si| < 1,¥i = 1,2,...,n, Il est dit instable ou répulsif, si au moins un de ses

multiplicateurs S; est tel que |S;| > 1.

1.3.3 Ensembles stable et instable

Soit T une transformation ponctuelle dans RP définissant un systéme dy-
namique discret (RPN, f), et soit z* un point fixe répulsif de T et U un

voisinage de x*.
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Définition 1.3.4 : On appelle W (x*) ensemble instable local ou variété
instable locale (c’est-a-dire dans U) de x*, l'ensemble des points de U ayant
une séquence d’antécédents successifs dans U, qui converge vers x*. On appelle
Wi(z*) ensemble instable global de x*, I’ensemble des points de RP ayant

une séquence d’antécédents successifs, qui converge vers x*. Ces ensembles

s’écrivent :
Wie(a*) = {ac ceU:zx_p,e€T "z) -z et VYneNzx_, € U}
Wi = {oeRM o, e T(@) —a"} = |J T"(Wi(a").

n>0

Les propriétés qui suivent, découlent de la définition de ’ensemble instable
global :

1- Wi(z*) est invariant par rapport a T : T[Wi(x*)] = Wi(x*), (Fig.
1.2).

2- Si T est non inversible, en général W*(z*) n’est pas invariant par rapport

aT letona:

THW(z*)] D Wi(z*).
L’invariance de W(x*) par rapport a 7~ a lieu, lorsque T est inversible.

Définition 1.3.5 Soit x* un point fize de T', attractif ou répulsif. On appelle
W (x*) ensemble stable local ou variété stable locale (c’est-a-dire dans U) de
x*, 'ensemble des points de U dont la séquence d’images successives appar-
tient a U et converge vers x*. On appelle W*(x*) ensemble stable global de
x*, Uensemble des points de RP dont la séquence d’images successives converge

vers x*. Ces ensembles s’écrivent :
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We(z*) = {z€U:2z,=T"(x) > 2" et V\neN,z, e U}
Wo(z*) = {zeRP:z, =T"(z) - 2"} = (T "(Wi(a")).
n>0

Les propriétés qui suivent, découlent de la définition de I’ensemble stable
global :

1- W*(x*) est invariante par rapport & T : T-1W$(z*)] = W*(z*)
(Fig. 1.2).

2- Si T est non inversible, en général W*(z*) n’est pas invariant par rap-

port & T et on a :

TW?*(z*)] C W¥(x™).
L’invariance de W*#(z*) par rapport a T' a lieu, lorsque T est inversible.

Remarque 1.3.1 1. Six* est un point fixe attractif, I’ensemble stable global
est son bassin d’attraction.

2. 51T est une application inversible, les ensembles stables et instables
globaux sont des variétés.

3. Dans le cas d’un point five x* de type noeud instable ou foyer instable,
l’ensemble stable global de x*, lorsque T est inversible, se réduit o x* lui méme.
Lorsque T est non inversible, l’ensemble stable local de =* se réduit a x* lui
méme et ’ensemble stable global de x* est constitué de tous les antécédents

de tout rang de x*. Ceci s’écrit :

= U T "(z*) et Yee Wi(x*):Im e N:T"(z) = a™.
n>0

4. Les définitions des ensembles stable et instable d’un cycle d’ordre k,
se déduisent des définitions précédentes, en considérant les points du cycle

comme des points fizes de T*.

10
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Witx')

W)

Fig. 1.2. Courbe invariante d’un point fixe col

1.4 Bifurcations fondamentales

L’étude des bifurcations dans I’espace paramétrique est un probléme fon-
damental de la dynamique non linéaire. Une bifurcation correspond & un
changement quantitatif ou qualitatif dans ’espace des phases par variation
d’un de ces paramétres. Ce changement peut correspondre soit & l'appari-
tion ou & la disparition de singularités, soit & une modification de type de
singularités, soit un changement de stabilité d’une singularité.

Dans ce paragraphe on présentera les bifurcations les plus connues, dans
le cas des transformations bidimensionnelles, que 1’on rencontrera dans les
chapitres suivants.

A/ Bifurcation fold ou pli

Elle correspond a I'apparition de deux points fixes ou deux cycles d’ordre

k, I'un stable, et 'autre instable. Ces deux points fixes (cycles) sont confondus
a la valeur de bifurcation pour laquelle S7 ou Ss est égal a 1. Cette bifurcation

est représentée par le schéma suivant :

11



1.5. Bifurcations homoclines et hétéroclines

e NF¥(resp. NF) + C*

oll @ signifie absence de cycle, N¥ désigne un cycle noeud d’ordre k stable
(resp. NF désigne un cycle noeud d’ordre k instable) et C* un cycle col d’ordre
k.

B/ Bifurcation flip ou doublement de période

Un point fixe (resp. cycle d’ordre k) de type noeud change de stabilité
lorsque S ou Ss est égal & —1 et donne naissance a un cycle d’ordre 2 (resp.
cycle d’ordre 2k) qui a la méme stabilité que le point fixe (resp. cycle d’ordre

k) d’origine. Cette bifurcation est représentée par le schéma suivant :

NE(resp. NF) o NE(resp. NE) + N2k (resp. N?¥)

c* o NE(resp. NF) + C?

ot N2* signifie cycle noeud d’ordre 2k stable, ka cycle noeud d’ordre 2k
instable, C%* cycle col d’ordre 2k.

C/ Bifurcation de Neimark-Sacker

Un point fixe (resp. cycles d’ordre k) de type foyer change de stabilité

(lorsque S; = Sy = pe'? vérifient p = 1) et donne naissance a une courbe
fermée invariante qui a la méme stabilité que le point fixe (cycle) d’origine.

Cette bifurcation est représentée par le schéma suivant :

FF(resp. FF) g EF(resp. F¥) + CFI¥(resp. CFIF)

ot F¥ signifie cycle foyer d’ordre k stable, FF cycle foyer d’ordre k instable,
CF1IF désigne un cycle de k courbes fermées invariantes stables (attractives),

CFIF désigne un cycle de k courbes fermées invariantes instables (répulsives).

1.5 Bifurcations homoclines et hétéroclines

Dans ce paragraphe, on rappellera les principales définitions et propriétés

concernant les bifurcations homoclines et hétéroclines.

12



1.5. Bifurcations homoclines et hétéroclines

Définition 1.5.1 Soit * un point fixe répulsif de T'; un point q est appelé
homocline & =*, si ¢ € W*(x*) N Wi(x*) et q # x*. On dit que q est un point
homocline transverse, si W*(x*) et Wi(x*) se coupent transversalement en

q.

Définition 1.5.2 Soit q¢ un point homocline & un point fize répulsif x* de
T et appartenant a un voisinage U(x*) de x*. On appelle orbite homocline
0,(q) associée a q, un ensemble constitué des itérés successifs de q, et d’une
séquence infinie d’antécédents successifs obtenus par la transformation locale
inverse Tl_l de T dans U(x*) :
Oo(q) = {T7™(0),; &, T™(q);n > 0} = {ee;qny s -2, 41,45 41, G2, s Gy -}
ot

qn = Tn(Q) - x*,et q—n = Tlin(Q) — x".

Remarque 1.5.1 Il y a une infinité d’orbites homoclines associées & un point
homocline. Celles-ci ont la méme demie trajectoire positive, mais différent par

leur demie trajectoire négative.

Définition 1.5.3 Soient z] et x5 deux points fizes répulsifs de T. On dit
qu’un point q, appartenant & un voisinage U(z]) de x3, est hétérocline de x3
vers x%, si T"(q) — x5 quand n croit, et q appartient a l'ensemble instable
local Wi (x}) de z§ dans U(z3}).

Définition 1.5.4 On appelle orbite hétérocline Oc(q) associée o q € U(x7)
et connectant x5 & x4 (ou orbite hétérocline de q), un ensemble constitué des
itérés successifs de q, et d’une séquence infinie d’antécédents successifs obtenus

par la transformation locale inverse Tfl de T dans U(z7) :

OE(Q) - {j}_n(Q)7Q7Tn(q)7n > 0} = {---7Q—n7 s qd—2,4-1,49,41,42, ..., qn, }
ol
qn = Tn(Q) - 5U§> et q—n = Tl_n(Q) - .%'1(

13



1.5. Bifurcations homoclines et hétéroclines

Définition 1.5.5 Soit T une application non inversible de R? dépendant d’un
parameétre \, et soit x* un point fize répulsif de T. On dit qu’en A = X" une
bifurcation homocline (ou explosion homocline) de x* a lieu, si en traversant la

valeur \* il y a apparition (ou disparition) d’une infinité d’orbites homoclines.

14



CHAPITRE 2

Bifurcations de bassins d’attraction dans le cas

d’applications bidimensionnelles de type (Zy — Z2)

La non inversibilité des applications définissant des systémes dynamiques,
est une propriété essentielle pour ’analyse des comportements complexes ou
chaotiques de ces systémes. Dans ’espace des phases, cette propriété de non
inversibilité des applications est caractérisée par la présence de singularités
appelées respectivement, lignes critiques (LC}), surfaces ou hypersurfaces cri-
tiques, selon que I’application soit bidimensionnelle, tridimensionnelle ou de
dimension supérieure a trois. Ce type de singularités, introduit pour la pre-
miere fois par C. Mira en 1964 [20], est une généralisation de la notion de
points critiques (extrema locaux) dans le cas unidimensionnel. Les lignes cri-
tiques constituent un outil fondamental dans la théorie des systémes dyna-
miques non linéaires. Elles interviennent dans la détermination d’aires ab-
sorbantes et d’aires chaotiques, dans la caractérisation des propriétés de ces
aires et aussi pour expliquer des bifurcations globales d’attracteurs et de leurs
bassins d’attraction.

Dans ce chapitre on a étudié les propriétés liées aux bifurcations inter-
venant dans le changement qualitatif de la structure de bassins d’attraction

d’attracteurs pour des applications bidimensionnelles non inversibles. On a ex-
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2.1. Définitions et propriétés générales

pliqué les séquences de bifurcations, qui transforment une frontiére réguliére
de bassin en une frontiére fractale; c’est le “phénomeéne de fractalisation”.
Ces bifurcations ont été étudiées pour le cas d’une application non inversible
de type (Zo — Z2), qui est un cas basique pour d’autres types d’applications

plus complexes.

2.1 Définitions et propriétés générales

2.1.1 Lignes critiques

Définition 2.1.1 Soit T une application non inversible de R? dans R%. On
appelle ligne critique de Uapplication T, le lieu géométrique, noté LC, des
points de R?, qui ont au moins deux antécédents de premier rang confondus.

La ligne critique, notée LC_1, est l’antécédent de rang un de LC.

Dans le cas ou 'application 7" est différentiable, le lieu LC_; des antécé-
dents de premier rang confondus est ’ensemble des points de R? pour lesquels
le déterminant de la matrice Jacobienne de T' s’annule (det(JT(z,y) = 0),
moins les points d’inflexions (c’est-a-dire les points qui annulent le Jacobien et
pour lesquels T est localement inversible). Le lieu LC_; est un sous ensemble

de dimension un (une courbe) de R?, avec par définition
T(LC_;) = LC.

Dans le cas ou application T est n’est pas différentiable, la courbe de non
différentiabilité [14] joue généralement le role de LC_;. L’image de rang k de
LC, LCy, = T*(LC), est appelée ligne critique de rang k.

Il existe des situations particuliéres ot LC' se réduit & un seul point, ou
bien que le Jacobien de I'application T" soit constant [19].

Une ligne critique peut étre constituée d’une ou de plusieurs branches. Ces
branches séparent le plan en régions ouvertes notées Z;, ol tous les points
d’une méme région, ont le méme nombre ¢ d’antécédents de premier rang.

I. Gumowski et C. Mira [13] ont développé le role des lignes critiques dans

le cas des bifurcations du type “bassin simplement connexe « bassin non
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connexe”. J. Bernussou, Liu Hsu et C. Mira [4] ; A. Barugola, J.C. Cathala et
C. Mira [3] et J.C. Cathala [7] ont étudié le cas des bifurcations du type “bas-
sin simplement connexe < bassin multiplement connexe”. Ces bifurcations
de base résultent toujours d’un contact entre un segment de ligne critique ap-
partenant a la frontiére d’un ensemble attractant et la frontiére de son bassin

d’attraction.

2.1.2 Classification des transformations non inversibles (TINI)

Une classification des transformations non inversibles (T'NI) basée sur la
considération des lignes critiques et des régions Z; qui caractérisent T'. Elles
sont classées dans un ordre de complexité croissante [21], rappelons quelques
type (Fig. 2.1) :

- type (Z,—Z5) : On distingue sur la courbe LC une seule branche sé-
parant le plan R? en deux régions. Une région Z, pour laquelle les points
(Zn+1,Ynt+1) n'ont pas d’antécédents. Une région Zs pour laquelle les points
ont deux antécédents de rang 1.

- type (Z1 — Z4;—Z,) : La courbe LC est discontinue. Elle est formée de
deux branches distinctes divisant le plan R? en trois régions. Une région Z3
pour laquelle les points (zy41,Yn+1) ont trois antécédents de rang 1 et deux
régions Zi et Z? non connexes avec un seul antécédent de rang 1.

De la méme fagon, il est possible de définir des TN I de type (Zo— Zo— Zy4)
ou de degré plus élevé.

Pour deux TN I de méme degré, une singularité supplémentaire peut aug-
menter la complexité de I’'une par rapport & I’autre par la présence des points
cuspidaux sur les LC.

On introduit les symboles (" <” et ”>") pour la représentation symbolique.
Ces transformations sont classées de la fagon suivante,

- type (Z,< Z3) : la courbe LC posséde un point cusp C' créant un "cap"

dans Z3 pénétrant dans 7.
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LC C
Lc e LC
71 Z:
Z ya yd Z;
Z 2, Y

Plan de phase d*une TNI Plan de phase d*une TNI Plan de phase d*une TNI
de Type (Zo—Z2) de Type (Z1-Zs-Z) de Type (Z1< Za)

Fig. 2.1. Plan de phase d'une TNI

2.1.3 Bassin d’attraction

Définition 2.1.2 Un ensemble fermé et invariant A est appelé ensemble at-
tractant, s’il existe un voisinage U de A, tel que T(U) C U et T"(x) — A
quand n — +oo Vx € U.

Un ensemble attractant A peut contenir un ou plusieurs attracteurs, co-
existant avec des ensembles de points répulsifs. Ces derniers sont soit des
frontieres floues de bassins d’attraction d’attracteurs contenus dans A, soit
des transitoires chaotiques. L’ensemble D = U,>07 " (U) est le bassin d’at-
traction de A.

Un bassin d’attraction D peut étre connexe ou non connexe. S’il est non
connexe, il est alors constitué d’un bassin immédiat Dy, qui est la plus large
composante connexe de D contenant A, et des autres composantes connexes,
en nombre fini ou infini, antécédents de tout rang de Dg. Ces antécédents
s’appellent ilots selon la terminologie de C. Mira [23].

- Si D est non connexe D = U,>oT~"(Dy)
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- Si D est connexe D = Dy.

Un bassin connexe peut étre simplement connexe ou multiplement connexe,
c’est-a-dire connexe avec des trous ou lacs selon la terminologie de C. Mira
[23].

Propriété : D est invariant par I'inverse 7! de T, mais pas nécessaire-

ment invariant par 7' :

T-YD)=D; T(D) C D.

Lorsque la transformation 7" est inversible on a T'(D) = D.

Définition 2.1.3 on appelle frontiére externe de D, notée F., la frontiére
de l’ensemble simplement connexe, noté D*, obtenu en comblant les trous de
D (0D* = F.). On appelle frontiére interne de D, notée F;, la frontiére de
lensemble D*\D (c’est-a-dire ['union des frontiéres de tous les trous de D).
Lunion F. U F; constitue la frontiére F de D.

Propriété : F est invariant par I'inverse 7! de T, mais pas nécessaire-

ment invariant par 1" :

T-YF)=F, T(F)C F.

L’égalitée T—1(F) = F implique que les antécédents de tout rang d’'un cycle
appartenant a F, appartiennent & cette derniére. Il en découle que la variété
stable W*# de tout cycle appartenant & F, appartient & cette derniére. L’in-
clusion T'(F) C F implique que la demi trajectoire positive de tout point de

F appartient aussi a F.

Définition 2.1.4 Un point fire P de type noeud répulsif appartenant a la
frontiére externe F., est dit point cusp, si les valeurs propres S1 et So de

Uapplication T au point fize P satisfont :

Sy > 1, Sy < —1 et |52| > 5.
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2.2. Application non inversible de type (Zy — Z2)

L’aspect géométrique des variétés invariantes de P, justifie que 'on appelle
ce dernier point cusp. Dans un tel cas, les antécédents de tout rang du point

cusp P, sont aussi des points cusps de la frontiére externe F..

Définition 2.1.5 La frontiére du bassin immédiat d’attraction Fy = Foe UFo;

est appelée frontiére faiblement fractale, si Foe ne contient pas ou contient un

nombre fini de points cusps et Fp; est constituée d’arcs ayant une structure

fractale, avec la possibilité pour Foe d’étre fractale.

Définition 2.1.6 Fy appelée frontiére fortement fractale, si Fo. est consti-

tuée d’arcs ayant une structure fractale, qui contiennent des séquences ar-
borescentes d’antécédents d’un point cusp; donc un nombre infini de points

cusps appartiennent a Fg.

2.2 Application non inversible de type (Zy) — Z5)

On g’intéresse dans ce paragraphe aux critéres de connexité de bassins
d’attraction d’attracteurs, pour des applications non inversibles bidimension-
nelles de type (Zp— Z2). Le plan de phases de ce type d’applications est divisé
en deux régions ouvertes Zy et Zy, séparées par une ligne critique LC' consti-
tuée d’une seule branche. Un point x appartenant & Zs a deux antécédents de
premier rang distincts, et un point x appartenant a Zy n’a aucun antécédent.

Rappelons les deux propositions fondamentales établissant les conditions
d’existence d’un bassin non connexe et d’un bassin multiplement connexe.
Ces propositions ont été démontrées par L. Gardini (pour la démonstration
voir C. Mira et al. [23]) et leur formalisme découle des résultats donnés dans

(C. Mira & J. C. Roubellat [25]).

Proposition 2.2.1 Soit T' un endomorphisme de type (Zy — Za) et Dqy le
bassin immédiat d’attraction d’un ensemble attractant A, tel que DgNLC_1 #
(0. Alors :

1) D est connere < Do N Zy est connexe < T(DyNLC_1) = DyN LC.
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2.2. Application non inversible de type (Zy — Z2)

2) D est non connexe < Do N Z2 est non connexe < T(DoN LC_1) C
DonN LC.

Chaque composante connexe maximale unidimensionnelle de (Do N LC)
\T'(DoNLC_1) appartient a la frontiére d’une composante connexe maximale
bidimensionnelle de Dy N Zs, un cap [23] noté A§, i un entier fini ou infini, qui
ne contient pas A. Les caps Kg ne contiennent pas de points non errants ap-
partenant a D. Les antécédents de premier rang des caps A, Dgi) =T7HAY),
sont des composantes connexes disjointes (ilots) de D, tel que Dgi) N LC_4
# (). Le bassin total D = Dy U; <Un20T_”(D§i))> ; ol UnZOT_"(Dgi)) est une
séquence finie, infinie, ou arborescente d’antécédents de Dy.

La figure (F'ig.2.2) illustre cette proposition dans le cas d’un seul cap Ag
(1=1), et Dy C Zs.

Q&

Co

Fig. 2.2. Bassin d’attraction D non connexe.

21



2.2. Application non inversible de type (Zy — Z2)

Proposition 2.2.2 Soit T' un endomorphisme de type (Zy — Za) et Dqy le
bassin immédiat d’attraction d’un ensemble attractant A, tel que Dy N\ LC_4
#( et DoN Zy est connexe. Alors :

1) T-Y(Dy) = D§ < D = Dy est simplement conneze < T(DENLC_1) =
Dg N LC.

2) T-YD}) C Di < D = Dy est multiplement connexe < T(Dg N
LC_1) D DgN LC.

Chaque composante connexe maximale unidimensionnelle de T'(D§NLC_1)
\(D§NLC) appartient a la frontiére d’un ensemble fermé bidimensionnelle de
C(D) N Zz, une baie [23] notée H(()i), i un entier fini ou infini. Héi) ne contient
pas de points non errants appartenant & D ou & C(D). Les antécédents de
premier rang des baies Héi) , Hfi) = T_l(Héi)), sont des ensembles fermés
simplements connexes disjoints, des lacs de D, tel que H 1(i) NLC_1 # (et D
= Da‘\Ui(UnZOT_"(Hfi))); ol UnZOT_”(Hfi)) est une séquence finie, infinie,

ou arborescente d’antécédents de Héi).

La figure (Fig. 2.3) illustre cette proposition dans le cas d’une seule baie
Hy (Z = 1), et Hy C Z,.

Fig. 2.3. Bassin d’attraction D multipement connexe.

22



2.3. Bifurcations de bassins d’attraction

Des situations combinées des propositions 2.2.1 et 2.2.2 peuvent conduire
4 un bassin total D non connexe, avec chacune de ses composantes connexes

multiplement connexe, c’est-a-dire des lacs dans des ilots.

Remarque 2.2.1 Lorsqu’une infinité de cycles répulsifs existent comme en-
semble limite de séquences arborescentes d’ilots, ou de lacs, c’est-a-dire comme
points appartenant o la frontiére du bassin, ils constituent un répulseur étrange.
Ces cycles doivent étre distingués de l'infinité de cycles répulsifs donnant lieu

a une aire chaotique.

Remarque 2.2.2 Les propositions 2.2.1 et 2.2.2 restent valables pour des ap-
plications non inversibles d’un type différent de (Zo— Z2), a condition que l’on
retrouve localement la situation (Zy — Zs); autrement dit, les aires (Ao, Hp)
des figures (Fig. 2.2) et (Fig. 2.3) dont les antécédents donnent un ilot ou un
lac, doivent concerner deux feuilles de T avec seulement un pli les joignant
[25]. Par exemple, pour lapplication non inversible de type (Z1 — Zs — Z1)
les propositions 2.2.1 et 2.2.2 sont valables localement, si les aires (Ao, Hp)
coupent une seule branche de LC parmi les deux branches qui délimitent Z3,

ce qui nest pas le cas si (Ao, Hy) coupent les deux branches de LC.

2.3 Bifurcations de bassins d’attraction

La proposition suivante est un rappel de certaines bifurcations de bas-
sins d’attraction, dans le cas des applications du type (Zp — Z3); c’est une

conséquence des deux propositions précédentes.

Proposition 2.3.1 Soit T un endomorphisme de type (Zy — Z3) dépendant
d’un paramétre A. Si le nombre de composantes connexes de D N LC' change
quand A traverse une valeur de bifurcation Ny, alors le bassin d’attraction D
peut subir une bifurcation de bassins parmi les types de bifurcations suivantes :

a) bassin connexe < bassin non conneze (quand le nombre de composantes

connezes de Do N LC' change)
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2.3. Bifurcations de bassins d’attraction

b) bassin simplement connexe < bassin multiplement conneze (quand le
nombre de composantes connexes de Do N LC' change).

¢) augmentation ou diminution du nombre d’ilots de D, ou nouvelle sé-
quence arborescente de telles composantes connexes.

d) augmentation ou diminution du nombre de lacs dans D, ou nouvelle
séquence arborescente de lacs.

e) transition lacs < baie

f) transition frontiére externe faiblement fractale < frontiére externe for-

tement fractale.

Chacune de ces bifurcations correspond & un contact entre deux ensembles
singuliers de nature différente, la frontiére du bassin d’attraction 0D et la ligne
critique LC.

La partie (a) de cette proposition est illustrée par la figure (Fig. 2.4), sur
laquelle on voit deux bifurcations possibles. La premiére bifurcation A = Ay,
correspond a un contact entre dDg et LC au point a = ¢. {T7"(a)}nen, est
une séquence arborescente de N points, qui sont les germes d’une séquence
arborescente de N ilots. Autrement dit, le bassin étant connexe pour A < Ayp ,
devient non connexe pour A > A1. La seconde bifurcation A = A9y, correspond
4 un contact tangentiel entre 9Dy et LC au point a = b, donnant lieu & un
contact non transverse, mais aussi non tangentiel entre 0Dy et la frontiére

0D; de l'ilot Dq. Aprés cette derniére bifurcation D redevient connexe.
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2.3. Bifurcations de bassins d’attraction

LG, LG, LG, LG, LG,

LCb/ﬁd ca y7d a / d

" Qg § m V7R

@ ® © @ ©

Fig. 2.4. Bifurcation d’un Bassin d’attraction D connexe <+ non

connexe.

La partie (b) de cette proposition, qui est une conséquence de la propo-
sition (2.2.1), est illustrée par la figure (Fig. 2.5), sur laquelle on voit une
bifurcation qui transforme un bassin simplement connexe en un bassin multi-
plement connexe. En effet, a la valeur A = A3, a lieu un contact entre dDg et
LC au point a = b. Les antécédents de tout rang T~ "(a) du point a, forment
une séquence arborescente de N points, qui sont les germes d’une séquence

arborescente de N lacs.
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2.3. Bifurcations de bassins d’attraction

LC,
7
2 LC T\ d
Z \/
A=Az
) ® ©

Fig. 2.5. Bifurcation : basin simplement connexe < basin

multiplement connexe.

La partie (c) est illustrée par la figure (F'ig. 2.6), sur laquelle on peut voir
deux bifurcations possibles, qui entrainent un changement du nombre d’ilots.
La premiére bifurcation a lieu a la valeur A = Ay, (F'ig. 2.6a) et qui correspond
a un contact tangentiel entre LC et I'ilot D; au point a = D; N LC. Avant
la bifurcation, A\ < Ay, l'ilot D; était a l'intérieur de la région Zy (D; N Zy =
). A la bifurcation, les antécédents de tout rang T-"(a) de a (T () =
a_1 € LC_4) constituent une séquence arborescente de points, qui générent
apreés la bifurcation une séquence arborescente d’ilots Djyp,, Dirq N LC_1 #
(). En continuant & faire varier le paramétre A de maniére continue, 1'ilot D;
progresse dans la région Zs (Fig. 2.6b). La seconde valeur de bifurcation A
= Asp (F'ig. 2.6¢), correspond a un nouveau contact tangentiel entre LC' et
lilot D; au point 8 = D; N LC (D; C Z3). Ceci implique que le point 3_;
= T7YB) = Dijy1 N LC_; est un point d’intersection limite entre LC_; et
D41, avant que ce dernier se divise en deux ilots D} 1 C Ry et D?Jrl C Ry,

lorsque la valeur de A dépasse la seconde valeur de bifurcation (Fig. 2.6d).
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2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

}C;y Zy 4;/’ Zyg

i Di+ 1 i %
Divy
D2
LC Z3 LC i+1 Z»

v Zy Zy
C _, -1

A =12sp
(c) (d)

Fig. 2.6. Bifurcations d’un changement du nombre d’ilots.

La partie (d) est analogue a la partie (c), en substituant dans le raisonne-

ment de la partie (c) les ilots par des lacs d’un bassin multiplement connexe.

2.4 Exemple d’une bifurcation de bassin d’attrac-

tion avec agrégation d’ilots

Considérons 'application quadratique 7" définie par :

{ t' = (b—a)x® + by? + (a — 2b)zy + c(y — ) (2.1)

y = (b—a)z? +by® + (a—2b)zy +c(y —z) + =

ol a, b et ¢ sont des parameétres réels. Cette application admet deux détermi-

nations inverses, qui sont les solutions par rapport & (z,y) du systéme
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2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

=y —a
, (2.2)
by? + ((a—2b)x+c)y+ (b—a)z? —cx — 2’ =0

dans le cas ou le discriminant

A=a(y — ")+ 2ac(y — ) + 4ba’ + 2 (2.3)

de la deuxiéme équation de est strictement positif. Lorsque le discri-
minant A est strictement négatif, ’application T' n’a pas de détermination
inverse. Par conséquent, T" est une application de type (Zy — Z2), et la ligne
critique LC' séparant les régions Zy et Z a pour équation A = 0. Ce qui
équivaut a :

, (202’ — 2¢) £ /—16ba’

LC <y = o (2.4)

pour —16bz" > 0.

Le lieu des antécédents de premier rang confondus LC_1(T(LC_1) = LC)
est déterminé par le Jacobien de I'application T' égale & zéro. Ce qui équivaut
a:

(2b—a)x —c
2b ’
Pour la valeur ¢ = 0.088,¢ = 1.8 et b variant dans le sens décroissant

sur l'intervalle [0.085,0.0885], 'application T" a deux points fixes O(0,0) et

N (170 21—c) ) Le point fixe O est toujours un noeud étoilé instable, le point

LOC <= y=

a+b’ a+b
fixe IV est un noeud stable pour b > b = 0.088 et un col pour b < b = 0.088.
L’application T a aussi un cycle d’ordre deux {C7,C2}, qui est de type col
pour b > b et de type noeud stable { N1, Na} pour b < b.

Intéressons-nous aux changements dans la structure géométrique du bassin
d’attraction D du point fixe N, lorsque le paramétre b varie dans le sens
décroissant.

1- Pour b = 0.0885 > b, le bassin D est simplement connexe (Fig. 2.7) et

sa frontiére est constituée par les variétés stables du cycle col {C1, Ca}.

28



2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

a= 088000000 b= .0DS8500000 c= 1. 200000000

3.000
C1 C2
+ L +
— - - .
LC/ — ~ ) /,_../
- - Dy ‘
-
LC.l_/-"’ )
-25.000 @
-25.000 5.000

Fig. 2.7. Bassin D simplement connexe.

2- Pour b < Z, le bassin D n’est plus connexe. b est une valeur de bifur-
cation de type “bassin connexe +— bassin non connexe” caractérisée par la
proposition 2.2.1.

3- Pour b = 0.0886 < E, le bassin D est constitué d’un bassin immédiat Dy
(Fig. 2.8), et d’'une séquence arborescente d’ilots U;>17~*(Ag) (Figs. 2.8a et
2.8b) résultant d’une bifurcation du type schématisée par la figure 2.4(b), ou

l'ilot Dy = T~1(Ap) se trouve dans la région Z.
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2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

a= 022000000 b= .026000000 c= 1 200000000

7.000

-38.000
-30.000 16.000

Fig. 2.8. Bassin D non connexe.

a= 082000000 b= 026000000 c= 1 200000000
-9.500

-12.500
-25.500 -21.000

Fig. 2.8a. Zoom de la région encadrée a gauche dans (Fig. 2.8).
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2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

a= 082000000 b= .026000000 o= 1. 200000000

.300

Do AN LC.

-8.500

10.000 14,000

Fig. 2.8b. Zoom de la région encadrée a droite dans (Fig. 2.8).

4- Parmi les ilots de la séquence arborescente, il y en a qui coupent LC
et donc générent d’autres séquences arborescentes d’ilots. Ce type de bifurca-
tion non classique “contact entre la frontiére du bassin d’attraction 9D et la
ligne critique LC” entraine, lorsqu’on fait varier le paramétre b, une augmen-
tation discontinue de D (augmentation non connexe). Ces ilots subissent un
phénomeéne d’agrégation ou de séparation correspondant & des bifurcations
schématisées par les figures 2.4(d) et 2.6(c). Le nombre de ces bifurcations
augmente de plus en plus, lorsque le paramétre b diminue, ce qui entraine
une augmentation de la taille des ilots et une tendance de ces derniers vers la
frontiére du bassin immeédiat Dy. Une vue partielle du bassin total, représen-
tant cette situation pour la valeur b = 0.0857, est donnée par la figure (Flig.
2.9). Pour b = 0.085 les ilots agregent a Dy et donne une structure fractale a
la frontiere du bassin (Fig. 2.10).
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2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

a= 088000000 b= .085700000 c= 1 800000000

.300

-9.500
11.000 14.000

Fig. 2.9. Augmentation de la taille des ilots.

a= 088000000 b= .025000000 c= 1.800000000
500

-10.500
10.000 156.000

Fig. 2.10. Frontiére fractale du bassin D.
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2.4. Exemple d’une bifurcation de bassin d’attraction avec agrégation d’ilots

Remarque 2.4.1 Pour la valeur b = 0.1,¢ = 0.5, Uapplication T est conju-
guée, par le difféeomorphisme h(z,y) = (y,x + vy), a Uapplication F(x,y) =
(y,0.5z + 0.122 + a.z.y) étudiée par C. Mira dans la référence [2F)].
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CHAPITRE 3

LEtude d’une application non inversible de type (Zy — Z2)

Dans ce chapitre, nous allons commencer par rappeler la construction d’un
ensemble de Cantor du tiers médian [5], qui est un ensemble fractal. Ce rappel
est justifier par le fait que le systéme dynamique étudié dans cette partie a

un attracteur de type Cantorien.

3.1 Construction de ’ensemble de Cantor

Soit Fy lintervalle fermé [0, 1]. Supprimons l'intervalle ouvert ]1/3,2/3[ et
désignons l'ensemble fermé qui reste ([0, 1/3]U[2/3, 1]) par Fi. Ensuite suppri-
mons les tiers du milieu de chaque intervalle restant : |1/9,2/9] et |7/9,8/9] et
désignons ’ensemble fermé qui reste ([0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1])
par F5. En répétant ce procédé, on obtient une suite décroissante au sens

de linclusion d’ensembles fermés F), (voir (Fig. 3.1)). L’ensemble de Cantor

noté C est défini comme suit

o
C= nNnFk,.

n=0
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3.2. Lignes critiques et points fixes de T’

0 1
0 ] % 1
_ —
0 19 29 113 S I 89 1
L — — —
0 1
HH M H H H

Fig. 3.1. Construction de ’ensemble de Cantor.

Les points de Uintervalle [0, 1] qui appartiennent a ’ensemble de Cantor
C peuvent étre caractérisés de la maniére suivante :

écrivons chacun des nombres x,0 < x < 1, dans le systéme de base 3 :

_ & 2 @n
T=S gttt

ol les nombres a,, peuvent prendre les valeurs 0, 2.

Alors ’ensemble de Cantor C est défini comme suit :

3k
k:13

+oo
C = {x € [0,1], Hap)ken € {0,212z = Z“’f } .

3.2 Lignes critiques et points fixes de T

Etudions 'application quadratique 1" définie par :

35



3.2. Lignes critiques et points fixes de T’

=y

T(zy) = { (31)

Y = azy + bz? + cx

ol a,b et c sont des parameétres réels.
La recherche des déterminations inverses de 'application 7" (si elles existent)

revient & résoudre le systéme

T(z,y) — («',y) = (0,0)

par rapport a (x,y). Ce dernier est équivalent au systéme suivant :

{ b2 + (c+ay)z—y' =0 (3.2)

y=2a'
Dans le cas ot le discriminant A = (¢ + az’)? + 4by’ de la premiére équation

de (3.2) est strictement positif, 'application 7" admet deux déterminations

inverses, données par :

. = —(ctaz')—+/(ct+ax’)2+4by’
I (ay) = S (33)
y=x
et
) = —(ctazx")++/ (ct+ax’)2+4by’
R | (3.4)
Yy=x

Dans le cas ou le discriminant s’annule, les deux déterminations inverses sont
confondues et lorsque le discriminant A est strictement négatif, ’application
T n’a pas de détermination inverse. Par conséquent, 1" est une application de
type (Zo — Z2) [21]. Ainsi le plan de phase R? est divisé en deux régions Zg

et Zo séparées par la ligne critique LC' d’équation

—(c+ ax')?
4b ’

qui correspond au discriminant A = 0. Le lieu des antécédents de premier

LC =y = (3.5)
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

rang confondus LC_; est déterminé par le Jacobien de 'application T égale

a zéro. Ce qui équivaut a :

—(2b
LC | <= y= (ZJFC). (3.6)
3.2.1 Points fixes de T’
la résolution du systéme
y==zx

T(x,y) =(z,y) <
(@) = (@y) {amy+bm2+cx—y:0

nous donne les deux points fixes

l1—c 1—c¢

- t p=(-—¢-=°¢
0=(0.0 <a—|—b’a+b

>, ol a—+0b#0.

3.3 Attracteur sur des droites invariantes

Pour les parametres a = 0.71,b = 0.7 et ¢ varié dans le sens croissant
dans l'intervalle [0.9;4.02] , des simulations numériques nous donnent des at-
tracteurs ayant l'apparence de segments de droites, ce qui nous motivent
a rechercher d’éventuelles droites invariantes par 'application 1" ou par ses
composés (T2, T3, ...), sur lesquels se trouveraient ses attracteurs. La recherche
de droites D (d’équation y = kx + [) invariante par T, revient a résoudre
I'équation T'(D) = D par rapport aux coefficients k et | de la droite D. Cette
équation ne donne aucune solution; autrement dit, il n’y a pas de droites
invariantes par 7. Ce qui nous améne logiquement & rechercher des droites

invariantes par T2, ot I'application T2 est donnée par

z = cx + bx? + axy

3.7
v = (a*z + b)y* + (acz + abx® + c)y (3.7)

T*(2,y) = (',9) : {

37



3.3. Attracteur sur des droites invariantes

Ceci revient a résoudre I’équation
T?(D) = D.
Cette équation est équivalente a

T (x,kx +1) = (', k' +1) (3.8)

ce qui implique

{ 7' = cx + bz? + azx(kx + 1) (3.9)

kx' +1 = (a®z + b)(kx + 1)® + (acx + abz? + ¢)(kx + 1)

En éliminant 2z’ de la deuxiéme équation du systéme ci-dessus, on obtient

I’équation en x suivante :

(a®z+b)(kz+1)?+ (acz+abz® +c) (kx+1) = k(cz+ba® +az(kz+1))+1 (3.10)

L’identification des coefficients de méme degré nous donne le systéme, par

rapport aux inconnues k, [, suivant :

a’k? + kab=0 (1)
2a%kl + k*b + kac + abl = bk + ak?® (2) (3.11)
a?1? + 2kbl + acl = alk (3)
Pb+bl =1 (4)

Le systéme constitué des équations (1) et (4) du systéme ci-dessus nous
donne les solutions (k,1) = {(0,0); (0, 1T_I’);(%I’,O);(%b, 1%b)}. Seule la so-
lution (0, 0) vérifie le systéme (3.11)), il en résulte qu’il existe une droite Dy

Dl:y:0

T2 _invariante.
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

Cherchons s'il existe des droites = k invariantes par I’application T2,
Ceci revient a résoudre I'équation T?(k,y) = (k,y’) par rapport a k. Cette

équation est équivalente au systéme

(3.12)

k = ck + bk? + aky
y = (a®k + b)y* + (ack + abk® + ¢)y

qui a pour unique solution k£ = 0. Il en résulte que la droite Do

DQiIL’ZO

est T?—invariante.

Autrement dit, les axes z2’ et yy’ du plan R?, sur lesquels est situé 1’at-
tracteur de P’application T, sont T2 —invariants.

Fixons nous les valeurs des parameétres a, b et faisons varier le parameétre
c. Pour les valeurs a = 0.71,b = 0.7 et ¢ variant dans le sens croissant dans
I'intervalle [0.9,4.02], on a les situations suivantes :

1- Pour la valeur ¢y = 0.9, 'attracteur de 'application T" est un point fixe
de type noeud N(0,0), dont le bassin d’attraction est simplement connexe. En
augmentant progressivement la valeur du parameétre ¢, on obtient & la valeur
¢1 = 1.01 un cycle d’ordre 2 attractif de type noeuds {Ni(zg,0), N2(0,z9)},
nait d’une bifurcation doublement de période aprés déstabilisation du point
fixe attractif N(0,0). Ce cycle est situé sur les deux droites invariantes Dy, Do,
plus précisément N1 € Dy et Ny € Dy (Fig. 3.2).

2- Une bifurcation doublement de période a lieu, & la valeur co = 3.01,
déstabilisant le cycle {Ny, N2} et donnant naissance a un cycle d’ordre 4
attractif de type noeuds (F'ig. 3.3) {N1(0, 1), Na(z1,0), N3(0, z2), N4(z2,0)},
tel que N1, N3 € Dy et No, Ny € Dq. En continuant & varier le paramétre c,
une cascade de bifurcations doublement de période a lieu, et dont les cycles

naissant sont tous situés sur les droites Dy, Do.
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

a= 710000000 b= _700000000 c= 2900000000

1.000

-4.500
-4.500 1.000

Fig. 3.2. Bassin d’attraction du cycle noeud d’ordre 2 { Ny, Na}.

a= 710000000 b= _700000000 c= 3.300000000
1.000

-5.500

-5.500 1.000

Fig. 3.3. Bassin d’attraction du cycle noeud d’ordre 4 { Ny, Na, N3, Ny} .
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

Pour déterminer le type d’attracteur résultant de la limite de cette suite
de bifurcations, nous allons étudier la restriction 72 de I’application 72 a
la droite invariante D et la restriction Ty2 de Iapplication T2 a la droite

invariante Dy. Ces restrictions sont données par :

/:b2

Tf:{ ac/ Ox e =T2: 2 =bx? +cx (3.13)
y:
=0

Tj:{ Y — by ey = T2y = by + cy, (3.14)

'application T2 est topologiquement équivalente & TyQ7 car il existe un homé-

morphisme h donné par
h:R%2 — RR?

(z,y) — (y,2)
tel que

hon:Tyzoh,

par conséquent, il suffit d’étudier la dynamique d’une de ces deux restrictions
de T2, par exemple Tf.

Transformons T2, en faisant le changement de variable suivant :

T2 : o' =ba® +cx (3.15)
C 02 —
T2 (-2 = STy + 1)

2
% = S -
pU 5 u(l—u) (3.16)
1?2 v = cu(l —u) (3.17)
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

Ce changement de variable u = h(z) = —gx est un homéomorphisme dans R,

qui vérifie

hoT2?="T2oh.

Par conséquent 'application Tgf, est topologiquement équivalente a Tg, qui
est une application logistique [17].

3- La figure (F'ig. 3.4) représente le diagramme de bifurcation (a partir
du point N1 du cycle 2) et 'exposant de Lyapounov de I’application T en

fonction du parameétre ¢ € [2.9, 4] et pour une valeur fixée b = 0.7.

Fig.3.4. Diagramme de bifurcation et exposant de Lyapounov de T32.

On peut voir sur cette derniére (figure) la cascade de bifurcations dou-
blement de période (ou bifurcations flip) typique de I’application logistique.
En balayant progressivement les valeurs du parameétre ¢, on localise certaines

valeurs de bifurcation flip, données dans le tableau suivant :
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

valeurs du parameétre c attracteurs

cz = 3.010000 naissance d’un cycle de noeuds d’ordre 2
c3 = 3.449490 naissance d’un cycle de noeuds d’ordre 4
c4 = 3.544095 naissance d’un cycle de noeuds d’ordre 8
c5 = 3.564408 naissance d’un cycle de noeuds d’ordre 16
cg = 3.568760 naissance d’un cycle de noeuds d’ordre 32
cr = 3.569692 naissance d’un cycle de noeuds d’ordre 64
Coo < 3.56995 point d’accumulation

A la valeur ¢y ~ 3.56995, I'exposant de Lyapounov de 'application 7.2
(pour presque toute condition initiale) devient strictement positif ; autrement
dit, on a une sensibilité aux conditions initiales & partir de la valeur ¢ &~ cso.
D’autre part le calcul de la dimension de box-counting (dimension fractale)
de l'attracteur, pour ces valeurs des parameétres, nous a donné dim = 0.647,
il en résulte que Pattracteur de 'application T2 situé sur la droite invariante
D est chaotique de type ensemble de Cantor [5].

L’étude de I’application Ty2 est analogue & celle de Tg? et nous donne un
attracteur chaotique situé sur la droite invariante Do de type ensemble de
Cantor.

L’ensemble des points d’'un cycle de T2 et ceux du cycle de Tj corres-
pondant par équivalence topologique, est un cycle de T'. Par conséquent cet
attracteur de 'application T' est cyclique d’ordre 2 chaotique et de type en-
semble de Cantor (Fig. 3.5).
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

a= 710000000 b= _700000000 c= 3569950000

1.000

-5.500
-5.500 1.000

Fig. 3.5. Lattracteur de type ensemble de Cantor cyclique d’ordre 2.

a= 710000000 b= .700000000 c= 3569950000

=200 500

Fig. 3.5a. Zoom de la parti¢ encadrée dans (Fig. 3.5).
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3.3. Attracteur sur des droites invariantes

4- En augmentant encore le parameétre ¢ et en dehors des intervalles de
périodicité [13], la dimension fractale de 'attracteur chaotique augmente (F'ig.
3.6), et de plus la distance entre les frontiéres de l’attracteur et de son bassin
d’attraction diminue (F'ig. 3.7). Finalement lorsque le parameétre c¢ atteint la
valeur ¢ = 4.02, une bifurcation de contact [2I] a lieu ; autrement dit, en cette
valeur un contact a lieu entre les frontiéres de Iattracteur et de son bassin,

qui se traduit par une dégénérescence de ces derniers.

a= 710000000 %= .700000000 c= 3900000000
.500 1L.C,

D;

-6.000

-6.000 500

Fig. 3.6. L’attracteur a une dimension fractale supérieure a celle de
lattracteur de la figure (Fig. 3.5).
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3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

a= 710000000 b= .700000000 c= 4.000000000
.500 \LC.l

Fo \
IR

D,

-6.000

-6.000 500

Fig. 3.7. La valeur c est trés proche de la valeur de bifurcation de contact.

3.4 Frontiére fractale des bassins d’attraction

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les changements dans la struc-
ture géométrique des bassins d’attraction D, ceci en fixant les valeurs des
paramétres b = 0.7,¢ = 3.4 et en faisant varier le parameétre a dans le sens
croissant de la valeur 0.57 a la valeur 0.69.

1- Pour a = 0.57, (Fig. 3.8) lattracteur de l'application T est un point
foyer F', dont le bassin d’attraction D est simplement connexe de frontiére
réguliére par morceau (F'ig. 3.8a) constituée d’une part par la variété stable
locale W (C) d’un cycle C = {Cy,C2,C3,C4} d’ordre 4 de type col et d’autre
part par antécédent de premier rang T*I(W/[EC(C’)) de W[ZC(C). Les varié-
tés stables locales VV[gC(Ci)J = 1,2,3,4, sont délimitées par un cycle N =
{N1, N2} d’ordre 2 de type noeud instable. De plus ces variétés stables locales
ont pour direction aux points C1,C3 (resp. Ca2,C4) la direction du vecteur

propre de coordonnées (1,0) (resp.(0,1)) associé a la valeur propre |A;| < 1.
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3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

a= 570000000 b= .700000000 c= 3 400000000

-5.500

Fig. 3.8. Bassin d’attraction D simplement connexe du point fixe F.

a= .570000000 b= 700000000 c= 3400000000

Fig. 3.8a. Zoom de la région encadrée dans (Fig. 3.8)
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3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

2- Pour a = 0.5835 (F'ig.3.9), les valeurs propres Ay = 1.39943 et \y =
—1.4, du cycle noeud N = {N7(—3.42857,0), No(0, —3.42857)} satisfont aux
conditions A\; > 1, A2 < —1 et |[Aa] > A1, donc les points de ce cycle sont des
points cusps. Comme I'image d’un point cusp est un point cusp et comme la
frontiére d’un bassin d’attraction est invariante par les déterminations inverses
de T, alors les antécédents de tout rang d’un point cusp constituent une
séquence arborescente infinie de points cusps situé sur la frontiére du bassin
d’attraction. Ceci caractérise la structure fractale de la frontiére du bassin.
La figure (F'ig. 3.9a), qui est un zoom de la région encadrée de la figure (F'ig.
3.9), représente une partie de la frontiére du bassin d’attraction D ou le point

cusp N7 apparait avec ces antécédents.

a= 583500000 b= .700000000 c= 3400000000
500 LCua\,
A

-5.500

-5.500 500

Fig. 3.9. Bassin d’attraction du point fixe F' de frontiére fractale.

48



3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

a= 583500000 b= 700000000 c= 3 400000000

1 0,—40

~1040

-4.900 .020

Fig. 3.9a. Zoom de la région encadrée dans (F'ig. 3.9).

3- En augmentant encore le parameétre a, I’attracteur de 'application T
évolue et devient, a la valeur a = 0.591, un point fixe A de type noeud, dont
le bassin d’attraction est toujours simplement connexe. A la valeur a = 0.595
le bassin d’attraction du point fixe A n’est plus connexe et est constitué
d’un bassin immédiat Dy et de composantes connexes appelées ilots (Figs.
3.10 — 3.10a). Ce changement dans la structure du bassin correspond au fait
que l'intersection LC' N Dy est non connexe [23]. On en déduit alors, qu’entre
ces deux derniéres valeurs de a, une bifurcation de type bassin connexe <«

bassin non connexe a eu lieu.
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3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

a= 595000000 b= .700000000 c= 3.400000000

-5.500
-5.500 -500

Fig. 3.10. Bassin d’attraction D non connexe.

a= .595000000 b= 700000000 c= 3400000000
030

-4.900
-5.10% 5.1073%

Fig. 3.10a. Zoom de la région encadrée dans la (Fig. 3.10)

L’apparence d’un ilot.
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3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

4- En continuant & augmenter la valeur du paramétre a, le bassin immé-
diat Dg du bassin d’attraction D devient multiplement connexe, a la valeur
a = 0.686, c’est a dire connexe avec des trous (ou lacs) (Figs. 3.11 — 3.11a),
ceci résulte du fait que lintersection Dy N LC' n’est plus connexe. Ce chan-
gement dans la structure du bassin d’attraction est issu d’une bifurcation de
type bassin simplement connexe < bassin multiplement connexe. Ce qui nous
donne un bassin d’attraction total D non connexe avec un bassin immédiat

Dy multiplement connexe (Fig. 3.12).

a= 626000000 b= _700000000 c= 3400000000

Lc \
“‘D\@ \

\\\ \
Ay
N\

500

>\\
N\
N\
\\-.. \\
\ \

\

-5.500 LCa
-5.500 500

Fig. 3.11. Bassin d’attraction D multiplement connexe.
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3.4. Frontiére fractale des bassins d’attraction

a= .BE6000000 b= .700000000 c= 3.400000000

0.24.10*

0.23.10°
-3.428571665 -3.428571645

Fig. 3.11a. Zoom de la région encadrée dans (Fig.3.11)

0.75.10°5 a= 690000000 b= .700000000 c= 3.400000000

0.6.10°°

Fig. 3.12. Bassin d’attraction D non connexe avec le bassin immédiat D*

multiplement connexe.
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CHAPITRE 4

Etude du plan de phases et de plans paramétriques d’une

application non-inversible de type (Z; < Z3)

Dans ce chapitre on a étudié dans la premiére partie I’apparition, I’évolu-
tion et le voisinage de deux attracteurs d’un systéme dynamique défini par une
application T polynémiale quadratique bidimensionnelle. Le premier étant un
attracteur de type ensemble de Cantor situé sur une droite invariante. Ainsi,
il nous a suffit d’étudier la restriction de 1" & cette droite invariante. Le second
est un cycle d’ordre deux de courbes fermées invariantes par 72. On a mon-
tré, par une approche numérique, que la structure topologique de la région
proche de cet attracteur était dépendante de ’évolution des ensembles stables
et instables (homoclinicité) d’un cycle d’ordre deux de points col localisé dans
cette région. La deuxiéme partie concerne 1’étude de certains plans paramé-
triques (a, b, ¢), ol by est un réel quelconque fixé. On a montré qu’il existe des
symétries par rapport a ’origine, a la premiére bissectrice et a la deuxiéme bis-
sectrice. On a caractérisé, au voisinage d’une bifurcation de Neimark-Sacker,
les zones d’existences de cycles attractifs (ou les langues d’Arnold).

Le systéme dynamique discret, considéré dans la présente étude, est en-
gendré par une application polyndmiale quadratique T : (z,y) — (2/,v), de

R? dans R?, donnée par
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4.1. Lignes critiques et points fixes de T’

/: b
T W o (4.1)
Yy =cx+y

ol a,b et c sont des parameétres réels.

4.1 Lignes critiques et points fixes de T'

4.1.1 Lignes critiques

La recherche de Iinversibilité (ou la non inversibilité¢) de 'application T’
revient & considérer (4.1)) comme un systéme algébrique et le résoudre par

rapport aux inconnues x et y. Pour ¢ # 0, ce systéme est équivalent &

r = Y=y
{ ¢ (4.2)

v = (F+y)y+ia’=0"

pour b # 0. La résolution, par rapport a y, de la deuxiéme équation du systéme
précédent, en utilisant les formules de Cardan, nous donne :

- St A, Y) = H(62)? — £(% + ¢')® > 0, notre équation et donc le
systéme admet une seule solution réelle. Ceci veut dire, qu'un point
(2',y") admet une unique préimage de rang un.

-Si A(2,y) = $(82))? — 5-(% +y/)? < 0, Péquation et donc le systéme
(4.2) admet trois solutions réelles. Ceci veut dire, qu'un point (z’,y’) admet
trois préimages de premier rang distinctes.

- Si A(2,y) = 3(62)? — £(% +¢/)3 = 0, Péquation et donc le systéme
admet trois solutions réelles dont deux égales. Ceci veut dire, qu'un point
(2',y") admet trois préimages de rang un, dont deux sont confondues.

On en déduit que I'application est non inversible et que le plan de phases
peut étre subdivisé en deux régions; une région Zz sur laquelle I’application

T admet trois déterminations inverses, données par :

Tl_1 :




4.1. Lignes critiques et points fixes de T’

Q\
|

<
S

o (3% + B - -5 - /@D,

Q@\
|

<
S

r ) v=—t ({5 VAT g - VAT -

o (3% + A - -5 - /D),

une région Z; sur laquelle 'application T' admet une seule détermination
inverse, donnée par 7| ! Ces régions sont séparées par une courbe, notée LC'

et appelée ligne critique, d’équation A(z’,y’) = 0, équivalente a

;3 ac
2 b’

qui est le lieu des points ayant au moins deux préimages de premier rang

Yy (2bc?) /321213 — (4.3)

confondues. L’ensemble de ces préimages de premier rang confondues, noté
LC_1, est inclus dans T~ (LC). LC_; coincide avec I’ensemble
Jo = {(z,y) € R?/det(JT(z,y)) = 2by* — bex — ac =0},

ou JT est la matrice Jacobienne de T' (T est continuement différentiable). En
effet, det(JT (x,y)) change de signe lorsqu’on traverse ’ensemble Jp, qui est

une courbe continue d’équation
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4.1. Lignes critiques et points fixes de T’

bex + ac
20

ce qui implique que T n’est pas localement inversible au voisinage de Jy et

y==+ (4.4)

donc ce dernier coincide avec LC'_1. La ligne critique LC posséde un point
cusp C de coordonnées (0, —ac/b), (fig. 4.1). Ce point est le lieu ou les trois
déterminations inverses coincident ; autrement dit, les trois préimages de pre-
mier rang du point cusp C sont confondues et ont pour coordonnées (—a/b,0).

Selon la classification et les notations des auteurs de la référence [21], notre

application non inversible est de type (Z1 < Z3).

4.1.2 Points fixes de T

La résolution du systéme

_ y—v?

T(x’y):(m’y){:’{ b — (b+ 1)y — (ac— 1)y =0 '

nous donne le point fixe O(0,0) et si A = (b — 1)2 + 4abc > 0, on a deux

autres points fixes

2b2%¢

P (—1+b—2abc—\/(b—1)2+4abc 1+b+\/(b—1)2+4abc>
B ’ 2b

2b%¢ 2b

o0 <—1+b—2abc+ VO—1)2+4dabe 1+b—/(b— 1)2+4abc>

pour b # 0 et ¢ # 0.

Localiser la position des points fixes de T', par rapport aux régions 2
et Zs, revient a déterminer le nombre de leurs préimages de premier rang.
Pour cela, il suffit de déterminer le signe de A(z’,y’) (discriminant de la
deuxiéme équation du systéme ) en remplagant (z’,y’) par les coordon-

nées de chaque point fixe. Par exemple, si les parameétres ont pour valeurs
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

b=1et 1.5, et a,c telles que ac > 0 (valeurs prises dans les sections sui-

vantes)
-0 € Zs,
ac=1, Pe LC
-pour b=1 et
ac # 1(ac > 0), P € Z3

-pourb=15¢et ac>0, P € Z3

Cvour b 1 ot ac=4ouac-%,Q€LC’
P B ac#4etac=1 (ac>0), Q€ Z3
- pour b= L5 et ac= ((6+13)2-1)/24, Q € LC

’ ac # (6 £/13)2 —1)/24, (ac>0), Q € Z3

4.2 Attracteurs sur une droite invariante

Malgré la simplicité d’une telle application; pour certaines valeurs des
parameétres, le systéme peut montrer des dynamiques chaotiques. Ce com-
portement peut étre retrouvée méme pour des systémes unidimensionnels,
comme par exemple I’application logistique [17]. Nous allons démontrer que
pour la valeur du paramétre b = 1 notre systéme dynamique posséde un at-
tracteur, de type ensemble de Cantor, situé sur une droite invariante. Une
étude antérieure a été faite par V. Tsybulin et V. Yudovich [27] sur ce type
d’attracteurs.

Nous commengons par la recherche des droites invariantes par T (7-
invariante). Cette motivation résulte de simulations numeériques qui ont donné,
pour le paramétre b = 1, des attracteurs ayant la forme d’un segment de
droite. Ainsi, dans tout ce paragraphe le paramétre b sera fixé a la valeur
by = 1.

Tout point (z, kx 4 1) d’une droite D invariante par T'(T(D) = D) vérifie

le systéme

T(z kx+1) = ((a+x)(kz +1), cx + (kx +1)%) = («/, k2’ + 1), (4.5)
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

qui équivaut a I’équation

cx + (kx +1)? = k(a + z)(kz +1) + 1. (4.6)

Les valeurs des coeflicients k et [, solutions du systéme

9

c+ 2kl = ak?® + Kkl
12 =aqakl+1

déduit de 1’équation 1) sont (k,l) = (—c,—ac+1) et (k1) = (i\/c/a,O)

avec a # 0 et ac > 0. Il en résulte qu’il existe trois droites T —invariantes

Dy y=—-cx—ac+1
Dy : y=—y/c/ax
D3 : y=+/c/ax.

Selon le signe du parameétre a (¢ a le méme signe que a, puisque ac > 0), on
a les situations suivantes :

- Sia > 0, les points fixes P = ((—/ac —ac)/c,1 ++/ac) et Q = ((/ac —
ac)/c,1 —+/ac) de T correspondent respectivement aux points d’intersections
des droites (D1, D3) et (D1, D3).

-Sia <0, P et @) correspondent respectivement aux points d’intersections
des droites (D1, D3) et (D1, D2).

Le point fixe O = (0,0) correspond au point d’intersection des droites
(D2, D3). Ce point, ayant pour multiplicateurs (valeurs propres) A1 2 = ++/ac,
est attractif, de type noeud, pour 0 < ac < 1 et répulsif pour ac > 1.

- Lorsque 0 < ac < 1, les droites D3 et D3 coupent le bassin d’attraction
de O, dont une partie de la frontiére est constituée d’un segment de D; (F'ig.
4.1).
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

a= .300000000 b= 1.000000000 c= 2.500000000
2.3 X

C

Z

Fig. 4.1. Bassin d’attraction du point fixe O.

- Lorsque ac = 1, le point O est confondu avec ). De méme, pour a > 0
la droite D3 (resp. D3 pour a < 0) est confondue avec la droite Dj.

- Lorsque ac > 1, le point fixe O devient répulsif; ce changement de
stabilité & lieu simultanément avec 'apparition, sur la droite D;, d’un cycle
d’ordre 2 de noeuds attractifs { N7, No}. Ce changement qualitatif du plan de
phases ; autrement dit, cette bifurcation survient a la traversée de la courbe
d’équation ac = 1. Evidemment la droite D; coupe le bassin d’attraction
du cycle {Ny, Na} (puisque {Ny, No} € D), dont une partie de la frontiere
est constituée d'un segment de Do (resp. D3) pour a > 0 (resp. a < 0).
On remarque que la position de ces droites invariantes, avant et apreés la
bifurcation, est intervertie par rapport aux bassins d’attraction de O et de
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

a= .450000000 b= 1.000000000 c= 2.500000000

2.3
B

Z

-1.4

Fig. 4.2. Bassin d’attraction du cycle d’ordre 2 { Ny, Na}.

Au-dela de la courbe de bifurcation, dans la région ac > 1, en variant
un des deux parameétres a ou ¢, une cascade de bifurcations doublement de
période & lieu, dont les cycles nait sont tous situés sur la droite D;. Pour
déterminer le type d’attracteur résultant de la limite de cette suite de bifur-
cations, nous allons étudier la restriction 77 de notre application T & cette

droite invariante [I0]. Cette restriction est donnée par :

T { ' = (a+a)(—cz —ac+1) = (1/c)y(1 —y) e

Y =cr+ (—cx —ac+1)? = —y(1—y) —ac+1

D’autre part, il est aisé de vérifier que les applications projections

P,:Di CR* >R . P, :DyCR*—>R
e
(,y(z)) - = (@(y),y) — v,
sont des homéomorphismes; il en résulte que 'application T} est topologique-

ment équivalente & chacune de ses composantes

Tie:z— 2 =(a+z)(—cx—ac+1), (4.8)
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

Tiy:y—y =-y(l—y) —ac+1; (4.9)

autrement dit,

Ty =P, oTiz0P, =P, oTyy 0P,

xT

et par transitivité 71 , est topologiquement équivalente a T4 ,,. Par conséquent,
il suffit d’étudier la dynamique de la composante 71 ;. Pour cela, transformons
T en faisant les changements de variables suivants :

- posons t = cx + ca, alors de on a :

t’:TLt(t)zt(l—t)Jrac:—(t—W) <t—1_\/m).

2

(4.10)
- posons z =t — . Par rapport a cette nouvelle variable, I’application

(4.10]) s’écrit :

1++/1+4ac
2

B 1+ +1+4ac

2 =T ,(2) = —2(z + V1 + 4dac) 5 (4.11)
- posons u = \/ﬁ + 1, alors I'application 1' en fonction de cette va-
riable, s’écrit :
, 1 1
v =T 4(u) =V1+4ac u(l —u) (4.12)

F— + —.
2V1+4ac 2
La composition des changements de variables dans (4.10]), (4.11) et (4.12]

nous donne

(@) 2cx + 2ca + 1+ 4ac—1
u = €Tr) = y
4 2v/1 + 4ac

qui est un homéomorphisme dans R. Par conséquent ’application 77 , est to-

pologiquement équivalente & 77 ,,, qui est une application logistique perturbée
[17].

Le changement de variable
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

(y) —2y++v1+4ac+1
u = =
4 2v/1 + 4ac

donne I’équivalence topologique entre la seconde composante 17, de T et

I'application logistique perturbée T .

0.5

-1.5 -

Fig.4.3. Diagramme de bifurcation et exposant de Lyapounov de Ti,, en
fonction du parameétre a € [0.38,0.91] et ¢ = 2.5.

La figure (F'ig. 4.3) représente le diagramme de bifurcation et I'exposant
de Lyapounov de la composante 77 , en fonction du parameétre a et pour une
valeur fixée ¢y = 2.5. On peut voir sur cette derniere (figure) la cascade de
bifurcations doublement de période (ou bifurcations flip) typique de I'appli-
cation logistique.

L’exploration numérique des attracteurs de T', & partir du diagramme de
bifurcation de la figure (F'ig. 4.3) et en parcourant les valeurs du parameétre
a dans le sens croissant, nous donne :

- La valeur a; = 0.4 est une valeur de bifurcation flip ((a1, ¢o) appartient &

la courbe de bifurcation ac = 1), dont la traversée correspond simultanément
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

a la déstabilisation du point fixe attractif O = (0,0) et a la naissance d’un
cycle d’ordre 2 de noeuds attractifs { Ny, Na}.

- La valeur as = 0.6 est une deuxiéme valeur de bifurcation flip, dont la
traversée correspond simultanément & la déstabilisation du cycle d’ordre 2 de
noeuds attractifs {IN7, N2} et a la naissance d’un cycle d’ordre 4 de noeuds
attractifs {A1, Ag, Az, Ay} (Fig. 4.4).

- En parcourant progressivement les valeurs du parameétre a, on localise
une suite de valeurs de bifurcation flip ag = 0.64724,a4 = 0.657616,a5 =
0.6598526, ag = 0.66033146, etc. .., qui s’accumulent a la valeur ay, ~ 0.6605.
En cette valeur, 'application 7" a un exposant de Lyapounov (pour presque
toute condition initiale) strictement positif et le calcul de la dimension de
box-counting (dimension fractale) de lattracteur (F'ig. 4.5) nous a donné
dim ~ 0.678. Autrement dit, comme prévu par I’équivalence topologique des
composantes 171, et T1, avec l'application logistique, 'attracteur est chao-

tique de type ensemble de Cantor.

a= .620000000 b= 1.000000000 c= 2.500000000

2.3
VA
i ekl
. /
A3 ’/
S
7 i\ \ / Z,
. X
o\ A/
A
\ / ~—~
‘\I‘f \
-1.5 if Dy
-1.4 0.6

Fig. 4.4. ag < a < ag. L’attracteur est un cycle 4 de noeuds {A;, A, A3, A4}.
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

a= .660500000 b= 1.000000000 c= 2.500000000

24 \
\ %

S

=%.B

Fig. 4.5. a = ay, L’attracteur est un ensemble de Cantor situé sur Dj.

- Au-dela de la valeur ao, et en dehors des intervalles de périodicité (inter-
valles de a sur lesquels Pattracteur redevient un cycle de période finie [13]),
la dimension fractale de l'attracteur chaotique augmente avec a (F'ig. 4.6 et
4.7), et de plus la distance entre les frontiéres de l'attracteur et de son bas-
sin d’attraction diminue. On remarque aussi que ’attracteur se situe dans la
région Zs3. Finalement, pour la valeur a = 0.895, une bifurcation de contact
(contact entre ces deux frontieres) [11] a lieu, causant une dégénérescence de

I’attracteur chaotique.
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4.2. Attracteurs sur une droite invariante

a= 700000000 b= 1.000000000 c= 2500000000

Fig. 4.6. a > as. Lattracteur de type ensemble de Cantor .

a= .890000000 b= 1000000000 c= 2.500000000

Fig. 4.7. La valeur de a est proche de la valeur de bifurcation de contact.

65



4.3. Courbes fermées (invariantes par T?)

4.3 Courbes fermées (invariantes par T?)

L’objet de ce paragraphe est ’étude, par une approche numérique, de
la bifurcation conduisant a I'apparition simultanée de deux courbes fermées
invariantes de stabilité différente, ainsi que 1’évolution de ces derniéres en
fonction du parameétre a. Dans ce cas, on a fixé les parameétres b = 1.5, ¢ = 2.2
et le parametre a € I = [0.5,0.78]. En variant a dans le sens croissant, on
obtient les situations suivantes :

- Sur le sous intervalle [0.5,0.70852] de I, le seul attracteur du systéme
est un cycle d’ordre 2 de noeuds attractifs {IN1, N2}, nait d’une bifurcation
noeud-col.

- Une bifurcation flip a lieu & la valeur a = 0.70853 transformant le cycle
d’ordre 2 { N1, Na} en un cycle col {S1,S2} et donnant naissance a un cycle
d’ordre 4 de noeuds attractifs {A;, As, As, A4}. Ce dernier (cycle) se trans-
forme, a la valeur a = 0.71749, en un cycle d’ordre 4 de foyers attractifs
{F\, Fy, F3, Fy}, (Fig. 4.8a). Relativement & la composée 7%, les bassins d’at-
traction des foyers F;,i = 1,2,3,4, sont délimités par les ensembles stables
W#(S;),i = 1,2 (Fig. 4.8b). Lorsque le paramétre a croit, les deux branches
w11 et wia de W*#(S1) (resp. wa 1 et wao de W*(S2)) forment des convolu-
tions autour des foyers F et F3 (resp. Fy et Fy) (Fig. 4.9a), qui deviennent de
plus en plus denses (nombreuses) avec I’évolution du parameétre a (Fig. 4.9b).
Ceci implique que les branches de W#(S) (resp. W#(S2)) se rapprochent 1'une
de Pautre. Jusqu’a la valeur a = 0.747795027, qui correspond a la limite de
ce rapprochement entre les w;1 et w;2,7 = 1,2, notre plan de phase reste

topologiquement équivalent (inchangé).
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4.3. Courbes fermées (invariantes par T?)

Fig. 4.8a. a =0.74,b=15¢t ¢ =2.2,(z,y) € [-1.2,0.9][-1.6, 2],

relativement & T4, le bassin de chaque foyer F; a une couleur propre.

- 4.

Fig. 4.8b. a = 0.747, (z,y) € [-0.155,0.044][—0.935, —0.76], agrandissement
de la région des foyers Fy et Fy.
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Fig.4.9a.a = 0.7476,b = 1.5 et ¢ = 2.2, (z,y) € [~0.155,0.044][—0.935, —0.76].

Fig. 4.9b. a = 0.747793, (z,y) € [—0.1496, 0.0216][—0.9065, —0.8081].
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- A la valeur a = 0.747795028, la structure topologique du plan de phases
change dans les régions du cycle {F;,i = 1,2,3,4}, plus précisément dans
les deux régions ou les convolutions des W*(S;),i = 1,2, étaient denses. En
effet, il apparait simultanément deux cycles d’ordre 2 de courbes invariantes
fermées, 'un attractif {Ff 5} et Pautre répulsif {I‘%I"Q‘} Chaque courbe I'}
entoure une courbe I'Y,7 = 1,2, et sont treés proches 'une de 'autre & leur
apparition. De plus chaque courbe I'} entoure les points F;, Fi42 et S;,i = 1,2
(Fig. 4.10).

Dans le cas de systémes dynamiques discrets, un mécanisme de bifurcation,
suggérés par A. Agliari, G. I. Bischi, R. Dieci et L. Gardini [I], explique I’ap-
parition, simultanée et proche I'une de ’autre, de courbes fermées invariantes
de stabilité opposée comme étant la conséquence d’une connexion noeud-col
ou foyer-col. Cependant on est confronté & des difficultés numériques pour
détecter ces connexions, lorsqu’elles sont issues de cycles de trés grandes pé-
riodes. Dans notre cas ’exploration numérique, pour la valeur précédente du
parameétre a, ne nous a pas permis de trouver des connexions noeud-col ou
foyer-col de cycles d’ordre inférieur ou égale & 200. Par conséquent, si 'appari-
tion de ces courbes fermées invariantes ne sont pas le résultat d’une connexion
de cycles d’ordre supérieur a 200, on peut conclure que, relativement a T2,
une bifurcation noeud-col de courbes fermées invariantes a lieu entre les deux
valeurs précédentes du parametre a [10].

Relativement & T2, T'¢ (resp. I'Y) est a la fois frontiére interne du bassin
d’attraction de I'{ (resp. I'§) et frontiere externe du bassin d’attraction du
cycle {F1, F3} (resp. {F», Fu}). En outre les courbes I'{ et I'Y sont respecti-
vement les ensembles a—limites des points des ensembles stables W*(S7) et
de W*(S3). Ces derniers constituent respectivement les frontiéres internes des
bassins des cycles {F1, F3} et {Fs, Fy} (Fig. 4.10b et 4.10¢) . Les ensembles in-
stables W*(S1) et W*(S2) convergent respectivement vers les cycles { F1, F3}
et {Fy, F4}, et sont respectivement entourés par les ensembles stables W#(5S1)
et W*(Ss).
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Fig. 4.10a. a = 0.747795028,b = 1.5 et ¢ = 2.2, (z,y) € [—1.08,0.8][—1.5,1.95].

Fig. 4.10b. (z,y) € [-0.1379,0.0114][—0.8965, —0.8201], zoom de la région
encadrée dans (F'ig. 4.10).
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Fig. 4.10c. (z,y) € [—0.11070, —0.04285][—0.88860, —0.85536], zoom au

voisinage du col Ss.

- Lorsque la valeur du paramétre a augmente progressivement, les courbes
I't,i = 1,2, rétrécissent et de fagon accentuée au voisinage des points col
Si,i = 1,2. Ceci implique que les ensembles W*(S;) et W"(S;), i = 1,2, se
rapprochent 'un de 'autre. A la valeur a = 0.7481855, une tangence homo-
cline entre les ensembles W*(S;) et W*(S;),i = 1,2, a lieu simultanément
avec la disparition des courbes I'}',i = 1,2. En cette valeur de bifurcation,
des agrandissements du voisinage proche des S; (Fig. 4.11a et 4.11b) nous per-
mettent de conclure que cette tangence homocline est de type double boucle
homocline et donc non suivie d’un enchevétrement homocline. Lorsque le para-
meétre a dépasse cette derniére valeur de bifurcation, les deux doubles boucles
homoclines se transforment en quatre courbes invariantes fermées répulsives,

Qj,i,i = 1,2,3,4, constituant, relativement & T*, les frontiéres des bassins
d’attraction des points fixes Fj,i = 1,2,3,4. Les ensembles stables W*(S5;),
qui sont maintenant & l'extérieur des bassins des Fj, s’enroulent infiniment
autour des courbes I'y, ; autrement dit, ces courbes constituent les ensembles
a—limites des points des W*(SS;). Les ensembles W*(.S;), qui maintenant en-

tourent les W?(S;), convergent vers les courbes I'? (fig. 4.12a).
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Fig.4.11a. a = 0.7481855,b = 1.5 et ¢ = 2.2, (z,y) = [~0.1429,0.016][—0.8979, —0.8159].

Fig. 4.11b. (z,y) € [—0.07720, —0.05153][—0.88030, —0.85849],
zoom au voisinage du col Ss.
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Fig. 4.12a. a = 0.74843,b = 1.5 et ¢ = 2.2,
(z,y) € [—0.145,0.020][—0.900, —0.814].

- En continuant a augmenter la valeur du parametre a, les courbes I',
rétrécissent (Fig. 4.12b) jusqu’a se confondre, a la valeur a = 0.749532, avec
les foyers Fj, puis disparaitre au-dela de cette valeur, et les F; deviennent
des foyers répulsifs. Ce changement de portrait de phases correspond & une
bifurcation de Neimark-Sacker sous-critique. Aprés cette bifurcation, il ne

reste qu'un seul attracteur, le cycle 2 de courbes invariantes fermées {I';, ' }.
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4.3. Courbes fermées (invariantes par T?)

Fig. 4.12b. a = 0.74945, (z,y) € [~0.152,0.025][—0.905, —0.810).

Remarque 4.3.1 Sion continue & varier le paramétre a, les courbes {I'{,T'5}
évoluent en un attracteur chaotique cyclique d’ordre deux. Cela est di a des
bifurcations globales de type contact entre la ligne critique LC_1 et la frontiére
de Uattracteur [[1Z]. Par exemple pour a = 0.7784, on wvoit sur les figures
(Fig. 4.13a et 4.13b) que les courbes {I';,T'5} ont évolué en un attracteur
complexe, dont le calcul de la dimension de box-counting nous a donnée dim =
1.32; autrement dit, cet attracteur a une structure fractale. De plus, pour cette
valeur du paramétre a et pour presque toute condition initiale, [’application
T a un exposant de Lyapounov strictement positif, ce qui veut dire que le
systéme est sensible aux conditions initiales. Par conséquent notre attracteur

cyclique est chaotique.
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a= .778400000 b= 1.500000000 c= 2.200000000
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Fig. 4.13a. Zoom de la région de l'attracteur {I'],I'5}.

a= _778400000 b= 1.500000000 c= 2.200000000
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Fig. 4.13b. Zoom de la région de I'5.
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4.4 Symétries dans les plans paramétriques (a,bg,c)

La proposition suivante prouve qu’il existe, pour b = by fixé, une symétrie

par rapport a lorigine dans les plans paramétriques (a, bg, ¢) du systéme.

Proposition 4.4.1 : Pour des valeurs fizées (ag,co) des paramétres (a,c), le
point (x1,y1) est un point d’un cycle d’ordre k de l'application T si et seule-
ment si pour les valeurs (—ag, —co) des paramétres (a,c), le point (—x1,y1)
est un point d’un cycle d’ordre k de 'application T. De plus, ces cycles de T

sont de méme type et de méme stabilité.

Démonstration : Pour des valeurs fixées (ag, cg) et (—ag, —co) de (a,c),

notons 7' respectivement par Ty, ¢, €t T4y, —cy, qui sont égales a :

(aoy + bzy, cor + y?)

T(107CO (:Ea y)
T gy—co(x,y) = (—aogy+ bxy, —cor + y2).

Ces applications sont régulirement conjuguées (C*-conjuguées, k > 1) par le

difféomorphisme

h: RQ - R27 h(.%',y) = (_:Cay)v

puisque

h (Tao,co (z,9)) = T a9,—co (h(z,y))

pour tout (z,y) € R2. Il en résulte que le difféomorphisme h applique respec-
tivement un point fixe (x,y), un cycle {(x;, ¥:i)}1<;<, de Tag,c sur le point
fixe (—z,y), le cycle {(—zi,yi)}1<;<i de T_%_COT De plus, on sait que ces
points fixes et cycles corresponda_nt_s par h sont de méme type et de méme
stabilité, puisque les polynomes caractéristiques des matrices Jacobiennes

JTE (i, y;) et JTF

0,0 ® ao.—co (— T3, y;) coincident. En effet

det (JTfO’CO (zi,yi) — M) = det(J(h Lo T* o h)(zi,yi) — N)

—ao,—c¢co
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= det(JR™H(T* (h(zs,9:))).JT* (h(zi,yi)).Jh(zs, y;) — A1)

—ap,—¢co —ao,—c¢o

= det(Jh (W(TE, o (i i) JTF (=i, yi)-Jh(wi, i) — M)

ao,Co —ao,—¢co

= det((Jh(TE . (z;,4:))) " L. JT* (—xi, yi). Jh(zi,yi) — N)

@g,Co —ao,—c¢o

= det((Jh(xi,yi))*l.JTk (=i, yi)-Jh(zs, yi) — (Jh(mg, y:)) "L AL Th(z4,4:))

—ao,—¢co

= det((Jh(zs, i) 1. (JT* (=i yi) = AD)-Jh(zi, yi))

—ao,—¢co

= (det(Jh(zi, y:))) "L det(JT* (—xi,y;) — AI). det(Jh(z;, y;))

—ao,—co

= det(JT* (—zi,y;) — M) A

—ao,—co

Remarque 4.4.1 Comme les coordonnées x des points des cycles d’ordre
k {(zi,yi) hi<i<k et {(—zi,yi) hi<i<i respectivement de Tgy ey et de T—qy —c,
sont de signes opposés, on en déduit que le sens de rotation de ces cycles est
opposé. Autrement dit, si l'ordre cyclique (I’ordre d’échange) des points du
cycle {(xi,yi) }1<i<k est égale a q, celui des points du cycle {(—xi, yi) h<i<k
est égale a k — q.

La proposition ci-dessous prouve qu’il existe une symétrie par rapport a

la premiére bissectrice dans les plans paramétriques (a, by, ¢) du systéme.

Proposition 4.4.2 Pour des valeurs fixées (ag,co) des paramétres (a,c), le
point (x1,y1) est un point d’un cycle d’ordre k de Uapplication T, si et seule-
ment si pour les valeurs (co,ap) des paramétres (a,c), le point (g—gxl,yl) est
un point d’un cycle d’ordre k de l'application T'. De plus, ces cycles de T sont

de méme type et de méme stabilité.

Démonstration : Pour des valeurs fixées (ag, cp) et (cop,ap) de (a,c), ou
ap et cg sont non nulles, notons 7" respectivement par Ty, ¢, €t Tt a0, qui sont

égales a :
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Tag,co ('Tv y) = (aoy + bxy, cor + y2)
Teo,a0 (z,y) = (coy+ bry,apx + 3/2)-

pour tout (x,y) € R2, le difféomorphisme

hiR = R hz,y) = (Sa,y),
0

vérifie

h (Tao,CO ((E, y)) = Teg,a0 (h<x> y))

Les applications Ty, et Tryqo sont alors réguliérement conjuguées (Ck-
conjuguées, k > 1).

Il en résulte que le difféomorphisme h applique respectivement un point
fixe (z,y), un cycle {(2i, yi) }1<;<p de Tay,c, sur le point fixe (Z—gw,y), le cycle
{(Z—‘;xi, yi)}1<i<k de T¢y.q0- De plus, on sait que ces points fixes et cycles cor-
respondants par h sont de méme type et de méme stabilité, puisque les poly-
nomes caractéristiques des matrices jacobiennes JT1 . (i, y;) et JTX (a2, yi)

€0,a0

coincident. En effet

det (JTE . (zi,yi) — M) = det(J(h L o TE o h)(zi,y;) — M)

ao0,Co €0,a0

=det(JhYTE , (h(zs,y:))).JTE . (h(xi, y:)).Th(xi, i) — M)

C0,a0 €0,a0

= det(JR Y (W(TE . (zi,9:))).JTE (22, yi)-Jh(wi, yi) — M)

ap,Co €0,a0

= det((JR(TE . (ziyy:))) L JTE (a2, yi)-Jh(wi, yi) — AI)

@0,Co €0,a0

= det((Jh(xi, y)) L. JTF (Z—gxi,y,;).Jh(:):,-, yi) — (Jh(zi,vi)) AL Th(xi,y))

€0,a0

= det((Jh(wi, 4:) " (JT5 oo (L2wiyi) — M) Th(zi, yi))

€0,a0

78



4.4. Symétries dans les plans paramétriques (a,bg,c)

€0,a0

= (det(Jh(zi,y;))) . det(JTF (z—gxi,yi) — M).det(Jh(x;,y5))

= det(JTF (2zi,y;) —AI) A

€0,a0

Remarque 4.4.2 Les cycles d’ordre k {(zi,yi) h<i<k et {(22@i,¥i) h<i<k
respectivement de Toy o et de Tey qo ont le méme sens de rotation si leurs
premiéres coordonnées x;, (,%g)% sont de méme signe, c’est-a-dire Z—g POSi-
tif, et de sens de rotation opposé si ng est négatif. Autrement dit, si l’ordre
cyclique des points du cycle {(x;,yi) }1<i<k est égale a q, celui des points du
cycle {(e2ai, yi) hi<i<k est aussi égale a q si 2 est positif, et est égale a k —q

51 &
ao

est négatif.
La proposition ci-dessous prouve qu’il existe une symétrie par rapport a

la deuxiéme bissectrice dans les plans paramétriques (a, by, c) du systéme.

Proposition 4.4.3 : Pour des valeurs fizées (ap,co) des paramétres (a,c), le
point (x1,y1) est un point d’un cycle d’ordre k de l'application T, si et seule-
ment si pour les valeurs (—cg, —ag) des paramétres (a,c), le point (—2—32}1, Y1)
est un point d’un cycle d’ordre k de l'application T'. De plus, ces cycles de T

sont de méme type et de méme stabilité.

Démonstration : Pour des valeurs fixées (ag, cg) et (—co, —ag) de (a,c),
ou ag et ¢ sont non nulles, notons 1" respectivement par Ty, ¢, €t Ty —ags

qui sont égales & :

(aoy + bzy, cox + y?)

TaO7CO (:I:a y)
T cy—ao(x,y) = (—coy+ bxy, —apr + y2).

pour tout (x,y) € R2, le diffsomorphisme

h: R2 - RZ,h($7y) = (_Cﬁ$7y)7
ag
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vérifie

h (Tag,co(2,Y)) = T—co,—ao (h(, Y)).

Les applications T}, ¢, et T, —q, sont réguliecrement conjuguées (C*-conjuguées,
k > 1). Il en résulte que le difféeomorphisme h applique respectivement un
point fixe (z,y), un cycle {(@i,¥i)}<;<), de Tag,q, sur le point fixe (— 22, y),
le cycle {(—g—gxi, yi)}1<i<k de T, —qo- De plus, on sait que ces points fixes
et cycles correspondants par h sont de méme type et de méme stabilité,
puisque les polyndmes caractéristiques des matrices jacobiennes JT, fo’co (i, 5)

et JT* (—&2;,y;) coincident. En effet

—C0,—ao

det (JTE . (@i, yi) — M) = det(J(h™t o T* o h)(zs, ;) — M)

—co,—ag
= det(Jh™H (T, oo (Wi, 4i)))-TTE oy _ay (i yi))-Th(i, i) — M)
= det(Jh_l(h(Tfo,co (ﬂfi,yi)))-JT]fco,—ao(—%ﬂﬂi,yz’)-Jh(iﬂi,yi) — )
= det((Jh(TfO,co(%,yi)))_l-JT]fco,—ao(—%ﬂﬁi,yz’)-Jh(ﬂfi,yz’) — )
= det((Jh(wi, yi) " TTE oo (= Lai yi) Jh(wi, yi) — (Jh(zi,yi) " AL Th(zi, y:))
= det((‘]h(xiayi))_l'(Jleco,—ao(_ngxi’yi) — ). Jh(zi, yi))
= (det(Jh(zi, i)~ det(‘]TEco,—ao(_%mia yi) — AI). det(Jh(z;, yi))
= det(JTE,, oo (— Lz, y;) — MM
Remarque 4.4.3 : Les cycles d’ordre k {(z;,yi) hi<i<k €t {(—%xmyi)}lgigk
respectivement de T, o, et de T_.; _q, ont le méme sens de rotation si leurs
premiéres coordonnées x;, (—g—g)x, sont de méme signe, c’est-a-dire g—g négatif,

et de sens de rotation opposé si g—g est positif. Autrement dit, si [’ordre cyclique

des points du cycle {(x;,yi) hh<i<k est égale a q, celui des points du cycle
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{(—g—gazi, Yi) b1<i<k est aussi égale a q si 05 est négatif, et est égale a k —q si

g—g est positif.

La proposition ci-dessous établit la relation existante entre les coordonnées
des points des cycles d’ordre k de 'application T, ., et celles des points des
cycles d’ordre k de I'application Ty, ., o (ag,co) et (a1, c1) sont des points
arbitraires (du plan paramétrique) appartenant a une courbe hyperbolique

d’équation a.c = cte.

Proposition 4.4.4 Pour toutes valeurs (ap,co) et (a1,c1) des paramétres
(a,c) appartenant & une courbe hyperbolique d’équation a.c = cte, le point
(z1,y1) est un point d’un cycle d’ordre k de Uapplication Tg, ¢, st et seule-
ment si le point (g—fl’xl,yl) = (Z—(l)xl,yl) est un point d’un cycle d’ordre k de
Uapplication Ty, ¢,. De plus, ces cycles de T sont de méme type et de méme

stabilité.

Démonstration : Pour des valeurs fixées (ag,co) et (a1, c1) telles que
ag.co = aj.c; = cte, notons 1’ respectivement par Tg, o, et Ty, ¢, qui sont

égales a :

Tao,co ($’ y) = (aOy + bxy, cor + 3/2)
Toyor(z,y) = (ary + by, crz +y2).

Tout d’abord on a : V(z,y) € R2.

(2, y) = Tugeolx:y) = (a0y + bzy, cox + y*)
C C C
s ()= (Uaoy + by, cor + yz)
C1 C1 C1

c c c
= <a1y +b <Oaj) Y, C1 <Ox) + y2> =To1,e0 <0:1;,y) .
c1 1 c1

Il en résulte

1- pour k = 1, un point fixe (z1,y1) de Ty, ¢, vérifie
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Co Co
Tagco(w1,91) = (21,91) & (lefbyl) =To,e1 <Cl$17y1> ;

(o .
ainsi <Eac1, y1> est un point fixe de Tg, ,.

2- Pour k£ > 1, un point (x1,y1) d’un cycle d’ordre k de Ty, ., vérifie

Tag.co(T1,91) = (22,92) Toy,er (%xhw) = (222, 92)
Tag,co($23y2) = ($3ay3) PN Tal,cl(%xZayQ) = (%x?ny?))

Taoyco(xk’yk) = (9317?/1) Ta1701(%xkayk) = (%xlayl)

ainsi (E—?xl, y1> est un point d’un cycle d’ordre k de 15, ;.

Pour montrer que les cycles d’ordre k {(x;, y;) }1<i<k de T ¢, €t {(2—?:1:1-, vi) hi<i<k
de T}, , sont de méme type et de méme stabilité, il suffit de montrer que les
polynomes caractéristiques des matrices Jacobiennes J Tfmco (z1,91) de Tfmco

au point (x1,y1) et JTF

al,cl(%l)a:l’yl) de TF . au point (g—‘;xl,yl) sont iden-

ai,c1

tiques. Ceci revient & montrer que

ap,Co ai,c1

C
det(JTE . (x1,41)) = det(JTE <C—f:c1,y1>>

et

C
tr (Tl 0)) = 0T oy (S n)

Comme pour tout (z,y) € R? on a :

by ag+ bx
Co 2y

by a1 +b (2—(1’33)

det (JTag o (2, y)) = 2
c1 Yy

' = det <JT0«1701(Z)I)3/)> 9

alors
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det (‘]Tlfo o (.Tl, yl))
= det (JTq,c0 (Tk, Yr)) - det (J 0,c0 ($k71,yk71)) ..... det (JTyg,c0(x1,91))

= det (JTal,cl( xk,yk)> det (JTal’cl( The1, Yk 1)) ..... det (JTal,cl( xl,yl))

= det (JTf1 Cl(chl,yl)) .

D’autre part notons par (a’;C j> la matrice Jacobienne
) 1<ij<2
byr  ao + by,
JTao,co(xkayk) = .
co 2y

Alors la matrice Jacobienne

byr a1 +b( Ly b D (g -+ by,
I Loy o0 (B2ah, yi) = ( (1 ) _ Clyk o (a0 )

cl 241, Leg 2yx,

_ byr M ao + bxy) _ ()\J ik )
A_IC() ka 1<s j<2

0&)\:%‘1’. Ainsi on a :

JTfo,co(ﬂflyyl) = JTao,co(xkayk)'JTamco(xk—hyk—l)' 'JTao,co('rhyl)

= (a’? > (akil) <a1 >
W i<ig<e \TH Ji<ig<e W/1<ij<2
2
B Z ko k-1 1
— ai7j1.aj17j2 ..... ajk_hl
Ji,..,Jk—1=1 1<i,1<2

et
JTthl(CO.Tl,yl) JTal,q( xkayk) JTal,cl( Li—1,Yk— 1) ----- JTal,cl( :Elvyl)

()\J i ’fj) (AJ igh— 1) ..... </\3 i 11)
M/ 1<4,5<2 ’J 1<4,57<2 7 1<4,5j<2

2
— -t k J2—=j1 k=1 l=jr—1,1
Z )\ A .]177.72 ..... )\ a]k—lJ
Ji,...,0k—1=1 1<i,1<2
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4.4. Symétries dans les plans paramétriques (a,bg,c)

_ l—i k k—1 1
o Z A @iy Dy g v 11

J1,...,Jk—1=1 1<4,1<2
Par conséquent

tr(JTF

ap,Co

C
(@1,30)) = tr(ITh, o, ()

Finalement, les polynémes caractéristiques des matrices jacobiennes JT . (x1,y1)

ao,Co

et JTF

C . .
ai,c1 (ﬁxl, y1) coincident

N2 —tr(JTE . (z1,91))A + det(JTE |, (z1,11))

ag,co a0,C€o

= N —tr(JTY o (Lxy,y1))A + det(JT) . (Lay, 1)) B

ai,C1 ai,C1

Remarque 4.4.4 Si (ag,cy) et (a1,c1) appartiennent a la méme branche de
Uhyperbole d’équation a.c = cte, c’est-a-dire 2—(1] positif, les cycles d’ordre k
{(@i, i) h<i<k et {(2@i, i) h<i<k respectivement de Ty ¢, €t de Ta, ¢, ont le
méme sens de rotation puisque leurs premiéres coordonnées x;, (%)wz sont de
meéme signe. Dans le cas contraire, le sens de rotation de ces cycles d’ordre k
est opposé. Autrement dit, si l'ordre cyclique des points du cycle {(zi, yi) h1<i<k
est égale a q, celui des points du cycle {(%l‘i,yi)}lgigk est aussi égale o q si
o

o est positif, et est égale 4 k — q si g—(l’ est négatif.

Remarque 4.4.5 Il résulte des propositions précédentes, que pour trouver
les cycles associés aux différents points (a,c) d’un plan paramétrique (a,c),
il suffit de rechercher (par exemple par une simulation numérique) les cycles
associés auzx points (a,c) de deuz sections transverses aux branches des hy-
perboles a.c = cte, une située dans un quadrant a.c > 0 du plan paramétrique
(a,c) et l'autre dans un quadrant a.c <0 (par exemple des demi droites hori-

zontales ou verticales).
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4.5. Etude des plans paramétriques (a, by, ¢) au voisinage d’une bifurcation
de Neimark-Sacker ( langues d’Arnold )

4.5 Etude des plans paramétriques (a, by, c) au voi-
sinage d’une bifurcation de Neimark-Sacker (

langues d’Arnold )

Notre systéme dépend de trois parameétres, ainsi les valeurs d’une bifurca-
tion peuvent constituer une variété (surface) de codimension 1 dans l’espace
des parameétres. Les conditions analytiques permettant de déterminer la va-
riété de bifurcation de Neimark-Sacker associée au point fixe (0, 0) nous donne

le systéme suivant :

det(JT(0,0) —AI) =0
A= peiw
p=1
Pour notre application, ce systéme exige que les parameétres a et ¢ soient de

signes opposés, et on aura donc :

N —ac=0
A = £iy/—ac
A= yZac=1
On en déduit que la variété de bifurcation de Neimark-Sacker est caractérisée
par I’équation :
(V=ae)’ = —ac=1&c= ‘71
Remarque 4.5.1 1) Cette bifurcation ne dépend pas du paramétre b, ainsi
pour b = by fixé, le lieu de cette bifurcation est une hyperbole d’équation
ac = —1 dans le plan paramétrique (a,bg,c). Par conséquent dans l’espace
des paramétres, cette hyperbole est une courbe directrice de la variété de bi-
furcation, qui est donc un cylindre hyperbolique droit (paralléle & l'axe des
b).
2) Pour une valeur de b fizée, la région du plan paramétrique délimi-

tée par la courbe de bifurcation et les axes a et c, région déterminée par
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la double inégalité —1 < a.c < 0, est le lieu des valeurs des paramétres a
et ¢ pour lesquelles les multiplicateurs du point fixe (0,0) ont pour module
Al = |+iv/=ac| = v=ac < 1 et donc ce point fize est un foyer attractif.
En traversant la courbe de bifurcation a partir de cette région, le point fize
foyer (0,0) devient répulsif et une courbe invariante fermée attractive née a la
bifurcation entoure ce dernier (Fig. 4.14). Ceci implique que cette bifurcation

de Neimark-Sacker est de type super-critique.

Ces remarques ont fixé nos choix des plans paramétriques (et des régions
dans ces plans) pour la recherche, dans le voisinage de la variété de bifurca-
tion de Neimark-Sacker, des valeurs des parameétres pour lesquelles il existe
au moins un attracteur. Ainsi on a effectué des simulations numériques dans
des plans paramétriques (a, by, ¢) (Figs. 4.14 — 4.15 — 4.16) o on s’est limité
& des valeurs by strictement négatives. Ensuite, pour mieux se représenter
le voisinage de cette variété de bifurcation, on a effectué d’autres simula-
tions numeériques dans des régions de plans paramétriques (ag, b, ¢) et (a, b, cg)
transverses a cette variété (Fig. 4.17).

Ces simulations nous donnent des zones de différentes couleurs numérotées
k, k = 1...14, correspondant aux lieux d’existence de cycles attractifs d’ordre
k. La zone noire (k = 15) correspond au lieu ou il peut exister des cycles
attractifs d’ordre supérieur ou égal & 15, des courbes invariantes fermées at-
tractives ou des attracteurs chaotiques. Les zones blanches correspondent aux
valeurs des parameétres pour lesquelles les orbites du systéme divergent.

Dans le plan paramétrique (a, by, ¢) (F'igs. 4.15—4.16) on peut voir que les
zones d’existence de cycles attractifs ont la forme de croissants asymptotiques
a la courbe de bifurcation quand a ou ¢ tend vers I'infini. Ces zones, prévues

par la théorie, sont des langues d’Arnold [§].

De la proposition 4.4.4, on déduit que chaque langue, notée L, est consti-
tuée d’'un ensemble de branches d’hyperboles, d’équation ac = cte, corres-

pondant & des cycles attractifs de méme ordre k et de méme ordre cyclique

q:
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LY = Ugeerycl—co,—17 { (@, b0, ¢) € R* x {bo} x RY : a.c = cte} .

Les cycles correspondants & une langue ne sont en fait qu’un seul cycle dé-
pendant des parameétres a et c. Ce dernier nait & la frontiére de cette langue
(simultanément avec un cycle col de méme ordre) via une bifurcation noeud-
col, évolue lorsque les parameétres a et c¢ traversent la langue et disparait a
la frontiére opposée de cette derniére via une deuxiéme bifurcation noeud-col
[2].

Ces langues sont aussi symétriques par rapport a la deuxiéme bissectrice.
Ceci est justifié par la proposition 4.4.3. La symétrie des plans paramétriques
(a, by, ¢) par rapport a la premiére bissectrice, prouvée par la proposition 4.4.2,
implique qu’il existe une langue Lﬁ_q symétrique & L , dont les points sont
associés a des cycles attractifs de méme ordre k£ et de méme ordre cyclique

k—q:

Lz_q = Ugteel, C]—o0,—1[ {(a,bo,c) € R x {bo} x R* :a.c=cte}.

Les langues LZ et L:_q sont donc naturellement associées respectivement aux
nombres de rotation rationnel ¢q/k et (k — q)/k.

Contrairement & la variété de bifurcation de Neimark-Sacker, I'existence
des cycles attractifs, et donc des langues, dépend du paramétre b. En tenant
compte de cette remarque et en fixant le parameétre ¢, assez grand pour que
les langues soient suffisamment proches de la courbe de bifurcation et donc ne
s’intersectent pas (le point de départ des langues est a l'infini), la disposition
de celles-ci par rapport au paramétre a obéit a la régle de sommation de Farey
[16] appliquée aux nombres de rotation associés a ces langues. Autrement dit,

entre deux langues associées aux nombres de rotation % et %, il existe une

q1+q2
k1+ko”

L’approche numérique ne donne pas de langue de cycles d’ordre 2 asymp-

langue associée au nombre de rotation

totique a la variété de bifurcation. En effet, cette langue n’existe pas (ceci est
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logique) puisque le nombre rationnel % est le nombre médian dans la suite de
Farey et les plans paramétriques (a, by, ¢) sont symétriques par rapport a la
premiére bissectrice et donc le nombre rationnel % ne peut étre associé a une
telle langue.

Les valeurs des paramétres a et b du tableau 1 avec ¢ = 50, correspondent
a existence de cycles d’ordre inférieur ou égale & 10 nés de bifurcations fold.
Ces valeurs, appartenant a différentes langues LZ, illustrent la disposition
(par rapport & a) selon 'arbre de Farey des nombres de rotation associés a

ces langues.

b a Ordre de cycle | Nombre de rotation
—0.1415 | —0.02001294256 | 10 1/10
—0.1420 | —0.02002082100 | 9 1/9
—0.1430 | —0.02003067000 | 8 1/8
—0.1460 | —0.02005380000 | 7 1/7
—0.1540 | —0.02007030000 | 6 1/6
—0.1900 | —0.02020000000 | 5 1/5
—0.2300 | —0.02170000000 | 9 2/9
—1.2700 | —0.02446800000 | 4 1/4
—0.4600 | —0.02684650000 | 7 2/7
—0.5000 | —0.02709500000 | 10 3/10
—1.2000 | —0.02835000000 | 3 1/3
—1.2000 | —0.03149975000 | 8 3/8
—1.0530 | —0.03186900000 | 5 2/5
—0.7880 | —0.03195300000 | 7 3/7
—1.0200 | —0.03203459400 | 9 4/9

Tableau 1 : ¢ = 50

Par symétrie par rapport a la premiére bissectrice, la disposition selon
. . k—
I’arbre de Farey des nombres de rotation associés aux langues L, ? est obtenue

en fixant @ = 50 et ¢ prenant les valeurs de a du tableau 1.
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b c Ordre du cycle | Nombre de rotation
—0.1415 | —0.02001294256 | 10 9/10
—0.1420 | —0.02002082100 | 9 8/9
—0.1430 | —0.02003067000 | 8 7/8
—0.1460 | —0.02005380000 | 7 6/7
—0.1540 | —0.02007030000 | 6 5/6
—0.1900 | —0.02020000000 | 5 4/5
—0.2300 | —0.02170000000 | 9 7/9
—1.2700 | —0.02446800000 | 4 3/4
—0.4600 | —0.02684650000 | 7 5/7
—0.5000 | —0.02709500000 | 10 7/10
—1.2000 | —0.02835000000 | 3 2/3
—1.2000 | —0.03149750000 | 8 5/8
—1.053 | —0.03186900000 | 5 3/5
—0.7880 | —0.03195300000 | 7 4/7
—1.0200 | —0.03203459400 | 9 5/9

Tableau 2 : ¢ = 50

Comme autre exemple; pour les valeurs fixées (b,c) = (—1.5,0.5) et le
parameétre a prenant successivement les valeurs a1 = —2.67094, ay = —2.721
et a3 = —2.7595, il existe respectivement un cycle d’ordre 55 et d’ordre cy-
clique 14, un cycle d’ordre 114 et d’ordre cyclique 29 et un cycle d’ordre 59 et
d’ordre cyclique 15. Ces cycles sont donc respectivement associés aux langues
Lit 13, LL5 et donc aux nombres de rotation q1 /k; = 14/55, g2 /ko = 29/114
et g3/ks = 15/59. On remarque que g2/k2 = (g1 + q3)/((k1 + k3) et donc la

langue L3], est bien située entre les langues Li2 et L13.
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Fig. 4.14. b = —4, (a,¢) € [-2,2][-2,2]

]

Fig. 4.15. b= —1.3128, (a, ¢) € [0.125,5][-8, —0.2]
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Fig. 4.17. ¢=5,(a,b) € [~0.36,—0.19][~3.65, —0.1].
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Conclusion

Dans cette thése, on s’est fixé comme objectif de recherche, ’étude des sys-
témes dynamiques modélisés par des applications non inversibles quadratiques
bidimensionnelles. On s’est intéressé particuliérement aux comportements dy-
namiques et a la structure topologique des attracteurs de ces systémes, qui
sont plus complexes que ceux des systémes dynamiques définis par des ap-
plications inversibles. Plus précisément, on a étudié les bifurcations donnant
naissance a ces attracteurs et I’évolution de ces derniers en fonction des pa-
ramétres du systéme.

On a étudié, dans le cas d’un systéme dynamique défini par une application
T non inversible de type (Zy — Z2), 'évolution d’un attracteur de type cycle
d’ordre 2 vers un attracteur cyclique d’ordre 2 de type ensemble de Cantor,
situé sur deux droites invariantes par 72. On a montré que la restriction de
'application T2 a chacune de ces deux droites invariantes est topologiquement
équivalente & D'application logistique. Une étude similaire a été faite, dans
cette theése, pour le cas d’un systéme dynamique défini par une application T’
non inversible de type (Z; < Z3).

On a aussi étudié, dans le cas de ce dernier systéme et par une approche
numérique, un attracteur de type cycle d’ordre deux de courbes fermées (in-
variantes par T2), dont la naissance résulte soit d’une bifurcation noeud-col de
courbes fermées invariantes, soit de connexions nceud-col issues de cycles de
trés grandes périodes. L’exploration numérique nous a permis de voir ’évolu-
tion de cet attracteur jusqu’a ce qu’il devienne attracteur chaotique.

On a montré qu’il existe, dans les plans paramétriques (a, by, c) o by est
un réel quelconque fixé, des symétries par rapport a l'origine, & la premiére
bissectrice et & la deuxiéme bissectrice. On a aussi caractérisé, au voisinage
d’une bifurcation de Neimark-Sacker, les zones d’existences de cycles attractifs
(ou langues d’Arnold).

En perspective et dans la suite de ce travail, on espére étudier des attrac-
teurs de systémes dynamiques définis par des applications non inversibles de
type autre que (Zy — Z2) et (Z1 < Z3).
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