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Résumé

Dans ce travail nous considérons des problemes hyperboliques du premier
ordre linéaires ou des problemes paraboliques linéaires dégénérés en temps. En
utilisant une méthode de matrice de masse singuliére, nous proposons une méthode
d’éléments finis permettant d’avoir des estimations d’erreur en espace optimale

pour I’élément fini de Lagrange P; ou P» par exemple.

Mots clés : Opérateur dégénérés, Matrice de masse singuliere, Estimations

d’erreur, Elément finis,
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Abstract

In this work, we deal with, linear hyperbolic problems of first order or linear
parabolic problems, which are degenerated with respect to the time operator. By
using a singular mass matrix technique, we propose a finite element method allowing
to get optimal error estimates with respect to space for the Lagrange first or second

order finite element for example.

Key words : Degenerate operator, Singular mass matrix, Error estimates, Finite

element,
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0.1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons ou des problemes de perturbations
singuliéres pour le transport par convection ou par diffusion. Soit Q2 = (0,1) x (0,1)

le domaine espace temps que nous considérons. Nous définissons la fonction € par :

() = L, 0<z<3
0; 3<x<l,
et nous introduisons les domaines Q1 = (0,2) x (0,1), Q2 = (3,1) x (0,1). Soit
fi(z,t); 0<x<%, ) )
= et up donnés, nous cherchons alors u solution du
f(z); % <r<l,
probleme :
1[0’%]($)8tu($,t) —0?u(w,t) = f(x,t) dans ©Q,
(Po){ wu(x,0) =up(z); 0<z <3, (1)
w(0,t) =0, u(l,t)=0; 0<t<1

L’objectif de cette étude est de proposer une méthode numérique performante
pour le probleme (Py).

En nous inspirant de la technique de la matrice de masse singuliere introduite
pour résoudre des problémes de contact unilatéral, nous proposons une méthode de
matrice de masse singuliére qui permet pour le probleme (Pg) d’avoir des estimations
d’erreur optimales lorsque les problemes sont semi-discrétisées en espace.

Numériquement nous vérifions que les estimations d’erreur pour les problémes
complétement dicrétisés sont optimales en espace et en temps. Enfin pour le
probleme (Pg), nous montrons que la projection, de la solution semi-discrétisée en
espace, sur les éléments finis de Lagrange P; converge vers la solution exacte du
probléme continu. A notre connaissance, ce résultat est nouveau pour ce type de
méthode.

Notons que les résultats obtenus pour le probleme (Pg) ont été présentés dans

larticle [03].
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0.1 Introduction

Le plan de cette these est le suivant. Le chapitre 1 est consacré a I’étude de la
méthode numérique des élément finis qui est la méthode numérique de référence
pour le calcul des solutions de problemes aux limites paraboliques. Cette méthode
est a la base de nombreux logiciels de calculs industriels ou académiques. Apres une
premiere section d’introduction du chapitre 1 sur la méthode des éléments finis, les
sections 1.2 et 1.3 présentent le principe de la méthode et ’approximation interne
générale. Les sections 1.4 et 1.5 présentent les éléments finis en dimension N =1,2 en
d’espace. La section 1.6 est dédiée a la convergence de la méthode des élément finis.
Il existe bien d’autres numériques de résolution d’équations aux dérivées partielle
commes les méthodes de différences finis, volumes finis, méthode intégralee, .... Pour
plus de détails sur la méthode des éléments finis nous renvoyons a [1], [11], [28],
[29], [38]. Le chapitre 2 porte sur 'approximation d’un opérateur de type positif
et probleme de transport perturbé. Les sections 2.1, 2.2 et 2.3 présentent les deux
approximations par une méthode d’éléments finis continus d’un opérateur de type
positif, un probléeme de transport dans un domaine borne du plan et application
numérique. Les sections 2.4, 2.5 et 2.6 présentent la méthode de Petrov-Galerkin et
technique de la matrice de masse singuliere pour un probléeme de transport, nous
donnons 'existence et unicité de solutions, ainsi les espaces d’éléments finis utilisés,
schémas d’Euler implicite et explicite en temps et résultats numériques pour un
exemple jouet. Le chapitre 3 est consacré a 1’étude de 'approximation réduite pour
I'opérateur en temps dans le cas de problemes paraboliques. Dans la section 3.2
nous donnons 'existence et unicité de solutions. La section 3.3 présente la méthode
mixte et technique de la matrice de masse singuliere pour un problémes approchés,
nous donnons un résultat d’estimation d’erreur et méthode d’Euler implicite et
explicite. Dans la derniere section de ce chapitre, une comparaisons de la méthode

de masse singuliere avec une méthode du seconde membre modifié.

vii
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La méthode des éléments finis



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

1.1 Introduction

La méthode des éléments finis est apparue dans les années 1940 par le mathéma-
ticien Richard Courant ( sans utiliser cette dénomination ) et s’est développée grace
a la mise en place d'un nombre croissant d’éléments finis. Du fait de 1’équivalence
des problémes variationnels et énergétiques, plusieurs méthodes se sont développées
en partant d’une formulation ou d’une autre. De plus, le choix de I'espace des

fonctions tests V a largement contribué a la diversité des méthodes.

1.2 Principe de la méthode

La méthode des éléments finis se propose de déterminer la solution du probleme
variationnel sur un sous-espace discrétisé V}, de V. Elle consiste, a partir d’une
équation différentielle, a écrire la formulation variationnelle faible du probleme. Puis,
a construire un espace d’approximation de dimension finie V;, C V, en procédant
au maillage du domaine, c’est-a-dire en découpant le domaine Q = Q UIQ de
R"™ en un nombre fini de sous-domaines, disjoints deux a deux, sur lesquels on
choisit un nombre fini de points appelés noeuds. Par ailleurs, on peut choisir le
mode de construction de V}, de maniere a ce que le sous espace Vj, soit une bonne
approximation de V et que la solution uj, dans V}, de la formulation variationnelle soit
proche de la solution exacte u dans V. Les fonctions de V), sont définies par morceaux
sur chaque noeud intérieur au domaine, vérifient les conditions limites aux bords
du domaine et s’expriment comme combinaisons linéaires d’éléments simples ( en
général des polyndmes de degré 1, 2 ou 3 ) appelées fonctions de forme. Ces fonctions
définies localement sur chaque noeud intérieur sont continues sur I’ensemble du
domaine et vérifient les conditions aux limites. Dans le cas d’approximation par des
éléments lagrangiens, les dérivées premieres sont discontinues aux noeuds intérieurs.

En exprimant la formule variationnelle par les éléments de V), ainsi définis, on montre

2



1.3 Approximation interne générale

que I’équation se transforme en un systeme matriciel dans lequel les inconnues sont
les valeurs de la fonction solution en chaque noeud. En choisissant des éléments
de structures géométriques simples et identiques, le traitement matriciel peut étre
systématisé et effectué sur un seul élément de référence. On procede alors a la
¢lément, puis on assemble ces matrices en les plongeant dans une matrice unique
représentant ’ensemble du domaine. Le systeme matriciel obtenu est de type bande,
ce qui facilite le stockage des données. La résolution de ce systeme conduit a la
détermination des valeurs de la solution des équations de départ en chaque noeud

du maillage.

1.3 Approximation interne générale

Etant donné un espace de Hilbert V, une forme bilinéaire continue et coercive
a(u,w) et une forme linéaire continue F'(w), on considere la formulation variation-

nelle : Trouver u € V tel que
a(u,w) = F(w) YweV, (1.1)

dont on sait qu’elle admet une unique solution par le théoréeme de Lax-Milgram.
I’approximation interne (1.1) consiste a remplacer 'espace de Hilbert V par un
sous espace de dimension finie V},, c¢’est-a-dire a chercher la solution de : Trouver
up, € Vp, tel que :

a(up,wp) = F(wy) Ywy € V. (1.2)

La résolution de I'approximation interne (1.2) est facile comme le montre le lemme

suivant :

Lemme 1.3.1. Soit V un espace de Hilbert réel, et V}, un sous espace de dimension

finie. Soit a(u,w) une forme bilinéaire continue et coercive sur V et F(w) une

3



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

forme linéaire continue sur V. Alors 'approzimation interne (1.2) admet une unique
solution. Par ailleurs, cette solution peut s’obtenir en résolvant un systeme linéaire

de matrice définie positive ( et symétrique si a(u,w) est symétrique ).

Preuve.

L’existence et 'unicité de uy, € Vy,, solution de (1.2) d’écoule du théoréme de
Lax-Milgram appliqué a Vj,. Pour mettre le probleme sous une forme plus simple,
on introduit une base (¢;)1<i<m de Vp. Si:

m
up =Y i,
i=1
on pose Up, = (uy,us, ..., up) le vecteur dans R™ des coordonnées de uy,. Le probleme
(1.2) est équivalent a : trouver Uy, € R™ tel que :
m
a(D_uihi, ) = F(iy); V1<j<m, (1.3)
i=1

ce qui s’écrit sous la forme d’un systeme linéaire :
KnUp = by, (1.4)

avec, pour 1 <1,5 <m,
(K)ji = alvi, ¥y),
(bn)j = F ().

La coercivité de la forme bilinéaire a(u,w) entraine le caractere défini positif de la
matrice K, et donc son inversibilité. En effet, pour tout vecteur Uy, € R™, on a :

u 2 2

(KnUn,Un) 2 VI 3 _uithil|* = c|Unl*,

i=1

avec ¢ > 0; car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie ( |.| désigne

la norme euclidienne dans R™ ). De méme, la symétrie de a(u,w) implique de celle

Kp,. O

4



1.3 Approximation interne générale

Dans les applications mécaniques la matrice K, est appelée la matrice de rigidité.
Le parametre h de V), correspond a la taille maximale des mailles ou cellules qui
composent le maillage. Typiquement une base de V), sera constituée de fonctions
dont le support est localisé sur une ou quelques mailles. Ceci aura deux conséquences
importantes : d’une part, dans la limite h — 0, ’espace V), sera de plus en plus
gros et approchera de mieux en mieux l'espace )V tout entier, et d’autre part, la
matrice de rigidité K, du systeme (1.4) sera creuse, c’est-a-dire que la plupart de

ses coefficients seront nuls ( ce qui limitera le cofit de la résolution numérique ).

Remarque 1.3.2 ( condition inf-sup). Dans le cas de la formulation (1.1), on a le

théoréeme suivant :

Théoréme 1.3.3 (Banach-Neca-Babuska, [3]). Soit V un espaces de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue, F' une forme linéaire continue. Alors le probléme (1.1)
admet une et une seule solution si et seulement si :

Ja > 0; infsupwz :
ueV wey [|ull[jw]

Cette condition est appelée condition inf-sup. Contrairement au théoréme de
Laz-Milgram, ce théoréme fournit une condition nécessaire et suffisante pour que la

formulation soit bien posée.

Remarque 1.3.4 (condition inf-sup discrete). Le caractére bien posé de (1.1) est

équivalent au condition :

Jay, > 0;  inf sup M > ay,.
Uhevh,whevh ||uh||Hwh||

Cette relation est appelée condition inf-sup discréte. Attention : cette propriétés
doit étre démontrées. Rien ne garantit a priori que la condition inf-sup discrete

sera vérifiée, méme si la condition inf-sup est vérifiée.



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

Nous allons maintenant comparer l’erreur commise en remplagant [’espace V par
son sous espace Vy,. Plus précisément, nous allons majorer la différence ||u—up|| ot
u est la solution dansV de (1.1) et uy, celle dans Vy, de (1.2). Précisons auparavant
quelques notations : on note v >0 la constante de coercivité et M la constante de

continuité de la forme bilinéaire a(u,w) qui vérifient :
a(u,u) > vl|ul|?; YueV,

la(u,w)| < M||ull||w]]; Yu,w e V.

Le lemme suivant, di Jean Céa, montre que la distance entre la solution exacte
u et la solution approchée uy, est majorée uniformément par rapport au sous espace

Vi par la distance entre u et Vy,.

Lemme 1.3.5. On se place sous l’hypothése du lemme 1.3.1. Soit u solution de

(1.1) et uy, celle de (1.2). On a :

M
lu—upl] < — inf [lu—wpl. (1.5)
whLEV

Preuve.

Puisque Vi, CV, on déduit, par soustraction des formulations variationnelles

(1.1) et (1.2), que :

a(u—up,vp) =0; Yo, € Vg,
on choisissant vy, = up —wy, on obtient :
vllu—wp|* < alu—up,u—up)
= a(u—up,u—wp)
< Mju—wup||[|u—ws
d’ot lon déduit (1.5). O

Finalement, pour démontrer la convergence de cette approximation variation-

nelle, nous donnons un dernier lemme général.

6



1.4 La méthode des éléments finis en 1D

Lemme 1.3.6. On se place sous I'hypothése du lemme 1.3.1. On suppose qu’il existe

Un SOUS-eSPace f/h CV dense dans V et une application 7y, de f/h dans V tels que :
lim ||v — 7, (v)|| = 0: Vo € V.
h—0
Alors la méthode d’approximation interne converge, c’est-a-dire que :
lim ||u—wup|| = 0.
Jim

Preuve.

Soit € >0, par densité de f/h, il existe v € f}h tel que :
lu—v| <e.

Par ailleurs, il existe hg > 0 ( dépendant de € ) tel que, pour cet élément w € f/h,

on a :

lv—mh(v)|| <€ Vho < h.

En vertu du lemme 1.3.5, on a :

lu—up|| < cf|u—mh(v)]|
< c(lu—mp)] +[Jv—mh(0)])

< 2ce,

d’ou Uon déduit le résultat. O

1.4 La méthode des éléments finis en 1D

L’espace que nous cherchons a approcher est :

V = {u continue et C* par morceau sur@ =1[0,1], uw(0)=u(1)=0;},  (1.6)



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

et on veut construire des espaces d’approzimation Vi, CV de dimension finie. On

commence par construire un maillage de l'intervalle [0,1] :
O=20<x1 <22 < .. <Tp <Tpy1=1, (1.7)

c’est-a-dire qu’on divise lintervalle [0,1] en petits sous-intervalles [z, xi11] ;i =
0,...,n. Les intervalles [x;,x;y1] sont appelés les cellules ou les mailles ou encore
les éléments du maillage. On notera h; = x;41 — x; la taille de la maille i et on
définit :

h= Org%xn(xiH — ), (1.8)

le pas du maillage. Dans la suite, et pour des raisons de simplicité, nous serons
souvent amenés a considérer des maillages ou les points x; sont régulierement
espacés si bien que :

1

x; =1ih avech:m. (1.9)

De tels maillages sont dits uniformes.

Nous définissons aussi Py ’espace des polynomes de degré inférieur ou égal d

Pr = {p(x) = ﬁ:aixi; a; € ]R}. (1.10)

1=0

C’est un espace vectoriel de dimension k+ 1.

1.4.1 Approximation par éléments finis P,

On introduit [’espace fonctionnel de dimension finie composé des fonctions continues

sur @, affines sur chaque maille [x;,z;+1] du maillage et nulles en 0 et en 1 :

Vi={wel’(Q): w) ePy, w0)=w(l)=0; 0<i<n}.  (LI1)

[x5,%i41]

L’indice h de Vy, fait référence au pas du maillage. L’espace Vy, est un espace

vectoriel de dimension n puisqu’une fonction de Vy, est entiérement déterminée

8



1.4 La méthode des éléments finis en 1D

par les valeurs qu’elle prend en les points intérieurs du maillage w(z;), 1 <i <mn.
Une base de Vy, est donnée par les fonctions (o1, @2, ...., n) continues, affines sur

chaque élément [x;,x;11] et telles que :
Vie0..n, Vje0.n+1, gi(z;) =y, (1.12)
ot 0 désigne le sympole de Kronecker. Introduisons la fonction :

1—|z| s |z| <1,
o) = (1.13)
0 ailleurs.

Si le maillage est uniforme, alors chaque fonction @; a pour expression p;(x) =

o( ). Dans la base (o1, 92, ...., on), une fonction u appartenant a Vy, a pour

eTPression, :

T—x;
h

n

u(z) = Zu(xl)gol(a:) (1.14)

=1

~

Tout l'intérét de la méthode des éléments finis réside dans le fait que chaque
fonction de base p; a un support tres réduit, c¢’est-a-dire que l’ensemble des x tels

que pi(x) # 0 est petit devant le domaine de résolution Q) = [0,1].

FIGURE 1.1 — Maillage de @ = [0,1] et fonction de base en élément finis P;.

Ceci a pour conséquence que la plupart des coefficients de la matrice de rigidité
Aij = alpj, i), 1 <i,5 <n sont nuls. En effet, nous illustrons la méthode sur

l’exemple simple du probléme de Poisson 1D :

—ngu: f, dans@
u=>0 surdQ.

1
Az‘j:a(%,s@i):/o Orpj(2)Opipi(x)de, (1.15)



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

et si j n’est pas égal ai—1, 1 ou i+ 1, alors les fonctions p; et @; ont des supports

disjoints et lintégrale dans (1.15) est nulle. Les coefficients non nuls se calculent
facilement :

i —11 1
Ais1i= CL(SOMSO'L 1 / 8m§01(37)ax902 1( )dI = /wz X Tﬁdw = _%7
1 1 Tit1 ] 2
Aii = alpi, i) —/ (Oppi(x))?dx = /962 1 ﬁdx /m (_h)Zda: =
Tit1 1 —1 1
Aiv1i = alpi, pit1 /0 020i(7) Oz piy1(w)dr = /ﬂ% Esz = T
Finalement, la matrice de rigidité est une matrice tridiagonale
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 O
1
A=— 1.16
il E—— (1.16)
0 0 B A |
0 0 0 -1 2

La proposition suivante permet de montrer que la matrice A est inversible

Proposition 1. La matrice A est définie positive c’est-a-dire qu’elle vérifie la
propriété suivante :

YU € R" —0; (AU,U) > 0.

Avant de donner la démonstration de cette proposition, expliquons pourquoi elle
implique [’inversibilité de la matrice A. En effet, si A n’est pas inversible, alors il
existe un vecteur U # 0 dans R™ tel que AU = 0. Ceci implique en particulier que

(AU,U) =0 avec U #0, ce qui contredit le fait que A est définie positive
Preuve.

Soit U = (uq,...., up

) # 0 dans R™. Le vecteur AU a pour coordonnées

n n n
3 Avjugye, S Anjug) = (X aleg,01)us, Y ales, p2)uj . Y a(@), on)uj).
=1 j=1 j=1 j=1 j=1

10



1.4 La méthode des éléments finis en 1D

On a donc :

n o n
(AU,U) = ZZ a(ej, pi)uju; =a z:lgoju],zzlgozuz = a(up,up) / |Ozup (x )|2d:,1:.
j=li=1 ] i
ot up(x) est la fonction de Vy, définie par up(x Zuzgoz . Comme les (uy,...,up)
sont non tous nuls, on vérifie aisément que uy, est non nulle ce qui implique que
/01 1Oy (2)|2dz > 0. O

Pour obtenir le second membre F = (f,¢;) i=1,....,n, il faut calculer les inté-
grales :

Tit+1

e = [ 1@t = [ j@e+ [ r@eta)

Z4
En général, cette intégrale ne peut étre calculée de fagon exacte car la fonction [ peut
étre compliquée. Dans la pratique, on utilise des techniques d’intégration numérique
ot, sur chaque intervalle [x;x;y1], on approche lintégrale par une formule de

quadrature.

1.4.2 Approximation par éléments finis Py

Dans certaines applications, on peut considérer que l’approximation par des
droites sur chaque élément du maillage [z;,z,11] est trop grossiére, c’est-da-dire
qu’elle fournit une fonction approchée trop éloignée de la fonction exacte u. On
peut alors chercher a approcher u sur chaque maille par des polynomes de plus haut
degré. L’approzimation par éléments finis Py consiste a approcher la solution u par
une fonction continue sur @, et polynomiale de degré 2 sur chaque maille [z, z;11].

L’espace d’approximation est alors défini par :

Hy = {vecQ): Vieries]) € Py, v(0)=v(1)=0; 0<i<n}. (1.17)
En notant
T+ Tl 0
Tpi=—5 »1=0,..m,

11



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

les centres des mailles, on voit que toute fonction de Hy, est entierement déterminée
par la donnée des valeurs qu’elle prend en les points intérieurs du maillage x; ;
1=1,...n ainsi qu’aux points Tipds 1=1,...n. L’espace vectoriel Hy, est donc de
dimension 2n+1. Une base de Hp, est donnée par les fonctions v; ; 1 =1, ...n telles

que :
bi € His Yi(aj) = 0ijy iz 1) = 0; V7,

et par les fonctions wH%(az) ;1=0,...n telles que :
¢i+% € Hp, ¢Z+%($J) =0, ¢Z+%($]+%> = 52]7 vja

On définit aussi deux fonctions qui permettent de donner les expressions des

fonctions de base :

(I+z)(1+22); —1<x<0
px)=5 1—2)1-2z); 0<z<1

0; ailleurs

et

xX.
Si le maillage est uniforme, alors 1; = Sp(m;;ﬂz) et Py, 1 () = 1 hH%)

FIGURE 1.2 — fonction de base en élément finis Ps.

12



1.5 La méthode des éléments finis en 2D

1.5 La méthode des éléments finis en 2D

En deuzx dimensions, nous illustrons toujours la méthode des éléments finis sur

le cas du probléme de Poisson :

—div.Vu=f, dansQ
u=>0 sur0Q.

ou cette fois-ci Q est un ouvert borné de R?. On suppose que la formulation

variationnelle de ce probleme admet une solution v dans [’espace V :
V = {u continue et C* par morceau surQ, u = 0; textsur 0Q}, (1.18)

et on cherche a l’approcher par une fonction up, solution du méme probleme va-
riationnel mais ou ’espace V est remplacé par un espace d’approrimation Vy,. On

commence par définir ce qu’est un maillage du domaine @ en dimension deux.

Définition 1.5.1. Un maillage triangulaire du domaine @) est un ensemble 1, de
triangle (K;)i1<i<n non aplatis qui subdivisent le domaine Q. Par convention, le
parameétre h désigne la longueur de la plus grande arréte du maillage. On suppose
que les triangles ne se recouvrent pas et que l'intersection entre deux triangles K;
et Kj est soit vide, soit égale a un sommet commun auzr deuz triangles, ou d une
arréte commune auz deuz triangles. Par ailleurs, on appelle sommets ou noeuds du

maillage les sommets des triangles composant le maillage.

FI1GURE 1.3 — Un exemple de maillage triangulaire.

Remarque 1.5.2. On consideére ici une subdivisison du domaine () en triangles,
mais on pourrait aussi construire des maillages composés de quadrilatéres ou de

facon générale par des polygones.

13



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

De méme qu’en dimension un, nous définissons Py, I’espace des polynomes de

deuz variables de degré inférieur ou égal a k :
P, = {p(m,y) = Z aijxiyj; aij € R}. (1.19)

i+j<k

Par exemple, un polynome de degré un s’écrit de maniére générique p(x,y) =a—+bxr+
cy, tandis qu’un polynome de degré deux s’écrit p(x,y) = a+bz+cy+dey+tae? +1y?.
Les espaces d’approzimations Vy, sont définis de la méme fagcon qu’en dimension
un, en choisissant des fonctions qui sont globalement continues sur Q et qui sont
polynomiales sur chaque triangle K; du maillage. Pour ’approximation Py par

exemple, on a :

Vi ={uel’Q), ulg,;, VEK; € T, etu = 0; surdQ},

Cet espace admet pour fonctions de base, les fonctions chapeau w; qui prennent la
valeur 1 en un noeud (z;,y;) du maillage et la valeur 0 aux autres noeuds (x;,y;)
du maillage.

La matrice de rigidité se calcule tout comme pour la dimension un par la

formule :
Aij = alpj, i) = /QVQDj(Ly)V(,Oi(x,y)dxdy,

et le second membre :

(f.0i) = /Qf(xay)%(x,y)dxdy,

se calcule de fagon approchée par des formules de quadrature.

FIGURE 1.4 — Fonction de base chapeau

14



1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

FIGURE 1.5 — Support de la fonction de base

1.6 Convergence de la méthode des éléments fi-
nis

On suppose ici que ’on résout un probléeme sur un domaine (Q € R"™ de facon
approchée par la méthode d’éléments finis. Le but de cette section est de fournir une
estimation de Uerreur ||u—up||m ot ||.|| désigne la norme H™. La régularité de u et
de up, (et donc les valeurs possibles pour m ) dépendant évidemment du probléme
continu et du type d’éléments finis choisis pour sa résolution, on exposera ici la
démarche de fagon générale, en supposant les fonctions suffisamment réguliéres par
rapport a la valeur de m. En pratique, on aura le plus souvent m =0, 1 ou 2.

On notera T, le maillage de Q) € R™ considéré. On supposera ici le domaine Q)
polygonal, ce qui permet de recouvrir exactement par le maillage. Si ce n'est pas le
cas, les calculs qui suivent doivent étre modifies pour tenir compte de [’écart entre
le domaine couvert par le maillage et le domaine réel.

Les différentes étapes du calcul seront, de facon assez schématique, les suivantes :

1- L’erreur d’approximation est bornée par l’erreur d’interpolation :

lu—up||m < c|lu—mpulm. (1.20)

2- On se raméne a des majorations locales sur chaque élément :

lu—mpullz, = D= llu—mpullf, k- (1.21)
Ker,

3- On se raméne a l’élément de référence :
lu—mpulf < COE)||a—mpal?, 4 (1.22)
4- Les majorations sur l’élément de référence :
P ATD) 12
Hu_WhUHmj( §Cﬂu|k+u~(. (1.23)
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

5- Assemblage des majorations locales :

lu =l < CRF [l

1.6.1 Majoration par ’erreur d’interpolation

L’équation (1.5) du lemme 1.3.5 indique que :

M
||u—up||m < 7Hu—wh|\m; Ywy, € V.

On peut Uappliquer dans le cas particulier ou wy, = Thu, ce qui donne :

M
lu = unllm = =l = mpullm.

1.6.2 Décomposition sur les éléments

On a, avec des notations évidentes :

lu—mhully = > llu—mpullix
Ker,

m
= Z Z |U - TrhuHZz,K7

Kery, i=0

(1.24)

(1.25)

(1.26)

Le calcul est donc ramené a un calcul sur chaque élément, pour toutes les

semi-normes |.|i k ;1 =0,...,m.

1.6.3 Passage a I’élément de référence

Théoréme 1.6.1. Soit K un élément quelconque de 13,, et K 1'élément de réérence.

Soit G la transformation affine de K vers K : G(Z) = BZ+b, avec B inversible.

On a:
; . i _1
Vw e H'(K); |0, g < C(i,n)| Blls|det(B)| 2 |wl; k-

16
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1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

Preuve. [l s’agit la en fait d’un simple résultat de changement de variable dans
une intégrale.

Soit w une fonction i fois différentiable au point x. On note D'w(x) sa dérivée
i qu sens de Fréchet au point z. Il s’agit donc d’une forme i-linéaire symétrique
sur R™. On notera D'w(x).(&1,...,&) sa valeur pour i vecteurs & € R (1 <1<1).

Soit o = (a1, ...,a) désigne un multi-entier, et on note |a] = |ag|+ ...+ |ap].

On a alors :

|w

2 </ ol 2da. 1.28
2 [ X 10wl (129

|a]=i

En posant :

”D%U(:C)H < sup D w(x).(&,,,.,ﬁﬂj
egie®n |S1] Gl

on déduit qu’il existe des constantes vy et o dépendant uniquement de n et i (

donc en particulier indépendantes de w ) telles que :

Rl < [ 1D w@)Pde <3l k. (1.29)

Par ailleurs, si l’on utilise le changement de variable v = G(Z) = BT +b dans

Diw(x), il vient :
Vel ....& € R D'o(2).(61, ..., &) = D'w(x).(Béy, ..., BG),

d’ol
ID%(@)]| < 1B[|D*w ()]

Or, D'w(x) = D'w(G(%)). Donc :

i (V1205 < 2i i S\ [127~
[ D @) e < 1B [ 1D w(G(a)|

T

= HBH%\det(B)!_lf | D"w(z)||*dz.
reK

17



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

En minorant et majorant la formule précédente grace a (1.29), on obtient :
20 -2 2 2i 1,12
Vil0[F g < 2l BlI7[det(B)]™ wlj &

Et on a de méme :

i . —1ni 1
Yw e H'(K), [wlix < C@,n)| B~ 3] det(B)|2]d]; & (1.30)

d’ot le résultat (1.27). O
Estimationde || B| :

Soit hi le diameétre de K, c’est a dire le maximum des distances euclidiennes
entre deux points de K. Soit (i la rondeur de K, c’est a dire le diamétre maximum

des spheéres incluses dans K. On a :

1B < sup B2 182

— : (1.31)
w0 [zl gz ¢

Soit & un vecteur de R™ tel que ||z|| = C. Par définition de , il existe deux points
j etz de K tels que v =19 — 2. Alors Bx = Bj— Bz =G() — G(j)) =y — z avec y
et z appartenant a K. Par définition de hy, ||y — z|| < hg. Donc ||Bz| < hg. En

reportant dans la définition de ||Bz||, on obtient donc :

hi
1B]| < —. (1.32)
¢
Et on a évidemment de méme :
h
1B~ < —. (1.33)
CK

1.6.4 Majoration sur I’élément de référence

Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.6.2. Soient i et k deux entiers tels que 0 <i<k+1. Si7 € L(HMY(K), H(K))

laisse Py(K) invariant ( c’est 4 dire vérifie Vp € Pp(K); ap=7p ), alors :

AC (K, 7), Vi € H*N(K), |& —7pidl; g < Cld],yy g (1.34)
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1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

Preuve.
7 e LIHFYK), H(K)), et donc I —#7 € L(H*MY(K), H/(K)) cari <k+1.
Et donce :

0= Tn0l; g <M =7l popmir iy, mi)) | @lesr,ic

On utilise maintenant 'invariance de Py(K) :
Vp € P(K); w0 —7p = (I —7) = (I —7) (0 +p). (1.35)

Donc :

|U~)_ﬁ'hu~)|¢j{ S ||]—ﬁ||£(Hk+1(K)7Hi(K)) ~ejian~) ||ID +ﬁ|lk+17f(- (1.36)
pely

On aura donc démontré le théoréme si l’'on montre que :

3C, v € H¥Y(K), inf |0 +p|,,q 7 < Clilyq g (1.37)
PEP,(K) ' '

Soit (f;)j=o,... x une base du dual de P.(K). D’aprés le théoréme d’Hahn-Banach,

il existe des formes linéaires continues sur Hkﬂ(f(), que l'on notera encore f;, et

qui prolongent les f;. En particulier, si p € Py(K) vérifie fj(p) =0; (j=0,...,k),

alors p=0. Nous allons montrer que :

k
aC, v € H¥YEK), |wl|k+1,K < C(|lwlk+1, K+ |f;()]). (1.38)
§=0

On aura le résultat souhaité en appliquant (1.38) @ W+ q, avec q tel que f;(q) =
[j(—=w). La relation (1.38) se démontre par l'absurde. Si elle n’est pas vraie, alors

il existe une suite de fonctions wy, de H*T1(K) telles que :
[k +1,K =1, |w|k+1,K — 0 etVj; f;(,) — 0

Par complétude de Hk“(f(), on extrait une sous-suite convergente vers w €
H*1(K). Mais ||y, 1 g — 0. Donc @ € Py(K) et fj(w) =0. D’ot une contra-

diction. O
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

1.6.5 Assemblage des majorations locales

En rassemblant les résultats précédents, on peut établir une majoration sur un

élément quelconque K du maillage. D’aprés (1.27), (1.30) et (1.34) on a :

. _ . 1 -~
w—mgwlix < Cli,n)|B~Y|det(B)|2 & — 7],
< C(i,n)| B~ det(B)|2C(K  7)| @],
< C(i,n)||B~Y[|det(B)|2C(K , 7)C (k +1,n)|| B[ | det (B)|2 @], -

D’ot finalement :

k+1
K

%

lw—Tgwl; g < Co(7, K4, k,n) wli s (1.39)

1l est important de remarquer a ce niveau que Co est indépendant de K.

On va maintenant reprendre la majoration (1.39) pour tous les éléments du
maillage et toutes les valeurs de i =0,...,m. On va définir deur quantités représen-

tatives du maillage :

(1)— Diameétre mazimum des éléments h tel que :

hg < h; VK €1y,

(11)— Caractérise laplatissement des éléments o tel que :

]Z_Kgcr; VK € 1y.

K
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1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

Alors :

m
2 2
lw — 7wl =Y [w—Trwli g
=1
< 202<ﬁ’K7i’k’n) Czi |w|k+1,K
i=1 K

m ~ hZi .
<Y O3 (R, K ik m) s W2 R 2wl
1=1 C LK 7
m N . ) 2
< {ZC%(ﬁ,K,i,k,n)UZthm_Ql} [hk-l-l—m‘w‘kJrLK} .
i=1

Le terme entre accolades ne tend ni vers 0 ni vers l'infini quand h tend vers 0.
D’ou :

Hw _WKme,K S Cg(fr,f(,i,k,n,a, h)hk+1_m‘w‘k+17[( (1.40)

En sommant ensuite sur tous les éléments du maillage :

lw —mgwllz = D7 hw—mrwl, «

Ker,
e k+1—m 2
< 3 [Cs(,K i k,n,0,h)h Wl x|
Ker,
D’ou finalement :
o — w0l < O, k) ] (1.41)

En reportant (1.41) dans (1.25), on obtient le résultat final classique de majora-

tion d’erreur :

lu—unllm < CR*F1 " ful i1 (1.42)

La méthode des éléments finis permet justement la construction de ce type d’espace
V), de fonctions polynomiales par élément. Ce dernier résultat nous donne alors
l’ordre de convergence de la méthode d’éléments finis utilisée lorsqu’on choisit des

polynomes de degré k sur chaque élément.
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

Remarque 1.6.3. Si le domaine QQ n’est pas polygonal, la majoration précédente
n’est plus valable. On peut alors établir d’autres majorations du méme type se

référer par exemple o Raviart et Thomas ( voir [25]).
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Approximation d’un opérateur de
type positif et probleme de

transport perturbé
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Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et probléeme
de transport perturbé

2.1 Approximation par une méthode d’éléments

finis continus d’un opérateur de type positif

Soit W un espace de Hilbert dont le produit scalaire et la norme induite sont

noteés :

(u,0), |[ul® = (u,0); Yu,0€W.

On se donne A un opérateur linéaire non borné de W dans lui méme et fermé.

On définit alors l’espace de Banach V par :
V="D(A);
que l'on munit de la norme du graphe |||.||| :

ell? = llel” + [ Al

A est alors un opérateur linéaire continu borné de V dans W c’est-a-dire A €
LV,W).

On fait les hypothéses suivantes :

A est de type positif;
(HP)) (2.1)
VoeV: (Agp,p)>0.

(I+.A) est bijectif de ¥V — W,
(HP2){ (I+A)71 est borné i.e : (2.2)
Iy >0 telle que: |||(1+.A) " Tw||| < %||w||7 Yw € W.

dg e N* >0 tel que: V — HY(Q) (injection continue),
(HP;) ' (23
et: COL(Q) <V (injection dense).
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2.1 Approximation par une méthode d’éléments finis continus d’un

opérateur de type positif

On veut résoudre de maniére approchée le probléme (PR) suivant :

Pour f € W donnée réguliere, trouveru € V vérifant :

ol
u+Au=f; dans W.

D’aprés (HP3), (PR) est un probléme bien posé.

(2.4)

On définit Vy, une approximation interne de V par une méthode d’éléments finis

continus :

Vi ={p € C%Q), ¢|k € Py[K]; VK € Tp,}.

(2.5)

On définit alors les formes bilinéaires continues af.,.), as(.,.), a"(.,.) et les

formes linéaires continues F(.), Fs(.), F"(.) par :
a: VxW —R
(w,0) = alu,¢) = (ut Au, ).
as: VXV — R
() — as(u,9) = (u+ Au, P+ AY).

av: YxVy — R

(w,)) > a(u, ) = (u+ Au,vp +hAYp).

F:wW —R
p = Flo)=(f,9)
Fs:' Vv —R
v = F(y) = (f, 0+ Av).
Fl: v —R
V= FMy) = (f,4 + hAY).

(2.10)

(2.11)

Le probleme (2.4) peut-étre formulé sous forme variationnelle c’est-a-dire dans

le langage des formes bilinéaire. les hypothéses (2.1), (2.2) et (2.3) doivent alors

étre adaptées a ce formalisme. Le probléme (2.4) s’énonce :
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Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et probléeme
de transport perturbé

Soit a la forme bilinéaire continue et F la forme linéaire continue définies

précédemment. Le probléme (2.4) se formule comme :

trouwveru € V vérifant :

(2.12)
a(u,p) =F(p); VpeW.
L’hypothése (HPy)se transforme en (HP?) ( condition inf-sup ) :
a(.,.) vérifie:
i— Iy =20 inf sup a(u, @) 2 A|l[ulllllel],
(HP) 2 e 2.13)
it— sup a(u,p) >0, YpeW.
i1
L’hypothése (HP3) se transforme en (HP%) :
(HP%): YoV, alp,) > |lel. (2.14)

L’hypothése (HPs) est inchangée et est suffisante pour obtenir les résultats
standard de Uapproximation lié aux éléments finis continus de Lagrange.

Les hypothéses (HP3) ou (HP?%) sont suffisantes pour affirmer que le probléme
(2.12) est un probléme bien posé au sens classique.

Les hypothéses (HPy) ou (HP’)) sont suffisantes pour que les proprietés du

probleme continu subsiste pour les problemes approchés.

Proposition 2.1.1. La continuitée de a(.,.) et Uhypothése (HP’) impliquent
Uhypothése (HP3).
Preuve. Soit u €V alors :
a(u,.)—(u,.): W —R
v = a(u,e) = (u,9),
est un opérateur linéaire continu, a(u,.)— (u,.) € LOWV,R) =W'. On utilise main-

tenant 1’isomorphisme de Riez entre W et W' :
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2.1 Approximation par une méthode d’éléments finis continus d’un

opérateur de type positif

I:w —Ww
w — Tw,

tel que
(Iw,¢) = w(p), Vo eW.

On peut donc représenter avec cet isomorphisme :

On pose

tel que

On définit A par :

AV — W

v —Au=w=1I(a(u,.)—(u,.)),

avec

A, ) = a(u, o) — (u,), Yu eV, Vo e W.

A est un opérateur linéaire. Montrons qu’il est continu :
[l Aul|* = a(u, Au) = (u, Au) < e(||[ul[[||Aul |+ [Jul ||| Aul]),

car a est continue.

Et par définition de la norme du graphe :
[l < [lulll,

donc :

[|Aul| < e([[[ull]), YueV.

Donc A est un opérateur linéaire continu borné.
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Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et probléeme
de transport perturbé

Montrons maintenant que A est injectif et
[[Aul] =y ([[[ull]), YueV.
Soit w €V, |||lul|| =1, on a par définition :

[ Au|| = sup (Au,¢p).
peW

llell=1
L’hypothése (2.14,ii) implique :
|| Aul[ = ~.
Maintenant si w# 0, uw € V mais |||ul|| # 1, on pose 1 = HIZIII :
u
AP = [l A== = 7,
[l
implique
|[Aul| > [ [Jul]l,

Montrons maintenant que A est surjectif ¢’est-a-dire :
Im(A)=W.

Montrons que A est fermé. Soit {u,} €V telle que || Au, —w|| =2 0, montrons
que :

JueV tel que u, — u et Au=w.
n—oo
examinons alors :
Aty — Aup || = || A(un —um) ||
> |||un — uml|],

donc {uy} est une suite de Cauchy dans un Banach V ce qui implique [’existence

de u tel que u, — u, montrons que w = Au :
n—oo
[Au—wl| = | A(un — u) + Aup — w]|
< [ ACun = w) ||+ [ Aun — w]]

< lup = ull| + [[Aup = wl],
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car A est continu. Donc Au = w.

On utilise le théoréme de l'image fermée de Banach :
Im(A) = (Ker(A*) ={weW: f(w)=0; Vfec Ker(A*)}.

Comme A € LIV, W) implique A* € LOV' W'). Soit | € Ker(A*) implique que
feW et A*f =0 dans V' donc (A*f)(u) =0 pour tout uw € V, mais :

(A*f)(u) = f(Au) =0.
f(Au) peut ce représenter avec I comme :
(If,Aw)=0; YueV,

donc :

a(u,If)=0.

Si If #0 cela contredit (it) dans Uhypothése (2.14) donc If =0. Comme I est
un isomorphisme alors f =0 donc Ker(A*) = {0} implique Ker(A*)* =W et
démontre que Im(A) =W.

[

Remarque 2.1.2. L’hypothése (2.2) implique (2.14).

On s’intéresse maintenant a lapprozimation du probléme (2.12). Si on regarde
la formulation du probléme (2.12) a l'aide de la forme a(.,.) ce qu’il faut c’est
trouver Vy, et Wy, tels que l'hypothése (2.14) soit satisfaite dans Vi x Wh,. L’approche
adoptée ici la suivante :

On se donne une approzimation interne de V c¢’est-a-dire Vi, — V (injection
dense), montre que sous U’hypothése (2.13) on a une approximation Wy de W
telle que Wy, — W (injection dense), la condition inf-sup discréte est vérifiée

Wi = AW).
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Ce résultat peut s’énoncer autrement en adoptant le point de vue des opéra-
teurs linéaires. Comme A est un opérateur de type positif (2.1) on considére le
produit scalaire construit avec A et on approxime cette formulation de l’équation

fonctionnelle (2.4).

Proposition 2.1.3. Sous les hypothéses (2.1), (2.2) il existe un unique up € Vy,
tel que :

as(un,vn) = Fs(¥n); Yn € V. (2.15)

De plus on a Uestimation suivante : il existe C' > 0 indépendante de h telle que
[ull] < Cllgonll (2.16)

Preuve.
Vy, est un espace de dimension finie; l'approximation étant interne il suffit

d’avoir Uinjectivité pour avoir ezistence. L’hypothése (2.1) implique que :
as(Yn, ) > |||vnll%; ( inégalité de coercivité), (2.17)
ce qui démontre (2.15), (2.15). O

Proposition 2.1.4. Sous les hypothéses (2.1), (2.2) et (2.3) il existe un unique
u eV tel que :

up, — u, Aup, — Au; W faible
ot uy, est la solution de (2.15) et u vérifie :

a(u, ) = F(y); Vb € W. (2.18)

Preuve.

D’aprés Uestimation (2.16) on a : il existe sous suite encore noté uy, telle que

up, —> u; YV faible
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ot u € V. Montrons que (2.18) est satisfaite : A€ L(V,W) donc il est continu de
V o(V,V") faible dans W a(W,W') faible, alors si up, — u V faible, Aup, — Au

W faible. Ce qui permet de passer a la limite dans ag, calculons pour tout ¥ €V :

L’hypothése (2.3) implique :
YV eV; v, € Vo Yy —> s dans V.
Choisissant un tel 1y, dans l’égalité précédente et en passant a la limite il vient :

as(u, ) = Fs(¥); Y€V,

et
(u+ Au, v+ AY) = (f,0 + AY); Y eV.

Sachant que :

VweW WeV: (I+A)y=uw,

on a prouwvé (2.18). O

Proposition 2.1.5. Sous les hypothéses (2.1), (2.2), (2.3) et si on suppose de plus
que u solution de (2.12) est dans H*1(Q) on a alors Uestimation suivante en u et

uyp, solution de (2.15) :

I[w—wupll] < B ull i1 - (2.19)

Preuve.
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On définit e = u—uy, et ey, =up, — Ipu, on peut décomposer :
e=u— Il u—ep.
Comme e, € Vy, et l'approzimation est consistante :
[ —up|||* < as(e,e) = as(e,u— Hyu—ep) = ag(e,u— Iyu),

donc

[llw—upllf* < as(e,u— ) < cf|le]||[[Ju— yull].

On wutilise alors le résultat classique de ['interpolation :

lu— ITyull* < ch* I ful| gy ) -

Un autre point de vue pour dire la méme chose. On définit :
Wi, = {wp € W tel que Ty, € Vy, vérifiant wy, = ¥y + Ay }. (2.20)
On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.1.6. Sous les hypothéses (2.13), (2.14) et (2.3) on a :

(1)- Les conditions inf-sup sont vérifiées dans Vi, x Wh,.

(1I)- dim W), = dim V.

(I11)- Le probléme discret; Trouver up € Vi, : a(up,py) = F(¢n) ; Vop € Wy,
est bien posé c’est-a-dire il existe ¢ >0 : ||Jup||| < || f]|-

De plus si u la solution du probléme (2.12) est dans H*1(Q), on a I’estimation :

[I[u—unl] < eh*ull grs1(g)- (2.21)

Preuve.

(I) est une conséquence de la coercivité de as(.,.) sur Vi X V.
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M .
Pour (I11) supposons que : Z ajwfl =0, montrons que a; = 0. Par définition
j=1
de Wy, ;
Vi3l o wl =) + Ay

M .
On pose up, = Z ajw%, on déduit que :
j=1
(I+Aup,=0etup, eV, CV.
L’ypothése (2.1) implique :

0= a(up,up) > [Jun*.

Pour (II1) voir (2.1.4) et U'estimation d’erreur voir (2.1.5).

Remarquons que [’on a prouvé :
VweW3dlueV: (I+Au=uw.

L’hypothése (2.3) implique :

Yu €V Ju, € COHQ) : uy = dans V.
On définit alors g, € W par :

(L + A)up, = gy

On définit u, € Vy comme la solution de :

as(un,vn) = (gny,, Yo+ An); Yp, € V.
Pour h suffisamment petit, on a que :

g, || < C,
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Calculons :

(L +A)(u—wup), ([ +A)) = as(u—up,» —Yp) + as(u—up,p)
= CLS(U — Up, Y — wh) +as(uawh) - as(un;L>¢h)

= as(u—up, Y —¢n) +as(u—un, , ¥n),
alors :
(w—wn, (1 +A)¢) < Cllfu—un |l = Enlll + [[[w = way [Iall] =2 0; VY €V,
d’ot :
lw = wn]| = sup (w—wp,v) < Cuf|fu—un, ||| + Colllv = valll . 0.

ve
llvll=1

On s’intéresse maintenant a une autre approximation du probléme (2.12) pour

laquelle on ne supposera plus l'hypothése (2.1) et (2.13).

Proposition 2.1.7. Sous les hypothéses (2.2) et (2.3), pour h < hg il existe un

unique up, € Vy, solution de :

a"(un,p) = F"(¢p) Yoy € Vi; (2.29)
1 1 :

(lunll? + 172 Aug %)z < C f]].
De plus on a lestimation d’erreur entre la solution de (2.12) dans H*1(Q) et uy,

gl
lu—wnll < k972 ]| g1 ). (2.23)

Preuve.
V), étant de dimension finie, F" étant une forme linéaire continue sur Vy, il

suffit de démontrer ’inégalité de coercivité suivante pour avoir (2.22) :

h
a (up,un) = ||upl|® + || Aup||* + 2 (up, Augup) > (1= 2h)||luy||? + §||AUhH2-
(2.24)
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Montrons maintenant la formule (2.23), on a :

a"(up,bn) = (f,0n +hAY) = a(e, 4y + hAYy),

d’ou la consistance :
a” (up, —u,p) = 0; Viby € V.

On définit pour v € H*1(Q) :

e=u—1uy,
et
ep = up — pu,
on a :
al'(e,e) = a" (e, —ep, +u— ITu)
:ah(e,u—ﬂhu),
donc :

(120l + o [ Ael? < (T + A)e, (I +hA)(u— )
— (e,u— Iyu) + (b Ae, h1%<u )+ hle, Alu— Tyu))
+ h(Ae, A(u— ITyu)
< el u— Myl | Ael 4 o Il + el
B A T) P+ 2 el + bl A~ Ty
soit encore :

3 9 h 1
G = el + Al < (4 ) o= Myulga gy + Chlle— Myul
1
< (1+E)”U_HhuH%{<I(Q) +chllu— yulliag)-
Ce qui donne l’estimation (2.23). O
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2.2 Un probleme de transport dans un domaine

borne du plan
Soit Q Cce R? Vouvert défini par :
Q =]0,1[x]0,1][.
On pose W = L%(Q) et on définit 'opérateur A par :
Au= 7 Vu, (2.25)
ol U = (1,v)T" donné tel que v > 0.

On définit Q4 les parties de 0Q) telles que :

Q. ={(x,t)€0Q; V.7 >0} (2.26)

Q- ={(z,t) €0Q; V.7 <0} (2.27)

ot T est la normale sortante de Q.
Avant de pouvoir définir 'espace V on a besoin d’un résultat de trace, pour que
le probleme suivant puisse étre formulé dans le formalisme du section 2.1.

Pour tout f donné dans W, pour tout ug et hg donné dans L?(0,1) :

Trouwveru € L*(Q) tel que:

u(z,t) +Au(z,t) = f(z,t); dans @,
u(,0) = (),

u(0,t) = ho(t).

(2.28)

Tout d’abord résolvons par la méthode des caractéristiques le probleme suivant :
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Pour f € L*(Q), ug € L*(0,1) et hg € L?(0,1) :

Trouver u solution de:

u(z,t) +Au(z,t) = f(z,t); dans D'(Q),
u(z,0) = up(x),

u(0,t) = ho(t).

(2.29)

La méthode des caractéristiques consiste a utiliser un changement d’inconnue
afin que l’équation (2.29) se réduise a une équation différentielle ordinaire. Pour
cela on parameétre par T de la maniére suivante :

Soit (xg,to) firé sur Q— ;

d _
wir) =1, (2.30)
t(0) = to.
(r) =, (2.31)
z(0) = xo.
d _
4 2(7) = f(a(r),t(7)), (2.32)

2(0) = u(xo, to).
En résolvant (2.30), (2.31), (2.32) et en posant u(x(7),t(7)) = 2(7), on peut

démontrer facilement que l'on a :

go(t—%)—i-/(j f(vs,s—i—t—{)ds; si(z,t)e A
v

u<x7t) = t
ho(t—xv)—l—/o fvs+x—uvt,s)ds; si(x,t) € B.

(2.33)
et que u(z,t) € L*(Q), Au(z,t) € L*(Q).
On introduit maintenant un changement de variables qui permet d’exprimer

Oy +v0; sous la forme O et on garde comme autre paramétre tg, l'abscisse curviligne

de I'y.
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On pose :

{ <=2 (2.34)

to=t—1¢.
Le domaine Q est transformé en Q ;

On pose u(z,t) = P(&,t9). Avec un calcul simple on montrant que :

s

0:P(& o) = atu(x,t)@ + Oyu(x,t) 3
3

O
1
= Eatu(xat) +U($,t),

d’ou

1
0eb(€.1o) = f(.0) (2.35)

On intégre (2.35) par rapport a € de 0 a € :

B(.t0) ~ 2(0.10) = [ fla.t)de

) 0 ) 0 - O 'U ZE, .

Ce qui permet d’exprimer ®(0,tg) en fonction de f et ®(&,tg) :

€1

D(0,t0) = P(¢,t0) = [ S f(w,1)dE,

On prolonge par 0 les fonctions ® et f et on note ces prolongement @, f.

2(0.10) = ulto) = B(&.t0) — [ (. 1)

Ona:
3
B (t0) < 2836 t0) +2 [ (e 0) 2

ou & =v(1—tg) pour tout tg € [0,1].
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2.3 Application numérique

Alors :

L, L., 11 . )

| wtoyto <2 [ S oyto+2 [ || flat)Pdeat.

0 0 0 Jo w

Finalement :
2 2 2 2
luollz2(r,) < 201172 q) + - IflIz2()-

On donne maintenant le résultat du trace suivant :

Lemme 2.2.1. [l existe une application trace v+ linéaire continue :

et (W Q) Aue Q) — 200

u — Y+ = ulg, -
De plus v_ est surjectif.

Preuve.

Se servir de se qui a été fait précédemment. On définit alors ’espace V par :
V={uecL*Q); Auc L*(Q) et y_(u)=0}.

On suppose maintenant que hg =0 et que ug est réguliere et vérifie : ug(0) =0,
et relever ug(t) en U(x,t) =wup(t) et translater le probléme c’est-a- dire on considére
u=u—U(z,t), alors le probléme (2.28 ) posséde une solution réguliére et sa régularité

est donnée en fonction de celle de gy. [

2.3 Application numérique

On se donne v et ug, on maille le domaine Q) avec des rectangles K. ¢’est-a-dire

on se donne les points :
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et les points :

1
xj=gh; 0<j< M, h:M,

et les rectangles K sont constitués par :
Ky = [zj,zj41] X [tn, tna]-

On pose :

Th = UK;L.

On définit Vy, par :
Vi ={ueC’Q); ulg_ =0, ulg €P[K]; VK € 73},

ot P1[K] = {atz + bt +cx+d}. Les fonctions de base de Vy, seront les ¥} qui valent
un au noeud | et zéro auxr autres noeud lorsque | décrit ’ensemble des noeuds du

mazillage.

2.4 La méthode de masse singuliére pour un pro-

bleme de transport

Une méthode de réduction d’ordre en espace est proposée pour traiter le cas d’un

opérateur de transport dégénéré, c’est-a-dire le cas ou les coefficients de 'opérateur

‘ filz,t) O<z<3
du transport peuvent s’annuler. Il s’agit donc, pour : f =
f(x) t<r<l

et ug donnés, en définissant Q1 = (0,3) x (0,1) et Qo = (3,1) x (0,1), de calculer u

solution de :

1[07%](x)8tu(33,t) + 0pu(z,t) +u(x,t) = f(x,t) dans Q= Uy,

(T) (2.36)

u(z,0) = up(x); 0<a:<%, u(0,t)=0; 0<t<l.
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2.5 Existence et unicité de solutions

Définissons 02— la frontiére entrante du domaine par :
00 = () eQ: (nt) € {0} x (0,1)u(0,;) < {0},
et notons par A lopérateur différentiel défini par :
o Ap = 1[0’%}(x)8t<p+8x90+<,0.
La norme du graphe associée a 'opérateur A est notée |||-||| et est définie par :
el = 1Al 720y + 911720

L’espace fonctionnel H est défini comme la fermeture pour la norme |||-||| du sous
espace fermé des fonctions C*™ a support compacte dans Q ayant une trace nulle

sur 0Q)_ :

M- oD@ o = oyl

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons la forme bilinéaire a associée a

lopérateur A et définie par :

a: HxH —R
(u,v) — a(u,v) = /QAu.vdxdt.

Donnons maintenant un résultat technique :

Lemme 2.5.1.

YoeH: alv,v)> HUHQLQ(Q). (2.37)

Preuve.

Pour v € H nous avons :
a(v,v) = (Av,v) = /Q.Av.vdxdt
:/Q1[07%]@)@1).1)—i—@w.v—i—vﬂdwdt

1 2 [P 2
_/951[07%](3:)@@ dxdt+/9§835v da:dt+/Qv dxdt.
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Soit encore

1 Lorlq
03 1](x)8t1)2dxdt:/0 /0 51[07%]($)8t?]2dtdI

2
1 /1 11
= 5/0 1[0,%](£)U2<x71)d$—/ﬂ 51[0}}(%)11(17,0)(11',

2

et de méme

1 Ll
/73$v2dxdt:/ / ~0pv2dadt
02 0 Jo 2
1L, 1!
= 1,t)dt — - .
2/0 V2(1,0)dt 2/0 0(0,8)dt

Puisque v(z,0) =0 pour 0 < x < %, et v(0,t) =0 pour 0 <t <1 il vient
0 1[07%](:)3)8t222d$dt >0,

/Q('?gDUQdacdt > 0.

On déduit alors :

a(v,v) = /Q 1[07%](@@1).@+8xv.v+v2dxdt > HUH%Q(Q); Vv eH.

Maintenant, nous voulons montrer [’existence et ['unicité de solutions au pro-

bléeme (T). Pour cela montrons quelques propriétés de [’opérateur A.

Lemme 2.5.2. A:H C L?(2) — L?(Q) est un opérateur linéaire continu, d image

fermé, et injectif.

Preuve.

Soit {un} CH une suite telle que
[ Aup —wll 20y =20,

montrons que :

JueH tel que up, — u et Au=w.
n—oo
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On a:

[ Ay, — AUmHL2(Q) = [l A(un — um)”ﬂ(ﬂ)

= sup (A(up—um),w)
weL2(Q)
w#0

2
> [Jun — umHL?(Q)a

donc {up} est une suite de Cauchy dans L*()) ce qui implique l’existence de u tel
que un — u. Llinjection L%(Q) < D'(Q) nous assure que cette suite converge au

sens des distributions. Pour ¢ € D(Q2) nous avons d’apreés le lemme 2.5.1 :

| (A = Aw)pdedt] < flun =l 2o g0 2, O

n—oo

Nous en déduisons Aun — Au dans D'(Q). Par ailleurs,
Au, — w dans L*(Q),
n—oo

donc dans D'(Q). L’ unicité de la limite dans D' () permet de conclure que Au=w
dans L?(€2).

Montrons maintenant que A est injectif, soit w € H avec |||u]|| =1 alors :

[ Aull 20y = sup (Au,w).
wELQ(Q)’ ”wHL2(Q):1

Par ailleurs,

sup (Au,w) > {Auu) > 1.
weL?(Q), Jull 2g)=1 Jull 22 (0)
St Au=0 alors u=10.
Lemme 2.5.3. L’adjoint de A, A* vérifie :
Ker(A*)={0}. (2.38)
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Preuve.

Soit g € Ker(A*), alors pour tout u € H :
(A*g,u) =0.

Comme g € H, nous en déduisons que (A*g,g) =0. En raisonnant comme au

lemme 2.5.1 nous avons :
0=(A%,9) > |9/ 72(0)-
O

Théoréme 2.5.4.
Pour f une fonction réguliere donnée, il existe un unique u € H solution du

probléeme (T).

Preuve.

Le théoréeme de 'image fermée de Banach permet d’écrire :
Im(A) = (Ker(A*)T = L*(Q).

Cela montre que A est un isomorphisme de H dans L*(Q). O

2.6 Méthode de Petrov-Galerkin et technique de
la matrice de masse singuliere pour les pro-
blemes approchés

Pour le probléme (T) nous introduisons une semi-discrétisation d l'aide d’élé-
ment finis en espace. Puis nous appliquons la méthode de la matrice de masse
singuliere. La méthode de la matrice de masse singuliere consiste a remplacer la

quantité Oy par une projection dans un autre sous espace différent de [’espace
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2.6 Méthode de Petrov-Galerkin et technique de la matrice de masse
singuliere

dans lequel u est recherché. La projection est au sens de L?. Dans ce qui suit,
commengons par introduire une formulation mizte du probléme (T). Définissons

les espaces :
V={peH"(0,1); ¢(0)=0}, H=L01)

Introduisons les formes bilinéaires a(-,-) définie sur' V. x H et b(-,-) définie sur

V x L*(0,3) par :

1
a(v,w):/o Opv(z)w(z) +v(z)w(x)de, (2.39)

Nl =

b(v,gp):/o w(x)p(z)de. (2.40)

Dans ce qui suit, l'opérateur de restriction est défini.

Lemme 2.6.1. L’opérateur B : V — L*(0, %)' associé a la forme bilindire b(-,-) est
lopérateur linéaire continu de restriction au segment [0,%]. Nous avons Ker(B) =
0HY(1,1) et limage de son adjoint est donnée par Im(B*) = oH'(0,3) ou lindice
0 indique que seules les fonctions s’annulant en la borne inférieure de ['intervalle

sont considérées.

Maintenant introduisons une formulation variationnelle pour le probléme (T).

Nous notons aussi par B 'opérateur de restriction de H dans L*(0, %)

trouver u(t) € C°([0,1);V); u(0) =wug, satisfaisant : (2.41)
< Bi(t), Bw > 120 1y, 1201 +a(ult),w) = (f(t),w); Vw € H, '

ou u représente la dérivée par rapport au temps. Décomposons l'espace V- comme :
V = Ker(B)® (Ker(B))*: = Ker(B) ® Im(B*).

45



Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et probléeme
de transport perturbé

La forme bilinéaire a(.,.) vérifie les conditions inf-sup et nous en déduisons que

le probléme (2.41) est bien posé. En effet, soit w € V alors il existe ¢ > 0 tel que :
1 1
a(u,u) :/0 amu(:z:)u(x)dx—i-/o u’(x)dz,
> clfullF2(p,1)-

D’aprés ce qui précede, il est clair que pour tout u dans 'V,

a(u,w) a(u,u)
sup > > cflullz2(0,1) (2.42)
weL?(0,1) ||’LUHL2(0,1) ||U||L2(0,1)
d’ou nous déduisons l’inégalité
inf sup alw, w) >c. (2.43)

“6Mu7ﬁoweL2(0,1),w5£O ||w||L2(0,1) HUHV N

2.6.1 Les espaces d’éléments finis utilisés

Pour approcher a l'aide d’une méthode d’éléments finis une équation de transport,
nous utilisons une méthode de Petrov-Galerkin c’est-a-dire que les fonctions tests
ne sont pas choisies dans le méme espace que celui pour la fonction inconnue. La
construction d’une méthode d’élément finis, nécessite la donnée d’un maillage, de
noeuds et d’un espace de polynomes, qui doivent étre choisis de maniere cohérente.
Nous avons choisi les éléments finis de type Lagrange, qui font intervenir comme
“degrés de liberté“ les valeurs de la fonction aux noeuds. Nous considérons le segment
(0,1) et notre but est d’introduire un espace d’approximation des fonctions définies
sur (0,1), ayant une base trés simple de sorte que toute fonction dans C°(0,1)

se décompose facilement sur cette base. Nous commencons par l’espace associé a

1

’élément fini appelé Py. Soit m € N fixé , posons M =2m, h= 5 et définissons
1
2

x; = th, pour 0 <i < M. Nous avons la partition de [0,1] ot x = 5 est un point de
celle-ci :

O=xp<21<..<TpMp_1<T)N. (2.44)
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singuliere

Nous notons Py l'espace des polynomes de degré plus petit ou égal a 1 :
Py={p: plx)=ax+b; a,beR}.

Nous introduisons alors l’espace d’approzimation Vi, défini par :

Vi, = {w e C%0,1): wy, . €PLw(0)=0; 0<i<M -1} (2.45)

L’espace Vy,, défini par (2.45), est un espace vectoriel et une base de cetl espace

est donnée par les fonctions p;, 1 <i < M, telles que p; € Vy, et pi(xy) = ;1 (ot

d désigne le sympole de Kronecker). Ainsi,

ToTiol i .
vmry STl ST ST,

pi(r) = § 220 gy <o < iy
Ti— it =0 =t
0 ailleurs.

La méthode des éléments finis permet de construire différents espaces d’approzi-
mation, suivant I’élément fini utilisé. Soit Py l'espace des polynomes de degré 0 ( il

s’agit donc des fonctions constantes ). Pour la partition donnée en (2.44), nous

considérons l’espace d’approximation suivant :

1
Mh:{weLQ(o,i): Wlarny €O 0<i<m-—1}. (2.46)

Etant donnée la partition (2.44) de [0,1], l’espace d’approximation Hy, est defini

par :
Hy={weH: wy €l 0<i<M-1}. (2.47)
xi,xi+

Finalement ’espace Hp, utilisé dans 'approximation de Petrov-Galerkin est

celui engendré par des fonctions notées @1, ..., Oy et définies par :

N 1 sixi1 <x<uw,

Pi(r) =
0 aulleurs.
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On cherche une approzimation de la solution du probléme (2.36) dans l’espace
Vi, et on choisit comme fonction test les fonctions de base de Hy,. Soit maintenant
My, =vect{y;} ;i=1,...,m un sous espace de L*(0, %) ou, les 1; sont Py sur chaque
intervalle de la partition (2.44) restreinte a (0, %) Le probléme approché que nous

considérons s’écrit :
Trowver (up,vp) € Vi x My, :
(1,21 (@)vn, wn) +alun, wp) = (f(8),wn);  Vwn € Hp, (2.48)
(vhsan) = (Opun, qn); Yan € Mp.

Dans la suite, on appelle V}, Uespace d’approximation, et Hy, l'espace des fonc-
tions tests. St o1, P2, ..., oy est une base de Vi, et i1, W2, ..., ¥y une base de
My, en développant up, sur la base de Vy, et vy, sur la base de My, nous pouvons
écrire :

M m
= > ui()pi(x), vale,t) =D vp(t)ve(e). (2.49)
J=1 k=1

Nous injectons ces expressions respectivement dans les formules (2.48). On

obtient :

/0 z)og () g (z)wp (@ d$+/ Zug Dwipj(x)wp (x)dx
+f Zu] wn(@)de = (F(1),wn@)): Yy € Hy,
/ka )k () qn(z d:v—/ Zuj (x)dx; Vg, € My,

Choisissons wp(z) = @; et qn(x) =y, alors :

k=1 j=1

m 1
>l [ 1y @l P g+ S uy(Dales. ) = (F(0).30): V@i € H,
k

k=1

E ' dx = E ) ' @ dr; Y
(% (t)/o wk(ﬁf))i/}l(l') T : 1Uj(t)/() J<$)wl($) X, ¢l € Mh.

Définissons maintenant les matrices lieés aux opérateurs différentiels :
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Bigi 1 k(@) @i(e)de;  0<k<m, 0<i<M,
By = 011[075%(37)%(%)51% 0<I<m, 0<j<M,
Ay = ], ) e @EEd 0<ij <M,
G = [ vr(@ila)dz 0<LEk<m.

Introduisons Py, : H — Hy un projecteur au sens L2, et définissons F(t) =

Py, f(t). Pour ug € V3, donné la forme matricielle du systéme (2.48) s’écrit :

Blo,(t) + Aup,(t) = F(t);  Vt €)0,1],
C’Uh(t) = BQiLh(t); \% E]O, 1}, (2.51)
u(0) = up.

L’approzimation des éléments de la matrice By par de formule d’intégration
numérique ou par projection représente exactement les éléments de la matrice Bs.

En effet, on peut écrire encore les éléments de By par :
1 B 1
Blm:/o 1[07%]1/)1@(13)901‘(17)6156:/0 Lo,11%n(x) P, i () da;
Ce qui donne :
Bl = (ByPp,)'=B" et By= ByPy, =B,
le systéme matricielle (2.51) devient :

Bluy(t) + Auy(t) = F(t); Vvt €]0,1],
cup(t) = Buy(t): YVt €]0,1], (2.52)
u(0) = up.

Remarque 2.6.2. Nous aurions pu utiliser une méthode décentrée (voir par exemple
[3]). L’espace Hy, est alors défini avec des polyndmes de degré 2, évidemment les

deux espaces Vy, et Hy, sont de méme dimension finie.
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2.6.2 Schémas d’Euler implicite et explicite en temps

L’inconnue vy, peut étre éliminée; on a vy, (t) = ¢~ 1By, (t) et donc en notant :
M=DB'c'B,

ceci prés que la matrice de masse M peut étre singuliére, ou C est la matrice de
masse obtenue a l'aide de ’élément fini de My, ; on a bien entendue que C est
une matrice inversible et B est la matrice construite a partir de Hy, et My,. La

condition de type inf-sup :

inf sup a(up,wp) >8>0,
wh#ouh?éo

entre les deur espaces éléments finis assure que le probléeme (2.48) soit bien posé
pour cette semi-discrétisation.
En effet, pour wy, fizé de norme L? égale & 1, montrons Uexistence de uy, telle

que :
a(up,wp)
sup —————

>0
w20 [unh

-

xT
Posons u :/ wp(s)ds, [uly < |lwpllp2(,1y alors :
O b
d’ou, il existe hg tel que l'inégalité est satisfaite pour h < hg.
Pour simplifier le systéeme (2.52) et comme la matrice C est inversible, on

élimine vy, on obtient :
Btc™ Biy, (t) + Auy,(t) = F(t). (2.53)

Maintenant nous introduisons une discrétisation en temps. Pour cela définis-
sons : )
_ 2
A= [ sy + oy )i (@)de,

1
A5 = [, wes(@)it s (ii(a)da; 1<, < M,
2 (2.54)
Bij= [ Pmi@a@)ds; 1<i<m, 1<j<M,
0
1

2 ..
Cij :/O gj(@)qi(x)dz; 1<i,j<m.
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Pour K fizé nous définissons At = % et la suite de temps t, = kAt ; 0 <k <K,

et pour u% donné, nous avons le schéma implicit d’Fuler :

Bl Bul ™+ AtAufT = AtF(t),4) + B¢ Buj. (2.55)

Remarquons que B'C™1B +§tA est inversible puisque c’est la somme d’une

matrice semi-définie positive et d’une matrice définie positive.

Le schéma explicite d’Fuler s’écrit :
Bic ' Buf T 4 ATl = ALtFT () + BiCT  Buf — AtATuf + F (1), (2.56)

avec

F(t) = P, g (@) f(2), FF (1) = Pu, 13 (2)f(t,2).

’2

2.6.3 Résultats numériques pour un exemple jouet

Nous terminons ce chapitre avec un exemple simple. Le second membre est

) (x—1/2)%*+2?% 0<x<1/2 o
donné par : f(z,t) = ; et la condition initiale
z?; 1/2<z<1,

par up(z) = 2% ; 0 < 2 < 1/2. Nous donnons une courbe de convergence pour le
probléme (T) ( en fonction de dt sur la figure 2.1 en échelle lagarithmique ). La
ligne est de droite de référence correspondant au fonction dt, on observe donc un

phénomeéne de convergence linéaire présente par le schéma (2.56).
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oo

—Erreur L2 (pente: 0.9971)

=4
o
T

(&) = =)
. . T

-
T

erreur en norme L2

-log(s f)

FIGURE 2.1 — Norme discréte L? de lerreur en fonction du pas dt par la méthode

d’Euler explicite.

Remarquons que d’autres conditions aux limites peuvent étre traitées sur OS)_.
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Approximation réduite pour
’opérateur en temps dans le cas

de problemes paraboliques
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Chapitre 3. Approximation réduite pour opérateur en temps dans le
cas de problémes paraboliques

3.1 Introduction

Une méthode de masse singuliére en espace est proposée pour traiter le cas d’'un
opérateur parabolique dégénéré, c’est-a-dire le cas ou le coefficient de 'opérateur
différentiel en temps peut s’annuler. La méthode présentée est inspirée de la dy-
namique singuliére introduite dans [12]. Nous considérons le cas unidimensionel
ou un coefficient s’annule sur un seul intervalle avec des conditions aux limites et
initiales triviales par soucis de simplicité. Des conditions initiales et aux limites
plus générales pouvent étre traitées. Notons que le modeéle que nous considérons
est utilisé en dynamique des populations dans le cas d’une dynamique lente-rapide
[9], ou pour des problémes de modélisation de plantes en biologie [°]. Lorsque le
coefficient devant l'opérateur en temps s’annule, il est bien connu que cela pose des
problémes d’oscillations dans un voisinage de la zone ou il s’annule. On pourra
consulter, par exemple [7], [10] p. 115 ot une méthode des moindres carrés est

utilisée pour résoudre un probleme parabolique dégénéré.

3.2 Existence et unicité de solutions aux pro-

blemes P.

filz,t) O0<z< %

Il s’agit donc, pour f(z,t) = réguliére et ug donnés, en

fa(z) t<z<l
définissant Q1 = (0,3), Qo = (3,1) et Q= UQy, de calculer u solution de :

e(z)Oyu(z,t) — 0%u(z,t) = f(z,t) dans Qx(0,T),
(P2)q u(z,0) =up(x); 0<az<l, (3.1)
uw(0,t) =0, u(l,t)=1; t>0,

ot
1 0<x<i,

e(x) =

€ %<x<1.
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3.2 Existence et unicité de solutions aux problémes P,

Afin d’introduire le probléme approché nous avons besoin d’utiliser une formu-
lation variationnelle du probléme (P;). Pour cela multiplions la premiére équation
par une fonction w(x), supposée une fois continiment dérivable et intégrons entre

z=0 etx=1. Nous obtenons :

/Q (x)Ou(x,t)w(z)dr — /622u (z,t)w )dx:/Qf(x,t)w(x)da:. (3.2)

En intégrant par parties le seconde terme de (3.2) et en supposant w(0) =w(1) =

0, nous déduisons :

/Q e(x)dyulz, t)w(z)de + /Q Opu(z,t)Opw(w)dx = /Q flo,Hw(@)de.  (3.3)

En translatant u pour prendre en compte la condition en x =1, cela revient a
modifier f. Donc nous pouvons considérer u € H} () et nous ne changeons pas les
notations.

On adopte comme espace fonctionnel 'espace H(Q)) et nous définissons la
forme bilinéaire :

a(u(t),w):/Qf)xu(x,t)ﬁxw(x)dx, (3.4)
il est clair que la forme bilinéaire a est symétrique, continue et coercive sur H&(Q).

La semi-discrétisation de (3.3) est donc l'approzimation variationnelle suivante :

jt [ c@un(tyun(@)dz+a(un(t)wn) = [ fywn(e); Yy € Vi, s
uh(O) = u%

On introduit une base p1, P2, ..., N de l'espace Vi, C H&(Q) et on cherche la

fonction uy, sous la forme :
N o
un(t) = > up,(t)p;(x). (3.6)

Alors, en posant
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cas de problémes paraboliques

Le probléme (3.5) s’écrit :

> [ elw)ei(alpie)de S + 3 ales (@) () = [ FOpila)dz 1<i< N,

J=1 J=1

(3.8)
Introduisant la matrice de masse Ky, définie par :
(Kny = [ el@)os@)pulw)de; 1< < N, (39)
et la matrice de rigidité Ry, définie par :
(Rn)ij = alpj(x),pi(z)); 1<4,j < N. (3.10)

L’approzimation variationnelle (3.5) est équivalente au systéme linéaire d’équa-
tions différentielles ordinaires a coefficients constants :

d
Ich%(t) FRyup(t) = Fp(t); 0<t<T,

up(0) = ul).

(3.11)

Le probléme (3.11) est bien posé c¢’est-a-dire d’aprés la construction de l’espace
Vi, comme la matrice de masse est strictement diagonalement dominante on peut
vérifier que :

N
(up, Kpup) > ch u?; c>0. (3.12)
j=1

Donc la matrice de masse Ky, est inversible. D’autre part la coercivité de la

forme bilinéaire a(u,v) entraine le caractére défini positif de la matrice de rigidité

Ry, et donc son inversibilité. En effet, pour tout vecteur up € Vi, on a
(Rpup,up) > c|uh]%, (3.13)
ot |.|1 désigne la semi-norme H' :
2 ! / 2
olt = | @@ (3.14)
De méme, la symétrie de a(u,v) implique celle de Ry,.
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Si on introduit la nouvelle fonction :

{ 1 sur Q,
e(r) =

0 sur €,

on peut réécrire le probléme (3.1) sous la forme :

Opu(z,t) — %u(z,t) = fi(z,t) dans Q1 x (0,T),
—0%u(x,t) = fo(x) dans Qo x (0,T), (3.15)
u(z,0) =up(z); 0<z<3,

uw(0,t) =0, u(l,t)=1; t>0.

Nous voulons maintenant étudier [’existence et ['unicité de solutions au probleme
(Po).
Notons :

b(u,w): H(Q)x L*(Q1) — R,

la forme bilinéaire associée a l’opérateur de projection sur L2(Ql) pour le produit

scalaire de L? :

b(w,p) = /Qlw(x)go(x)d:v. (3.16)

Encore une fois, nous pouvons introduire un opérateur linéaire :
B

 Hy(Q) — L)', Jo Bu(z)p(w)de = fo, u(@)p(r)dr = b(u,p); Vi € L2 (D).
Comme nous le verrons, les propriétés de ['opérateur B sont fondamentales
dans l’étude du probléme, nous caractériserons l'image de B notée Im(B), et son
noyau Ker(8). Le probléme (3.15) se formule :
Trouver (u,v) € CY(0,T, H}(Q))NCL(0,T, L*(Q)) x C°(0, T, L*(Y)) vérifiant :

{ (B0, w) -1 (0, mp o) Halu(t),w) = (f(t),w)r2@q); Ywe Hy(€), (3.17)

(v,9) 12(0y) = (Bi(t), @) r2(0,); Vg € L2 ().
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Lemme 3.2.1. L’opérateur B : H}(Q) — L*(1)" associé a la forme bilinéaire
b(.,.) est Uopérateur linaire continue de restriction a . Nous avons Ker(B) =
H}(Q2) et l'image de son adjoint est donnée par Im(B*) = oH' (1) ou lindice 0

a gauche signifie que les fonctions s’annulent en ’extrémité gauche de [’intervalle.

En effet, B est un opérateur linéaire continu :
[Bwllz2(0,) < splwls, (3.18)

ot s, est la constante de Poincaré pour oH'(Q1), et |w|y est la semi-norme de

HY(Q).
Lemme 3.2.2. Nous avons :
Ker($8*) ={0}. (3.19)
De plus lopérateur B* est inversible sur Im(B) = (Ker(8*))*+.

Preuve.

Montrons que Vo € L?(Q1), ¢ #0 alors :

sup  b(w, @) > cil|¢llz2(a,)- (3.20)
weHE ()

Soit ¢ # 0 firée dans L?(1) C L%(Q), et comme HY(Q) est dense dans L?(§2)

donc il existe une suite wy, € H}(Q) telle que :
w, — ¢ dans L*(Q),

implique :
HwnHL2(Q) — H@HL?(Q) = ”‘PHL2(S21)a

alors pour n suffisamment grand on a :

ban, @) = [, wal@)p(@)dz > el Fze, ~<.
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3.2 Existence et unicité de solutions aux problémes P,

ce qui donne :

sup  b(w,0) > ||¢ll72(q,) —€ = cillellzy); Ve #0. (3.21)
weHg (Q)

Cela montre que B* a une image fermée et est injectif. [

On peut donc écrire :

et
(Ker(B*)* = L2(Qy).

Montrons que la formulation suivante est bien posée.

(B*Blt), w) g-1(q)xmi () +alut),w) = (f(t),w) 2 Ywe Hy(Q),
u(z,0) =up(x); 0<z< %
(3.22)

Celle-ci résulte de l’élimination de v dans (3.17). Plus précisement, de la

deuziéme équation de (3.17) il vient :
v="P1u,(t).
Tout d’abord nous décomposons HE(Q) comme la somme directe suivante :
HY Q) = Ker(B) @ (Ker(B))* = Ker(8) ® Im(B"),
ainsi tout élément peut se décomposer en somme de deux termes
ug € Ker(B), u, € Ker(B)*

et
u(t) =ug(t)+uy(t),
ug (t) vérifie :
(’B*‘Bul(t),wK)Hfl(Q)XH(}(Q) +a(uK(t)+uL(t),wK) = (f(t),wK)L2(Q); Ywg € KGT(%).
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Nous avons :

a(uK(t),wK):(f(t),wK)Lz(Q); \V/'LUKEKGT‘(%).

Le théoréme de Lax-Milgram fournit l'existence et l'unicité de ug € Ker(B).
D’autre part l’existence de u |, revient a l’étude de [’existence et de 'unicité de
solutions pour un probleme classique du type équation de la chaleur que nous

donnons dans la suite.

Lemme 3.2.3. L’ opérateur B*B est inversible sur (Ker(8))*L.

Preuve.
Soit
v="B1, (t) € Im(B) = v e (Ker(B*))*,
et d’aprés le lemme 3.2.2 on a que B* est inversible sur (Ker(B*))* ainsi B*B
est inversible sur (Ker(9))*+. O
Remarquons que (Ker(B))* =¢ H'(Q1) on lindice d gauche signifie que les
fonctions s’annulent que sur 021 NOSL.

La premiére équation de (3.17) s’écrit :

(B By (1), w) 1)< a1 () + alur(t),w) = (f(£),w) 20y Yw € (Ker(B))™".
Comme
/Q Osugdwdr =0; pour fout w e (Ker())".
le probléme peut se récrire :
(B*Bau (t),w) +a(uy(t),w) = (f(t),w); Ywe oH' (),

u(z,0) =up(z); 0<z< %, (3.23)
a(ug (t),w) = (f(t),w); Ywe Hy(Qa),

Utilisant le lemme 3.2.2 et la coercitivité de a, utilisant les résultat classique

pour l’équation de la chaleur [1] nous avons existence et unicité de u (t) et on peut
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3.3 Méthode mixte et technique de la matrice de masse singuliére pour
les problémes approchés

representer le probléme (3.23) dans la décomposition précedente de H{(SY), de la

fagons suivante :

) (z,t) — 0%uy (z,t) = fi(z,t) dans Q1 x (0,T),

u (z,0) =wug, dans Q,

—Q%QUK(x,t) = fa(x) dans Q2 x (0,7T), (3.24)
uK(%,t) = uL(%,t), 8qu(x,t)|I:% = 8qu(%),
uK(O) =0.

Ici nous rajoutons comme conditions auz limites la continuité des traces sur

Vinterface {x = 1} pour avoir une solution dans H{ ().

3.3 Méthode mixte et technique de la matrice
de masse singuliere pour les problemes ap-

prochés

Pour résoudre numériquement le probléme (Py) par la technique de la matrice
de masse singuliére, nous définissons une formulation du probléme (Py) :

Trouwver (u,v) € H}(Q) x L*(Q4) vérifiant :
v(t),w) +a(u(t),w) = (f(t),w); Yw e Hj(Q),

v(t),q) = (Bru(t),q); Vg e L*(), (3.25)
u(x,0) =

(
(
uo(T); 0<x<%,

ot a est la forme bilinéaire définie sur H' () par (3.4).

Le systéme des deuz équations (3.25) est appelé formulation mixte du probléme
(3.15).

Siue L*0,T,H}(Q))NHY(0,T,L*(Q)) est solution de (3.15) alors

(u,v) € L*(0,T, H ()N HY0,T, L*(Q)) x L*(0,T, L*(Q1))
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est la solution de la formulation mixte (3.25).

Prenons des approrimations de u et v par des éléments finis différents. Autre-

ment dit, on fize V), CV = H& (Q) pour lapprozimation de u et on considére un

second espace éléments finis My, C L?(Q4) destiné a approcher v. Dans ce qui sui,

nous notons iy, pour Oyup, et (.,.)q,; 1 <i<2 le produit scalaire dans L*($;) et

(.,.)a le produit scalaire dans L*().

La méthode des éléments finis en espace sur la partie )y utilise du Py Lagrange,

sur la partie Qg utilise du Py Lagrange plus les fonctions bulle (¢;), les fonctions

(v) sont Py sur chaque élément. Divisons l'intervalle [0,1] en M parties égales, (M

étant un entier pair positif M =2m), et posons h = ﬁ, xi =1th avec 1 =0, ...,2m

et Tipl =T —I—% pour i =m, ...,2m—1, on définit pour i =1, ..., 2m les fonctions
suivantes :
ToTiol . o o ,
mifxzi_l’ St Ti—1 <X < T,
1 _ T—Tit] . .
i (l’) - :l:i—l’li_;,_1’ 81 Ty <z< Ti+1,
0 ailleurs,

et pour i =m,....2m —1 les fonctions suivantes :
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— (@ —z)(x—wi1); st v <z <wiga,

~ * 2
Gila) =g, (@)= P
2 0 ailleurs,

On considere les espaces d’approximations :

Vi, ={wec'(®): cP; 0<i<M-—1},

w
|[%‘aﬂfi+1]

My, ={w e L*(Q) : w, €PRy; 0<i<m-—1},

ziy1]

Hh:{wECO(Qg) Coow

[z5@;41]

€EPy w(r)=0 m<i<M-1}.

(3.26)

(3.27)

(3.28)



3.3 Méthode mixte et technique de la matrice de masse singuliére pour
les problémes approchés

Si nous posons maintenant : N = 3m, ©1 =@}, 02 =0%,..., om =@, Omi1 =
<p;‘n+%, Omt2 = 90m+1; ooy ON = @3 alors les fonctions @1, ..., pN appartiennent a
V' et sont linéairement indépendentes. Nous les choisissons pour engendrer l’espace
V1, que nous appelons espace d’approximation de type élément finis. Remarquons
tout d’abord, qu’ici la condition initiale u% € Vi, C HY(Q). Alors @1, 02, ..., oN
est une base de Vi, = Vi, + Hy,. Soit i1, Vs, ..., bm une base de My,. Ecrivons
maintenant le probléme semi discretisé de (3.25) :

Trowver up, : Q@ — V5, vy Q1 — My, tels que

(Vns wh) oy +alup,wp) = (f(t),wn)a; Ywp € Vi, (3.29)

(Vh.aqn)a, = (Un,qn)ay;  Van € My,

De plus nous exigeons que up(z,0) = u (z) ; Vo € .
Proposition 3.3.1. Le probléme (3.29) posséde une et une seule solution :
(uh,vh) € Hl(O,T,Vh) X L2(0,T,Mh).

On écrit up(t) (resp. vp(t) ) dans la base (p;)j=1, .. N de Vi, (resp. (Vk)k=1, .. m
de My, ) :

un(t) = Zlfbi(f)w}(x) + 2y (t)p(x) = Zl%(t)w(x), un(t) = kz op (),
i= j=m i= =1

La formulation mizte discréte (3.29) est équivalente a :

[ S dhwntyunyda+ [ Zuh Orp;(2)Dn (@) = (F(2),wn(2))o; Yuon € Vi,

1k 1
/Q th Vi (x)qn(z dx—/ Zuh )oi()qn(x)dz; Vg, € My,
L k=1
Choisissons wp, = p; et qp =1, ce qui peut étre réécrit sous la forme :

ORAL / U@l dx+§:uh alej0i) = (F(D).0ile))es Vi € Vi,

=1

i“ ZU / (@) (z)dx; Vb € My,
7=1

k=1

ol
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Ici encore nous pouvons construire les matrices de rigidité A et de masses B, C

dont les éléments sont donnés par :

1

Asj :/0 Ou0j()Oppi(x)da; 1<i,j <N,
1

Byj = /02 wj(2)p(z)d; 1<k<m, 1<j<N,
1

Cr = /02 V() () de; 1<k,l<m.

Le systéme différentiel résultant de (3.29) sera alors :

Btvh(t) —|—Auh(t) = F(t); \% E]O,T[,

(3.30)
Cup(t) = Buy(t); Vt€]0,T].
F(t) le N-vecteur de composantes Fi(t), ..., Fn(t) définies par :
1
Fi(t) = / f@)pi(x)de; 1 <i<N.
0
La condition initiale sera donnée par :
N
u) =3 ug(w)pj(z); 1 <i<m.
j=1
Décomposons 'espace d’approzimation V}, par :
V), = Ker(B)® (Ker(B))*, (3.31)
ot le noyau de B est représenté par [’ensemble :
— Z;
Ker(B)={weVy: / Qiwdr =0; m<i<M}. (3.32)
X;—
Nous éliminons vy, nous avons :
vp(t) = C L By, (t). (3.33)

Injectant (3.33) dans la premiére équation, on obtient :
BT By, (t) 4+ Auy (t) =F (1),

vp(t) = C LBy, (t).

64



3.3 Méthode mixte et technique de la matrice de masse singuliére pour
les problémes approchés

Donc il suffit de résoudre le systéeme différentiel ordinaire :

tr—11 — _Au
BIC\ By (t) = —Aup(t) + F(t), )

up(0) = ul).

Pour résoudre (3.34) il faut décomposer espace V', comme au paragraphe

précédent.

3.3.1 Estimation d’erreur en norme 2

Auparavant, nous allons examiner [’erreur commise [’orsqu’on remplace le
probléme (3.25) par le probleme approché (3.29). Introduisons l'opérateur Il €
LV, My) défini par :

/Q(HW —p)qndr = /Q (T — 0)qndx = 0; Vg, € My, (3.35)
1
1l est clair que I}, est une projection, ainsi :

(Vnsan)oy = Wy qn)o, = (piy, qn)o,; Yoy, € My, (3.36)

L équation vy, = C~1 By, (t) exprime vy, = IIyty, qui représente la composante de

uy, sur (Ker(B))*, ce que Uon sait aussi de la définition de ITj, et (3.36) :

(vp, — up, wp) 0, = (vp, Hpwp)o, — (4n, wp)q,
= (tp, IIpwp) o, — (4, wh)0,

= (up, (1T — I)wy)q, - (3.37)

On commencge par donner des résultats techniques :

65



Chapitre 3. Approximation réduite pour opérateur en temps dans le
cas de problémes paraboliques

Lemme 3.3.2. Soit uy, la solution approchée du probleme (3.29) et IIj, l'opérateur
défini par (3.35), alors on a les estimations a priori suivantes : il existe C1 >0 et

Co > 0 indépendantes de h telles que :

T unl|Z oo 0.1 22000y + lunll 220 7200 < CrlF 1207220 + IHTnUR 172 0y)):
(3.38)

[l L2011 () < Co(I fll z20.7.22(0)) + 1unll 1 ) + 1 (0) [ £2())- (3.39)

Preuve.

En effet, on obtient la magjoration (3.38) a partir de I’équation :
(th, pwn )y +alup,wp) = (f,wn)a;  Ywp € Vi, (3.40)
On prend wy, = uy, le premier terme d gauche de 'équation (3.40) s’écrit :

(Un, Hpwp)a, = (ptp, Hyup)a,

= (%Hhuhaﬂhuh)ﬂl

d
= ia(ﬂhuh,ﬂhuh)gl. (3.41)

Ensuite, intégrant la formule (3.40) par rapport a t et appliquant 'inégalité de

Young nous obtenons (3.38).

Pour établir l'inégalité (3.39), on considére la formule suivante :
(B'op,wp)a, +aup,wy) = (f(t),wy)q; Ywp € V. (3.42)
Nous utilisons la formule (3.33) on a :
(C™' Bity, Bw)o, +a(up,wp) = (f(t),wp)a; Ywy, € V. (3.43)
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Il est clair que la matrice C1 est symétrique définie positive, utilisant la

factorisation de Cholesky C~1 = L'L et on dérive par rapport a t on obtient :

(LBiiy, LBwp)q, +alty,wp) = (f(t),wp)a; Yw, € V. (3.44)
N
On sait que up(t Zu ) et que l'on a la décomposition :
7=1

Vi =Ker(B)® (Ker(B))*.

Sur Ker(B), t est un paramétre et comme f est réquliére uy, aura la régularité
de f en temps. Ainsi
up € Vh-
On choisit wy, =1y, :
(LBiih,LBilh)Ql +a(uh,uh) = (f(t),uh)g,

en peut écrire encore :

1d _ : . Brey
*%(LBUh,LBUh)Ql +(I(Uh,lbh) = (f(t)auh)ﬂ

On intégre en temps de 0 a T :

T1d
/0 2dt||LBUh||L2 dt—l—/ a(tp, iy, dt—/ /f (t)updxdt.

Appliquant ’inégalité de Young :
HLBUhHL2 Q1) HLBUh< )H%Q(Ql)_‘_HuhH%Q(QT,Hé(Q))

12 B2
< o520z 20 + Sl 07,020
L’inégalité de Poincaré fournit :

1 . BCq I 1 .
§||LBUh||%2(Ql)+(1 5 — a7, (0.7,HL() S %Hf”%?(o,ﬂL?(Q))+§||LBuh(O)H%2(Ql)'
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Comme les données sont réqulicres, on peut majorer
1 . 9
SILBun(0)l[72(q,)

avec [ul]y et £(0). O
Introduisons maintenant l'opérateur d’interpolation de Clément Qy; € L(HY(Q),V3,).

Nous avons le résultat suivant ( voir théoréme 1 page 73 [1] ) :

Lemme 3.3.3. L’opérateur d’interpolation dans Vj, est stable en norme H', ¢’est-
a-dire :

3e >0, |Quueh < cleh; Ve Hy(Q), (3.45)

et de plus satisfait :

de1 >0, (I =Qv)¢ellm o) < ahlleluzq), - (3.46)

Théoréme 3.3.4. Soit u’ =0, et la fonction u € C1(0,T, H}(2)) N L2(0,T, H(R))
est solution du probléeme (3.15), up, € Vy, son approximation et on suppose que f
est une fonction réguliére, on a l'estimation d’erreur suivante : il existe C >0

indépendante de h telle que :

lw—wunll 20,7, 11 () < ChUllull Lo 0,1, 12(0)) + Nl 20711 (02)) + 1l 220, 7,111 (02)))-

(3.47)
Preuve.
Tout d’abord on considere les formules suivantes :
(v, wr )y +alup,wy) = (f(t),wp)a; Ywp € Vi, (3.48)
(@, wp)q, +alu,wp) = (f(t),wp)q; Ywp €V, (3.49)

En soustrayant (3.49) a (3.48) :
(vp, — @, wp)q, + alup —u,wp) =0; Ywp, € Vi,
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Soit encore

(uh —u+vp — ah,wh)gl +a(uh — u,wh) =0; Ywy € Vh,

(’llh — U,wh)gl + (Uh — ’dh,’wh)gl + a(uh — u,wh) =0; Ywy € Vh.

Utilisant la formule (3.37) il vient
(ip, — i, wp )y + (n, (I — Nwn ), +alup —u,wp) = 0; Ywy, € Vi,

donc

d , _
%(Uh —u,wp)q, +alup —u,wy) = (U, (I — Ip)wp)a,; Ywp € Vi,

Introduisant maintenant @y, € V), arbitraire, la formule (3.52) s’écrit :

(wn, — n,wh)a, + (Pn — W, wp) o, +alup — pp,wp) = alu — @p,wp)

+(tn, (I = II)wp)qy

on peut écrire aussi

(tp, — Gnywp) oy +alup, —@p,wp) = (40— on,wh)0,

+a(u—@p,wp) + (tp, (I — Ip)wy)a,,

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

On pose @p, = Qv, u dans (3.53) on déduit pour tout wy, € V1, Uéquation d’erreur

suivante :

(un, — Qv U, wh)q, +alup, — Qv u,wp) = au— Qy, u,wy) + (4 — Qv, U, wh)q,

+(tp, (I = Ip)wp)q, -

Remarquant que :

('L‘L—thu)wh)ﬁl (U_Qth7wh)Qlu

T dt

(3.54)
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et en utilisant que :
lu—Qv,ull L2y < chllull gr(q),

alors nous avons :

T T
/()(U—thu7wh)gldt:/0 (I — Qv it wn)q, dt

T .
S/O 11 = Qv il 20 llwnll 20,y dt

< CR* [l 2011 (1)) + CollwnllZo (07 12600 (3.55)

En tenant compte de (3.55), choisissons wy, = up, — Qv u et intégrons par rapport

at, on obtient :

| (un — Qth)|%°O(O,T7L2(Ql)) — | (un — thu)(0)|2L2(Ql) + [Jun — QthH%ﬂ(o,T,H&(Q))

< ChQ[HUH%OO(O,T,HQ(Q)) + ”uH%Q(O,T,Hl(Ql))]

T
+Cl/0 (g, (1 — 1T (up, — Qv ) ). (3.56)

Utilisant la majoration :

|(I = Ip)elr2(0) < chlelpiqy, (voir [0]),
le deuziéme terme a droite de la formule (3.56) devient :
T . T .

/0 (wn, (L = Ip)(up — Qv u))o, dt = /0 (L = )iy, (I = Ip)(up — Qv u))o, dt
< CR2|fin 207, (001 ))-

Dans (3.56) on choisit up(0) = Qpu(0) et utilisant la stabilité en semi-norme

H' de Qv, et la majoration précédente, on obtient :

2 2
Qv u— uh||L00(()7T,L2(Ql)) + [Jun — QVhUHL?(o,T,Hl(Q))
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< Ch2[||u||%°°(0,T,H2(Q)) + ||uh||%2(o,T,H1(Ql)) + HuH%?(o,T,Hl(Ql))]-

En majorant :

2 2 2
lwn = wlz20 . mge)) < 1@V = unllzz o) + 19V = wlzao (@)
on a l’estimation. [

Remarque 3.3.5. On considére maintenant les formules suivantes :
(%*vh(t)7wh)91 +a(u<t)7wh> = (f(t>7wh)ﬂa vwh S Vh?
(Uh(t)7wh)ﬂl +a(up(t),wp) = (f(t),wp)q; Ywy € V.

Choisissons wy, € VN oH'(Q2), on a

a(u(t),wp) = a(up(t),wn) = (f(t),wp)a,- (3.57)

C’est un probléme elliptique classique ou f est un parametre. En utilisant la

technique d’Aubin-Nitche [1] on en déduit que pour t fixé

lu(t) = un()l 2(0,) < CR2[[u(®)l] 2(02y)- (3.58)

3.3.2 Méthode d’Euler implicite et explicite

On utilise une méthode de différences finies en temps pour résoudre le systeme
d’équations différentielles ordinaires (3.34)). Pour simplifier les notations, nous

réécrivons le systéme (3.34) sans mentionner la dépendance spatiale en h

Btc ' Bu(t) + Au(t) = F(t); Vt€]0,T],
)+ Au(t) = F(0): Ve €. 1) .
u(0) = u’,
ot on suppose que F(t) est continue sur [0,T]. On découpe l'intervalle de temps
[0,T] en K pas de temps t =kdt ; 0 < k < K. Pour u® donné, on propose le schéma
implicite :

B¢ ' BuFtt 4 6t Aur T = 6t F (ty,41) + B¢ ' BuF. (3.60)
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La matrice B'C'B+6tA est inversible car somme d’une matrice semi-définie
positive et d’une matrice définie positive. Nous décomposons la matrice A en
A=A+ A" avec A~ = |y Oupi(2)0ppj(v)dx calculé sur (Ker(B))*: et AT clest

le calcul sur Ker(B), alors le schéma explicite d’Euler s’écrit :

(Bt B+ 6tAN WP = 6tF~ (t) + Bl ¢ ' BuF — StA=u* +6tF T (t341).  (3.61)

F~(ty) = Pth[O,%]f(x’tk) : F+(tk+1) = Pth[%’l]f(%thrl)

Nous illustrons la théorie précédente en montrant un exemple simple, utilisant
des maillages avec des fonctions bulles sur Q9. Le probleme est I’équation de la
chaleur sur le domaine §2. Le second membre et la condition de Dirichlet sont
choisis de facon que la solution evacte soit : u(x,t) = (x —1/2)3t? +23, s5i 0 < < %

et u(z,t) =123, si 3 <z <1.

Nous avons calculé la solution sur un maillage régulier sur [0,1] avec des

fonctions bulles sur [%, 1], comportant des pas h = ﬁ et ot = % avec m =100, et

K =100.

FI1GURE 3.1 — La solution approchée

Les figures 2.2-2.3 présentent respectivements les erreurs en norme L? par la
méthode d’FEuler implicite et explicite en fonction de h et en fonction 0t, en échelle
log—log. On observe bien une pente pratiquement égale a 2 en espace et égale a 1

en temps.
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13 T T

—ErreurL? (pente: 1991 )

1251

—
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155

erreur en norme L3

1051

“ogih)

FIGURE 3.2 — Erreurs en norme L? par la méthode d’Euler implicite en fonction

de h, en échelle log —log.
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FIGURE 3.3 — Erreurs en norme L? par la méthode d’Euler implicite en fonction

0t, en échelle log — log.
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FIGURE 3.4 — Erreurs en norme L? par la méthode d’Euler explicite en fonction de

h, en échelle log — log.
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FIGURE 3.5 — Erreurs en norme L? par la méthode d’Euler explicite en fonction §t,

en échelle log —log.
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Remarque 3.3.6. La méthode présentée peut se généraliser aux problemes en
dimension supérieur en espace. Les fonctions bulles seront les fonctions bulles

associées a chaque triangle ou quadrangle du domaine §;.

3.4 Meéthode du second membre modifié

Dans cette section, on présente une méthode pour résoudre le probléme ( Py)
dans le cas ou la recherche de la solution statique dans le noyau n'intérvient pas. En
effet, cette méthode proposée (woir [/] ) est basée sur la formulation variationnelle
du probléme ( Py) dans laquelle la quantitée différentielle 1[%’1] (x)Opu(z,t) n'est
pas éliminée dans la partie Qo mais rajoutée au seconde membre de la premiere

équation de (3.25) dans le probléme ( Py), ce qui revient a écrire :

opu(x,t) — 02u(w,t) = f(z,t) + 1[%71] (x)Opu(z,t) dans Q2 x (0,T),
u(z,0) =ug(z) dans Q (3.62)
u(0,£) =0, u(l,t)=1;t>0

La formulation variationnelle associée a ce probléme est alors : trouver u €
CH((0,1); LA2(Q) uCY((0,1); H (), tel que u(0,x) = ug(z) et pour toute fonction
v e HH(Q),

(Z/Qu(t)vdx—l—/gamu(t)ﬁmvdx: /Qf(t)vd:c—l—;i/%u(t)vdx. (3.63)

En pratique, on construit une suite de champs u,, selon le procédé suivant : ug

étant fixé, chercher un,41 tel que :

/Qﬁtunﬂvdx—l-/gaxunﬂﬁxvdx:/vadx—l—/QQ Orupvdz. (3.64)

On cherche maintenant a obtenir des estimation a priori sur u,+1 —u de telle

sorte a pouvoir passer a la limite n — oo, c’est l'objet du théoreme suivant :
Théoréme 3.4.1. La suite (uy,) converge vers u dans H} ().
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Preuve.
On fait la différence entre la relation de récurrence (3.64) et la formulation

variationnelle (3.63), et l'on prend ep+1 = Up4+1 —u et v = épy1, pour oblenir

/Qén+1én+1d$+/Qamen—i—laxén—&—ldx:/Q Enéni1dx
2

Lo 2 L. o
< lénlza) + 5 lléntillzzg)-
(3.65)

La formule (3.65) donne :

1 . 2 1 . 2
Slentillzzorr20)) = Sllénllzzr 2(0))-

Dont on déduit que ||én+1llr2(0,1,02()) est décroissant, et donc converge vers
un réel positif ou nul.
D’autre part, on pose v = ent1, on obtient alors ( par Cauchy Schwarz et

inégalité de Poincaré) :

1d |
5%/9|6n+1|2d93+/9|8x6n+1|2d$: /Q2 €n€n+1d(£
< llénllz2(o) llent1ll 22
< VO énll 2@l 0wentll 2
coon1 )
< §||€n||L2(Q) +§||8:E6n+1||L2(Q)7 (3.66)
d’ot, Wt € [0,T] :

t t
L lenriPdat [ [ oseniaPdrdt < C [ fléalfaqt

On en déduit que la suite e,, est bornée en norme L>(0,T, L*(2)) et L*(0,T, H} ().

Ceci permet d’extraire une sous suite de la suite e, que nous notons encore e, qui
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converge faiblement étoile dans L>°(0,T, L*(2)) et faiblement dans L2(0,T, H}(S2)).
De linjection compacte de L?(0,T, H}(Q2)) dans L?(0,T,L*(Q)), nous déduisons :

]. 2 ]- . 2 ]- . 2
0= S llentillzoc 0. mi () < Slenllzzr ra) = S léntillzar 2y — 0 quand n—co.

En fait c’est toute la suite qui converge, puisque nous pouvons passer a la limite
(3.64) et que nous avons unicité des solutions du probléeme (3.62). OJ

Sur la formulation variationnelle (3.63), nous appliquons la méthode des élé-
ments finis de Lagrange de degré 1 en espace et un schéma classique en temps, le
schéma d’Euler implicite. On définit le pas de temps dt et on approche u((n—1)dt)
( resp u(not) ) par up—1 ( resp uy ). Les solutions u((n—1)dt), u(ndt) auz pas de
temps (n—1)0t et not étant données, on trouve u,y1 grice a l’'équation :

Un+1 — Un

ot

Up —Un—1

L (3.67)

- £2un+1 = frnr1t 1[%,1} (x)

ol fny1 est le terme source au pas de temps (n—+1)ot. Ici la dérivée en temps
au seconde membre est explicite. On peut avoir une forme implicite qui est non
linéaire et demande une méthode itérative. Pour n fizé et ul | = un+1 calculé par

léquation (3.67), siuk., | est connu; calculer uﬁjj la solution de :

k+1 k
Uyl —Un g2 kgl _ Unt1 = Un
s~ Ontni1 = a1 (@) 7 (3.68)

On choisis un exemple simple avec une solution exacte u(x,t) = x(x — %)t2+x3
st0<ax< %, u(z,t) = 3 si % <x <1 qui vérifie bien les conditions de Dirichlet.
Nous avons pris h=5.10"3 et §t = 107%. Les figures 2.4(a)- 2.4(b) représentent
respectivement les erreurs en norme L°° par la méthode du second membre modifié
des probléemes (3.67), (3.68) et la figure 2.5 représente aussi l'erreurs en norme L™
mais par la méthode de masse singuliére. On observe que la vitesse de convergence
de la méthode du second membre modifié est plus faible que ce qui est prédit dans

le cas de la méthode de masse singuliére.
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x10

z Fonetion derreur

150

FIGURE 3.6 — Erreurs en norme L la méthode d’Euler explicite avec une second

membre modifié.

z Fanction d'erreur

FIGURE 3.7 — Erreurs en norme L™ la méthode d’Euler implicite avec une second

membre modifié.
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3.4 Méthode du second membre modifié

FIGURE 3.8 — Erreurs en norme L™ par la méthode d’Euler implicite avec une

matrice de masse singuliére, avec h = 5.1073, 5t = 10~% et h%In(h) = 1.2 x 1074,
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