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Résumé

Dans ce travail nous considérons des problèmes hyperboliques du premier

ordre linéaires ou des problèmes paraboliques linéaires dégénérés en temps. En

utilisant une méthode de matrice de masse singulière, nous proposons une méthode

d’éléments finis permettant d’avoir des estimations d’erreur en espace optimale

pour l’élément fini de Lagrange P1 ou P2 par exemple.

Mots clés : Opérateur dégénérés, Matrice de masse singulière, Estimations

d’erreur, Élément finis,



 

 

 ملخص
 

 

الزائدیة المشاكل نعتبر ، العمل ھذا من الأول الجزء في  أو الخطیة الأولى الدرجة من 

الخطیة المكافئ مشاكل تدھورت  كتلة مصفوفة طریقة باستخدام. المناسب الوقت في 

نقترح ، المفرد  للعنصر الأمثل الفضاء. في الخطأ بتقدیرات تسمح محدد عنصر طریقة 

. لاغرانج في المحدد  P1 المثال سبیل على  

 

البحث كلمات :    

. من الخطأ راتیالمشغل ، مصفوفة الشامل المفرد ، التقد  

pdfed t ng

http://www.pdfediting.com
vAiO
Text Box



Abstract

In this work, we deal with, linear hyperbolic problems of first order or linear

parabolic problems, which are degenerated with respect to the time operator. By

using a singular mass matrix technique, we propose a finite element method allowing

to get optimal error estimates with respect to space for the Lagrange first or second

order finite element for example.

Key words : Degenerate operator, Singular mass matrix, Error estimates, Finite

element,
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TABLE DES FIGURES

0.1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons où des problèmes de perturbations

singulières pour le transport par convection ou par diffusion. Soit Ω = (0,1)× (0,1)

le domaine espace temps que nous considérons. Nous définissons la fonction ε par :

ε(x) =

 1; 0< x < 1
2

0; 1
2 < x < 1,

et nous introduisons les domaines Ω1 = (0, 1
2)× (0,1), Ω2 = (1

2 ,1)× (0,1). Soit

f =

 f1(x,t); 0< x < 1
2 ,

f(x); 1
2 < x < 1,

et u0 donnés, nous cherchons alors u solution du

problème :

(P0)


1[0, 12 ](x)∂tu(x,t)−∂2

xu(x,t) = f(x,t) dans Ω,

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1
2 ,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0; 0< t < 1

(1)

L’objectif de cette étude est de proposer une méthode numérique performante

pour le problème (P0).

En nous inspirant de la technique de la matrice de masse singulière introduite

pour résoudre des problèmes de contact unilatéral, nous proposons une méthode de

matrice de masse singulière qui permet pour le problème (P0) d’avoir des estimations

d’erreur optimales lorsque les problèmes sont semi-discrétisées en espace.

Numériquement nous vérifions que les estimations d’erreur pour les problèmes

complètement dicrétisés sont optimales en espace et en temps. Enfin pour le

problème (P0), nous montrons que la projection, de la solution semi-discrétisée en

espace, sur les éléments finis de Lagrange P1 converge vers la solution exacte du

problème continu. A notre connaissance, ce résultat est nouveau pour ce type de

méthode.

Notons que les résultats obtenus pour le problème (P0) ont été présentés dans

l’article [63].
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0.1 Introduction

Le plan de cette thèse est le suivant. Le chapitre 1 est consacré à l’étude de la

méthode numérique des élément finis qui est la méthode numérique de référence

pour le calcul des solutions de problèmes aux limites paraboliques. Cette méthode

est à la base de nombreux logiciels de calculs industriels ou académiques. Après une

première section d’introduction du chapitre 1 sur la méthode des éléments finis, les

sections 1.2 et 1.3 présentent le principe de la méthode et l’approximation interne

générale. Les sections 1.4 et 1.5 présentent les éléments finis en dimensionN = 1,2 en

d’espace. La section 1.6 est dédiée à la convergence de la méthode des élément finis.

Il existe bien d’autres numériques de résolution d’équations aux dérivées partielle

commes les méthodes de différences finis, volumes finis, méthode intégralee, .... Pour

plus de détails sur la méthode des éléments finis nous renvoyons à [1], [14], [28],

[29], [38]. Le chapitre 2 porte sur l’approximation d’un opérateur de type positif

et problème de transport perturbé. Les sections 2.1, 2.2 et 2.3 présentent les deux

approximations par une méthode d’éléments finis continus d’un opérateur de type

positif, un problème de transport dans un domaine borne du plan et application

numérique. Les sections 2.4, 2.5 et 2.6 présentent la méthode de Petrov-Galerkin et

technique de la matrice de masse singulière pour un problème de transport, nous

donnons l’existence et unicité de solutions, ainsi les espaces d’éléments finis utilisés,

schémas d’Euler implicite et explicite en temps et résultats numériques pour un

exemple jouet. Le chapitre 3 est consacré à l’étude de l’approximation réduite pour

l’opérateur en temps dans le cas de problèmes paraboliques. Dans la section 3.2

nous donnons l’existence et unicité de solutions. La section 3.3 présente la méthode

mixte et technique de la matrice de masse singulière pour un problèmes approchés,

nous donnons un résultat d’estimation d’erreur et méthode d’Euler implicite et

explicite. Dans la dernière section de ce chapitre, une comparaisons de la méthode

de masse singulière avec une méthode du seconde membre modifié.

vii



Chapitre 1

La méthode des éléments finis
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

1.1 Introduction

La méthode des éléments finis est apparue dans les années 1940 par le mathéma-

ticien Richard Courant ( sans utiliser cette dénomination ) et s’est développée grâce

à la mise en place d’un nombre croissant d’éléments finis. Du fait de l’équivalence

des problèmes variationnels et énergétiques, plusieurs méthodes se sont développées

en partant d’une formulation ou d’une autre. De plus, le choix de l’espace des

fonctions tests V a largement contribué à la diversité des méthodes.

1.2 Principe de la méthode

La méthode des éléments finis se propose de déterminer la solution du problème

variationnel sur un sous-espace discrétisé Vh de V. Elle consiste, à partir d’une

équation différentielle, à écrire la formulation variationnelle faible du problème. Puis,

à construire un espace d’approximation de dimension finie Vh ⊂ V, en procédant

au maillage du domaine, c’est-à-dire en découpant le domaine Q = Q∪ ∂Q de

Rn en un nombre fini de sous-domaines, disjoints deux à deux, sur lesquels on

choisit un nombre fini de points appelés noeuds. Par ailleurs, on peut choisir le

mode de construction de Vh de manière à ce que le sous espace Vh soit une bonne

approximation de V et que la solution uh dans Vh de la formulation variationnelle soit

proche de la solution exacte u dans V . Les fonctions de Vh sont définies par morceaux

sur chaque noeud intérieur au domaine, vérifient les conditions limites aux bords

du domaine et s’expriment comme combinaisons linéaires d’éléments simples ( en

général des polynômes de degré 1, 2 ou 3 ) appelées fonctions de forme. Ces fonctions

définies localement sur chaque noeud intérieur sont continues sur l’ensemble du

domaine et vérifient les conditions aux limites. Dans le cas d’approximation par des

éléments lagrangiens, les dérivées premières sont discontinues aux noeuds intérieurs.

En exprimant la formule variationnelle par les éléments de Vh ainsi définis, on montre

2



1.3 Approximation interne générale

que l’équation se transforme en un système matriciel dans lequel les inconnues sont

les valeurs de la fonction solution en chaque noeud. En choisissant des éléments

de structures géométriques simples et identiques, le traitement matriciel peut être

systématisé et effectué sur un seul élément de référence. On procède alors à la

détermination des matrices de masse et de rigidité élémentaires associées à un

élément, puis on assemble ces matrices en les plongeant dans une matrice unique

représentant l’ensemble du domaine. Le système matriciel obtenu est de type bande,

ce qui facilite le stockage des données. La résolution de ce système conduit à la

détermination des valeurs de la solution des équations de départ en chaque noeud

du maillage.

1.3 Approximation interne générale

Étant donné un espace de Hilbert V , une forme bilinéaire continue et coercive

a(u,w) et une forme linéaire continue F (w), on considère la formulation variation-

nelle : Trouver u ∈ V tel que

a(u,w) = F (w) ∀w ∈ V , (1.1)

dont on sait qu’elle admet une unique solution par le théorème de Lax-Milgram.

l’approximation interne (1.1) consiste à remplacer l’espace de Hilbert V par un

sous espace de dimension finie Vh, c’est-à-dire à chercher la solution de : Trouver

uh ∈ Vh tel que :

a(uh,wh) = F (wh) ∀wh ∈ Vh. (1.2)

La résolution de l’approximation interne (1.2) est facile comme le montre le lemme

suivant :

Lemme 1.3.1. Soit V un espace de Hilbert réel, et Vh un sous espace de dimension

finie. Soit a(u,w) une forme bilinéaire continue et coercive sur V et F (w) une

3



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

forme linéaire continue sur V. Alors l’approximation interne (1.2) admet une unique

solution. Par ailleurs, cette solution peut s’obtenir en résolvant un système linéaire

de matrice définie positive ( et symétrique si a(u,w) est symétrique ).

Preuve.

L’existence et l’unicité de uh ∈ Vh, solution de (1.2) d’écoule du théorème de

Lax-Milgram appliqué à Vh. Pour mettre le problème sous une forme plus simple,

on introduit une base (ψi)1≤i≤m de Vh. Si :

uh =
m∑
i=1

uiψi,

on pose Uh = (u1,u2, ...,um) le vecteur dans Rm des coordonnées de uh. Le problème

(1.2) est équivalent à : trouver Uh ∈ Rm tel que :

a(
m∑
i=1

uiψi,ψj) = F (ψj); ∀1≤ j ≤m, (1.3)

ce qui s’écrit sous la forme d’un système linéaire :

KhUh = bh, (1.4)

avec, pour 1≤ i, j ≤m,

(K)ji = a(ψi,ψj),

(bh)j = F (ψj).

La coercivité de la forme bilinéaire a(u,w) entraîne le caractère défini positif de la

matrice Kh, et donc son inversibilité. En effet, pour tout vecteur Uh ∈ Rm, on a :

(KhUh,Uh)≥ ν‖
m∑
i=1

uiψi‖2 ≥ c|Uh|2,

avec c≥ 0 ; car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie ( |.| désigne

la norme euclidienne dans Rm ). De même, la symétrie de a(u,w) implique de celle

Kh. �

4



1.3 Approximation interne générale

Dans les applications mécaniques la matrice Kh est appelée la matrice de rigidité.

Le paramètre h de Vh correspond à la taille maximale des mailles ou cellules qui

composent le maillage. Typiquement une base de Vh sera constituée de fonctions

dont le support est localisé sur une ou quelques mailles. Ceci aura deux conséquences

importantes : d’une part, dans la limite h−→ 0, l’espace Vh sera de plus en plus

gros et approchera de mieux en mieux l’espace V tout entier, et d’autre part, la

matrice de rigidité Kh du système (1.4) sera creuse, c’est-à-dire que la plupart de

ses coefficients seront nuls ( ce qui limitera le coût de la résolution numérique ).

Remarque 1.3.2 ( condition inf-sup). Dans le cas de la formulation (1.1), on a le

théorème suivant :

Théorème 1.3.3 (Banach-Neca-Babuska, [3]). Soit V un espaces de Hilbert, a une

forme bilinéaire continue, F une forme linéaire continue. Alors le problème (1.1)

admet une et une seule solution si et seulement si :

∃α > 0; inf
u∈V

sup
w∈V

a(u,w)
‖u‖‖w‖

≥ α.

Cette condition est appelée condition inf-sup. Contrairement au théorème de

Lax-Milgram, ce théorème fournit une condition nécessaire et suffisante pour que la

formulation soit bien posée.

Remarque 1.3.4 (condition inf-sup discrète). Le caractère bien posé de (1.1) est

équivalent au condition :

∃αh > 0; inf
uh∈Vh

sup
wh∈Vh

a(uh,wh)
‖uh‖‖wh‖

≥ αh.

Cette relation est appelée condition inf-sup discrète. Attention : cette propriétés

doit être démontrées. Rien ne garantit a priori que la condition inf-sup discrète

sera vérifiée, même si la condition inf-sup est vérifiée.

5



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

Nous allons maintenant comparer l’erreur commise en remplaçant l’espace V par

son sous espace Vh. Plus précisément, nous allons majorer la différence ‖u−uh‖ où

u est la solution dans V de (1.1) et uh celle dans Vh de (1.2). Précisons auparavant

quelques notations : on note ν ≥ 0 la constante de coercivité et M la constante de

continuité de la forme bilinéaire a(u,w) qui vérifient :

a(u,u)≥ ν‖u‖2; ∀u ∈ V ,

|a(u,w)| ≤M‖u‖‖w‖; ∀u,w ∈ V .

Le lemme suivant, dû Jean Céa, montre que la distance entre la solution exacte

u et la solution approchée uh est majorée uniformément par rapport au sous espace

Vh par la distance entre u et Vh.

Lemme 1.3.5. On se place sous l’hypothèse du lemme 1.3.1. Soit u solution de

(1.1) et uh celle de (1.2). On a :

‖u−uh‖ ≤
M

ν
inf
wh∈Vh

‖u−wh‖. (1.5)

Preuve.

Puisque Vh ⊂ V, on déduit, par soustraction des formulations variationnelles

(1.1) et (1.2), que :

a(u−uh,vh) = 0; ∀vh ∈ Vh,

on choisissant vh = uh−wh on obtient :

ν‖u−wh‖2 ≤ a(u−uh,u−uh)

= a(u−uh,u−wh)

≤M‖u−uh‖‖u−wh‖,

d’où l’on déduit (1.5). �

Finalement, pour démontrer la convergence de cette approximation variation-

nelle, nous donnons un dernier lemme général.

6



1.4 La méthode des éléments finis en 1D

Lemme 1.3.6. On se place sous l’hypothèse du lemme 1.3.1. On suppose qu’il existe

un sous-espace Ṽh ⊂ V dense dans V et une application πh de Ṽh dans V tels que :

lim
h→0
‖v−πh(v)‖= 0; ∀v ∈ Ṽh.

Alors la méthode d’approximation interne converge, c’est-à-dire que :

lim
h→0
‖u−uh‖= 0.

Preuve.

Soit ε≥ 0, par densité de Ṽh, il existe v ∈ Ṽh tel que :

‖u−v‖ ≤ ε.

Par ailleurs, il existe h0 ≥ 0 ( dépendant de ε ) tel que, pour cet élément w ∈ Ṽh,

on a :

‖v−πh(v)‖ ≤ ε; ∀h0 ≤ h.

En vertu du lemme 1.3.5, on a :

‖u−uh‖ ≤ c‖u−πh(v)‖

≤ c(‖u−πh(v)‖+‖v−πh(v)‖)

≤ 2cε,

d’où l’on déduit le résultat. �

1.4 La méthode des éléments finis en 1D

L’espace que nous cherchons à approcher est :

V = {u continue et C1 par morceau surQ= [0,1], u(0) = u(1) = 0; }, (1.6)

7



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

et on veut construire des espaces d’approximation Vh ⊂ V de dimension finie. On

commence par construire un maillage de l’intervalle [0,1] :

0 = x0 < x1 < x2 < .... < xn < xn+1 = 1, (1.7)

c’est-à-dire qu’on divise l’intervalle [0,1] en petits sous-intervalles [xi,xi+1] ; i=

0, ...,n. Les intervalles [xi,xi+1] sont appelés les cellules ou les mailles ou encore

les éléments du maillage. On notera hi = xi+1−xi la taille de la maille i et on

définit :

h= max
0≤i≤n

(xi+1−xi), (1.8)

le pas du maillage. Dans la suite, et pour des raisons de simplicité, nous serons

souvent amenés à considérer des maillages où les points xi sont régulièrement

espacés si bien que :

xi = ih avec h= 1
n+ 1 . (1.9)

De tels maillages sont dits uniformes.

Nous définissons aussi Pk l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal á

k :

Pk =
{
p(x) =

n∑
i=0

aix
i; ai ∈ R

}
. (1.10)

C’est un espace vectoriel de dimension k+ 1.

1.4.1 Approximation par éléments finis P1

On introduit l’espace fonctionnel de dimension finie composé des fonctions continues

sur Q, affines sur chaque maille [xi,xi+1] du maillage et nulles en 0 et en 1 :

Vh = {w ∈ C0(Q) : w|[xi,xi+1] ∈ P1, w(0) = w(1) = 0; 0≤ i≤ n}. (1.11)

L’indice h de Vh fait référence au pas du maillage. L’espace Vh est un espace

vectoriel de dimension n puisqu’une fonction de Vh est entièrement déterminée
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1.4 La méthode des éléments finis en 1D

par les valeurs qu’elle prend en les points intérieurs du maillage w(xi), 1≤ i≤ n.

Une base de Vh est donnée par les fonctions (ϕ1, ϕ2, ...., ϕn) continues, affines sur

chaque élément [xi,xi+1] et telles que :

∀i ∈ 0...n, ∀j ∈ 0...n+ 1, ϕi(xj) = δij , (1.12)

où δ désigne le sympole de Kronecker. Introduisons la fonction :

ϕ(x) =


1−|x| si |x|< 1,

0 ailleurs.
(1.13)

Si le maillage est uniforme, alors chaque fonction ϕi a pour expression ϕi(x) =

ϕ(x−xi
h ). Dans la base (ϕ1, ϕ2, ...., ϕn), une fonction u appartenant à Vh a pour

expression :

u(x) =
n∑
i=1

u(xi)ϕi(x). (1.14)

Tout l’intérêt de la méthode des éléments finis réside dans le fait que chaque

fonction de base ϕi a un support très réduit, c’est-à-dire que l’ensemble des x tels

que ϕi(x) 6= 0 est petit devant le domaine de résolution Q= [0,1].

Figure 1.1 – Maillage de Q= [0,1] et fonction de base en élément finis P1.

Ceci a pour conséquence que la plupart des coefficients de la matrice de rigidité

Aij = a(ϕj ,ϕi), 1 ≤ i, j ≤ n sont nuls. En effet, nous illustrons la méthode sur

l’exemple simple du problème de Poisson 1D : −∂
2
x2u= f, dansQ

u= 0 sur ∂Q.

On a :

Aij = a(ϕj ,ϕi) =
∫ 1

0
∂xϕj(x)∂xϕi(x)dx, (1.15)

9



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

et si j n’est pas égal à i−1, i ou i+1, alors les fonctions ϕi et ϕi ont des supports

disjoints et l’intégrale dans (1.15) est nulle. Les coefficients non nuls se calculent

facilement :

Ai−1,i = a(ϕi,ϕi−1) =
∫ 1

0
∂xϕi(x)∂xϕi−1(x)dx=

∫ xi

xi−1

−1
h

1
h
dx=−1

h
,

Ai,i = a(ϕi,ϕi) =
∫ 1

0
(∂xϕi(x))2dx=

∫ xi

xi−1

1
h2dx+

∫ xi+1

xi

1
(−h)2dx= 2

h
,

Ai+1,i = a(ϕi,ϕi+1) =
∫ 1

0
∂xϕi(x)∂xϕi+1(x)dx=

∫ xi+1

xi

1
h

−1
h
dx=−1

h
.

Finalement, la matrice de rigidité est une matrice tridiagonale :

A= 1
h



2 −1 0 ... 0 0

−1 2 −1 ... 0 0

.............

0 0 ... −1 2 −1

0 0 ... 0 −1 2


(1.16)

La proposition suivante permet de montrer que la matrice A est inversible :

Proposition 1. La matrice A est définie positive c’est-à-dire qu’elle vérifie la

propriété suivante :

∀U ∈ Rn−0; (AU,U)> 0.

Avant de donner la démonstration de cette proposition, expliquons pourquoi elle

implique l’inversibilité de la matrice A. En effet, si A n’est pas inversible, alors il

existe un vecteur U 6= 0 dans Rn tel que AU = 0. Ceci implique en particulier que

(AU,U) = 0 avec U 6= 0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

Preuve.

Soit U = (u1, ....,un) 6= 0 dans Rn. Le vecteur AU a pour coordonnées :

(
n∑
j=1

A1juj , ...,
n∑
j=1

Anjuj) = (
n∑
j=1

a(ϕj ,ϕ1)uj ,
n∑
j=1

a(ϕj ,ϕ2)uj ...,
n∑
j=1

a(ϕj ,ϕn)uj).

10



1.4 La méthode des éléments finis en 1D

On a donc :

(AU,U) =
n∑
j=1

n∑
i=1

a(ϕj ,ϕi)ujui = a(
n∑
j=1

ϕjuj ,
n∑
i=1

ϕiui) = a(uh,uh) =
∫ 1

0
|∂xuh(x)|2dx.

où uh(x) est la fonction de Vh définie par uh(x) =
n∑
i=1

uiϕi(x). Comme les (u1, ...,un)

sont non tous nuls, on vérifie aisément que uh est non nulle ce qui implique que∫ 1

0
|∂xuh(x)|2dx > 0. �

Pour obtenir le second membre F = (f,ϕi) i= 1, ...,n, il faut calculer les inté-

grales :

(f,ϕi) =
∫ 1

0
f(x)ϕi(x)dx=

∫ xi

xi−1
f(x)ϕi(x) +

∫ xi+1

xi

f(x)ϕi(x).

En général, cette intégrale ne peut être calculée de façon exacte car la fonction f peut

être compliquée. Dans la pratique, on utilise des techniques d’intégration numérique

où, sur chaque intervalle [xixi+1], on approche l’intégrale par une formule de

quadrature.

1.4.2 Approximation par éléments finis P2

Dans certaines applications, on peut considérer que l’approximation par des

droites sur chaque élément du maillage [xi,xi+1] est trop grossière, c’est-à-dire

qu’elle fournit une fonction approchée trop éloignée de la fonction exacte u. On

peut alors chercher à approcher u sur chaque maille par des polynômes de plus haut

degré. L’approximation par éléments finis P2 consiste à approcher la solution u par

une fonction continue sur Q, et polynomiale de degré 2 sur chaque maille [xi,xi+1].

L’espace d’approximation est alors défini par :

Hh = {v ∈ C0(Q) : v|[xi,xi+1] ∈ P2, v(0) = v(1) = 0; 0≤ i≤ n}. (1.17)

En notant

xi+ 1
2

= xi+xi+1
2 , i= 0, ...n,

11



Chapitre 1. La méthode des éléments finis

les centres des mailles, on voit que toute fonction de Hh est entièrement déterminée

par la donnée des valeurs qu’elle prend en les points intérieurs du maillage xi ;

i= 1, ...n ainsi qu’aux points xi+ 1
2
; i= 1, ...n. L’espace vectoriel Hh est donc de

dimension 2n+1. Une base de Hh est donnée par les fonctions ψi ; i= 1, ...n telles

que :

ψi ∈Hh, ψi(xj) = δij , ψi(xj+ 1
2
) = 0; ∀j,

et par les fonctions ψi+ 1
2
(x) ; i= 0, ...n telles que :

ψi+ 1
2
∈Hh, ψi+ 1

2
(xj) = 0, ψi+ 1

2
(xj+ 1

2
) = δij ; ∀j,

On définit aussi deux fonctions qui permettent de donner les expressions des

fonctions de base :

ϕ(x) =


(1 +x)(1 + 2x); −1≤ x≤ 0

(1−x)(1−2x); 0≤ x≤ 1

0; ailleurs

,

et

ψ(x) =

 1−4x2; x≤ 1
2

(1−x)(1−2x); x > 1
2

Si le maillage est uniforme, alors ψi = ϕ(x−xi
h ) et ψi+ 1

2
(x) = ψ(

x−x
i+ 1

2
h )

Figure 1.2 – fonction de base en élément finis P2.
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1.5 La méthode des éléments finis en 2D

1.5 La méthode des éléments finis en 2D

En deux dimensions, nous illustrons toujours la méthode des éléments finis sur

le cas du problème de Poisson : −div.∇u= f, dansQ

u= 0 sur ∂Q.

où cette fois-ci Q est un ouvert borné de R2. On suppose que la formulation

variationnelle de ce problème admet une solution u dans l’espace V :

V = {u continue et C1 par morceau surQ, u= 0; textsur∂Q}, (1.18)

et on cherche à l’approcher par une fonction uh solution du même problème va-

riationnel mais où l’espace V est remplacé par un espace d’approximation Vh. On

commence par définir ce qu’est un maillage du domaine Q en dimension deux.

Définition 1.5.1. Un maillage triangulaire du domaine Q est un ensemble τh de

triangle (Ki)1≤i≤n non aplatis qui subdivisent le domaine Q. Par convention, le

paramètre h désigne la longueur de la plus grande arrête du maillage. On suppose

que les triangles ne se recouvrent pas et que l’intersection entre deux triangles Ki

et Kj est soit vide, soit égale à un sommet commun aux deux triangles, ou à une

arrête commune aux deux triangles. Par ailleurs, on appelle sommets ou noeuds du

maillage les sommets des triangles composant le maillage.

Figure 1.3 – Un exemple de maillage triangulaire.

Remarque 1.5.2. On considère ici une subdivisison du domaine Q en triangles,

mais on pourrait aussi construire des maillages composés de quadrilatères ou de

façon générale par des polygones.
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

De même qu’en dimension un, nous définissons Pk l’espace des polynômes de

deux variables de degré inférieur ou égal à k :

Pk =

p(x,y) =
∑

i+j≤k
aijx

iyj ; aij ∈ R

 . (1.19)

Par exemple, un polynôme de degré un s’écrit de manière générique p(x,y) = a+bx+

cy, tandis qu’un polynôme de degré deux s’écrit p(x,y) = a+bx+cy+dxy+tx2 + ly2.

Les espaces d’approximations Vh sont définis de la même façon qu’en dimension

un, en choisissant des fonctions qui sont globalement continues sur Q et qui sont

polynômiales sur chaque triangle Ki du maillage. Pour l’approximation P1 par

exemple, on a :

Vh = {u ∈ C0(Q), u|Ki
, ∀Ki ∈ τh et u= 0; sur∂Q},

Cet espace admet pour fonctions de base, les fonctions chapeau ϕi qui prennent la

valeur 1 en un noeud (xi,yi) du maillage et la valeur 0 aux autres noeuds (xj ,yj)

du maillage.

La matrice de rigidité se calcule tout comme pour la dimension un par la

formule :

Aij = a(ϕj ,ϕi) =
∫
Q
∇ϕj(x,y)∇ϕi(x,y)dxdy,

et le second membre :

(f,ϕi) =
∫
Q
f(x,y)ϕi(x,y)dxdy,

se calcule de façon approchée par des formules de quadrature.

Figure 1.4 – Fonction de base chapeau
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1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

Figure 1.5 – Support de la fonction de base

1.6 Convergence de la méthode des éléments fi-

nis

On suppose ici que l’on résout un problème sur un domaine Q ∈ Rn de façon

approchée par la méthode d’éléments finis. Le but de cette section est de fournir une

estimation de l’erreur ‖u−uh‖m où ‖.‖ désigne la norme Hm. La régularité de u et

de uh ( et donc les valeurs possibles pour m ) dépendant évidemment du problème

continu et du type d’éléments finis choisis pour sa résolution, on exposera ici la

démarche de façon générale, en supposant les fonctions suffisamment régulières par

rapport à la valeur de m. En pratique, on aura le plus souvent m= 0, 1 ou 2.

On notera τh le maillage de Q ∈ Rn considéré. On supposera ici le domaine Q

polygonal, ce qui permet de recouvrir exactement par le maillage. Si ce n’est pas le

cas, les calculs qui suivent doivent être modifies pour tenir compte de l’écart entre

le domaine couvert par le maillage et le domaine réel.

Les différentes étapes du calcul seront, de façon assez schématique, les suivantes :

1- L’erreur d’approximation est bornée par l’erreur d’interpolation :

‖u−uh‖m ≤ c‖u−πhu‖m. (1.20)

2- On se ramène à des majorations locales sur chaque élément :

‖u−πhu‖2m =
∑
K∈τh

‖u−πhu‖2m,K . (1.21)

3- On se ramène à l’élément de référence :

‖u−πhu‖2m,K ≤ C(K)‖ũ− π̃hũ‖2m,K̃ . (1.22)

4- Les majorations sur l’élément de référence :

‖ũ− π̃hũ‖2m,K̃ ≤ C1|ũ|2k+1,K̃ . (1.23)
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

5- Assemblage des majorations locales :

‖u−πhu‖m ≤ Chk+1−m|u|k+1. (1.24)

1.6.1 Majoration par l’erreur d’interpolation

L’équation (1.5) du lemme 1.3.5 indique que :

‖u−uh‖m ≤
M

ν
‖u−wh‖m; ∀wh ∈ Vh. (1.25)

On peut l’appliquer dans le cas particulier où wh = πhu, ce qui donne :

‖u−uh‖m ≤
M

ν
‖u−πhu‖m. (1.26)

1.6.2 Décomposition sur les éléments

On a, avec des notations évidentes :

‖u−πhu‖2m =
∑
K∈τh

‖u−πhu‖2m,K

=
∑
K∈τh

m∑
i=0
|u−πhu‖2i,K ,

Le calcul est donc ramené à un calcul sur chaque élément, pour toutes les

semi-normes |.|i,K ; i= 0, ...,m.

1.6.3 Passage à l’élément de référence

Théorème 1.6.1. Soit K un élément quelconque de τh, et K̃ l’élément de réérence.

Soit G la transformation affine de K̃ vers K : G(x̃) = Bx̃+ b, avec B inversible.

On a :

∀w ∈Hi(K); |w̃|i,K̃ ≤ C(i,n)‖B‖i2|det(B)|−
1
2 |w|i,K . (1.27)
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1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

Preuve. Il s’agit là en fait d’un simple résultat de changement de variable dans

une intégrale.

Soit w une fonction i fois différentiable au point x. On note Diw(x) sa dérivée

ième au sens de Fréchet au point x. Il s’agit donc d’une forme i-linéaire symétrique

sur Rn. On notera Diw(x).(ξ1, ..., ξi) sa valeur pour i vecteurs ξl ∈ Rn (1≤ l ≤ i).

Soit α = (α1, ...,αn) désigne un multi-entier, et on note |α| = |α1|+ ...+ |αn|.

On a alors :

|w|2i,K ≤
∫
x∈K

∑
|α|=i
‖∂|α|wx‖2dx. (1.28)

En posant :

‖Diw(x)‖ ≤ sup
ξ1,...,ξi∈(R∗)n

Diw(x).(ξ1, ..., ξi)
|ξ1|...|ξi|

,

on déduit qu’il existe des constantes γ1 et γ2 dépendant uniquement de n et i (

donc en particulier indépendantes de w ) telles que :

γ2
1 |w|2i,K ≤

∫
x∈K
‖Diw(x)‖2dx≤ γ2

2 |w|2i,K . (1.29)

Par ailleurs, si l’on utilise le changement de variable x=G(x̃) =Bx̃+ b dans

Diw(x), il vient :

∀ξ1, ..., ξi ∈ Rn; Diw̃(x̃).(ξ1, ..., ξi) =Diw(x).(Bξ1, ...,Bξi),

d’où

‖Diw̃(x̃)‖ ≤ ‖B‖‖Diw(x)‖.

Or, Diw(x) =Diw(G(x̃)). Donc :
∫
x̃∈K̃
‖Diw̃(x̃)‖2dx̃≤ ‖B‖2i

∫
x̃∈K̃
‖Diw(G(x̃))‖2dx̃

= ‖B‖2i|det(B)|−1
∫
x∈K
‖Diw(x)‖2dx.
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

En minorant et majorant la formule précédente grâce à (1.29), on obtient :

γ2
1 |w̃|2i,K̃ ≤ γ

2
2‖B‖2i|det(B)|−1|w|2i,K .

Et on a de même :

∀w ∈Hi(K), |w|i,K ≤ C(i,n)‖B−1‖i2|det(B)|
1
2 |w̃|i,K̃ (1.30)

d’où le résultat (1.27). �

Estimationde ‖B‖ :

Soit hK le diamètre de K, c’est à dire le maximum des distances euclidiennes

entre deux points de K. Soit ζK la rondeur de K, c’est à dire le diamètre maximum

des sphères incluses dans K. On a :

‖B‖ ≤ sup
x6=0

‖Bx‖
‖x‖

= sup
‖x‖=ζ̃

‖Bx‖
ζ̃

. (1.31)

Soit x un vecteur de Rn tel que ‖x‖= ζ̃. Par définition de ζ̃, il existe deux points

ỹ et z̃ de K̃ tels que x= ỹ− z̃. Alors Bx=Bỹ−Bz̃ =G(ỹ)−G(ỹ) = y− z avec y

et z appartenant à K. Par définition de hK , ‖y− z‖ ≤ hK . Donc ‖Bx‖ ≤ hK . En

reportant dans la définition de ‖Bx‖, on obtient donc :

‖B‖ ≤ hK

ζ̃
. (1.32)

Et on a évidemment de même :

‖B−1‖ ≤ h̃

ζK
. (1.33)

1.6.4 Majoration sur l’élément de référence

Le résultat principal est le suivant :

Théorème 1.6.2. Soient i et k deux entiers tels que 0≤ i≤ k+1. Si π̃ ∈L(Hk+1(K̃), Hi(K̃))

laisse Pk(K̃) invariant ( c’est à dire vérifie ∀p̃ ∈ Pk(K̃); π̃p̃= p̃ ), alors :

∃C(K̃, π̃), ∀w̃ ∈Hk+1(K̃), |w̃− π̃hw̃|i,K̃ ≤ C|w̃|k+1,K̃ . (1.34)
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Preuve.

π̃ ∈ L(Hk+1(K̃), Hi(K̃)), et donc I− π̃ ∈ L(Hk+1(K̃), Hi(K̃)) car i≤ k+ 1.

Et donc :

|w̃− π̃hw̃|i,K̃ ≤ ‖I− π̃‖L(Hk+1(K̃),Hi(K̃))|w̃|k+1,K̃ .

On utilise maintenant l’invariance de Pk(K̃) :

∀p̃ ∈ Pk(K̃); w̃− π̃hw̃ = (I− π̃)w̃ = (I− π̃)(w̃+ p̃). (1.35)

Donc :

|w̃− π̃hw̃|i,K̃ ≤ ‖I− π̃‖L(Hk+1(K̃),Hi(K̃)) inf
p̃∈Pk(K̃)

‖w̃+ p̃‖k+1,K̃ . (1.36)

On aura donc démontré le théorème si l’on montre que :

∃C, ∀w̃ ∈Hk+1(K̃), inf
p̃∈Pk(K̃)

‖w̃+ p̃‖k+1,K̃ ≤ C|w̃|k+1,K̃ . (1.37)

Soit (fj)j=0,...,k une base du dual de Pk(K̃). D’après le théorème d’Hahn-Banach,

il existe des formes linéaires continues sur Hk+1(K̃), que l’on notera encore fj, et

qui prolongent les fj. En particulier, si p̃ ∈ Pk(K̃) vérifie fj(p̃) = 0 ; (j = 0, ...,k),

alors p̃= 0. Nous allons montrer que :

∃C, ∀w̃ ∈Hk+1(K̃), ‖w̃‖k+ 1, K̃ ≤ C(|w̃|k+ 1, K̃+
k∑
j=0
|fj(w̃)|). (1.38)

On aura le résultat souhaité en appliquant (1.38) à w̃+ q̃, avec q̃ tel que fj(q̃) =

fj(−w̃). La relation (1.38) se démontre par l’absurde. Si elle n’est pas vraie, alors

il existe une suite de fonctions w̃n de Hk+1(K̃) telles que :

|w̃|k+ 1, K̃ = 1, |w̃|k+ 1, K̃ −→ 0 et ∀j; fj(w̃n)−→ 0

Par complétude de Hk+1(K̃), on extrait une sous-suite convergente vers w̃ ∈

Hk+1(K̃). Mais |w̃n|k+1,K̃ −→ 0. Donc w̃ ∈ Pk(K̃) et fj(w̃) = 0. D’où une contra-

diction. �
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

1.6.5 Assemblage des majorations locales

En rassemblant les résultats précédents, on peut établir une majoration sur un

élément quelconque K du maillage. D’après (1.27), (1.30) et (1.34) on a :

|w−πKw|i,K ≤ C(i,n)‖B−1‖i|det(B)|
1
2 |w̃− π̃w̃|i,K̃

≤ C(i,n)‖B−1‖i|det(B)|
1
2C(K̃, π̃)|w̃|i,K̃

≤ C(i,n)‖B−1‖i|det(B)|
1
2C(K̃, π̃)C(k+ 1,n)‖B‖k+1|det(B)|

1
2 |w̃|i,K̃ .

D’où finalement :

|w−πKw|i,K ≤ C2(π̃, K̃, i,k,n)h
k+1
K

ζiK
|w|i,K . (1.39)

Il est important de remarquer à ce niveau que C2 est indépendant de K.

On va maintenant reprendre la majoration (1.39) pour tous les éléments du

maillage et toutes les valeurs de i= 0, ...,m. On va définir deux quantités représen-

tatives du maillage :

(i)− Diamètre maximum des éléments h tel que :

hK ≤ h; ∀K ∈ τh.

(ii)− Caractérise l’aplatissement des éléments σ tel que :

hK
ζK
≤ σ; ∀K ∈ τh.
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1.6 Convergence de la méthode des éléments finis

Alors :

‖w−πKw‖2m,K =
m∑
i=1
|w−πKw|2i,K

≤
m∑
i=1

C2
2(π̃, K̃, i,k,n)h

2k+2
K

ζ2iK
|w|2k+1,K

≤
m∑
i=1

C2
2(π̃, K̃, i,k,n) h

2i
K

ζ2iK
h2m−2i
K h2k−2m+2

K |w|2k+1,K

≤
{
m∑
i=1

C2
2(π̃, K̃, i,k,n)σ2ih2m−2i

}[
hk+1−m|w|k+1,K

]2
.

Le terme entre accolades ne tend ni vers 0 ni vers l’infini quand h tend vers 0.

D’où :

‖w−πKw‖m,K ≤ C3(π̃, K̃, i,k,n,σ,h)hk+1−m|w|k+1,K (1.40)

En sommant ensuite sur tous les éléments du maillage :

‖w−πKw‖2m =
∑
K∈τh

|w−πKw|2m,K

≤
∑
K∈τh

[
C3(π̃, K̃, i,k,n,σ,h)hk+1−m|w|k+1,K

]2
.

D’où finalement :

‖w−πhw‖m ≤ C(τh,m,k,n)hk+1−m|w|k+1 (1.41)

En reportant (1.41) dans (1.25), on obtient le résultat final classique de majora-

tion d’erreur :

‖u−uh‖m ≤ Chk+1−m|u|k+1 (1.42)

La méthode des éléments finis permet justement la construction de ce type d’espace

Vh de fonctions polynômiales par élément. Ce dernier résultat nous donne alors

l’ordre de convergence de la méthode d’éléments finis utilisée lorsqu’on choisit des

polynômes de degré k sur chaque élément.
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Chapitre 1. La méthode des éléments finis

Remarque 1.6.3. Si le domaine Q n’est pas polygonal, la majoration précédente

n’est plus valable. On peut alors établir d’autres majorations du même type se

référer par exemple à Raviart et Thomas ( voir [28]).
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Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et problème
de transport perturbé

2.1 Approximation par une méthode d’éléments

finis continus d’un opérateur de type positif

Soit W un espace de Hilbert dont le produit scalaire et la norme induite sont

notés :

(u,v), ||u||2 = (u,v); ∀u,v ∈W .

On se donne A un opérateur linéaire non borné de W dans lui même et fermé.

On définit alors l’espace de Banach V par :

V =D(A);

que l’on munit de la norme du graphe |||.||| :

|||ϕ|||2 = ||ϕ||2 + ||Aϕ||2.

A est alors un opérateur linéaire continu borné de V dans W c’est-à-dire A ∈

L(V ,W).

On fait les hypothèses suivantes :

(HP1)

 A est de type positif;

∀ϕ ∈ V : (Aϕ,ϕ)≥ 0.
(2.1)

(HP2)


(I+A) est bijectif de V −→W ,

(I+A)−1 est borné i.e :

∃γ ≥ 0 telle que : |||(I+A)−1w||| ≤ 1
γ ||w||; ∀w ∈W .

(2.2)

(HP3)

 ∃q ∈ N∗ ≥ 0 tel que : V ↪→Hq(Q) (injection continue),

et : C0,1(Q̄) ↪→V (injection dense).
(2.3)
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2.1 Approximation par une méthode d’éléments finis continus d’un
opérateur de type positif

On veut résoudre de manière approchée le problème (PR) suivant :

(PR)

 Pourf ∈W donnée régulière, trouver u ∈ V vérifant :

u+Au= f ; dans W .
(2.4)

D’après (HP2), (PR) est un problème bien posé.

On définit Vh une approximation interne de V par une méthode d’éléments finis

continus :

Vh = {ϕ ∈ C0(Q̄), ϕ|K ∈ Pk[K]; ∀K ∈ Th}. (2.5)

On définit alors les formes bilinéaires continues a(., .), as(., .), ah(., .) et les

formes linéaires continues F (.), Fs(.), F h(.) par :

a : V ×W −→ R

(u,ϕ) 7−→ a(u,ϕ) = (u+Au,ϕ).
(2.6)

as : V ×V −→ R

(u,ψ) 7−→ as(u,ψ) = (u+Au,ψ+Aψ).
(2.7)

ah : V ×V −→ R

(u,ψ) 7−→ ah(u,ψ) = (u+Au,ψ+hAψ).
(2.8)

F : W −→ R

ϕ 7−→ F (ϕ) = (f,ϕ).
(2.9)

Fs : V −→ R

ψ 7−→ Fs(ψ) = (f,ψ+Aψ).
(2.10)

F h : V −→ R

ψ 7−→ F h(ψ) = (f,ψ+hAψ).
(2.11)

Le problème (2.4) peut-être formulé sous forme variationnelle c’est-à-dire dans

le langage des formes bilinéaire. les hypothèses (2.1), (2.2) et (2.3) doivent alors

être adaptées à ce formalisme. Le problème (2.4) s’énonce :
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de transport perturbé

Soit a la forme bilinéaire continue et F la forme linéaire continue définies

précédemment. Le problème (2.4) se formule comme : trouver u ∈ V vérifant :

a(u,ϕ) = F (ϕ); ∀ϕ ∈W .
(2.12)

L’hypothèse (HP1)se transforme en (HP’1) ( condition inf-sup ) :

(HP’1)



a(., .) vérifie :

i− ∃γ ≥ 0; inf
u∈V
u 6=0

sup
ϕ∈W
ϕ6=0

a(u,ϕ)≥ γ|||u|||||ϕ||,

ii− sup
u∈V
|||u|||=1

a(u,ϕ)≥ 0, ∀ϕ ∈W .

(2.13)

L’hypothèse (HP2) se transforme en (HP’2) :

(HP’2) : ∀ϕ ∈ V , a(ϕ,ϕ)≥ ||ϕ||2. (2.14)

L’hypothèse (HP3) est inchangée et est suffisante pour obtenir les résultats

standard de l’approximation lié aux éléments finis continus de Lagrange.

Les hypothèses (HP2) ou (HP’2) sont suffisantes pour affirmer que le problème

(2.12) est un problème bien posé au sens classique.

Les hypothèses (HP1) ou (HP’1) sont suffisantes pour que les proprietés du

problème continu subsiste pour les problèmes approchés.

Proposition 2.1.1. La continuitée de a(., .) et l’hypothèse (HP’2) impliquent

l’hypothèse (HP2).

Preuve. Soit u ∈ V alors :

a(u, .)− (u, .) : W −→ R

ϕ 7−→ a(u,ϕ)− (u,ϕ),

est un opérateur linéaire continu, a(u, .)− (u, .) ∈ L(W ,R) =W ′. On utilise main-

tenant l’isomorphisme de Riez entre W et W ′ :
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2.1 Approximation par une méthode d’éléments finis continus d’un
opérateur de type positif

I : W ′ −→W

w 7−→ Iw,

tel que

(Iw,ϕ) = w(ϕ), ∀ϕ ∈W .

On peut donc représenter avec cet isomorphisme :

On pose

w = I(a(u, .)− (u, .)),

tel que

(w,ϕ) = a(u,ϕ)− (u,ϕ), ∀ϕ ∈W .

On définit A par :

A : V −→W

u 7−→Au= w = I(a(u, .)− (u, .)),

avec

A(u,ϕ) = a(u,ϕ)− (u,ϕ), ∀u ∈ V , ∀ϕ ∈W .

A est un opérateur linéaire. Montrons qu’il est continu :

||Au||2 = a(u,Au)− (u,Au)≤ c(|||u|||||Au||+ ||u||||Au||),

car a est continue.

Et par définition de la norme du graphe :

||u|| ≤ |||u|||,

donc :

||Au|| ≤ c(|||u|||), ∀u ∈ V .

Donc A est un opérateur linéaire continu borné.
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Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et problème
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Montrons maintenant que A est injectif et

||Au|| ≥ γ(|||u|||), ∀u ∈ V .

Soit u ∈ V ; |||u|||= 1, on a par définition :

||Au||= sup
ϕ∈W
||ϕ||=1

(Au,ϕ).

L’hypothèse (2.14,ii) implique :

||Au|| ≥ γ.

Maintenant si u 6= 0, u ∈ V mais |||u||| 6= 1, on pose ψ = u
|||u||| :

||Aψ||= ||A u

|||u|||
|| ≥ γ,

implique

||Au|| ≥ γ|||u|||,

Montrons maintenant que A est surjectif c’est-à-dire :

Im(A) =W .

Montrons que A est fermé. Soit {un} ∈ V telle que ‖Aun−w‖ −→n→∞ 0, montrons

que :

∃u ∈ V tel que un −→n→∞ u et Au= w.

examinons alors :

‖Aun−Aum‖= ‖A(un−um)‖

≥ γ|||un−um|||,

donc {un} est une suite de Cauchy dans un Banach V ce qui implique l’existence

de u tel que un −→n→∞ u, montrons que w =Au :

‖Au−w‖= ‖A(un−u) +Aun−w‖

≤ ‖A(un−u)‖+‖Aun−w‖

≤ c|||un−u|||+‖Aun−w‖,
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2.1 Approximation par une méthode d’éléments finis continus d’un
opérateur de type positif

car A est continu. Donc Au= w.

On utilise le théorème de l’image fermée de Banach :

Im(A) = (Ker(A∗))⊥ = {w ∈W : f(w) = 0; ∀f ∈Ker(A∗)}.

Comme A ∈ L(V ,W) implique A∗ ∈ L(V ′,W ′). Soit f ∈ Ker(A∗) implique que

f ∈W ′ et A∗f = 0 dans V ′ donc (A∗f)(u) = 0 pour tout u ∈ V, mais :

(A∗f)(u) = f(Au) = 0.

f(Au) peut ce représenter avec I comme :

(If,Aw) = 0; ∀u ∈ V ,

donc :

a(u,If) = 0.

Si If 6= 0 cela contredit (ii) dans l’hypothèse (2.14) donc If = 0. Comme I est

un isomorphisme alors f = 0 donc Ker(A∗) = {0} implique Ker(A∗)⊥ =W et

démontre que Im(A) =W.

�

Remarque 2.1.2. L’hypothèse (2.2) implique (2.14).

On s’intéresse maintenant à l’approximation du problème (2.12). Si on regarde

la formulation du problème (2.12) à l’aide de la forme a(., .) ce qu’il faut c’est

trouver Vh etWh tels que l’hypothèse (2.14) soit satisfaite dans Vh×Wh. L’approche

adoptée ici la suivante :

On se donne une approximation interne de V c’est-à-dire Vh ↪→V (injection

dense), montre que sous l’hypothèse (2.13) on a une approximation Wh de W

telle que Wh ↪→W (injection dense), la condition inf-sup discrète est vérifiée

Wh =A(Vh).
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Ce résultat peut s’énoncer autrement en adoptant le point de vue des opéra-

teurs linéaires. Comme A est un opérateur de type positif (2.1) on considère le

produit scalaire construit avec A et on approxime cette formulation de l’équation

fonctionnelle (2.4).

Proposition 2.1.3. Sous les hypothèses (2.1), (2.2) il existe un unique uh ∈ Vh
tel que :

as(uh,ψh) = Fs(ψh); ∀ψh ∈ Vh. (2.15)

De plus on a l’estimation suivante : il existe C ≥ 0 indépendante de h telle que

|||u||| ≤ C‖ψh‖. (2.16)

Preuve.

Vh est un espace de dimension finie ; l’approximation étant interne il suffit

d’avoir l’injectivité pour avoir l’existence. L’hypothèse (2.1) implique que :

as(ψh,ψh)≥ |||ψh|||2; ( inégalité de coercivité), (2.17)

ce qui démontre (2.15), (2.15). �

Proposition 2.1.4. Sous les hypothèses (2.1), (2.2) et (2.3) il existe un unique

u ∈ V tel que :

uh −→ u,Auh −→Au; W faible

où uh est la solution de (2.15) et u vérifie :

a(u,ψ) = F (ψ); ∀ψ ∈W . (2.18)

Preuve.

D’après l’estimation (2.16) on a : il existe sous suite encore noté uh telle que

uh −→ u; V faible
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où u ∈ V. Montrons que (2.18) est satisfaite : A ∈ L(V ,W) donc il est continu de

V σ(V ,V ′) faible dans W σ(W ,W ′) faible, alors si uh −→ u V faible, Auh −→Au

W faible. Ce qui permet de passer à la limite dans as, calculons pour tout ψ ∈ V :

as(u,ψ) = as(u−uh,ψ) +as(uh,ψ)

= as(u−uh,ψ) +as(uh,ψh) +as(uh,ψ−ψh)

= as(u−uh,ψ) +Fs(ψh) +as(uh,ψ−ψh)

= as(u−uh,ψ) +Fs(ψ) +Fs(ψh−ψ) +as(uh,ψ−ψh).

L’hypothèse (2.3) implique :

∀ψ ∈ V ; ∃ψh ∈ Vh : ψh −→ ψ; dans V .

Choisissant un tel ψh dans l’égalité précédente et en passant à la limite il vient :

as(u,ψ) = Fs(ψ); ψ ∈ V ,

et

(u+Au,ψ+Aψ) = (f,ψ+Aψ); ∀ψ ∈ V .

Sachant que :

∀w ∈W ∃!ψ ∈ V : (I+A)ψ = w,

on a prouvé (2.18). �

Proposition 2.1.5. Sous les hypothèses (2.1), (2.2), (2.3) et si on suppose de plus

que u solution de (2.12) est dans Hk+1(Q) on a alors l’estimation suivante en u et

uh solution de (2.15) :

|||u−uh||| ≤ chk−q‖u‖Hk+1(Q). (2.19)

Preuve.
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On définit e= u−uh et eh = uh−Πhu, on peut décomposer :

e= u−Πhu− eh.

Comme en ∈ Vh et l’approximation est consistante :

|||u−uh|||2 ≤ as(e,e) = as(e,u−Πhu− eh) = as(e,u−Πhu),

donc

|||u−uh|||2 ≤ as(e,u−Πhu)≤ c|||e||||||u−Πhu|||.

On utilise alors le résultat classique de l’interpolation :

‖u−Πhu‖2 ≤ chk−q+1‖u‖Hk+1(Q).

�

Un autre point de vue pour dire la même chose. On définit :

Wh = {wh ∈W tel que ∃ψh ∈ Vh vérifiant wh = ψh+Aψh}. (2.20)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.1.6. Sous les hypothéses (2.13), (2.14) et (2.3) on a :

(I)- Les conditions inf-sup sont vérifiées dans Vh×Wh.

(II)- dimWh = dimVh.

(III)- Le problème discret ; Trouver uh ∈ Vh : a(uh,ϕy) = F (ϕh) ; ∀ϕh ∈Wh,

est bien posé c’est-à-dire il existe c≥ 0 : |||uh||| ≤ c‖f‖.

De plus si u la solution du problème (2.12) est dans Hk+1(Q), on a l’estimation :

|||u−uh||| ≤ chk−q‖u‖Hk+1(Q). (2.21)

Preuve.

(I) est une conséquence de la coercivité de as(., .) sur Vh×Vh.
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Pour (II) supposons que :
M∑
j=1

αjw
j
h = 0, montrons que αj = 0. Par définition

de Wh ;

∀j ∃ψjh : wjh = ψjh+Aψjh.

On pose uh =
M∑
j=1

αjψ
j
h, on déduit que :

(I+A)uh = 0 et uh ∈ Vh ⊂ V.

L’ypothèse (2.1) implique :

0 = a(uh,uh)≥ ‖uh‖2.

Pour (III) voir (2.1.4) et l’estimation d’erreur voir (2.1.5).

Remarquons que l’on a prouvé :

∀w ∈W ∃!u ∈ V : (I+A)u= w.

L’hypothèse (2.3) implique :

∀u ∈ V ∃un ∈ C0,1(Q) : un −→n→∞ u dans V .

On définit alors gn ∈W par :

(I+A)un = gn.

On définit un ∈ Vh comme la solution de :

as(uh,ψh) = (gnh
,ψh+Aψh); ∀ψh ∈ Vh.

Pour h suffisamment petit, on a que :

‖gnh
‖ ≤ C,
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Calculons :

((I+A)(u−uh),(I+A)ψ) = as(u−uh,ψ−ψh) +as(u−uh,ψh)

= as(u−uh,ψ−ψh) +as(u,ψh)−as(unh
,ψh)

= as(u−uh,ψ−ψh) +as(u−unh
,ψh),

alors :

(w−wh,(I+A)ψ)≤ C|||u−uh||||||ψ−ψh|||+ |||u−unh
||||||ψh||| −→

h→0
0; ∀ψ ∈ V ,

d’où :

‖w−wh‖= sup
v∈W
‖v‖=1

(w−wh,v)≤ C1|||u−unh
|||+C2|||ψ−ψh||| −→

h→0
0.

�

On s’intéresse maintenant à une autre approximation du problème (2.12) pour

laquelle on ne supposera plus l’hypothèse (2.1) et (2.13).

Proposition 2.1.7. Sous les hypothèses (2.2) et (2.3), pour h ≤ h0 il existe un

unique uh ∈ Vh solution de : ah(uh,ψh) = F h(ψh) ∀ψh ∈ Vh;

(‖uh‖2 +‖h 1
2Auh‖2) 1

2 ≤ C‖f‖.
(2.22)

De plus on a l’estimation d’erreur entre la solution de (2.12) dans Hk+1(Q) et uh

‖u−uh‖ ≤ chk−q+
1
2‖u‖Hk+1(Q). (2.23)

Preuve.

Vh étant de dimension finie, F h étant une forme linéaire continue sur Vh, il

suffit de démontrer l’inégalité de coercivité suivante pour avoir (2.22) :

ah(uh,uh) = ‖uh‖2 +h‖Auh‖2 + 2h(uh,Auhuh)≥ (1−2h)‖uh‖2 + h

2‖Auh‖
2.

(2.24)
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Montrons maintenant la formule (2.23), on a :

ah(uh,ψh) = (f,ψh+hAψh) = a(ψ,ψh+hAψh),

d’où la consistance :

ah(uh−u,ψh) = 0; ∀ψh ∈ Vh.

On définit pour u ∈Hk+1(Q) :

e= u−uh,

et

eh = uh−Πhu,

on a :

ah(e,e) = ah(e,−eh+u−Πhu)

= ah(e,u−Πhu),

donc :

(1−2h)‖e‖2 + h

2‖Ae‖
2 ≤ ((I+A)e,(I+hA)(u−Πhu))

= (e,u−Πhu) + (h
1
2Ae, 1

h
1
2

(u−Πhu)) +h(e,A(u−Πhu))

+h(Ae,A(u−Πhu))

≤ 1
4‖e‖

2 +‖u−Πhu‖2 + h

8‖Ae‖
2 + 2

h
‖u−Πhu‖2 + h

4‖e‖
2

+h‖A(u−Πhu)‖2 + h

8‖Ae‖
2 +h‖A(u−Πhu)‖2,

soit encore :

(3
4 −

9
4h)‖e‖2 + h

8‖Ae‖
2 ≤ (1 + 1

h
)‖u−Πhu‖2Hq(Q) +Ch|||u−Πhu|||2

≤ (1 + 1
h

)‖u−Πhu‖2Hq(Q) + ch‖u−Πhu‖2Hq(Q).

Ce qui donne l’estimation (2.23). �

35



Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et problème
de transport perturbé

2.2 Un problème de transport dans un domaine

borne du plan

Soit Q⊂∈ R2 l’ouvert défini par :

Q=]0,1[×]0,1[.

On pose W = L2(Q) et on définit l’opérateur A par :

Au=−→v .∇u, (2.25)

où −→v = (1,v)T donné tel que v ≥ 0.

On définit Q+
−
les parties de ∂Q telles que :

Q+ = {(x,t) ∈ ∂Q; −→v .−→n ≥ 0} (2.26)

Q− = {(x,t) ∈ ∂Q; −→v .−→n ≤ 0} (2.27)

où −→n est la normale sortante de Q.

Avant de pouvoir définir l’espace V on a besoin d’un résultat de trace, pour que

le problème suivant puisse être formulé dans le formalisme du section 2.1.

Pour tout f donné dans W , pour tout u0 et h0 donné dans L2(0,1) :


Trouver u ∈ L2(Q) tel que :

u(x,t) +Au(x,t) = f(x,t); dans Q,

u(x,0) = u0(x),

u(0, t) = h0(t).

(2.28)

Tout d’abord résolvons par la méthode des caractéristiques le problème suivant :
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Pour f ∈ L2(Q), u0 ∈ L2(0,1) et h0 ∈ L2(0,1) :


Trouver u solution de :

u(x,t) +Au(x,t) = f(x,t); dans D′(Q),

u(x,0) = u0(x),

u(0, t) = h0(t).

(2.29)

La méthode des caractéristiques consiste à utiliser un changement d’inconnue

afin que l’équation (2.29) se réduise à une équation différentielle ordinaire. Pour

cela on paramètre par τ de la manière suivante :

Soit (x0, t0) fixé sur Q− ; 
d
dτ t(τ) = 1,

t(0) = t0.
(2.30)


d
dτ x(τ) = v,

x(0) = x0.
(2.31)


d
dτ z(τ) = f(x(τ), t(τ)),

z(0) = u(x0, t0).
(2.32)

En résolvant (2.30), (2.31), (2.32) et en posant u(x(τ), t(τ)) = z(τ), on peut

démontrer facilement que l’on a :

u(x,t) =


g0(t− x

v ) +
∫ x

v

0
f(vs,s+ t− x

v
)ds; si (x,t) ∈ A

h0(t−xv) +
∫ t

0
f(vs+x−vt,s)ds; si (x,t) ∈B.

(2.33)

et que u(x,t) ∈ L2(Q), Au(x,t) ∈ L2(Q).

On introduit maintenant un changement de variables qui permet d’exprimer

∂t+v∂x sous la forme ∂ξ et on garde comme autre paramètre t0, l’abscisse curviligne

de Γx.
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On pose :  ξ = x,

t0 = t− 1
vξ.

(2.34)

Le domaine Q est transformé en Q̃ ;

On pose u(x,t) = Φ(ξ, t0). Avec un calcul simple on montrant que :

∂ξΦ(ξ, t0) = ∂tu(x,t)∂t
∂ξ

+∂xu(x,t)∂x
∂ξ

= 1
v
∂tu(x,t) +u(x,t),

d’où

∂ξΦ(ξ, t0) = 1
v
f(x,t). (2.35)

On intègre (2.35) par rapport à ξ de 0 à ξ :

Φ(ξ, t0)−Φ(0, t0) =
∫ ξ

0

1
v
f(x,t)dξ.

Ce qui permet d’exprimer Φ(0, t0) en fonction de f et Φ(ξ, t0) :

Φ(0, t0) = Φ(ξ, t0)−
∫ ξ

0

1
v
f(x,t)dξ.

On prolonge par 0 les fonctions Φ et f et on note ces prolongement Φ̃, f̃ .

Φ(0, t0) = u(t0) = Φ(ξ, t0)−
∫ ξ

0

1
v
f(x,t)dξ.

On a :

u2(t0)≤ 2Φ2(ξ, t0) + 2
∫ ξ

0
|1
v
f(x,t)|2dξ,

où ξ = v(1− t0) pour tout t0 ∈ [0,1].
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Alors : ∫ 1

0
u2(t0)dt0 ≤ 2

∫ 1

0
Φ̃2(ξ, t0)dt0 + 2

∫ 1

0

∫ 1

0
|1
v
f̃(x,t)|2dξdt.

Finalement :

‖u0‖2L2(Γx) ≤ 2‖Φ‖2L2(Q) + 2
v
‖f‖2L2(Q).

On donne maintenant le résultat du trace suivant :

Lemme 2.2.1. Il existe une application trace γ+
−
linéaire continue :

γ+
−

: {u ∈ L2(Q); Au ∈ L2(Q)} −→ L2
loc(Q+

−
)

u 7−→ γ+
−

= u|Q+
−
.

De plus γ− est surjectif.

Preuve.

Se servir de se qui a été fait précédemment. On définit alors l’espace V par :

V = {u ∈ L2(Q); Au ∈ L2(Q) et γ−(u) = 0}.

On suppose maintenant que h0 = 0 et que u0 est régulière et vérifie : u0(0) = 0,

et relever u0(t) en U(x,t) = u0(t) et translater le problème c’est-à- dire on considère

ũ= u−U(x,t), alors le problème (2.28) posséde une solution régulière et sa régularité

est donnée en fonction de celle de g0. �

2.3 Application numérique

On se donne v et u0, on maille le domaine Q avec des rectangles K. c’est-à-dire

on se donne les points :

tn = nT ; 0≤ n≤N, T = 1
N
,
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et les points :

xj = jh; 0≤ j ≤M, h= 1
M
,

et les rectangles K sont constitués par :

Kn
j = [xj ,xj+1]× [tn, tn+1].

On pose :

τh = ∪Kn
j .

On définit Vh par :

Vh = {u ∈ C0(Q); u|Q− = 0, u|K ∈ P1[K]; ∀K ∈ τh},

où P1[K] = {atx+ bt+cx+d}. Les fonctions de base de Vh seront les ψlh qui valent

un au noeud l et zéro aux autres noeud lorsque l décrit l’ensemble des noeuds du

maillage.

2.4 La méthode de masse singulière pour un pro-

blème de transport

Une méthode de réduction d’ordre en espace est proposée pour traiter le cas d’un

opérateur de transport dégénéré, c’est-à-dire le cas ou les coefficients de l’opérateur

du transport peuvent s’annuler. Il s’agit donc, pour : f =

 f1(x,t) 0< x < 1
2

f(x) 1
2 < x < 1

et u0 donnés, en définissant Ω1 = (0, 1
2)× (0,1) et Ω2 = (1

2 ,1)× (0,1), de calculer u

solution de :

(T)


1[0, 12 ](x)∂tu(x,t) +∂xu(x,t) +u(x,t) = f(x,t) dans Ω = Ω1∪Ω2,

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1
2 , u(0, t) = 0; 0< t < 1.

(2.36)
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2.5 Existence et unicité de solutions

Définissons ∂Ω− la frontière entrante du domaine par :

∂Ω− = {(x,t) ∈ Ω : (x,t) ∈ {0}× (0,1)∪ (0, 12)×{0}},

et notons par A l’opérateur différentiel défini par :

ϕ 7→ Aϕ= 1[0, 12 ](x)∂tϕ+∂xϕ+ϕ.

La norme du graphe associée à l’opérateur A est notée ||| · ||| et est définie par :

|||ϕ|||2 = ‖Aϕ‖2L2(Ω) +‖ϕ‖2L2(Ω).

L’espace fonctionnel H est défini comme la fermeture pour la norme ||| · ||| du sous

espace fermé des fonctions C∞ à support compacte dans Ω ayant une trace nulle

sur ∂Ω− :

H = {ϕ ∈ D(Ω); ϕ|Ω−
= 0}

|||ϕ|||
.

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons la forme bilinéaire a associée à

l’opérateur A et définie par :

a : H×H −→ R

(u,v) 7−→ a(u,v) =
∫

Ω
Au.vdxdt.

Donnons maintenant un résultat technique :

Lemme 2.5.1.

∀v ∈H : a(v,v)≥ ‖v‖2L2(Ω). (2.37)

Preuve.

Pour v ∈H nous avons :

a(v,v) = (Av,v) =
∫

Ω
Av.vdxdt

=
∫

Ω
1[0, 12 ](x)∂tv.v+∂xv.v+v2dxdt

=
∫

Ω

1
21[0, 12 ](x)∂tv2dxdt+

∫
Ω

1
2∂xv

2dxdt+
∫

Ω
v2dxdt.
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Soit encore∫
Ω

1
21[0, 12 ](x)∂tv2dxdt=

∫ 1

0

∫ 1

0

1
21[0, 12 ](x)∂tv2dtdx

= 1
2

∫ 1

0
1[0, 12 ](x)v2(x,1)dx−

∫ 1

0

1
21[0, 12 ](x)v(x,0)dx,

et de même ∫
Ω

1
2∂xv

2dxdt=
∫ 1

0

∫ 1

0

1
2∂xv

2dxdt

= 1
2

∫ 1

0
v2(1, t)dt− 1

2

∫ 1

0
v(0, t)dt.

Puisque v(x,0) = 0 pour 0≤ x≤ 1
2 , et v(0, t) = 0 pour 0≤ t≤ 1 il vient

∫
Ω

1[0, 12 ](x)∂tv2dxdt≥ 0,

∫
Ω
∂xv

2dxdt≥ 0.

On déduit alors :

a(v,v) =
∫

Ω
1[0, 12 ](x)∂tv.v+∂xv.v+v2dxdt≥ ‖v‖2L2(Ω); ∀v ∈H.

�

Maintenant, nous voulons montrer l’existence et l’unicité de solutions au pro-

blème (T). Pour cela montrons quelques propriétés de l’opérateur A.

Lemme 2.5.2. A :H⊂ L2(Ω)−→ L2(Ω) est un opérateur linéaire continu, à image

fermé, et injectif.

Preuve.

Soit {un} ⊂H une suite telle que

‖Aun−w‖L2(Ω) −→n→∞ 0,

montrons que :

∃u ∈H tel que un −→n→∞ u et Au= w.
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On a :

‖Aun−Aum‖L2(Ω) = ‖A(un−um)‖L2(Ω)

= sup
w∈L2(Ω)

w 6=0

(A(un−um),w)

≥ ‖un−um‖2L2(Ω),

donc {un} est une suite de Cauchy dans L2(Ω) ce qui implique l’existence de u tel

que un −→n→∞ u. L’injection L2(Ω) ↪→D′(Ω) nous assure que cette suite converge au

sens des distributions. Pour ϕ ∈ D(Ω) nous avons d’après le lemme 2.5.1 :

|
∫

Ω
(Aun−Au)ϕdxdt| ≤ ‖un−u‖L2(Ω)‖ϕ‖H1

0 (Ω) −→n→∞ 0.

Nous en déduisons Aun −→n→∞Au dans D′(Ω). Par ailleurs,

Aun −→n→∞ w dans L2(Ω),

donc dans D′(Ω). L’unicité de la limite dans D′(Ω) permet de conclure que Au=w

dans L2(Ω).

Montrons maintenant que A est injectif, soit u ∈H avec |||u|||= 1 alors :

‖Au‖L2(Ω) = sup
w∈L2(Ω), ‖w‖L2(Ω)=1

(Au,w).

Par ailleurs,

sup
w∈L2(Ω), ‖w‖L2(Ω)=1

(Au,w)≥ (Au,u)
‖u‖L2(Ω)

≥ 1.

Si Au= 0 alors u= 0. �

Lemme 2.5.3. L’adjoint de A, A∗ vérifie :

Ker(A∗) = {0}. (2.38)
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Preuve.

Soit g ∈Ker(A∗), alors pour tout u ∈H :

(A∗g,u) = 0.

Comme g ∈H, nous en déduisons que (A∗g,g) = 0. En raisonnant comme au

lemme 2.5.1 nous avons :

0 = (A∗g,g)≥ ‖g‖2L2(Ω).

�

Théorème 2.5.4.

Pour f une fonction régulière donnée, il existe un unique u ∈ H solution du

problème (T).

Preuve.

Le théorème de l’image fermée de Banach permet d’écrire :

Im(A) = (Ker(A∗))⊥ = L2(Ω).

Cela montre que A est un isomorphisme de H dans L2(Ω). �

2.6 Méthode de Petrov-Galerkin et technique de

la matrice de masse singulière pour les pro-

blèmes approchés

Pour le problème (T) nous introduisons une semi-discrétisation à l’aide d’élé-

ment finis en espace. Puis nous appliquons la méthode de la matrice de masse

singulière. La méthode de la matrice de masse singulière consiste à remplacer la

quantité ∂tu par une projection dans un autre sous espace différent de l’espace
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dans lequel u est recherché. La projection est au sens de L2. Dans ce qui suit,

commençons par introduire une formulation mixte du problème (T). Définissons

les espaces :

V = { ϕ ∈H1(0,1); ϕ(0) = 0 }, H = L2(0,1).

Introduisons les formes bilinéaires a(·, ·) définie sur V ×H et b(·, ·) définie sur

V ×L2(0, 1
2) par :

a(v,w) =
∫ 1

0
∂xv(x)w(x) +v(x)w(x)dx, (2.39)

b(v,ϕ) =
∫ 1

2

0
w(x)ϕ(x)dx. (2.40)

Dans ce qui suit, l’opérateur de restriction est défini.

Lemme 2.6.1. L’opérateur B : V → L2(0, 1
2)′ associé à la forme bilináire b(·, ·) est

l’opérateur linéaire continu de restriction au segment [0, 1
2 ]. Nous avons Ker(B) =

0H1(1
2 ,1) et l’image de son adjoint est donnée par Im(B∗) = 0H1(0, 1

2) où l’indice

0 indique que seules les fonctions s’annulant en la borne inférieure de l’intervalle

sont considérées.

Maintenant introduisons une formulation variationnelle pour le problème (T).

Nous notons aussi par B l’opérateur de restriction de H dans L2(0, 1
2).


trouver u(t) ∈ C0([0,1];V ); u(0) = u0, satisfaisant :

<Bu̇(t),Bw >L2(0, 12 )′,L2(0, 12 ) +a(u(t),w) = (f(t),w); ∀w ∈H,
(2.41)

où u̇ représente la dérivée par rapport au temps. Décomposons l’espace V comme :

V =Ker(B)⊕ (Ker(B))⊥ =Ker(B)⊕ Im(B∗).
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La forme bilinéaire a(., .) vérifie les conditions inf-sup et nous en déduisons que

le problème (2.41) est bien posé. En effet, soit u ∈ V alors il existe c > 0 tel que :

a(u,u) =
∫ 1

0
∂xu(x)u(x)dx+

∫ 1

0
u2(x)dx,

≥ c‖u‖2L2(0,1).

D’aprés ce qui précède, il est clair que pour tout u dans V ,

sup
w∈L2(0,1)

a(u,w)
‖w‖L2(0,1)

≥ a(u,u)
‖u‖L2(0,1)

≥ c‖u‖L2(0,1), (2.42)

d’où nous déduisons l’inégalité

inf
u∈V,u 6=0

sup
w∈L2(0,1),w 6=0

a(u,w)
‖w‖L2(0,1)‖u‖V

≥ c. (2.43)

2.6.1 Les espaces d’éléments finis utilisés

Pour approcher à l’aide d’une méthode d’éléments finis une équation de transport,

nous utilisons une méthode de Petrov-Galerkin c’est-à-dire que les fonctions tests

ne sont pas choisies dans le même espace que celui pour la fonction inconnue. La

construction d’une méthode d’élément finis, nécessite la donnée d’un maillage, de

noeuds et d’un espace de polynômes, qui doivent être choisis de manière cohérente.

Nous avons choisi les éléments finis de type Lagrange, qui font intervenir comme

“degrés de liberté“ les valeurs de la fonction aux noeuds. Nous considérons le segment

(0,1) et notre but est d’introduire un espace d’approximation des fonctions définies

sur (0,1), ayant une base très simple de sorte que toute fonction dans C0(0,1)

se décompose facilement sur cette base. Nous commençons par l’espace associé à

l’élément fini appelé P1. Soit m ∈ N fixé , posons M = 2m, h= 1
2m et définissons

xi = ih, pour 0≤ i≤M . Nous avons la partition de [0,1] où x= 1
2 est un point de

celle-ci :

0 = x0 < x1 < ... < xM−1 < xM . (2.44)
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Nous notons P1 l’espace des polynômes de degré plus petit ou égal à 1 :

P1 = {p : p(x) = ax+ b; a,b ∈ R}.

Nous introduisons alors l’espace d’approximation Vh défini par :

Vh = {w ∈ C0(0,1) : w|[xi,xi+1] ∈ P1, w(0) = 0; 0≤ i≤M −1}. (2.45)

L’espace Vh, défini par (2.45), est un espace vectoriel et une base de cet espace

est donnée par les fonctions ϕi, 1≤ i≤M , telles que ϕi ∈ Vh et ϕi(xk) = δi,k (où

δ désigne le sympole de Kronecker). Ainsi,

ϕi(x) =



x−xi−1
xi−xi−1

si xi−1 ≤ x≤ xi,
x−xi+1
xi−xi+1

si xi ≤ x≤ xi+1,

0 ailleurs.

La méthode des éléments finis permet de construire différents espaces d’approxi-

mation, suivant l’élément fini utilisé. Soit P0 l’espace des polynômes de degré 0 ( il

s’agit donc des fonctions constantes ). Pour la partition donnée en (2.44), nous

considérons l’espace d’approximation suivant :

Mh = {w ∈ L2(0, 12) : w|]xi,xi+1[ ∈ P0, 0≤ i≤m−1}. (2.46)

Étant donnée la partition (2.44) de [0,1], l’espace d’approximation Hh est defini

par :

Hh = {w ∈H : w|]xi,xi+1[ ∈ P0, 0≤ i≤M −1}. (2.47)

Finalement l’espace Hh utilisé dans l’approximation de Petrov-Galerkin est

celui engendré par des fonctions notées ϕ̃1, ..., ϕ̃M et définies par :

ϕ̃i(x) =


1 si xi−1 ≤ x≤ xi,

0 ailleurs.
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On cherche une approximation de la solution du problème (2.36) dans l’espace

Vh, et on choisit comme fonction test les fonctions de base de Hh. Soit maintenant

Mh = vect{ψi} ; i= 1, ...,m un sous espace de L2(0, 1
2) où, les ψi sont P0 sur chaque

intervalle de la partition (2.44) restreinte à (0, 1
2). Le problème approché que nous

considérons s’écrit :
Trouver (uh,vh) ∈ Vh×Mh :

(1[0, 12 ](x)vh,wh) +a(uh,wh) = (f(t),wh); ∀wh ∈Hh,

(vh, qh) = (∂tuh, qh); ∀qh ∈Mh.

(2.48)

Dans la suite, on appelle Vh l’espace d’approximation, et Hh l’espace des fonc-

tions tests. Si ϕ1, ϕ2, ..., ϕM est une base de Vh, et ψ1, ψ2, ..., ψm une base de

Mh, en développant uh sur la base de Vh, et vh sur la base deMh, nous pouvons

écrire :

uh(x,t) =
M∑
j=1

uj(t)ϕj(x), vh(x,t) =
m∑
k=1

vk(t)ψk(x). (2.49)

Nous injectons ces expressions respectivement dans les formules (2.48). On

obtient :

∫ 1

0

m∑
k=1

1[0, 12 ](x)vk(t)ψk(x)wh(x)dx+
∫ 1

0

M∑
j=1

uj(t)∂xϕj(x)wh(x)dx

+
∫ 1

0

M∑
j=1

uj(t)ϕj(x)wh(x)dx= (f(t),wh(x)); ∀wh ∈Hh,∫ 1

0

m∑
k=1

vk(t)ψk(x)qh(x)dx=
∫ 1

0

m∑
j=1

u̇j(t)ϕj(x)qh(x)dx; ∀qh ∈Mh.

Choisissons wh(x) = ϕ̃i et qh(x) = ψl, alors :

m∑
k=1

vk(t)
∫ 1

0
1[0, 12 ](x)ψk(x)ϕ̃idx+

M∑
j=1

uj(t)a(ϕj , ϕ̃i) = (f(t), ϕ̃i); ∀ϕ̃i ∈Hh,

m∑
k=1

vk(t)
∫ 1

0
ψk(x)ψl(x)dx=

M∑
j=1

u̇j(t)
∫ 1

0
ϕj(x)ψl(x)dx; ∀ψl ∈Mh.

(2.50)

Définissons maintenant les matrices lieés aux opérateurs différentiels :
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B1ki =
∫ 1

0
1[0, 12 ]ψk(x)ϕ̃i(x)dx; 0≤ k ≤m, 0≤ i≤M,

B2lj =
∫ 1

0
1[0, 12 ]ϕj(x)ψl(x)dx; 0≤ l ≤m, 0≤ j ≤M,

Aij =
∫ 1

0
∂xϕj(x)ϕ̃i(x) +ϕj(x)ϕ̃i(x)dx; 0≤ i, j ≤M,

Clk =
∫ 1

0
ψk(x)ψl(x)dx; 0≤ l,k ≤m.

Introduisons PHh
: H −→Hh un projecteur au sens L2, et définissons F (t) =

PHh
f(t). Pour u0 ∈ Vh donné la forme matricielle du système (2.48) s’écrit :

Bt
1vh(t) +Auh(t) = F (t); ∀t ∈]0,1],

Cvh(t) =B2u̇h(t); ∀t ∈]0,1],

u(0) = u0.

(2.51)

L’approximation des éléments de la matrice B1 par de formule d’intégration

numérique ou par projection représente exactement les éléments de la matrice B2.

En effet, on peut écrire encore les éléments de B1 par :

B1ki =
∫ 1

0
1[0, 12 ]ψk(x)ϕ̃i(x)dx=

∫ 1

0
1[0, 12 ]ψk(x)PHh

ϕi(x)dx;

Ce qui donne :

Bt
1 = (B2PHh

)t =Bt et B2 =B2PHh
=B,

le système matricielle (2.51) devient :
Btvh(t) +Auh(t) = F (t); ∀t ∈]0,1],

Cvh(t) =Bu̇h(t); ∀t ∈]0,1],

u(0) = u0.

(2.52)

Remarque 2.6.2. Nous aurions pu utiliser une méthode décentrée (voir par exemple

[3]). L’espace Hh est alors défini avec des polynômes de degré 2, évidemment les

deux espaces Vh et Hh sont de même dimension finie.
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2.6.2 Schémas d’Euler implicite et explicite en temps

L’inconnue vh peut être éliminée ; on a vh(t) = C−1Bu̇h(t) et donc en notant :

M =BtC−1B,

ceci près que la matrice de masse M peut être singulière, où C est la matrice de

masse obtenue à l’aide de l’élément fini de Mh ; on a bien entendue que C est

une matrice inversible et B est la matrice construite à partir de Hh et Mh. La

condition de type inf -sup :

inf
wh 6=0

sup
uh 6=0

a(uh,wh)≥ δ > 0,

entre les deux espaces éléments finis assure que le problème (2.48) soit bien posé

pour cette semi-discrétisation.

En effet, pour wh fixé de norme L2 égale à 1, montrons l’existence de uh telle

que :

sup
uh 6=0

a(uh,wh)
|uh|1

≥ δ,

Posons u=
∫ x

0
wh(s)ds, |u|1 ≤ ‖wh‖L2(0,1) alors :

d’où, il existe h0 tel que l’inégalité est satisfaite pour h≤ h0.

Pour simplifier le système (2.52) et comme la matrice C est inversible, on

élimine vh on obtient :

BtC−1Bu̇h(t) +Auh(t) = F (t). (2.53)

Maintenant nous introduisons une discrétisation en temps. Pour cela définis-

sons : 

A−ij =
∫ 1

2

0
∂xϕj(x)ψi+ϕj(x)ψi(x)dx,

A+
ij =

∫ 1

1
2
∂xϕj(x)ψi+ϕj(x)ψi(x)dx; 1≤ i, j ≤M,

Bij =
∫ 1

0
PHh

ϕj(x)qi(x)dx; 1≤ i≤m, 1≤ j ≤M,

Cij =
∫ 1

2

0
qj(x)qi(x)dx; 1≤ i, j ≤m.

(2.54)
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Pour K fixé nous définissons ∆t= 1
K et la suite de temps tk = k∆t ; 0≤ k ≤K,

et pour u0
h donné, nous avons le schéma implicit d’Euler :

BtC−1Buk+1
h + ∆tAuk+1

h = ∆tF (tk+1) +BtC−1Bukh. (2.55)

Remarquons que BtC−1B+ δtA est inversible puisque c’est la somme d’une

matrice semi-définie positive et d’une matrice définie positive.

Le schéma explicite d’Euler s’écrit :

BtC−1Buk+1
h +A+uk+1

h = ∆tF−(tk) +BtC−1Bukh−∆tA−ukh+F+(tk+1), (2.56)

avec

F−(t) = PHh
1[0, 12 ](x)f(t,x), F+(t) = PHh

1[ 1
2 ,1](x)f(t,x).

2.6.3 Résultats numériques pour un exemple jouet

Nous terminons ce chapitre avec un exemple simple. Le second membre est

donné par : f(x,t) =

 (x−1/2)2t2 +x2; 0< x < 1/2,

x2; 1/2< x < 1,
; et la condition initiale

par u0(x) = x2 ; 0 < x < 1/2. Nous donnons une courbe de convergence pour le

problème (T) ( en fonction de dt sur la figure 2.1 en échelle lagarithmique ). La

ligne est de droite de référence correspondant au fonction dt, on observe donc un

phénomène de convergence linéaire présente par le schéma (2.56).
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Chapitre 2. Approximation d’un opérateur de type positif et problème
de transport perturbé

Figure 2.1 – Norme discrète L2 de l’erreur en fonction du pas dt par la méthode

d’Euler explicite.

Remarquons que d’autres conditions aux limites peuvent être traitées sur ∂Ω−.

52



Chapitre 3

Approximation réduite pour

l’opérateur en temps dans le cas

de problèmes paraboliques

53



Chapitre 3. Approximation réduite pour l’opérateur en temps dans le
cas de problèmes paraboliques

3.1 Introduction

Une méthode de masse singulière en espace est proposée pour traiter le cas d’un

opérateur parabolique dégénéré, c’est-à-dire le cas ou le coefficient de l’opérateur

différentiel en temps peut s’annuler. La méthode présentée est inspirée de la dy-

namique singulière introduite dans [12]. Nous considérons le cas unidimensionel

ou un coefficient s’annule sur un seul intervalle avec des conditions aux limites et

initiales triviales par soucis de simplicité. Des conditions initiales et aux limites

plus générales pouvent être traitées. Notons que le modèle que nous considérons

est utilisé en dynamique des populations dans le cas d’une dynamique lente-rapide

[9], ou pour des problèmes de modélisation de plantes en biologie [2]. Lorsque le

coefficient devant l’opérateur en temps s’annule, il est bien connu que cela pose des

problèmes d’oscillations dans un voisinage de la zone où il s’annule. On pourra

consulter, par exemple [7], [10] p. 115 où une méthode des moindres carrés est

utilisée pour résoudre un problème parabolique dégénéré.

3.2 Existence et unicité de solutions aux pro-

blèmes Pε

Il s’agit donc, pour f(x,t) =

 f1(x,t) 0< x < 1
2

f2(x) 1
2 < x < 1

régulière et u0 donnés, en

définissant Ω1 = (0, 1
2), Ω2 = (1

2 ,1) et Ω = Ω1∪Ω2, de calculer u solution de :

(Pε)


ε(x)∂tu(x,t)−∂2

x2u(x,t) = f(x,t) dans Ω× (0,T ),

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 1; t > 0,

(3.1)

où

ε(x) =

 1 0< x < 1
2 ,

ε 1
2 < x < 1.
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3.2 Existence et unicité de solutions aux problèmes Pε

Afin d’introduire le problème approché nous avons besoin d’utiliser une formu-

lation variationnelle du problème (Pε). Pour cela multiplions la première équation

par une fonction w(x), supposée une fois continûment dérivable et intégrons entre

x= 0 et x= 1. Nous obtenons :∫
Ω
ε(x)∂tu(x,t)w(x)dx−

∫
Ω
∂2
x2u(x,t)w(x)dx=

∫
Ω
f(x,t)w(x)dx. (3.2)

En intégrant par parties le seconde terme de (3.2) et en supposant w(0) =w(1) =

0, nous déduisons :∫
Ω
ε(x)∂tu(x,t)w(x)dx+

∫
Ω
∂xu(x,t)∂xw(x)dx=

∫
Ω
f(x,t)w(x)dx. (3.3)

En translatant u pour prendre en compte la condition en x= 1, cela revient à

modifier f . Donc nous pouvons considérer u ∈H1
0 (Ω) et nous ne changeons pas les

notations.

On adopte comme espace fonctionnel l’espace H1
0 (Ω) et nous définissons la

forme bilinéaire :

a(u(t),w) =
∫

Ω
∂xu(x,t)∂xw(x)dx, (3.4)

il est clair que la forme bilinéaire a est symétrique, continue et coercive sur H1
0 (Ω).

La semi-discrétisation de (3.3) est donc l’approximation variationnelle suivante :


d

dt

∫
Ω
ε(x)uh(t)wh(x)dx+a(uh(t),wh) =

∫
Ω
f(t)wh(x); ∀wh ∈ Vh,

uh(0) = u0
h.

(3.5)

On introduit une base ϕ1, ϕ2, ..., ϕN de l’espace Vh ⊂H1
0 (Ω) et on cherche la

fonction uh sous la forme :

uh(t) =
N∑
j=1

ujh(t)ϕj(x). (3.6)

Alors, en posant

u0
h =

N∑
j=1

ujh(0)ϕj(x); 1≤ j ≤N. (3.7)
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cas de problèmes paraboliques

Le problème (3.5) s’écrit :

N∑
j=1

∫
Ω
ε(x)ϕj(x)ϕi(x)dxdu

j
h

dt
(t)+

N∑
j=1

a(ϕj(x),ϕi(x))ujh(t) =
∫

Ω
f(t)ϕi(x)dx; 1≤ i≤N.

(3.8)

Introduisant la matrice de masse Kh définie par :

(Kh)ij =
∫

Ω
ε(x)ϕj(x)ϕi(x)dx; 1≤ i, j ≤N, (3.9)

et la matrice de rigidité Rh définie par :

(Rh)ij = a(ϕj(x),ϕi(x)); 1≤ i, j ≤N. (3.10)

L’approximation variationnelle (3.5) est équivalente au système linéaire d’équa-

tions différentielles ordinaires à coefficients constants :
Kh

duh
dt

(t) +Rhuh(t) = Fh(t); 0< t < T,

uh(0) = u0
h.

(3.11)

Le problème (3.11) est bien posé c’est-à-dire d’aprés la construction de l’espace

Vh, comme la matrice de masse est strictement diagonalement dominante on peut

vérifier que :

(uh,Khuh)≥ ch
N∑
j=1

u2
j ; c > 0. (3.12)

Donc la matrice de masse Kh est inversible. D’autre part la coercivité de la

forme bilinéaire a(u,v) entraîne le caractère défini positif de la matrice de rigidité

Rh, et donc son inversibilité. En effet, pour tout vecteur uh ∈ Vh, on a

(Rhuh,uh)≥ c|uh|21, (3.13)

où |.|1 désigne la semi-norme H1 :

|ϕ|21 =
∫ 1

0
ϕ′(x)2dx. (3.14)

De même, la symétrie de a(u,v) implique celle de Rh.
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3.2 Existence et unicité de solutions aux problèmes Pε

Si on introduit la nouvelle fonction :

ε(x) =

 1 sur Ω1,

0 sur Ω2,

on peut réécrire le problème (3.1) sous la forme :

(P0)



∂tu(x,t)−∂2
x2u(x,t) = f1(x,t) dans Ω1× (0,T ),

−∂2
x2u(x,t) = f2(x) dans Ω2× (0,T ),

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1
2 ,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 1; t > 0.

(3.15)

Nous voulons maintenant étudier l’existence et l’unicité de solutions au problème

(P0).

Notons :

b(u,w) : H1
0 (Ω)×L2(Ω1)−→ R,

la forme bilinéaire associée à l’opérateur de projection sur L2(Ω1) pour le produit

scalaire de L2 :

b(w,ϕ) =
∫

Ω1
w(x)ϕ(x)dx. (3.16)

Encore une fois, nous pouvons introduire un opérateur linéaire :

B

: H1
0 (Ω)−→ L2(Ω1)′,

∫
ΩBu(x)ϕ(x)dx=

∫
Ω1 u(x)ϕ(x)dx= b(u,ϕ); ∀ϕ ∈ L2(Ω1).

Comme nous le verrons, les propriétés de l’opérateur B sont fondamentales

dans l’étude du problème, nous caractériserons l’image de B notée Im(B), et son

noyau Ker(B). Le problème (3.15) se formule :

Trouver (u,v) ∈ C0(0,T,H1
0 (Ω))∩C1(0,T,L2(Ω))×C0(0,T,L2(Ω1)) vérifiant : (B∗v,w)H−1(Ω),H1

0 (Ω) +a(u(t),w) = (f(t),w)L2(Ω); ∀w ∈H1
0 (Ω),

(v,q)L2(Ω1) = (Bu̇(t), q)L2(Ω1); ∀q ∈ L2(Ω1).
(3.17)

57



Chapitre 3. Approximation réduite pour l’opérateur en temps dans le
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Lemme 3.2.1. L’opérateur B : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω1)′ associé à la forme bilinéaire

b(., .) est l’opérateur linaire continue de restriction à Ω1. Nous avons Ker(B) =

H1
0 (Ω2) et l’image de son adjoint est donnée par Im(B∗) = 0H1(Ω1) où l’indice 0

à gauche signifie que les fonctions s’annulent en l’extrémité gauche de l’intervalle.

En effet, B est un opérateur linéaire continu :

‖Bw‖L2(Ω1) ≤ sp|w|1, (3.18)

où sp est la constante de Poincaré pour 0H1(Ω1), et |w|1 est la semi-norme de

H1(Ω).

Lemme 3.2.2. Nous avons :

Ker(B∗) = {0}. (3.19)

De plus l’opérateur B∗ est inversible sur Im(B) = (Ker(B∗))⊥.

Preuve.

Montrons que ∀ϕ ∈ L2(Ω1), ϕ 6= 0 alors :

sup
w∈H1

0 (Ω)
b(w,ϕ)≥ c1‖ϕ‖L2(Ω1). (3.20)

Soit ϕ 6= 0 fixée dans L2(Ω1)⊂ L2(Ω), et comme H1
0 (Ω) est dense dans L2(Ω)

donc il existe une suite wn ∈H1
0 (Ω) telle que :

wn −→ ϕ dans L2(Ω),

implique :

‖wn‖L2(Ω) −→ ‖ϕ‖L2(Ω) = ‖ϕ‖L2(Ω1),

alors pour n suffisamment grand on a :

b(wn,ϕ) =
∫

Ω1
wn(x)ϕ(x)dx≥ ‖ϕ‖2L2(Ω1)− ε,
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3.2 Existence et unicité de solutions aux problèmes Pε

ce qui donne :

sup
w∈H1

0 (Ω)
b(w,ϕ)≥ ‖ϕ‖2L2(Ω1)− ε≥ c1‖ϕ‖L2(Ω1); ∀ϕ 6= 0. (3.21)

Cela montre que B∗ a une image fermée et est injectif. �

On peut donc écrire :

(Ker(B))⊥ = Im(B∗),

et

(Ker(B∗))⊥ = L2(Ω1).

Montrons que la formulation suivante est bien posée. (B∗Bu̇(t),w)H−1(Ω)×H1
0 (Ω) +a(u(t),w) = (f(t),w)L2(Ω); ∀w ∈ H1

0 (Ω),

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1
2 .

(3.22)

Celle-ci résulte de l’élimination de v dans (3.17). Plus précisement, de la

deuxième équation de (3.17) il vient :

v = Bu̇⊥(t).

Tout d’abord nous décomposons H1
0 (Ω) comme la somme directe suivante :

H1
0 (Ω) =Ker(B)⊕ (Ker(B))⊥ =Ker(B)⊕ Im(B∗),

ainsi tout élément peut se décomposer en somme de deux termes

uK ∈Ker(B), u⊥ ∈Ker(B)⊥

et

u(t) = uK(t) +u⊥(t),

uK(t) vérifie :

(B∗Bu̇⊥(t),wK)H−1(Ω)×H1
0 (Ω) +a(uK(t)+u⊥(t),wK) = (f(t),wK)L2(Ω); ∀wK ∈Ker(B).
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Nous avons :

a(uK(t),wK) = (f(t),wK)L2(Ω); ∀wK ∈Ker(B).

Le théorème de Lax-Milgram fournit l’existence et l’unicité de uK ∈Ker(B).

D’autre part l’existence de u⊥, revient à l’étude de l’existence et de l’unicité de

solutions pour un problème classique du type équation de la chaleur que nous

donnons dans la suite.

Lemme 3.2.3. L’opérateur B∗B est inversible sur (Ker(B))⊥.

Preuve.

Soit

v = Bu̇⊥(t) ∈ Im(B)⇒ v ∈ (Ker(B∗))⊥,

et d’aprés le lemme 3.2.2 on a que B∗ est inversible sur (Ker(B∗))⊥ ainsi B∗B

est inversible sur (Ker(B))⊥. �

Remarquons que (Ker(B))⊥ =0 H1(Ω1) où l’indice à gauche signifie que les

fonctions s’annulent que sur ∂Ω1∩∂Ω.

La première équation de (3.17) s’écrit :

(B∗Bu̇⊥(t),w)H−1(Ω)×H1(Ω) +a(u⊥(t),w) = (f(t),w)L2(Ω); ∀w ∈ (Ker(B))⊥.

Comme ∫
Ω2
∂xuK∂xwdx= 0; pour tout w ∈ (Ker(B))⊥,

le problème peut se récrire :
(B∗Bu̇⊥(t),w) +a(u⊥(t),w) = (f(t),w); ∀w ∈ 0H1(Ω1),

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1
2 ,

a(uK(t),w) = (f(t),w); ∀w ∈ H1
0 (Ω2),

(3.23)

Utilisant le lemme 3.2.2 et la coercitivité de a, utilisant les résultat classique

pour l’équation de la chaleur [1] nous avons existence et unicité de u⊥(t) et on peut
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3.3 Méthode mixte et technique de la matrice de masse singulière pour
les problèmes approchés

representer le problème (3.23) dans la décomposition précedente de H1
0 (Ω), de la

façons suivante :

u̇⊥(x,t)−∂2
x2u⊥(x,t) = f1(x,t) dans Ω1× (0,T ),

u⊥(x,0) = u0, dans Ω1,

−∂2
x2uK(x,t) = f2(x) dans Ω2× (0,T ),

uK(1
2 , t) = u⊥(1

2 , t), ∂xu⊥(x,t)|x= 1
2

= ∂xuK(1
2),

uK(0) = 0.

(3.24)

Ici nous rajoutons comme conditions aux limites la continuité des traces sur

l’interface {x= 1
2} pour avoir une solution dans H1

0 (Ω).

3.3 Méthode mixte et technique de la matrice

de masse singulière pour les problèmes ap-

prochés

Pour résoudre numériquement le problème (P0) par la technique de la matrice

de masse singulière, nous définissons une formulation du problème (P0) :

Trouver (u,v) ∈H1
0 (Ω)×L2(Ω1) vérifiant :

(v(t),w) +a(u(t),w) = (f(t),w); ∀w ∈H1
0 (Ω),

(v(t), q) = (∂tu(t), q); ∀q ∈ L2(Ω1),

u(x,0) = u0(x); 0< x < 1
2 ,

(3.25)

où a est la forme bilinéaire définie sur H1(Ω) par (3.4).

Le système des deux équations (3.25) est appelé formulation mixte du problème

(3.15).

Si u ∈ L2(0,T,H1
0 (Ω))∩H1(0,T,L2(Ω)) est solution de (3.15) alors

(u,v) ∈ L2(0,T,H1
0 (Ω))∩H1(0,T,L2(Ω))×L2(0,T,L2(Ω1))
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est la solution de la formulation mixte (3.25).

Prenons des approximations de u et v par des éléments finis différents. Autre-

ment dit, on fixe V h ⊂ V =H1
0 (Ω) pour l’approximation de u et on considère un

second espace éléments finisMh ⊂ L2(Ω1) destiné à approcher v. Dans ce qui suit,

nous notons u̇h pour ∂tuh, et (., .)Ωi
; 1≤ i≤ 2 le produit scalaire dans L2(Ωi) et

(., .)Ω le produit scalaire dans L2(Ω).

La méthode des éléments finis en espace sur la partie Ω1 utilise du P1 Lagrange,

sur la partie Ω2 utilise du P1 Lagrange plus les fonctions bulle (ϕ̃i), les fonctions

(ψj) sont P0 sur chaque élément. Divisons l’intervalle [0,1] en M parties égales, (M

étant un entier pair positif M = 2m), et posons h= 1
M , xi = ih avec i= 0, ..., 2m

et xi+ 1
2

= xi+ h
2 pour i=m, ..., 2m−1, on définit pour i= 1, ..., 2m les fonctions

suivantes :

ϕ1
i (x) =



x−xi−1
xi−xi−1

; si xi−1 ≤ x≤ xi,
x−xi+1
xi−xi+1

; si xi ≤ x≤ xi+1,

0 ailleurs,

et pour i=m,...,2m−1 les fonctions suivantes :

ϕ̃i(x) = ϕ∗
i+ 1

2
(x) =

 −
6
h2 (x−xi)(x−xi+1); si xi ≤ x≤ xi+1,

0 ailleurs,

On considère les espaces d’approximations :

Vh = {w ∈ C0(Ω) : w|[xi,xi+1] ∈ P1; 0≤ i≤M −1}, (3.26)

Mh = {w ∈ L2(Ω1) : w|[xi,xi+1] ∈ P0; 0≤ i≤m−1}, (3.27)

Hh = {w ∈ C0(Ω2) : w|[xi,xi+1] ∈ P2, w(xi) = 0; m≤ i≤M −1}. (3.28)
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Si nous posons maintenant : N = 3m, ϕ1 = ϕ1
1, ϕ2 = ϕ1

2,..., ϕm = ϕ1
m, ϕm+1 =

ϕ∗
m+ 1

2
, ϕm+2 =ϕ1

m+1, ..., ϕN =ϕ1
2m, alors les fonctions ϕ1, ..., ϕN appartiennent à

V et sont linéairement indépendentes. Nous les choisissons pour engendrer l’espace

V h que nous appelons espace d’approximation de type élément finis. Remarquons

tout d’abord, qu’ici la condition initiale u0
h ∈ Vh ⊂ H1

0 (Ω). Alors ϕ1, ϕ2, ..., ϕN

est une base de V h = Vh +Hh. Soit ψ1, ψ2, ..., ψm une base de Mh. Écrivons

maintenant le problème semi discretisé de (3.25) :

Trouver uh : Ω−→ V h, vh : Ω1 −→Mh tels que (vh,wh)Ω1 +a(uh,wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h,

(vh, qh)Ω1 = (u̇h, qh)Ω1 ; ∀qh ∈Mh.
(3.29)

De plus nous exigeons que uh(x,0) = u0
h(x) ; ∀x ∈ Ω1.

Proposition 3.3.1. Le problème (3.29) possède une et une seule solution :

(uh,vh) ∈H1(0,T,V h)×L2(0,T,Mh).

On écrit uh(t) ( resp. vh(t) ) dans la base (ϕj)j=1, ... N de V h ( resp. (ψk)k=1, ... m

deMh ) :

uh(t) =
M∑
j=1

ũjh(t)ϕ1
j(x) +

2m∑
j=m

˜̃ujh(t)ϕ̃j(x) =
N∑
j=1

ujh(t)ϕj(x), vh(t) =
m∑
k=1

vkh(t)ψk(x),

La formulation mixte discrète (3.29) est équivalente à :

∫
Ω1

m∑
k=1

vkh(t)ψk(x)wh(x)dx+
∫

Ω

N∑
j=1

ujh(t)∂xϕj(x)∂xwh(x)dx= (f(t),wh(x))Ω; ∀wh ∈ V h,

∫
Ω1

2m∑
k=1

vkh(t)ψk(x)qh(x)dx=
∫

Ω1

N∑
j=1

u̇jh(t)ϕj(x)qh(x)dx; ∀qh ∈Mh.

Choisissons wh = ϕi et qh = ψl, ce qui peut être réécrit sous la forme :

m∑
k=1

vkh(t)
∫

Ω1
ψk(x)ϕi(x)dx+

N∑
j=1

ujh(t)a(ϕj ,ϕi) = (f(t),ϕi(x))Ω; ∀ϕi ∈ V h,

m∑
k=1

vkh(t)
∫

Ω1
ψk(x)ψl(x)dx=

N∑
j=1

u̇jh(t)
∫

Ω1
ϕj(x)ψl(x)dx; ∀ψl ∈Mh.
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Ici encore nous pouvons construire les matrices de rigidité A et de masses B, C

dont les éléments sont donnés par :

Aij =
∫ 1

0
∂xϕj(x)∂xϕi(x)dx; 1≤ i, j ≤N,

Bkj =
∫ 1

2

0
ϕj(x)ψk(x)dx; 1≤ k ≤m, 1≤ j ≤N,

Ckl =
∫ 1

2

0
ψl(x)ψk(x)dx; 1≤ k, l ≤m.

Le système différentiel résultant de (3.29) sera alors : Btvh(t) +Auh(t) = F (t); ∀t ∈]0,T [,

Cvh(t) =Bu̇h(t); ∀t ∈]0,T [.
(3.30)

F (t) le N-vecteur de composantes F1(t), ..., FN (t) définies par :

Fi(t) =
∫ 1

0
f(t)ϕi(x)dx; 1≤ i≤N.

La condition initiale sera donnée par :

u0
h =

N∑
j=1

u0(xi)ϕj(x); 1≤ i≤m.

Décomposons l’espace d’approximation V h par :

V h =Ker(B)⊕ (Ker(B))⊥, (3.31)

où le noyau de B est représenté par l’ensemble :

Ker(B) = {w ∈ V h :
∫ xi

xi−1
ϕ̃iwdx= 0; m≤ i≤M}. (3.32)

Nous éliminons vh nous avons :

vh(t) = C−1Bu̇h(t). (3.33)

Injectant (3.33) dans la première équation, on obtient :
BtC−1Bu̇h(t) +Auh(t) =F (t),

vh(t) = C−1Bu̇h(t).
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Donc il suffit de résoudre le système différentiel ordinaire :

BtC−1Bu̇h(t) =−Auh(t) +F (t),

uh(0) = u0
h.

(3.34)

Pour résoudre (3.34) il faut décomposer l’espace V h comme au paragraphe

précédent.

3.3.1 Estimation d’erreur en norme L2

Auparavant, nous allons examiner l’erreur commise l’orsqu’on remplace le

problème (3.25) par le problème approché (3.29). Introduisons l’opérateur Πh ∈

L(V h,Mh) défini par :

∫
Ω

(Πhϕ−ϕ)qhdx=
∫

Ω1
(Πhϕ−ϕ)qhdx= 0; ∀qh ∈Mh. (3.35)

Il est clair que Πh est une projection, ainsi :

(vh, qh)Ω1 = (u̇h, qh)Ω1 = (Πhu̇h, qh)Ω1 ; ∀qh ∈Mh. (3.36)

L’équation vh = C−1Bu̇h(t) exprime vh =Πhu̇h qui représente la composante de

u̇h sur (Ker(B))⊥, ce que l’on sait aussi de la définition de Πh et (3.36) :

(vh− u̇h,wh)Ω1 = (vh,Πhwh)Ω1− (u̇h,wh)Ω1

= (u̇h,Πhwh)Ω1− (u̇h,wh)Ω1

= (u̇h,(Πh− I)wh)Ω1 . (3.37)

On commençe par donner des résultats techniques :
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Lemme 3.3.2. Soit uh la solution approchée du problème (3.29) et Πh l’opérateur

défini par (3.35), alors on a les estimations a priori suivantes : il existe C1 > 0 et

C2 > 0 indépendantes de h telles que :

‖Πhuh‖2L∞(0,T,L2(Ω1)) +‖uh‖2L2(0,T,H1(Ω)) ≤ C1(‖f‖2L2(0,T,L2(Ω)) +‖Πhu
0
h‖2L2(Ω1)),

(3.38)

‖u̇h‖L2(0,T,H1
0 (Ω)) ≤ C2(‖ḟ‖L2(0,T,L2(Ω)) +‖u0

h‖H1(Ω) +‖f(0)‖L2(Ω)). (3.39)

Preuve.

En effet, on obtient la majoration (3.38) à partir de l’équation :

(u̇h,Πhwh)Ω1 +a(uh,wh) = (f,wh)Ω; ∀wh ∈ V h. (3.40)

On prend wh = uh, le premier terme à gauche de l’équation (3.40) s’écrit :

(u̇h,Πhwh)Ω1 = (Πhu̇h,Πhuh)Ω1

= ( d
dt
Πhuh,Πhuh)Ω1

= 1
2
d

dt
(Πhuh,Πhuh)Ω1 . (3.41)

Ensuite, intégrant la formule (3.40) par rapport à t et appliquant l’inégalité de

Young nous obtenons (3.38).

Pour établir l’inégalité (3.39), on considère la formule suivante :

(Btvh,wh)Ω1 +a(uh,wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h. (3.42)

Nous utilisons la formule (3.33) on a :

(C−1Bu̇h,Bwh)Ω1 +a(uh,wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h. (3.43)

66



3.3 Méthode mixte et technique de la matrice de masse singulière pour
les problèmes approchés

Il est clair que la matrice C−1 est symétrique définie positive, utilisant la

factorisation de Cholesky C−1 = LtL et on dérive par rapport à t on obtient :

(LBüh,LBwh)Ω1 +a(u̇h,wh) = (ḟ(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h. (3.44)

On sait que uh(t) =
N∑
j=1

ujh(t)ϕj(x) et que l’on a la décomposition :

V h =Ker(B)⊕ (Ker(B))⊥.

Sur Ker(B), t est un paramètre et comme f est régulière uh aura la régularité

de f en temps. Ainsi

u̇h ∈ V h.

On choisit wh = u̇h :

(LBüh,LBu̇h)Ω1 +a(u̇h, u̇h) = (ḟ(t), u̇h)Ω,

en peut écrire encore :

1
2
d

dt
(LBu̇h,LBu̇h)Ω1 +a(u̇h, u̇h) = (ḟ(t), u̇h)Ω.

On intègre en temps de 0 à T :

∫ T

0

1
2
d

dt
‖LBu̇h‖2L2(Ω1)dt+

∫ T

0
a(u̇h, u̇h)dt=

∫ T

0

∫
Ω
ḟ(t)u̇hdxdt.

Appliquant l’inégalité de Young :

1
2‖LBu̇h‖

2
L2(Ω1)−

1
2‖LBu̇h(0)‖2L2(Ω1) +‖u̇h‖2L2(0,T,H1

0 (Ω))

≤ 1
2β ‖ḟ‖

2
L2(0,T,L2(Ω)) + β

2 ‖u̇h‖
2
L2(0,T,L2(Ω)).

L’inégalité de Poincaré fournit :

1
2‖LBu̇h‖

2
L2(Ω1) +(1− βCΩ

2 )‖u̇h‖2L2(0,T,H1
0 (Ω))≤

1
2β ‖ḟ‖

2
L2(0,T,L2(Ω)) + 1

2‖LBu̇h(0)‖2L2(Ω1).
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Comme les données sont régulières, on peut majorer

1
2‖LBu̇h(0)‖2L2(Ω1)

avec |u0
h|1 et f(0). �

Introduisons maintenant l’opérateur d’interpolation de Clément QVh
∈L(H1(Ω),Vh).

Nous avons le résultat suivant ( voir théorème 1 page 73 [7] ) :

Lemme 3.3.3. L’opérateur d’interpolation dans Vh est stable en norme H1, c’est-

à-dire :

∃c > 0, |QVh
ϕ|1 ≤ c|ϕ|1; ∀ϕ ∈H1

0 (Ω), (3.45)

et de plus satisfait :

∃c1 > 0, ‖(I−QVh
)ϕ‖H1(Ω) ≤ c1h‖ϕ‖H2(Ω), . (3.46)

Théorème 3.3.4. Soit u0 = 0, et la fonction u ∈ C1(0,T,H1
0 (Ω))∩L2(0,T,H2(Ω))

est solution du problème (3.15), uh ∈ V h son approximation et on suppose que f

est une fonction régulière, on a l’estimation d’erreur suivante : il existe C > 0

indépendante de h telle que :

‖u−uh‖L2(0,T,H1
0 (Ω))≤Ch(‖u‖L∞(0,T,H2(Ω)) +‖u̇h‖L2(0,T,H1(Ω)) +‖u̇‖L2(0,T,H1(Ω))).

(3.47)

Preuve.

Tout d’abord on considère les formules suivantes :

(vh,wh)Ω1 +a(uh,wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h, (3.48)

(u̇,wh)Ω1 +a(u,wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h, (3.49)

En soustrayant (3.49) à (3.48) :

(vh− u̇,wh)Ω1 +a(uh−u,wh) = 0; ∀wh ∈ V h.
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Soit encore

(u̇h− u̇+vh− u̇h,wh)Ω1 +a(uh−u,wh) = 0; ∀wh ∈ V h,

(u̇h− u̇,wh)Ω1 + (vh− u̇h,wh)Ω1 +a(uh−u,wh) = 0; ∀wh ∈ V h. (3.50)

Utilisant la formule (3.37) il vient

(u̇h− u̇,wh)Ω1 + (u̇h,(Πh− I)wh)Ω1 +a(uh−u,wh) = 0; ∀wh ∈ V h, (3.51)

donc

d

dt
(uh−u,wh)Ω1 +a(uh−u,wh) = (u̇h,(I−Πh)wh)Ω1 ; ∀wh ∈ V h, (3.52)

Introduisant maintenant ϕh ∈ V h arbitraire, la formule (3.52) s’écrit :

(u̇h− ϕ̇h,wh)Ω1 + (ϕ̇h− u̇,wh)Ω1 +a(uh−ϕh,wh) = a(u−ϕh,wh)

+(u̇h,(I−Πh)wh)Ω1 ,

on peut écrire aussi

(u̇h− ϕ̇h,wh)Ω1 +a(uh−ϕh,wh) = (u̇− ϕ̇h,wh)Ω1

+a(u−ϕh,wh) + (u̇h,(I−Πh)wh)Ω1 , (3.53)

On pose ϕh =QVh
u dans (3.53) on déduit pour tout wh ∈ V h l’équation d’erreur

suivante :

(u̇h−QVh
u̇,wh)Ω1 +a(uh−QVh

u,wh) = a(u−QVh
u,wh) + (u̇−QVh

u̇,wh)Ω1

+(u̇h,(I−Πh)wh)Ω1 .

Remarquant que :

(u̇−QVh
u̇,wh)Ω1 = d

dt
(u−QVh

u,wh)Ω1 , (3.54)
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et en utilisant que :

‖u−QVh
u‖L2(Ω) ≤ ch‖u‖H1(Ω),

alors nous avons :∫ T

0
(u̇−QVh

u̇,wh)Ω1dt=
∫ T

0
((I−QVh

)u̇,wh)Ω1dt

≤
∫ T

0
‖(I−QVh

)u̇‖L2(Ω1)‖wh‖L2(Ω1)dt

≤ Ch2‖u̇‖2L2(0,T,H1(Ω1)) +C0‖wh‖2L2(0,T,L2(Ω1)). (3.55)

En tenant compte de (3.55), choisissons wh = uh−QVh
u et intégrons par rapport

à t, on obtient :

|(uh−QVh
u)|2L∞(0,T,L2(Ω1))−|(uh−QVh

u)(0)|2L2(Ω1) +‖uh−QVh
u‖2L2(0,T,H1

0 (Ω))

≤ Ch2[‖u‖2L∞(0,T,H2(Ω)) +‖u̇‖2L2(0,T,H1(Ω1))]

+C1

∫ T

0
(u̇h,(I−Πh)(uh−QVh

u))dt. (3.56)

Utilisant la majoration :

|(I−Πh)ϕ|L2(Ω) ≤ ch|ϕ|H1(Ω), (voir [6]),

le deuxième terme à droite de la formule (3.56) devient :∫ T

0
(u̇h,(I−Πh)(uh−QVh

u))Ω1dt=
∫ T

0
((I−Πh)u̇h,(I−Πh)(uh−QVh

u))Ω1dt

≤ Ch2‖u̇h‖2L2(0,T,H1(Ω1)).

Dans (3.56) on choisit uh(0) =Qhu(0) et utilisant la stabilité en semi-norme

H1 de QVh
et la majoration précédente, on obtient :

‖QVh
u−uh‖2L∞(0,T,L2(Ω1)) +‖uh−QVh

u‖2L2(0,T,H1(Ω))
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≤ Ch2[‖u‖2L∞(0,T,H2(Ω)) +‖u̇h‖2L2(0,T,H1(Ω1)) +‖u̇‖2L2(0,T,H1(Ω1))].

En majorant :

‖uh−u‖2L2(0,T,H1
0 (Ω)) ≤ ‖QVh

u−uh‖2L2(0,T,H1
0 (Ω)) +‖QVh

u−u‖2L2(0,T,H1
0 (Ω)),

on a l’estimation. �

Remarque 3.3.5. On considère maintenant les formules suivantes : (B∗vh(t),wh)Ω1 +a(u(t),wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h,

(vh(t),wh)Ω1 +a(uh(t),wh) = (f(t),wh)Ω; ∀wh ∈ V h.

Choisissons wh ∈ V h∩ 0H1(Ω2), on a

a(u(t),wh) = a(uh(t),wh) = (f(t),wh)Ω2 . (3.57)

C’est un problème elliptique classique où f est un paramètre. En utilisant la

technique d’Aubin-Nitche [1] on en déduit que pour t fixé

‖u(t)−uh(t)‖L2(Ω2) ≤ Ch2‖u(t)‖H2(Ω2). (3.58)

3.3.2 Méthode d’Euler implicite et explicite

On utilise une méthode de différences finies en temps pour résoudre le système

d’équations différentielles ordinaires (3.34)). Pour simplifier les notations, nous

réécrivons le système (3.34) sans mentionner la dépendance spatiale en h BtC−1Bu̇(t) +Au(t) = F (t); ∀t ∈]0,T ],

u(0) = u0,
(3.59)

où on suppose que F (t) est continue sur [0,T ]. On découpe l’intervalle de temps

[0,T ] en K pas de temps tk = kδt ; 0≤ k≤K. Pour u0 donné, on propose le schéma

implicite :

BtC−1Buk+1 + δtAuk+1 = δtF (tk+1) +BtC−1Buk. (3.60)
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La matrice BtC−1B+ δtA est inversible car somme d’une matrice semi-définie

positive et d’une matrice définie positive. Nous décomposons la matrice A en

A= A−+A+ avec A− =
∫ 1
0 ∂xϕi(x)∂xϕj(x)dx calculé sur (Ker(B))⊥ et A+ c’est

le calcul sur Ker(B), alors le schéma explicite d’Euler s’écrit :

(BtC−1B+ δtA+)uk+1 = δtF−(tk) +BtC−1Buk− δtA−uk + δtF+(tk+1). (3.61)

F−(tk) = PHh
1[0, 12 ]f(x,tk) ; F+(tk+1) = PHh

1[ 1
2 ,1]f(x,tk+1)

Nous illustrons la théorie précédente en montrant un exemple simple, utilisant

des maillages avec des fonctions bulles sur Ω2. Le problème est l’équation de la

chaleur sur le domaine Ω. Le second membre et la condition de Dirichlet sont

choisis de façon que la solution exacte soit : u(x,t) = (x−1/2)3t2 +x3, si 0≤ x≤ 1
2

et u(x,t) = x3, si 1
2 ≤ x≤ 1.

Nous avons calculé la solution sur un maillage régulier sur [0,1] avec des

fonctions bulles sur [1
2 ,1], comportant des pas h= 1

2m et δt= 1
K avec m= 100, et

K = 100.

Figure 3.1 – La solution approchée

Les figures 2.2-2.3 présentent respectivements les erreurs en norme L2 par la

méthode d’Euler implicite et explicite en fonction de h et en fonction δt, en échelle

log− log. On observe bien une pente pratiquement égale à 2 en espace et égale à 1

en temps.
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Figure 3.2 – Erreurs en norme L2 par la méthode d’Euler implicite en fonction

de h, en échelle log− log.

Figure 3.3 – Erreurs en norme L2 par la méthode d’Euler implicite en fonction

δt, en échelle log− log.
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Figure 3.4 – Erreurs en norme L2 par la méthode d’Euler explicite en fonction de

h, en échelle log− log.

Figure 3.5 – Erreurs en norme L2 par la méthode d’Euler explicite en fonction δt,

en échelle log− log.
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Remarque 3.3.6. La méthode présentée peut se généraliser aux problèmes en

dimension supérieur en espace. Les fonctions bulles seront les fonctions bulles

associées à chaque triangle ou quadrangle du domaine Ω1.

3.4 Méthode du second membre modifié

Dans cette section, on présente une méthode pour résoudre le problème ( P0)

dans le cas où la recherche de la solution statique dans le noyau n’intérvient pas. En

effet, cette méthode proposée ( voir [4] ) est basée sur la formulation variationnelle

du problème ( P0) dans laquelle la quantitée différentielle 1[ 1
2 ,1](x)∂tu(x,t) n’est

pas éliminée dans la partie Ω2 mais rajoutée au seconde membre de la première

équation de (3.25) dans le problème ( P0), ce qui revient à écrire :
∂tu(x,t)−∂2

xu(x,t) = f(x,t) + 1[ 1
2 ,1](x)∂tu(x,t) dans Ω× (0,T ),

u(x,0) = u0(x) dans Ω

u(0, t) = 0, u(1, t) = 1; t > 0

(3.62)

La formulation variationnelle associée à ce problème est alors : trouver u ∈

C1((0,1); L2(Ω))∪C0((0,1);H1
0 (Ω)), tel que u(0,x) = u0(x) et pour toute fonction

v ∈H1
0 (Ω),

d

dt

∫
Ω
u(t)vdx+

∫
Ω
∂xu(t)∂xvdx=

∫
Ω
f(t)vdx+ d

dt

∫
Ω2
u(t)vdx. (3.63)

En pratique, on construit une suite de champs un selon le procédé suivant : u0

étant fixé, chercher un+1 tel que :∫
Ω
∂tun+1vdx+

∫
Ω
∂xun+1∂xvdx=

∫
Ω
fvdx+

∫
Ω2
∂tunvdx. (3.64)

On cherche maintenant à obtenir des estimation a priori sur un+1−u de telle

sorte à pouvoir passer à la limite n→∞, c’est l’objet du théorème suivant :

Théorème 3.4.1. La suite (un) converge vers u dans H1
0 (Ω).

75



Chapitre 3. Approximation réduite pour l’opérateur en temps dans le
cas de problèmes paraboliques

Preuve.

On fait la différence entre la relation de récurrence (3.64) et la formulation

variationnelle (3.63), et l’on prend en+1 = un+1−u et v = ėn+1, pour obtenir
∫

Ω
ėn+1ėn+1dx+

∫
Ω
∂xen+1∂xėn+1dx=

∫
Ω2
ėnėn+1dx

≤ 1
2‖ėn‖

2
L2(Ω) + 1

2‖ėn+1‖2L2(Ω).

(3.65)

La formule (3.65) donne :

1
2‖ėn+1‖2L2(0,T,L2(Ω)) ≤

1
2‖ėn‖

2
L2(0,T,L2(Ω)).

Dont on déduit que ‖ėn+1‖L2(0,T,L2(Ω)) est décroissant, et donc converge vers

un réel positif ou nul.

D’autre part, on pose v = en+1, on obtient alors ( par Cauchy Schwarz et

l’inégalité de Poincaré) :

1
2
d

dt

∫
Ω
|en+1|2dx+

∫
Ω
|∂xen+1|2dx=

∫
Ω2
ėnen+1dx

≤ ‖ėn‖L2(Ω)‖en+1‖L2(Ω)

≤
√
C‖ėn‖L2(Ω)‖∂xen+1‖L2(Ω)

≤ C

2 ‖ėn‖
2
L2(Ω) + 1

2‖∂xen+1‖2L2(Ω), (3.66)

d’où, ∀t ∈ [0,T ] :
∫

Ω
|en+1|2dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∂xen+1|2dxdt≤ C

∫ t

0
‖ėn‖2L2(Ω)dt.

On en déduit que la suite en est bornée en norme L∞(0,T,L2(Ω)) et L2(0,T,H1
0 (Ω)).

Ceci permet d’extraire une sous suite de la suite en que nous notons encore en qui
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converge faiblement étoile dans L∞(0,T,L2(Ω)) et faiblement dans L2(0,T,H1
0 (Ω)).

De l’injection compacte de L2(0,T,H1
0 (Ω)) dans L2(0,T,L2(Ω)), nous déduisons :

0≤ 1
2‖en+1‖2L∞(0,T,H1

0 (Ω))≤
1
2‖ėn‖

2
L2(0,T,L2(Ω))−

1
2‖ėn+1‖2L2(0,T,L2(Ω))−→ 0 quand n→∞.

En fait c’est toute la suite qui converge, puisque nous pouvons passer à la limite

(3.64) et que nous avons unicité des solutions du problème (3.62). �

Sur la formulation variationnelle (3.63), nous appliquons la méthode des élé-

ments finis de Lagrange de degré 1 en espace et un schéma classique en temps, le

schéma d’Euler implicite. On définit le pas de temps δt et on approche u((n−1)δt)

( resp u(nδt) ) par un−1 ( resp un ). Les solutions u((n−1)δt), u(nδt) aux pas de

temps (n−1)δt et nδt étant données, on trouve un+1 grâce à l’équation :

un+1−un
δt

−∂2
x2un+1 = fn+1 + 1[ 1

2 ,1](x)un−un−1
δt

, (3.67)

où fn+1 est le terme source au pas de temps (n+ 1)δt. Ici la dérivée en temps

au seconde membre est explicite. On peut avoir une forme implicite qui est non

linéaire et demande une méthode itérative. Pour n fixé et u0
n+1 = un+1 calculé par

l’équation (3.67), si ukn+1 est connu ; calculer uk+1
n+1 la solution de :

uk+1
n+1−un
δt

−∂2
x2u

k+1
n+1 = fn+1 + 1[ 1

2 ,1](x)u
k
n+1−un
δt

. (3.68)

On choisis un exemple simple avec une solution exacte u(x,t) = x(x− 1
2)t2 +x3

si 0≤ x≤ 1
2 , u(x,t) = x3 si 1

2 ≤ x≤ 1 qui vérifie bien les conditions de Dirichlet.

Nous avons pris h = 5.10−3 et δt = 10−4. Les figures 2.4(a)- 2.4(b) représentent

respectivement les erreurs en norme L∞ par la méthode du second membre modifié

des problèmes (3.67), (3.68) et la figure 2.5 représente aussi l’erreurs en norme L∞

mais par la méthode de masse singulière. On observe que la vitesse de convergence

de la méthode du second membre modifié est plus faible que ce qui est prédit dans

le cas de la méthode de masse singulière.
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Figure 3.6 – Erreurs en norme L∞ la méthode d’Euler explicite avec une second

membre modifié.

Figure 3.7 – Erreurs en norme L∞ la méthode d’Euler implicite avec une second

membre modifié.
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Figure 3.8 – Erreurs en norme L∞ par la méthode d’Euler implicite avec une

matrice de masse singulière, avec h= 5.10−3, δt= 10−4 et h2ln(h) = 1.2×10−4.
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Chapitre 3. Approximation réduite pour l’opérateur en temps dans le
cas de problèmes paraboliques
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