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Résumé(Arabe)



Résumé

Le but de cette these est 'étude des équations aux dérivées partielles
fractionnaires et des systémes différentiels non linéaires fractionnaires.

Dans un premier temps, on établit un principe du maximum appro-
prié pour un type d’équations aux dérivées partielles fractionnaires & ’aide
duquel on prouve 'unicité de la solution et sa dépendance continue par
rapport aux données du probléme. D’autre part, on utilise la méthode de
séparation des variables pour montrer ’existence de la solution.

Puis dans un deuxiéme temps, on considére un systéme d’équations
différentielles fractionnaires non linéaires a multi-ordres et avec retards va-
riables, et sous certaines conditions, on établit 'existence et I'unicité de
la solution en se basant sur le principe de contraction. Enfin, on étudie la
stabilité de la solution par rapport a la condition initiale et 1'ordre de la
dérivation.

Mots clés : Dérivée fractionnaire de Caputo, principe du maximum,
équation aux dérivées partielles fractionnaires, principe de contraction, sys-
téme différentiel fractionnaire, stabilité.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of a class of fractional partial diffe-
rential equations and the nonlinear fractional differential systems.

Firstly, an appropriate maximum principle for a class of fractional par-
tial differential equations is istablished. It is used to prove the uniqueness
and the continuous dependence of the solution on problem data. To show
the existence of the solution the method of the variable separation is used.

Secondly, we consider a system of nonlinear functional differential equa-
tion with fractional multi-order. Under certain appropriate conditions we
establish the existence and uniqueness of the solution by application of the
contraction principle. Finally, the stability of the solution with respect to
the order of derivation and the initial condition is obtained.

Keywords : Caputo fractional derivative, maximum principle, partial
differential equation, contraction principle, fractional differential system,
stability.



Introduction générale

Le calcul fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
ordinaire. Il a des applications importantes non seulement en mathéma-
tiques pures, mais également intéresse de vaste domaines des sciences de
I'ingénieur. En particulier, les équations différentielles et aux dérivées par-
tielles fractionnaires sont de plus en plus utilisées pour la modélisation des
problémes dans la physique, dans la chimie et d’autres domaines d’applica-
tions.

L’un des outils les plus utiles et les plus connus et utilisés dans 1’étude
des équations différentielles et aux dérivées partielles est le principe du
maximum. Ce dernier nous permet d’obtenir des informations sur les solu-
tions d’équations aux dérivées partielles sans aucune connaissance explicite
des solutions elles mémes.

Le principe de I'application contractante est 1'un des rares théorémes
constructifs de I'analyse mathématiques. Il constitue un outil de grande im-
portance vue I’étendue de son champs d’applications & priori, dans 1’étude
des équations non linéaires qui jouent un role crucial aussi bien en mathé-
matiques qu’en sciences appliquées. Le principe est le théoréme du point
fixe de Banach ou celui de Picard qui assure 'existence d’un unique point
fixe pour une application contractante d’un espace métrique complet dans
lui méme. Ce concept a été prouvé en premier lieu par Banach en 1922
puis développé par plusieurs mathématiciens parmi lesquels nous citons
Schauder en 1930 ainsi que Krasnoselskii en 1955.

Cette thése a pour objet I’étude d’une équation aux dérivées partielles
et un systéme d’équations différentielles non linéaires a multi-ordres frac-
tionnaires avec retards. Elle contient quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on donne quelques notions préliminaires es-
sentielles ainsi que les théorémes du point fixe. Le chapitre 2 contient les
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définitions de différentes dérivées fractionnaires ainsi que leurs propriétés.
Ces deux chapitres ont été nécessaires pour comprendre le reste de ce tra-
vail. Dans le troisiéme chapitre on établit un principe du maximum pour
I’équation aux dérivées partielles fractionnaires

Owu (x,t) + p°Dgs yu (w,t) = f (x,t, u, Du, D2u) )

On utilise ce principe pour étudier I’équation d’advection-dispersion
avec une dérivée temporelle fractionnaire de Caputo afin de répendre aux
questions d’unicité de la solution et sa dépendance continue par rapport
aux données du probléme associé. Pour ’existence on utilise la méthode de
séparation des variables.

Le dernier chapitre est consacré a ’étude du systéeme différentiel non
linéaire fractionnaire avec multi-ordres oo = (v, ..., «v,) de la forme

j=1

z(t) =@ () = (¢ (t) ¢, (1), t€[=7,0]

ot “Dy} est la dérivée fractionnaire & gauche de Caputo d’ordre o; €
(0,1), pouri =1,...,n. fi; : RT xR?* — R sont continues pour i, j =1, ..., n.
7; : Rt — R. Pour ce probléme on établit l'existence et l'unicité de la
solution en appliquant le principe de contraction. D’autre part, on prouve
la stabilité de cette solution par rapport a la condition initiale et I’ordre de
la dérivation.
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Chapitre 1

Rappels et notions
fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théorémes fon-
damentaux que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 Espaces Fonctionnels

Espace L?

En mathématiques, les espaces LP sont des espaces de fonctions dont
la puissance p-ieme de la fonction est intégrable, au sens de Lebesgue.
Les espaces LP sont trés utilisés en analyse (et particuliérement en analyse
fonctionnelle).

Définition 1.1.1 [15] Soit Q = (a,b) (=00 < a < b < +00) un intervalle
borné ou non borné de R. Pour 1 < p < oo, on définit l’espace LT comme
suit :

1- pour 1 < p < oo, LY (Q) est l’espace de classe ( de fonctions mesu-
rables ) de puissance Pintégrables sur ) i.e.

ferP @) :>/]f(t)|pdt < . (1.1)

1

1£1l, = <f; lf @) dt)E est une norme sur LP ().

1



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

7 (Q), ||.||p) est un Banach.
En particulier, si p = 2 alors

f /det < o0, f (classe de fonctions mesurables) a carré

L*(Q) = J

intégrable sur €.
(L2 (Q); (., .) ;2 (Q)) est un Hilbert ; ou (., D r2(o) €st le produit scalaire

2 9) ey /f Vit Vfge I2(Q). (1.2)

2- Pour p = 0o, L™ (Q) est l’espace des fonction essentiellement bornée
sur €.

Remarque 1.1.1 e En général, si p # q, on a ni LP inclus dans L9, ni
LY inclus dans LP. Cependant si la mesure est finie (comme en probabilités
par exemple), alors pour p < q, L9 est inclus dans LP.

e Pourl < p < 400, l'espace dual de LP est LY ou q est défini de facon
que ]lj + é =1.

Définition 1.1.2 f est dite essentiellement bornée sur Q) sil 3 M > 0
telle que sauf peut étre sur un ensemble de mesure nul |f (t)| < M NVt € Q.

I = esssup |f ()] = inf (M = 051 (O] < Mopp sur @}, (13)

(L= (), ].l) est un Banach.

Espace AC"

Définition 1.1.3 [15] Soit Q = (a,b), un intervalle borné de R, alors l’es-
pace des fonctions absoliment continues noté AC (Q) est définie comme
’espace des primitives des fonctions L' (Q) i.e. si f : Q — C , alors f est
dérivable presque partout sur Q avec f' € L* (Q) et l'on a

fer@)¢¢f@:fmyﬁ/f@ms¢eQ (1.4)

Pour n € N*, on définit AC™ (Q) comme l'espace des fonctions f
— C (n—1) fois dérivables sur Q telles que f"=9 € AC (Q) i.e.

2



1.2. TRANSFORMEE DE FOURIER ET TRANSFORMEE DE
LAPLACE

ACT (Q) = {f:Q—C et fD (1) € AC (Q)}.

Le lemme suivant nous donne une propriété caractéristique de ’espace

AT (9).

Lemme 1.1.1 [15] Une fonction f € AC™(Q), si et seulement si elle
s’écrit sous la forme

1 w1 o 20 (a) _
Gy [ e s S o e

f(t) =

a

(1.5)

1.2 Transformée de Fourier et transformée
de Laplace

Transformée de Fourier

En analyse, la transformée de Fourier est un analogue de la théorie des
séries de Fourier pour les fonctions non périodiques.

Définition 1.2.1 [15]Soit f une fonction de L' (R) a valeurs complexes.
On appelle transformée de Fourier de f la fonction de la variable t € R,
notée F [ définie par

+o0

Ff(t):= / et f(x) dr ,teR. (1.6)

—0o0

On appelle transformée de Fourier inverse de f la fonction de la variable
xr € R, notée F~Lf , donnée par

+00
F () = 5 / e f() dt wER (17)

Les intégrales (1.6) et (1.7) convergent pour les fonctions f € L* (R).



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Théoréme 1.2.1 (théoréme d’inversion) [28]
Si f et F f sont dans L' (R) ,alors presque partout on a

FH=F (1.8)

en plus , F~Lf est continue et nulle & l'infini.

Proposition 1.2.1 [15] Soit f € C" (R) N L' (R), si pour k =0,...n , les
dérivées f*) sont dans L' (R), alors pour k =0, ...n,

Fr® () = (=it)" Ff(t). (1.9)

Théoréme 1.2.2 [28] Lorsque f € L' (R), la transformée de Fourier Ff
appartient a Cy ( Uespace des fonctions continues sur R, nulles & l'infini)
et

1F Flloo < W1y - (1.10)

Définition 1.2.2 Soient f, g : R — C. On définit sous réserve d’existence
lopérateur de convolution de Fourier par

(fx9)( /f g(t—s) ds ,teR, (1.11)

la fonction f * g est appelée convoluée de f et g. Elle existe notamment
lorsque

o fetge L' (R), alors fxg e L' (R).
e f € L' (R) et g bornée.

La bornétude du produit de convolution dans I’espace L” (R) est donnée
par le théoréeme de Young suivant :

Théoréme 1.2.3 [15] Si f € L' (R) et g € L? (R), alors

(fxg) (@) e L’(R) (1<p<oo)

et on a

1S gll, < I1f1l; - llgll,
en particulier, si f € L' (R) et g € L* (R), alors

4



1.2. TRANSFORMEE DE FOURIER ET TRANSFORMEE DE
LAPLACE

(f*g)(t) € L*(R) et |[f =glly < IfIly - llgll,

Si f € L?*(R) et g € L*>(R), alors le produit de convolution (f * g) (t)
est continu, borné et nul a 'infin.

La tansformée de Fourier du produit de convolution est donnée par le
théoréeme de convolution suivant :

Théoréme 1.2.4 (de convolution) [15]
Dans L' (R), la transformée de Fourier d’un produit de convolution est
égale au produit des transformées de Fourier

F(fxg)(t)=Ff(t).Fg(t). (1.12)
Preuve.
f(f*g)(t)z/em /f(:c—y) 9(y) dy| dx.
Posons

r—y=setdr=ds.

“+oo +oo

F (fxg)(t) = / f(s) gly) €™ ds dy
_—iooo_oo +o0o

- / e f(s) ds / g(y)e™ dy

= Fr) . Fgt),
ce qui établit le théoréme. m

Théoréme 1.2.5 [28] Si f € L' (R) et si Ff (t) =0 pour tout t € R , la
fonction f est nulle presque partout.

5



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Preuve. Puisque Ff = 0, on déduit que Ff € L' et le résultat provient
du théoréme d’inversion précédent. m

Tranformée de Laplace

La transformée de Laplace intervient dans la résolution d’équations et
des systémes différentiels et tout particulierement aujourd’hui en électricité,
électronique, théorie de la chaleur, théorie du signal, ...

Définition 1.2.3 [15] La transformée de Laplace d’une fonction f de la
variable réelle t € RY est définie par :

o0

Lf(s):= / e f(t) dt ,seC, (1.13)
0
f(t) est appelée loriginale de Lf (s).
La transformée de Laplace d’une fonction n’existe que si l'intégrale (1.13)
est convergente, pour cela l’originale doit étre d’ordre exponentiel a , c’est-
a-dire qu’il existe M > 0 et a tels que

If )| <M e,  pourt>T. (1.14)

Dans ce cas la transformée de Laplace existe pour Re (s) > a.
L’originale f (t) peut étre reconstituée o l’aide de la transformée de La-
place inverse

c+100

1

2me
c—100

LHLE) (@) : e Lf(s) ds ,c>a. (1.15)

Exemple 1.2.1 1. £[1] =1,
2. Llexp (—at)] = @
3. L[t] = Siz Pour le démontrer il suffit d’effectuer une intégration par

partie

“+oo

I 1 1
/te‘“dt _0+—/ e dt = .

S S
0

0

4. L[t"] = £+, (par récurrence).

Proposition 1.2.2 La transformée de Laplace est linéaire.



1.3. FONCTIONS SPECIALES

Définition 1.2.4 Lorsque le produit f(t — s) g (s) est intégrable sur tout
intervalle [0,t] de RT, le produit de convolution de f et g au sens de la
transformation de Laplace, est la fonction f x g définie par :

(Fea) )= [ Flt=5) g0 ds (1.16)

Théoréme 1.2.6 [15] Si les transformées de Laplace de f et g existent,
alors la transformée de Laplace du produit de convolution est donnée par :

L(fxg)(s)=Lf(s)  Lg(s). (1.17)

Proposition 1.2.3 [15] La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre
n € N* de la fonction [ est donnée par :

L(f™)(s)=5s"Lf(s)— S s"ThL FR (01) (1.18)
k=0
L(f™)(s)=s"Lf(s)— i st f R (o) (1.19)

sous I’hypothése d’existence des intégrales correspondantes.

1.3 Fonctions spéciales

Fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe, consi-
dérée également comme une fonction spéciale. On prolonge la fonction fac-
torielle & I’ensemble des nombres complexes ;

Définition 1.3.1 [15] Pour z € C tel que Re (z) > 0, on définit la fonction
sutvante, appelée fonction Gamma, et notée par I :

+oo

I'(z) = / et dt. (1.20)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la
partie réelle est strictement positive.

7



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Lemme 1.3.1 [15] La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1) Pour Re(z) > 0,

I'z+1)=2T(2), (1.21)
comme en particulier I' (1) = 1,on en déduit : Yn € N T (n+ 1) = n!

2) On peut également représenter ' (z) par la limite ;

, n! n?
I'(z)= nEIEOOZ TR Re (z) > 0. (1.22)

3)La fontion I (2) est analytique dans C \ Z~.

Remarque 1.3.1 eLa fonction I' posséde un pole d’ordre 1 en z = —n
pour tout entier naturel n. Le résidu de la fonction en ce pole est donné
par :

(="

n!

res (I',—n) =

e La fonction T est indéfiniment dérivable sur R . Sa dérivée est 1" (z) =

I'(z) ¥ (2).
Plus généralement, sa dérivée p — iéme posséde l’expression intégrale
sutvante :

Définition 1.3.2 [15] La formule du binéme généralisée <a> pour a € C
n

et n € N est donnée par :

(a)zl}(a)za(a—l)...(a—n—i—l)7 - (1.23)

n!

En particulier, pour « =m € N, on a

(ZL) - n,(mL'_n)' . m>n, (1.24)

cette formule peut étre exprimée en terme de la fonction Gamma pour
a ¢ 7, comme suit :



1.3. FONCTIONS SPECIALES

e} I'(a+1) B
B Y-/ . 1.2
(n) n! T(a—n+1) ’ acCa¢Z, ,neN (1.25)

Fonction Béta

Définition 1.3.3 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie
par

B (z,w) = / b (1-t)"""dt , Re(z)>0, Re(w) >0. (1.26)

La fonction Béta a été étudiée par Euler et Legendre. Elle est liée a la
fonction Gamma par la relation suivante :

Définition 1.3.4

B (z,w) = % , Re(z) >0, Re(w)>0. (1.27)

Fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler, notée E, g qui tient son nom du mathé-
maticien Gosta Mittag-Leffler, est une fonction spéciale, c’est -a-dire qui
ne peut étre calculée a partir d’équation rationnelle, qui s’applique dans le
plan complexe et dépend de deux parameétres « et 3.

Définition 1.3.5 [15] Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E, (z) est
définie comme suit :
oo k

E.(z) = § m ,a >0, (1.28)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, 5 (2) comme suit :

Eaﬁ(Z):;m ,OK>O,6>O. (129)



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.3.1 Pour des valeurs spéciales de o et B on a

e —1
E1 (Z) = El,l (Z) =¢ef s ELQ (Z) = .

z

Quelques propriétés des fonctions de Mittag-Leffler, dont on utilise dans
I’analyse des équations différentilles fractionnaires sont formulées dans le
théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1 La fonction de Mittag-Leffler posséde les propriétés sui-
vantes :

1. C’est une fonction entiére.

2. Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée vérifie

1
/ O By (o) df = —— (1.30)

1—2
0

3.La dérivée d’ordre n € N de la fonction de Mittag-Leffler est donnée
par :

dn
T (2P Eapg (A2®) = 2P "By, (A2%), neN; A€ C. (1.31)

4. La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :
ak+B-1 (k) o k! so=B 1
L [z E® (+az )} () = e Re(s) > |al*,  (1.32)

«, (Sa .

ok K
ot E(gzg () = di;_kEa»ﬁ (x).
5. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler :

/ Eop (M) 177 dt = 27 B, iy (A27). (1.33)
0
Cette relation est un cas particulier de l’égalité :

1 z
W/ (2 = 7" Bap (M%) 970 dt = 27 Bupy (A2%), (134)
0

B>0,u>0.

10



1.4. CONTINUITE ABSOLUE DE L’INTEGRALE DE LEBESGUE

1.4 Continuité absolue de l’'intégrale de Le-
besgue

Théoréme 1.4.1 Si f (t) est une fonction intégrable au sens de Lebesgue(sommable)
sur ’ensemble B, alors pour tout 6 > 0 il existe ¢g > 0 tel que

[ au] <s

pour tout ensemble mesurable e C B tel que p(e) < €.

Preuve. voir [17]. =

1.5 Opérateurs et semigroupes

Une propriété concernant les opérateurs linéaires bornés est donnée par
le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.1 [35] Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de
Banach E dans E. Supposons que

1T — Al < 1. (1.35)

Alors A posséde un inverse linéaire borné A~' donné par la serie de
Neumann i.e.

At (@)= lim (I+(I-A*+.+I-A")(x) ,z€F,

n—-+o0o

+o0

A (@) =) (I-A)". (1.36)

n=0

Définition 1.5.1 Soit E un espace de Banach. Un semigroupe d’opérateurs
linéaires bornés sur E est une famille qu’on note (S (t)),5, d’éléments de
B (E) (Iespace de tous les opérateurs linéaires bornés sur E) tels que

{ S(s+71)=58(s)oS(r), Vs, 7 >0,

ot I désigne l'opérateur identité i.e. Ig (f) = f.

11



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Définition 1.5.2 Un semigroupe (S (t)),5, sur E dit fortement continu si
pour f € E on a

lim |5 (t) f = S|l =o. (1.37)
t—
un semigroupe fortement continu sera appelé Cy — semigroupe.

Définition 1.5.3 Soit E un espace de Banach. A est un opérateur linéaire
borné sur E, alors

exp(A):Z % o, A"=Ao..0oA , (n fois),
neN '

on peut dire que
(1) exp (A) est bien défini
)
lexp (t A)|| <exp [t] [ Al vt € R.

(3)
d
7 (exp(t A)) =A.exp(t A) =exp(t A). A, VteR.
(4) la fonction

R — B(E)

t — exp(tA)
est infiniment différentiable.
On pose pourt > 0

tnAn
S(t) :=exp(t A):Z py , t>0. (%)

neN

(S ()0 est un semigroupe fortement continu et de type (x) si et seule-
ment si A € B (F).

Enfin, on a le résultat suivant

Proposition 1.5.1 [7] Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Pour tout
T >0 et tout ug € E, il existe une unique u € C* ([0,T], E) du probléeme

{ u' (t) = Au(t) ,Vtel0,T],
u (0) = wy,

12



1.6. QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DU POINT FIXE

cette solution est
u(t) =S (t) up=-exp(At) ug, (1.38)

ot (S (1)), est le semigroupe fortement continu engendré par A.

1.6 Quelques résultats de la théorie du point
fixe

Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.6.1 [33] Soit (E,d) un espace métrique. Une application F :
E — E est dite k-Lipschitzienne de constante k > 0 st

Vu,v € E, d(F (u),F (v)) < kd(u,v).

Définition 1.6.2 [33] L’application k-Lipschitzienne F' est dite une contrac-
tion si k € (0,1).

Théoréme 1.6.1 [33] ( Théoréme du point fize de Banach)
Soient (E,d) un espace métrique complet et F' : E — FE une contraction.
Alors F' admet un unique point fize.

Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.6.2 [36] Soit K un sous ensemble non vide, compact, conveze
dans un espace de Banach E et supposons F' : K — K une application
continue. Alors F' admet un point fize.

Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Définition 1.6.3 Soit K un ensemble non vide d’un espace de Banach E.
On dit que K est un come si K est convexe fermé et satisfait les conditions
sutvantes

(1) x € K,Vx € K et 0 > 0,

(i) v et -x € K= 2 =0.

Tout cone défini une relation d’ordre sur E par

r<y&sy—ze K.

13



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Définition 1.6.4 (Opérateur complétement continu)

Soient E un espace de Banach et 2 une partie de EZ. On dit que 'opéra-
teur ' : Q0 — E est complétement continu s’il est continu pour toute partie
bornée B de S, F (B) est relativement compact dans E.

Théoréme 1.6.3 [18] Soit E un espace de Banach et K C E un cone.
01, Qs sont deuz ouverts de E avec 0 € Qy et Q1 C Q.

Soit F': KN (QZ\Ql) — K un opérateur complétement continu tel que

(i) |Fz|| < ||z|| pour tout v € K N OSY, et ||Fx| > |z|| pour tout
re KN 892,

ou bien

(17) ||Fz|| < ||z|| pour tout x € K N 0Qy, et |[Fz| > ||z|| pour tout
xr e KNoy.

Alors F posséde un point fize dans K N (Qg\Ql) :

Théoréme d’Azrela-Ascoli

Théoréme 1.6.4 Soit W = C ([a, b]) muni de la norme ||z|| = max,<i<p | ()],
avec —o00 < a < b < 400, et soit D est un sous ensemble de W . Si les
conditions suivantes sont satisfaites

(1) D est uniformément borné, i.e. Ir > 0, ||z|| <r ,Vz € D,

(11) D est équicontinu, i.e. Ye > 0, 30 > 0, Vtq,ts € [a,b] tel que

|t1—t2|<(5€tl’€D:>|I‘(t1)—l’<t2)|<€,

alors D est relativement compact.

14



Chapitre 2

Intégrales et dérivées
fractionnaires

L’analyse fractionnaire est une branche de l’analyse qui étudie le cas
d’un opérateur différentiel d’ordre non entier.

On peut définir par ce procédé des intégrales ou des dérivées fraction-
naires.

Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains do-
maines de la physique faisant intervenir des phénomeénes de diffusion comme
I’électromagnétisme, ’acoustique ou la thermique.

Dans ce chapitre, on donne les différentes définitions de la dérivée frac-
tionnaire.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1 [15] Soit o > 0, lintégrale fractionnaire & gauche et a
droite de Riemann-Liowville d’ordre o de la fonction f € L' [a,b] (—oo < a < b < +00)
sont définies par :

n 0= / (t=9 fls)ds t>a, (21
et ab

e ol et B AC Y N
respectivement. t
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Pour aa =0, on a

=15t =1 (lopérateur identité ).

Remarque 2.1.1 Sia =n € N*, les intégrales précédentes coincident avec
les intégriaes répétées n — fois de la forme

(Lo /) (@) = /td317d$2---7_1f(3n) dsn

B <n_11>!/ (t— )" f(s) ds,

et

(I (1) = / sy / dss.. / f(sa) dsn

Remarque 2.1.2 Dans la suite, nous allons parler uniquement de l’inté-
grale et les dérivées fractionnaires & gauche.

Exemple 2.1.1 Prenons f (t) = (t — a)” avec v > —1, alors

I (7 + 1) (t . a)a—i-’y

B0 = g , (2.3)
En effet,
t
BIO =T =0 = s [ =T s s
En utilisant le changement de variable
s=a+zxz(t—a) , (0<z<1), (2.4)

et en utilisant la fonction Béta, on trouve

16



2.1. INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

s f@) = L(zﬁ—a)mr7 /w'y(l—x)al dx

r(a) J
1 aty
= m(t a)*™ Bla,v+1)
_ L(t_ayﬁ-vr(a) F(7+1)
- T() I'(a+v+1)
(e _ F(7+1) a+y
ar f(t) = m(t—@) -

Lemme 2.1.1 [29] L’opérateur d’intégration fractionnaire 1, est borné
dans L [a,b] (1 <p < o0);

12z AN, < LI, (2.5)

Preuve. Soit f € L”[a,b], on a

t —+o0
1
w0 r = [ a9 e (9 as
ou
P 0<t<b—a,
¥1 (t) = { Fe) g "
0 ,t€R/(0,0],

et

[ fx)  ,a<t<D,
“02(75)_{0 teR/[a,b].

Comme ¢, € L' (R) et ¢, € L? (R), alors

(b—a)”

o —a
1 Fll, = ller *@all, < lleonlly - ||902||p=F(a—+1) 11l

d’ou le résultat. m

La propriété de semi-groupe de l'intégrale fractionnaire a gauche de
Riemman-Liouville est donnée par le théoréme suivant ;

17



CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Théoréme 2.1.1 [15] Soit o, 8 > 0, alors pour toute fonction f € L' [a,b],
on a
o Ly f@O) =17 f() =10 I [ (1), (2.6)

pour presque tout t € |a,b], si de plus f € Cla,b],alors (2.6) est vraie
pour tout t € [a,b].

Preuve. Soit f € L' [a, D], alors

t s

a 18 -t _5)t s— 1) () dr ds
B 0= 5 | G = ) dras

a a

d’aprés le théoréme de Fubini, on a

t t
1
o Jb t:—/ T / t—s)*" (s—7)" dsdr,
+ a+f<> F(OZ)F(B) f() ( ) ( )
En utilisant le changement de variable s = 7 + z (¢ — 7), on obtient

1

o I8 -t t T — )t I R P
LT = F(a)m)a/fu (t ) 0/<1 ) = d

t
1 a+B— a
= m/f(ﬂ (t—m) " dr = I8P £ (1),
presque partout sur [a,b] . ®

Théoréme 2.1.2 [34] Soient o > 0 et (f,),», une suite de fonctions conti-
nues uniformément convergente sur [a,b], alors on peut intervertir l’inté-
grale fractionnaire o gauche de Riemann-Liouville et la limite comme suit :

(12 1m £) ()= (1im I3 £2) (0). (2.7)

n—o0

En particulier, la suite (Igﬁr fn) est uniformément convergente.

n>1

18



2.1. INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

Preuve. Soit f la limite de la suite ( fn)nzp il est clair que f est continue,
alors on a les estimations :

t

L% £, () = I% F(8)] < ﬁ/ (t— )" |fu(s) — £ (s)] ds
n .
< g Mo Sl =),

d’ou la convergence uniforme sur [a, b], lorsque n — co. m

Théoréme 2.1.3 [15] Soient 0 < o < 1 et f € L' (R), alors

F(I2 f) ()= it]™ F f(t). (2.8)

Lemme 2.1.2 [15] Soient o > 0, n =[]+ 1 et f € L*(0,b) pour tout b >
0.5t f admet une transformée de Laplace, alors la transformée de Laplace

de lintégrale fractionnaire o gauche de Riemann-Liouville de f est donnée
par :

L(Ig [)(s) =5 L [f(s). (2.9)

Preuve. On peut écrire;

o f / (-t f(t) dt = LA F(b).

Il vient du théoréeme de convolution que

l,oz—l

£l 119 =€ |fs| ) £ £

d’autre part, on a

L [xo"l} (s) =T () s,

d’ou le résultat. m
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 [15] Pour « € RT et n € N, tels quen — 1 < a <
n, la dérivée fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville d’ordre o d’une

fonction f est définie par :

t
—a 1 d" n—a—
DZM+ (t) = D" I:+ (t) = m%/ (t — 8) ! f (8) ds 5 t> a,

(2.10)

. n __ d"
ou D" = 2=

En particulier, pour « =m € N on a
Do:f(t) = DI f () = If () = f (1),
et
ab () =D IEET () = D Ly f(H) =D f (1),

donc pour « € N, la dérivée fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville
coincide avec la dérivée usuelle.

Remarque 2.2.1 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonc-
tion constante non nulle est différente de zéro.

Exemple 2.2.1 Soit f(t) = (t—a)’, avec B > —1 et o > 0 tels que
n—1<a<n, daprés (2.4) on a

rp+1)

D" (t —a)"*"F .
B+n—a+1) (t=a)

£ =D 1 (0 =
Il s’ensuit alors que, pour le cas (o — ) € {1,2,...,n} on a

o fB)=D(t—a)*? =0,j€{1,2,...,n}.
Par ailleurs si (o — B) ¢ {1,2,...,n}, on trouve

£ ) = iy (=)

Une condition suffisante pour 'existence de la dérivée fractionnaire a
guache de Riemann-Liouville est donnée par le lemme suivant :
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2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

Lemme 2.2.1 [15] Soient & > 0 et n = [a| + 1. Si f € AC"[a,b], alors
la dérivée fractionnaire D2, f existe presque partout sur [a,b], en plus elle
est donnée par

2 W o 1[0
k:UF1+k—a)(t_a) +F(n—a)/ (t—s)*" wrr s

a

(2.11)

Proposition 2.2.1 [14] Soit o > 0 et n = [a] + 1. Alors pour tout entier
m € N, tel que m > «a on a

o (6 =D I £ (). (2.12)

Preuve. Comme m > n , alors

D" I f(f) = DY DR I 0 f () = DM IR f(8) = D2 f (1),
car D" [T =1. =
Théoréme 2.2.1 [34] Soient f et g deuz fonctions dont les dérivées frac-

tionnaires & gauche de Riemann-Liouville existent. Alors D (c1f + c29)
existe, et on a

Dgi (erf (t) + 29 (1)) = 1 Dgi [ (t) +c2 Dgs g(t), 1,02 € R
(2.13)

Le lemme suivant montre que la dérivée fractionnaire & gauche de Riemann-
Liouville est I'inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire;

Lemme 2.2.2 [34] Soient a« > 0 et f € L' [a,b]. Alors [’égalité

ar L J() =T (1), (2.14)

est vraie pour presque tout t € [a,b].
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Preuve. En utilisant la définition 2.1.1 et la propriété du semi-groupe (2.6),
on trouve

ar Lav f(€) =D" LE® I f(t) = D" 1w f(t) = f (1),

presque partout sur [a,b]. m

Théoréme 2.2.2 Soient o, § >0 telsquen—1<a<n,m—1<<m
(n,m € N,). Alors on a
(a) Sia> >0, alors pour f € L' [a,b] I’égalité

D (I ) (6) =157 F(#), (2.15)

est vraie presque partout sur [a,b].
(b) Si >« >0 et sila dérivée fractionnaire Df:a f existe, alors on a

DI (I8 f)(t) = DI f (1) (2.16)
(¢) S7il existe une fonction ¢ € L* [a,b] telle que f = I ¢, alors

ar Dav f()=f (1), (2.17)

pour presque tout t € [a,b] .
(d) Pour a >0, k € N,.. Si les dérivées fractionnaires DS, f et D’;]:af
existent, alors

D (DS ) (1) = DE £ (1), (2.18)

Preuve. En utilisant la définition 2.1.1 et la propriété de semigroupe (2.6)
on a
(a) Puisque « > f3, alors n > m et on a

Dl (I3 f)(t) = D17 (I ) (1)
— pr (1;;1“—5 f) (t
= D" :+ <[;X+_’B f)
= I ),

)
(t)
presque pour tout ¢ € [a,b].
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2.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

(b) Considérons I’entier naturel j tel que j—1 < f—« < j, évidemment
J < m, alors

Dy (I ) ()= D™ 177 (Ig f) (1) = D™ 1"~ f (1) = D7 f (1),

sous condition d’existence de D7 f (t).
(c) Par la relation (2.14), on déduit

ar Doe [(t) =I5 [Dgv I3y @ ()] = Iy [p ()] = f (1)
(d) On a

D*[Dg, f(1)] = D" D" 17 f(t)
— Dk+n [n k+k—o f(t)
_ Dk+n [k-i-n— (k+a) f( )
D*[Dg f(1)] = Dyt f(1),

d’ou le résultat. m
Théoréme 2.2.3 [15] Si f € AC™|0,b], pour tout b > 0, alors la transfor-

mée de Laplace de la dérivée fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville
de f est

i
L

{L(Dg: N} (s)=5" (L [)(s) =) " D" I f(07),  (2.19)

0

e
i

sous la condition que f posséde une transformée de Laplace.
En particulier, si 0 < a < 1 et f (t) € AC[0,b] pour tout b > 0, alors

{L(DF: 1)} (s) = s (Lf) (s) = Lo f (07) .

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Maintenant, on donne une définition et quelques propriétés de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo. Elle est initialement introduite par Caputo
[4] , [5] dans les années soixante et adaptée par Caputo et Mainardi [6] dans
le cadre de la théorie de la viscoélasticité linéaire ( voir [24] );
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Définition 2.3.1 [15] La dérivée fractionnaire o gauche de Caputo d’ordre
a > 0 d’une fonction f est donnée par

t
D f (1) =T (1) = ﬁ / (t— )" ) (5) ds ¢ > a,

(2.20)
avecn —1 < a<n,néeN,.

Exemple 2.3.1 soit f (t) = (t —a)” avecy > 0 alors pour (0 < a < 1) on
a (par définition)

Dy f(t) = = L7f () =L, (t—a)
t

v —a 71
:m/(t—s) (s —a)"""ds, t>a.

a

En utilisant le changement de variables (2.4), on arrive a

1

c o _ i —a+y y—1 —a
at f(t) == m(t—a) O/CL’ (1-1)’5) dx
g —a+y
= m(t—@) B(v,1-a),
do I'(y+1)
cpD« N O N B P a) "t
at f(t)_F(l—omL’y)(t ) :

la relation entre la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo et la dérivée
fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville est formulée dans le théoréeme
suivant :

Théoréme 2.3.1 [14] [15] Soient a« > 0 et n = [a] 4+ 1. Si f posséde n — 1
dérivées en a et si DS, f existe, alors

n—1 (k) a
pe f =0 |ro - W g @

pour presque tout t € [a,b].
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2.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

Preuve. d’aprés la définition on a

n—1
Dg_g. [ f t—ak]

k=0

S [f (t) -

t I e
~dir I'(n—a)

w k=0

nl ) (q) - a)k]

1

f s—ak] ds.

En utilisant I'intégration par partie

en procédant de la méme fagon n -fois, on aboutit a

1

k=

o
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

(k) .
or Z ! (a) (x —a) " est un polynome d’ordre n — 1, on obtient alors

n—1 (k)
L™ [f (t) - ! k!(a) <t—a)k] =L+ 17 D" f (1),

k=

o

ainsi

3 Pa»—nlﬂﬁ@Ju—wﬂ — DI D
e Dn £ (1)
= D f(1),
pour presque tout t € [a,b]. =
Remarque 2.3.1 5i0 < a <1 la relation (2.21) devient
“Dgi f(t) = Dy [f (t) — f (a)] .

Une autre relation entre les deux dérivées fractionnaires est donnée par
le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 [14] [15] Soient o > 0 et n = [a] + 1. Choisissons f telle
que DY, f et DY, f existent alors

n—1
f k—a
‘DY f(t) = (t—a)". (2.22)
i —T (k- + D(k—a+1)
En particulier, s1 0 < a < 1 alors
f(a) o
‘D¢ t) = D* t) — —————— (T — .
at () a+f() F(l—a)( (Z)

Une conséquence de ce lemme est donnée par;

Corollaire 2.3.1 [15] Soient o« > 0 et n = [a] + 1. Si D%, f et D%, f
existent, et si on suppose que D* f(a) = 0 pour tout k € {0,1,...,n — 1},

alors
“DeLf(t) = DEv £ (D). (2.23)

La dérivée fractionnaire a gauche de Caputo est l'inverse gauche de
I'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville;
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2.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

Théoréme 2.3.2 [34] Si f e Cla,bl et sia>0 (n—1<a<n), alors
DY, % F ()= £ (). (2.24)
Preuve. Pour £ = 0,1,...,n — 1 et d’apres 1’égalité (2.15) on a

(L )™ () = 1578 f(8)

et de 'estimation

/1o
a—k+1)

5 1 0] < 17 (t—a)* ",

on obtient
977 fa)=0, (k=0,1,..,n—1).
En vertu du corollaire précédent, on a

‘ 3+ §+f(t): 3+ g+f(t):f(t)-

Théoréme 2.3.3 [34] Soient fi et fo deux fonction de |a,b], telles que
‘DY fi et D2, fo existent presque partout. De plus, soient c; et c; € R.
Alors, D%, (c1 f1+ c2 f2) existe presque partout sur [a,b] et

‘Dyi (1 fi+ca fo) =c1 “Dygy fi+c2 “Dyy fa. (2.25)

Lemme 2.3.2 [34] Soient o > 0, « ¢ N et n = [a]+ 1. De plus on suppose
que f € C™[a,b], alors °D%, f est continue sur [a,b] et vérifie

‘Dgi f(a)=0.

Preuve. D’apres la définition, il est clair que D¢, f est continue, d’autre
part, d’aprés I'estimation

}I;’L;Oé f'(n) (t)} < Hf(n)Hoo

S ey GO A R

d’ou

‘DY f(a)=1I'7D"f (a) = 0.
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Théoréme 2.3.4 [14] Si f € AC™[0,b], pour tout b > 0, alors la transfor-
mée de Laplace de la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo de f est

3
—

{LEDG )} (s) = 8" (LF) (s) = D ™77 f (01, (2.26)

0

B
Il

sous la condition que la transformée de Laplace existe.
Preuve. On sait que, pourn —1<a<n,néeN,, t >0
Dy f(1) =L f™ ().
Ainsi

(LD N} (s) = {L (I f™)} (s)
= st (L fM) (s), (d’apres (2.9)).

3
—

{LEDG Y () = s (L) (5) = 301 (0%), (dapres (118)).

0

i

2.4 Dérivée de Griinwald-Letnikov

Maintenant, on donne une autre définition de la dérivée fractionnaire,
qui permettra d’établir des méthodes numériques pour la résolution des
équations différentielles fractionnaires ;

Définition 2.4.1 Pour o € R*, la dérivée fractionnaire de Grimwald-
Letnikov est définie par

LD f(t) == lim 1 Z (—1)F (a) ft—kh), (t>a), (2.27)

sous condition que la limite existe.
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2.5. EQUATION DIFFERENTIELLE AU SENS DE CAPUTO

Dans le cas ot a« =n € N,

n

D) =lim = 3 () (k>f<t—kh>, (2.28)

est la dérivée n — ieme de la fonction f.

On peut définir 'intégrale de Grimwald-Letnikov en remplacant o par
—a dans (2.27).

Alors on a

=
I
&

M-

UIg f(x) = lm h°

(—1)* C{O‘) F(t—kh) ,a>0

f\
7
5

= mh KT (o)
k=0

ft—kh) ,a>0.

Une relation entre la dérivée de Griinwald-Letnikov et les autres déri-
vées( Riemann-Liouville et Caputo) est formulée dans le théoréme suivant ;

Théoréme 2.4.1 [34] Soient o« >0, n = [a] + 1.5 f € C™[a,b], alors

GLpe (1) = +nzl SO (t—a)" ™= D% f(t).
a e F —Od—|— ) a
(2.29)

Remarque 2.4.1 La relation (2.27) est trés utilisée pour calculer numéri-
quement une dérivée fractionnaire connaissant f avant la valeur t.

Remarque 2.4.2 1l faut noter que pour o mon entier, la dérivée d’ordre

a au point t dépend du comportement de la fonction sur tout l’intervalle
la,t].

2.5 Equation différentielle au sens de Ca-
puto

Théoréme 2.5.1 [21] Soit le probléme associé a l'équation différentielle au
sens de Caputo :
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CHAPITRE 2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Dy (x) — Ay (z) =0,
0,.,n—1, n—1<a<n, AéR),

y®) (0) = ¢ € R, (k=
oun = [a] + 1, la solution y (x) de ce probléme est donnée par

n—1
y(z) = Z cr % Egpi (N 2%). (2.30)
k=0

Preuve. On a

Dy (x) = My () = 0,
Si on applique la transformée de Laplace, on obtient

-1

3

s (Ly) (5) = 37 sk 40 (0%) = A (Ly) () = 0,
k=0
(L) (5) — M (Ly) (5) = 3 ey o1
Ainsi
(L) (=3 e oy
k=0

D’apres (1.32) on a

-1k T
Y z/ e tF Eypn (A 1Y) dt,
0
Sa_l_k k o
N L (2" Eqps1 (X %)) (s),

Ensuite, en appliquant la transformation inverse,on trouve

n—1

y(z) = Z cr 2% Eyprr (N %),
k=0

d’ou le résultat. m
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Chapitre 3

Principe du maximum pour les
équations aux dérivées
partielles fractionnaires

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a établir un principe du
maximum pour la fonction v — v différence des solutions de I'inéquation
différentielle fractionnaire de la forme

Opu (x,t) + pe Dy yu(x,t) — f (2, t,u, Du, D*u)

< O (z,t) + peDg v (x,t) — f (2, t,v, Dv, D?v)

Ensuite, nous introduisions un probléme mixte associé a I’équation aux
dérivées partielles fractionnaires appelée équation d’advection-dispersion
avec une dérivée temporelle fractionnaire de Caputo. Enfin, en utilisant ce
principe, nous montrons que ce probléme a au plus une solution. D’autre
part, nous utiliserons la méthode de séparation des variables pour démon-
trer 'existence de la solution.

3.1 Principe du maximum

Soit I'inégalité différentielle fractionnaire
Opu (x,t) + p° DG, yu (w,t) — f (2,t,u, Du, D*u)
(3.1)
< O (x,t) + pDy v (2,t) — [ (2,t,0, Dv, D*v)
pw>0 0<a<l, (z,t)eQ:=Gx(0,T); GeR".
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CHAPITRE 3. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES FRACTIONNAIRES

Le domaine G avec le bord S est un ouvert borné de R".

Ici D?u est la matrice qui représente la dérivée seconde de u par rapport
a la variable z, Du est le gradient de u (par rapport a ).
°Dg; ,u représente la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo d’ordre
a de la fonction u par rapport au temps t.

Une propriété trés importante de la dérivée fractionnaire a gauche de

Caputo est formulée dans le théoréme suivant

Théoréme 3.1.1 [20] Si une fonction f € W' ((0,T])NC([0,T]) atteint
son mazximum sur l'intervalle (0,T] au point T = to, to € (0,T], alors la
dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction f est non négative au point
to pour tout 0 < a < 1:

(“Dg+f) (to) >0, 0 < a < 1. (3.2)

Ou W1 ((0,T]) étant 'espace des fonctions f € C1 ([0, T]) définies dans
I'intervalle [0, T telles que f € L ((0,T)).
Preuve. Pour prouver le théoréme, on définit la fonction auxiliaire

g(7r):=f(to) = f (), 7€]0,T],
qui posseéde les propriétés suivantes :

g(t)>0, 7€[0,7T], (3.3)

(° 0+9)() —(“Dg f) (1), tel0,T], (34)
g(1T)| < Celto—7|, T€[e,T], 0<e<T (3.5)

Pour tout 0 < € < ty, on a

(“Dg+9) (to) =
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3.1. PRINCIPE DU MAXIMUM

Comme f € W ((0,7T]), alors g € W' ((0,T]), et ga signifie que ¢ €
L' (0,T), donc d’apres le théorémel.4.1, on a

V6 >0 Jeg > 0 tel que || <0 Ve € (0,¢).
Pour I, on utilise I'intégration par parties :

to to

. 1 —a « —a—1
A R IR A s R wrersd A R G L
et comme
|t|g (7—7)'||0‘ < Ce |t0 - 7_|1—Oé’ T E [€7T] ) (d’aprés (35))7
0 —

alors I,devient

(to—€) g (c) a a1
IL=— T —a) _F(l—a)/(to_T) g(T)dr.

De (3.3) on déduit

to

o —a—1
< = _
L, < F(l—a)/(to T) g(1)dr
< 0
Alors
to
o —a—1
< §_ _
L+1<6 F(l—a)/(to 7) g(r)dr
Soit
1 7
@ oyl
Jd: 2T = )/(tg T) g (1)dr,
0
donc
1 7
«a —a—1
< = _
L+ I, ZF(l—a)/(to 7) g(r)dr
0
to
a a—1
i = e ar



CHAPITRE 3. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES FRACTIONNAIRES

1 «Q / —a—1
< - _
L+, < 2F(1—a)/(t0 T) g(r)dr
0

to
1 o

i [ - g

puisque
[0, €] C [0, €]
/ (to — T)_a_l g(r)dr > / (to — 7')_0‘_1 g (7)dr,

€ €0

ainsi

1 o / —a—1
L+, < ———»r— —
1+ 1y < 2F(1—a)/(t0 7) g(r)dr
0

to
1 «Q

T o) / (to — T)iail g(T)dr

€0

L+, < 0, Ve:0<e<e,

a partir de (3.4 ) on termine la démonstration. m
En utilisant le théoréme précédent, on établit un principe du maximum
donné par;

Théoréme 3.1.2 Supposons que
(1) G est borné
(13) Il existe une fonction non négative K telle que :

f(z,t,u, Du,ry) — f (2, t,u, Du,re) > K (x,t) Tr (ry — ra)

ol 1 et ro sont deux matrices symétriques et r1 > 1o (terme a terme).
(7i1) f est décroissante par rapport & u.
(1v) f est lipschitzienne i.e.

AL >0 t.q |f (2, t,my, 1) — f (2,8, ma,72)| < L(Jmy — ma| + [ry —72]),

V(z,t) € Q et u,my, ma, 11,72
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3.1. PRINCIPE DU MAXIMUM

(v) u et v sont deux solutions de (3.1) dans S. )
Alors, uw — v atteint son mazimum sur la partie S& := (G X {0}) U
(S x [0,T) de la frontiére de €.

Preuve. Soient
M =max {u(z,t) —v(z,t); (z,t) € Q},

m =sup {0,u (z,t) — v (z,t); (x,t) € SE}.

Supposons le contraire i.e M > m.
Soient ¢ (x,t) = (T —t)e 7", v >0, (z,t) € Q,
avec la condition suivante

L(1+n7)<m,

et le nombre positif € > 0 tel que

€p(x,t) <M —m, V(x,t)eld
Maintenant, on définit la fonction auxiliaire
w(z,t) == u(x,t) —v(x;t) + ep (x,t),

ceci implique que w < M sur la frontiere S, d’ou w atteint son maxi-
mum sur 2 au point (xg,tg) € 2. Donc en ce point on a

dyw (o, to) = 0, “Dgy ;w (xo,10) = 0,
Dzw (IO, t()) S 0, DZU (l‘o, to) — Dﬂ) (CL’(), t()) = E’ygb (Io, tg) 5 (l = 1, 2, n) .

D; est la dérivée par rapport a x;.
0 < Quw (wo,to) + pDgr yw (zo,t0)
< Oy (o, t0) + pDis yu (0, t0) — Opv (20, t0) —

676_7x0
c o —yxo H l1—a
—pDgs v (0, t0) — €ye - 0

I'2—a)
0 < G (wo,to) + pu Dgr yw (o, o)
S f (‘T07 th Uu (x(]? tO) ) Du (.’170, tO) ) DQU (xﬂy tO)) -
—7YZTo
—f (xo,to,v (z0,t0) , Dv (20, o) , D*v (xo,to)) — eye 70 — % o
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On remarque que
D*w (z0,t0) = D?*u(xo,t0) — D*v (wo,t0) + ey (T — to) Ie 7™
D?*u(zg,tg) = D*w(x0,t0) — ey* (T — to) Ie™ 7™ 4 D*v (z0, to)
D?*u(zg,tg) = D*w(z0,t0) + A,
on pose
J = f (wo, to, u (zo,t0) , Du (z9,t0) , D*u (xg,to)) —
—f (330, to, v (w0, o), Dv (w0, t0) , D*v (0, to))
J = S+ o+ Js

avec
o= f (xo, to, u (zo, o), Du (zg,to) , D*w (20, ty) + A) —
—f (2o, to, u (xg,to) , Du (x0,to) , A),
J2 = f (w0, to, u (20, o) , Du (0, t0) , A) — f (w0, to, v (%o, to) , Du (20, to) , A) ,
Js = [ (2o, to, v (w0, t0) , Du (w0, to) , A)—f (0, to, v (0, o) , Dv (0, to) , D*v (w0, 1)) -
A partir de (i) on trouve que

Ji < K (xo,1) (Z D}w (xo,tg)> <0
i1

J1 <0,
de l'inégalité w (zo,to) > M on déduit que
u(xo,to) — v (xo,tg) > M —ed(xo,t9) >m >0
= u(xg,to) > v (o, to),
et comme f est décroissante par rapport a u, alors
Jy <0.
D’apreés ’hypothése (iv) on obtient

J3 < L{|Du(zo,to) — Dv(z0,to)| + ey* (T —to) ne ™}
< L{ey¢ (wo,to) + ev*né (o, to) }
Js < Levo (wo,to) [1+n).
Alors

0 < 9w (wo,to) + pDgr yw (o, t0)

o
peye " 4,

< Leyé (wo,to) [1 +yn] — eye ™™ — mto <0,

d’ou la contradiction. m
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3.2. CONSEQUENCE

3.2 Conséquence

Comme une conséquence de ce principe, on considére 1’équation aux
dérivées partielles fractionnaires

Opu (z,t) + p°Dgs ju (z,t) = (KA —oV.)u(z,t). (3.3)

Cette équation appartient a la classe plus vaste des équations d’advection-
dispersion avec des dérivées temporelles fractionnaires.
Donc, soit le probléme mixte suivant

Opu (1) + p°Dgy u(z,t) = (KA —oV.)u(x,t),
(1)< u(x,0) =ug (), z € G,
u(x,t) =c(z,t), (xz,t) € Sx[0,T].

Oup>0,0<a<l, (z,t)eQ:=Gx(0,T),et K ,v>0,

La solution de ce probléme est définie sur le domaine Q:=Gx[0,7T] a
valeurs réelles et appartient a espace C (Q) N W} () N C2(Q).
Ou

W(Q) = {u:Q—>R, Vo e G u(x,.) € Wl((O,T])}
C2Q)={u:Q—>R, Vt€[0,T]; u(.,t) € C*(G)}

Théoréme 3.2.1 Soitu € C (Q)NW} (Q)NC2 (Q) une solution de I'équa-
tion (3.3) dans le domaine 2 := G x (0,7); G € R™.

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées

(a) Siw(x,t) >0, (x,t) € Q, alors elle atteint son mazimum sur la
partie SE := (G x {0}) U (S x [0,T]) de la frontiére de € i.e.

u(z,t) < max u(z,t) , V(zr,t) € (3.4)

(a},t)ESg
(b) Siu(z,t) <0, (z,t) €, alors

w(x,t) > min u(z,t) , V(z,t)eQ. (3.5)

(z,t)eSE

Preuve. (a) Supposons le contraire i.e.
I(x1,t1) € Q tel que

u(zy,ty) > max {0,u(z,t)} =M >0, (3.6)

(z,t)eSE
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On défint le nombre € := u (z1,t) — M > 0 et la fonction auxiliaire :
el —t ~

w(z,t) = u(x,t)+ 3 7 (x,t) € Q, (3.7)

qui posséde les propriétés suivantes :

w(w,t) <ulw,t)+5, (2,1) €9,
w(ry,t) > u(r,t) =e+M>etu(nt)>etw(xt)—§>5+w(t),
(z,t) € SE.

La derniere propriété signifie que la fonction w ne peut pas atteindre
son maximum sur la partie SZ. Si le point maximum de w sur € est désigné
par (g, 1) alors g € G, 0 < tg < T et

w (xg,t0) > w(x1,t1) > e+ M > €. (3.8)

D’autre part, on a
(CD[()X_»'_’tw) (to) 2 07 atw (x(J?tO) = 07
Vw (Zlfo,to) = 0, Aw (ZL‘O,to) S 0.
De (3.7) on peut écrire
el —t ~

1) = 1) P t)eQ
w(a,t) = wlet) = S (@0 €,
et comme
[ »Ye c NH& t—lia
(°DG+ u) (x,1) = ("D gw) () + 2TT (2 —a)’

alors au point (xg,tg) on a

Ou (o, to) + pDgy yu (wo, to) — (KA — v V.)u (z0, o)

= Orw (o, t0) + 57 + 1 <CD8+,tw> (0, t0)

¢ tlfoz
+ Mﬁm — KAw (xo,to)
> < (14 p—) >0
= T + Mm > U.

Ceci contredit la condition du théoréme qui dit que la fonction u est
une solution de I’équation (3.3).

(b) En remplagant u par —u ci-dessus on démontre la deuxiéme partie.
[ |
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3.2. CONSEQUENCE

3.2.1 Unicité de la solution

Le principe du maximum et le principe du minimum prouvés dans cette
section sont appliqués pour prouver que le probléme (/) posséde au plus
une solution.

Théoréme 3.2.2 Si u est une solution du probléme (I), alors on a l'esti-

mation sutvante :
lulleay < max {Mo, M} (3.9

o
My = HUOHC(G) , My = ”CHC(SX[O,T])7 (3.10)

a condition que la solution garde son signe.

Preuve. En appliquant le principe du maximum et le principe du minimum
a la fonction u, on obtient :

—max {My, M} < wu(wz,t) <max{My, M}, (x,t)€Q,

ou
My = lluolloay + M = lellosaomy

d’ou le résultat. m

Théoréme 3.2.3 Le probléme (I) posséde au plus une solution. Cette so-
lution dépend continiiment des données du probléeme au sens que st

[0 — 110||C(G) < €0 ’ e — 5||C(Sx[0,T]) < éa
alors, on a l’estimation suivante
Hu—ﬂHC(Q) < max {€p, €1} . (3.11)
Preuve. Soient u; et us sont deux solutions du probléme (/) i.e.
Our (z,t) + peDgy un (z,1) — (KA —oV.)uy (z,1) =0,

uy (2,0) = ug (2), T €,
uy (z,t) = c(z,t), (x,t) € S x[0,T7],

et

Oyug (2,1) + p° Dy juz (2,t) — (KA — V. ) ug (2,1) =0,
ug (x,0) = ug (), T €,
ug (x,t) = c(x,t), (x,t) € S x[0,T7].
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Alors
Op (uy — up) (x,t) +p°Dg, (ur — ug) (v,1) — (KA —vV.) (ug — up) (x,t) = 0.

Soit w = u; — us une solution du probléme homogéne

dw (z,t) + peDfw (x,t) — (KA —oV.)w (z,t) =0,
( ,0) =0, x € G,
w(ac,)—O (,t)GSX[O,T].

d’ou
Hch(Q) < max{My, M}, avec My=0et M; =0
= w=u; — Uy =0= u; = us.

3.2.2 Existence de la solution

On montre existence de la solution du probléme (I) sous quelques
restrictions sur les données du probléme, on a donc

O (w,t) + p°Dgs  u(z,t) = —Lu(z,t), —L=(KA-vV.),
(I1) ¢ u(z,0) =ug (), z € G,
u(x,t) =0, (x,t) € S x[0,T],

Avant d’étudier I'existence on a besoin de la proposition suivante

Proposition 3.2.1 Pour p < K opérateur (I + u[&+ "‘) " eziste et il

est borné dans LP[0,T7].

Tla

On utilise la méthode de séparation des variables, soit donc
u(z,t) =U(t) X (x) avec X #0et U #0,
Alors 'équation (3.3) devient

U'(t)+pDg., U(t) LX)
0 =X v A0

cette derniere équation avec la condition au bord est équivalente a
I’équation différentielle fractionnaire

U'(t) +pDgs, U (t) + AU (t) = 0, (3.12)
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3.2. CONSEQUENCE

et le probléme a valeurs propres pour 'opérateur L

{ L(X)=\X,

X(z)=0,z€es. (3.13)

Maintenant, soit ’espace
Mp={ffis =0, feC (G)NC*(G), et L(f) € L*(G)}.

Toute fonction f € My peut étre représentée par sa série de Fourier :

o0

fla)y=Y (f, Xi) Xi(2), (3.14)

=1

ou X; € Mjp, sont les fonctions propres correspondantes aux valeurs
propres A; :

On peut écrire I’équation (3.12) sous la forme
(I+pLi7)U (t)=-AU(1),

ainsi

U'(t)= =X (T+p 177 U@ (3.15)

=U{t)=AU(t),
ou
AU=-\ (I+pIi)7'y,

alors, la solution de I’équation (3.15) avec A = \; , i = 1,2, ... est donnée
par
Ui (t) = S; (t) Uy,

ot {S; (t)},5, est le semigroupe engendré par A et Uy est la donnée
initiale, pour = 1,2, ... .

Le probléme étudié étant linéaire et homogeéme, le principe du superpo-
sition s’applique et par conséquent :

w(z,t) = Z S () Up X; (2),

sera une solution de I’équation (3.3) et la condition au bord. Pour
construire une fonction qui vérifie la condition initiale, on donne la défi-
nition suivante :
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Définition 3.2.1 La solution formelle du probléme (II) est appelée série
de Fourier, elle a la forme suivante

o0

u(x,t)zz (ug, X3) S; (t) X; (), i=1,2,.. . (3.16)

=1

D’ou le théoréme d’existence ;

Théoréme 3.2.4 Si la donnée initiale wuy appartient a l’espace My et
< Fﬁig), alors la solution du probléme (II) existe et elle est donnée par

la formule (3.16) .
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Chapitre 4

Systéme d’équations
différentielles non linéaires a
multi-ordres fractionnaires
avec retards

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence, I'unicité et la stabilité
de la solution d’un systéme d’équations différentielles fractionnaires non
linéaires & multi-ordres et avec retards variables. les résultats de ce chapitre
ont fait ’objet de la publication internationale [30].

Dans[12] El Sayed et Gaafar ont étudié certains systémes non linéaires
fractionnaires avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
a € (0,1) et a retards constants 7; >0, j =1,...,n.

Dx; (t) = fi (t,x () +¢; (t, 2z, (t)),t € (0,T],T < o0
z(t) = (t) pour t <0 et lim; - P(t) =0
Ilial' (t) \t:() =0

ou D désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, z () =
(xl (t) y ey L (t))a et Zr (t) = (Il (t - Tl) y ey Ly (t - Tn)) :

Récemment, cette étude a été étendue par Nisse et Bouaziz [25] pour
d’autres classes d’équations différentielles a retards variables 7; = 7, (%)
avec une dérivée fractionnaire de Caputo, de la forme

cD2,z; (t) = Z; fittbai(t),2;(t—7; 1), i=1,..n, t>0
x(t)y=o(t), te|-7,0]

Dans ce travail, On considére le systéme précédent mais avec multi-
ordres o = (v, ..., v, i.e.
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CHAPITRE 4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES A MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC
RETARDS

CDgiiEi (t) = i‘fl] (t,ﬂ?l (t) y Lj (t —T; (t))) ,t=1,...n, t>0 (41)

z(t)=® ()= (¢, 0,) , t €[7,0] (4.2)

ot “Dy} est la dérivée fractionnaire & gauche de Caputo d’ordre o; €
(0,1), pouri =1,...,n. fi; : RT xR?* — R sont continues pour i, j = 1, ..., n,
7; : Rt — R avec 7 = max {sup,ep+ 75 (t) : j =1,...,n} > 0.

4.1 Existence et unicité de la solution

Lemme 4.1.1 La fonction vecteur x (t) := (x1 (t),...,x, (t)) est une solu-
tion du probléme (4.1) — (4.2) si et seulement si

wy = ] HOF ST s 0) 3 6=y 1), i 0

9; (), tel[-7,0,i=1,..

(4.3)

Preuve. Pour t > 0 et i = 1,n, ’équation (4.1) peut s’écrire comme
LD (t) = fig (o () 2 (=75 (1)) -
=1

En appliquant I'opérateur I} , pour i = 1,n dans les deux cotés, on
obtient

n

I'Dx;(t) = Z 1ot fij (6w (), 5 (8 — 75 () -

z; (t) —z;(0) = il I: fij (t, i () 25 (8 — 75 (1)) .

Alors :
20 = 0,00 + 30 By 1o 0.3~ 7 0).

. 2
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4.1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Soit I'espace E = {v € C ([-7,+00),R") : v (t) = ® (t), t € [-7,0]} muni
de la distance définie pour tout x et y dans F par

ZSUP {e )\t|xz _yZ()|}

i=1 teR+

ou A € RT sera choisi plus tard.
On définit 'opérateur F' : E — F par

o

(Fa), )= HOF Z It fiy (8 (1) 0 (8 = 75 (1), =
¢i<t)7 te[—T,O], P = .

Lemme 4.1.2 (E,d) est un espace métrique complet.

Théoréme 4.1.1 On suppose que
(Hy1) Soient fi; : Rt x R* — R des fonctions continues et satisfont la
condition de Lipschitz

| fis (i, 95) — fij (6w, v5)| < ki |wg — wl + Ry ly; — v,

ol l{?i,hj > O, Z,j :1,_71
(Hy) Pour j =1,n, 7; € C (R",R) et

T;(t) > -1, t>0.

(H3) Pour j =1,n,3t; >0 :

i (t) >t, Vte0,t],
{rj(t) t, Yt et +ool.

(Hi)
ZTOM (nkz +€Zh]) <1
i=1 j=1
alors le probléme (4.1) — (4.2) a une solution unique.

Preuve. Soient z,y € E, pour « = 1,n, on a
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IN

|[Fz; (t) — Fy; (t)]

Z Igi iy (G (8) 2y (8 =75 (1) — fig Gy (D) 95 (8 — 75 (t)))}'

Zfo

(8) 25 (s =75 (5)) = fis (8,9 (s) ,y; (s — 75 (5))) } ds

Z o % (8), 25 (s —=75(5)) = fij (s,5i () yj (s — 75 (5)))| ds.

D’apres (H;)

|Fi (t) = Fyi (1)]

IN

Zk Jo S s () — i (5)] ds

+ Zh fO’ (= S)a ‘qb i (s)) — &, (r; (s))‘ds

+ tht r(al —Jay (1 () =y (r (5))] ds

IN

t _s a;—1
nki [, ¢ p()ai) i (8) — vi ()| ds

n t

s 3y [ 1 ( (9) 3y (0 90 s,

Jj=1 t;

our;(s)=s—1;(s).
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4.1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

A

Donc

e M| Fa;

IN

+tht

(t) — Fy; (1)

nk, ft (=)0 —A(t—5) p—As |25 (5) — v (5)| ds

az)

S e MDA [ (1 (5)) — (1 (5))] ds

e M [Fai (t) — Fy, (1)l
nk; sup {e )\C|x2 _yl |} t(t S): e At=5) Jg
CERT )
Sy sup {0 Ja (15 (€)) — 1 (s (O]} Ji e o,
io1  CER*
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I

I

IN

IN

CHAPITRE 4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES A MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC

RETARDS
En utilisant un changement de variable, on obtient
e M |Fa;(t) — Fyi (t)]
nk; sup {e ¢ |z; () — vi ()|} 5= r(; —du
CER+
A(t—t5) yi— e U AT (t—%
Zh Sug {e AC‘% ¢) —y; ( ’} i Jo ) F(al) € (e A)du
nk; sup {e¢ |z; (¢) — yi ()|} 5= At T ;,_“du
CeR+ i)
Zh Sub {e s () =y (O} 5 fo ‘) %Z- e eMdu
S sup {e i (O) —wi }+Z b sup {e 25 (¢) — 3 (O}
€
. i h.ekT
Zflfz d)\ (ZL’, y) + Z iai d)\ (l’,y) :
j=1
Alors

Z sup {e M |Fu; (t

i—1 teR+

>

nk;
A%

DI

i=1 j=1
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4.2. STABILITE

> sup {e|Fa, (t) — Fyi (1)}

i—1 LERT

< (nz kT 4 Z T Z hje’\T) dy (z,y), avec T = %
i=1 i=1 j=1

< (nzn: kit 4 z": T z”: hje) dy (z,y) .
i=1 i=1 j=1

Enfin

dy (Fz, Fy) < ZTC” <nkl +e Z hj> dy (z,y) .

i=1 j=1

Comme Z T <nkZ +e Z hj) < 1, alors d’apres le principe de contrac-

tion 'opérateur F' : E — E a un point fixe unique r = F'x, qui est I'unique
solution du probléme (4.1)-(4.2). =

4.2 Stabilité

Maintenant, on étudie la stabilité de la solution du probléme (4.1)-(4.2)
par rapport a l'ordre de dérivation et la condition initiale dans le sens de
la définition suivante;

Définition 4.2.1 On dit que la solution x du probléme (4.1)-(4.2) est stable
par rapport a l'ordre de dérivation et la condition initiale si :
Ve, e >0, 36 > 0 (ne dépend pas de eiet €3), telle que

d(o,@) <€ et d (P, @) < e =dy(2,7) < dmax{e, e},

ou T est la solution du probléme suivant

Il
E

~
v
\.O

“Dgizi (t) = Zfij (t,z: (t),2; t—7; (1)), ai € (0,1), i
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CHAPITRE 4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES A MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC

RETARDS
PO =80 = (31 (). nB, (1), tEl-T0L (4
d (o, &) = max |a; — @] et d(®,P) Z —¢; (1)].

i=1,n —

Théoréme 4.2.1 Supposons que les hypothéses (Hl) — (Hy) du théoréme
précédent sont vérifiées, et qu’il existe une constante positive M telle que

M = ?Elﬂ%i(’fij (t,u,v)|, i,j=1,..,n

Alors pour tout n € (0,1), la solution du probléme (4.1)-(4.2) est stable
par rapport a la condition initiale et l’ordre de dérivation dans [n,1).

Preuve. Soient z (t) et T (t) deux solutions des problémes (4.1)-(4.2) et
(4.3)-(4.4), avec oy, a; € [,1), i =1,n, et pour tout ¢t > 0 on a

z; () =z (1) = ¢;(0) — ; (0)
+ng‘ifij (t,@i (), 25 (t—7; (1))

—ng‘ifz‘j (t,2 (), 2; (t—7; (1))
zi () =z (1) = ¢;(0) — ; (0)
+ZI§ifij (t,@i (), 25 (t— 75 (1))

_ Z 1% fis (6,7 (1), 7 (t — 7 (¢)))
50,30 0

— Z Ioi fig (6,2 (), 75 (t — 75 (1))
zi(t) =z (t) = ¢;(0)— ¢, (0)
+ ng‘l {fij (6,2 (), 25 (¢ =75 () — fi; (4,7 (8) , T (¢ — 75 (1))}

D UES N ACEACRAGEAUNE
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4.2. STABILITE

d’ou

IA
o
—
=S
=

+ Zfo Ll | fig (50 () sy (5 = 75 (8))) = fij (5.7 (5) .25 (5 — 75 (5)))] ds

(t— s)“ R 5)_a ! |f” (37532- (8),i‘j (S_Tj (S)))|d8

'(as) (a;)

+ Zfo

jz; (1) = (1) < [8;(0) — ¢, (0)]

+2h“,/ ‘ ;<cz> (5 = 7 () = @ (5 = 75 (s)| ds
- (t—s)™ ! (t — s)a -1 L
i ;0/ F(a)  T(w) | fig (5,7 (), 25 (s = 75 (5)))




CHAPITRE 4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES A MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC
RETARDS

n t

3 £ (63055 =7 (O] |

j=1

(t — s)ai_l (t — 5)5”_1

[ (a;) ' (@)

j2; (1) = Z: (1) < max [o; (s) — &, (s)]

s€[—7,0]
" : [t — (£ —t;)™]
32 s [0 () = & (5)| byt




4.2. STABILITE

e My (1) =z ()] < e max]\@ () — 0 (5)|

s€[—T,0
- . o — (t —t;)™
He M Z maxo} ‘¢j (s) — &; (s)‘ hj[ T (( )7

s€l-T,

¢ t Oéi—l
sk %6”“_5)648 21 (5) — 7 (5)] ds

ty
—i—e_)‘tnM/t (t S)ai_l — (t 8)& : ds
' () I' (&) ’
0
< max ‘¢z (8) - a)z (S)‘
s€[—,0]
- _ htS
+ng[la7'),<0]| j<8) j()|F(CkZ—|—1)
At
+nk; sup {e |2 () — 2 (Q)|} ia/ u e “du
CER+ A% ) ' ()
¢
_ t—s) (=)™t
At M/ ( o d
e I () Ty |
0
+ Z h; sup {e Mrs(€)) |z (rj (s)) — 7 (r (5))’}
‘o cer+
)\(tftj) L
ul ()
X / I () e du
0



CHAPITRE 4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES A MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC
RETARDS

En appliquant le théoréme des accroissements finis, il existe &; entre «;
et @;, i = 1,n, tel que

s€[—7,0]
- - hjtal
]leér[la:r}i)] |¢] <S) B ¢J ( )| P(O[Z :— ]_)
L.
+Zaz sup {e " |z; (¢) — z; ()|}
CeR+
~ h
#2 S e A € =5 )

_g)f-1
avec g (s) (8) = & r(ia) pour 5 € [n,1).

s€[—,0]
n hite
d(®, & A
+; (@ ®) r o
nkz - hje’\T _
—i-)\ai dy (z, ) +jzzl o dy (z, %)
/ 1
t— i G _
—I—nMe_’\t/{‘ n Fsggi) v (&) (t—s)™ 1}ds|ai -y



4.2. STABILITE

Ou v est la fonction digamma. Alors

Zsup {e | (t) — 7 (1)1}

—q teRT
< Zmax }gb ‘+ZdeI> q) ht%
ilS[TO] o1 =1 +].)
h AT
A d,\ (x,7)
i=1 j=1
: [ (It = 9)] — v (@)
_ n(t—s) —v (o 51 _
+nM supe”/{ — t—s)" }dsal-—ai.
;t€R+ I (&) (£=3) |
Donc il existe une constante K (K = K (n)), telle que
h(e7) < d® )15 S g o)
A<x7x> — ( ) )+ : F(sz‘i‘l) ( )
=1 j=1
+ni i dy (z,7) —i—e’\Tiih—j_dA (2,7)
= A i=1 j=1 A%
—I—nMZK l; — @y
i=1
SN hytf
dy (,7) < <1+ZZ ) (o, @)
i=1 j=1
+ <nz )\; + e Z )\"‘j> dx (z, )
i=1 i=1 j=1

+n?’MKd (o, &)

ll—zn:To‘i <nki+ezn:hj)]d
< (1+Z§n: Zti1> (CI>, @)—f—nQMKd(a,d),

i=1 j=1
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CHAPITRE 4. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES A MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC
RETARDS

avec % = 7. Alors

[1—27% (nk: +eZh>] dy (z, )
<1+Zi Zfil ),nQMK

i=1 j=1

[d(®, ®) +d(a,a)].

< max

Ver, e >0et d(a, @) < €,d ((ID, (TD) < €, 1l existe

(1+ZZ };Ztil ) ,nQMK] :

=1 j=1

-1

=2 [1 — zn:TO‘i (nkl +€Z”:hj)] max
i=1 j=1

tel que dy (z,z) < d max {€1, €2} . Alors, la solution du probléme (4.1)-
(4.2) est stable par rapport a la condition initiale et I'ordre de la dérivation.
[ |
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Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Dans ce travail de recherche,notre objectif était le traitement d’une
équation aux dérivées partielles avec des dérivées temporelles fractionnaires,
et principalement ’étude de I'existence, I'unicité et la stabilité pour un sys-
teme d’équations différentielles non linéaires a multi-ordres fractionnaires
avec retards.

D’une part, on a établi un principe du maximum pour une équation aux
dérivées partielles fractionnaires appelée équation d’advection-dispersion
avec une dérivée fractionnaire de Caputo. Les résultats de ce principe sont
ensuite appliqués pour démontrer I'unicité de la solution du probléme mixte
associé a cette équation. D’autre part, en appliquant le principe de contrac-
tion, on a donné des conditions suffisantes pour 'existence et 'unicité de la
solution d’un systéme d’équations différentielles non linéaires & multi-ordres
fractionnaires avec retards . En plus de I'existence et I'unicité on a établi
sous certaines conditions la stabilité de la solution par rapport a la donnée
initiale et ’ordre de la dérivation.

Les résultats de cette these ont fait 'objet de la publication [30)].

Perspectives

L’étude de la stabilité uniforme de la solution du méme systéme diffé-
rentiel.

57



Chapitre 6

Copie de Particle publié
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