
 

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET AUX

DÉRIVÉES PARTIELLES AVEC DES DERIVÉES

TEMPORELLES FRACTIONNAIRES

العلمي والبحث العالي التعليم وزارة
BADJI MOKHTAR -ANNABA

UNIVERSITY
              UNIVERSITE BADJI MOKHTAR

ANNABA

مختار باجي جامعة
- عنابة- 

Faculté des Sciences
Année : 2017/2018

Département de Mathématiques

THÈSE
Présentée en vue de l’obtention du diplôme de Doctorat en sciences

Option
Mathématiques Appliquées  

Par
Radia SARI

DIRECTEUR DE THÈSE :   Lamine NISSE                        Prof.      U.E.H.L. EL OUED

Devant le jury

PRESIDENT : LASKRI Yamina      Prof. ESTI.  ANNABA

EXAMINATEUR : REBBANI Faouzia      Prof. ESTI.  ANNABA

EXAMINATEUR :

EXAMINATEUR :

SALMI Abdelouahab

ARDJOUNI Abdelouaheb

     M.C.A.

     M.C.A.

U.B.M. ANNABA

UNIV. SOUK AHRAS

 



Table des matières

Résumé(Arabe) iii

Résumé iv

Abstract v

Introduction générale vi

1 Rappels et notions fondamentales 1
1.1 Espaces Fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Transformée de Fourier et transformée de Laplace . . . . . . 3
1.3 Fonctions spéciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Continuité absolue de l�intégrale de Lebesgue . . . . . . . . . 11
1.5 Opérateurs et semigroupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.6 Quelques résultats de la théorie du point �xe . . . . . . . . . 13

2 Intégrales et dérivées fractionnaires 15
2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville . . . . . . . . . 15
2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . 20
2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.4 Dérivée de Grünwald-Letnikov . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.5 Equation di¤érentielle au sens de Caputo . . . . . . . . . . . 29

3 Principe du maximum pour les équations aux dérivées par-
tielles fractionnaires 31
3.1 Principe du maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Conséquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2.1 Unicité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.2 Existence de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . 40

i



TABLE DES MATIÈRES

4 Système d�équations di¤érentielles non linéaires à multi-
ordres fractionnaires avec retards 43
4.1 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2 Stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 Conclusion et Perspectives 57

6 Copie de l�article publié 58

ii



Résumé(Arabe)

iii



Résumé

Le but de cette thèse est l�étude des équations aux dérivées partielles
fractionnaires et des systèmes di¤érentiels non linéaires fractionnaires.

Dans un premier temps, on établit un principe du maximum appro-
prié pour un type d�équations aux dérivées partielles fractionnaires à l�aide
duquel on prouve l�unicité de la solution et sa dépendance continue par
rapport aux données du problème. D�autre part, on utilise la méthode de
séparation des variables pour montrer l�existence de la solution.
Puis dans un deuxième temps, on considère un système d�équations

di¤érentielles fractionnaires non linéaires à multi-ordres et avec retards va-
riables, et sous certaines conditions, on établit l�existence et l�unicité de
la solution en se basant sur le principe de contraction. En�n, on étudie la
stabilité de la solution par rapport à la condition initiale et l�ordre de la
dérivation.

Mots clés : Dérivée fractionnaire de Caputo, principe du maximum,
équation aux dérivées partielles fractionnaires, principe de contraction, sys-
tème di¤érentiel fractionnaire, stabilité.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of a class of fractional partial di¤e-
rential equations and the nonlinear fractional di¤erential systems.

Firstly, an appropriate maximum principle for a class of fractional par-
tial di¤erential equations is istablished. It is used to prove the uniqueness
and the continuous dependence of the solution on problem data. To show
the existence of the solution the method of the variable separation is used.
Secondly, we consider a system of nonlinear functional di¤erential equa-

tion with fractional multi-order. Under certain appropriate conditions we
establish the existence and uniqueness of the solution by application of the
contraction principle. Finally, the stability of the solution with respect to
the order of derivation and the initial condition is obtained.

Keywords : Caputo fractional derivative, maximum principle, partial
di¤erential equation, contraction principle, fractional di¤erential system,
stability.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
ordinaire. Il a des applications importantes non seulement en mathéma-
tiques pures, mais également intéresse de vaste domaines des sciences de
l�ingénieur. En particulier, les équations di¤érentielles et aux dérivées par-
tielles fractionnaires sont de plus en plus utilisées pour la modélisation des
problèmes dans la physique, dans la chimie et d�autres domaines d�applica-
tions.

L�un des outils les plus utiles et les plus connus et utilisés dans l�étude
des équations di¤érentielles et aux dérivées partielles est le principe du
maximum. Ce dernier nous permet d�obtenir des informations sur les solu-
tions d�équations aux dérivées partielles sans aucune connaissance explicite
des solutions elles mêmes.

Le principe de l�application contractante est l�un des rares théorèmes
constructifs de l�analyse mathématiques. Il constitue un outil de grande im-
portance vue l�étendue de son champs d�applications à priori, dans l�étude
des équations non linéaires qui jouent un rôle crucial aussi bien en mathé-
matiques qu�en sciences appliquées. Le principe est le théorème du point
�xe de Banach ou celui de Picard qui assure l�existence d�un unique point
�xe pour une application contractante d�un espace métrique complet dans
lui même. Ce concept a été prouvé en premier lieu par Banach en 1922
puis développé par plusieurs mathématiciens parmi lesquels nous citons
Schauder en 1930 ainsi que Krasnoselskii en 1955.

Cette thèse a pour objet l�étude d�une équation aux dérivées partielles
et un système d�équations di¤érentielles non linéaires à multi-ordres frac-
tionnaires avec retards. Elle contient quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on donne quelques notions préliminaires es-
sentielles ainsi que les théorèmes du point �xe. Le chapitre 2 contient les
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dé�nitions de di¤érentes dérivées fractionnaires ainsi que leurs propriétés.
Ces deux chapitres ont été nécessaires pour comprendre le reste de ce tra-
vail. Dans le troisième chapitre on établit un principe du maximum pour
l�équation aux dérivées partielles fractionnaires

@tu (x; t) + �cD�
0+;tu (x; t) = f

�
x; t; u;Du;D2u

�
:

On utilise ce principe pour étudier l�équation d�advection-dispersion
avec une dérivée temporelle fractionnaire de Caputo a�n de répendre aux
questions d�unicité de la solution et sa dépendance continue par rapport
aux données du problème associé. Pour l�existence on utilise la méthode de
séparation des variables.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude du système di¤érentiel non
linéaire fractionnaire avec multi-ordres � = (�1; :::; �n) de la forme

cD�i
0+xi (t) =

nX
j=1

fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) ; i = 1; n; t > 0;

x (t) = � (t) = (�1 (t) ; :::; �n (t)) ; t 2 [�� ; 0]:
où cD�i

0+ est la dérivée fractionnaire à gauche de Caputo d�ordre �i 2
(0; 1) ; pour i = 1; :::; n: fij : R+�R2 ! R sont continues pour i; j = 1; :::; n:
� j : R+ ! R. Pour ce problème on établit l�existence et l�unicité de la
solution en appliquant le principe de contraction. D�autre part, on prouve
la stabilité de cette solution par rapport à la condition initiale et l�ordre de
la dérivation.
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Chapitre 1

Rappels et notions
fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et théorèmes fon-
damentaux que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 Espaces Fonctionnels

Espace Lp

En mathématiques, les espaces Lp sont des espaces de fonctions dont
la puissance p-i�eme de la fonction est intégrable, au sens de Lebesgue.
Les espaces Lp sont très utilisés en analyse (et particulièrement en analyse
fonctionnelle).

Dé�nition 1.1.1 [15] Soit 
 = (a; b) (�1 � a < b � +1) un intervalle
borné ou non borné de R. Pour 1 � p � 1, on dé�nit l�espace LP comme
suit :
1� pour 1 � p <1, LP (
) est l�espace de classe ( de fonctions mesu-

rables ) de puissance Pi�emeint�egrables sur 
 i:e:

f 2 LP (
))
bZ
a

jf (t)jp dt <1: (1.1)

kfkp =
�R b

a
jf (t)jp dt

� 1
p
est une norme sur Lp (
) :

1



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

�
Lp (
) , k:kp

�
est un Banach.

En particulier, si p = 2 alors

L2 (
) =

8><>: f ;
Z



f 2dt < 1 , f (classe de fonctions mesurables) �a carr�e

int�egrable sur 
:

9>=>;
(L2 (
) ; h:; :iL2 (
)) est un Hilbert ; où h:; :iL2(
) est le produit scalaire

hf; giL2(
) =
Z



f (t) � g (t) dt , 8f; g 2 L2 (
) : (1.2)

2� Pour p =1, L1 (
) est l�espace des fonction essentiellement bornée
sur 
:

Remarque 1.1.1 � En général, si p 6= q, on a ni Lp inclus dans Lq, ni
Lq inclus dans Lp. Cependant si la mesure est �nie (comme en probabilités
par exemple), alors pour p < q, Lq est inclus dans Lp.
� Pour 1 < p < +1 , l�espace dual de Lp est Lq où q est dé�ni de façon

que 1
p
+ 1

q
= 1:

Dé�nition 1.1.2 f est dite essentiellement born�ee sur 
 s�il 9 M > 0
telle que sauf peut être sur un ensemble de mesure nul jf (t)j �M ,8t 2 
:

kfk1 = esssup
t2


jf (t)j = inf fM � 0; jf (t)j �M:p:p sur 
g ; (1.3)

(L1 (
) ; k:k1) est un Banach.

Espace ACn

Dé�nition 1.1.3 [15] Soit 
 = (a; b), un intervalle borné de R; alors l�es-
pace des fonctions absolûment continues noté AC

�
�

�
est dé�nie comme

l�espace des primitives des fonctions L1 (
) i.e. si f : �
 ! C , alors f est
dérivable presque partout sur �
 avec f 0 2 L1 (
) et l�on a

f 2 AC
�
�

�
() f (t) = f (a) +

tZ
a

f 0 (s) ds ,t 2 �
: (1.4)

Pour n 2 N�, on dé�nit ACn
�
�

�
comme l�espace des fonctions f :�


! C (n� 1) fois dérivables sur �
 telles que f (n�1) 2 AC
�
�

�
i:e:

2



1.2. TRANSFORMÉE DE FOURIER ET TRANSFORMÉE DE
LAPLACE

ACn
�
�

�
=
�
f : �
! C et f (n�1) (t) 2 AC

�
�

�	
:

Le lemme suivant nous donne une propriété caractéristique de l�espace
ACn

�
�

�
:

Lemme 1.1.1 [15] Une fonction f 2 ACn
�
�

�
; si et seulement si elle

s�écrit sous la forme

f (t) =
1

(n� 1)!

tZ
a

(t� s)n�1 f (n) (s) ds+
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k ; 8t 2 �
:

(1.5)

1.2 Transformée de Fourier et transformée
de Laplace

Transformée de Fourier

En analyse, la transformée de Fourier est un analogue de la théorie des
séries de Fourier pour les fonctions non périodiques.

Dé�nition 1.2.1 [15]Soit f une fonction de L1 (R) à valeurs complexes.
On appelle transformée de Fourier de f la fonction de la variable t 2 R;
notée Ff dé�nie par

Ff (t) :=
+1Z
�1

eixt f (x) dx , t 2 R: (1.6)

On appelle transformée de Fourier inverse de f la fonction de la variable
x 2 R, notée F�1f , donnée par

F�1f (x) :=
1

2 �

+1Z
�1

e�ixt f (t) dt , x 2 R: (1.7)

Les intégrales (1.6) et (1.7) convergent pour les fonctions f 2 L1 (R) :

3



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Théorème 1.2.1 (théorème d�inversion) [28]
Si f et F f sont dans L1 (R) ;alors presque partout on a

F�1 (Ff) = f; (1.8)

en plus , F�1f est continue et nulle à l�in�ni.

Proposition 1.2.1 [15] Soit f 2 Cn (R) \ L1 (R), si pour k = 0; :::n , les
dérivées f (k) sont dans L1 (R), alors pour k = 0; :::n;

Ff (k) (t) = (�it)k Ff (t) : (1.9)

Théorème 1.2.2 [28] Lorsque f 2 L1 (R), la transformée de Fourier Ff
appartient à C0 ( l�espace des fonctions continues sur R, nulles à l�in�ni)
et

kFfk1 � kfk1 : (1.10)

Dé�nition 1.2.2 Soient f , g : R! C. On dé�nit sous réserve d�existence
l�opérateur de convolution de Fourier par

(f � g) (t) :=
+1Z
�1

f (s) g (t� s) ds , t 2 R; (1.11)

la fonction f � g est appelée convoluée de f et g. Elle existe notamment
lorsque
� f et g 2 L1 (R), alors f � g 2 L1 (R) :
� f 2 L1 (R) et g bornée.

La bornétude du produit de convolution dans l�espace Lp (R) est donnée
par le théorème de Young suivant :

Théorème 1.2.3 [15] Si f 2 L1 (R) et g 2 Lp (R), alors

(f � g) (t) 2 Lp (R) (1 � p � 1)

et on a

kf � gkp � kfk1 : kgkp
en particulier, si f 2 L1 (R) et g 2 L2 (R), alors

4



1.2. TRANSFORMÉE DE FOURIER ET TRANSFORMÉE DE
LAPLACE

(f � g) (t) 2 L2 (R) et kf � gk2 � kfk1 : kgk2
Si f 2 L2 (R) et g 2 L2 (R), alors le produit de convolution (f � g) (t)

est continu, borné et nul à l�in�ni.

La tansformée de Fourier du produit de convolution est donnée par le
théorème de convolution suivant :

Théorème 1.2.4 (de convolution) [15]
Dans L1 (R), la transformée de Fourier d�un produit de convolution est

égale au produit des transformées de Fourier

F (f � g) (t) = Ff (t) :Fg (t) : (1.12)

Preuve.

F (f � g) (t) =
+1Z
�1

eixt

24 +1Z
�1

f (x� y) g (y) dy

35 dx:

Posons

x� y = s et dx = ds:

F (f � g) (t) =

+1Z
�1

+1Z
�1

f (s) g (y) eit(s+y) ds dy

=

+1Z
�1

eits f (s) ds

+1Z
�1

g (y) eity dy

= Ff (t) : Fg (t) ;

ce qui établit le théorème.

Théorème 1.2.5 [28] Si f 2 L1 (R) et si Ff (t) = 0 pour tout t 2 R , la
fonction f est nulle presque partout.

5



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Preuve. Puisque Ff = 0, on déduit que Ff 2 L1 et le résultat provient
du théorème d�inversion précédent.

Tranformée de Laplace

La transformée de Laplace intervient dans la résolution d�équations et
des systèmes di¤érentiels et tout particulièrement aujourd�hui en électricité,
électronique, théorie de la chaleur, théorie du signal, ...

Dé�nition 1.2.3 [15] La transformée de Laplace d�une fonction f de la
variable réelle t 2 R+ est dé�nie par :

Lf (s) :=
1Z
0

e�st f (t) dt , s 2 C; (1.13)

f (t) est appelée l�originale de Lf (s) :
La transformée de Laplace d�une fonction n�existe que si l�intégrale (1.13)

est convergente, pour cela l�originale doit être d�ordre exponentiel a , c�est-
à-dire qu�il existe M > 0 et a tels que

jf (t)j �M eat , pour t > T: (1.14)

Dans ce cas la transformée de Laplace existe pour Re (s) > a:
L�originale f (t) peut être reconstituée à l�aide de la transformée de La-

place inverse

L�1 (Lf) (t) := 1

2�i

c+i1Z
c�i1

est Lf (s) ds , c > a: (1.15)

Exemple 1.2.1 1. L [1] = 1
s
:

2. L [exp (�at)] = 1
(s+a)

:

3. L [t] = 1
s2
. Pour le démontrer il su¢ t d�e¤ectuer une intégration par

partie

1Z
0

t e�st dt = 0 +
1

s

+1Z
0

e�st dt =
1

s2
:

4. L
�
tk
�
= k!

sk+1
; (par récurrence).

Proposition 1.2.2 La transformée de Laplace est linéaire.

6



1.3. FONCTIONS SPÉCIALES

Dé�nition 1.2.4 Lorsque le produit f(t � s) g (s) est intégrable sur tout
intervalle [0; t] de R+, le produit de convolution de f et g au sens de la
transformation de Laplace, est la fonction f � g dé�nie par :

(f � g) (t) :=
xZ
0

f (t� s) g (s) ds: (1.16)

Théorème 1.2.6 [15] Si les transformées de Laplace de f et g existent,
alors la transformée de Laplace du produit de convolution est donnée par :

L (f � g) (s) = Lf (s) : Lg (s) : (1.17)

Proposition 1.2.3 [15] La transformée de Laplace de la dérivée d�ordre
n 2 N� de la fonction f est donnée par :

L
�
f (n)

�
(s) = sn Lf (s)�

n�1X
k=0

sn�k�1 f (k)
�
0+
�
; (1.18)

L
�
f (n)

�
(s) = sn Lf (s)�

n�1X
k=0

sk f (n�k�1)
�
0+
�
; (1.19)

sous l�hypothèse d�existence des intégrales correspondantes.

1.3 Fonctions spéciales

Fonction Gamma

Enmathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe, consi-
dérée également comme une fonction spéciale. On prolonge la fonction fac-
torielle à l�ensemble des nombres complexes ;

Dé�nition 1.3.1 [15] Pour z 2 C tel que Re (z) > 0, on dé�nit la fonction
suivante, appelée fonction Gamma, et notée par � :

� (z) =

+1Z
0

e�ttz�1 dt: (1.20)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la
partie réelle est strictement positive.

7



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Lemme 1.3.1 [15] La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1) Pour Re (z) > 0,

� (z + 1) = z � (z) ; (1.21)

comme en particulier � (1) = 1,on en déduit : 8n 2 N � (n+ 1) = n!
2) On peut également représenter � (z) par la limite ;

� (z) = lim
n!+1

n! nz

z (z + 1) ::: (z + n)
, Re (z) > 0: (1.22)

3)La fontion � (z) est analytique dans C n Z�:

Remarque 1.3.1 �La fonction � possède un pôle d�ordre 1 en z = �n
pour tout entier naturel n. Le résidu de la fonction en ce pôle est donné
par :

res (�;�n) = (�1)n

n!

� La fonction � est indé�niment dérivable sur R+� . Sa dérivée est �0 (z) =
� (z)  (z) :
Plus généralement, sa dérivée p � i�eme possède l�expression intégrale

suivante :

�(p) (x) =

+1Z
0

(ln (t))p tx�1 e�t dt:

Dé�nition 1.3.2 [15] La formule du binôme généralisée
�
�

n

�
pour � 2 C

et n 2 N est donnée par :

�
�

0

�
= 1 ,

�
�

n

�
=
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

n!
, n 2 N�: (1.23)

En particulier, pour � = m 2 N, on a�
m

n

�
=

m!

n! (m� n)!
, m � n; (1.24)

cette formule peut être exprimée en terme de la fonction Gamma pour
� =2 Z�� comme suit :

8



1.3. FONCTIONS SPÉCIALES

�
�

n

�
=

� (�+ 1)

n! � (�� n+ 1)
, � 2 C;� =2 Z�� , n 2 N. (1.25)

Fonction Bêta

Dé�nition 1.3.3 La fonction Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie
par

� (z; w) =

1Z
0

ta�1 (1� t)w�1 dt , Re (z) > 0 , Re (w) > 0: (1.26)

La fonction Bêta a été étudiée par Euler et Legendre. Elle est liée à la
fonction Gamma par la relation suivante :

Dé�nition 1.3.4

� (z; w) =
� (z) � (w)

� (z + w)
, Re (z) > 0 , Re (w) > 0: (1.27)

Fonction de Mittag-Le er

La fonction de Mittag-Le er, notée E�;� qui tient son nom du mathé-
maticien Gösta Mittag-Le er, est une fonction spéciale, c�est -à-dire qui
ne peut être calculée à partir d�équation rationnelle, qui s�applique dans le
plan complexe et dépend de deux paramètres � et �.

Dé�nition 1.3.5 [15] Pour z 2 C, la fonction de Mittag-Le er E� (z) est
dé�nie comme suit :

E� (z) =
1X
k=0

zk

� (�k + 1)
, � > 0; (1.28)

et la fonction de Mittag-Le er généralisée E�;� (z) comme suit :

E�;� (z) =
1X
k=0

zk

� (�k + �)
, � > 0 , � > 0: (1.29)

9



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Exemple 1.3.1 Pour des valeurs spéciales de � et � on a

E1 (z) = E1;1 (z) = ez ; E1;2 (z) =
ez � 1
z

:

Quelques propriétés des fonctions de Mittag-Le er, dont on utilise dans
l�analyse des équations di¤érentilles fractionnaires sont formulées dans le
théorème suivant :

Théorème 1.3.1 La fonction de Mittag-Le er possède les propriétés sui-
vantes :
1. C�est une fonction entière.
2. Pour jzj < 1 la fonction de Mittag-Le er généralisée véri�e

1Z
0

e�t t��1 E�;� (zt
�) dt =

1

1� z
: (1.30)

3.La dérivée d�ordre n 2 N de la fonction de Mittag-Le er est donnée
par :

dn

dzn
�
z��1E�;� (�z

�)
�
= z��n�1E�;��n (�z

�) ; n 2 N;� 2 C: (1.31)

4. La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :

L
h
z�k+��1 E

(k)
�;� (+az

�)
i
(s) =

k! s���

(s� � a)k+1
, Re (s) > jaj

1
� ; (1.32)

où E(k)�;� (x) =
dk

dxk
E�;� (x).

5. Intégration de la fonction de Mittag-Le er :

zZ
0

E�;� (�t
�) t��1 dt = z� E�;�+1 (�z

�) : (1.33)

Cette relation est un cas particulier de l�égalité :

1

� (�)

zZ
0

(z � t)��1 E�;� (�t
�) t��1 dt = z�+��1 E�;�+� (�z

�) , (1.34)

� > 0 , � > 0:
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1.4. CONTINUITÉ ABSOLUE DE L�INTÉGRALE DE LEBESGUE

1.4 Continuité absolue de l�intégrale de Le-
besgue

Théorème 1.4.1 Si f (t) est une fonction intégrable au sens de Lebesgue(sommable)
sur l�ensemble B; alors pour tout � > 0 il existe �0 > 0 tel que������

Z
e

f (t) d�

������ < �;

pour tout ensemble mesurable e � B tel que � (e) < �0:

Preuve. voir [17].

1.5 Opérateurs et semigroupes

Une propriété concernant les opérateurs linéaires bornés est donnée par
le théorème suivant :

Théorème 1.5.1 [35] Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de
Banach E dans E: Supposons que

kI � Ak < 1: (1.35)

Alors A possède un inverse linéaire borné A�1 donné par la serie de
Neumann i.e.

A�1 (x) = lim
n!+1

�
I + (I � A)2 + :::+ (I � A)n

�
(x) , x 2 E;

A�1 (x) =

+1X
n=0

(I � A)n : (1.36)

Dé�nition 1.5.1 Soit E un espace de Banach. Un semigroupe d�opérateurs
linéaires bornés sur E est une famille qu�on note (S (t))t�0 d�éléments de
B (E) (l�espace de tous les opérateurs linéaires bornés sur E) tels que�

S (0) = IE ,
S (s+ �) = S (s) � S (�) ; 8s; � � 0;

où IE désigne l�opérateur identité i.e. IE (f) = f .

11



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Dé�nition 1.5.2 Un semigroupe (S (t))t�0 sur E dit fortement continu si
pour f 2 E on a

lim
t!0+

kS (t) f � Sfk = 0: (1.37)

un semigroupe fortement continu sera appelé C0 � semigroupe:

Dé�nition 1.5.3 Soit E un espace de Banach. A est un opérateur linéaire
borné sur E; alors

exp (A) =
X
n2N

An

n!
où An = A � ::: � A , (n fois);

on peut dire que
(1) exp (A) est bien dé�ni
(2)

kexp (t A)k � exp jtj kAk ; 8t 2 R:
(3)

d

dt
(exp (t A)) = A: exp (t A) = exp (t A) : A; 8t 2 R:

(4) la fonction

R ! B (E)

t 7�! exp (t A)

est in�niment di¤érentiable.
On pose pour t � 0

S (t) := exp (t A) =
X
n2N

tnAn

n!
, t � 0: (?)

(S (t))t�0 est un semigroupe fortement continu et de type (?) si et seule-
ment si A 2 B (E) :

En�n, on a le résultat suivant

Proposition 1.5.1 [7] Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Pour tout
T > 0 et tout u0 2 E; il existe une unique u 2 C1 ([0; T ] ; E) du problème�

u0 (t) = Au (t) , 8t 2 [0; T ] ;
u (0) = u0;

12



1.6. QUELQUES RÉSULTATS DE LA THÉORIE DU POINT FIXE

cette solution est

u (t) = S (t) u0 = exp (A t) u0; (1.38)

où (S (t))t�0 est le semigroupe fortement continu engendré par A.

1.6 Quelques résultats de la théorie du point
�xe

Théorème du point �xe de Banach

Dé�nition 1.6.1 [33] Soit (E; d) un espace métrique. Une application F :
E ! E est dite k-Lipschitzienne de constante k � 0 si

8u; v 2 E; d (F (u) ; F (v)) � kd (u; v) :

Dé�nition 1.6.2 [33] L�application k-Lipschitzienne F est dite une contrac-
tion si k 2 (0; 1) :

Théorème 1.6.1 [33] ( Théorème du point �xe de Banach)
Soient (E; d) un espace métrique complet et F : E ! E une contraction.

Alors F admet un unique point �xe.

Théorème du point �xe de Schauder

Théorème 1.6.2 [36] Soit K un sous ensemble non vide, compact, convexe
dans un espace de Banach E et supposons F : K ! K une application
continue. Alors F admet un point �xe.

Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Dé�nition 1.6.3 Soit K un ensemble non vide d�un espace de Banach E.
On dit que K est un cône si K est convexe fermé et satisfait les conditions
suivantes
(i) �x 2 K; 8x 2 K et � � 0;
(ii) x et -x 2 K =) x = 0:
Tout cône dé�ni une relation d�ordre sur E par

x � y , y � x 2 K:

13



CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTIONS FONDAMENTALES

Dé�nition 1.6.4 (Opérateur complètement continu)
Soient E un espace de Banach et 
 une partie de E. On dit que l�opéra-

teur F : 
! E est complètement continu s�il est continu pour toute partie
bornée B de 
; F (B) est relativement compact dans E:

Théorème 1.6.3 [18] Soit E un espace de Banach et K � E un cône.

1;
2 sont deux ouverts de E avec 0 2 
1 et �
1 � 
2:
Soit F : K \

�
�
2�
1

�
! K un opérateur complètement continu tel que

(i) kFxk � kxk pour tout x 2 K \ @
1; et kFxk � kxk pour tout
x 2 K \ @
2;
ou bien
(ii) kFxk � kxk pour tout x 2 K \ @
2; et kFxk � kxk pour tout

x 2 K \ @
1:
Alors F possède un point �xe dans K \

�
�
2�
1

�
:

Théorème d�Azrela-Ascoli

Théorème 1.6.4 SoitW = C ([a; b]) muni de la norme kxk = maxa�t�b jx (t)j ;
avec �1 < a < b < +1; et soit D est un sous ensemble de W . Si les
conditions suivantes sont satisfaites
(i) D est uniformément borné, i.e. 9r > 0; kxk � r , 8x 2 D;
(ii) D est équicontinu, i.e. 8� > 0; 9� > 0, 8t1; t2 2 [a; b] tel que

jt1 � t2j < � et x 2 D =) jx (t1)� x (t2)j < �;

alors D est relativement compact.
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Chapitre 2

Intégrales et dérivées
fractionnaires

L�analyse fractionnaire est une branche de l�analyse qui étudie le cas
d�un opérateur di¤érentiel d�ordre non entier.
On peut dé�nir par ce procédé des intégrales ou des dérivées fraction-

naires.
Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains do-

maines de la physique faisant intervenir des phénomènes de di¤usion comme
l�électromagnétisme, l�acoustique ou la thermique.
Dans ce chapitre, on donne les di¤érentes dé�nitions de la dérivée frac-

tionnaire.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 2.1.1 [15] Soit � > 0, l�intégrale fractionnaire à gauche et à
droite de Riemann-Liouville d�ordre � de la fonction f 2 L1 [a; b] (�1 < a < b < +1)
sont dé�nies par :

I�a+ f (t) :=
1

� (�)

tZ
a

(t� s)��1 f (s) ds , t > a; (2.1)

et

I�b� f (t) :=
1

� (�)

bZ
t

(t� s)��1 f (s) ds , t < b; (2.2)

respectivement.
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CHAPITRE 2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

Pour � = 0, on a

I�a+ = I�b� = I ( l�opérateur identité ).

Remarque 2.1.1 Si � = n 2 N�; les intégrales précédentes coïncident avec
les intégrlaes répétées n� fois de la forme

(I�a+f) (t) =

tZ
a

ds1

s1Z
a

ds2:::

sn�1Z
a

f (sn) dsn

=
1

(n� 1)!

tZ
a

(t� s)n�1 f (s) ds;

et

(I�a�f) (t) =

bZ
t

ds1

bZ
s1

ds2:::

bZ
sn�1

f (sn) dsn

=
1

(n� 1)!

tZ
a

(t� s)n�1 f (s) ds:

Remarque 2.1.2 Dans la suite, nous allons parler uniquement de l�inté-
grale et les dérivées fractionnaires à gauche.

Exemple 2.1.1 Prenons f (t) = (t� a) avec  > �1, alors

I�a+ f (t) =
� ( + 1)

� (�+  + 1)
(t� a)�+ , (2.3)

En e¤et,

I�a+ f (t) = I�a+ (t� a) =
1

� (�)

tZ
a

(t� s)��1 (s� a) ds;

En utilisant le changement de variable

s = a+ x (t� a) , (0 � x � 1) ; (2.4)

et en utilisant la fonction Béta, on trouve
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2.1. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

I�a+ f (t) =
1

� (�)
(t� a)�+

1Z
0

x (1� x)��1 dx

=
1

� (�)
(t� a)�+ � (� ,  + 1)

=
1

� (�)
(t� a)�+

� (�) � ( + 1)

� (�+  + 1)

I�a+ f (t) =
� ( + 1)

� (�+  + 1)
(t� a)�+ :

Lemme 2.1.1 [29] L�opérateur d�intégration fractionnaire I�a+ est borné
dans Lp [a; b] (1 � p � 1) ;

kI�a+fkp � k kfkp (2.5)

Preuve. Soit f 2 Lp [a; b] ; on a

1

� (�)

tZ
a

(t� s)��1 f (s) ds =

+1Z
�1

'1 (t� s) '2 (s) ds;

où

'1 (t) =

� t��1

�(�)
, 0 < t � b� a ;

0 , t 2 R� (0; b] ;
et

'2 (t) =

�
f (x) , a � t � b;

0 , t 2 R� [a; b] :
Comme '1 2 L1 (R) et '2 2 Lp (R), alors

kI�a+ fkp = k'1 � '2kp � k'1k1 : k'2kp =
(b� a)�

� (�+ 1)
kfkp ;

d�où le résultat.

La propriété de semi-groupe de l�intégrale fractionnaire à gauche de
Riemman-Liouville est donnée par le théorème suivant ;
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CHAPITRE 2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

Théorème 2.1.1 [15] Soit �, � > 0, alors pour toute fonction f 2 L1 [a; b],
on a

I�a+ I�a+ f (t) = I�+�a+ f (t) = I�a+ I�a+ f (t) ; (2.6)

pour presque tout t 2 [a; b] ; si de plus f 2 C [a; b] ;alors (2.6) est vraie
pour tout t 2 [a; b] :

Preuve. Soit f 2 L1 [a; b], alors

I�a+ I
�
a+ f (t) =

1

� (�) � (�)

tZ
a

(t� s)��1
sZ
a

(s� �)��1 f (�) d� ds;

d�après le théorème de Fubini, on a

I�a+ I
�
a+ f (t) =

1

� (�) � (�)

tZ
a

f (�)

tZ
�

(t� s)��1 (s� �)��1 dsd� ;

En utilisant le changement de variable s = � + z (t� �), on obtient

I�a+ I
�
a+ f (t) =

1

� (�) � (�)

tZ
a

f (�) (t� �)�+��1
1Z
0

(1� z)��1 z��1 dz d�

=
1

� (�+ �)

tZ
a

f (�) (t� �)�+��1 d� = I�+�a+ f (t) ;

presque partout sur [a; b] .

Théorème 2.1.2 [34] Soient � > 0 et (fn)n�1 une suite de fonctions conti-
nues uniformément convergente sur [a; b], alors on peut intervertir l�inté-
grale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville et la limite comme suit :�

I�a+ lim
n!1

fn

�
(t) =

�
lim
n!1

I�a+ fn

�
(t) : (2.7)

En particulier, la suite
�
I�a+ fn

�
n�1 est uniformément convergente.
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2.1. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

Preuve. Soit f la limite de la suite (fn)n�1, il est clair que f est continue,
alors on a les estimations :

jI�a+ fn (t)� I�a+ f (t)j �
1

� (�)

tZ
a

(t� s)��1 jfn (s)� f (s)j ds

� 1

� (�+ 1)
kfn � fk1 (b� a)� ;

d�où la convergence uniforme sur [a; b], lorsque n!1:

Théorème 2.1.3 [15] Soient 0 < � < 1 et f 2 L1 (R), alors

F
�
I��1 f

�
(t) = jitj�� F f (t) : (2.8)

Lemme 2.1.2 [15] Soient � > 0, n = [�]+ 1 et f 2 L1 (0; b) pour tout b >
0:Si f admet une transformée de Laplace, alors la transformée de Laplace
de l�intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville de f est donnée
par :

L (I�0+ f) (s) = s�� L f (s) : (2.9)

Preuve. On peut écrire ;

I�0+ f (x) =
1

� (�)

xZ
0

(x� t)��1 f (t) dt =
x��1

� (�)
� f (t) :

Il vient du théorème de convolution que

L [I�0+ f ] (s) = L
�
x��1

� (�)

�
(s) : L f (s) ;

d�autre part, on a

L
�
x��1

�
(s) = � (�) s��;

d�où le résultat.
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CHAPITRE 2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 2.2.1 [15] Pour � 2 R+ et n 2 N� tels que n � 1 � � <
n, la dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d�ordre � d�une
fonction f est dé�nie par :

D�
a+f (t) := Dn In��a+ f (t) :=

1

� (n� �)

dn

dtn

tZ
a

(t� s)n���1 f (s) ds , t > a;

(2.10)
où Dn = dn

dtn
:

En particulier, pour � = m 2 N on a

D0
a+f (t) = DI1a+f (t) = If (t) = f (t) ;

et

Dm
a+ f (t) = Dm+1 Im+1�ma+ f (t) = Dm+1 I1a+ f (t) = Dm f (t) ;

donc pour � 2 N, la dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville
coïncide avec la dérivée usuelle.

Remarque 2.2.1 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d�une fonc-
tion constante non nulle est di¤érente de zéro.

Exemple 2.2.1 Soit f (t) = (t� a)�, avec � > �1 et � � 0 tels que
n� 1 � � < n, d�après (2.4) on a

D�
a+ f (t) = Dn In��a+ f (t) =

� (� + 1)

� (� + n� �+ 1)
Dn (t� a)n��+� :

Il s�ensuit alors que, pour le cas (�� �) 2 f1; 2; :::; ng on a

D�
a+ f (t) = D�

a (t� a)��j = 0 , j 2 f1; 2; :::; ng :

Par ailleurs si (�� �) =2 f1; 2; :::; ng ; on trouve

D�
a+ f (t) =

� (� + 1)

� (� � �+ 1)
(t� a)��� :

Une condition su¢ sante pour l�existence de la dérivée fractionnaire à
guache de Riemann-Liouville est donnée par le lemme suivant :
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2.2. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

Lemme 2.2.1 [15] Soient � � 0 et n = [�] + 1. Si f 2 ACn [a; b], alors
la dérivée fractionnaire D�

a+f existe presque partout sur [a; b], en plus elle
est donnée par

D�
a+f (t) =

n�1X
k=0

f (k) (a)

� (1 + k � �)
(t� a)k�� +

1

� (n� �)

tZ
a

f (n) (s)

(t� s)��n+1
ds:

(2.11)

Proposition 2.2.1 [14] Soit � > 0 et n = [�] + 1. Alors pour tout entier
m 2 N� tel que m > � on a

D�
a+ f (t) = Dm Im��a+ f (t) : (2.12)

Preuve. Comme m � n , alors

Dm Im��a+ f (t) = Dn Dm�n Im�na+ In��a+ f (t) = Dn In��a+ f (t) = D�
a+ f (t) ;

car Dm�n Im�na+ = I .

Théorème 2.2.1 [34] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées frac-
tionnaires à gauche de Riemann-Liouville existent. Alors D�

a+ (c1f + c2g)
existe, et on a

D�
a+ (c1f (t) + c2g (t)) = c1 D

�
a+ f (t) + c2 D

�
a+ g (t) , c1; c2 2 R:

(2.13)

Le lemme suivant montre que la dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-
Liouville est l�inverse gauche de l�opérateur d�intégration fractionnaire ;

Lemme 2.2.2 [34] Soient � > 0 et f 2 L1 [a; b]. Alors l�égalité

D�
a+ I�a+ f (t) = f (t) ; (2.14)

est vraie pour presque tout t 2 [a; b] :
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CHAPITRE 2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

Preuve. En utilisant la dé�nition 2.1.1 et la propriété du semi-groupe (2.6),
on trouve

D�
a+ I

�
a+ f (t) = Dn In��a+ I�a+ f (t) = Dn Ina+ f (t) = f (t) ;

presque partout sur [a; b] :

Théorème 2.2.2 Soient �, � > 0 tels que n� 1 � � < n, m� 1 � � < m
(n;m 2 N�). Alors on a

(a) Si � > � > 0, alors pour f 2 L1 [a; b] l�égalité

D�
a+ (I

�
a+ f) (t) = I���a+ f (t) ; (2.15)

est vraie presque partout sur [a; b] :
(b) Si � � � > 0 et si la dérivée fractionnaire D���

a+ f existe, alors on a

D�
a+ (I

�
a+ f) (t) = D���

a+ f (t) : (2.16)

(c) S�il existe une fonction ' 2 L1 [a; b] telle que f = I�a+ ', alors

I�a+ D�
a+ f (t) = f (t) ; (2.17)

pour presque tout t 2 [a; b] :
(d) Pour � > 0, k 2 N�. Si les dérivées fractionnaires D�

a+ f et Dk+�
a+ f

existent, alors

Dk (D�
a+ f) (t) = Dk+�

a+ f (t) : (2.18)

Preuve. En utilisant la dé�nition 2.1.1 et la propriété de semigroupe (2.6)
on a
(a) Puisque � > �, alors n � m et on a

D�
a+ (I�a+ f) (t) = Dn In��a+ (I�a+ f) (t)

= Dn
�
In+���a+ f

�
(t)

= Dn Ina+
�
I���a+ f

�
(t)

= I���a+ f (t) ;

presque pour tout t 2 [a; b] :
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2.3. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

(b) Considérons l�entier naturel j tel que j�1 � ��� < j, évidemment
j � m, alors

D�
a+ (I�a+ f) (t) = Dm Im��a+ (I�a+ f) (t) = Dm Im�(���) f (t) = D���

a+ f (t) ;

sous condition d�existence de D���
a+ f (t) :

(c) Par la relation (2.14), on déduit

I�a+ D
�
a+ f (t) = I�a+ [D�

a+ I
�
a+ ' (t)] = I�a+ [' (t)] = f (t) :

(d) On a

Dk [D�
a+ f (t)] = Dk Dn In��a+ f (t)

= Dk+n In�k+k��a f (t)

= Dk+n Ik+n�(k+�)a f (t)

Dk [D�
a+ f (t)] = Dk+�

a f (t) ;

d�où le résultat.

Théorème 2.2.3 [15] Si f 2 ACn [0; b], pour tout b > 0, alors la transfor-
mée de Laplace de la dérivée fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville
de f est

fL (D�
0+ f)g (s) = s� (L f) (s)�

n�1X
k=0

sk Dn�k�1 In��0+ f
�
0+
�
; (2.19)

sous la condition que f possède une transformée de Laplace.
En particulier, si 0 < � < 1 et f (t) 2 AC [0; b] pour tout b > 0, alors

fL (D�
0+f)g (s) = s� (Lf) (s)� I1��0+ f

�
0+
�
:

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Maintenant, on donne une dé�nition et quelques propriétés de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo. Elle est initialement introduite par Caputo
[4] ; [5] dans les années soixante et adaptée par Caputo et Mainardi [6] dans
le cadre de la théorie de la viscoélasticité linéaire ( voir [24] ) ;
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CHAPITRE 2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

Dé�nition 2.3.1 [15] La dérivée fractionnaire à gauche de Caputo d�ordre
� > 0 d�une fonction f est donnée par

cD�
a+ f (t) := In��a+ f (n) (t) :=

1

� (n� �)

tZ
a

(t� s)n���1 f (n) (s) ds , t > a;

(2.20)
avec n� 1 < � � n, n 2 N�:

Exemple 2.3.1 soit f (t) = (t� a) avec  > 0 alors pour (0 < � � 1) on
a (par dé�nition)

cD�
a+ f (t) : = I1��a+ f 0 (t) := I1��a (t� a)�1

: =


� (1� �)

tZ
a

(t� s)�� (s� a)�1 ds; t > a:

En utilisant le changement de variables (2.4); on arrive à

cD�
a+ f (t) =



� (1� �)
(t� a)��+

1Z
0

x�1 (1� x)�� dx

=


� (1� �)
(t� a)��+ � (; 1� �) ;

d�où
cD�

a+ f (t) =
� ( + 1)

� (1� �+ )
(t� a)��+ :

la relation entre la dérivée fractionnaire à gauche de Caputo et la dérivée
fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville est formulée dans le théorème
suivant :

Théorème 2.3.1 [14] [15] Soient � � 0 et n = [�] + 1. Si f possède n� 1
dérivées en a et si D�

a+ f existe, alors

cD�
a+ f (t) = D�

a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
; (2.21)

pour presque tout t 2 [a; b] :
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Preuve. d�après la dé�nition on a

D�
a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

= Dn In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

=
dn

dtn

tZ
a

(t� s)n���1

� (n� �)

"
f (s)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(s� a)k

#
ds:

En utilisant l�intégration par partie

In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

=

tZ
a

(t� s)n���1

� (n� �)

"
f (s)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(s� a)k

#
ds

= � 1

� (n� �+ 1)

" 
f (s)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(s� a)k

!
(t� s)n��

#s=t
s=a

+
1

� (n� �+ 1)

tZ
a

(t� s)n��
"
D f (s)�D

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(s� a)k

#
ds;

où

In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= In��+1a+ D

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
;

en procédant de la même façon n -fois, on aboutit à

In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= In��+na+ Dn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

= Ina+ I
n��
a+ Dn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
;
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or
n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(x� a)k est un polynôme d�ordre n� 1, on obtient alors

In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= Ina+ I

n��
a+ Dn f (t) ;

ainsi

D�
a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= Dn Ina+ I

n��
a+ Dn f (t)

= In��a+ Dn f (t)

= cD�
a+ f (t) ;

pour presque tout t 2 [a; b] :

Remarque 2.3.1 Si 0 < � < 1 la relation (2:21) devient

cD�
a+f (t) = D�

a+ [f (t)� f (a)] :

Une autre relation entre les deux dérivées fractionnaires est donnée par
le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 [14] [15] Soient � � 0 et n = [�] + 1. Choisissons f telle
que cD�

a+ f et D�
a+ f existent alors

cD�
a+f (t) = D�

a+f (t)�
n�1X
k=0

f (k) (a)

� (k � �+ 1)
(t� a)k�� : (2.22)

En particulier, si 0 < � < 1 alors

cD�
a+f (t) = D�

a+f (t)�
f (a)

� (1� �)
(t� a)�� :

Une conséquence de ce lemme est donnée par ;

Corollaire 2.3.1 [15] Soient � � 0 et n = [�] + 1. Si cD�
a+ f et D�

a+ f
existent, et si on suppose que Dk f (a) = 0 pour tout k 2 f0; 1; :::; n� 1g,
alors

cD�
a+f (t) = D�

a+ f (t) : (2.23)

La dérivée fractionnaire à gauche de Caputo est l�inverse gauche de
l�intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville ;
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Théorème 2.3.2 [34] Si f 2 C [a; b] et si � > 0 (n� 1 < � � n), alors

cD�
a+ I�a+ f (t) = f (t) : (2.24)

Preuve. Pour k = 0; 1; :::; n� 1 et d�après l�égalité (2.15) on a

(I�a+ f)
(k) (t) = I��ka+ f (t) ;

et de l�estimation

��I��ka+ f (t)
�� � kfk1

j� (�� k + 1)j (t� a)��k ;

on obtient

I��ka+ f (a) = 0 ; (k = 0; 1; :::; n� 1) :
En vertu du corollaire précédent, on a

cD�
a+ I

�
a+ f (t) = D�

a+ I
�
a+ f (t) = f (t) :

Théorème 2.3.3 [34] Soient f1 et f2 deux fonction de [a; b], telles que
cD�

a+ f1 et cD�
a+ f2 existent presque partout. De plus, soient c1 et c2 2 R.

Alors, cD�
a+ (c1 f1 + c2 f2) existe presque partout sur [a; b] et

cD�
a+ (c1 f1 + c2 f2) = c1

cD�
a+ f1 + c2

cD�
a+ f2: (2.25)

Lemme 2.3.2 [34] Soient � > 0, � =2 N et n = [�]+1. De plus on suppose
que f 2 Cn [a; b], alors cD�

a+f est continue sur [a; b] et véri�e

cD�
a+ f (a) = 0:

Preuve. D�après la dé�nition, il est clair que cD�
a+ f est continue, d�autre

part, d�après l�estimation

��In��a+ f (n) (t)
�� � f (n)1

j� (n� �+ 1)j (t� a)n�� , 8 t 2 [a; b] ;

d�où

cD�
a+ f (a) = In��a+ Dnf (a) = 0:
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Théorème 2.3.4 [14] Si f 2 ACn [0; b] ; pour tout b > 0; alors la transfor-
mée de Laplace de la dérivée fractionnaire à gauche de Caputo de f est

fL (cD�
0+f)g (s) = s� (Lf) (s)�

n�1X
k=0

s��1�k f (k)
�
0+
�
; (2.26)

sous la condition que la transformée de Laplace existe.

Preuve. On sait que, pour n� 1 < � � n; n 2 N�; t > 0

cD�
0+ f (t) = In��0+ f (n) (t) :

Ainsi

fL (cD�
0+f)g (s) =

�
L
�
In��0+ f (n)

�	
(s)

= s�n+�
�
L f (n)

�
(s) ; (d�après (2.9)).

fL (cD�
0+f)g (s) = s� (Lf) (s)�

n�1X
k=0

s��k�1f (k)
�
0+
�
; (d�après (1.18)).

2.4 Dérivée de Grünwald-Letnikov

Maintenant, on donne une autre dé�nition de la dérivée fractionnaire,
qui permettra d�établir des méthodes numériques pour la résolution des
équations di¤érentielles fractionnaires ;

Dé�nition 2.4.1 Pour � 2 R+, la dérivée fractionnaire de Grünwald-
Letnikov est dé�nie par

GLD�
a f (t) := lim

h!0

1

h�

(t�a)
hX
k=0

(�1)k
�
�

k

�
f (t� kh) , (t > a) ; (2.27)

sous condition que la limite existe.
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Dans le cas où � = n 2 N,

Dn f (t) = lim
h!0

1

hn

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
f (t� kh) ; (2.28)

est la dérivée n� i�eme de la fonction f .
On peut dé�nir l�intégrale de Grünwald-Letnikov en remplaçant � par

�� dans (2.27).
Alors on a

GLI�a f (x) = lim
h!0

h�

(t�a)
hX
k=0

(�1)k
�
��
k

�
f (t� kh) , � > 0

= lim
h!0

h�

(t�a)
hX
k=0

� (k + �)

k! � (�)
f (t� kh) , � > 0:

Une relation entre la dérivée de Grünwald-Letnikov et les autres déri-
vées( Riemann-Liouville et Caputo) est formulée dans le théorème suivant ;

Théorème 2.4.1 [34] Soient � > 0 , n = [�] + 1:Si f 2 Cn [a; b], alors

GLD�
a f (t) =

cD�
a+ f (t) +

n�1X
k=0

f (k) (a)

� (k � �+ 1)
(t� a)k�� = D�

a+ f (t) :

(2.29)

Remarque 2.4.1 La relation (2:27) est très utilisée pour calculer numéri-
quement une dérivée fractionnaire connaissant f avant la valeur t:

Remarque 2.4.2 Il faut noter que pour � non entier, la dérivée d�ordre
� au point t dépend du comportement de la fonction sur tout l�intervalle
[a; t] :

2.5 Equation di¤érentielle au sens de Ca-
puto

Théorème 2.5.1 [21] Soit le problème associé à l�équation di¤érentielle au
sens de Caputo :
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�
cD�

0+y (x)� �y (x) = 0;
y(k) (0) = ck 2 R; (k = 0; :::; n� 1; n� 1 < � < n; � 2 R) ;

où n = [�] + 1, la solution y (x) de ce problème est donnée par

y (x) =
n�1X
k=0

ck x
k E�;k+1 (� x

�) : (2.30)

Preuve. On a

cD�
0+y (x)� �y (x) = 0;

Si on applique la transformée de Laplace, on obtient

s� (Ly) (s)�
n�1X
k=0

s��1�k y(k)
�
0+
�
� � (Ly) (s) = 0;

s� (Ly) (s)� � (Ly) (s) =
n�1X
k=0

ck s
��1�k:

Ainsi

(Ly) (s) =
n�1X
k=0

ck
s��1�k

s� � �
:

D�après (1.32) on a

s��1�k

s� � �
=

1Z
0

e�st tk E�;k+1 (� t
�) dt;

s��1�k

s� � �
= L

�
xk E�;k+1 (� x

�)
�
(s) ;

Ensuite, en appliquant la transformation inverse,on trouve

y (x) =
n�1X
k=0

ck x
k E�;k+1 (� x

�) ;

d�où le résultat.
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Chapitre 3

Principe du maximum pour les
équations aux dérivées
partielles fractionnaires

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à établir un principe du
maximum pour la fonction u � v di¤érence des solutions de l�inéquation
di¤érentielle fractionnaire de la forme

@tu (x; t) + �cD�
0+;tu (x; t)� f (x; t; u;Du;D2u)

� @tv (x; t) + �cD�
0+;tv (x; t)� f (x; t; v;Dv;D2v)

Ensuite, nous introduisions un problème mixte associé à l�équation aux
dérivées partielles fractionnaires appelée équation d�advection-dispersion
avec une dérivée temporelle fractionnaire de Caputo. En�n, en utilisant ce
principe, nous montrons que ce problème a au plus une solution. D�autre
part, nous utiliserons la méthode de séparation des variables pour démon-
trer l�existence de la solution.

3.1 Principe du maximum

Soit l�inégalité di¤érentielle fractionnaire

@tu (x; t) + �cD�
0+;tu (x; t)� f (x; t; u;Du;D2u)

� @tv (x; t) + �cD�
0+;tv (x; t)� f (x; t; v;Dv;D2v)

(3.1)

� > 0; 0 < � < 1; (x; t) 2 
 := G� (0; T ) ; G 2 Rn:
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Le domaine G avec le bord S est un ouvert borné de Rn:
Ici D2u est la matrice qui représente la dérivée seconde de u par rapport

à la variable x; Du est le gradient de u (par rapport à x).
cD�

0+;tu représente la dérivée fractionnaire à gauche de Caputo d�ordre
� de la fonction u par rapport au temps t:
Une propriété très importante de la dérivée fractionnaire à gauche de

Caputo est formulée dans le théorème suivant

Théorème 3.1.1 [20] Si une fonction f 2 W 1 ((0; T ]) \ C ([0; T ]) atteint
son maximum sur l�intervalle (0; T ] au point � = t0; t0 2 (0; T ], alors la
dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction f est non négative au point
t0 pour tout 0 < � < 1 :

(cD�
0+f) (t0) � 0; 0 < � < 1: (3.2)

Où W 1 ((0; T ]) étant l�espace des fonctions f 2 C1 ([0; T ]) dé�nies dans
l�intervalle [0; T ] telles que f 0 2 L1 ((0; T )) :
Preuve. Pour prouver le théorème, on dé�nit la fonction auxiliaire

g (�) := f (t0)� f (�) ; � 2 [0; T ] ;

qui possède les propriétés suivantes :8<:
g (�) � 0; � 2 [0; T ] ; (3.3)�

cD�
0+g
�
(t) = �

�
cD�

0+f
�
(t) ; t 2 [0; T ] ; (3.4)

jg (�)j � C� jt0 � � j ; � 2 [�; T ] ; 0 < � < T (3.5)

Pour tout 0 < � < t0; on a

(cD�
0+g) (t0) =

1

� (1� �)

t0Z
0

(t0 � �)�� g0 (�) d� =

1

� (1� �)

�Z
0

(t0 � �)�� g0 (�) d� +

+
1

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)�� g0 (�) d�

= I1 + I2:
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Comme f 2 W 1 ((0; T ]) ; alors g 2 W 1 ((0; T ]) ; et ça signi�e que g0 2
L1 (0; T ) ; donc d�après le théorème1.4.1, on a

8� > 0 9�0 > 0 tel que jI1j < � 8� 2 (0; �0] :

Pour I2, on utilise l�intégration par parties :

I2 =

�
1

� (1� �)
(t0 � �)�� g (�)

�t0
�

� �

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d� ;

et comme

jg (�)j
jt0 � � j� � C� jt0 � � j1�� ; � 2 [�; T ] ; (d�après (3.5)),

alors I2devient

I2 = �
(t0 � �)�� g (�)

� (1� �)
� �

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d� :

De (3.3) on déduit

I2 � � �

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d�

� 0:

Alors

I1 + I2 � � � �

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d� :

Soit

� :=
1

2

�

� (1� �)

t0Z
0

(t0 � �)���1 g (�) d� ;

donc

I1 + I2 � 1

2

�

� (1� �)

t0Z
0

(t0 � �)���1 g (�) d�

� �

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d�
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I1 + I2 � 1

2

�

� (1� �)

�Z
0

(t0 � �)���1 g (�) d�

�1
2

�

� (1� �)

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d� ;

puisque
[0; �] � [0; �0]

t0Z
�

(t0 � �)���1 g (�) d� �
t0Z
�0

(t0 � �)���1 g (�) d� ;

ainsi

I1 + I2 � 1

2

�

� (1� �)

�Z
0

(t0 � �)���1 g (�) d�

�1
2

�

� (1� �)

t0Z
�0

(t0 � �)���1 g (�) d�

I1 + I2 � 0; 8� : 0 < � � �0;

à partir de (3.4 ) on termine la démonstration.
En utilisant le théorème précédent, on établit un principe du maximum

donné par ;

Théorème 3.1.2 Supposons que
(i) G est borné
(ii) Il existe une fonction non négative K telle que :

f (x; t; u;Du; r1)� f (x; t; u;Du; r2) � K (x; t)Tr (r1 � r2)

où r1 et r2 sont deux matrices symétriques et r1 � r2 (terme à terme).
(iii) f est décroissante par rapport à u:
(iv) f est lipschitzienne i.e.

9L > 0 t.q jf (x; t;m1; r1)� f (x; t;m2; r2)j � L (jm1 �m2j+ jr1 � r2j) ;

8 (x; t) 2 
 et u;m1;m2; r1; r2:
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(v) u et v sont deux solutions de (3:1) dans 
:
Alors, u � v atteint son maximum sur la partie STG :=

�
�G� f0g

�
[

(S � [0; T ]) de la frontière de 
:

Preuve. Soient

M = max
�
u (x; t)� v (x; t) ; (x; t) 2 �


	
;

m = sup
�
0; u (x; t)� v (x; t) ; (x; t) 2 STG

	
:

Supposons le contraire i.e M > m:
Soient � (x; t) =  (T � t) e�x;  > 0; (x; t) 2 
;
avec la condition suivante

L (1 + n) <
�

� (2� �)
;

et le nombre positif � > 0 tel que

�� (x; t) < M �m; 8 (x; t) 2 �
:

Maintenant, on dé�nit la fonction auxiliaire

w (x; t) := u (x; t)� v (x; t) + �� (x; t) ;

ceci implique que w < M sur la frontière STG; d�où w atteint son maxi-
mum sur �
 au point (x0; t0) 2 
: Donc en ce point on a�

@tw (x0; t0) = 0;
cD�

0+;tw (x0; t0) � 0;
D2w (x0; t0) � 0; Diu (x0; t0)�Div (x0; t0) = �� (x0; t0) ; (i = 1; 2; :::n) :

Di est la dérivée par rapport à xi:

0 � @tw (x0; t0) + �cD�
0+;tw (x0; t0)

� @tu (x0; t0) + �cD�
0+;tu (x0; t0)� @tv (x0; t0)�

��cD�
0+;tv (x0; t0)� �e�x0 � ��e�x0

� (2� �)
t1��0

0 � @tw (x0; t0) + �cD�
0+;tw (x0; t0)

� f
�
x0; t0; u (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; D

2u (x0; t0)
�
�

�f
�
x0; t0; v (x0; t0) ; Dv (x0; t0) ; D

2v (x0; t0)
�
� �e�x0 � ��e�x0

� (2� �)
t1��0 :
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On remarque que

D2w (x0; t0) = D2u (x0; t0)�D2v (x0; t0) + �3 (T � t0) Ie
�x0

D2u (x0; t0) = D2w (x0; t0)� �3 (T � t0) Ie
�x0 +D2v (x0; t0)

D2u (x0; t0) = D2w (x0; t0) + A;

on pose

J = f
�
x0; t0; u (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; D

2u (x0; t0)
�
�

�f
�
x0; t0; v (x0; t0) ; Dv (x0; t0) ; D

2v (x0; t0)
�

J = J1 + J2 + J3;

avec

J1 = f
�
x0; t0; u (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; D

2w (x0; t0) + A
�
�

�f (x0; t0; u (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; A) ;
J2 = f (x0; t0; u (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; A)�f (x0; t0; v (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; A) ;
J3 = f (x0; t0; v (x0; t0) ; Du (x0; t0) ; A)�f

�
x0; t0; v (x0; t0) ; Dv (x0; t0) ; D

2v (x0; t0)
�
:

A partir de (ii) on trouve que

J1 � K (x0; t0)

 
nX
i=1

D2
iw (x0; t0)

!
� 0

J1 � 0;

de l�inégalité w (x0; t0) �M on déduit que

u (x0; t0)� v (x0; t0) � M � �� (x0; t0) � m > 0

) u (x0; t0) � v (x0; t0) ;

et comme f est décroissante par rapport à u, alors

J2 � 0:
D�après l�hypothèse (iv) on obtient

J3 � L
�
jDu (x0; t0)�Dv (x0; t0)j+ �3 (T � t0)ne

�x0
	

� L
�
�� (x0; t0) + �2n� (x0; t0)

	
J3 � L�� (x0; t0) [1 + n] :

Alors

0 � @tw (x0; t0) + �cD�
0+;tw (x0; t0)

� L�� (x0; t0) [1 + n]� �e�x0 � ��e�x0

� (2� �)
t1��0 < 0;

d�où la contradiction.
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3.2 Conséquence

Comme une conséquence de ce principe, on considère l�équation aux
dérivées partielles fractionnaires

@tu (x; t) + �cD�
0+;tu (x; t) = (K�� vr:)u (x; t) : (3.3)

Cette équation appartient à la classe plus vaste des équations d�advection-
dispersion avec des dérivées temporelles fractionnaires.
Donc, soit le problème mixte suivant

(I)

8<:
@tu (x; t) + �cD�

0+;tu (x; t) = (K�� vr:)u (x; t) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 �G;
u (x; t) = c (x; t) ; (x; t) 2 S � [0; T ] :

Où � > 0 , 0 < � < 1, (x; t) 2 
 := G� (0; T ) , et K ,v > 0;

La solution de ce problème est dé�nie sur le domaine �
 := �G� [0; T ] à
valeurs réelles et appartient à l�espace C

�
�

�
\W 1

t (
) \ C2x (
) :
Où

W 1
t (
) =

�
u : �
! R; 8x 2 �G; u (x; :) 2 W 1 ((0; T ])

	
C2x (
) =

�
u : �
! R; 8t 2 [0; T ] ; u (:; t) 2 C2 (G)

	
Théorème 3.2.1 Soit u 2 C

�
�

�
\W 1

t (
)\C2x (
) une solution de l�équa-
tion (3:3) dans le domaine 
 := G� (0; T ) ; G 2 Rn:
Alors les propriétés suivantes sont véri�ées
(a) Si u (x; t) � 0; (x; t) 2 �
; alors elle atteint son maximum sur la

partie STG :=
�
�G� f0g

�
[ (S � [0; T ]) de la frontière de 
 i.e.

u (x; t) � max
(x;t)2STG

u (x; t) , 8 (x; t) 2 �
: (3.4)

(b) Si u (x; t) � 0; (x; t) 2 �
; alors

u (x; t) � min
(x;t)2STG

u (x; t) , 8 (x; t) 2 �
: (3.5)

Preuve. (a) Supposons le contraire i.e.
9 (x1; t1) 2 
 tel que

u (x1; t1) > max
(x;t)2STG

f0; u (x; t)g =M > 0; (3.6)

37
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On dé�nt le nombre � := u (x1; t1)�M > 0 et la fonction auxiliaire :

w (x; t) := u (x; t) +
�

2

T � t

T
; (x; t) 2 �
; (3.7)

qui possède les propriétés suivantes :8<:
w (x; t) � u (x; t) + �

2
; (x; t) 2 �
;

w (x1; t1) � u (x1; t1) = �+M � �+ u (x; t) � �+ w (x; t)� �
2
� �

2
+ w (x; t) ;

(x; t) 2 STG:
La dernière propriété signi�e que la fonction w ne peut pas atteindre

son maximum sur la partie STG. Si le point maximum de w sur �
 est désigné
par (x0; t0) alors x0 2 G, 0 < t0 � T et

w (x0; t0) � w (x1; t1) � �+M > �: (3.8)

D�autre part, on a( �
cD�

0+;tw
�
(t0) � 0; @tw (x0; t0) = 0;

rw (x0; t0) = 0; �w (x0; t0) � 0:

De (3:7) on peut écrire

u (x; t) = w (x; t)� �

2

T � t

T
; (x; t) 2 �
;

et comme�
cD�

0+;tu
�
(x; t) =

�
cD�

0+;tw
�
(x; t) +

�

2T

t1��

� (2� �)
;

alors au point (x0; t0) on a

@tu (x0; t0) + �cD�
0+;tu (x0; t0)� (K�� v r:)u (x0; t0)

= @tw (x0; t0) +
�
2T
+ �

�
cD�

0+;tw
�
(x0; t0)

+ � �
2T

t1��0

�(2��) �K�w (x0; t0)

� �
2T

�
1 + �

t1��1

�(2��)

�
> 0:

Ceci contredit la condition du théorème qui dit que la fonction u est
une solution de l�équation (3:3) :
(b) En remplaçant u par �u ci-dessus on démontre la deuxième partie.
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3.2.1 Unicité de la solution

Le principe du maximum et le principe du minimum prouvés dans cette
section sont appliqués pour prouver que le problème (I) possède au plus
une solution.

Théorème 3.2.2 Si u est une solution du problème (I), alors on a l�esti-
mation suivante :

kukC(�
) � max fM0;M1g ; (3.9)

où
M0 = ku0kC( �G) , M1 = kckC(S�[0;T ]) ; (3.10)

à condition que la solution garde son signe.

Preuve. En appliquant le principe du maximum et le principe du minimum
à la fonction u, on obtient :

�max fM0;M1g � u (x; t) � max fM0;M1g ; (x; t) 2 �
;

où
M0 = ku0kC( �G) , M1 = kckC(S�[0;T ]) ;

d�où le résultat.

Théorème 3.2.3 Le problème (I) possède au plus une solution. Cette so-
lution dépend continûment des données du problème au sens que si

ku0 � ~u0kC( �G) � �0 , kc� ~ckC(S�[0;T ]) � �1

alors, on a l�estimation suivante

ku� ~ukC(�
) � max f�0; �1g : (3.11)

Preuve. Soient u1 et u2 sont deux solutions du problème (I) i.e.

8<:
@tu1 (x; t) + �cD�

0+;tu1 (x; t)� (K�� vr:)u1 (x; t) = 0;
u1 (x; 0) = u0 (x) ; x 2 �G;

u1 (x; t) = c (x; t) ; (x; t) 2 S � [0; T ] ;

et 8<:
@tu2 (x; t) + �cD�

0+;tu2 (x; t)� (K�� vr:)u2 (x; t) = 0;
u2 (x; 0) = u0 (x) ; x 2 �G;

u2 (x; t) = c (x; t) ; (x; t) 2 S � [0; T ] :
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Alors

@t (u1 � u2) (x; t)+�
cD�

0;t (u1 � u2) (x; t)�(K�� vr:) (u1 � u2) (x; t) = 0:

Soit w = u1 � u2 une solution du problème homogène8<:
@tw (x; t) + �cD�

0;tw (x; t)� (K�� vr:)w (x; t) = 0;
w (x; 0) = 0; x 2 �G;

w (x; t) = 0; (x; t) 2 S � [0; T ] :

d�où

kwkC(�
) � max fM0;M1g ; avec M0 = 0 et M1 = 0

=) w = u1 � u2 = 0 =) u1 = u2:

3.2.2 Existence de la solution

On montre l�existence de la solution du problème (I) sous quelques
restrictions sur les données du problème, on a donc

(II)

8<:
@tu (x; t) + �cD�

0+;t u (x; t) = �Lu (x; t) ; � L = (K�� vr:) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 �G;
u (x; t) = 0; (x; t) 2 S � [0; T ] ;

Avant d�étudier l�existence on a besoin de la proposition suivante

Proposition 3.2.1 Pour � < �(2��)
T 1�� l�opérateur

�
I + �I1��0+

��1
existe et il

est borné dans Lp [0; T ] :

On utilise la méthode de séparation des variables, soit donc

u (x; t) = U (t)X (x) avec X 6= 0 et U 6= 0;

Alors l�équation (3:3) devient

U 0 (t) + �cD�
0+;t U (t)

U (t)
= �L (X)

X (x)
= ��; � > 0;

cette dernière équation avec la condition au bord est équivalente à
l�équation di¤érentielle fractionnaire

U 0 (t) + �cD�
0+;t U (t) + �U (t) = 0; (3.12)
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et le problème à valeurs propres pour l�opérateur L�
L (X) = �X;

X (x) = 0 ; x 2 S: (3.13)

Maintenant, soit l�espace

ML =
�
f ; fjS = 0 ; f 2 C1

�
�G
�
\ C2 (G) ; et L (f) 2 L2 (G)

	
:

Toute fonction f 2ML peut être représentée par sa série de Fourier :

f (x) =
1X
i=1

hf ; Xii Xi (x) ; (3.14)

où Xi 2 ML sont les fonctions propres correspondantes aux valeurs
propres �i :

L (Xi) = �iXi; i = 1; 2; ::: .

On peut écrire l�équation (3:12) sous la forme�
I + � I1��0+

�
U 0 (t) = �� U (t) ;

ainsi
U 0 (t) = ��

�
I + � I1��0+

��1
U (t) (3.15)

) U 0 (t) = A U (t) ;

où
A U = ��

�
I + � I1��0+

��1
U;

alors, la solution de l�équation (3.15) avec � = �i , i = 1; 2; ::: est donnée
par

Ui (t) = Si (t) U0i;

où fSi (t)gt�0 est le semigroupe engendré par A et U0i est la donnée
initiale, pour i = 1; 2; ::: .

Le problème étudié étant linéaire et homogème, le principe du superpo-
sition s�applique et par conséquent :

u (x; t) =

1X
i=1

Si (t) U0i Xi (x) ;

sera une solution de l�équation (3:3) et la condition au bord. Pour
construire une fonction qui véri�e la condition initiale, on donne la dé�-
nition suivante :
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Dé�nition 3.2.1 La solution formelle du problème (II) est appelée série
de Fourier, elle a la forme suivante

u (x; t) =

1X
i=1

hu0; Xii Si (t) Xi (x) ; i = 1; 2; ::: . (3.16)

D�où le théorème d�existence ;

Théorème 3.2.4 Si la donnée initiale u0 appartient à l�espace ML et
� < �(2��)

T 1�� ; alors la solution du problème (II) existe et elle est donnée par
la formule (3:16) :
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Chapitre 4

Système d�équations
di¤érentielles non linéaires à
multi-ordres fractionnaires
avec retards

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence, l�unicité et la stabilité
de la solution d�un système d�équations di¤érentielles fractionnaires non
linéaires à multi-ordres et avec retards variables. les résultats de ce chapitre
ont fait l�objet de la publication internationale [30].
Dans[12] El Sayed et Gaafar ont étudié certains systèmes non linéaires

fractionnaires avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre
� 2 (0; 1) et à retards constants � j > 0, j = 1; :::; n:8<:

D�xi (t) = fi (t; x (t)) + gi (t; x� (t)) ; t 2 (0; T ] ; T <1
x (t) = � (t) pour t < 0 et limt!0� � (t) = 0

I1��x (t) nt=0 = 0
où D� désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, x (t) =

(x1 (t) ; :::; xn (t)), et x� (t) = (x1 (t� � 1) ; :::; xn (t� �n)) :
Récemment, cette étude a été étendue par Nisse et Bouaziz [25] pour

d�autres classes d�équations di¤érentielles à retards variables � j = � j (t)
avec une dérivée fractionnaire de Caputo, de la forme(

cD�
0+xi (t) =

Xn

j=1
fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) ; i = 1; :::; n; t > 0

x (t) = � (t) ; t 2 [�� ; 0]
Dans ce travail, On considère le système précédent mais avec multi-

ordres � = (�1; :::; �n) i.e.
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NON LINÉAIRES À MULTI-ORDRES FRACTIONNAIRES AVEC

RETARDS

cD�i
0+xi (t) =

nX
j=1

fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) ; i = 1; :::; n; t > 0 (4.1)

x (t) = � (t) =
�
�1;:::; �n

�
; t 2 [�� ; 0] (4.2)

où cD�i
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche de Caputo d�ordre �i 2

(0; 1) ; pour i = 1; :::; n: fij : R+�R2 ! R sont continues pour i; j = 1; :::; n;
� j : R+ ! R avec � = max fsupt2R+ � j (t) : j = 1; :::; ng > 0:

4.1 Existence et unicité de la solution

Lemme 4.1.1 La fonction vecteur x (t) := (x1 (t) ; :::; xn (t)) est une solu-
tion du problème (4:1)� (4:2) si et seulement si

xi (t) =

8<: �i (0) +
nP
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) ; t > 0

�i (t) ; t 2 [�� ; 0] ; i = 1; :::; n:
(4.3)

Preuve. Pour t > 0 et i = 1; n; l�équation (4:1) peut s�écrire comme

I1��i0+ Dxi (t) =
nX
j=1

fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) :

En appliquant l�opérateur I�i0+ , pour i = 1; n dans les deux côtés, on
obtient

I1Dxi (t) =

nX
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) :

xi (t)� xi (0) =
nX
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) :

Alors

xi (t) = �i (0) +

nX
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) :
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Soit l�espaceE = fv 2 C ([�� ;+1);Rn) : v (t) = � (t) ; t 2 [�� ; 0]gmuni
de la distance dé�nie pour tout x et y dans E par

d� (x; y) :=

nX
i=1

sup
t2R+

�
e��t jxi (t)� yi (t)j

	
;

où � 2 R+ sera choisi plus tard.
On dé�nit l�opérateur F : E ! E par

(Fx)i (t) =

8<: �i (0) +
nP
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t))) ; t > 0

�i (t) ; t 2 [�� ; 0]; i = 1; n:

Lemme 4.1.2 (E; d) est un espace métrique complet.

Théorème 4.1.1 On suppose que
(H1) Soient fij : R+ � R

2 ! R des fonctions continues et satisfont la
condition de Lipschitz

jfij (t; xi; yj)� fij (t; ui; vj)j � ki jxi � uij+ hj jyj � vjj ;

où ki; hj > 0; i; j = 1; n:
(H2) Pour j = 1; n; � j 2 C (R+;R) et

� j (t) > �� ; t > 0:

(H3) Pour j = 1; n; 9tj > 0 :�
� j (t) � t; 8t 2 [0; tj] ;
� j (t) < t; 8t 2 ]tj;+1[ :

(H4)
nX
i=1

��i

 
nki + e

nX
j=1

hj

!
< 1;

alors le problème (4:1)� (4:2) a une solution unique.

Preuve. Soient x; y 2 E; pour i = 1; n, on a
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jFxi (t)� Fyi (t)j

=

�����
nX
j=1

I�i0+ ffij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t)))� fij (t; yi (t) ; yj (t� � j (t)))g
�����

=

�����
nX
j=1

R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

ffij (s; xi (s) ; xj (s� � j (s)))� fij (s; yi (s) ; yj (s� � j (s)))g ds
�����

�
nX
j=1

R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

jfij (s; xi (s) ; xj (s� � j (s)))� fij (s; yi (s) ; yj (s� � j (s)))j ds:

D�après (H1)

jFxi (t)� Fyi (t)j

�
nX
j=1

ki
R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

jxi (s)� yi (s)j ds

+
nX
j=1

hj
R tj
0

(t�s)�i�1
�(�i)

���j (rj (s))� �j (rj (s))
�� ds

+

nX
j=1

hj
R t
tj

(t�s)�i�1
�(�i)

jxj (rj (s))� yj (rj (s))j ds

� nki
R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

jxi (s)� yi (s)j ds

+
nX
j=1

hj

tZ
tj

(t�s)�i�1
�(�i)

jxj (rj (s))� yj (rj (s))j ds;

où rj (s) = s� � j (s) :
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Donc

e��t jFxi (t)� Fyi (t)j

� nki
R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

e��(t�s)e��s jxi (s)� yi (s)j ds

+
nX
j=1

hj
R t
tj

(t�s)�i�1
�(�i)

e��(t�rj(s))e��rj(s) jxj (rj (s))� yj (rj (s))j ds

e��t jFxi (t)� Fyi (t)j

� nki sup
�2R+

�
e��� jxi (�)� yi (�)j

	 R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

e��(t�s)ds

+

nX
j=1

hj sup
�2R+

�
e��rj(�) jxj (rj (�))� yj (rj (�))j

	 R t
tj

(t�s)�i�1
�(�i)

e��(t�rj(s))ds:
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En utilisant un changement de variable, on obtient

e��t jFxi (t)� Fyi (t)j

� nki sup
�2R+

�
e��� jxi (�)� yi (�)j

	
1
��i

R �t
0

u�i�1e�u

�(�i)
du

+
nX
j=1

hj sup
�2R+

�
e��� jxj (�)� yj (�)j

	
1
��i

R �(t�tj)
0

u�i�1

�(�i)
e�ue���j(t�

u
�)du

� nki sup
�2R+

�
e��� jxi (�)� yi (�)j

	
1
��i

R �t
0

u�i�1e�u

�(�i)
du

+
nX
j=1

hj sup
�2R+

�
e��� jxj (�)� yj (�)j

	
1
��i

R �(t�tj)
0

u�i�1

�(�i)
e�ue��du

� nki
��i

sup
�2R+

�
e��� jxi (�)� yi (�)j

	
+

nX
j=1

hje
��

��i
sup
�2R+

�
e��� jxj (�)� yj (�)j

	

� nki
��i
d� (x; y) +

nX
j=1

hje
��

��i
d� (x; y) :

Alors

nX
i=1

sup
t2R+

�
e��t jFxi (t)� Fyi (t)j

	

�
 

nX
i=1

nki
��i
+

nX
i=1

nX
j=1

hje
��

��i

!
d� (x; y)
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nX
i=1

sup
t2R+

�
e��t jFxi (t)� Fyi (t)j

	

�
 
n

nX
i=1

ki�
�i +

nX
i=1

��i
nX
j=1

hje
��

!
d� (x; y) ; avec � = 1

�

�
 
n

nX
i=1

ki�
�i +

nX
i=1

��i
nX
j=1

hje

!
d� (x; y) :

En�n

d� (Fx; Fy) �
nX
i=1

��i

 
nki + e

nX
j=1

hj

!
d� (x; y) :

Comme
nX
i=1

��i

 
nki + e

nX
j=1

hj

!
< 1, alors d�après le principe de contrac-

tion l�opérateur F : E ! E a un point �xe unique x = Fx; qui est l�unique
solution du problème (4:1)-(4:2).

4.2 Stabilité

Maintenant, on étudie la stabilité de la solution du problème (4:1)-(4:2)
par rapport à l�ordre de dérivation et la condition initiale dans le sens de
la dé�nition suivante ;

Dé�nition 4.2.1 On dit que la solution x du problème (4:1)-(4:2) est stable
par rapport à l�ordre de dérivation et la condition initiale si :
8�1; �2 > 0; 9 � > 0 (ne dépend pas de �1et �2); telle que

d (�; ��) < �1 et d
�
�; ��

�
< �2 ) d� (x; �x) < �max f�1; �2g ;

où �x est la solution du problème suivant

cD��i
0+�xi (t) =

nX
j=1

fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t))) ; ��i 2 (0; 1) ; i = 1; n; t > 0;

(4.3)
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�x (t) = �� (t) =
�
��1 (t) ; :::; ��n (t)

�
; t 2 [�� ; 0]; (4.4)

avec

d (�; ��) = max
i=1;n

j�i � ��ij et d
�
�; ��

�
=

nX
i=1

max
t2[��;0]

���i (t)� ��i (t)�� :
Théorème 4.2.1 Supposons que les hypothèses (H1) � (H4) du théorème
précédent sont véri�ées, et qu�il existe une constante positive M telle que

M = max
t2R+

jfij (t; u; v)j ; i; j = 1; :::; n:

Alors pour tout � 2 (0; 1) ; la solution du problème (4:1)-(4:2) est stable
par rapport à la condition initiale et l�ordre de dérivation dans [�; 1).

Preuve. Soient x (t) et �x (t) deux solutions des problèmes (4:1)-(4:2) et
(4:3)-(4:4), avec �i; ��i 2 [�; 1) ; i = 1; n, et pour tout t > 0 on a
xi (t)� �xi (t) = �i (0)� ��i (0)

+
nX
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t)))

�
nX
j=1

I ��i0+fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t)))

xi (t)� �xi (t) = �i (0)� ��i (0)

+
nX
j=1

I�i0+fij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t)))

�
nX
j=1

I�i0+fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t)))

+

nX
j=1

I�i0+fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t)))

�
nX
j=1

I ��i0+fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t)))

xi (t)� �xi (t) = �i (0)� ��i (0)

+

nX
j=1

I�i0+ ffij (t; xi (t) ; xj (t� � j (t)))� fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t)))g

+

nX
j=1

�
I�i0+ � I ��i0+

	
fij (t; �xi (t) ; �xj (t� � j (t))) :

50



4.2. STABILITÉ

d�où

jxi (t)� �xi (t)j

�
���i (0)� ��i (0)��

+
nX
j=1

R t
0
(t�s)�i�1
�(�i)

jfij (s; xi (s) ; xj (s� � j (s)))� fij (s; �xi (s) ; �xj (s� � j (s)))j ds

+
nX
j=1

R t
0

��� (t�s)�i�1�(�i)
� (t�s)��i�1

�(��i)

��� jfij (s; �xi (s) ; �xj (s� � j (s)))j ds

jxi (t)� �xi (t)j �
���i (0)� ��i (0)��
+

nX
j=1

ki

tZ
0

(t� s)�i�1

� (�i)
jxi (s)� �xi (s)j ds

+

nX
j=1

hj

tjZ
0

(t� s)�i�1

� (�i)

���j (s� � j (s))� ��j (s� � j (s))
�� ds

+

nX
j=1

hj

tZ
tj

(t� s)�i�1

� (�i)
jxj (s� � j (s))� �xj (s� � j (s))j ds

+

nX
j=1

tZ
0

�����(t� s)�i�1

� (�i)
� (t� s)��i�1

� (��i)

����� jfij (s; �xi (s) ; �xj (s� � j (s)))j ds
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jxi (t)� �xi (t)j � max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��
+

nX
j=1

max
s2[��;0]

���j (s)� ��j (s)��hj
tjZ
0

(t� s)�i�1

� (�i)
ds

+
nX
j=1

ki

tZ
0

(t� s)�i�1

� (�i)
jxi (s)� �xi (s)j ds

+
nX
j=1

hj

tZ
tj

(t� s)�i�1

� (�i)
jxj (s� � j (s))� �xj (s� � j (s))j ds

+
nX
j=1

max
�2R+

jfij (�; �xi (�) ; �xj (� � � j (�)))j
tZ
0

�����(t� s)�i�1

� (�i)
� (t� s)��i�1

� (��i)

����� ds

jxi (t)� �xi (t)j � max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��
+

nX
j=1

max
s2[��;0]

���j (s)� ��j (s)��hj [t�i � (t� tj)
�i ]

� (�i + 1)

+nki

tZ
0

(t� s)�i�1

� (�i)
jxi (s)� �xi (s)j ds

+
nX
j=1

hj

tZ
tj

(t� s)�i�1

� (�i)
jxj (s� � j (s))� �xj (s� � j (s))j ds

+nM

tZ
0

�����(t� s)�i�1

� (�i)
� (t� s)��i�1

� (��i)

����� ds:
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Donc

e��t jxi (t)� �xi (t)j � e��t max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��
+e��t

nX
j=1

max
s2[��;0]

���j (s)� ��j (s)��hj [t�i � (t� tj)
�i ]

� (�i + 1)

+nki

tZ
0

(t� s)�i�1

� (�i)
e��(t�s)e��s jxi (s)� �xi (s)j ds

+
nX
j=1

hj

tZ
tj

(t� s)�i�1

� (�i)
e��(t�rj(s))e��rj(s) jxj (rj (s))� �xj (rj (s))j ds

+e��tnM

tZ
0

�����(t� s)�i�1

� (�i)
� (t� s)��i�1

� (��i)

����� ds;

avec rj (s) = s� � j (s) :

e��t jxi (t)� �xi (t)j � max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��
+

nX
j=1

max
s2[��;0]

���j (s)� ��j (s)�� hjt
�i
j

� (�i + 1)

+nki sup
�2R+

�
e��� jxi (�)� �xi (�)j

	 1

��i

�tZ
0

u�i�1

� (�i)
e�udu

+e��tnM

tZ
0

�����(t� s)�i�1

� (�i)
� (t� s)��i�1

� (��i)

����� ds
+

nX
j=1

hj sup
�2R+

�
e��(rj(�)) jxj (rj (s))� �xj (rj (s))j

	

�
�(t�tj)Z
0

u�i�1

� (�i)
e�ue���j(t�

u
�)du.
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En appliquant le théorème des accroissements �nis, il existe ~�i entre �i
et ��i; i = 1; n; tel que

e��t jxi (t)� �xi (t)j � max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��
+

nX
j=1

max
s2[��;0]

���j (s)� ��j (s)�� hjt
�i
j

� (�i + 1)

+
nki
��i

sup
�2R+

�
e��� jxi (�)� �xi (�)j

	
+

nX
j=1

hje
��

��i
sup
�2R+

�
e��� jxj (�)� �xj (�)j

	
+nMe��t

tZ
0

jg0 (s) (~�i)j ds j�i � ��ij ;

avec g (s) (�) = (t�s)��1
�(�)

pour � 2 [�; 1) :

e��t jxi (t)� �xi (t)j � max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��
+

nX
j=1

d
�
�; ��

� hjt
�i
j

� (�i + 1)

+
nki
��i

d� (x; �x) +

nX
j=1

hje
��

��i
d� (x; �x)

+nMe��t
tZ
0

�
jln (t� s)j �  (~�i)

� (~�i)
(t� s)~�i�1

�
ds j�i � ��ij :
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Où  est la fonction digamma. Alors

nX
i=1

sup
t2R+

�
e��t jxi (t)� �xi (t)j

	
�

nX
i=1

max
s2[��;0]

���i (s)� ��i (s)��+ nX
i=1

nX
j=1

d
�
�; ��

� hjt
�i
j

� (�i + 1)

+

nX
i=1

nki
��i

d� (x; �x) +
nX
i=1

nX
j=1

hje
��

��i
d� (x; �x)

+nM
nX
i=1

sup
t2R+

e��t
tZ
0

�
jln (t� s)j �  (~�i)

� (~�i)
(t� s)~�i�1

�
ds j�i � ��ij :

Donc il existe une constante K (K = K (�)), telle que

d� (x; �x) � d
�
�; ��

�
+

nX
i=1

nX
j=1

hjt
�i
j

� (�i + 1)
d
�
�; ��

�
+n

nX
i=1

ki
��i

d� (x; �x) + e��
nX
i=1

nX
j=1

hj
��i

d� (x; �x)

+nM
nX
i=1

K j�i � ��ij

d� (x; �x) �
 
1 +

nX
i=1

nX
j=1

hjt
�i
j

� (�i + 1)

!
d
�
�; ��

�
+

 
n

nX
i=1

ki
��i

+ e��
nX
i=1

nX
j=1

hj
��i

!
d� (x; �x)

+n2MKd (�; ��)

"
1�

nX
i=1

��i

 
nki + e

nX
j=1

hj

!#
d� (x; �x)

�
 
1 +

nX
i=1

nX
j=1

hjt
�i
j

� (�i + 1)

!
d
�
�; ��

�
+ n2MK d (�; ��) ;
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avec 1
�
= � : Alors"
1�

nX
i=1

��i

 
nki + e

nX
j=1

hj

!#
d� (x; �x)

� max

" 
1 +

nX
i=1

nX
j=1

hjt
�i
j

� (�i + 1)

!
; n2MK

# �
d
�
�; ��

�
+ d (�; ��)

�
:

8�1; �2 > 0 et d (�; ��) < �1, d
�
�; ��

�
< �2, il existe

� = 2

"
1�

nX
i=1

��i

 
nki + e

nX
j=1

hj

!#�1
max

" 
1 +

nX
i=1

nX
j=1

hjt
�i
j

� (�i + 1)

!
; n2MK

#
;

tel que d� (x; �x) � �max f�1; �2g : Alors, la solution du problème (4:1)-
(4:2) est stable par rapport à la condition initiale et l�ordre de la dérivation.
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Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Dans ce travail de recherche,notre objectif était le traitement d�une
équation aux dérivées partielles avec des dérivées temporelles fractionnaires,
et principalement l�étude de l�existence, l�unicité et la stabilité pour un sys-
tème d�équations di¤érentielles non linéaires à multi-ordres fractionnaires
avec retards.

D�une part, on a établi un principe du maximum pour une équation aux
dérivées partielles fractionnaires appelée équation d�advection-dispersion
avec une dérivée fractionnaire de Caputo. Les résultats de ce principe sont
ensuite appliqués pour démontrer l�unicité de la solution du problème mixte
associé à cette équation. D�autre part, en appliquant le principe de contrac-
tion, on a donné des conditions su¢ santes pour l�existence et l�unicité de la
solution d�un système d�équations di¤érentielles non linéaires à multi-ordres
fractionnaires avec retards . En plus de l�existence et l�unicité on a établi
sous certaines conditions la stabilité de la solution par rapport à la donnée
initiale et l�ordre de la dérivation.

Les résultats de cette thèse ont fait l�objet de la publication [30] :
Perspectives
L�étude de la stabilité uniforme de la solution du même système di¤é-

rentiel.
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Chapitre 6

Copie de l�article publié
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